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RESUMO

O problema mais importante do planejamento de lavra é a definicdo do sequenciamento de
lavra (production scheduling problem), quando deve-se decidir quando cada porcdo do
depdsito mineral seré extraida e qual sua destinacdo. Entretanto, este € um problema em que
os algoritmos conhecidos ndo sdo capazes de resolvé-lo de forma exata em tempo polinomial,
sendo classificado como NP-dificil. Consequentemente, algumas estratégias sdo empregadas
para simplificad-lo, como a definicdo prévia de uma cava final (ultimate pit problem) e a
subdivisao do problema do sequenciamento sob as dpticas do longo, médio e curto prazo, que
apresentam suas préprias particularidades, objetivos e restricdes. Outra maneira de simplificar
este problema é o agrupamento (clustering) de blocos em poligonos de lavra (mining cuts)
com base em algum critério de similaridade, reduzindo assim o tamanho do problema do
sequenciamento e adicionando restricdes operacionais a solucdo, como largura minima da
cava e dimensdo do equipamento de lavra. O problema do agrupamento também é NP-dificil,
sendo frequentemente abordado por heuristicas, metaheuristicas e técnicas baseadas em
aprendizado de maquina, geralmente prescindindo da definicdo formal de um modelo
matematico. Neste estudo, é apresentada uma formulagdo matematica para o problema do
agrupamento de poligonos de lavra em minas a céu aberto. Essa proposta baseia-se em
Programacdo Inteira Mista (Mixed-Integer Linear Programming, MILP) e é projetada para ser
abordada de forma independente do problema do sequenciamento de producdo. Além disso, o
problema € resolvido por programacéo por restricdes (Constraint Programming, CP), que
possibilita a obtencdo de um conjunto de solugdes viaveis ao amostrar o espaco de solucbes a
partir do modelo de otimizacdo Constraint Satisfaction Problem (CSP). Por outro lado, o
modelo Constraint Optimization Problem (COP) obtém solugdes 6timas para o problema,
podendo até encontrar solucdes que sdo 6timos globais. Como a solugédo direta do modelo
proposto pode ainda gerar uma solucéo inviavel do ponto de vista operacional, este estudo
propde ainda uma otimizacdo multiestagio baseada em programacdo por restri¢bes. Foi
proposta ainda a heuristica de propagacdo geométrica (geometric propagation heuristic,
GPH), capaz de efetuar o refinamento dos clusters gerados e garantir que a solugdo respeite a
dimensdo do equipamento de lavra. Para ilustrar a metodologia proposta, sdo apresentados
dois estudos de caso em bancos de dados reais, um consistindo na aplicacdo direta das
abordagens CSP e COP, ao passo que o outro aplica a otimizacdo multiestagio e a GPH em
trés cenarios com diferentes pardmetros. Por fim, uma metodologia multiestagio reduzida

composta de uma etapa empregando k-means e outra etapa empregando a GPH foi proposta,



cujos resultados foram comparados aos obtidos pela metodologia multiestagio baseada em
programacdo por restrigdes. Os resultados comprovam que as técnicas empregadas neste
estudo foram capazes de gerar poligonos de lavra que sdo 6timos locais em um tempo
aceitavel, além de ressaltarem o potencial da heuristica de propagacdo geométrica, algoritmo

capaz de rapidamente refinar a geometria de clusters.

Palavras-chave: Mineragdo a céu aberto; Planejamento de lavra; Planejamento operacional;
Agrupamento de poligonos de lavra; Programacao por restrigdes; Heuristica de propagacéo

geomeétrica.



ABSTRACT

The most important problem in mining planning is the definition of the mining sequencing,
when it must be decided when each portion of the mineral deposit will be extracted and what
its destination will be. However, this is a problem in which known algorithms are not able to
solve it exactly in polynomial time, being classified as NP-hard. Consequently, some
strategies are employed to simplify it, such as the prior definition of an ultimate pit and the
subdivision of the sequencing problem from the perspective of long-, medium- and short-
term, which present their own particularities, objectives and constraints. Another way to
simplify this problem is to aggregate blocks into mining cuts based on a similarity criterion,
reducing the size of the sequencing problem and adding operational criteria to the solution,
such as the minimum pit width and size of mining equipment. The clustering problem is also
NP-hard, and is often addressed by heuristics, metaheuristics and techniques based on
machine learning, generally dispensing with the formal definition of a mathematical model. In
this study, a mathematical formulation is presented for the mining cut clustering problem in
open-pit mines. This proposal is based on Mixed-Integer Linear Programming (MILP) and is
designed to be approached independently of the production scheduling problem. Furthermore,
the problem is solved by Constraint Programming (CP), which makes it possible to obtain a
set of feasible solutions by sampling the solution space using the Constraint Satisfaction
Problem (CSP) optimization model. On the other hand, the Constraint Optimization Problem
(COP) model obtains optimal solutions to the problem, and can even find solutions that are
global optima. As the direct solution of the proposed model can still generate an unfeasible
solution from an operational point of view, this study also proposes a multi-stage optimization
based on Constraint Programming. The geometric propagation heuristic (GPH) was also
proposed, capable of refining the generated clusters and ensuring that the solution respects the
size of the mining equipment. To illustrate the proposed methodology, two case studies on
real databases are presented, one consisting of the direct application of the CSP and COP
approaches, while the other applies multistage optimization and GPH in three scenarios with
different parameters. Finally, a reduced multi-stage methodology composed of a k-means step
and a GPH step was proposed, the results of which were compared to those obtained by the
multi-stage optimization based on Constraint Programming. The results prove that the
techniques used in this study were capable of generating mining cuts that are local optima in
an acceptable time, in addition to highlighting the potential of the geometric propagation

heuristic, an algorithm capable of quickly refining the geometry of clusters.



Keywords: Open-pit mining; Mine planning; Operational planning; Mining cut clustering;
Constraint Programming; Geometric propagation heuristic.
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1 INTRODUCAO

Pequenas variacdes nas condicdes de contorno de um projeto podem ter impacto
significativo sobre a configuracdo final de uma mina, seu sequenciamento, seu fluxo de caixa
e, consequentemente, no retorno final deste projeto. Devido ao grande numero de parametros
considerados, o planejamento de mina estd associado a inimeras fontes de incerteza, que sao
relevantes para o desenvolvimento de projetos de mineracdo, principalmente devido ao grande
impacto financeiro inerente a tomada de decisdo nesta etapa. Um modelo ndo é capaz de
mapear todas as fontes de incerteza, sendo estas dependentes dos parametros de entrada do
modelo ou do cenario simulado. Destarte, faz-se necessario entender e identificar essas fontes
para medir e controlar riscos, como incertezas geoldgicas, econdémicas e quaisquer outras que
impactem na conversdo de recursos para reservas (DIMITRAKOPOULOS; FARRELLY;
GODOQY, 2002; PERONI, 2002; DIMITRAKOPOULOS; MARTINEZ; RAMAZAN, 2007;
CHERCHENEVSKI; COSTA; RUBIO, 2019).

Pensando ainda no planejamento estratégico, voltado principalmente ao longo prazo, a
avaliacdo de projetos de mineracao se inicia na sondagem e amostragem, passa pela criacdo
de um modelo geoldgico e de estimativa representativo, decisdo dos métodos de lavra e
beneficiamento, avaliacdo dos custos de capital e operacionais e, finalmente, elaboragéo de
um plano técnico e financeiro que contemple toda a vida atil da mina, incluindo seu
fechamento. A determinacdo de cenarios e indicadores econdmicos (como o Valor Presente
Liquido, ou VPL) é fundamental para que uma avaliacdo econémica robusta seja efetuada,
possibilitando assim avaliar a rentabilidade e exequibilidade do projeto, sendo fortemente
desejado o0 mapeamento e quantificacdo dos riscos envolvidos na operagdo. Uma fonte critica
de risco técnico esta no teor e na tonelagem esperados de minério; a capacidade de modelar e
integrar esse risco a otimizacdo e ao planejamento é de suma importancia, e permite que uma
abordagem mais consciente seja adotada na avaliacdo de um ativo ou gerenciamento de um
projeto (DIMITRAKOPOULOS; FARRELLY; GODQY, 2002).

Entretanto, espera-se do planejamento estratégico ndo somente a maximizagdo de uma
funcdo matemaética (e.g. VPL) mediante as restri¢es impostas (precedéncia, angulo de talude,
teores, balangco metalurgico, definicdo de capacidade de equipamentos de lavra e
beneficiamento, dentre outros); o plano estratégico deve ser exequivel, flexivel e capaz de
contemplar os riscos, caso contrario suas previsdes jamais irdo se concretizar. O planejamento
tatico tem como objetivos detalhar melhor o planejamento estratégico em relagéo aos periodos

mais imediatos, mantendo a ele uma aderéncia satisfatoria enquanto visa tornas as cavas
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matematicas operacionais. O planejamento operacional, por sua vez, deve buscar meios de
atender aos requerimentos da usina de beneficiamento enquanto satisfaz restrigdes fisicas, de
equipamentos e recursos necessarios para operacionalizar as atividades, tomando sempre
como referéncia a aderéncia ao plano tatico, que por sua vez ¢ balizado pelo plano estratégico.
Embora os riscos associados a operacdo sejam altos e diversos, a auséncia de harmonia entre
estes diferentes horizontes temporais pode igualmente levar o projeto ao insucesso ou
frustracdo de resultados esperados, mesmo que uma ou outra etapa tenha sido executada
individualmente de maneira supostamente “6tima”.

Em um cenério utdpico, os investidores gostariam de conhecer com precisdo todos 0s
aspectos relacionados a operacdo de uma mina da abertura ao fechamento, onde seriam
antecipados todos os parametros chaves ao sucesso do empreendimento, como distribuicao de
teores e mineralogias, preco de venda do minério, balanco metallrgico, dentre outras
caracteristicas, de preferéncia em um horizonte temporal de dias ou horas, de forma que as
dificuldades pudessem ser antecipadas adequadamente. Entretanto, ndo somente é impossivel
prever todas as incertezas do projeto durante toda sua vida util, como ainda €
computacionalmente impossivel criar um modelo tdo complexo como o do sequenciamento de
lavia em minas a céu aberto considerando tantos arcos de precedéncia entre blocos,
principalmente em grandes depdsitos, que podem conter milhGes de blocos e diversas
restricdes, bem como em periodos curtos durante intervalos de tempo tdo longos quanto a vida
atil de uma mina. Isso se d& porque o problema do sequenciamento de lavra pode ser
formulado como o problema da mochila com restricdo de precedéncia (Precedence
Constrained Knapsack Problem, PCKP), um notorio problema NP-dificil (Non deterministic
polynomial-time hardness ou NP-hard), ou seja, ndo existem algoritmos conhecidos capazes
de os resolver em tempo polinomial (COWLING; GREENBERG; DE JONG, 2013).

Consequentemente, os problemas relativos aos horizontes temporais do planejamento
de lavra (longo, medio e curto prazos) foram formulados de diversas maneiras desde a década
de 1960, sendo vasta a gama de algoritmos empregados na resolucdo destas formulagdes. E
ainda comum a formulagdo do problema em etapas distintas, onde primeiro se aborda o
problema da cava final (Ultimate Pit Problem), depois séo geradas fases (pushbacks) contidas
nesta cava final e, somente entdo, 0 sequenciamento propriamente dito (Production
Scheduling Problem) é otimizado em cada pushback, tendo sido empregadas heuristicas,
metaheuristicas, algoritmos exatos e hibridos em cada uma destas etapas, conforme revisfes

elaboradas por Caccetta e Hill (2003), Osanloo, Gholamnejad e Karimi (2008), Newman et al.
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(2010), Espinoza et al. (2013), Meagher, Dimitrakopoulos e Avis (2014), Blom, Pearce e
Stuckey (2019), Flores-Fonseca, Linfati ¢ Escobar (2021) e Mariz e Soofastaei (2022).

Destarte, dada a complexidade do Production Scheduling Problem, além da subdiviséo
do problema e da abordagem em diferentes horizontes temporais, uma maneira efetiva de
reduzir a complexidade do problema é criar agrupamentos de blocos (block aggregation),
visto que assim os arcos de precedéncia seriam reduzidos significativamente, jA que o
sequenciamento considera agora os clusters, e ndo mais os blocos originais. Além de reduzir o
tamanho do problema do sequenciamento de lavra, o agrupamento de blocos pode adicionar
critérios operacionais que de outro modo seriam ignorados durante a resolugdo do problema.
Embora existam proposicdes baseadas em reblocagem (CHANDA; RICCIARDONE, 2002;
JELVEZ ET AL., 2016), técnicas que incorporam angulo do talude as particdes (RAMAZAN,
2007; MAI; TOPAL; ERTEN, 2018) e até propostas de agregacdo temporal (NEWMAN;
KUCHTA, 2007) ao invés da agregacdo de blocos, a metodologia mais aplicada atualmente é
0 agrupamento de poligonos de lavra (mining cuts).

Através desta técnica, os blocos pertencentes a uma mesma bancada em uma cava a
céu aberto sdo agrupados em poligonos de lavra com base em uma funcdo de similaridade
pré-determinada, e ao isolar este procedimento como um problema de otimizacdo a parte do
problema de sequenciamento de lavra é possivel incorporar vérias restrices ao problema,
como tamanho minimo e méximo dos clusters, controle geométrico, largura minima de
operacdo, dimensdo dos equipamentos de escavacdo, direcdo preferencial de lavra, dentre
outros (TABESH; ASKARI-NASAB, 2011, 2013). No entanto, o problema do agrupamento
(clustering problem), tal qual o sequenciamento de lavra, também é NP-dificil, sendo
frequente abordado por heuristicas, principalmente técnicas relacionadas ao aprendizado de
méaquina (Machine Learning, ML), como o K-means (MACQUEEN, 1967) e clusterizacao
hierarquica (Hierarchical Clustering, HC), mas também sendo frequentemente solucionado
por meio de metaheuristica evolucionarias como o algoritmo genético (Genetic Algorithm,
GA) (GOLDBERG, 1989; AGGARWAL; REDDY, 2014; BAGIROV; KARMITSA,;
TAHERI, 2020).

1.1 HIPOTESE INVESTIGATIVA E META
Devido a dificuldade de resolucdo dos problemas NP-dificeis, o problema do

agrupamento de poligonos de lavra vem sendo resolvido por heuristicas e técnicas baseadas

em ML, prescindindo de um modelo matematico formal. Destarte, a hipotese investigativa
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considera que desenvolver um modelo matematico para este problema e soluciona-lo por
meio de uma abordagem que seja eficiente dos pontos de vista da qualidade da funcéo
objetivo e do tempo de processamento gerard inputs para o problema do sequenciamento de
lavra operacional melhores do que os blocos individualizados. Ainda, se considera que
implementar uma etapa de pos-processamento apds a etapa de otimizacdo gerard solugdes
ainda mais robustas, principalmente nos casos em que a solucdo otimizada ndo seja adequada
quanto as fronteiras dos clusters e a dimensdo do equipamento de lavra.

A meta deste estudo, portanto, é propor uma nova solucdo baseada em otimizacao
matematica capaz de resolver o problema do agrupamento de blocos em poligonos de lavra
para minas a céu aberto, visando melhorar o desempenho e a operacionalidade do

sequenciamento de lavra deterministico no nivel do planejamento operacional.

1.2 OBJETIVOS

Contextualizado o problema do planejamento de lavra deterministico, seus diferentes
objetivos e horizontes temporais, este estudo volta-se principalmente a proposicdo de uma
nova abordagem para solugdo do problema do agrupamento de poligonos de lavra ou mining
cuts, visando melhorar o desempenho do sequenciamento de lavra no &mbito do médio e do
curto prazo. Para atingir esta meta, foram definidos os seguintes objetivos:

1. Mapear as principais formulacoes e variantes do problema do agrupamento de blocos
em mining cuts para o sequenciamento de lavra em minas a céu aberto;

2. Analisar os diferentes algoritmos empregados na otimizacdo do problema do
agrupamento de blocos em mining cuts para o sequenciamento de lavra de minas a céu
aberto;

3. Desenvolver um modelo matematico para abordar o problema do agrupamento de
poligonos de lavra;

4. Avaliar o desempenho dos modelos matematicos com dados reais e de benchmarks
para aplicacdo do problema do agrupamento de poligonos de lavra voltado ao
planejamento de lavra operacional;

5. Desenvolver uma metodologia robusta para solugdo computacionalmente eficiente do
modelo matematico voltado ao problema do agrupamento de poligonos de lavra
associado ao planejamento de lavra operacional,

6. Desenvolver uma solucdo de pGs-processamento capaz de corrigir possiveis erros ou

inconsisténcias apresentados pelos clusters gerados durante a otimizacao;
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7. Empregar uma metodologia de testes estruturada, que contemple a validacdo dos
modelos gerados através de métricas de otimizacdo (e.g.: valor de funcdo objetivo e
tempo de execucdo), bem como a validacdo por meio de meétricas relacionadas a
mineracdo (e.g.: diluicdo e perda de minério);

8. Publicar um ou mais artigos cientificos em peridédicos de reconhecimento
internacional, mantendo a aderéncia dos artigos ao tema sugerido, culminando na

defesa de uma tese perante uma banca avaliadora.
1.3 ETAPAS DA PESQUISA

Para atender aos objetivos propostos nessa pesquisa, 0 problema do agrupamento de
blocos em poligonos de lavra foi modelado por Programacdo Linear Inteira Mista (Mixed
Integer Linear Programming, MILP) e resolvido de forma exata e por programacdo por
restricbes (Constraint Programming, CP). A resolucéo direta do modelo matematico através
de otimizacdo foi chamada neste estudo de metodologia simplificada, representada na Figura
1 em um exemplo que considera somente a destinacdo dos blocos como critério de

similaridade.

Figura 1 — Exemplo de aplicacdo da metodologia simplificada, consistindo na resolugdo direta do modelo
matematico através de otimizacdo, onde a) blocos com destinacdo predeterminada séo agrupados em
clusters b) que compartilham uma mesma destinacao.

METODOLOGIA SIMPLIFICADA
a)

Blocos com Clusters apos
destinacdes otimizacao

Para possibilitar que modelos maiores fossem resolvidos por otimizacdo, foi proposta
uma metodologia multiestagio baseada em Constraint Optimization Problem (COP), uma das
abordagens da programacao por restricdes. Esta metodologia tem inicio com a obtencdo de
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uma solucdo parcial por k-means. Considerando esta solugéo parcial como solugéo de dica
(hint solution), sdo empregadas duas etapas de otimizacdo, onde a primeira ajusta 0S
parametros do modelo e obtém uma solucdo parcial melhor, enquanto a segunda explota o
espaco de solugdes vizinho a hint solution em busca de uma solucao que seja um 6timo local.
Finalmente, foi proposta a heuristica de propagacdo geométrica (Geometric Propagation
Heuristic, GPH) para refinar e corrigir falhas na geometria dos mining cuts gerados durante a
otimizacdo. A Figura 2 apresenta um exemplo da metodologia multiestagio completa

considerando somente a destinacdo dos blocos como critério de similaridade.

Figura 2 - Exemplo de aplicagdo da metodologia multiestdgio completa. Inicialmente, a) blocos com
destinacao predeterminada sdo agrupados por k-means (b). Em seguida, esta solucao parcial é submetida
a otimizacdo (c), quando a heuristica GPH corrige a geometria dos clusters (d).

METODOLOGIA MULTIESTAGIO
COMPLETA

a) b)

Blocos com  Clusters apds inicializagao
destinagdes por k-means

Clusters apos Clusters apos a
otimizacao heuristica GPH

Foi proposta ainda uma metodologia multiestagio reduzida para verificar se é possivel

obter solu¢Ges com mining cuts satisfatorios mesmo sem o emprego das etapas de otimizagao.



17

Conforme apresentado na Figura 3, esta metodologia reduzida emprega somente o algoritmo
k-means para obter uma solucéo inicial e corrige suas fronteiras por meio da heuristica GPH.

Figura 3 - Exemplo de aplicagdo da metodologia multiestagio reduzida, onde a) blocos com destinacéo
predeterminada sdo agrupados por k-means (b) e os clusters tém suas geometrias refinadas pela heuristica
GPH (c).

METODOLOGIA MULTIESTAGIO
REDUZIDA

a)

Blocos com  Clusters ap0s inicializacdo
destinagdes por k-means

Clusters ap0s a
heuristica GPH

Portanto, para a consecugdo deste estudo, foram definidas as etapas apresentadas na
Figura 4:
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Figura 4 — Etapas previstas durante a elaboracdo deste estudo.

Mapeamento das principais formulages e variantes do problema do agrupamento de
blocos em mining cuts para o sequenciamento de lavra em minas a céu aberto;

Mapeamento dos algoritmos ja empregados na otimizacdo de variantes do problema do
agrupamento de blocos em mining cuts para o sequenciamento de lavra em minas a céu
aberto;

~

Elaboracdo de um modelo matematico para representar o problema do agrupamento de
blocos em mining cuts, tal que este possa ser abordado de modo independente do
problema do sequenciamento de lavra;

Desenvolvimento de uma metodologia robusta para solugéo eficiente do modelo
matematico do problema agrupamento de blocos em mining cuts, empregando técnicas
baseadas em programacao por restri¢oes;

Desenvolvimento de uma solugdo de p6s-processamento capaz de corrigir possiveis
erros ou inconsisténcias apresentados pelos agrupamentos gerados durante a fase de
otimizacao;

Selecdo de dados e modelos de blocos reais e de benchmarks para aplicagcdo do
problema do agrupamento de blocos em mining cuts voltado ao planejamento de lavra
operacional;

N

Validacdo da metodologia por meio de métricas relacionadas a mineracdo e a
otimizacgao;
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2 REVISAO DO ESTADO DA ARTE

2.1 OTIMIZACAO MATEMATICA E PLANEJAMENTO DE LAVRA

O planejamento de lavra pode ser subdividido em dois problemas matematicos
principais: o problema da cava final (Ultimate Pit Problem) e o problema do sequenciamento
de lavra (Production Scheduling Problem), tendo sido elaboradas desde os anos 1960 diversas
formulacBes e algoritmos para aborda-los, podendo a abordagem ser individualizada ou
conjunta, como o sequenciamento direto de blocos (Direct Block Sequencing, DBS)
(MORALES et al., 2015; MARIZ; SOOFASTAEI, 2022). Antes de abordar os diferentes
problemas do planejamento de lavra e suas formulagfes matematicas, entretanto, deve-se

aludir ao que seria um problema de otimizacdo matematica.

2.1.1 Forma geral de um problema de otimizacdo matematica

Um problema de otimizacdo matematica tem como forma geral o seguinte Problema 1,

contemplando as Equagdes (2.1) e (2.2):
Minimizar  fo(x) (2.1)
Sujeito a filx) <b;parai=1,.. m. (2.2)
onde:
o vetor x = (x4, ..., x,) € a variavel de otimizacao do problema;
afuncdo fo : R™ — R é a funcéo objetivo;
as fungdes f; : R" - R, i =1, ...,m, sdo as fungdes de restri¢cdo (desigualdade);
as constantes b;, ..., b,,, séo os limites ou fronteiras para as restri¢oes.

Um vetor x* é chamado 6timo, ou solucdo do Problema 1, caso apresente 0 menor
valor objetivo em 2.1 entre todos os vetores que satisfacam as restricdes: para qualquer z com
f1(2) < by, ..., fm(2) < by, tem-se fo(z) = fo(x*). O Problema 1 é uma abstracdo do
problema de fazer a melhor escolha possivel de um vetor em R™ a partir de um conjunto de
candidatos. A varidvel x representa a escolha feita; as restricbes f;(x) < b; em 2.2
representam requisitos ou especificagdes que limitam as opgbes possiveis, e 0 valor objetivo
fo(x) em 2.1 representa o custo de escolha de x (assim como —fy(x) seria 0 ganho de

escolha de x). A solucdo do Problema 1 corresponde a escolha que tem custo minimo (ou
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ganho maximo) dentre todas as opg¢bes que atendem as restricbes (BOYD,;
VANDENBERGHE, 2009).

2.1.2 O problema do sequenciamento de lavra

O problema do sequenciamento de lavra em minas a céu aberto pode ser definido
como a determinacgdo da sequéncia de remocéo de blocos que ira maximizar o fluxo de caixa
descontado (VPL) do projeto, sujeito a uma variedade de restricGes fisicas e econémicas,
geralmente relacionadas a precedéncia, angulo de talude, capacidade dos equipamentos de
lavra e beneficiamento, controle de teores, largura minima operacional, dentre outras,
podendo ser incorporadas ao problema tantas restricdes quanto se julgue necessario. Varios
autores, inspirados em problemas de pesquisa operacional, desenvolveram modelos LP e
Programacdo Inteira (Integer Programming, IP) para resolver este problema, mas a
combinacdo das restricdes inerentes ao sequenciamento e lavra resultam um problema NP-
hard, como supracitado, cuja solucdo 6tima ndo pode ser obtida em um tempo de célculo
aceitavel (polinomial), de modo que simplificacfes e 0 uso de metaheuristicas sdo comumente
empregadas na busca por solugdes aproximadas (CACCETTA; HILL, 2003; ALIPOUR et al.,
2020; MARIZ; SOOFASTAEI, 2022).

Osanloo, Gholamnejad e Karimi (2008) formularam o problema do sequenciamento de
lavra como o Problema 2, contemplando as Equac@es (2.3) a (2.9), baseados na formulacédo
LP de Johnson (1969):

Maximizar r M N
7= Z Z Z Ci™ TB,. xi™ 2.3)
t=1m=1n=1
Sujeito a tm YN ,9:.TB.x™ )
1 < i=1di i~ < Gtm —
Gmln = Z£v=1 TB,-. xgm = Gmax para t (2.4)
1,....Tem=2,.. M.
pPctm <N TB,.x™ < PCi™, parat=1,...,Tem= 25)

2,...,M.

Mct, <YV, M  TB; x!'™ < MC!,.,,parat=1,..,T. (2.6)

YoM x™m=1parai=1,..,N. 2.7
Xyt =Yt Y xim<Oparat=1,..,T,b=

1,..,NeVleT,.

0<xi™<1parat=1,..,.T,b=1,...Nem=1,...M. (2.9)

(2.8)



21

onde:

T equivale ao nUmero maximo de periodos;

N equivale ao nimero maximo de blocos a serem sequenciados;

i representa o indice do bloco (i = 1, ..., N);

C!™ equivale ao VPL resultante de minerar o peso unitario de rocha do bloco i durante o
periodo t considerando o processo m;

xt™ equivale a proporcéo do bloco i a ser lavrada no periodo t e enviada ao processo m;

gi equivale ao teor médio do bloco i

TB; equivale a massa total no bloco i;

GIm e G, equivalem aos teores médios minimo e maximo do material m enviado ao
beneficiamento no periodo ¢;

PCin. e PCU™, equivalem as capacidades minima e maxima de beneficiamento do material
m enviado em qualquer periodo;

Mct,,, e MCt,,, representam as capacidades minima e maxima de lavra em qualquer
periodo;

b representa o indice do bloco disponivel para lavra no periodo t;

m equivale ao tipo de rocha ou rota de processo (i.e. estéril = 1, minério = 2, ..., M);

L equivale ao contador para l € T;

I, equivale ao conjunto de indices de blocos definidos para um bloco b, ou seja, os indices
dos blocos que devem ser removidos para permitir a extracdo do bloco b, respeitando o
angulo méaximo de talude.

Devido & citada dificuldade em abordar o problema diretamente, principalmente
quando trata-se de depdsitos multivariados e de grandes dimensdes, dotados de milhGes de
blocos e dezenas de periodos a serem sequenciados, ainda hoje a capacidade computacional
disponivel limita a formulacdo direta. Destarte, geralmente se decompde o problema do
sequenciamento de lavra multiperiodo em um master problem e define-se um conjunto de
subproblemas, tal qual proposto na decomposicdo de Dantzig-Wolfe, onde cada subproblema
é entdo resolvido como um problema de periodo Unico, possuindo as mesmas caracteristicas
do problema da definicdo da cava final. Ap6s solucionar todos os subproblemas, resolver o
master problem é relativamente simples, embora Osanloo, Gholamnejad e Karimi (2008)
afirmem que o método de Johnson (1969) seja capaz de gerar resultados 6timos para cada

periodo individualmente, mas ndo para abordar de forma exata o problema da cava final
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(DANTZIG; WOLFE, 1960; JOHNSON, 1969; OSANLOO; GHOLAMNEJAD; KARIMI.
2008).

Anos antes da formulacdo de Johnson (1969), Lerchs e Grossmann (1965) ja haviam
sugerido ainda em sua publicacdo seminal um terceiro algoritmo, propondo um método para
abordar o sequenciamento de lavra de longo prazo baseado no conceito de parametrizacéo,
introduzindo o conceito das cavas aninhadas. Ao se considerar 0 modelo ndo descontado e
variar o valor econémico de cada bloco i de C; para (C; —A) onde A > 0, uma sequéncia
crescente de valores de A da origem a um conjunto de cavas aninhadas. Em outras palavras, as
cavas aninhadas sdo cavas consecutiva geradas a medida que se reduz o retorno econdmico
dos blocos (fator de retorno, revenue factor) na cava de modo constante, sendo definida assim
a sequéncia de extracdo de uma forma gulosa (greedy) desde a menor cava aninhada (aquela
que s6 é viavel quando o teor é muito elevado, visto que o prego de venda foi reduzido) até a
maior (aquela que € vidvel mesmo quando os teores sdo muito baixos, visto que o preco de
venda foi aumentado). (LERCHS; GROSSMANN, 1965; BOND, 1995; CACCETTA,; HILL,
2003; OSANLOO; GHOLAMNEJAD; KARIMI, 2008). A Figura 5 conttm uma

representacdo de quatro cavas aninhadas com fatores de retorno crescentes, tal que 8, < 8, <

B3 < Ba.

Figura 5 - Representacéo de quatro cavas aninhadas com fatores de retorno crescentes, tal que g, < 8, <

B3 < Bs.

Fonte: CANESSA; MORENO; PAGNONCELLI (2020).

A abordagem tradicional do sequenciamento de lavra em minas a céu aberto consiste,
ainda hoje, em definir o limite final da cava, empregar um algoritmo paramétrico para gerar
cavas aninhadas, selecionar algumas destas cavas paramétricas como fases (phases ou

pushbacks) para servir de referéncia e limitar o problema do sequenciamento de produgéo,
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incorporar aspectos operacionais as fases matematicas, como rampas e geometrias exequiveis
e, finalmente empregar variacdes do Problema 2 para, enfim, sequenciar a cava.

Ampliando o conceito de pushbacks, sdo volumes gerencidveis de material, ou cavas
individuais menores, contendo suas respectivas frentes de trabalho e dindmica de mineracéo,
tendo como objetivo reduzir a demanda computacional dos algoritmos de sequenciamento
(visto que ndo abordariam o modelo monolitico de blocos de uma Unica vez). Essa reducédo de
tamanho permite o desenvolvimento dos planos de lavra em menores horizontes temporais
(médio e curto prazo), sendo que estas etapas podem ser determinadas subjetivamente ou por
alguma estratégia de otimizacdo. Foram desenvolvidas algumas heuristicas ao longo dos anos,
como as propostas por Dagdelen e Frangois-Bongarcon (1982), Gershon (1987), Whittle
(1988), Wang e Sevim (1995) e Ramazan e Dagdelen (1998). Meagher, Dimitrakopoulos e
Avis (2014) elaboraram uma extensa revisdo sobre a otimizacdo de pushbacks e o gap
problem, termo usado para descrever incrementos substanciais de tamanho entre pushbacks
sucessivos, 0 que acarreta em cendrios de cava sub 6timos em termos da maximizagdo do
VPL (GERSHON, 1983; MEAGHER; DIMITRAKOPOULOS; AVIS, 2014). A Figura 6
representa uma cava a céu aberto cujos trés pushbacks possuem tamanhos muito distintos,

ocorrendo o gap problem.

Figura 6 - Representacdo de uma cava a céu aberto contendo trés pushbacks com tamanhos muito
diferentes, ocorrendo o gap problem.

Fonte: MEAGHER; DIMITRAKOPOULOS; AVIS (2014).

Pode-se ainda citar Seymour (1995), que alterou o algoritmo de sequenciamento de
Lerchs e Grossmann (1965) ao incorporar o tamanho da cava como variavel de
parametrizacdo a fim de gerar cavas com valor econdmico maximo relacionado a este
parametro, retornando entdo as cavas obtidas na envoltdria convexa superior (upper convex
hull) de um conjunto de pontos definido em um gréfico contendo o valor econémico da cava
vs. 0 valor do parametro. Quando o0 casco convexo superior € proporcional e existem cavas

viaveis nele ou proximas a ele, pode-se selecionar pushbacks que ndo sofram com o gap



24

problem; entretanto, se as cavas do casco convexo superior estiverem distantes umas das
outras em termos de tamanho, consequentemente ocorrera este problema, ja que o algoritmo
ndo forneceu cavas com as dimensdes desejadas. (LERCHS; GROSSMANN, 1965;
SEYMOUR, 1995). A Figura 7 apresenta um casco convexo superior bem definido (direita) e
um deficiente e com uma grande lacuna (esquerda), plotados em um gréafico de valor da cava

vs. tamanho da cava.

Figura 7 — Representagdo de uma envoltdria convexa superior bem definida (direita) e uma deficiente e
com uma grande lacuna (esquerda) plotados em um grafico de valor da cava vs. tamanho da cava.
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Fonte: adaptado de SEYMOUR (1995); MEAGHER; DIMITRAKOPOULOS; AVIS (2014).

Para mais informacGes acerca dos métodos e algoritmos empregados na resolucéo do
problema do sequenciamento de lavra em cavas a céu aberto, recomenda-se consultar a

revisao efetuada por Mariz e Soofastaei (2022a).

2.1.3 Horizontes temporais no sequenciamento de lavra: planejamento estratégico, tatico

e operacional

O sequenciamento da producdo durante determinado periodo de tempo é conhecido
como horizonte de programacdo, abrangendo geralmente trés intervalos: o longo prazo (ou
planejamento estratégico), o médio prazo (ou planejamento tatico) e o curto prazo (ou
planejamento operacional). O longo prazo pode variar de 20 a 30 anos, dependendo da
situagdo, podendo mesmo contemplar toda a vida util da mina, embora avaliagdes econémicas
com horizontes temporais muito distantes sejam infrutiferas, devido ao minimo retorno do
VPL alcangado ap6s algumas décadas e & improbabilidade de o plano se concretizar. Este
periodo de 20 a 30 anos é entdo subdividido em varios periodos menores, de 1 a 5 anos,
compondo entdo os horizontes de médio prazo, que buscam fornecer informacfes mais

detalhadas que o plano estratégico e que permitam uma melhor operacionalizagdo da cava,
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definindo restricGes de area e/ou informagdes que permitiriam a substituicdo da capacidade
instalada, bem como possiveis periodos de ramp-up e consequente ampliacdo do maquinério.
Dai em diante, o periodo de 1 a 5 anos da programacdo de médio prazo é subdividido em
periodos mensais (tipicamente de 1 a 12 meses) para que uma programacao ainda mais
detalhada seja produzida, sendo este o horizonte de curto prazo, podendo ainda ser dividido
em subperiodos semanais ou até diarios, onde o objetivo principal é convergir a
exequibilidade do médio prazo com as restricbes operacionais de espaco, teor, equipamentos
de lavra e de beneficiamento (OSANLOO; GHOLAMNEJAD; KARIMI, 2008).

A Figura 8 ilustra a metodologia tradicional aplicada ao planejamento de longo prazo,
iniciando com a definicdo de um modelo de blocos deterministico para representar a
distribuicdo espacial das litologias e teores dos elementos de interesse. A seguir é feita a
conversdo deste modelo de teores para um modelo de blocos econémico com base em uma
funcdo de transferéncia (LANE, 1964), a geracdo da cava final e das cavas aninhadas por
meio de um algoritmo de parametrizacdo (LERCHS; GROSSMANN, 1965), seguida da
definicdo de pushbacks, incorporacdo de elementos operacionais e do sequenciamento dos
blocos contidos nestas fases operacionalizadas. Deve-se salientar que mesmo que as etapas
apresentadas na Figura 8 sejam eficientemente empreendidas, devido ao nivel de
detalhamento da informacdo empregada em um planejamento estratégico, adequacgdes devem
ser consideradas nos horizontes temporais de médio e curto prazo. Ao incluir informacdes da
geologia outrora indisponiveis, é provavel que seja necessaria a revisao dos objetivos e das
restricbes empregadas nos modelos e, eventualmente, os préprios algoritmos empregados,

assegurando assim que o plano de longo prazo seja exequivel e busque a solugdo 6tima.
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Figura 8 - Metodologia tradicional para os planejamentos estratégico e tatico em cavas a céu aberto,
incluindo o uso de uma fungdo de transferéncia para converter o modelo de teores em um modelo
econdmico, a geragdo de cavas aninhadas, a escolha de pushbacks, seguida da operacionalizacdo e o
sequenciamento dos blocos dentro de cada pushback.

g ® 7

Modelo de blocos Modelo de blocos econdmico Cavas aninhadas
J
— S— I HH
I
"
Sequéncia das fases Desenho operacional Sequéncia de produgio

Fonte: adaptado de MORALES et al. (2019).

Durante a fase de operacdo da mina, é possivel obter informacfes acerca da
distribuicdo espacial das litologias e teores que ndo estavam disponiveis durante o
planejamento de longo prazo, como mapeamento das faces dos taludes e analise do material
oriundo da perfuracdo, fornecendo assim uma melhor estimativa do verdadeiro teor do
depdsito na frente de lavra trabalhada. Entretanto, deve-se considerar que se as dimensdes dos
blocos de curto prazo forem muito pequenas, ndo seria possivel lavrar estes blocos
individualmente, razdo pela qual é necessario introduzir o conceito de unidade seletiva de
lavra (Selective Mining Unit, SMU).

As SMUs podem ser vistas como unidades de lavra cujas dimensdes sdo as minimas
necessarias para propiciar a lavra seletiva pelo equipamento de lavra ora empregado em uma
mina. Portanto, ndo deveria ser submetido ao sequenciamento de lavra uma unidade menor
gue uma SMU, sendo necessario o agrupamento dos blocos operacionais em poligonos de
lavra (mining cuts) cujas dimensdes minimas sejam equivalentes as dimensdes de uma SMU.
Outro aspecto relevante € a distribuicdo espacial dos blocos sequenciados, visto que 0s
equipamentos de esteira ndo devem movimentar-se frequentemente entre blocos distantes
entre si, pois isto reduziria sobremaneira sua utilizacdo fisica e, consequentemente, sua
eficiéncia operacional. Portanto, além de gerar unidades de lavra com dimensdes adequadas, a
criacdo de mining cuts também resulta em planos de lavra consistentes e factiveis, produzindo
frentes de lavra bem definidas que podem ser sequenciadas tanto no planejamento estratégico

de lavra como no planejamento tatico e operacional (NELIS; MORALES, 2022). A Figura 9
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apresenta a conversao de blocos da exploragdo mineral em blocos de curto prazo, gracas a
adicdo de novas informagdes oriundas das frentes de lavra, além do agrupamento de blocos

em poligonos de lavra.

Figura 9 — Esquema representando a conversao de blocos da exploracdo mineral em blocos de curto prazo
através da adicdo de informacdo oriunda das amostras de perfuracdo, seguido do agrupamento destes
blocos em poligonos de lavra, cujas as cores representam diferentes destinos e 0s ndmeros representam
periodos de sequenciamento.

Plano de Lavra

Estratégico Plano de Lavra Operacional
— r : )
3 4
— — — —
11 [T
Refinamento dos Agrupamento em Selegﬁo da Sequenciamento
Blocos por Dados  Poligonos de Lavra Destinag¢do
da Perfuragdo
= Blocos de Exploragdo === Blocos Operacionais === Poligonos de Lavra

Fonte: adaptado de NELIS; MORALES (2022).

2.2 O PROBLEMA DO AGRUPAMENTO

De maneira geral, o problema do agrupamento (ou clustering) é uma das tarefas
fundamentais @ mineracdo de dados ou em muitos segmentos industriais, que tem como
objetivo criar particdes de dados em grupos com base na similaridade de objetos, ou seja,
fazendo com que todos os objetos dentro de determinado cluster sejam semelhantes entre si
enquanto os objetos agrupados nos demais clusters sejam diferentes destes. (BAGIRQOV;
KARMITSA; TAHERI, 2020). Uma notacdo simplificada de um problema do agrupamento

sem restricBes é apresentada no Problema 3, contemplando as Equacdes (2.10) a (2.16):

A={ay,..,a,},q; ERi=1,..,m (2.10)
A4;#0,vj=1,. k 2.11)
A,-ﬂquo,Vj,q: 1,..kj*q 2.12)
k
A= UA,- 2.13)
j=1
m; > 1 (2.14)

X €ER%j=1,..,k (2.15)
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x = (xq, .., Xy) € R (2.16)
onde:
A é um conjunto finito de pontos em um dado espaco n-dimensional (2.10);
a; = 1,...,m sdo instancias (pontos), onde cada instancia possui n atributos;

Aj representa as parti¢des dos dados, ou seja, os clusters;
m; representa o numero de pontos em cada clusters;
x; esta associado aos centros dos clusters A; como seus representativos;

x representa a colecdo destes centros.

Com isso, nenhum cluster estara vazio (2.11) e a soma de todos os pontos distribuidos
entre os clusters equivale ao préprio dominio A (2.13). O numero de clusters (k) é um
parametro fundamental aos algoritmos de agrupamento, e espera-se que este valor seja muito
menor que a quantidade de instancias (m). Deve-se ressaltar, entretanto, que esta € uma
formulacdo de um hard clustering, ou seja, cada instancia pode pertencer somente a um Unico
cluster (2.12), como no caso do agrupamento de blocos em mining cuts. Em uma formulacgéo
soft clustering, como naquelas que emprega a l6gica Fuzzy, uma instancia pode pertencer ao
mesmo tempo a mais de um clusters, mas este problema foge ao tema aqui proposto
(BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

2.2.1 Medidas de similaridade entre agrupamentos

A similaridade entre as instancias agrupadas em clusters pode ser medida por meio de
uma funcdo de correspondéncia ou similaridade, escolhida com base no representante do
cluster (centros, por exemplo) e nos atributos contidos no conjunto de dados, sendo esta
escolha um dos principais fatores na determinacdo da complexidade do problema do
agrupamento. As medidas de similaridade para clusters cujos representantes sdo centros
(pontos) ou hiperplanos sao diferentes, bem como conjuntos de dados que contém apenas
instancias com nimeros sdo mensuradas diferentemente dos que contém instancias numéricas
e categoricas ou apenas categoricas. No entanto, todos os algoritmos de agrupamento
envolvem algum tipo de processo para medir a similaridade dos objetos, de modo que
quaisquer dois pontos pertencentes ao mesmo cluster devem ser mais semelhantes entre si do
que quaisquer dois pontos de dois clusters diferentes (BAGIROV; KARMITSA; TAHERI,
2020). A Figura 10 apresenta um exemplo em que a) os dados foram agrupados em dois

clusters de formas circulares e b) em trés hiperplanos.
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Figura 10 - Agrupamento de dados em a) dois clusters circulares e b) em trés hiperplanos.

Fonte: BAGIROV; KARMITSA; TAHERI (2020).

Considerando que b,c € R™ sdo quaisquer pontos do dominio A e que R, = {r €
R:7 > 0}, uma funcio d:A*A — R, pode ser chamada de funcdo ou medida de
similaridade se satisfizer as condi¢cdes em que d(b,c) = 0 se e somente si b = ce d(b,c) =
d(c, b) para todo b, c € A. Isto posto, tem-se que um ponto b é similar a si mesmo (ndo ha
dissimilaridade) e que a similaridade € simétrica. Tomando como referéncia atributos
numericos e centros de clusters como seus elementos representativos, Bagirov, Karmitsa e

Taheri (2020) listam as seguintes variantes das normas gerais de Minkowski como possiveis

1
medidas de similaridade, baseadas na equacdo dp(b,c)z(Z?zllb,-—cilp)?’, em que

pe(0, ), mas somente quando p = 1 esta medida é propriamente uma funcgéo de distancia:

1. di(b,c) =Y} 411b; —c;|, quando p =1 e a medida de similaridade baseia-se na
norma-L1, também conhecida como city block ou norma de Manhattan;

2. Baseada na norma-L, quando p = 2, a medida de similaridade baseia-se na distancia
Euclidiana, sendo geralmente empregada em problemas de agrupamento o quadrado
da distancia Euclidiana, como d5 (b, ¢) = ¥ ;(b; — ¢;)?; nestes casos, os centros dos
clusters sdo chamados de centroides;

3. Por fim, a medida de similaridade baseada na norma-L.., quando p = oo, da-se por
d,(b,c) = max;—y 1n|b; — c;|, também conhecida como norma de Chebyshev
(BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

Existem diversas outras medidas de similaridade, embora Bagirov, Karmitsa e Taheri

(2020) ressaltem que ao longo dos Gltimos 60 anos, os esforcos concentraram-se em técnicas

que empreguem a distancia Euclidiana ao quadrado.
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2.2.2 Medidas de similaridade em poligonos de lavra por Tabesh e Askari-Nasab (2011,
2013)

Visto que as normas gerais de Minkowski ndo contemplariam a similaridade entre
variaveis categoricas, Tabesh e Askari-Nasab (2011) indicam que a codificagdo binaria destas
variaveis ndo permitiria levar em conta as semelhancas entre as categorias, bem como o0 uso
do coeficiente de pareamento simples (Simple Matching Coefficient), que compara o0s
atributos categdricos e considera uma resposta binaria para valores iguais ou ndo, também
falharia em considerar as semelhancas entre as categorias. Consequentemente, Askari-Nasab,
Tabesh e Badiozamani (2010) empregaram a ideia da hierarquia de distancias para poder
calcular a semelhancas entre variaveis categodricas, técnica na qual a variavel categorica €
demonstrada em uma arvore ponderada e a distancia entre dois valores é calculada a partir das
ligacdes entre as duas ramificacBes. Destarte, através da implementacdo de uma calibragdo de
pesos para cada variavel categoérica e da implementacao de uma funcdo de penalidade adotada

para esses atributos, o valor de similaridade entre dois blocos b, c € A; poderia ser definido

como Sy, = Rb,ch,c/ﬁb,cWDﬁblcwc, onde R,. € a penalidade atribuida aos blocos com
diferentes litologias, Cp, . € a penalidade atribuida a blocos néo localizados acima do mesmo
cluster (considerando uma otimizagdo em multiplas bancadas), Dy, . representa a distancia
normalizada entre os blocos b e ¢ (D, seria a distancia Euclidiana entre eles) e Gy
representa a diferenca normalizada de teores entre esses blocos (ASKARI-NASAB,;
TABESH; BADIOZAMANI, 2010; TABESH; ASKARI-NASAB, 2011).

Mesmo que a otimizacdo se dé em mdltiplas bancadas, como a determinacdo de
mining cuts se da em cada bancada individualmente, a coordenada Z de cada bloco deve ser
desconsiderada, de modo que a matriz de distancias para cada bancada se da por Dy, =
[(Xp — X)?% + (Y, — Y)?]Y/2, sendo estas distancias normalizadas por meio da divisio de
cada valor pelo valor maximo da matriz, Dy, . = Dy, ./Dmax- O fator de distancia normalizado
entdo é elevado ao peso Wy, onde pesos mais elevados tém a capacidade de criar clusters
mais circulares. Uma abordagem semelhante da-se em relacdo a diferenca entre os teores, que
deve considerar o elemento de maior interesse caso seja um banco de dados multivariado,
onde G, = (G, — G.)* quando G, # G, ou G, = & caso contrario, sendo & um valor muito
pequeno para evitar nameros incomparaveis (infinitos) nos indices de similaridade. Esta
“distancia Euclidiana dos teores” pode entdo ser normalizada por meio da equagdo G, =

Gp,c/Gmax, de modo que o fator de distancia de teores normalizado entéo € elevado ao peso
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W, onde pesos mais elevados tém a capacidade de criar clusters que aparentemente seguem
a distribuicéo de teor no corpo de minério. O fator de similaridade Ry, ., referente as litologias
da bancada, considera um valor de penalidade de r € [0, 1] se dois blocos tiverem litologias
diferentes 1 caso contrario, e embora seja chamado de penalidade, valores mais baixos devem
ser considerados para r se uma maior eficicia for desejada quanto a valorizacéo da litologia
no calculo de similaridade. Finalmente, o fator Cj . € calculado ao se atribuir um valor ¢ €
[0, 1] para a dissimilaridade entre dois blocos que estdo acima de clusters distintos (em baixo
da bancada) ou 1 caso contrario (TABESH; ASKARI-NASAB, 2011).

Em Tabesh e Askari-Nasab (2013), por sua vez, algumas variantes desta medida de

similaridade sio apresentadas, como em S, . = 1/D,, ., quando somente a distancia entre os

. . ~ Wp~= W . .
blocos € considerada, S, = Tpc/Dp ”Gb_c ¢ sendo T, a penalidade aplicada aos blocos
que ndo forem enviados para a mesma destinacdo onde, tal qual nas penalidades anteriores,

t € [0,1] e a atribuigdo de valores menores a este fator ressalta seu impacto no célculo de
Lo . . ~ Wp= W~ W
similaridade. Os autores apresentaram ainda a equacdo Sy, = Thc/Dpe Gpe Mpe
onde M, . representa uma medida de similaridade baseada na diregdo da lavra, implementada

por meio da definicdo por parte do usuario de um ponto inicial e um final do vetor direcéo

preferencial. Visto que o indice de similaridade de direcdo para um bloco b é calculado como

Mb=sign((M},)2—(M,2,)2)*\/|(M},)2—(M§)Z|, em que M} se refira a distancia

Euclidiana deste bloco b ao ponto inicial do vetor de direcio e M7 se refira a sua distancia até
o ponto final do vetor de direcdo, a distancia de cada bloco a esses pontos é calculada e esse
valor é entdo usado como medida de similaridade, o que pode resultar em clusters
perpendiculares & direcdo de mineracdo. O sinal (sign) deve ser preservado para fins de
distingdo entre o ponto inicial e o ponto final do vetor de direcdo, de modo que o indice de
similaridade de direcdo M}, pode ser usado para determinar a similaridade entre os blocos b e
¢, sendo combinado com outras medidas de similaridade e associado a um peso Wy
especificado (TABESH; ASKARI-NASAB, 2013).

Tabesh e Askari-Nasab (2013) indicam também que se deve levar em consideragdo
que a insercao de muitos parametros diminui a qualidade do agrupamento, ja que seus efeitos
podem se neutralizar, citando como exemplo que devem-se evitar empregar simultaneamente
os fatores de similaridade relativos aos teores e aos destinos, embora os préprios autores
tenham sugerido uma equagdo como esta, uma vez que geralmente estes estdo

correlacionados. Outra modificacdo proposta na medida de similaridade para agrupamento de
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blocos em mining cuts visa seu emprego em depdsitos estratificados, como areias betuminosas
e carvao, cuja lavra se da geralmente em tiras (strips) de uma mesma litologia e com largura

pré-determinada, de modo que o calculo do fator M}, supracitado poderia ser substituido por

2 2 Ly . . ~ .
My, = \/|(M,1,) + (M%) | onde ao invés de especificar um vetor de direcdo, os dois pontos

especificados pelo usuario representam o ponto inicial da operacdo de lavra (TABESH;
ASKARI-NASAB, 2013).

2.2.3 Modelos de otimizacao na analise de agrupamentos

Continuando com a mesma notacdo empregada no Toépico 2.2.2, um modelo de
otimizacdo do problema do agrupamento pode ser formulado como um MILP ao considerar

um peso de associagdo w;; do ponto a; € A com o cluster A; equivalente a 1 se o ponto a; for
alocado ao cluster A4;, ou equivalente a 0 caso contrario, conforme o Problema 4 a seguir,

contemplando as Equagdes (2.17) a (2.20):

Minimizar Ck(x,w) (2.17)
Sujeito a w;; €{0,1}paratodoi=1,., mj=1,..,k (2.18)
k
w;i =1 paratodoi=1,..,m (2.19)
j=1
X ERYj=1,..k (2.20)
onde {;(x,w) =i 2’;12};1 w;;d,(xj,a;) é chamada de k-ésima fungéo de clusterizagao,

em que x = (xq, ..., %) €E R™ e w = (wy,...,w,) € R™, funcdo objetivo que converte o
problema MILP em Programagdo N&o Linear Inteira Mista (Mixed Integer Nonlinear
Programming, MINLP). Esta formulagdo contém mk variaveis inteiras (binarias) w;;, onde
i=1,...mej=1,..,k, e nk variaveis continuas x; € R", onde j = 1, ..., k. A funcéo
objetivo {; é convexa para k =1 e ndo convexa para k > 1, configurando em um hard
clustering se forem usadas medidas de similaridade d; ou d.. No caso da métrica d, 0S
centros x;,j = 1, ..., k sdo computados como as medianas dos clusters, tornando a formulagao
do problema em um IP (BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

J& 0 modelo de otimizacdo ndo suave (Nonsmooth Optimization Model) para o
problema do agrupamento pode ser formulado conforme o Problema 5, contemplando as
Equagdes (2.21) e (2.22):
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Minimizar fr(x) (2.21)
Sujeito a x = (X1, .., x) € R (2.22)
onde fr(x) =% iymin;_; . dy(x;a;) € a k-ésima funcdo de cluster. Este problema

contétm mk variaveis continuas x; € R, j = 1,..., k, independentemente do ndmero de

instancias. A funcdo objetivo f é convexa para k = 1 e ndo convexa para k > 1, também
configurando em um hard clustering se forem usadas medidas de similaridade d; ou d,
embora a combinacdo entre k > 1 e d, também seja um hard clustering (BAGIROV;
KARMITSA; TAHERI, 2020).

Pode-se ainda formular o problema do agrupamento como um modelo de otimizagéo
ndo suave de diferenca de fungdes convexas (Nonsmooth Difference of Convex Functions
Optimization Model) conforme o Problema 6, contemplando as Equagdes (2.23) e (2.24):

Minimizar fr(X) = fra(x) — fra(x) (2.23)

Sujeito a x = (Xq,...,X) € R™ (2.24)
onde fi(x) = % miYiadp(xj,a) e fia(x) = "112?41 max_y, i Yo—1,5+; dp(%), @;)
(BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

Como mencionado anteriormente, a funcdo d, € convexaem x parap=1,p=2¢
p = oo. Portanto, a funcdo fj; como soma de fungdes convexas e convexa. Além disso, como
0 méaximo de um numero finito de fungbes convexas € convexo, a funcdo f,, também ¢é
convexa como a soma dos maximos da soma das funcBes convexas. Para a medida de
similaridade d,, a funcdo f4 seria um smooth clustering, ao passo que a funcdo fi, é, em
geral, hard clustering. Se p =1 ou p = oo, entdo fy1 € fi2 Sdo fungdes hard clustering
(BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

Ao considerar o problema do agrupamento como um problema de otimizacgdo, Dao,
Duong e Vrain (2017) relatam ainda algumas estratégias comumente usadas considerando
medidas de dissimilaridade, que seriam de certa forma o oposto das normas gerais de
Minkowski apresentadas anteriormente, pois buscam quantificar as diferencas entre as
instancias. Considerando d¢(b, c) uma medida de dissimilaridade entre dois pontos b, c € 4,
0S autores citaram como estratégias:

1. A minimizacdo do didmetro méaximo dos clusters, onde o didmetro maximo de uma

particdo A; equivale a maior dissimilaridade entre dois objetos neste mesmo cluster,

onde D(A):maxje[l,k],b,cEAj(ds(b'C))1 critério também conhecido como
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agrupamento de conexdo completa ndo hierarquica (nonhierarchical complete-link
clustering);

A maximizacao da divisdo minima entre clusters, equivalendo a menor dissimilaridade
S(A) =

minj<qe[1,k],bEAl-,ceAq(ds(b: c)), critério também conhecido como agrupamento de

entre dois objetos de clusters diferentes, onde

conexao simples (single-link clustering);

A minimizacdo da soma de dissimilaridades dentro dos clusters (Within-Cluster Sum
of Dissimilarities, WCSD), onde WCSD(A) = Z]-E[Lk]%zb,ceflj d,(b,c), critério em

que a dissimilaridade é geralmente medida pela distancia Euclidiana ao quadrado;
A minimizacdo da soma dos quadrados dentro dos clusters (Within-Cluster Sum of
Squares, WCSS), em que se computa a soma das distancias Euclidianas quadradas

entre cada objeto a; e o centrdide m; do cluster contendo a;, onde WCSS(A) =

% i1 Sajea;|@i —m;|” (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

A Figura 11 apresenta o resultado do agrupamento de um conjunto de dados por

diferentes critérios, onde foi utilizado em a) um critério subjetivo, em b) um complete-link

clustering, em c) um single-link clustering e em d) a métrica WCSS.

Figura 11 — Resultado do agrupamento de um conjunto de dados por diferentes critérios, onde foi
utilizado em a) um critério subjetivo, em b) um complete-link clustering, em ¢) um single-link clustering e

em d) a métrica WCSS.

a)e, T . """" b o |
C) ® e | d) iz
. p °o°, ... ° e o oo :. o. .

Fonte: DAO; DUONG; VRAIN (2017).
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2.2.4 Métricas de avaliacdo da qualidade de agrupamentos

As métricas que avaliam a qualidade dos agrupamentos podem ser divididas em duas
classes: aquelas que baseiam-se no conhecimento prévio de quais particdes sdo verdadeiras,
como o indice de Rand (1971), a pontuacdo de Fowlkes-Mallows (FOWKLES; MALLOWS,
1983), as pontuacdes baseadas em informacgdes matuas (STREHL; GOSH, 2002) e o critério
V (V-Measure) (ROSENBERG; HIRSCHBERG, 2007), ou aquelas que ndo baseiam-se no
conhecimento prévio das partiches, como o indice Calinski-Harabasz (CALINSKI;
HARABASZ, 1974), o indice Davies-Bouldin (DAVIES; BOULDIN, 1979) e o coeficiente
da silhueta (ROUSSEEUW, 1987) (HUBERT; ARABIE, 1985; SCIKITLEARN, 2022). Visto
que o problema do agrupamento de blocos em mining cuts, tema proposto neste estudo, ndo
demanda o conhecimento prévio de quais particBes seriam verdadeiras, somente a segunda
classe foi aqui abordada.

O indice Calinski-Harabasz, também conhecido como critério da razdo de variancia,
consiste na razdo da soma da dispersdao entre clusters e da dispersao intra-cluster para todos 0s
agrupamentos, sendo a dispersdo definida como a soma das distancias ao quadrado, onde um
indice mais elevado refere-se a um modelo com clusters mais bem definidos. Seja A € um
conjunto finito de pontos em um dado espago n-dimensional subdividido em A; particGes,
onde j=1,..,k, o indice Calinski-Harabasz s d&-se como s=
tr(By) *(A—k)/tr(W,) = (k— 1), onde tr(Bj) é o traco da matriz de disperséo entre
grupos e tr(W,) é o traco da matriz de dispersdo dentro do cluster, ambos definidos por
By =X amy(x — x4) (xj—x)" & Wi =3 Yaem (¥ — %) (x — x)", com m; o
conjunto de pontos no cluster 4;, x; o centro do cluster A;, x, 0 centro de A4, e m; 0 numero
de pontos no cluster A; (CALINSKI; HARABASZ, 1974; SCIKITLEARN, 2022).

O indice Davies-Bouldin, por sua vez, identifica uma semelhanca média entre os
clusters A;, em que esta similaridade seria uma medida que compara a distancia entre os
clusters com seus tamanhos, onde indices baixos representam um modelo com melhor
separacdo entre os clusters e sendo 0 a pontuacdo mais baixa possivel. Ao definir o indice
como a similaridade média entre cada cluster A; para seu cluster A, mais semelhante, a

similaridade pode ser definida como R;, = (s]- + sq)/d]- em que s; representa a distancia

ql
media entre cada ponto do cluster A; ao seu centroide x;, djq equivale a distancia entre os

centréides x; e x4, tal que o indice Davies-Bouldin seria determinado como DB =
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1/k Z}‘zl max Rj,. Esta € uma métrica simples, baseada apenas em recursos inerentes ao
j#q

conjunto de dados, mas apresenta valores mais elevados para clusters convexos do que para
outros conceitos de clusters, como os baseados em densidade (Density-Based Spatial
Clustering of Applications with Noise, DBSCAN) (ESTER et al., 1996), e 0 uso da distancia
entre centroides limita a métrica ao espaco euclidiano (DAVIES; BOULDIN, 1979;
SCIKITLEARN, 2022).

O coeficiente da silhueta, finalmente, utiliza o proprio modelo na avaliagdo, composto
por uma pontuacdo g, que calcula para cada amostra a distancia média entre ela e todos os
outros pontos da mesma classe, e outra h, que calcula sua distancia média e todos 0s outros
pontos no cluster mais préximo, tal que
s = (h — g)/max(g, h), sendo o coeficiente de silhueta do conjunto de amostras a média
do coeficiente para cada amostra. Uma pontuacdo mais alta se refere a um modelo com
clusters mais bem definidos, podendo variar entre -1 para agrupamentos incorretos e 1 para
agrupamentos altamente densos, onde pontuacfes proximas a 0 indicam clusters sobrepostos,
mas também apresenta valores mais elevados para clusters convexos do que para outros
conceitos de clusters, como os baseados em densidade (DBSCAN) (ROUSSEEUW, 1987,
SCIKITLEARN, 2022).

2.3 PROGRAMAGCAO POR RESTRICOES E ALGORITMOS RELEVANTES
2.3.1 Heuristicas no problema do agrupamento

Sédo diversas as técnicas e os algoritmos de agrupamento existentes, e independente da
abordagem utilizada, um algoritmo de agrupamento deve produzir clusters estaveis as
pequenas mudancas em seus objetos ou a adi¢do destes, deve ser independente da ordenacédo
inicial dos objetos, deve ser escalavel e capaz de filtrar ruidos e outliers, deve ser capaz de
definir clusters de diferentes formas e requerer o minimo de conhecimento sobre os dados
para determinar os parametros (HAN; KAMBER; PEI, 2011; AGGARWAL; REDDY, 2014,
BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

A maioria dos algoritmos de agrupamento pode ser classificada como hierarquicos
(hierarchical) ou particionais (partitional) (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999), onde os
primeiros produzem um dendrograma representando o agrupamento aninhado de padrdes e

niveis de similaridade, ao passo que os ultimos encontram uma particdo de objetos que
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otimiza algum critério de agrupamento predefinido, podendo serem ainda divididos em hard
partitioning clustering, onde cada objeto pertence a apenas um cluster, soft partitioning
clustering (ou Fuzzy), onde cada objeto pode pertencer a mais de um cluster. Cada algoritmo
contém suas particularidades, e ndo necessariamente conseguem atender a todos os critérios
listados no paragrafo anterior; a forma dos clusters encontrados por algoritmos de
agrupamento particional geralmente depende da medida de similaridade, enquanto os
algoritmos HC ndo sdo bem dimensionados. Sobretudo, a maioria dos algoritmos de
agrupamento demanda por parametros determinados empiricamente, sendo o numero de
clusters o mais importante, valor que ndo é conhecido a priori para muitos conjuntos de dados
e deve ser fornecido pelo usuéario (HAN; KAMBER; PEI, 2011; AGGARWAL; REDDY,
2014; BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).

Os algoritmos baseados em partitioning clustering constroem particdes de dados em
que cada particdo representa um cluster. Dentre 0s representantes mais populares dessa classe
de algoritmos estdo o algoritmo k-means (MACQUEEN, 1967) e suas variacOes: kernel k-
means (SCHOLKOPF; SMOLA; MULLER, 1998), k-means ponderado (HARTIGAN;
WONG, 1979) e k-means genético (KRISHNA; MURTY, 1999; AGGARWAL; REDDY,
2014). Com base nos critérios de similaridade apresentados, um algoritmo k-means busca um
6timo local para o critério WCSS, bem como encontrar o ponto mais distante para o critério de
diametro (GONZALEZ, 1985; DAO; DUONG; VRAIN, 2017; BAGIROV; KARMITSA;
TAHERI, 2020). A Figura 12 apresenta uma aplicacdo do k-means ao desmonte de rochas
com uso de explosivos, onde um conjunto de dados é subdividido em dois clusters a partir da

distancia ao local de detonagdo e da carga maxima por espera.
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Figura 12 - Exemplo de uma aplicacdo do k-means ao desmonte de rochas, onde um conjunto de dados é
subdividido em dois clusters a partir da distancia ao local de detonagdo e da carga maxima por espera.
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Fonte: adaptado de AMIRI et al. (2016).

Os algoritmos baseados em HC criam uma decomposi¢do hierarquica de um conjunto
de dados, gerando um dendrograma que representa o agrupamento aninhado dos dados e 0s
niveis de similaridade nos quais os agrupamentos se subdividem, podendo ser classificados
em algoritmos aglomerativos ou divisivos conforme o sentido da arvore de agrupamento. A
abordagem aglomerativa da-se de baixo para cima, ou seja, considera cada objeto como um
cluster e comeca a agrupa-los para formar novos clusters, em oposi¢cdo a abordagem divisiva,
por sua vez realizada de cima para baixo, onde todo o conjunto de dados é considerado como
um Unico cluster e o algoritmo divide cada cluster em dois novos grupos iterativamente até
gue o nimero necessario de grupos seja alcancado. A maioria dos algoritmos HC baseiam-se
em variantes das métricas de similaridade single-link clustering (SNEATH; SOKALL, 1973),
complete-link clustering (KING, 1967) e pelo método da variancia minima de Ward (WARD
JR, 1963), que pode ser interpretado como o quadrado da distancia Euclidiana entre os
centroides de dois clusters a serem fundidos, ponderados por um fator que é proporcional ao
produto das cardinalidades dos clusters mesclados (TABESH; ASKARI-NASAB, 2011,
AGGARWAL; REDDY, 2014; BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020). Podem-se citar
ainda os algoritmos de agrupamento hierarquico BIRCH (Balanced Iterative Reducing and
Clustering using Hierarchies) (ZHANG; RAMAKRISHNAN; LIVNY, 1996), CURE
(Clustering Using REpresentatives) (GUHA; RASTOGI; SHIM, 2001) e SOM (Self-
Organizing Maps) (KOHONEN, 1990). A Figura 13 apresenta dois exemplos de
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dendrogramas obtidos por meio dos métodos (b) single-link clustering e (c) complete-link
clustering a partir de uma (a) matriz de dissimilaridade calculada para quatro pontos de dados

arbitrarios.

Figura 13 — Exemplos de dendrogramas obtidos por meio dos métodos (b) single-link clustering e (c)
complete-link clustering a partir de uma (a) matriz de dissimilaridade calculada para quatro pontos de
dados arbitrarios.
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Fonte: adaptado de AGGARWAL; REDDY (2014).

Os algoritmos de agrupamento baseados na densidade (density-based clustering), por
sua vez, consideram agrupamentos como regides nas quais a densidade de pontos excede um
limite predefinido (threshold), de modo que um dado cluster continua crescendo enguanto a
densidade de sua vizinhanca exceder este limiar, podendo até mesmo ser usado para criar
agrupamentos de forma arbitraria. Dentre os representantes desta classe de algoritmos,
podem-se citar 0 DBSCAN (ESTER et al., 1996) e 0 KNNCLUST (k-NN Density-Based
Clustering) (TRAN; WEHRENS; BUYDENS, 2006; BAGIROV; KARMITSA; TAHERI,
2020).

Os algoritmos de agrupamento baseados em uma grade (grid-based clustering)
subdividem o espaco de dados em um numero finito de células estruturadas em um grid, de
modo que as operacdes de agrupamento sdo executadas na estrutura deste grid, como o
algoritmo de agrupamento guiado por genética (Genetic-Guided Clustering Algorithm)
(GARAI; CHAUDHURI, 2004).

Por fim, existem ainda os algoritmos probabilisticos ou baseados na logica Fuzzy,
onde ambas as classes permitem que um ponto de dados pertenca a um ou mais agrupamentos
simultaneamente. Dentre estes, podem-se citar o algoritmo Fuzzy C-Means (DUNN, 1973), o
algoritmo de agrupamento de maximizacdo da expectativa (Expectation-Maximization
Clustering) (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1973) e os algoritmos baseados em modelos de
Bernoulli e de mistura gaussiana (BAGIROV; KARMITSA; TAHERI, 2020).
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2.3.2 Programacao por restricoes e seu emprego no problema do agrupamento

2.3.2.1 Fundamentos da programacao por restricoes

A programacédo por restricdes (CP) é um poderoso paradigma capaz de solucionar
problemas de busca combinatéria por meio de técnicas de inteligéncia artificial, ciéncia da
computacdo, pesquisa operacional e linguagens de programacao, em que 0 usuario determina
as restricoes e um solver de propdsito geral para resolvé-las. As restricbes, portanto,
determinam e relacionam as propriedades da solugéo a ser encontrada, de modo que um
problema de satisfacdo de restricdes (Constraint Satisfaction Problem, CSP) (MONTANARI,
1974; MACKWORTH, 1977) indica quais relacbes devem ser mantidas entre as variaveis de
decisdo dadas. Quanto a solucdo de problemas baseados em CP, os solvers geralmente
baseiam-se em técnicas como propagacdo de restricdo (Constraint Propagation) (KLEER;
SUSSMAN, 1980), que reduz o dominio das varidveis ao remover valores inconsistentes, e
em técnicas como o Branch-and-Bound (BB) (LAND; DOIG, 1960) e o0 retrocesso
cronoldgico (Chronological Backtracking) (LEHMER, 1950; GOLOMB; BAUMERT, 1965;
FILLMORE; WILLIAMSON, 1974), que exploram o espaco de solu¢es do problema e o
dividem em subproblemas, tomando uma variavel ndo atribuida e dividindo seu dominio em
varias partes (ROSSI; VAN BEEK; WALSH, 2006).

Embora aplicacdes focadas na satisfacdo de restricdes ja existissem, esta metodologia
gue culminaria em CP comecou a ser desenvolvida como um novo paradigma dentro da
inteligéncia artificial e da ciéncia da computacéo a partir de Golomb e Baumert (1965), com
seu trabalho seminal acerca da programacdo por retrocesso (Backtracking Programming). Na
inteligéncia artificial, o interesse na satisfacdo de restricdes se desenvolveu basicamente em
dois fluxos, sendo eles o fluxo de linguagem, que produziu aplicativos em varios dominios e
linguagens e sistemas de programacdo associados (WILKES, 1964; BURSTALL, 1969;
FIKES, 1970; KOWALSKI, 1975; SUSSMAN; STEELE, 1980; ELCOCK, 1990), e o fluxo
de algoritmo, que despertou o interesse em algoritmos de resolucdo de restricbes na
comunidade focada na visdao das maquinas (MACKWORTH, 1973; MONTANARI, 1974;
WALTZ, 1975; FREUDER, 1978; HARALICK; SHAPIRO, 1979, 1980). Segundo Freuder e
Macworth (2006), os fluxos de linguagem e algoritmo divergiram e ambos se tornaram mais
separados de dominios de aplicativos especificos. Enquanto os aplicativos e a exploragéo

comercial proliferavam, as comunidades académicas se concentravam mais em métodos



41

gerais, sendo ainda hoje um desafio a reconexdo desses fluxos as suas raizes semanticas de
resolucéo de problemas (FREUDER; MACWORTH, 2006).

O fluxo de linguagem foi fortemente influenciado pela programacéo l6gica, na forma
da programacdo logica de restricdo (Constraint Logic Programming, CLP), focado no
desenvolvimento de linguagens de programacdo e bibliotecas, como as linguagens Planner
(HEWITT, 1969), Prolog (COLMERAUER; ROUSSEL, 1993), dentre outras aplicagdes
(SUSSMAN; WINOGRAD, 1970; HAYES, 1973; KOWALSKI; 1974; JAFFAR; LASSEZ,
1987). O fluxo de algoritmos, por outro lado, foi influenciado pelo paradigma da inteligéncia
artificial como busca (NILSSON, 1971) e pelo desenvolvimento da ciéncia dos algoritmos
(KNUTH, 1973), focada em algoritmos e heuristicas, esta segunda permanecendo em
detrimento da primeira, concentrando-se cada vez mais na formulacéo simples, mas poderosa
e geral, dos modelos CSP e suas variantes. Entretanto, a partir da década de 1990, quando
Kanellakis, Lassez e Saraswat presidiram um workshop que logo tornou-se na International
Conference on Principles and Practice of Constraint Programming, e quando Gene Freuder
estabeleceu a Constraints Journal, essa tarefa de integracdo dos métodos e abordagens da
satisfacdo de restricdes em uma ciéncia concisa teve significativos avancos (FREUDER,;
MACWORTH, 2006).

Van Hoeve e Katriel (2006) afirmam que em um problema baseado em CP, de forma
genérica, o dominio D(x) de uma variavel x equivale a um conjunto finito de elementos que
podem ser atribuidos a x, e para um conjunto de variaveis X, a unido de seus dominios da-se
por D(X) = U,exD(x). Sendo entdo X = {xq,...,x;} um conjunto de variaveis, uma
restricdo € em X é um subconjunto do produto cartesiano dos dominios das variaveis em X,
ou seja, € < D(xq) * ...x D(x), onde uma tupla (dy, ...,dy) € C representa uma solucdo
para C. Pode-se dizer ainda que, de modo equivalente, uma solucdo (dq, ...,d;) € C é uma
atribuicdo do valor d; a variavel x;, paratodo 1 < i < k, e que esta atribuicdo satisfaz C. Se
C = @, tem-se uma restricdo inconsistente, ao passo que quando uma restricdo C é definida
em um conjunto X de k variaveis junto a um certo conjunto p de parametros, denota-se por
C(X,p), sendo este um conjunto de k-tuplas, e ndo k + I-tuplas (VAN HOEVE; KATRIEL,
2006).

Um problema de satisfacdo de restricdes (CSP), portanto, pode ser descrito como um
conjunto finito de variaveis X junto a um conjunto finito de restri¢es €, cada uma em um
subconjunto de X, ao passo que uma solucéo para um CSP é uma atribuicdo de um valor d €

D(x) a cada x € X, tal que todas as restricdes séo satisfeitas simultaneamente. Portanto, dada
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uma restricdo € definida nas variaveis {xq, ..., xi}, a tarefa de filtragem é reduzir o dominio
de cada varidvel de modo que ainda contenha todos os valores que essa varidvel pode assumir
em uma solucdo para €. Um algoritmo que atinge a filtragem completa calcula, para cada 1 <
j <k, D(xj) « D(xj) N {v;|D(x1) * ... * D(xj_1) * {v;} * D(Xj41) * ... x D(x) N C # B}.
Isto posto, como em muitas aplica¢des se deseja encontrar uma solucdo para um CSP que seja
Otima em relacdo a determinados critérios, um problema de otimizacdo de restricGes
(Constraint Optimization Problem, COP) equivale a um CSP cujo X definido nas variaveis
X1, .-, Xp, juntamente com uma funcdo objetivo f: D(xq) * ...* D(x;) = Q atribui um valor
a cada atribuicdo de valores as varidveis. Uma solugdo étima para um COP de minimizagéo
(maximizag&o) seria uma solucdo d para P que minimiza (maximiza) o valor de f(d), sendo
o valor dessa funcdo objetivo frequentemente representado por uma variavel z, juntamente
com a “restrigdo” de minimizar (maximizar) z para um problema de minimizagdo
(maximizagdo) (VAN HOEVE; KATRIEL, 2006).

2.3.2.2 Aplicacédo da programacdo por restricdes ao problema do agrupamento

No ambito da aplicacdo de um modelo baseado em CP para solucionar o problema do
agrupamento, Dao, Duong e Vrain (2017) propuseram duas variantes contendo uma série de
assuncdes que podem ser empregadas em qualquer circunstancia. Seja um dominio com n
pontos e uma medida de dissimilaridade entre pares de pontos i,j denotada por d(i,j); sem
perda de generalidade, considerando que os pontos sejam indexados e nomeados pelo seu
indice, em que 1 representa o primeiro ponto, 0 modelo CP proposto pelos autores visa
encontrar uma particdo do dominio em k clusters que satisfaca um conjunto de restricdes e
otimize um determinado critério, sendo entdo mais precisamente denotado por um modelo
COP. Conforme os autores, as restricdes poderiam ser classificadas como aquelas que
expressam que o resultado deve ser uma particdo, aquelas que expressam as restricbes do
usuario e aguelas que expressam o critério a ser otimizado, de modo que quando nenhum
critério de otimizacdo é fornecido, o modelo CP busca todas as parti¢cées que satisfagam todas
as restricdes. Caso se determine um conjunto de varidveis para a atribuicdo de um
representante a cada cluster e outro conjunto de varidveis para a atribuicdo de um
representante a cada ponto, a escolha de tal representacéo requer que o nimero de k clusters
seja fixado previamente, ja que cada representante é modelado por uma variavel no ambito do

CP; caso se opte por determinar apenas um conjunto de varidveis para a atribuicdo de um
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indice de cluster a cada ponto, é possivel determinar um ndmero k clusters entre K, €
Kax, S€Ndo estes limites inferiores e superiores (upper bound e lower bound, UB e LB)
determinados pelo usuario (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Foi considerado 0 modelo em que somente um conjunto de variaveis para a atribuicéo
de um representante a cada ponto é empregado, j& que somente este modelo foi empregado
neste estudo. Os clusters séo identificados pelos seus indices, variando entre 1 e k para uma
particdo do dominio em k clusters, sendo usadas variaveis inteiras Gy, ..., G, cujo dominio é
0 conjunto de inteiros [1, k4], para representar a atribuigdo dos pontos aos clusters, onde a
atribuicdo G; = c significa que o ponto i recebe o numero do cluster ¢, seja G o array
[G4, ..., G,]. E ainda introduzida uma variavel de valor flutuante para representar cada critério
de otimizagdo, sendo o critério de didmetro denominado por D, o critério de divisdo
denominado por S e o critério WCSD denominado por V, sendo seus dominios representados
por Dom(D) = [min,;;(d(i, )), +), Dom(S) = (—oo, max;;(d(i,j))] e
Dom(V) = [0, +) (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Quanto as restricbes de particdo, os clusters sdo identificados pelo seu indice e cada
variavel G; fornece o indice do cluster que contém o ponto i, onde uma atribuicdo completa
das varidveis em G representa uma particdo. No entanto, uma particdo pode ser representada
por diferentes atribuigdes completas de g, como por exemplo, dada uma atribui¢do completa
de G, se for feita uma permutacdo onde todas as variaveis G; que tém o valor ¢; assumem o
valor ¢, e, a0 mesmo tempo, todas as variaveis G; tendo o valor ¢, assumem o valor ¢y,
obtém-se uma nova atribuicdo para G, que ainda representa a mesma particdo em termos de
clusters. Como segundo exemplo fornecido pelos autores, quando todas as variaveis G; com
valor ¢; recebem um valor ¢z que ainda ndo é utilizado em uma atribuicdo das outras
variaveis de G, isso leva a uma nova atribuicdo representando uma solucdo simétrica. Tal
situacdo surge ao definir os clusters, e um novo cluster pode receber qualquer valor entre os
numeros de cluster restantes (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Para quebrar esse tipo de simetria, os clusters sdo numerados de tal forma que o
namero 1 é o indice do primeiro cluster criado e um novo namero ¢, com ¢ > 1, é usado se e
somente se 0 numero ¢ — 1 ja tiver sido usado. Uma maneira direta de expressar esta
condicdo é usando uma restricdo G4 = 1 e as restricdes G; < maxje[lli_l](Gj) + 1, parai €
[2,n], condicdo que também pode ser expressa como uma restricdo global em um bom
algoritmo de filtragem para possibilitar melhores interacdes e propagacfes entre essas

relacdes, onde preceder(G,[1, ..., K,uqx]). ESta restricdo impbe que G, = 1 e, além disso,
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se G; = ¢ com 1 < ¢ < Kpqy, deve existir pelo menos um indice j < ital que 6; = c— 1. A

exigéncia de ter pelo menos k,,;, clusters significa que todos os numeros entre 1 e Kin

devem ser usados na atribuicdo das variaveis G;. Ao usar a restricdo preceder, basta exigir que
pelo menos uma varidvel G; seja igual a k,,;,. 1sso é expresso pela relagdo #{i | G; =

kmin} > 1, que pode ser representada pela restricio CP pelo menos(1, G, k). Como o

dominio de cada variavel G; equivale a [1, K;qx], havera no maximo k., clusters, e se o

usuario necessitar exatamente de k clusters, deve-se definir K, = Kmax = k (DAO;

DUONG; VRAIN, 2017).

Quanto as restricdes de usuario, € comum o emprego das seguintes restricdes nos
problemas de agrupamento:

1. Tamanho minimo a de clusters, em que cada ponto deve estar em um cluster com
pelo menos a pontos (incluindo ele préprio). Para cada i € [1,n], o valor atribuido da
variavel G; deve entdo aparecer pelo menos a vezes no array G, ou seja, #{j | G; =
G;} > a. Portanto, para cada i€[1,n], emprega-se a restrigdo:
pelo menos (a, G, G;), restricdo que também ajuda a definir um limite para o
namero de clusters possiveis. De fato, o numero de clusters ndo pode exceder [n/«a],
podendo ser expresso por G; < |[n/ a| , paratodo i € [1,n];

2. Tamanho maximo B de clusters, em que cada nimero ¢ € [1, k,,4,] deve aparecer no
array G no maximo B vezes (isso ainda é verdade para um valor ndo utilizado ¢ €
[Kmin + 1, kmaxl, j& que aparece 0 vezes), ou seja, #{i | G; = ¢} < B. Portanto, para
cada ¢ € [1, Kk;qx], pOe-se a restricdo no maximo(p, G, c);

3. Divisdo minima &, que requer que a divisdo entre dois clusters seja pelo menos 6.
Consequentemente, para cada par i < j € [1,n] tal que d(i,j) < &, pbe-se a restricao
G; = G;, além da restrigdo S > §;

4. Diametro maximo y, que requer que o didmetro de cada cluster seja no maximo
equivalente a y, sendo para tal inserida a restricdo D < y e, para cada par i < j €
[1,n], tal que d(i,j) > y, pde-se a restricdo G; + Gj;

5. Restricdo de densidade, expressando que cada ponto deve ter em sua vizinhanga de
raio € pelo menos m pontos pertencentes ao mesmo cluster que ele. Assim, para cada
i € [1,n], o conjunto de variaveis correspondentes aos pontos em sua e-vizinhanga é
calculado como NV, = {G;|d(i,j) < €}, de modo que pelo menos (m, Ny, G;);

6. Restrigdo de vinculagdo obrigatdria que, para dois pontos i, j, € expressa por G; = G; e

D >d(ij);
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7. Restricdo de ndo vinculagdo obrigatoria que, para dois pontos i, j, é expressa por G; +

Gje S < d(i,j) (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Quanto aos critérios de otimizacdo empregados em seu modelo CP, Dao, Duong e
Vrain (2017) sugerem o emprego de critérios que minimizem o didmetro méaximo dos clusters
(D) tal que diametro (G, D, d), que maximizem a divisdo minima entre os clusters (S) tal
que divisao (G, S, d), e que minimizem a soma das dissimilaridades dentro de cada clusters
(WCSD) (V) tal que wesd (G,V, d). Para tal, os autores elaboraram algoritmos de filtragem
destas restricdes globais, ligando as varidveis G, que representam particGes, a variavel que
representa a funcéo objetivo (D, S ou V). Destarte, quando uma solucdo é encontrada para
estas restricdes de otimizacgdo, seu valor objetivo correspondente é calculado e uma restricdo
expressando que novas solucbes devem ter um valor melhor que este é adicionada,
funcionando como um novo limite para estas funcdes objetivo, reduzindo os espagos de busca
(DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Dentre estas, a restricdo diametro (G, D, d) garante que D seja o didmetro maximo
dos clusters formados pelas variaveis [Gy, ..., G,], tal que Vi <j € [1,n],D <d(i,j) -
G; # G;. O dominio Dom(D) é representado por [D.lb,D.ub),onde D.lb € o LB, que
inicialmente pode ser a minima dissimilaridade entre dois pontos, e D.ub é o UB, que pode
ser +o0o ou 0 valor de D. O limite D.ub é estrito, pois em uma busca com um algoritmo BB, a
proxima solucdo deve ter um valor D estritamente menor que o anterior. Esta relacdo € Util
quando, por exemplo, o limite superior D.ub foi alterado devido a descoberta de uma nova
solucdo ou gracas a uma restricdo de diametro, ja que para cada par i,j, se D.ub < d(i,j),
pode-se concluir que D < d(i,j) e G; # Gj, filtrando o dominio G; (ou G;) contanto que a
variavel G; (ou G;, respectivamente) tenha sido instanciada. Esta relagdo tembém seria (til
quando algumas variaveis G; fossem instanciadas, ja que para cada par i,j tal que G; e G;
sejam instanciados e tenham o mesmo valor, pode-se inferir D > d(i,j) e revisar D.lb
(DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

A restricdo divisao (G, S, d), por sua vez, garante que S seja a divisdo minima entre
os clusters formados pelas variaveis Gy,...,G,, assegurando que Vi<je€[1,n],S>
d(i,j) - G; = G;. O dominio Dom(S) € representado por (S.lb,S.ub], onde S.1lb € o LB,
que inicialmente pode ser que pode ser —oo ou 0 valor de S, ja que este deve ser maximizado.
Tal qual em diametro (G, D, d), esta restricdo em um algoritmo seria invocada se o limite
inferior S.1b fosse alterado ou se algumas varidveis em g fossem instanciadas e, havendo

uma alteragéo, para cada par i,j, se S.lb = d(i,j), pode-se inferir que G; = G;, resultado
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propagado quando se forca Dom(G;) = Dom(G;). Caso contrario, se algumas variaveis em
G fossem instanciadas e G; # G;, poder-se-ia inferir que § < d(i, j), entdo o UB de S poderia
ser alterado (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

A restricdo wesd (G, V, d), finalmente, poderia ser descrita como V = Y q<icj<n( G; =
G;)d(i,j), onde G; = G; equivale a 1 caso ambos tenham o mesmo valor, ou O caso
contrério. Suponha-se que em uma atribuicdo parcial de variaveis em G, K={i €
[1,n]|G; esta atribuido} e U = {i € [1,n]|G; ndo esta atribuido}. Usando um calculo
do limite inferior que leve em consideragdo as variaveis ndo atribuidas, a soma que define V
pode ser dividida em trés partes, tal que V =V, +V, + V3, onde Vy = Y, jeki<j(G; =
G;)d(i,j) seria a soma das diferencas entre os pontos atribuidos, V, = ¥icyjek(Gi =
G;)d(i,j) seria a soma das diferencas entre os pontos atribuidos e ndo atribuidos, e V3 =
Yijeu,i<j( Gi = G;)d(i,j) seria a soma das diferengas entre os pontos nao atribuidos. Sendo o
conjunto K conhecido, o valor exato de V4 pode ser calculado. Como os pontos de U néo
foram ainda atribuidos a um cluster, o valor de V, é desconhecido, mas um LB de V,
denotado por V. Ib pode ser calculado pela soma da contribui¢cdo minima de todos os pontos
ndo atribuidos. Para cada ponto ndo atribuido i € U, cada valor ¢ € Dom(G;) representa um
indice de cluster ao qual o ponto i pode ser atribuido. Se o ponto i for atribuido ao cluster c,
ele contribuira para esse cluster com a soma das dissimilaridades entre o ponto i e todos os
pontos atribuidos a0 mesmo cluster ¢, ou seja, a soma das dissimilaridades d(i, j) para todo
Jj € K tal que G; = c. A contribuicdo minima v,; do ponto i € o valor minimo adicionado ao

considerar todos os valores em Dom(G;), tal que v,; = MiNccpom()) (Z,-EK’Gi:Cd(i, J)), de

modo que um limite inferior V,.lb pode ser calculado pela soma de v,; para todo i € U,
comoem V,.lb = Yy v2; (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

Sendo V3 a soma de todos os d(i, j) tais que i,j € U e estdo no mesmo cluster, o valor
exato de V3 também é desconhecido, e pode-se usar uma heuristica para calcular seu LB. Seja
p a cardinalidade de U e seja k a cardinalidade da unido U;cyDom(G;), cada valor de
U,cyDom(G;) é o indice de um possivel cluster ao qual os pontos em U podem ser
atribuidos. O nimero k € entdo o nimero maximo de clusters aos quais 0s pontos em U
podem ser atribuidos, tal que o nmero minimo de termos d(i,j) na soma V3 € 0 numero
minimo de pares dentro de um cluster, considerando todas as parti¢bes de p pontos em no
maximo k clusters. Seja m o quociente da divisdo de p por k e m' o resto, e seja f(p, k) =

(km? + 2mm’ — km)/2, o nimero total de pares dentro de um cluster para todos os
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clusters é maior ou igual a f(p, k). A igualdade é alcancada quando m’ clusters possuem
m + 1 elementos e k — m’ clusters possuem m elementos. Portanto, para o conjunto U de
pontos néo atribuidos, se ordenarmos cada vez mais as constantes d(i, j) paratodo i < j € U,
um limite inferior V3, denotado por V5. b, é entdo calculado pela soma das f(p, k) primeiras
constantes nesta ordem (DAO; DUONG; VRAIN, 2017).

2.3.3 Busca pelo menor caminho em um grafo

Embora ndo seja o escopo principal deste estudo, visto que a heuristica GPH
empregada na etapa de pos-processamento dos clusters emprega uma etapa de busca em um
grafo pelo menor caminho, é importante introduzir alguns conceitos sobre estes elementos e
alguns algoritmos capazes de desempenhar esta tarefa. Um grafo é uma representacdo discreta
capaz de relacionar objetos em um dado conjunto, podendo ser representado por G = (V, E),
onde V representa o conjunto dos vértices (vertices ou nos) e E representa 0 conjunto das
arestas (edges ou pares de vértices). Grafos sdo considerados esparsos se |E| < |V|?, mas
caso |E| =~ |V|?, um grafo é considerado denso. Ainda, os grafos podem ser classificados
como direcionados (digrafos) ou ndo direcionados. No primeiro caso, tem-se que s, t: E — V,
onde s, t € V sdo os nés inicial (source) e terminal (target) de uma aresta direcionada e € E, e
caso se deseje atribuir pesos as arestas (custos, por exemplo), tem-se uma funcdo adicional
w: E — R. J& um grafo ndo direcionado pode ser representado por uma fungéo f: E — P(V),
associando um subconjunto de dois ou mais vértices (pontos terminais) a cada aresta e € E
(CORMEN et al., 2009). A Figura 14 apresenta uma representacdo de (a) um grafo nédo

direcionado e (b) um grafo direcionado.

Figura 14 - Representacdo de (a) um grafo ndo direcionado e de (b) um grafo direcionado.
(a) (b)
Fonte: adaptado de CORMEN et al. (2009).
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Quando se deseja determinar um percurso em um grafo, é possivel modela-lo como
uma arvore e visitar cada n6 exatamente uma vez, onde um caminho seria a visita a todos o0s
nos adjacentes entre uma origem e um destino, ndo necessariamente havendo uma ordem a ser
seguida. Uma das estratégias mais comuns para resolver este problema é a busca em extensédo
ou largura (Breadth-First Search, BFS). Dado um gréafico ¢ = (V, E) direcionado ou néo-
direcionado, além de um vértice de origem s, um BFS explora sistematicamente as arestas
para identificar cada veértice acessivel a partir de s, calculando a distancia (menor nimero de
arestas) de s até cada vertice alcancavel. Esta estratégia produz uma arvore em largura tendo
s como raiz, contendo todos os vértices alcangaveis, em que qualquer caminho até um dado
vértice v nesta arvore representa o caminho mais curto entre s e v. O nome busca em largura
ocorre porque um algoritmo BFS expande a fronteira entre veértices descobertos e néo
descobertos uniformemente em todas as dire¢fes da fronteira, ou seja, todos os vértices a
distancia k de s sdo descobertos antes que qualquer vértice a distancia k + 1 seja descoberto.
Por ser um algoritmo que baseado em uma estrutura de fila (queue), seu método de progresséo
€ 0 primeiro a entrar, primeiro a sair (First-In, First-Out, FIFO), de modo que se um novo né
entrar nesta fila, todos os nds anteriores deverdo ser extraidos antes que este dado né saia da
fila (CORMEN et al., 2009).

A busca em profundidade (Depth-First Search, DFS), por sua vez, explora primeiro
arestas do vértice v descoberto mais recentemente que ainda possuir arestas inexploradas, se
aprofundando na estrutura em arvore sempre que possivel. Uma vez exploradas todas as
arestas de v, a busca retrocede (backtracking) até que seja identificado um novo vértice u que
possibilite a exploracdo de novas arestas partindo de u. Considerando s como né de origem,
este processo se repete até que todos os Vértices acessiveis sejam descobertos, e de modo
semelhante ao BFS, sempre que um DFS descobre um vértice v na lista de adjacéncias de um
vértice u ja descoberto, esse evento é registrado pela determinagdo de atributo predecessor
v:  para u. Entretanto, ao contrario da BFS, cujo subgrafo predecessor forma uma arvore, o
subgrafo predecessor produzido pelo DFS pode ser composto por varias arvores, ja que a
busca pode ser repetida a partir de maltiplas fontes, resultando em uma depth-first forest
compreendendo diversas depth-first trees. Ao invés de operar em fila, 0 DFS opera em pilha
(stack), tal que seu metodo de progressédo € o ultimo a entrar, primeiro a sair (Last-In, First-
Out, LIFO), onde se um novo né entrar nesta fila, todos os nos anteriores s6 poderdo ser
extraidos ap0s a extragdo deste dado n6 (CORMEN et al., 2009). A Figura 15 exemplifica as

estratégias (a) BFS e (b) DPF para um mesmo grafo.
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Figura 15 — Exemplificacdo das estratégias (a) busca em largura e (b) busca em profundidade.

Quando se deseja determinar o menor caminho entre um no de origem s € um né
terminal t, tem-se o problema do menor caminho a partir de uma Unica origem (single-source
shortest paths), onde nem sempre é necessario computar todos os nés em um grafo até que se
obtenha o mais curto entre s e t. O algoritmo de Bellman-Ford (BELLMAN, 1958; FORD,
1956) ou Bellman-Ford-Moore (MOORE, 1959) baseia-se na estratégia BFS e, a partir de
uma origem s, efetua uma etapa de pré-processamento para construir uma arvore de menores
distancias entre todos os nds de um grafo direcionado e ponderado G = (V, E) com funcédo de
peso w: E — R. O algoritmo retorna um valor booleano indicando se existe ou ndo um ciclo
de peso negativo neste grafo, determinando que ndo existe solugdo nestas circunstancias ou
prosseguindo caso contrario. Entdo, o algoritmo relaxa as arestas (u,v), diminuindo
progressivamente uma estimativa v.d no peso de um caminho mais curto a partir da fonte s
para cada vértice v € V até atingir o peso real do caminho mais curto &(s, v). Outra maneira
de exemplificar este procedimento é que o algoritmo de Bellman-Ford minimiza uma funcgéo
de custo f(x) = g(x), em que g(x) representa o custo de mover-se do nd inicial s até um
determinado estado x (CORMEN et al., 2009).

O algoritmo de Dijkstra (DIJKSTRA, 1959), por sua vez, possui uma estratégia gulosa
baseada em BFS para resolver o problema do menor caminho a partir de um Unico né de
origem. Considerando que um grafo direcionado e ponderado G = (V, E) com origem s ndo
possui pesos negativos, o algoritmo mantém um conjunto S de vértices cujos pesos finais do
caminho mais curto da fonte s ja foram determinados. Tem-se inicialmente que S = @ e uma
fila de prioridade minima @ contém todos os vértices. Entdo, enquanto Q # @, a cada iteragéo
Q =V —5S ¢é computado, sendo selecionado repetidamente o vértice u € V—S com a
estimativa do minimo caminho mais curto, adicionando u a S e relaxando todas as arestas
(u,v) a partir de u. Com isso, sempre que for possivel melhorar o caminho mais curto de u

para v, sdo atualizados o atributo predecessor v:m e a estimativa v:d. Mesmo que nem
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sempre estratégias gulosas resultem em uma solucdo 6tima, é possivel provar que o algoritmo
de Dijkstra sempre retorna o caminho mais curto u: d = §(s, u) a cada vez que um veértice u
é adicionado ao conjunto S. Também é possivel associar o procedimento deste algoritmo a
minimizagao de uma fungéo de custo f(x) = g(x), onde g(x) equivale ao custo de mover-se
do no inicial s até um determinado estado x (CORMEN et al., 2009).

Finalmente, o algoritmo de busca A* (A* Search) (HART; NILSSON; RAPHAEL,
1968) também é capaz de resolver o problema do menor caminho a partir de um Unico n6 de
origem em um grafo ponderado G = (V,E) com origem s, podendo ser visto como uma
extensdo do algoritmo de Dijkstra. Entretanto, ao invés de fazer o pré-processamento de uma
arvore de menores distancias a partir de s e computar a todas as distancias nesta arvore, o0 A*
Search emprega uma heuristica para guiar a busca diretamente até o nd terminal ¢, evitando
assim visitar nés distantes e desnecessarios. Este algoritmo cria uma arvore de caminhos a
partir do no6 inicial onde sdo estendidas uma aresta por vez até que seu critério de parada seja
atingido. A cada iteracdo do A* Search ocorre a minimizacao de uma fungéo de custo f(x) =
g(x) + h(x), em que g(x) representa o custo de mover-se do nd inicial s até um
determinado estado x, ao passo que h(x) € o custo aproximado de mover-se deste estado x
para 0 nd terminal t, sendo este o critério que determina qual caminho sera expandido a cada
iteracdo. Uma estrutura em fila é geralmente empregada, onde a cada iteracdo o né com o
menor valor de f(x) é removido da fila, seus vizinhos sdo adicionados a ela e seus valores f e
g sao atualizados, até que por fim o né removido seja o proprio né terminal ¢, quando o valor
de f(t) vai equivaler ao caminho mais curto e h(t) sera igual a zero. A heuristica h(x) pode
basear-se em diferentes métricas de distancia, como as distancias Euclidiana ou de Manhattan,
contanto que represente corretamente o problema e sempre indique a menor distancia entre
um estado atual x e o0 nd terminal t. Ao invés de memorizar todas as distancias presentes na
arvore como ocorre com os algoritmos anteriores, que basicamente consideram todos 0s nds
como possiveis destinos, 0 A* Search somente memoriza a distancia entre s e t.

Naturalmente, existem ainda outros tipos de grafos, que sdo capazes de representar
outras classes de problemas e, consequentemente, necessitam de diferentes algoritmos para
resolvé-los. Todavia, visto que este assunto excede o escopo deste estudo, mais informacdes
podem ser consultadas em Cormen et al. (2009). A Figura 16 apresenta ainda uma
comparacdo entre os algoritmos (a) BFS, (b) Dijkstra e (c) A* Search na busca pelo menor

caminho entre um no de origem (verde) e um né terminal (vermelho) em um cenario com
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obstaculo, sendo necesséarios 486, 493 e 206 passos, respectivamente, até que um caminho
minimo com 16 passos fosse identificado por cada metodologia.

Figura 16 - Comparacéao entre os algoritmos (a) BFS, (b) Dijkstra e (c) A* Search na busca pelo menor
caminho entre um nd de origem (verde) e um né terminal (vermelho) em um cenario com obstaculo.

2.4 0 PROBLEMA DO AGRUPAMENTO DE POLIGONOS DE LAVRA

Conforme ja mencionado, diversas técnicas de agrupamento de blocos em clusters ja
foram empregadas para reduzir o tamanho e o tempo de processamento de problemas de
sequenciamento de lavra, visto que os arcos de precedéncia se dariam nos clusters, e ndo nos
blocos originais, aléem do fundamental acréscimo de caracteristicas operacionais ao
sequenciamento de producdo. Dentre as técnicas empregadas, este estudo direciona seu foco
sobre a modelagem de camadas em depésitos estratigraficos e/ou sub-horizontais, técnica
muito eficiente para modelar depésitos rasos com grandes extensdes em area, como carvao,
bauxita e fosfato, além do agrupamento de poligonos de lavra, que sdo clusters de blocos
construidos em bancadas individualizadas com base em um critério de similaridade.

Uma das primeiras tentativas de representar um deposito estratificado em camadas
para simplificar o modelo de otimizacdo do sequenciamento de lavra foi proposta por Albach
(1967), que implementou um modelo baseado em Programacdo Restrita ao Acaso (Chance-
Constrained Programming, CCP) capaz de avaliar a incerteza do sequenciamento de longo
prazo em relacé@o aos limites entre as camadas de rejeitos e de carvao, bem como a quantidade
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de rejeitos removidos antes do inicio da exploragdo dos estratos de carvdo. Assim, 0s autores
realizaram uma analise de risco na operacdo de uma empresa de carvdo com duas cavas ao
longo de 20 anos. Metz e Jain (1978), por sua vez, propuseram duas abordagens para o
sequenciamento de longo prazo de depositos de fosfato, primeiro empregando um modelo
baseado em Programagéo Dinamica (Dynamic Programming, DP) para lidar com restri¢coes
lineares e, em seguida, um modelo MINLP denominado como deblending algorithm para lidar
com restri¢cbes nao lineares, resolvido por uma heuristica por eles proposta. Considerando os
dados de cinco furos contendo 35 estratos, os autores compararam 0s resultados de trés
estudos de caso: um considerando todo 0 minério como economicamente lavravel, outro que
avalia cada estrato independentemente por meio de fatores de corte e outro considerando o
fluxo de trabalho do deblending algorithm.

Gershon (1983) sugeriu uma modificacdo em seu modelo baseado em colunas para
que as camadas fossem geradas na dire¢cdo de maior continuidade do minério em depdsitos
sub-horizontais antes de serem submetidas a um fluxo de trabalho de sequenciamento de mina
baseado em LP, técnica denominada por ele como abordagem direcional. Busnach, Mehrez e
Sinuany-Stern (1985) lidaram com um depésito de fosfato em Israel lavrado pelo método strip
mining, onde além das trés camadas ja lavradas, havia uma significativamente mais profunda,
cujo aproveitamento ndo ocorria em funcéo das restricbes do método de lavra. Portanto, 0s
autores agruparam os blocos de uma mesma bancada em camadas horizontais por meio de um
modelo MINLP para resolver o sequenciamento de longo prazo, tentando soluciona-lo por
meio de uma heuristica, mas ndo alcancaram um tempo computacional viavel a época.
Klingman e Phillips (1988), por sua vez, elaboraram um modelo IP capaz de determinar quais
parcelas de quais camadas de fosfato de uma mineradora dos EUA seriam lavradas e quais
seriam suas destinacdes com base nos teores de minérios e contaminantes, resolvendo o
problema por meio de um algoritmo BB.

Gershon e Murphy (1989) apresentaram uma abordagem baseada em DP para otimiza
mining cuts construidos com base na informacao de um Unico furo de sondagem, a partir do
qual as caracteristicas do minério seriam avaliadas, seguido da agregacdo destes mining cuts
em camadas a partir dos estratos, definidas a seguir como camadas de minério ou estéril,
culminando no sequenciamento de producao das camadas visando a maximizacdo do VPL. A
metodologia foi programada em Lotus 123, e um estudo de caso de um deposito de Xxisto
betuminoso foi apresentado. Chanda e Wilke (1992) propuseram um modelo baseado em
Programacdo Linear de Metas (Linear Goal Programming, LGP) para resolver o

planejamento operacional de lavra de depdsitos estratiformes, visando maximizar o teor de
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metal extraido e minimizar o desvio dos pardmetros de qualidade, sujeito a restri¢oes
relacionadas ao espaco de trabalho, angulo de talude, acessibilidade e taxa de decapeamento,
metodologia que conta ainda com uma fase heuristica. O corpo mineral é entdo representado
como regibes de escavacao cuja extensdo e tamanho dependem das zonas de teores em cada
bancada, bem como dos requisitos operacionais, de modo que os trés tipos de zonas de
escavacdo considerados sdo aqueles localizados em zonas de minério, zonas de estéril e zonas
limites entre minério e estéril. Enquanto a etapa heuristica considera todas estas zonas, a etapa
de otimizacdo linear considera apenas as regides da escavadeira nas zonas de minério, de
modo que ap0s a etapa baseada em LGP determinar quais zonas de escavagdo serdao extraidas
em cada periodo, a etapa heuristica realiza a alocacéo das shovels, sendo apresentado por fim
um estudo de caso de uma jazida de minério de cobre e cobre-cobalto na Zambia.

Chanda e Ricciardone (2002) desenvolveram o software de sequenciamento de lavra
MineMax™, que ¢ baseado em MILP, que utiliza um algoritmo BB para solucionar problemas
de planejamento de lavra estratégico multivariados. Os autores propdem uma abordagem de
reblocagem baseada em caracteristicas como teores dos elementos, e como a otimizagdo é
realizada bancada a bancada, desconsiderando o angulo de inclinacdo e as restri¢fes verticais,
as unidades reblocadas podem ser consideradas como poligonos de lavra. Assim, um estudo
de caso com 55 cavas foi avaliado, considerando diferentes estratégias de reblocagem e
diferentes opcOes de teores de corte. Samanta, Bhattacherjee e Ganguli (2005), por sua vez,
propuseram a utilizacdo de um algoritmo genético (GA) para solucionar o problema do
sequenciamento estratégico de lavra de um deposito de bauxita ao longo de dois anos, visando
minimizar o desvio mensal dos teores de silica e 6xido de aluminio sem violar as restricdes
operacionais. A jazida tem espessura média de 12 a 14 metros, e informacdes de 179
sondagens foram utilizadas para gerar 98 camadas horizontais, que podem ser lavradas em
cortes Unicos ou duplos, sendo a porcao inferior do corpo de minério lavrada logo apos a parte
superior na segunda op¢ao.

Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010) apresentaram duas formulacbes MILP
para o problema do sequenciamento de lavra no longo prazo, onde empregaram um algoritmo
baseado na ldgica de agrupamento difuso (Fuzzy Logic Clustering, FLC) para agregar blocos
de uma mesma bancada em mining cuts com base em atributos de localizacéo, litologia e
distribuicdo de teor, reduzindo entdo o numero de variaveis inteiras nas formulagbes do
problema. Em um modelo, a otimizacdo da lavra da-se em mining cuts, enquanto no
beneficiamento sdo considerados 0s blocos como input; ja na outra formulagdo, tanto na lavra

quanto no beneficiamento os mining cuts servem como input. Os modelos propostos foram
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implementados em um deposito de minério de ferro contendo informacges sobre trés tipos de
minérios, dois contaminantes e a recuperacao estimada por peso magnético, e avaliados no
CPLEX, cujos sequenciamento de lavra resultante apresentou maior lucratividade que o
obtido pelo algoritmo comercial Whittle Milawa Balanced.

Askari-Nasab, Tabesh e Badiozamani (2010) introduziram um algoritmo em dois
estagios capaz de agregar blocos a fim de diminuir o tamanho de formulagcGes MILP para
problemas de sequenciamento de lavra no longo prazo. Um algoritmo baseado em HC é
aplicado na primeira fase, agregando blocos em mining cuts por meio de um indice de
similaridade baseado nos teores dos blocos, nas litologias e nas distancias entre blocos. A
segunda fase consiste em uma etapa baseada em busca tabu (Tabu Search, TS), que tenta
diminuir o nimero de arcos (precedéncia) entre os novos clusters e 0s das bancadas inferiores,
reduzindo o numero de varidveis binarias da formulacdo em uma metodologia guiada de
forma ascendente, de modo que o algoritmo se desloca em direcdo a bancada mais elevada
enquanto agregada individualmente cada bancada e a aprimora por meio do TS. O algoritmo
proposto foi testado e aprovado em dados sintéticos. A Figura 17 apresenta um modelo
sintético em que a) equivale aos clusters apds a clusterizacdo hierarquica, b) consiste na
distribuicdo de teores, c) equivale nos tipos de rochas, d) representa os clusters apds uma
iteracdo TS e €) equivale aos clusters ap0s oito iteracdes TS.
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Figura 17 - Modelo sintético em que a) equivale aos clusters ap6s a clusteriza¢do hierdrquica, b) consiste
na distribuicdo de teores, c) equivale as litologias, d) representa os clusters apds uma iteracdo TS e €)
equivale aos clusters ap0s oito iteracdes TS.
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Fonte: Adaptado de ASKARI-NASAB; TABESH; BADIOZAMANI (2010).

Askari-Nasab et al. (2010) propuseram um modelo MILP baseado na proposic¢éo de
Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010) para resolver grandes problemas de
planejamento estratégico de lavra, mas ao invés de empregarem uma etapa FLC antes de
solucionar o modelo para reduzir o tamanho do problema, os autores integraram uma etapa
baseada em HC ao fluxo de trabalho de otimizacdo. O algoritmo hierarquico aglomerativo
conta com um indice de similaridade semelhante ao proposto por Askari-Nasab, Tabesh e
Badiozamani (2010) e segue um fluxo bottom-up, no qual cada bancada é agregada
individualmente e entdo, de baixo para cima, o algoritmo prossegue para a bancada seguinte.
Os autores apresentaram um estudo de caso no mesmo conjunto de dados de minério de ferro
usado por Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010), em que os 19.492 blocos dentro da
cava final foram agregados em 766 mining cuts.

Askari-Nasab et al. (2011a) propuseram uma formulacdo MILP para abordar o
sequenciamento de lavra operacional com periodos mensais, considerando vérias litologias,
rotas de beneficiamento, depdsitos de estéril, pilhas de homogeneizagdo, acessos e rotas de
transporte, tendo como objetivo minimizar os custos relacionados a mineracdo, ao
beneficiamento, transporte, reabilitacdo e remanuseio, além de atender as restricGes de lavra e

beneficiamento. No entanto, uma etapa de agregagdo de blocos foi ainda empregada para
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reduzir o nimero de variaveis binarias no modelo de otimizagdo e gerar sequéncias de lavra
operacionalmente viaveis, onde além de incorporar restricdes relacionadas a precedéncia,
lavra e beneficiamento, também foram incorporadas ao modelo as decisdes de
armazenamento e localizacdo de rampas. Os autores apresentaram um estudo de caso em uma
jazida de minério de ferro abordando quatro bancadas ao longo de 12 meses, agregando assim
3.089 blocos em 150 cortes de lavra e resolvendo o modelo no CPLEX.

Askari-Nasab et al. (2011b) apresentaram quatro formulacGes baseadas em MILP
capazes de resolver grandes problemas de sequenciamento de lavra no longo prazo, tendo
como objetivo maximizar o VPL sujeito a restri¢coes de capacidade de lavra e beneficiamento,
blendagem de teores e precedéncia. Os dois primeiros modelos consideram o nivel de bloco
tanto para as operagdes de lavra quanto para o beneficiamento, onde o primeiro considera
apenas variaveis binarias e o segundo considera variaveis binarias e continuas. No entanto, o
terceiro e o quarto modelos consideram variaveis binarias e continuas, o terceiro abordando a
operacdo de lavra no nivel de mining cuts e o beneficiamento no nivel dos blocos, enquanto o
quarto considerando ambas as operacdes no nivel dos poligonos de lavra, que sdo gerados por
meio de um algoritmo FLC. Os autores desenvolveram um estudo de caso em uma jazida de
minério de ferro para validar os modelos, agrupando 19.492 blocos em 599 cortes de lavra e
sequenciando-os ao longo de 12 anos, concluindo que o segundo modelo ndo é adequado para
problemas de longo prazo, sendo mais adequado para problemas de curto prazo, juntamente
com o terceiro modelo. Por outro lado, o quarto modelo apresentou bons resultados para
cronogramas de vida util da mina, mesmo em operac0es a céu aberto de larga escala.

Ben-Awuah e Askari-Nasab (2011) propuseram uma formulacdo baseada em
programacéo inteira mista de metas (Mixed Integer Goal Programming, MIGP) para abordar
0 sequenciamento de producdo de longo prazo de areias betuminosas a partir de uma cava
final predeterminada, abrangendo tanto materiais de dique (onde as areias betuminosas se
acumulam) quanto estéril. A formulacdo baseia-se em varidveis binérias inteiras para lidar
com a precedéncia e variaveis continuas para lidar com a exploracdo de minério e do material
do dique, sendo necessario configurar as variaveis de desvio das metas, os custos de
penalidade e as prioridades do modelo. Os diques tém o intuito de conter os rejeitos que sao
produzidos durante o beneficiamento das areias betuminosas, e sdo construidos com estéril e
areia grossa de rejeitos, oriundos da propria operacdo, que devem atender as especificacoes
granulométricas desejadas, caso contrario este material sera enviado ao depdsito de estéril.
Antes de aplicar esta modelagem MIGP, entretanto, um algoritmo de agrupamento baseado

em FLC foi empregado, onde blocos em uma mesma bancada séo agrupados em clusters com
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base em atributos de localizacdo, de tipo de rocha e distribuicdo de teor. O modelo é flexivel,
uma vez que podem ser feitas compensagdes entre atingir uma determinada meta e maximizar
0 VPL, e o estudo de caso apresentado atingiu um cronograma consistente gquanto aos
requisitos regulatorios e a exploracdo do depdsito de areias betuminosas.

Ben-Awuah, Askari-Nasab e Awuah-Offei (2012) elaboraram um modelo baseado em
programacéo linear inteira mista de metas (Mixed Integer Linear Goal Programming,
MILGP) para abordar o sequenciamento de lavra de areias betuminosas, sendo uma expansédo
do apresentado em Ben-Awuah, Askari-Nasab (2011). Dentre os objetivos do modelo, estdo
(1) determinar a ordem e o tempo de extracdo do minério, do material de dique e do estéril de
modo a maximizar o VPL, 2) determinar a destinagdo do material do dique que minimize o
custo de construcdo, e 3) minimizar os desvios das metas de producdo. O modelo foi
empregado apds a determinacdo da cava final e dos pushbacks com dimensdes adequadas a
natureza do projeto, cujos mining cuts foram agrupados em cada pushback por meio de um
FLC para reduzir o nimero de variaveis de decisdo do modelo MILGP. Os autores resolveram
0 modelo no CPLEX, gerando um sequenciamento de lavra suave e uniforme, que ao mesmo
tempo que maximiza o VPL, fornece uma estrutura robusta para o aproveitamento do minério
e gerenciamento dos residuos.

Tabesh e Askari-Nasab (2011) aplicaram a metodologia de agrupamento baseada em
HC e TS proposta por Askari-Nasab, Tabesh e Badiozamani (2010) para em seguida
solucionar um modelo baseado em MILP para o sequenciamento de lavra estratégico,
semelhante ao modelo proposto por Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010), que
considera o nivel de poligonos de lavra para ambas as decisdes de lavra e de beneficiamento.
Foi apresentado um estudo de caso de uma mina de minério de ferro, cujos resultados
mostraram que o tamanho e a forma dos blocos agrupados em clusters sdo responsaveis por
10 a 15% da variacdo no VPL, também possibilitando melhorias no desempenho operacional
e na viabilidade do cronograma de producdo. Tabesh e Askari-Nasab (2013) expandiram o
estudo anterior ao desenvolver um algoritmo baseado em HC guiado de baixo para cima que,
além de aplicar um indice de similaridade para gerar mining cuts, respeita o tamanho maximo
dos clusters. Em seguida, € realizada uma etapa de pds-processamento para refinar os clusters
gerados, removendo arestas e mesclando blocos associados a pequenos clusters em outras
particGes, respeitando assim o tamanho minimo determinado para todos os clusters.
Diferentes indices de similaridade foram apresentados, além de uma medida de similaridade
baseada na direcdo preferencial de lavra que também poderia ser adicionada caso o

planejamento de producdo operacional exija o controle da geometria da mina ou a
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determinacdo de uma malha de perfuracdo. Os autores demonstraram a metodologia proposta
em trés estudos de caso: uma mina de ouro com 90.000 blocos para avaliar os recursos e o
tempo de processamento necessarios para otimizar um modelo de blocos em tamanho real,
uma instancia com 874 blocos de uma pequena regido dessa mina para ilustrar diferentes
caracteristicas do algoritmo de agrupamento e um conjunto de dados de areias betuminosas
com 2.792 blocos.

Badiozamani e Askari-Nasab (2012) propuseram uma formulacdo MILP capaz de
integrar o sequenciamento de lavra de areias betuminosas no longo prazo ao gerenciamento
dos rejeitos produzidos no processo de extracdo de betume, tendo como funcéo objetivo a
maximizacdo do VPL do sequenciamento de lavra e a minimizacéo dos custos de recuperacéo
do rejeito. Foram consideradas restricdes de capacidade de lavra e de beneficiamento,
controle de teores e precedéncia, bem como restricGes quanto aos materiais componentes dos
rejeitos e a capacidade das instalacbes que os recuperam. Visando reduzir as variaveis
binérias da formulagdo MILP, os blocos foram agrupados em mining cuts, embora 0 método
utilizado ndo tenha sido explicitado. A metodologia proposta foi avaliada em dois pushbacks
de um depdsito real de areia betuminosa, e embora as restricdes ndo tenham sido violadas
durante a execucdo de um algoritmo BB em CPLEX, os autores indicaram que o tempo de
execucao até que a solucdo 6tima fosse encontrada foi relativamente grande para o tamanho
de problema. Badiozamani e Askari-Nasab (2014) estenderam o estudo anterior incorporando
0s custos com 0 manuseio de materiais de recuperacdo e o gerenciamento de rejeitos ao fluxo
da programacéo da producdo. Experimentos numéricos foram realizados no mesmo depésito
de areias betuminosas, mas foram verificados quatro tamanhos diferentes de mining cuts,
resultando em conjuntos de poligonos com 478, 535, 980 e 2.293 unidades, a partir dos quais
os autores verificaram que a resolucdo do modelo aumenta a medida que o numero de cortes
de mineracdo aumenta, embora o tempo de solugdo necessario também seja maior.

Eivazy e Askari-Nasab (2012a) desenvolveram um modelo MILP multidestino para
resolver o sequenciamento de minas de curto prazo com objetivo de minimizar oS custos
totais, como custos de lavra, beneficiamento, transporte, reabilitacdo e remanejamento.
Resolvido por um algoritmo BC, o modelo incorpora como restrigdes operacionais pilhas de
homogeneizacdo e amortizagcdo, uma direcdo horizontal preferencial de lavra e decisdes de
localizag&o de rampa. Para reduzir o numero de variaveis binarias na formulagdo MILP e para
gerar um sequenciamento pratico e adequado as SMUs, os blocos foram agrupados em mining
cuts por meio do método Fuzzy C-means. Um estudo de caso foi desenvolvido em uma mina

de minério de ferro, onde foram avaliadas trés direcdes horizontais de lavra distintas,



59

considerando o sequenciamento de lavra ao longo de 12 meses, sendo escolhido como melhor
cenario aquele que apresentou maior viabilidade operacional, mesmo que outro tenha obtido
custos menores. A Figura 18 apresenta a bancada estudada pelos autores, contendo uma
diferenciacéo entre as zonas de estéril e mineralizada, bem como os mining cuts formados nos

trés cenarios avaliados.

Figura 18 - Vista em planta de uma bancada mostrando a) a diferenciacdo entre as zonas de estéril e
mineralizada, b) o sequenciamento 6timo no cenario base, c) o sequenciamento étimo no cenario NW-SE e
d) o sequenciamento 6timo no cenario SE-NW.
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Fonte: Adaptado de EIVAZY; ASKARI-NASAB (2012).

Eivazy e Askari-Nasab (2012b) propuseram um fluxo de trabalho para solucionar o
problema do planejamento operacional de lavra alinhado com os objetivos de longo prazo,
onde primeiro os blocos sdo agregados em poligonos de lavra por um algoritmo HC-TS, entéo
0 sequenciamento estratégico é efetuado atraves de um modelo baseado em MILP inspirado
em Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010) e Askari-Nasab, Tabesh e Badiozamani
(2010), culminando na resolucdo do problema operacional para periodos mensais. O modelo
baseado em MILP para o curto prazo é uma extensdo das proposi¢es de Askari-Nasab et al.
(2011a) e Eivazy e Askari-Nasab (2012a), e visa minimizar os custos totais sujeitos a
restricoes semelhantes as apresentadas nesses modelos, como blendagem, decisdes de

localizagé@o de rampas e restri¢des de longo prazo. Foi apresentado um estudo de caso de uma
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mina de minério de ferro no Ird, no qual 17 tamanhos de clusters foram avaliados para o
problema no longo prazo, enquanto cendrios com diferentes resolugdes de poligonos e
direcdes de lavra foram submetidos ao sequenciamento no curto prazo, cujos resultados foram
em seguida discutidos.

Tabesh, Mieth e Askari-Nasab (2013) propuseram uma metodologia multiestagio para
resolver problemas de planejamento de longo prazo considerando uma cava final
predeterminada e modelos de sequenciamento baseados em MILP. Primeiro, um modelo
baseado em IP determina os pushbacks dentre as cavas aninhadas geradas a partir da
parametrizacdo do problema da cava final, tendo como objetivo maximizar o retorno
econdmico dos pushbacks e considerando restri¢ces relacionadas a precedéncia, ao angulo de
talude, a massa de rocha e de minério dentro de cada pushback. Portanto, técnicas como a
relaxacdo da Programacdo Linear ou a relaxacdo Lagrangiana podem ser utilizadas para
simplificar este modelo IP, que pode ser resolvido por um solver MILP ou por uma heuristica.
Em seguida, uma etapa de agregacdo baseada em HC-TS é usada para gerar poligonos de
lavra dentro de cada pushback, de modo que o modelo de sequenciamento de mina depende
dos niveis de pushback, mining cuts e painéis (fases em bancadas ou bench-phases). Este
modelo de sequenciamento é capaz de determinar internamente o teor de corte, tendo como
objetivo maximizar a receita de beneficiamento dos poligonos de lavra subtraida dos custos de
extracdo de painéis, sujeito a restricdes relacionadas as capacidades de lavra e
beneficiamento, ao controle de teores e angulo de talude. Foi apresentado um estudo de caso
de uma jazida de minério de ferro com 19.561 blocos, enfatizando que a abordagem proposta
é capaz de gerar melhores pushbacks que os softwares comerciais, além de aumentar em 2-4%
0 VPL quando comparada com a abordagem tradicional de sequenciamento de minas.

Askari-Nasab, Mieth e Tabesh (2013) discutem a mesma metodologia, apresentando
mais detalhes sobre as heuristicas de busca gulosa e busca local desenvolvidas para resolver o
problema de determinacgéo de pushbacks. Foi apresentado um estudo de caso de uma jazida de
minério de ferro com aproximadamente 177.000 blocos dentro da cava final predeterminada,
onde diferentes configuracdes de pushback foram avaliadas ao longo dos 35 anos de vida util
da mina, resultados que foram comparados aos obtidos por um software comercial. Tabesh,
Mieth e Askari-Nasab (2014) aprofundam a discusséo adicionando mais detalhes sobre a
etapa de reducdo do problema de geracdo de pushback, bem como as técnicas empregadas
para reduzir o problema do sequenciamento de producdo, como a remogdo de variaveis
desnecessérias e restrigdes redundantes. Os autores também apresentaram o estudo de caso

anterior e outro depdsito de minério de ferro, este contendo 277.000 blocos na cava final, no
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qual foi apresentado o sequenciamento da mina considerando diferentes quantidades de
pushbacks. Finalmente, Tabesh, Askari-Nasab e Peroni (2015) propuseram uma extensao
deste problema de sequenciamento para incluir pilhas de estoque, transformando o modelo
matematico baseado em MILP em MINLP, apresentando ainda uma versdo linearizada deste
modelo. A Figura 19 apresenta o fluxograma da metodologia de sequenciamento de lavra
sugerida por Tabesh, Mieth e Askari-Nasab (2013, 2014).

Figura 19 - Fluxograma da metodologia de sequenciamento de lavra sugerida por Tabesh, Mieth e Askari-
Nasab (2013, 2014).
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*BIP: Binary Integer Programming.

Koushavand, Askari-Nasab e Deutsch (2014) propuseram calcular o custo da incerteza
no sequenciamento de lavra estocastico no longo prazo considerando os desvios da producéo
alvo. Um modelo MILP baseado em Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010) e Askari-
Nasab et al. (2011b) é formulado para encontrar a sequéncia de blocos a serem extraidos de
uma cava final pré-definida e seus respectivos destinos com dois objetivos: maximizar o VPL
de um modelo de estimativa (E-type das simula¢fes) para minimizar o custo da incerteza das
multiplas realizagdes estocasticas. A fungdo objetivo estéd sujeita a restricdes relacionadas a

blendagem de teores, capacidade de lavra e beneficiamento, reserva, precedéncia, restrigdes
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de porcéo de lavrada e processada, limites superiores e inferiores de producdo e de material na
pilha de estoque, sendo o custo da incerteza modelado como uma fung¢do de penalidade
assimétrica, onde o custo de producdo abaixo do limite minimo é maior que o custo de
superproducdo. Uma técnica de agrupamento baseada em Fuzzy C-means é empregada para
reduzir o ndmero de varidveis e tornar o problema tratdvel. Quando comparado a uma
otimizagdo formulada como LP em um depoésito de areia betuminosa no Canada,
considerando 50 realizag¢Ges do corpo de minério, 0 método proposto resultou em um VPL um
pouco menor devido a necessidade de adicionar novas restricdes a formulacdo do problema,
ao passo que reduziu o desvio dos alvos de producdo. A Figura 20 apresenta um exemplo de
custos da incerteza versus diferentes capacidades de lavra e beneficiamento em um caso

sintético.

Figura 20 - Exemplo de custos da incerteza versus diferentes capacidades de lavra e beneficiamento em
um caso sintético.
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Fonte: adaptado de KOUSHAVAND; ASKARI-NASAB; DEUTSCH (2014).

Upadhyay et al. (2015a, 2015b) propuseram um modelo baseado em MILGP para
abordar o sequenciamento de lavra e alocacdo de escavadeira em problemas de planejamento
de lavra no curto prazo, tendo como objetivo maximizar a utilizagdo da escavadeira enquanto
minimiza o custo operacional, desvios de teor e de tonelagem. As restri¢cdes sdo relacionadas
a escavadeira, a frota de caminhdes, a capacidade de beneficiamento, ao controle de teores, a
atribuicdo da escavadeira e da frota as faces de lavra, & combinagdo de equipamentos, ao
desvio de producéo e a taxa de decapeamento. As faces de lavra correspondem a poligonos de
lavra derivados do problema de sequenciamento de lavra conforme a metodologia proposta
por Tabesh, Mieth e Askari-Nasab (2014), e o output do estagio de alocacdo da escavadeira



63

serve como input para um modelo baseado em simulagdo por eventos discretos (Discrete
Event Simulation, DES) que visa avaliar o impacto de mudancgas operacionais na producao de
minério e estéril, bem como na utilizacdo de recursos. Considerando um estudo de caso de
uma mina de areias betuminosas de grande porte, as etapas de otimizacdo foram realizadas
separadamente, onde o modelo baseado em MILGP considerou turnos individualizados de
producédo e um sistema predefinido, enquanto o modelo baseado em DES foi validado contra
dados historicos. Upadhyay e Askari-Nasab (2016), por sua vez, aplicaram o modelo baseado
em MILGP em um estudo de caso de uma jazida de minério de ferro no Ird, utilizando fracdes
de 2.904 blocos em 3 bancadas. O sistema foi solucionado para duragfes de meia hora até 12
horas por dia, onde as taxas de producdo diarias foram armazenadas por um més, alcangando-
se assim uma utilizacdo média da planta, utilizacdo média de caminhdes e utilizacdo média da
escavadeira de 99%, 92% e 95%, respectivamente.

Upadhyay e Askari-Nasab (2019) estenderam a metodologia proposta nos estudos
anteriores ao propor uma ferramenta dindmica para alocacdo de escavadeiras, capaz de
atribui-las a faces de lavra em um fluxo de trabalho integrado que engloba o modelo baseado
em MILGP e estagios baseados em DES. Foi apresentado um estudo de caso de uma mina de
minério de ferro, tal que um ano contendo 4.227 blocos agrupados em 174 faces de lavra
distribuidas em quatro bancadas foi extraido do plano de longo prazo e submetido a
metodologia proposta, considerando periodos de 12 horas e cenarios cujas rotas de
beneficiamento apresentavam prioridades iguais ou diferentes. Além disso, Upadhyay e
Askari-Nasab (2018) ampliaram este escopo ao desenvolver uma estrutura de otimizagédo de
simulacdo que simula planos de curto prazo com base na alocacdo de caminhdes e atribuicédo
de escavadeiras para faces de lavra, respeitando também as restricdes do plano estratégico. Os
autores resolvem problemas de planejamento operacional multiobjetivo incorporando o
modelo baseado em MILGP e os estagios DES em uma Unica ferramenta capaz de gerar
planos de lavra que consideram incertezas, proporcionando assim uma tomada de deciséo
operacional dindmica em tempo real, atendendo também as demandas estratégicas. Foi
apresentado um estudo de caso na mesma mina de minério de ferro, abrangendo dois cenarios
com diferentes configuragfes de caminhdes, cada um abarcando 10 realizagdes de operacdes
durante 6 meses.

Tabesh e Askari-Nasab (2019) propuseram quatro algoritmos de agrupamento de
blocos em poligonos de lavra contemplando os controles de tamanho e forma de clusters
implementados por Tabesh et al. (2013) e possibilitando a geracdo de solucdes sob incerteza

geoldgica. O primeiro algoritmo foi baseado em um modelo de estimagdo com propriedades
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deterministicas, e 0s outros trés, incluindo um algoritmo K-means-HC, foram baseados em
modelos e propriedades estocasticas do deposito. Nos casos probabilisticos, com base na
abordagem dos mundos possiveis, realizacfes equiprovaveis de um depdsito sdo construidas
por meio de simulacdo geoestatistica, onde os algoritmos de agrupamento operam
independentemente em cada realizacédo e, finalmente, uma técnica de agregacao é usada para
extrair um anico modelo de agrupamento das solugfes individualizadas de todas as
realizacbes. As metodologias foram implementadas em dados de uma jazida de cobre com
189.000 blocos e trés tipos de litologias, gerando 20 realizacdes de litologias e teores, além de
um banco de dados multivariado contendo 570.770 blocos distribuidos em 176 bancadas,
cujos teores e litologias foram simulados em 100 realizagdes. Os resultados indicam que 0s
algoritmos probabilisticos podem resultar em clusters menos suscetiveis as incertezas,
enquanto as dimensbes e formas dos clusters permaneceram dentro das restricdes pré-
determinadas.

Capponi (2019) prop6s uma metodologia para abordar o problema dos limites de
escavacdo em trés etapas: primeiro, o problema grade control é abordado por meio de
simulacBes geoestatisticas em furos de detonacdo; segundo, um algoritmo Self-Organizing
Map baseado nas redes neurais de Kohonen é empregado na determinacdo dos mining cuts;
por fim, um algoritmo GA com fungéo objetivo de maximizar o lucro e minimizar os desvios
das metas de teores é empregado na definicdo do limite de escavacdo (dig limit). Os mapas de
Kohonen séo redes neurais de aprendizado nao-supervisionado dotadas de uma camada para a
entrada dos dados (vetores) e uma camada de saida (grade 2D) totalmente conectadas, onde 0s
neurbnios de saida competem entre si para assumir 0s maiores pesos em determinada época
por meio do treinamento de um vetor peso sinaptico com mesma dimensdo do espaco de
entrada, onde o neurdnio vencedor impacta no resultado de seus vizinhos. Ao longo das
iteracOes, a vizinhanca e a taxa de aprendizagem sdo reduzidas para forcar a convergéncia,
progredindo de uma competicdo em que quase todo neurdnio era atualizado para uma em que
somente o vencedor é atualizado. Contemplando a extracdo simultanea de diversos mining
cuts para atender as restricbes de beneficiamento, a metodologia foi empregada no
sequenciamento semanal de uma mina de fosfato, cujos resultados obtidos demonstraram o
aumento do lucro e a reducdo da variabilidade do minério quando comparado ao método
manual.

Salman et al. (2021) propuseram uma heuristica multiestdgio de agrupamento de
blocos para determinagdo de mining cuts, cuja primeira etapa consiste em um algoritmo K-

means para identificar classes geoquimicas, ao passo que uma segunda etapa agrupa blocos
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adjacentes com base em um critério de similaridade. A etapa K-means, portanto, identifica os
centroides dos clusters de classes de teores abrangendo blocos que excedam o teor de corte,
sendo o numero de classes geogquimicas em determinada bancada definido pela avaliacdo do
coeficiente de silhueta. Em seguida, sdo empregadas Fuzzy membership functions para
determinar os limites de transigéo entre as classes de teores, onde as Triangular membership
functions representam a pertinéncia de um bloco pertencer cada uma das classes geoquimicas,
sendo os blocos de estéril atribuidos a uma unica classe de estéril. A similaridade entre blocos
adjacentes considerando litologias, teores e destinos é entdo calculada, onde os blocos
adjacentes com maior similaridade formardo serdo agregados repetidamente em clusters até
que ndo haja mais blocos a serem agrupados ou o tamanho maximo dos clusters tenha sido
atingido. Finalmente, uma etapa de post-processing é empregada, onde blocos ndo agrupados
e clusters muito pequenos sdo incorporados ao cluster mais adequado baseando-se na direcdo
preferencial da lavra, bem como é aplicada uma etapa de correcdo da geometria dos clusters.
A aplicagdo da metodologia proposta em dois datasets do MineLib (ESPINOZA et al., 2013)
demonstrou que foram obtidos poligonos de lavra com dimensdes adequadas e que as
restricdes foram respeitadas.

Nelis e Morales (2022) propuseram um modelo de otimizagdo capaz de resolver
simultaneamente os problemas da determinacdo de poligonos de lavra viaveis, baseados em
blocos de curto prazo criados a partir da informacdo de furos de detonacdo, e do
sequenciamento de lavra operacional, visando maximizar seu retorno econémico. O modelo
seleciona quais blocos operacionais devem constituir determinado mining cut, respeitando
tamanhos minimos e maximos, atribuindo uma destinacdo e um periodo de extracdo para cada
um, ao passo que respeita restricbes de capacidade de lavra e de beneficiamento, blendagem,
angulo de talude e precedéncia. Os autores propuseram uma abordagem que permite a
segmentacdo do problema do agrupamento em duas partes: primeiro, um determinado
conjunto de blocos operacionais é listado como candidatos, onde alguns destes séo eleitos
representantes de poligonos de lavra, e segundo, cada bloco operacional restante € atribuido a
um dos representantes. Os blocos restantes serdo agregados aos poligonos de lavra cujos
representantes possuirem arcos direcionados mais favoraveis a cada um, de acordo com a
estratégia de precedéncia adotada, controlando assim a forma e a conectividade dos poligonos
de lavra. Os blocos associados a cada poligono de lavra, entdo, irdo compartilhar as mesmas
destinagdes e periodos de extracdo que seus representantes, sendo possivel determinar um
nimero maximo de mining cuts ativos por periodo para que seja possivel restringir as frentes

de lavra operadas simultaneamente. Experimentos numéricos foram apresentados, em que
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duas bancadas de uma mina de cobre no Chile resultaram em mining cuts e sequéncias de
lavra operacionais, respeitando as restricdes impostas, incluindo restricbes de acesso, como a
localizacdo de rampas em cada bancada. A Figura 21 apresenta a definicdo dos poligonos de
lavra conforme a metodologia proposta pelos autores, onde uma lista de blocos operacionais
candidatos a representantes é determinada e alguns destes sdo eleitos como representantes dos

poligonos de lavra, expressos na imagem em diferentes cores.

Figura 21 - Definigdo de poligonos de lavra com base na metodologia proposta por Nelis e Morales (2022),
onde uma lista de blocos candidatos a representantes é determinada e alguns destes sdo eleitos como
representantes dos mining cuts, expressos em diferentes cores. Em seguida, todos os blocos sdo associados
a algum destes representantes, compartilhando sua destinacao.
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Fonte: adaptado de NELIS; MORALES (2022).

Nelis, Meunier e Morales (2022) propuseram um modelo baseado em MILP para
resolver o problema de agrupamento de poligonos de lavra que visa maximizar o lucro total
de atribuir uma destinacdo a cada cluster gerado, empregando para tal um algoritmo de
geracdo de colunas (Column Generation Algorithm, CGA) e relaxagdo da programacao linear
para resolver o modelo. A técnica de geracdo de colunas resolve problemas lineares
continuos, comecgando a partir de um pequeno subconjunto restrito de variaveis (o problema
mestre), entdo um relaxamento duplo do problema mestre (o subproblema de precificacéo) é
resolvido iterativamente, usando o0s custos reduzidos das colunas para tomar decisdes,
encontrando assim novas colunas (variaveis) e adicionando-as ao problema mestre. Depois de
resolver o problema relaxado até a otimalidade, uma etapa adicional deve ser empregada para
converté-la a uma solucéo inteira. Foi apresentado um estudo de caso em dados de furo de
detonacdo em uma mina de cobre para validar a metodologia proposta, abrangendo quatro

bancadas com tamanhos diferentes, entre 216 a 912 blocos.
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Diversas outras solucGes de agregacdo de blocos foram apresentadas, embora néo
focassem especificamente no agrupamento de blocos em mining cuts, como em Smith (1999),
Ramazan (2001), Menabde et al. (2004), Stone et al. (2004), Ramazan, Dagdelen e Johnson
(2005), Zhang (2006), Ramazan (2007), Boland et al. (2009), Yavarzadeh, Abodallheisharif e
Neishabouri (2014), Smith e Wicks (2014), Del Castillo e Dimitrakopoulos (2016), Jélvez et
al. (2016), Goodfellow e Dimitrakopoulos (2016), Mai, Topal e Erten (2018), Mai et al.
(2019), Lotfian, Gholamnejad e Mirzaeian Lardkeyvan (2021). Podem-se citar ainda, no
ambito da agregacdo de blocos e criacdo de clusters para o sequenciamento de lavra, as
contribui¢es de Weintraub, Pereira e Schultz (2008), Epstein et al. (2012), Pourrahimian,
Askari-Nasab e Tannant (2012, 2013), Nezhadshahmohammad, Pourrahimian e Aghababaei
(2018) e Nezhadshahmohammad e Pourrahimian (2019), embora estes ultimos também néo
sejam aqui detalhados por lidarem com métodos de lavra subterrdneos, o que esta além do
€sCcopo proposto.

A Tabela 1, finalmente, com o intuito de auxiliar uma eventual consulta, apresenta um
resumo dos estudos apresentados neste topico bem como seus principais aspectos
relacionados aos problemas do agrupamento e do sequenciamento de lavra. Em alguns dos
estudos citados hé a proposicéo e a comparacdo de duas técnicas de resolucdo do problema do
sequenciamento de lavra, por esta razdo ha duas colunas direcionadas aos algoritmos
empregados no sequenciamento. Quando h4 a indicacdo de um algoritmo exato, este pode ser
um algoritmo da familia BB criado especificamente para o estudo, ou mesmo um solver
comercial como o Gurobi e 0 CPLEX. Nos itens representados por ‘-’, ou o caso ndo se aplica

ou a informacédo néo pode ser obtida no estudo.
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Tabela 1 - Resumo dos estudos apresentados neste tdpico, contemplando os principais aspectos relacionados aos problemas do agrupamento e do sequenciamento de lavra.

. _ . Algoritmo de Algoritmo de
Autores (Ano de publicacéo) Horizonte Banco de dados Técnica de Algoritmo de Mode_lo de sequenciamento sequenciamento

temporal agrupamento  agrupamento sequenciamento 1 >
Albach (1967) Estratégico Carvao Camadas - CcCP Exato -
Metz e Jain (1978) Estratégico Fosfato Camadas - DP/MINLP DP Heuristica
Gershon (1983) Estratégico - Camadas - LP - -
Busnach, Mehrez e Sinuany-Stern (1985) Estratégico Fosfato Camadas - MINLP Heuristica -
Klingman e Phillips (1988) Estratégico Fosfato Camadas - IP Exato -
Gershon e Murphy (1989) Estratégico  Xisto betuminoso Camadas - DP DP -
Chanda e Wilke (1992) Operacional Cobre Camadas - LGP Exato Heuristica
Chanda e Ricciardone (2002) Estratégico Multivariado Reblocagem - MILP MineMax -
Samanta, Bhattacherjee e Ganguli (2005) Operacional Bauxita Camadas - - GA -
Askari-Nasab, Awuah-Offei e Eivazy (2010) Estratégico ~ Minério de ferro  Otimizacdo/blocos FLC MILP Exato -
Askari-Nasab, Tabesh e Badiozamani (2010) Estratégico Sintético Otimizag&o/blocos HC-TS MILP Exato -
Askari-Nasab et al. (2010) Estratégico  Minério de ferro  Otimizacdo/blocos HC MILP Exato -
Askari-Nasab et al. (2011a) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacéo/blocos - MILP Exato -
Askari-Nasab et al. (2011b) Estratégico ~ Minério de ferro  Otimizacdo/blocos FLC MILP Exato -
Ben-Awuah e Askari-Nasab (2011) Estratégico Areias betuminosas Otimizacdo/blocos FLC MILGP Exato -
Ben-Awuah, Askari-Nasab e Awuah-Offei (2012) Estratégico Areias betuminosas Otimizacao/blocos FLC MILGP Exato -
Tabesh e Askari-Nasab (2011) Estratégico ~ Minério de ferro  Otimizacédo/blocos HC-TS MILP Exato -
Tabesh e Askari-Nasab (2013) Ambos bOuro/ Arelas Otimizacg&o/blocos HC-TS - - -

etuminosas

Badiozamani e Askari-Nasab (2012) Estratégico Areias betuminosas Otimizacdo/blocos HC-TS MILP Exato -
Badiozamani e Askari-Nasab (2014) Estratégico Areias betuminosas Otimizacdo/blocos HC-TS MILP Exato -
Eivazy e Askari-Nasab (2012a) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacéo/blocos FCM MILP Exato -
Eivazy e Askari-Nasab (2012b) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacéo/blocos HC-TS MILP Exato -
Tabesh, Mieth e Askari-Nasab (2013) Estratégico ~ Minério de ferro  Otimizagdo/painéis HC-TS MILP Exato -
Askari-Nasab, Mieth e Tabesh (2013) Estratégico ~ Minério de ferro  Otimizagdo/painéis HC-TS MILP Exato -
Tabesh, Mieth e Askari-Nasab (2014) Estratégico  Minério de ferro  Otimizagdo/painéis HC-TS MILP Exato -
Tabesh, Askari-Nasab e Peroni (2015) Estratégico - Otimizagdo/painéis HC-TS MILP/MINLP - -
Koushavand, Askari-Nasab e Deutsch (2014) Estratégico Areias betuminosas Otimizacéo/blocos FCM MILP Exato -
Upadhyay et al. (2015a) Operacional Areias betuminosas Otimizacéo/blocos HC-TS MILGP/DES - Simulagéo
Upadhyay et al. (2015b) Operacional Areias betuminosas Otimizacéo/blocos HC-TS MILGP/DES - Simulagéo
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Algoritmo de Algoritmo de

L Horizonte Técnica de Algoritmo de Modelo de : .
Autores (Ano de publicacédo) Banco de dados . sequenciamento sequenciamento

temporal agrupamento  agrupamento sequenciamento 1 >

Upadhyay e Askari-Nasab (2016) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacédo/blocos HC-TS MILGP/DES - Simulagéo

Upadhyay e Askari-Nasab (2019) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacédo/blocos HC-TS MILGP/DES Exato Simulagéo

Upadhyay e Askari-Nasab (2018) Operacional ~ Minério de ferro  Otimizacédo/blocos HC-TS MILGP/DES Exato Simulagéo
Tabesh e Askari-Nasab (2019) Estratégico Cobre/Multivariado Otimizacdo/blocos K-means-HC - - -
Capponi (2019) Operacional Fosfato Otimizagao/SMUs SOM - GA -
Salman et al. (2021) Operacional MineLib Otimizag&o/blocos K'E&a?/ - - -
Nelis e Morales (2022) Operacional Cobre Otimizagcdo/SMUs  MILP-Exato MILP Exato -
Nelis, Meunier e Morales (2022) Operacional Cobre Otimizagdo/SMUs  MILP-CGA - - -
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3 METODOLOGIA

Ao longo do desenvolvimento deste estudo foram elaborados modelos matematicos do
problema do agrupamento de poligonos de lavra condizentes com as abordagens MILP e CP,
ambos resolvidos através das bibliotecas do OR-Tools na linguagem Python por meio dos
solvers SCIP e CpSolver, respectivamente. Quando néo foi possivel obter uma solucdo exata
do problema atraves da abordagem MILP, foi empregada a abordagem CSP para possibilitar a
obtencdo de uma amostra do espaco de busca do problema, servindo assim como parametro
para avaliar a qualidade da solugéo obtida por COP.

Visto que a abordagem CP se baseia em otimizacdo inteira, todas as variaveis
empregadas foram inteiras, bem como o célculo da funcdo objetivo foi arredondado em
nimeros inteiros para que o solver pudesse resolver o modelo. O arquivo de saida da
otimizacdo consiste em um array representando os blocos das bancadas estudadas, contendo
valores inteiros que correspondem a associacdo de um cluster a cada um destes blocos.
Finalmente, foram computados o tempo de processamento e a funcdo objetivo atingida por
cada instancia submetida a otimizacdo, bem como parametros relativos a qualidade dos
clusters (e.g. indice da silhueta) e indicadores-chave de desempenho no planejamento de lavra
(e.g. valor presente) foram calculados.

Uma vez escolhida a instancia de teste, é necessario efetuar um pré-processamento dos
dados, contemplando a extracdo das bancadas de interesse, re-indexacao e o ordenamento dos
blocos, criacdo de novas variaveis de interesse, dentre outras alteracfes. Devem-se
implementar parametros (e.g. tamanho maximo de um cluster), funcBes auxiliares (e.g.
distancia Euclidiana entre blocos), listas e dicionarios (e.g. lista de blocos adjacentes a
determinado bloco) para permitir a correta modelagem matematica do problema e sua
solucdo. Blocos que nao atingem um critério minimo de vizinhanca devem ser excluidos das
instancias, visto que a manutencdo de blocos isolados impediria a convergéncia durante a
etapa de otimizacdo e comprometeria a operacionalidade da solucdo. A Figura 22 apresenta
um fluxograma que sintetiza os procedimentos empregados nos experimentos deste estudo no

ambito da otimizag&o do problema do agrupamento de poligonos de lavra.
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Figura 22 - Fluxograma sintetizando os procedimentos empregados neste estudo no &mbito da otimizacao
do problema do agrupamento para geracao de poligonos de lavra.

Ve

Determinacdo dos indices, conjuntos, parametros e variaveis de decisdo a serem
empregados no modelo matematico, seguido da determinacdo de uma funcéo de
similaridade adequada ao problema do agrupamento de blocos em mining cuts;

Modelagem matematica do problema baseada em MILP, considerando a funcao
objetivo e as restrigdes do problema;

p

Codificagdo do modelo matematico em uma linguagem de programacéo, estruturando-
o de tal forma que seja possivel resolver o modelo pelas abordagens MILP e CP;

Considerando a fun¢éo de similaridade escolhida, aplicagdo de uma metodologia
simplificada de otimizacéo, em que o modelo matematico é resolvido diretamente por
meio das abordagens CSP e COP;

Elaboracdo de uma metodologia de otimizacdo multiestagio, capaz de resolver
problemas de agrupamento de blocos em mining cuts aplicados a bancadas com mais
de 100 blocos, subdividida em quatro etapas: (1) a fase de inicializacdo, (2) fase de
ajuste de pardmetros, (3) fase de explotacéo e (4) fase de pds-processamento;

Criacdo de uma heuristica de propagacdo geométrica (geometric propagation heuristic,
GPH) para ser empregada na fase de pds-processamento;

': ™

A fase de inicializagdo emprega um algoritmo k-means para encontrar uma solugéo de

dica (hint solution), ao passo que a fase de ajuste de parametros parte desta solucdo e
resolve o problema por COP de forma recorrente, ajustando o parametro v;

~

e . . R . R
A fase de explotagdo otimiza o problema mais uma vez considerando este parametro
ajustado, ao passo que a fase de pds-processamento emprega a GPH para corrigir
clusters desconexos ou com fronteiras inadequadas;

-

Proposicao de uma metodologia multiestagio reduzida, que prescinde das etapas de
otimizacdo e considera somente as fases de inicializacdo e pos-processamento da
metodologia multiestagio completa;

Criagdo de uma estrutura de teste e validagdo dos modelos e metodologias em dados
reais oriindos de bancadas extraidas do MineLib (ESPINOZA et al., 2013).
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3.1 MODELO MATEMATICO DO PROBLEMA DO AGRUPAMENTO DE POLIGONOS
DE LAVRA

Neste topico, sera apresentado o modelo matematico baseado em MILP elaborado para
representar o problema do agrupamento de poligonos de lavra, incluindo seus indices,

conjuntos, parametros, variaveis de decisdo, funcao objetivo e restri¢oes.

3.1.1 Indices e conjuntos

Para que seja possivel compreender o modelo matematico do problema do
agrupamento de poligonos de lavra que sera apresentado mais adiante, deve-se primeiro
apresentar os indices e conjuntos que compdem este modelo, podendo-se entdo listar os
seguintes elementos:

I: Conjunto de blocos em uma bancada (o0 dominio do problema);

J: Conjunto de parti¢des que, quando somadas, conforme a Equacdo (2.13), equivalem ao
dominio do problema;

i: Indice de um bloco (i = 1, ...,m, Vi € I);

j: Indice de um cluster (j = 1, ...,n,Vj € J);

b, c: Indices representando dois blocos em um mesmo dominio I (b,c = 1, ...,m, Vb, c € I);
adj4,: Conjunto de blocos adjacentes ao bloco b nas dire¢fes Norte-Sul e Leste-Oeste (b =
1,...mvVbel),

adj8,: Conjunto de blocos adjacentes ao bloco b nas direcdes Norte-Sul, Leste-Oeste,
Nordeste-Sudoeste e Noroeste-Sudeste (b = 1, ..., m, Vb € I);

Dist, .. Matriz que computa a distancia Euclidiana entre os blocos b and ¢ (b,c =
1,..,mVb,c€l).

Spc: Conjunto ou matriz que computa a funcdo de similaridade entre os blocos b and ¢
(b,c=1,..,mVb,ce€l);

A matriz Dist,, computa a distancia Euclidiana entre todos os pares de blocos do
dominio, em que dois blocos b,c € I, possibilitando entdo implementar uma restricdo
equivalente ao limite de diametro maximo de cluster. Por outro lado, a matriz Sj, . computa o
valor do critério de similaridade entre os todos blocos b, ¢ € I, critério este que possibilita o
calculo da fungdo objetivo do modelo matematico e que serd aprofundado mais adiante. Ja

para formar os conjuntos adj4;, e adj8,, todos os blocos vizinhos de b e localizados nas
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direcbes supracitadas, em que b €I, foram armazenados em dicionarios. O modelo
matematico ira introduzir uma restricdo para cada um destes critérios de vizinhanca, tal que
nenhum bloco b possa pertencer a um cluster caso ndo haja pelo menos um bloco em adj4, e
dois em adj8, que pertencam ao mesmo cluster. Este € também o critério empregado na
etapa inicial de exclusdo dos blocos que impediriam a obtencdo de uma solucdo viavel. A
Figura 23 apresenta uma ilustracdo dos conjuntos adj4, e adj8; para um dado bloco b € I,

ficando claro que adj4, < adj8,,.

Figura 23 - llustracéo representando os conjuntos adj4, e adj8, para um dado bloco b € I.

1 2 3

adjdo = {2,4,5,7}
4 b 5

adj8b = {1,2,3,4,5,6,7.8}
6 7 8

3.1.2 Parametros

Os parametros empregados na modelagem matematica do problema aqui abordado sdo
0s seguintes:
min_size_cluster: Nimero minimo de blocos atribuidos a cada cluster;
max_size_cluster: Numero méaximo de blocos atribuidos a cada cluster;
min_n_cluster: Nidmero minimo de clusters permitidos por bancada;
max_n_cluster: Nimero maximo de clusters permitidos por bancada;

y: Distancia Euclidiana maxima (didmetro maximo) entre dois blocos b, ¢ atribuidos a um
clusterj(b,c=1,..,mvVb,cel; j=1,..,nVjE€E]).

Uma vez definidos os valores para min_size_cluster e max_size_cluster,
permitindo assim que a quantidade ideal de clusters fosse determinada durante a otimizacéo,
divide-se o numero de blocos em uma bancada (I) por eles, obtendo-se max_size_cluster e
min_size_cluster, respectivamente, onde eventuais resultados decimais séo arredondados
para cima. Entretanto, a determinacdo dos valores adequados para estes parametros e para o
didmetro maximo y é arbitraria, configuracdo que deve ser escolhida em consonéancia com a

instdncia sendo avaliada, buscando representar restricbes reais como largura minima
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operacional, dimensdo e capacidade do equipamento de lavra, dentre outros fatores que

podem ser incluidos no problema.
3.1.3 Variaveis de decisdo

As variaveis de decisdo inteiras empregadas no modelo matemaético do problema do
agrupamento de poligonos de lavra séo as seguintes:
M;; € {0,1}: Variavel binaria de dimenséo R™ cujo valor equivale a 1 se um bloco i é
atribuido ao cluster j, ou 0 caso contrario (i =1,...m,Vie Il;j=1,..,n,Vj €]);
x; € {1,]}: Variavel inteira de dimensdo R? que atribui a cada bloco i o valor correspondente
aoindicedeseuclusterj(i=1,..mViel,j=1,..,nVj€E]);
y; € {0,I}: Variavel inteira de dimensdo R/ que computa 0 nimero de blocos atribuidos a
cadaclusterj (j =1, ...,n,Vj €]);

Ppc € {0,1}: Variavel binaria empregada para linearizar a funcdo objetivo (b,c =
1,..,mVb,c€l).

3.1.4 Critério de similaridade

Dentre as opgdes de critérios de similaridade apresentadas neste estudo, incluindo os
métodos de Minkowski (d,, d, e d.,), alguns critérios de dissimilaridade d¢(b, c¢) entre dois
pontos b, c € I e os critérios de similaridade desenvolvidos Tabesh e Askari-Nasab (2011,
2013), optou-se pelo emprego de uma variante destes ultimos. Destarte, ao se considerar dois
blocos b,c € j, o critério de similaridade S, . aqui empregado foi definido conforme a
Equacéo (3.1):

Spe = (The X Ryc)/(Dpe X Gpc),b,c €j,Vj €] (3.1)
onde T,. € a penalidade aplicada aos blocos que ndo forem enviados para a mesma
destinacdo, Rj . € a penalidade atribuida aos blocos com diferentes litologias, Dy € Gy,
representam a distancia Euclidiana e a distancia de teores normalizadas entre estes blocos. As
penalidades Tp. € Ry foi atribuido o valor 1 caso os blocos apresentassem a mesma
destinacdo e litologia, respectivamente, ou o valor 0,2 caso contrario. Conforme explicitado
em b,c € j, ao se empregar S, . na fungdo objetivo do modelo matematico do problema,
deve-se assegurar o calculo somente entre blocos pertencentes a um mesmo cluster. Outras

funcOes apresentadas por Tabesh e Askari-Nasab (2011, 2013) atribuem diferentes pesos para
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priorizar alguns pardmetros em detrimento de outros, estratégia que ndo foi investigada neste
estudo. Nao foram investigadas também diferentes combinagcfes entre pardmetros e suas
implicacdes nas solucdes obtidas, tendo sido empregada somente a Equacéo (3.1) ao longo de

todo o estudo.
3.1.5 Funcéo objetivo

A funcéo objetivo deve maximizar a soma das similaridades calculadas entre cada par
de blocos b, ¢ € j, cujo resultado é dividido por dois para evitar problemas devido a simetria
no problema do agrupamento, quando seriam computados S, e S.,. Além disso, para que
Sp.c seja calculado apenas quando b, ¢ € j, deve-se multiplicar este parametro pelas variaveis
My; e M.;, embora isso fosse resultar em um modelo néo linear. Tem-se, portanto, que o
Problema 7 consiste na funcdo objetivo e nas restricGes apresentadas neste topico e no Topico
3.1.6. Na Equacdo (3.2), uma variavel binaria p,. € {0,1} € implementada como uma
restricio de indicador (indicator constraint) para linearizar a fungdo objetivo.
Consequentemente, esta variavel py . € igual a 1 somente quando My ; e M_; forem iguais a
1, sendo equivalente a 0 caso contrério:

My;=1,M.;=1=>py.=1,Vb,c€jVjE] (3.2)

Restri¢ces de indicadores, portanto, sdo aquelas em que a ocorréncia de determinado
resultado de uma varidvel estd associada a ocorréncia de um outro resultado em outra
variavel, e.g. y = 0 = x = 0. Assim, a satisfacdo de uma condi¢do associada as variaveis a
esquerda da Equagdo (3.2) (Mp; = 1, M.; = 1) implicam no resultado da variavel localizada
a direita da equagdo (pp,c). Visto que nem todo solver possui uma estrutura especifica para a
insercdo de semelhantes restricdes, muitas vezes é necessario empregar estratégias como o
uso de um parametro Big M, que seria um valor grande o suficiente para ser maior que todos
os valores presentes no modelo, de forma que sejam criadas relacGes lineares entre as
variaveis capazes de representar a mesma restricdo de indicadores (GUROBI, 2022). No
Tdpico 3.2 sera apresentada uma versdo linearizada deste modelo, em que todas as restri¢coes
de indicador sdo convertidas em restri¢Oes lineares através do uso de parametros Big M.

A funcéo objetivo empregada neste estudo, finalmente, esta descrita na Equacédo (3.3)

tomando-se como base a formulagdo proposta por Dao, Duong e Vrain (2017), mas ao inveés

de empregar a funcdo WCSD(b,c), onde WCSD(b,c)=Zje[l,n]%zb,ce,qjds(b,c),
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empregou-se um critério de similaridade Sj., baseado em Tabesh e Askari-Nasab (2011,

2013), conforme supracitado:

Maximizar z 2 (She X Dpe)/2 (3.3)
j€l1,n] b,c€j

3.1.6 Restricdes do problema

Além da Equacdo (3.2), as demais restricbes do problema estdo representadas nas
Equacdes (3.4) a (3.12):

y; = z My, vj€] (3.4)
i€[1,m]
2 M;jxj,Vviel (3.5)
jelin]

z My=1Viel (3.6)

jelin]
j # 9 =y; = min_size_cluster,Vj € ] (3.7)
y; < max_size_cluster,Vj € | (3.8)
j=0=y;=0vj€] (3.9)
M, =1 Z M.; > 1,Yb € j,c € adja, (3.10)

jel[1,n]
M, =1 Z M; > 2,Yb € j,c € adj8, (3.11)

jel[1,n]
My;=1,M.;j=1= Dist,. <y,Vb,c€j,Vj€E] (3.12)

Dentre as restricdes apresentadas, a Equacdo (3.4) calcula o numero de blocos

atribuidos a cada cluster y;, enquanto a Equacdo (3.5) garante a atribuicdo de um cluster a

cada bloco x; no dominio I. A Equacao (3.6), por sua vez, garante que somente um cluster
seja atribuido a cada bloco. Para evitar a determinagdo antecipada do nimero de clusters, a
utilizacdo dos parametros min_n_cluster e max_n_cluster como o0 LB e UB,
respectivamente, permite que a otimizacdo escolha o nimero definitivo, desde que todos os
blocos do dominio estejam atribuidos a algum cluster. Entretanto, deve-se ter em conta nem
sempre este UB sera atingido, de modo durante a otimizacdo pode haver clusters vazios que

devem ser desconsiderados da solucdo. Assim, as Equacdes (3.7) e (3.8) impdem que cada
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cluster valido (j # @) deve respeitar esses limites, ao passo que a Equacgéo (3.9) impdem que
clusters invalidos (j = @) ndo devem ser atribuidos a nenhum bloco.

Considerando as restricBes de vizinhanca, as Equacfes (3.10) e (3.11) garantem que
cada bloco b € j possui um ou mais vizinhos no conjunto adj4, e dois ou mais vizinhos no
conjunto adj8, pertencentes ao cluster j, respectivamente. Estas restricdes garantem uma
geometria suave e evitam a criacdo de “corredores” ndo operacionais nas fronteiras entre
clusters. A Equacdo (3.12), finalmente, garante que todos os blocos b e ¢ do dominio I s
pertencem ao mesmo cluster j se sua distancia Euclidiana for menor ou igual ao parametro y.
A definicdo deste parametro de didmetro méaximo € essencial para se alcancar boas solugdes,
pois garante a continuidade dos clusters. Enquanto valores grandes de y podem considerar
solucBes ruins e desconexas como viaveis, valores pequenos podem impedir que solucdes

viaveis sejam encontradas.

3.2 METODOLOGIA SIMPLIFICADA: PARTICULARIDADES DA MODELAGEM
MATEMATICA CONSIDERANDO DIFERENTES ABORDAGENS POR OTIMIZACAO

O modelo matematico que consiste no Problema 7, como concebido e apresentado no
Tépico 3.1, ¢ um modelo geral capaz de abordar o problema do agrupamento de poligonos de
lavia em uma ferramenta de otimizacdo. Apresentando variaveis inteiras, o modelo foi
projetado para ser solucionado no Google OR-Tools a partir da metodologia COP, sendo
criado na plataforma um modelo CpModel() que, mediante os arquivos de saida indicados, é
solucionado por um solver nativo CpSolver(). Entretanto, particularidades devem ser
consideradas na implementacdo de um modelo matematico em diferentes implementacdes e
solvers, ja que a forma de inserir as restricbes costuma variar. Os modelos matematicos
baseados em CP implementados no OR-Tools aceitam a inser¢do direta de restricbes de
indicadores, tal que restricbes binarias z sdo criadas para indicar se determinada
condicionante sera ou ndo atuante em determinada circunstancia. Como exemplo aplicado nas
Equagbes (3.7) e (3.9), a restricdo y; = min_size_cluster se aplica a todo cluster valido
(j # @) por meio da logica OnlyEnforcel f(z), ao passo que a restricao y; = 0 se aplica a
todo cluster néo valido (j = @) quando a logica OnlyEnforcel f(z.not()) for aplicada.

Por outro lado, o uso do Google OR-Tools para a solucdo de um modelo pela
abordagem CSP demanda poucos ajustes, e visto que a abordagem propde a obtencdo de uma

ou mais solugdes viaveis ao invés de uma solugéo 6tima, ndo é mais necessario empregar uma
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funcédo objetivo, de modo que esta pode ser omitida ou equivaler a 0. Com isso, a estrutura de
otimizacdo ira preocupar-se somente em encontrar solugdes que respeitam as restrigdes, razao
pela qual é importante determinar um critério de parada para o algoritmo, caso contrario
haveria uma busca exaustiva por todas as solucdes viaveis do problema. Destarte, ao invés de
indicar ao CpSolver() que todas as solucGes viaveis devem ser extraidas, pode-se determinar
um tempo limite ou um ndmero méximo de solucgdes até que o algoritmo seja interrompido.
Mediante o exposto, 0 modelo baseado em MILP aqui proposto para solugdo por CSP pode
ser descrito pelas mesmas restricdes apresentadas no Problema 7 (Equagbes (3.2) a (3.12)),
contanto que a funcdo objetivo (Equacdo (3.3)) seja omitida ou formulada como a Equacéo
(3.13):
Maximizar 0 (3.13)
A resolucdo do problema do agrupamento de poligonos de lavra de forma exata, por
sua vez, considerando a estrutura OR-Tools e 0 emprego do solver nativo SCIP, demanda uma
série de adaptacbes ao modelo matematico apresentado no Problema 7, visto que todas as
restricdes de indicadores devem ser linearizadas para que o SCIP as compreenda. Para
possibilitar a linearizagdo do Problema 7, foi criada uma nova variavel auxiliar binaria z; =
{0,1},vj €], além do uso de uma constante Big M e da ja citada variavel pp. =
{0,1},Vb,c € j,Vj € ] na fungdo objetivo, de modo que o modelo linearizado pode ser

descrito no Problema 8 a seguir, representado pelas Equacdes (3.14) a (3.27):

Maximizar Z Z (Spe X Pbe)/2 (3.14)
jel[1,n] b,cej
Sujeito a Z M, vj€E]J (3.15)
i€[1,m]
Z My xj, Vi€l (3.16)
je[1n]
Z M;;=1Viel (3.17)
jel1,n]
yj = —BigMx (1-2z2),Vj€] (3.18)
y; <BigM xz;Vj €] (3.19)
yj = min_size_cluster X z;,Vj € | (3.20)
y; < max_size_cluster x z;,Vj € | (3.20)
Z M. ;=1XxM,;Vb € j,c € adj4y, (3.22)

jel1n]
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z Mc,j =>2 X Mb’]-,Vb Ej,C € adj8b (323)
jelin]
Dist, . xM.; <y +BigM x (2—My; — M.;),Vb,c
(3.24)
€jvje]
pb,C < Mb,j!Vbr CcCE j! vj € ] (325)
Ppc <M. Vb,c€jVjeE] (3.26)
Pbec 2Mpj+M.;—1,Vb,c€jVjE] (3.27)

A primeira vista, pode causar certa estranheza o emprego das variaveis Big M e zZ;

nas restricdes que antes ndo as continham, bem como a insergédo de novas restricdes de modo
que estas varidveis interajam da forma desejada, além da adicdo de restri¢cbes relacionando

diretamente p,. a My; e M.;. Entretanto, o resultado alcancado a partir da solugdo do

Problema 8 ¢ o mesmo alcancado pelo Problema 7 caso seja concedido tempo suficiente para
gue ambas as técnicas obtenham uma solucdo 6tima, de modo que estas variaveis nao tém
nenhum papel além de garantir que as restricdes de indicadores sejam efetivamente
implementadas em um solver voltado a problemas lineares.

Finalmente, as Equac@es lineares (3.25) a (3.27) induzem a variavel p a ser igual a 1

somente quando Mj; e M.; também o forem, possibilitando o calculo correto dos blocos

pertencentes a cada particdo na fungdo objetivo, I6gica que ndo foi apresentada no Problema 7
por estar implicita a partir do uso de funcgdes especificas ao CpSolver(), as funcdes
AddBoolOr() e AddImplication(). Os APENDICES | e Il apresentam,
respectivamente, a implementacdo em python dos modelos aqui apresentados pelas logicas
COP e MILP, tal que uma consulta diretamente aos codigos pode dirimir quaisquer duvidas
que o leitor venha a ter. Conforme supracitado, a resolucdo direta dos modelos matematicos
propostos foi chamada neste estudo de metodologia simplificada de otimizacéo.

De qualquer maneira, independente do framework e do solver empregados em
otimizacdo de problemas em python, linguagem escolhida neste estudo gracas a sua
versatilidade, popularidade e vasta documentagdo disponivel, ha geralmente uma sequéncia a
ser seguida que € comum a maioria das bibliotecas. Inicialmente o usuario faz todas as
instalaces necessarias, em seguida deve ser criado um modelo vazio, que € preenchido com
as variaveis de decisao, as restricdes e a funcdo objetivo do problema, para somente entdo o
solver ser empregado, quando os resultados e as variaveis de saida podem ser extraidos. O
usuario deve estar atento ainda que a formatacdo de modelos matematicos, interacdo com 0s

solvers e extracdo de resultados e variaveis da-se de maneira diferente em cada biblioteca, tal
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que um mesmo problema seria reescrito de maneiras distintos caso se empregue 0s
frameworks e bibliotecas OR-Tools, Pyomo, Gurobi, CVXOPT, SCIP, PuLP, SciPy, MealPy,
dentre outros. Da mesma maneira, o usuario deve compreender as particularidades de seu
problema para optar pelo solver correto, ja que cada um baseia-se em algoritmos diferentes
que ndo sdo capazes de abordar todas as classes de problemas, e.g. problemas baseados em
LP, IP, MIP e MILP podem ser solucionados por meio dos solvers Gurobi, CPLEX, CBC,
GLPK e SCIP, ao passo que problemas ndo lineares podem ser resolvidos pelos solvers
IPOPT, SCIP e Baron.

3.3 METODOLOGIA MULTIESTAGIO BASEADA EM PROGRAMAGCAO POR
RESTRICOES

Embora seja possivel representar o problema do agrupamento de poligonos de lavra
em um modelo baseado em MILP e resolvé-lo diretamente através da abordagem COP,
conforme a metodologia apresentada até aqui, instancias com mais de 100 blocos podem
apresentar dificuldades adicionais. A primeira dificuldade esta relacionada ao tamanho do
espaco de solugdes em problemas NP-dificeis, que tende a crescer de forma exponencial ou
fatorial & medida que o tamanho da instancia analisada aumenta linearmente, resultando em
um processo de otimizagdo muito custoso do ponto de vista computacional. Outro aspecto que
merece atencdo em instancias maiores é a dificuldade na determinacdo do parametro y, pois
caso seja dada liberdade em demasia as clusters, a tendéncia é que eles se misturem, gerando
solucdes invidveis. Com o objetivo de mitigar estes problemas, foi proposta uma abordagem
multiestdgio baseada em COP, capaz de otimizar o valor do parametro y e acelerar a
convergéncia da otimizacgdo na direcdo de um 6timo local. Por fim, foi proposta uma etapa de
refinamento dos clusters, capaz de corrigir geometrias inadequadas e assegurar que a
dimensdo do equipamento de lavra seja respeitada na solucdo. A heuristica de propagacédo
geométrica (GPH), que sera apresentada neste topico, foi desenvolvida especificamente para

esta finalidade.
3.3.1 Fase de inicializagéo
Considerando a incapacidade de explorar todo o espaco de solucdes, pode ser util

fornecer ao algoritmo empregado na otimizacéo (0 COP neste caso) uma solucdo de dica (hint

solution) vidvel ou quase vidvel como ponto de partida. Devido a maldicdo da
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dimensionalidade e ao fato de estarmos lidando com um modelo baseado em MILP, o espaco
de solugdes € muito grande e descontinuo, com solugBes viaveis dispersas. Acima de tudo, o
espaco de solucdo nao é convexo, de modo que inicializar o algoritmo com uma boa solucao
de dica pode impedir que nenhuma solucao viavel seja encontrada.

Portanto, € razoavel usar um algoritmo eficiente como o k-means++ para gerar
centroides de cluster distantes entre si. Entdo, pode-se usar o algoritmo k-means para
rapidamente atribuir cada bloco do dominio estudado a um cluster, gerando assim uma boa
solucdo de dica, mesmo que possivelmente ainda ndo seja viavel em relacdo ao modelo
matematico. Consequentemente, a seguinte estratégia foi determinada para gerar uma hint
solution para inicializar a abordagem COP:

(1) Determinacao do namero de clusters antes de inicializar o k-means++;

(2) Geracdo de multiplas solucdes atraves do k-means, seguida da comparacdo dos
principais parametros de cada uma;

(3) Selecéo e validacdo de uma das soluc6es contendo um valor pequeno de y.

Para a etapa (1), o usuério pode determinar um LB e um UB para o tamanho dos
clusters (min_size_cluster e max_size_cluster) considerados viaveis para a instancia
analisada. Ao se dividir o numero de blocos por estes parametros e arredondar o resultado,
tém-se valores equivalentes aos parametros min_n_cluster e min_n_cluster, e como é
necessario determinar a priori 0 nimero de clusters para utilizar o k-means++, a média
aritmética desses valores pode ser empregada.

Embora o algoritmo k-means seja capaz de gerar solu¢cbes muito rapidamente mesmo
para grandes instancias, sua versdo padrdo ndo permite 0 uso de restricbes como as
implementadas no modelo matematico proposto. Portanto, uma vez escolhido o nimero de
clusters, eles podem assumir tamanhos, diametro maximo (y) e relacbes de vizinhanca que
ndo seriam desejaveis do ponto de vista pratico do problema de agrupamento de blocos em
mining cuts. Conforme mencionado acima, a garantia de que havera conectividade nos
clusters gerados pelo modelo baseado em MILP proposto esta na defini¢cdo do pardmetro y,
uma vez que valores restritivos tendem a inviabilizar o problema e grandes diametros geram
clusters desconectados.

Para a etapa (2), sugere-se que multiplas solucBes sejam geradas e um critério seja
estabelecido para determinar qual seria a mais adequada para ser usada como hint solution.
Ao gerar 20 diferentes candidatos, pode-se optar por aquele que apresente o menor valor de y,
tendo a menor diferenca entre os valores de min_n_cluster e max_n_cluster como

critério secundario. Logicamente, uma solugdo com um didmetro menor serd& um melhor
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ponto de partida em termos de conectividade, enquanto um ndmero menor de clusters
possiveis reduziria o tamanho do espago de solugdes, e consequentemente a complexidade do
modelo matematico. Diversos conjuntos de 20 candidatos podem ser gerados, para que 0
usudrio tenha uma ideia de qual seria um valor plausivel para o parametro y.
Independentemente do algoritmo empregado na otimizacdo, muitas instancias
possuem restricBes de espacgo inerentes devido a motivagBGes operacionais, portanto ja existe
uma descontinuidade entre os blocos que tornard a solugdo do problema mais desafiadora.
Além disso, para 0 passo (3) o usuario deve visualizar a solucéo escolhida e ponderar se ela €
satisfatoria como uma solucdo de dica a ser empregada na abordagem baseada em CP. Por
fim, todos os parametros devem ser atualizados de acordo com a solucdo escolhida, incluindo
min_size_cluster, max_size_cluster, min_n_cluster, max_n_cluster e y, pois
assim 0 usudrio tera certeza que a combinacdo destes valores é capaz de gerar uma solugéo

viavel. A Figura 24 apresenta o pseudocddigo da fase de inicializagdo.

Figura 24 - Pseudocédigo da fase de inicializa¢do da otimizacdo multiestagio.
Algorithm 1: Fase de Inicializacao

Data: Todos os blocos ¢ no Dominio [/

Result: Hinl Solulion

v« O Diametro Mazrimo dos clusters em uma dada solucao;

n clusters = (max n clusters + min n clusters)/2;

Ileracoes = [1,20];

Initialization:

while Usuario ndo esta Salisfeito do

for £ em [leracoes do
Kmeans(Dala, n clusters, Inicializacao = Kmeans + —I—}:_
I’u.'.r'r}.-m,{ff:r'u.s[k.'] = (7 [kr], min n (:lust..vrs[k:], MAax n t:lusl.ur'ﬁ[.‘ﬂ]]

end

Sort(Paramelros);

Selecao da solucao k¥

Validacao da Solucao & pelo Usudrio;

Hint Solution — k*

end

3.3.2 Fase de ajuste de parametros

Uma vez determinada a hint solution e atualizados os parametros, é possivel otimizar o
modelo baseado em MILP por COP, embora os parametros provavelmente ainda ndo sejam
definitivos. Mesmo que exista um valor inicial para o pardmetro y, para evitar a geracdo de

clusters desconexos, seria uma boa pratica minimizar este parametro até que seja obtido o
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menor valor possivel capaz de satisfazer as restricbes do problema para os outros parametros
considerados. Portanto, esta etapa visa solucionar recorrentemente o0 modelo matematico por
COP, onde sempre que for possivel encontrar uma solucgéo viavel, o valor de y é atualizado.

A partir do y determinado na fase de inicializacdo, e considerando uma Unica iteracao
completa do algoritmo COP e um determinado tempo de execu¢do como critérios de parada
simultaneos, o parametro y sera reduzido até que ndo seja possivel obter uma nova solucéo
viavel no tempo determinado. Por fim, uma vez identificado este novo valor de y, a solucéo
da dica deve ser atualizada, aumentando assim a probabilidade de obtencdo de melhores
solucgdes por meio da abordagem COP para resolver o modelo matematico proposto. A Figura

25 mostra o pseudocodigo da fase de ajuste dos parametros.

Figura 25 - Pseudocddigo da fase de ajuste de parametros da otimizagdo multiestagio.
Algorithm 2: Fase de Ajuste de Parametros

Data: Todos os blocos ¢ no Dominio [/
Result: Hinl Solution 2, v
v 4 O Diamelro Maximo dos clusters em uma dada solucao;
Hint Solution < Solucao obtida durante a Fase de Inicializacio;
Tempo de Parada + Parametro determinado pelo Usuario;
Ileracoes = [1];
Pardametros = (7, min size cluster, max size cluster, min n clusters, max n clusters);
T=7+1L
Initialization:
while Solucao + () do
N =7— 1;
COP(Data, Hint Solulion, Parametros, Tempo de Parada, Ileracoes);
Output: COP Solucio Otima Local

Hint Solution 2 — COP Solucio Otima Local
end

Porém, caso nao seja dado tempo suficiente para o algoritmo convergir na direcdo de
um o6timo local, é possivel que mesmo apds a minimizagdo o menor pardmetro y obtido ainda
permita certa desconexdo nos clusters sem que haja violacdo das restricdes. Conforme o
modelo proposto, o algoritmo sempre buscara solu¢Ges que maximizem a funcao objetivo, e
caso as restricdes ndo sejam capazes de direcionar a busca, é possivel que sejam encontradas
solucBes viadveis, mas ndo operacionais.

Uma forma de mitigar parcialmente problemas com solu¢gdes mal formuladas é
implementar uma janela correspondente ao tamanho do equipamento de lavra no centroide de

cada cluster. Portanto, o usuario deve definir a dimensdo adequada desta janela em termos do
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namero de blocos nos eixos x e y de acordo com o tamanho dos blocos da instancia avaliada.
Em seguida, s&o identificados os centroides dos clusters na solugdo de dica obtida através da
abordagem COP, uma janela é colocada em cada centroides e todos os blocos pertencentes a
essas janelas sdo atribuidos aos clusters correspondentes. Esta € uma operagdo opcional, e
caso os clusters da nova hint solution j& estejam bem definidos, seria redundante aplica-la. A
Figura 26 mostra o pseudocddigo do procedimento de janela minima.

Figura 26 - Pseudocédigo do procedimento de janela minima empregado na otimizacdo multiestagio.

Algorithm 3: Procedimento da Janela Minima

Data: Todos os blocos ¢ no Dominio [ atribuidos a cada cluster j de acordo com
Solution, ¥j € .J
Result: I'mproved Solution
Input: Solution
Initialization:
for j in J do
Centroides sio computados para cada j;
Uma Janela é posicionada em cada Centroide e todos os blocos dentre desta
Janela sao atribuidos ao cluster j correspondente;

end

3.3.3 Fase de explotacéo

Esta fase consiste em uma etapa de otimizacdo convencional considerando o0s
pardmetros determinados nas fases anteriores. Critérios de parada relacionados ao nimero de
iteracOes e tempo de execucdo devem ser determinados para o algoritmo COP, e espera-se
seja obtida uma solucdo 6tima local que atenda a todas as restricbes do problema. A Figura 27

apresenta o pseudocodigo da fase de explotacéo.

Figura 27 - Pseudocddigo da fase de explotacdo da otimizacdo multiestagio.
Algorithm 4: Fase de Explotacao

Data: Todos os blocos ¢ no Dominio [/

Result: COP Solucio Otima Local

v+ O Diametro Mdazximo dos clusters atualizado durante a Fase de Ajuste de
Parametros;

Hint Solution 2 + Solucio obtida durante a Fase de Ajuste de Parimetros;

Tempo de Parada <+ Parametro determinado pelo Usuario;

Iteracoes = [l, 3()];

Parametros — (-, min size cluster, max size cluster, min n clusters, max n clusters);

Initialization:

COP(Data, Hint Solution 2, Paramelros, Tempo de Parada, Ileracoes);

Output: COP Solucio Otima Local
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3.3.4 Fase de po6s-processamento

Mesmo tomando todos esses cuidados, principalmente quando o diametro maximo
encontrado é ainda grande, o usuario ndo consegue evitar clusters desconexos na solugédo
encontrada através da abordagem COP. Outro aspecto que ndo pbdde ser plenamente
considerado nas etapas anteriores é a garantia de que as dimensdes do equipamento de
escavacao estejam sendo respeitadas. Mesmo em clusters conectados e com fronteiras bem
definidas, é ilusério imaginar que grandes equipamentos serdo capazes de escavar cada bloco
individualmente nas regides de fronteira. Portanto, para evitar a necessidade de o usuario
empregar alguma etapa manual para realizar esses ajustes, foi proposta uma heuristica de
propagacdo geométrica (GPH) para realizar um procedimento de pos-processamento,
composto por trés etapas. Tendo a solucdo obtida por COP como input, esta fase cria um novo
modelo de blocos que atua como um espelho da solugéo ja obtida, sé que os blocos ndo estdo
ainda atribuidos a nenhum cluster, entdo a heuristica GPH fara avaliacfes na solucdo base e

decidira quais blocos continuardo com a mesma atribuicdo ou quais serdo reajustados.

3.3.4.1 Etapa de inicializagdo heuristica

Nesta etapa, 0 usuério inicia implementando nos centroides de cada cluster
determinado por COP o mesmo procedimento de insercdo de uma janela representando as
dimens@es do equipamento, para que 0s blocos dentro dessas janelas possam ser atribuidos a
cada cluster correspondente. Como o novo modelo de blocos ndo possuia nenhuma atribuicéo,
0s blocos abarcados por estas janelas representam a primeira decisdo efetuada pela GPH,
sendo ainda adicionados a uma lista de blocos ja visitados, assim a heuristica evitara retornar
a estes blocos. Os blocos pertencentes as bordas dessas janelas nas direcdes Norte, Leste, Sul
e Oeste séo identificados e armazenamento, e todos os demais blocos que ndo foram

atribuidos a nenhum cluster sdo considerados como ndo visitados.

3.3.4.2 Etapa de reconstrucdo da solucao

Uma vez implementadas as janelas iniciais e, consequentemente, uma vez que 0S
primeiros blocos foram atribuidos a seus respectivos clusters, a GPH considerara expandir
estes limites de modo que seja respeitada a viabilidade operacional da solugdo. A cada

iteracdo, a heuristica considera a propagacdo dos clusters nas diregdes Norte, Leste, Sul e
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Oeste, armazenando uma lista de movimentos permitidos para cada clusters. Por exemplo, se
um clusters cuja fronteira Norte contém cinco blocos for considerado para expansdo nesta
direcdo, os cinco blocos vizinhos na direcdo Norte serdo verificados e, se escolhidos, serdo
atribuidos ao clusters em expansdo. Assim, enquanto os critérios de parada ndo forem
atendidos, ou seja, visitar todos os blocos da instancia ou eliminar todas as possibilidades de
propagacao do clusters, a GPH buscara opcbes de expanséo.

Portanto, a cada iteracdo a heuristica procura (1) escolher um cluster, (2) escolher uma
direcdo de propagacédo, (3) atribuir os novos blocos ao clusters em expansédo, (4) atualizar
suas fronteiras, (5) atualizar seus movimentos permitidos e (6) atualizar a lista de blocos
visitados. Visando dar oportunidade para todos os clusters se expandirem, desde que haja
movimentacGes permitidas, a heuristica prioriza o cluster que até 0 momento recebeu menos
blocos, e caso haja empate, 0 menor cluster na hint solution obtida pela abordagem COP sera
selecionado.

Uma vez selecionado um cluster para expansdo, sao analisadas suas possiveis dire¢oes
de propagacédo e é escolhida aquela com maior potencial. O critério considera a quantidade de
blocos que seriam adicionados ao cluster, desde que mais de 50% desses blocos ainda nédo
tenham sido visitados. Além disso, uma classificacdo calcula quantos desses blocos
candidatos pertencem ao cluster em expansdo na hint solution a, de modo que sera dada
prioridade as expansdes que sejam mais aderentes aos clusters determinados pela abordagem
COP. Caso os blocos candidatos sejam incorporados ao cluster em expansdo, suas fronteiras e
movimentos permitidos sdo atualizados, bem como a lista de blocos ja visitados. De outra
forma, caso ndo seja possivel expandir o cluster na direcdo selecionada, esta direcdo sera
excluida da lista de movimentos permitidos para este cluster, e um novo sera selecionado na
iteracdo seguinte. A Figura 28 apresenta um pseudocodigo abordando as etapas de

inicializacdo e reconstrucdo da solugédo por GPH.
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Figura 28 - Pseudocddigo das etapas de inicializacdo e reconstrucdo da solugdo por GPH durante a
otimizagdo multiestagio.

Algorithm 5: Heuristica de Propagacao Geométrica - Initializacao e Reconstrucao
da Solucao

Data: Todos os blocos i no Dominio I atribuidos a cada COP Cluster; de acordo
com Solution, Vj € .J

Result: GPH Solucao Parcial

Solution = COP Solucio Otima Local;

G PH Cluster;j < Novas atribuicoes a clusters feitas durante as iteragoes da
heuristica, Vj € J;

Fronteiras; < Listas contendo blocos que limitam cada GPH Cluster; nas direcoes
N,E,SeW,VjeJ;

Blocos Visilados < Lista que ird incorporar os blocos visitados durante as iteragoes
da heuristica;

Initializagao:
O Procedimento da Janela Minima é implementado;
for j in .J do
Fronleiras; sao atualizadas;
Blocos Visilados é atualizada;
end

Reconstrucao da Solugao:

Movimentos Permilidos;j < Listas indicando se um GPH Cluster; pode ser
propagado nas direcoes N, 5, Se W, Vj € J;

while Blocos Visitados < Dominio I e Movimentos Permilidos; # O, Vj € J do

Selecao de Cluster < Os GPH Clusters; com Movimentos Permilidos; > 0
sao identificados;

Candidato a Expansao; = Menor GH P Cluster;;

if Tie then
| Candidalo a Expansao; = Menor COP Clusterj;

end

Possibilidades de FExpansao; < Blocos vizinhos ao Candidato a Expansao; nas
direcoes N, L&, S e W sao identificados;

Selecao de Ranking < A dire¢ao com maior potencial de propagacao é
identificada considerando o niimero de blocos em cada [ronteira atribuido ao
Candidato a Expansao; em COP Clusler;, contanto que menos de 50% deles
estejam em Blocos Visilados;

if Candidato a Expansao; for expandido then

Candidalo a Expansao; é atualizado;
Fronleiras; sao atualizadas;

Blocos Visilados é atualizada;

M ovimentos Permilidos; sao atualizados;

else
| M ovimentos Permilidos; = ();

end

end

Output: GPH Solucao Parcial
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Este mecanismo visa propagar as janelas originais para que sejam acrescentadas linhas
ou colunas inteiras de blocos, evitando assim reentrancias nas fronteiras entre clusters e
mantendo a aderéncia ao tamanho do equipamento de lavra. Porém, devem existir regifes que
esta etapa ndo conseguiu visitar, como na expansao de um cluster em dada direcdo que se
depara com um conjunto de blocos onde muitos deles j& foram visitados. Nessas
circunstancias, uma expansdo seria indesejavel, pois acabaria destruindo parte dos clusters ja
formados, gerando eventualmente regibes ndo operacionais. Por esta razdo, em casos
semelhantes a GPH nao expande os clusters, sendo entdo proposta uma etapa de refinamento
de formas para lidar especificamente com esses blocos ndo visitados durante a etapa de
reconstrugéo da solugéo.

3.3.4.3 Etapa de refinamento de formas

Finalmente, a etapa de refinamento das formas da-se nos blocos ainda néo visitados e
implementa um procedimento baseado em HC para agrega-los em clusters provisorios,
empregando o método de ligacdo Unica (single-link) e a métrica Euclidiana. Considerou-se
que os clusters provisorios com menos blocos que a largura da janela seriam problemas
marginais, mais associados as fronteiras do modelo de blocos, onde foi implementado um
procedimento simples de refinamento de formas para estes grupos. Para cada bloco b em cada
cluster provisorio, os conjuntos adj4, e adj8, sao verificados e os blocos ja visitados nestes
conjuntos sdo computados. Portanto, todos os blocos em um cluster provisério pequeno serdo
atribuidos ao cluster mais frequente em todos os conjuntos adj4 relacionados a esses blocos.
Em caso de empate, esses blocos serdo atribuidos ao cluster mais frequente em todos os
conjuntos adj8 a eles relacionados. Caso haja outro empate, sera considerado o cluster mais
frequente na hint solution obtida pela abordagem COP dentre os associados aos blocos deste
cluster provisorio. Caso ainda ndo tenha sido obtida uma solucdo, um desses candidatos sera
escolhido aleatoriamente. A Figura 29 apresenta o pseudocodigo do procedimento simples de
refinamento de formas empregado pela GPH.
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Figura 29 - Pseudocdédigo do procedimento simples de refinamento de formas empregado pela GPH.
Algorithm 6: Procedimento Simples de Refinamento de Formas

Data: Todos os blocos i em um Cluster Provisorio
for i in Cluster Provisorio do

Computar os C'lusters associados aos blocos visitados em Adj4; e Adj8;;

end

Escolher o Cluster mais frequente em todos os Adjd;;

Em caso de empate, escolher o mais frequente destes Clusters em todos os Adj8&;;

Em caso de novo empate, escolher o mais frequente destes Clusters associado aos
blocos i na solucao obtida pela abordagem COP;

Havendo outro empate, escolher aleatoriamente dentre estes Clusters:

Blocos Visitados ¢ atualizada;

Por outro lado, se 0 nimero de blocos em um cluster provisorio for maior ou igual a
largura da janela, um procedimento completo de refinamento das formas deveré ser realizado.
Inicialmente, para cada bloco no cluster provisorio é calculado o nimero de vizinhos também
pertencente ao cluster provisorio, de modo que aqueles com menos vizinhos sdo considerados
como extremidades do cluster. Entdo, duas dessas extremidades sdo obtidas aleatoriamente e
o0 algoritmo A* Search (Hart, Nilsson e Raphael 1968) é empregado para gerar um caminho
dentro desse cluster provisorio, considerando os nds inicial e terminal selecionados. Se a lista
de extremidades contém apenas um bloco, este é considerado o né inicial do caminho e essa
restricao é relaxada, para que se possa determinado um né terminal.

Partindo do no inicial e considerando a ordem de blocos determinada pelo caminho
escolhido, a heuristica tenta inserir no caminho subgrupos com o numero de blocos
equivalente a largura da janela, desde que estejam todos na mesma direcdo. Se tal subgrupo
for implementado, um procedimento simples de refinamento de formas é realizado neste
subgrupo, conforme apresentado anteriormente, as listas de blocos visitados e ndo visitados
sdo atualizadas, a direcdo de propagacdo do caminho é mantida e um novo subgrupo contendo
um numero de blocos equivalente a largura da janela é proposto. Se ndo for possivel formar
tal subgrupo, seja por mudanca de direcdo no caminho ou porque o né terminal foi alcancado,
é proposto um subgrupo contendo apenas um bloco. Se este bloco estiver na mesma direcdo
que o caminho ja vinha percorrendo, para manter a continuidade da solucao, ele é atribuido ao
mesmo cluster atribuido ao subgrupo anterior. Caso contrério, caso haja uma mudanca
iminente de direcdo no caminho, um procedimento simples de refinamento de formas €
realizado neste bloco e a direcdo do caminho é atualizada, bem como as listas de blocos
visitados e ndo visitados. Este procedimento geral sera realizado até que o nd terminal seja

alcancado, e caso ainda existam blocos no cluster provisorio ndo visitados pelo caminho,
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novos caminhos serdo criados até que todos os blocos sejam visitados. A Figura 30 apresenta
0 pseudocodigo do procedimento completo de refinamento de forma empregado pela GPH.

Figura 30 - Pseudocédigo do procedimento complete de refinamento de formas empregado pela GPH.

Algorithm 7: Procedimento Completo de Refinamento de Formas

Data: Todos os blocos ¢ em um grande Cluster Provisorio
while Cluster Provisirio # 0 do

for i in Cluster Provisorio do

Computar os vizinhos dentro do Cluster Provisorio;
end

Extremidades < Conjunto que contém blocos com o minimo nimero de vizinhos;

N6 Inicial, N6 Terminal < Blocos amostrados no conjunto Extremidades;

Algoritmo A* Search (No Inicial, N6 Terminal) = Caminho;

while Caminho # @ do

if Nimero de blocos i igual @ largura da Janela em uma mesma direcio
considerando o ordenamento em Caminho;

then

Subgrupo = Proximos blocos i equivalentes a largura da Janela;

Re finamento de Formas Simples (Subgrupo);

Cluster Provisorio € atualizado;

Blocos Visitados ¢ atualizada;

Direcao € mantida;

Caminho é atualizado;

Cluster obtido pelo Refinamento de Formas Simples ¢ armazenado;

else

Subgrupo = Proximo bloco i;

if Direcdo do Subgrupo = Direcao;

then

Subgrupo adicionado ao Cluster armazenado;

Cluster Provisorio é atualizado;

Blocos Visitados é atualizada;

Direcao é mantida;

Caminho € atualizado;

else

Refinamento de Formas Simples (Subgrupo);

Cluster Provisorio é atualizado;

Blocos Visitados é atualizada;

Direcao ¢ atualizada;

Caminho € atualizado;

Cluster obtido pelo Refinamento de Formas Simples € armazenado;

end

end

end

end
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Uma vez que todos os blocos em todos os clusters provisérios sejam atribuidos a
clusters, seja por meio do procedimento simples ou completo de refinamento de formas, néo
havera mais blocos ndo visitados, portanto, a GPH tera atingido sua solucdo. Os
procedimentos de pos-processamento propostos visam alterar o minimo possivel a solucao
obtida através da metodologia COP, aumentando, contudo, a sua aderéncia as restricGes
operacionais. A Figura 31 apresenta o pseudocodigo completo da heuristica GPH.

Figura 31 - Pseudocédigo da heuristica GPH.

Algorithm 8: Heurfstica de Propagacao Geométrica (GPH)

Data: Todos os blocos ¢ no Dominio [ atribuidos a cada cluster j de acordo com
Solution, ¥j € .J

Result: GPH Solution

Solution = COP LocalOptirnumSolution;

Clusters < Novos clusters atribuidos durante as iteracoes da heuristica;

Inicializacao

Reconstrucao da Solucao

Clusterizacao Hierarquica (Método = single-linkage, Métrica = Euclidiana) =

Cluster Provisorio;

for j in Cluster Provisorio do

if § possui um nimero de blocos menor que ou igual a largura da Janela;

then

‘ Procedimento Simples de Refinamento de Formas;

clse

Procedimento Completo de Refinamento de Formas;
end

end

Porém, a aplicacdo desta etapa ainda ndo garante que os blocos localizados nas bordas
do dominio sejam adequados para o tamanho minimo do equipamento. Na verdade, o
problema mais adequado para identificar se um bloco apresenta uma configuragédo de
vizinhanca tal que possa suportar adequadamente a operacdo de uma escavadeira é 0
problema do limite de escavacdo, ou dig limit problem (SARI; KUMRAL, 2018), e néo o

problema de agrupamento de poligonos de lavra, que esta além do escopo deste estudo.
3.4 METODOLOGIA MULTIESTAGIO REDUZIDA
Visto que a metodologia multiestdgio completa apresenta duas etapas baseadas em

otimizacdo, mesmo que sejam empregadas solucdes de dicas (hint solutions) para que os

algoritmos iniciem em determinados locais do espaco de solugdes ha ainda um custo
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computacional significativo. Portanto, visando reduzir a complexidade da abordagem do
problema do agrupamento de blocos em mining cuts em instancias maiores, foi proposta uma
metodologia multiestagio reduzida que prescindiria das fases de otimizacdo apresentadas na
metodologia multiestagio completa. Portanto, a metodologia multiestagio reduzida seria
composta somente pelas fases de inicializacdo e de pds-processamento apresentadas nos
Tépicos 3.3.1 e 3.3.4. Consequentemente, primeiro uma solucdo para o problema é gerada
rapidamente por k-means, sendo em seguida aplicada a heuristica GPH nesta solucéo inicial
para corrigir as geometrias entre os clusters. Com isso, se espera verificar se € viavel
dispensar as etapas baseadas em otimizacdo e empregar somente heuristicas com o intuito de

acelerar a obtencdo de uma solucdo satisfatoria.

3.5 VALIDACAO E COMPARACAO ENTRE METODOLOGIAS DE AGRUPAMENTO
DE POLIGONOS DE LAVRA

Conforme apresentado no Topico 2.2.4, as instancias estudadas foram avaliadas pelas
métricas de qualidade que ndo dependem de um prévio conhecimento de quais particdes sdo
verdadeiras, como o indice Calinski-Harabasz, o indice Davies-Bouldin e o coeficiente da
silhueta. Ainda conforme citado, o tempo total de execucdo (s) para obtencdo de cada solugéo
também foi considerado, bem como o valor da funcédo objetivo atingida por cada método.

Informacdes relacionadas ao planejamento de lavra também foram verificadas, como
nameros de clusters e nimero de blocos enviados a rota de beneficiamento em cada solucéo,
bem como o teor médio (g/t). Visto que ha uma determinacdo prévia da destinacdo de cada
bloco, aplicada pela combinacdo de fatores como litologia e teor de Au, é provavel que haja
diferencas entre estas destinacdes, atribuidas nos suportes de blocos, e as destinacdes
atribuidas no suporte de clusters. A diluicdo (t) foi calculada com base na massa dos blocos
que a priori foram considerados como estéril, mas cujos clusters foram enviados a rota de
beneficiamento, ao passo que a perda de minério (t) foi calculada a partir da massa dos blocos
que a priori foram considerados como minério, mas cujos clusters foram enviados ao deposito
de estéril. Foram computadas também as massas totais de minério (t) e de estéril (t) que foram
processadas ou descartadas apds a atribuigdo aos clusters. Por fim, o retorno econdémico foi
obtido pela analise do valor presente de cada solucédo, considerando que toda a bancada seria
extraida e que todos os blocos atribuidos a determinado cluster seriam enviados a mesma

destinacdo deste cluster, independente de sua destinagdo a priori.
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Visto que diante de diversas métricas pode ser dificil comparar duas solugdes distintas,
é importante ressaltar que, do ponto de vista da otimizacdo, o valor da funcdo objetivo e o
tempo de processamento seriam os fatores mais importantes a serem comparados. Ja do ponto
de vista da mineracdo, deve-se atribuir maior importancia a fatores praticos como diluicéo,
perda de minério e valor presente. Entretanto, uma estrutura de otimizagdo busca encontrar
uma solucdo que é um 6timo local ou global baseado em uma determinada fungdo objetivo,
que por sua vez baseia-se em uma determinada funcdo de similaridade. Destarte, nédo
necessariamente buscou-se neste estudo minimizar a diluicdo ou maximizar o valor presente,
sendo estas métricas mais uma consequéncia da funcdo objetivo empregada do que um fator
causal.

Todos os experimentos apresentados neste estudo foram executados em um servidor
pertencente ao Laboratorio de Pesquisa Mineral e Planejamento Mineiro (LPM), do
Departamento de Engenharia de Minas (DEMIN) da Universidade Federal do Rio Grande do
Sul (UFRGS). Este servidor tem como sistema operacional o Windows Server 2022,
possuindo 2 Processadores Xeon 4214R 2.40 GHz de 12 nucleos, 256 GB de memdéria RAM,
4 SSDs de 1 TB e 1 HD externo de 4 TB.
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4 ANALISE DE RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste estudo, ambos bancos de dados utilizados nos experimentos numéricos foram
extraidos do MineLib (ESPINOZA et al., 2013). O primeiro, denominado “Newman 1
dataset”, foi submetido a um estudo de caso solucionado por uma metodologia simplificada
baseada em COP, ao passo que o0 segundo, chamado de “W23 dataset”, foi submetido a um
estudo de caso solucionado pela otimizacdo multiestagio baseada em COP. Estes bancos de
dados sdo reais e possuem informacdes sobre a posicdo de cada bloco, a identificacdo dos
teores do elemento de interesse, as diferentes litologias presentes nos depositos, informacdes
sobre custos e retorno econdémico ao se processar um bloco, destinacdo de cada bloco, dentre
outras informacBes. A Tabela 2 apresenta uma descricdo dos modelos de blocos e das

bancadas selecionadas para este estudo.

Tabela 2 - Descri¢édo dos modelos de blocos e das respectivas bancadas utilizadas neste estudo.

Instancia Bancadas L Litologias Destinos Cota da e
blocos g bancada (Z) bancada
Newman 1 dataset 24 1.060 4 2 15 83
W23 dataset 63 74.260 12 4 4 197

4.1 METODOLOGIA SIMPLIFICADA: BANCADA 15 DO NEWMAN 1 DATASET

O Newmanl Dataset (ESPINOZA et al., 2013) possui 1.060 blocos distribuidos em 24
bancadas, contendo 4 litologias e 2 destinos a priori, e apesar da bancada 15 possuir 83
blocos, 3 deles foram excluidos da analise por ndo possuirem blocos vizinhos suficientes para
atender as restricdes de vizinhanca do modelo matematico, restando, portanto, 80 blocos na
analise. Os parametros min_size_cluster e max_size_cluster foram determinados
arbitrariamente neste estudo como equivalentes a 5 e 16 blocos, respectivamente. O Newmanl
Dataset ndo possui um sistema de coordenadas nem um Datum especifico, de modo que a
distancia Euclidiana entre dois blocos nas direcbes Norte-Sul e Leste-Oeste equivale a uma
unidade de distancia. Partindo deste pressuposto, o parametro y de distancia maxima entre
dois blocos pertencentes ao mesmo cluster foi estipulado como 5. A Figura 32 contém as
distribuicOes das litologias (a), das destinacGes a priori (b) e dos teores (c) dos blocos da

bancada 15 do Newmanl Dataset.



Figura 32 — Distribuicéo espacial a) das litologias, b) das destinacdes a priori e c) dos teores dos blocos da

Bancada 15 do Newmanl Dataset.

a)
20

b)

20

18

Newmanl Dataset - Bancada 15 - Litologias

Newmanl Dataset - Bancada 15 - Destinagoes

Usina de beneficiamento n n n n n
nDepc')sito de estéril n n n n n n n
£ 2 (2 2 D 3 T
[oJofoJoJoJoJojo]
[oJojoJoJofofofo
ooy o]elolio]oai] ol
o] EEEED

[1]1]

1]

[
[1fzfafafafa]a]
HHA

6 8 10 12 14 16 18

X
Newmanl Dataset - Bancada 15 - Teores (g/t)

Hﬂﬁﬁlﬁ

fava

o

b
=]
w
(=)

e
N
)

25

2.0

15

10

05

0.0



96

Inicialmente, tentou-se obter uma solugéo exata do problema MILP por meio de um
algoritmo Branch-and-Bound para que pudesse ser comparada com as solucGes obtidas por
CP, mas apds rodar por 1.180.110,13 segundos (13,66 dias) considerando um gap de 10%
como critério de parada, nenhuma solucdo 6tima foi encontrada. Para melhor ilustrar a
dificuldade de resolucdo de problemas NP-dificeis por algoritmos exatos a medida que o
tamanho do problema aumenta, foi possivel obter uma solugdo exata para a Bancada 3 do
Newmanl Dataset, contendo 15 blocos, em 11 segundos. Por outro lado, uma solucdo com
um gap de 1% foi obtida para a Bancada 9, com 49 blocos, em 2.472 segundos, demorando
221 vezes mais para resolver um problema aproximadamente 3 vezes maior.

Portanto, diante da impossibilidade de obtencdo de uma solugdo exata em um tempo
aceitavel para servir de referéncia, optou-se por explorar o espaco de solucbes viadveis da
Bancada 15 por meio da abordagem CSP. Considerando um critério de parada de 7 dias
(604.839 segundos), o algoritmo CSP identificou 74.581 solucdes viaveis, ndo havendo,
entretanto, garantia de que todo o espaco de solugdes tenha sido explorado ou de que a
solucdo oOtima tenha sido identificada. Foi possivel identificar ainda uma grande
descontinuidade no espaco de soluc@es, pois 27.308 solucbes viaveis (36,62%) apresentaram
valores de fungdo objetivo entre 2,46 x 108 e 4,05 x 108, enquanto 47.273 solugdes
(63,38%) atingiram valores entre 4,73 x 10° e 4,89 x 10°, sendo este Gltimo o maior valor
de funcéo objetivo encontrado.

Em seguida, o modelo proposto foi resolvido pela abordagem COP considerando um
critério de parada de 60 segundos e, incluindo o tempo necessario para gerar o modelo
matematico no solver, em 117 segundos o algoritmo alcangou uma solu¢do com funcéo
objetivo de 4,89 x 10°. Esta solucdo apresentou uma melhora pouco significativa, da ordem
de 1,89 x 10° em relacdo a melhor solucdo obtida pela abordagem CSP, razdo pela qual seus
valores podem ser considerados equivalente, mas foi obtida 5.163 vezes mais rapido que a
outra abordagem, que investiga exaustivamente o espacgo de solucdes. A Figura 33 apresenta
os clusters gerados pelas melhores solugbes da Bancada 15 do Newmanl Dataset obtidas
pelas abordagens CSP (a) e COP (b), respectivamente. As diferentes cores representam 0s
mining cuts gerados pelos algoritmos onde valores 0 e 1 representam as destinacGes dos

blocos ao depdsito de estéril ou a rota de beneficiamento, respectivamente.
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Figura 33 - Clusters gerados na Bancada 15 do Newmanl Dataset a partir das abordagens a) CSP e b)

COP, respectivamente, representados em diferentes cores.
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As diferentes abordagens baseadas em CP resultaram em solugdes com diferentes

nameros de clusters, e os resultados atestam a superioridade da abordagem COP em termos

de velocidade de processamento e capacidade de convergéncia desta técnica na dire¢do de um

6timo local. No entanto, o cluster vermelho localizado no lado direito em ambas as solucGes

chama a atengdo para a inclusdo de um bloco a mais a ser enviado a planta de beneficiamento

de acordo com a abordagem COP. Para avaliar o impacto que esta decisao traria no retorno

econdémico de um projeto, foi calculado o valor presente de cada uma das solucdes,
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considerando que toda a Bancada 15 seria escavada e que a destinacdo de todos os blocos i
atribuidos a um dado cluster j seria a mesma destinacdo de j. A Equacgdo (4.1) apresenta o
calculo do valor econémico empregado neste estudo, tal que:

VP; = (CE;+RB;)) X a; + (CE)) x (1 —a;),Vi € I (4.1)
onde VP; representa o valor presente de um bloco i, CL; equivale ao custo de escavacao deste
bloco e RB; representa o retorno econdmico ao beneficiar um bloco, incluindo os custos de
processamento. O parametro «;, por sua vez, equivale a 1 caso o bloco seja enviado para o
beneficiamento ou a 0 caso contrario. Destarte, VP = ¥!_, VP;, tal que o valor presente da
solucdo obtida por CSP foi equivalente a 217.379,77 unidades, enquanto a solucéo obtida por
COP resultou em um valor presente de 202.523,99 unidades. A Tabela 3 apresenta um resumo
dos melhores resultados obtidos pelos dois modelos de otimizagdo, onde é possivel verificar
um aumento de 55,02 t de minério enviadas ao beneficiamento na solugédo obtida por COP.
Em funcdo desse acréscimo, 5.608,98 t de estéril foram também enviadas ao beneficiamento
nesta solucdo, aumentando a diluicdo e diminuindo ligeiramente o teor médio quando

comparado com a solugdo por CSP.

Tabela 3 - Parametros das melhores solugdes alcangadas pelas técnicas CSP e COP, respectivamente, ao
resolver o problema de agrupamento de corte de mineracio para a Bancada 15 do Newman1 Dataset.

Parametrost Melhor CSP CoP
Fungdo objetivo 4,89 x 10° 4,89 x 10°
Tempo de processamento (s) 604.839 117
Numero de clusters 11 12
Blocos enviados ao beneficiamento 32 33
indice Calinski-Harabasz 11,39 10,92
indice Davies-Bouldin 1,96 1,93
indice da Silhueta 0,05 0,00
Teor médio (g/t) 1,38 1,37
Minério processado (t) 2.109,18 2.164,20
Minério descartado (t) 1.533,60 1.478,58
Estéril processado (t) 150.313,82 155.922,80
Estéril descartado (t) 255.982,72 250.373,74
Diluicao (t) 27.504,90 33.168,90
Perda de minério (t) 13.145,73 13.145,73
Valor presente (unidades) 217.379,77 202.523,99

1 Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados; aos que ndo
possuem hachura, esta légica ndo se aplica.

Provavelmente esta diferenca entre as técnicas deve ser atribuida a funcdo de
similaridade escolhida, pois a abordagem COP foi mais eficiente em otimizar o modelo para o

exemplo proposto que a abordagem CSP, visto que sua fungdo objetivo foi ligeiramente
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maior, embora essa diferenca seja pequena, menor que a ordem de grandeza apresentada na
Tabela 3. Entretanto, como havia varios fatores compondo a funcao de similaridade, o trade-
off entre eles deve ter afetado o retorno econdmico da solucdo, representado pela penalidade
T, . aplicada a blocos que néo séo enviados a mesma destinagéo. Nao houve diferenca quanto
a perda de minério. Quanto as métricas relacionadas a qualidade das parti¢bes, a solucédo
obtida por COP apresentou melhores indices da Silhueta e Davies-Bouldin, enquanto a
solucdo obtida por CSP apresentou um melhor indice Calinski-Harabasz. Entretanto, estas
diferengas sdo tdo sutis que seria mais indicado empregar os parametros relacionados a

mineracao no processo de comparacao e validacdo das solucdes.

4.2 METODOLOGIA MULTIESTAGIO COMPLETA: BANCADA 4 DO W23 DATASET

O W23 dataset (ESPINOZA et al., 2013) € um depdsito de minério de ouro contendo
74.260 blocos com tamanho de 25 x 25 x 20 ft (7.62 x 7.62 x 6.09 m), 12 litologias e 4
destinos. As destinagdes disponiveis sdo moagem de minério sulfetado, moagem de minério
oxidado, lixiviagdo de minério oxidado e depdsito de estéril, e as diferentes rochas
compreendem 5 litologias de minério sulfetado (HSF, LSF, MSF, SMF e SSF), 3 litologias de
minério oxidado (OL, OM e OW) e 4 tipos de estéril (AG, AN, BF e COV). Somente blocos
sulfetados devem ir para a moagem de minério sulfetado. Os blocos de 6xido, por sua vez,
podem seguir tanto para a moagem de minério oxidado ou para a lixiviagdo de minério
oxidado, enquanto as litologias restantes ndo devem ser processadas. A metodologia
multiestagio proposta neste estudo é aplicada na bancada 4 do W23 dataset, composta por 197
blocos, 7 litologias (HSF, LSF, MSF, SMF, SSF, AG e AN) e 2 destinagfes (moagem de
minério sulfetado e depdsito de estéril). A Figura 34 contém as distribui¢fes espaciais (a) das
litologias, (b) das destinacdes a priori e (c) dos teores de Au nos blocos da bancada 4 do W23
Dataset. As destinacdes consideradas na Figura 34b sdo (1) moagem de minério sulfetado e

(4) depdsito de estéril.
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Figura 34 - Distribuic&o espacial a) das litologias, b) destinacdes a priori e ¢) teores de Au nos blocos da
Bancada 4 do W23 Dataset.
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Enquanto foi possivel aplicar a metodologia simplificada na bancada 15 do Newmanl
dataset, por ser uma bancada de tamanho reduzido e com diversas restricdes de espaco, nao
foi possivel obter uma solucdo satisfatéria para a bancada 4 do W23 dataset por meio desta
metodologia. A determinacdo do pardmetro y, conforme supracitado, é preponderante na
qualidade da solucdo obtida por COP, onde valores elevados permitem a mistura entre
clusters, ao passo que valores reduzidos inviabilizam a solucdo. Pode-se verificar, entretanto,
gque mesmo que este parametro fosse reduzido ao maximo, ndo havia garantia de que 0s
clusters desta instancia ndo iriam se misturar, de modo que aplicar a metodologia multiestagio
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e a heuristica GPH propostas neste estudo foi crucial para a obtencdo de solucbes
satisfatorias.

Para validar a robustez da metodologia proposta, foram desenvolvidos trés estudos de
caso na referida instancia, considerando diferentes niameros de clusters. Como os blocos do
W23 dataset tém dimensdes de 25 x 25 x 20 ft (7,62 x 7,62 x 6,09 m), considerou-se que 0
equipamento de lavra adequado seria uma escavadeira de 20 t, como a Komatsu PC-200, que
apresenta um didmetro operacional de aproximadamente 20 m. Esta informacao foi obtida a
partir do raio operacional do equipamento, indicado na Figura 35 (parametro E), sendo
aproximadamente 10 m, tal que o didmetro ideal seria equivalente a, no minimo, trés blocos
do W23 dataset. Portanto, a janela operacional considerada em todos estes cenarios equivale a
uma matriz de 3 x 3 blocos, de modo que a largura desta janela seja equivalente a largura de 3

blocos (correspondendo a 22,86 m), adequada ao porte do equipamento selecionado.

Figura 35 - Caracteristicas operacionais de uma escavadeira Komatsu PC-200.
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Fonte: adaptado de KOMATSU (2009).

E importante ressaltar que o W23 dataset ndo apresenta coordenadas verdadeiras, tal
que a distancia entre um bloco e seu vizinho nas dire¢des N-S ou E-W equivale a 1 unidade

de distancia, de modo que o parametro de diametro maximo y deve ser determinado nessa
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escala. Além disso, semelhante ao estudo de caso apresentado anteriormente, os valores de
funcdo objetivo apresentados para cada solucdo sdo apenas comparaveis entre si, pois
representam uma composicdo das variaveis utilizadas na funcdo de similaridade, e ndo uma
variavel real. Finalmente, os nimeros relativos aos experimentos numéricos mostrardo a
divisdo entre clusters através de cores diferentes, enquanto cada bloco estara associado a uma
destinagdo, onde 1 representa a moagem de minério sulfetado e 2 representa o depdsito de

estéril.

4.2.1 Experimento numérico 1

O experimento numérico 1 comeca pela obtencdo de uma solucdo de dica com 6
clusters por k-means, cujo parametro y empregado foi equivalente a 29. Ao utilizar os valores
min_n_cluster = 6 e max_n_cluster = 7 na otimizacdo pela abordagem COP durante a
fase de ajuste dos parametros, o valor y foi reduzido para 26, apds um tempo de execucdo de
7.157 s, resultando na solucdo de dica 2. Esta solucdo de dica passou por um processo de
melhoria, onde foi inserida uma janela no centroide de cada cluster, melhorando assim suas
geometrias, resultando em uma solucdo parcial com valor de fungdo objetivo equivalente a
7,89 x 101°, Partindo deste parametro y otimizado e da solucéo de dica 2, a abordagem COP
foi novamente empregada executando 21 iteragdes durante um tempo de 2.011 s, resultando
em uma solucéo otimizada com valor objetivo de 1,50 x 1011, mas longe de ser operacional.
Finalmente, a heuristica GPH foi aplicada na solu¢do obtida durante a fase de explotacdo
durante 15 s, resultando em uma solucao final viavel do ponto de vista operacional contendo 6
clusters. O valor da funcdo objetivo da solugdo final foi 7,56 x 101°, e o tempo total de
execucao considerando as quatro etapas da otimizacdo multiestagio foi equivalente a 9.183 s.
Considerando a implementacdo da metodologia proposta no experimento numérico 1, a
Figura 36 apresenta a evolucdo da solugdo durante as quatro fases da otimiza¢do multiestagio
baseada em COP, enquanto a Tabela 4 apresenta a evolucdo dos pardmetros durante estas

fases.
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Figura 36 - Experimento numérico 1: a) Solucéo dica 1, obtida por k-means; b) Solucéo dica 2, obtida por
COP; c) Solugdo explotatoria, obtida por COP; d) e Solugéo final com 6 clusters, obtida por GPH.
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Tabela 4 - Evolugao dos parametros durante a otimizacdo no experimento numérico 1.

Solucéo de dica Solugdo de dica Solugdo Solucéo
Parametros* 1 (gk—means) 2 aprimorada explotatdria final (éPH)
(COP) (COP)

NUmero de clusters 6 6 6 6
Diametro maximo (y) 29 26 26 36
min_size_cluster 30 30 30 28
max_size_cluster 36 36 36 37
Func&o objetivo 8,30 x 101° 1,26 x 10 1,50 x 10** 7,56 x 10'°

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados; aos que nao possuem hachura,

esta l6gica ndo se aplica.



104

As diferencas apresentadas pelo pardmetro y durante as fases da otimizagédo
multiestagio corroboram com a dificuldade de resolver o modelo matemaético de uma s6 vez e
obter uma solugcdo com melhor aderéncia operacional. Restringir y tende a formar clusters
com bordas diagonais, enquanto flexibilizar esse parametro acaba permitindo a mistura entre
clusters, justificando assim o uso da metodologia proposta e destacando o valor do algoritmo

GPH. Este mesmo comportamento podera ser notado nos demais experimentos numericos.

4.2.2 Experimento numérico 2

O experimento numérico 2, por sua vez, tem inicio pela obtencdo de uma solucdo de
dica com 7 clusters através da heuristica k-means, com parametro y equivalente a 22. Ao
utilizar os valores min_n_cluster =7 e max_n_cluster =8 na otimizacdo pela
abordagem COP durante a fase de ajuste dos parametros, o valor y foi reduzido para 20 apds
um tempo de execucgdo de 4.257 s, resultando na solucdo de dica 2. Novamente, esta solucao
de dica passou por um procedimento para melhorar a forma dos clusters, e apds a insercao das
janelas em seus centroides foi obtido um valor de funcdo objetivo de 1,15 x 10!, Partindo
deste parametro y otimizado e da solucdo de dica 2, a abordagem COP foi outra vez
empregada durante 12 iteraces ao longo de 2.056 s, resultando em uma solugéo otimizada
com valor de funcdo objetivo de 1,25 x 10!, embora ainda ndo fosse considerada
operacional. Finalmente, ap6s aplicar a heuristica GPH na solucéo obtida durante a fase de
explotacdo, uma solucdo final com 7 clusters, viavel do ponto de vista operacional, foi
alcancada em 14 s. O valor da funcdo objetivo da solugdo final foi 8,05 x 101°, e o tempo
total de execucdo considerando as quatro etapas da otimizacdo multiestagio foi equivalente a
6.327 s. Considerando a implementacdo da metodologia proposta no experimento numeérico 2,
a Figura 37 apresenta a evolugédo da solucéo durante as quatro fases da otimizacao, enquanto a

Tabela 5 apresenta a evolugdo dos pardmetros durante estas fases.
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Figura 37 - Experimento numérico 2: a) Solucéo dica 1, obtida por k-means; b) Solucéo dica 2, obtida por
COP; c) Solugdo explotatoria, obtida por COP; e d) Solucéo final com 7 clusters, obtida por GPH.
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Tabela 5 - Evolugdo dos parametros durante a otimizacdo no experimento numérico 2.
Solucéo de dica Solucéo

A Solucéo de dica . s Solucéo
Parametros* 1 (gk-means) 2 ap(grgg;ada exp(lgg;c;rla final (éPH)
Namero de clusters 7 7 7 7
Diametro maximo (y) 22 20 20 26
min_size_cluster 25 25 25 26
max_size_cluster 30 30 30 33
Fungdo objetivo 8,14 x 1010 1,15 x 10t 1,24 x 10'* 8,05 x 10*°

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados; aos que nao possuem hachura,
esta légica ndo se aplica.
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4.2.3 Experimento numérico 3

Finalmente, o experimento numeérico 3 comega pela obtencdo de uma solucéo de dica
com 9 clusters por meio de um k-means, cujo parametro y foi equivalente a 17. Foram
empregados os valores min_n_cluster = 8 ¢ max_n_cluster = 11 na otimizagdo pela
abordagem COP durante a fase de ajuste dos parametros, tal que o valor de y foi reduzido
para 14 ap6s um tempo de execuc¢do de 2.088 s, resultando na solucéo de dica 2. A solucédo de
dica foi submetida a um procedimento de melhoria da forma dos clusters e, ap0s a insercdo
das janelas em seus centroides, foi obtido um valor de funcéo objetivo de 7,32 x 101°. Ao
empregar o parametro y otimizado e a solucdo de dica 2 na abordagem COP durante a fase
explotatdria, foi obtida uma solugédo otimizada com valor de funcéo objetivo de 1,31 x 10!
ao longo de 14 iteracdes durante 2.193 s, solucdo parcial que mais uma vez ainda ndo era
operacional. Finalmente, ap6s submeter esta solucdo parcial a heuristica GPH, uma solucéo
final com 10 clusters foi obtida em 13 s, sendo mais uma vez viavel do ponto de vista
operacional. O valor da funcéo objetivo da solucgdo final foi equivalente a 1,28 x 10, e o
tempo total de execucdo considerando as quatro etapas da otimizacdo multiestagio foi de
4.294 s. Considerando a implementacdo da metodologia proposta no experimento numérico 3,
a Figura 38 apresenta a evolucdo da solucdo durante as quatro fases da otimizacdo
multiestagio baseada em COP, e enquanto a Tabela 6 apresenta a evolucdo dos parametros

durante estas fases.
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Figura 38 - Experimento numérico 3: a) Solucéo dica 1, obtida por k-means; b) Solucéo dica 2, obtida por
COP; c) Solugdo exploratoéria, obtida por COP; e d) Solugéo final com 10 clusters, obtida por GPH.
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Tabela 6 - Evolucdo dos pardmetros durante a otimizacdo no experimento numérico 3.
S x . Solucéo de dica Solugéo .
A - olucdo de dica . L Solucéo
Parametros 1 (k-means) 2 ap(grgo;ada exp(l(c:)galtc))rla final (GPH)
P P
NUmero de clusters 9 10 10 10
Diametro maximo (y) 17 14 14 20
min_size_cluster 18 18 18 15
max_size_cluster 25 22 22 26
Funcdo objetivo 1,27 x 10** 7,32 x10° 1,31 x 10** 1,28 x 10!

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados; aos que ndo possuem hachura,
esta l6gica ndo se aplica.
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4.2.4 Comparagao entre 0s experimentos numericos

Para possibilitar a validacdo dos resultados por meio de um critério econdmico, foi
calculado o valor presente de cada experimento numérico, considerando que toda a Bancada 4
seria escavada e que a destinacdo de todos os blocos i atribuidos a um dado cluster j seria a
mesma destinacdo de j. A Equacdo (4.2) apresenta o célculo do valor presente empregado
nesta comparacao, tal que:

VP, = (Teor; X Recuperacio; X $900 — CE; — CB; — CT;)

X Massa;, Vi € 1 (4-2)
conforme proposto no dominio MineLib (ESPINOZA et al., 2013) para esta instancia, onde
VP =Y!_,VP, ao passo que CE; representa o custo de escavagdo, CB; o custo de
beneficiamento e CT; o custo de transporte associado ao bloco i. A Tabela 7, por sua vez,
apresenta os resultados obtidos durante os experimentos numéricos, considerando tanto a
qualidade dos clusters como os principais indicadores de desempenho no planejamento de

lavra.

Tabela 7 - Resultados obtidos durante os experimentos numéricos relativos a qualidade dos clusters e
indicadores-chave de desempenho no planejamento de lavra.

Experimento  Experimento  Experimento

Parametros*

numérico 1 numérico 2 numérico 3
Func&o objetivo 7,56 x 1010 8,05 x 1010 1,28 x 10t
Tempo de processamento (S) 9.183 6.327 4.294
indice da Silhueta -0,02 -0,04 0,11
indice Calinski-Harabasz 11,31 9,96 7,65
indice Davies-Bouldin 3,31 3,69 3,76
Teor médio (g/t) 0,06 0,06 0,06
Minério processado (t) 273,80 241,35 259,07
Minério descartado (t) 0,00 32,45 14,73
Estéril processado (t) 473.711,14 411.187,20 437.635,64
Estéril descartado (t) 0,00 62.523,94 36.075,50
Diluicao (t) 98.646,61 64.962,40 76.992,48
Perda de minério (t) 0,00 28.872,18 14.436,09
Valor presente ($) 1,38 x 10° 2,05 x 10° 2,13 x 10°

* Os pardmetros hachurados apresentam os melhores resultados; aos que nédo
possuem hachura, esta l6gica ndo se aplica.

Conforme evidenciado na Tabela 7, o valor da fungdo objetivo aumenta a medida que
0 numero de clusters na otimizacdo aumenta, de modo que a funcdo de similaridade
empregada a blocos atribuidos a um mesmo cluster pdde extrair melhores resultados quando

houve menos unidades nesses clusters. Por outro lado, o tempo total de processamento
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diminuiu significativamente a medida que o numero de clusters aumentou, provavelmente
porque havia menos liberdade (valores menores de y) e um menor espago de decisdo nessas
circunstancias. Do ponto de vista dos critérios de qualidade dos clusters, entretanto, a medida
que mais grupos foram adicionados a solucgéo, piores foram as métricas, embora as diferencas
tenham sido sutis, onde somente o indice Calinski-Harabasz apresentou uma diferenca mais
significativa.

No experimento numérico 1, todos os blocos foram enviados para o beneficiamento,
mesmo aqueles localizados em regiGes menos promissoras, 0 que resultou em uma maior
diluicdo, mas ndo houve perda de minério a ser considerada. Entretanto, como ha um custo
associado ao beneficiamento, esta op¢do ndo foi vantajosa, resultando em um menor valor
presente, justamente porque € preferivel enviar blocos indesejados diretamente a pilha de
estéril do que submeté-los ao processamento. Ao se comparar 0s experimentos numéricos 2 e
3, por sua vez, embora ambos destinem um cluster a pilha de estéril, ha mais blocos
descartados no experimento 2, gerando menos diluicdo e mais perda de minério que o
experimento 3. Entretanto, uma melhor determinacdo dos clusters neste experimento 3
resultou no maior de todos os valores presentes, assegurando mais uma vez que melhores
clusters resultam ndo somente em melhores valores de funcdo objetivo, mas também em
maior retorno econodmico.

Ressalta-se que o nimero de clusters escolhido é um parametro determinado pelo
usuario alinhado as caracteristicas de sua operacdo, tanto relacionado aos tamanhos do
modelo de bloco e do equipamento de mineracdo, quanto do numero desejado de frentes de
lavra. Portanto, a comparacédo entre estes trés experimentos numéricos tem um proposito mais
voltado a validacdo da metodologia sob diferentes caracteristicas operacionais do que a
determinacdo de quais seriam 0s melhores parametros. Portanto, é possivel afirmar que a
metodologia proposta foi capaz de resolver o modelo matematico para todas as configuracdes
de parametros utilizadas. J& a GPH se mostrou muito eficiente em transformar solucGes que
apresentavam diversas falhas e misturas entre clusters em solugbes aderentes do ponto de
vista operacional, consumindo aproximadamente 10 segundos quando solicitada, mesmo para

configuracdes de cluster tdo diferentes.

4.3 UMA METODOLOGIA MULTIESTAGIO REDUZIDA SERIA SUFICIENTE?

Ao fazer uma validacdo visual das solugdes parciais obtidas em cada etapa durante a

aplicacdo da metodologia multiestagio, paira uma sensacdo de forte semelhanca entre o
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resultado da fase de inicializacdo, onde uma hint solution é obtida por k-means, e a solugdo
final obtida ap6s a fase de pds-processamento. Conforme indicado ao longo dos experimentos
apresentados no Topico 4.2, efetuados na bancada 4 do W23 dataset, as fases de ajuste de
parametros e de explotacdo sdo significativamente mais custosas em termos de tempo de
processamento que as fases de inicializacdo e pOs-processamento. Portanto, € natural
questionar-se quanto a necessidade de empregar todas estas etapas ao invés de simplesmente
gerar uma solucdo inicial por k-means e refina-la por meio da heuristica GPH, ja que esta
seria uma metodologia muito mais &gil. Este topico, portanto, visa comparar as solucdes
obtidas nos experimentos numéricos do Tépico 4.2 com uma versdo reduzida da metodologia
multiestagio, onde somente as fases de inicializacdo e pds-processamento sdo empregadas.

Considerando os parametros empregados no experimento numérico 1, a Figura 39
apresenta a distribuicdo espacial dos clusters gerados (a) por uma metodologia multiestagio
reduzida, incluindo o uso do k-means e da GPH, e (b) dos clusters gerados pela metodologia
multiestagio completa. A Tabela 8, por sua vez, compara os resultados de ambas.

Figura 39 - Considerando as configuragbes do experimento numérico 1, comparagdo entre 0s
agrupamentos gerados pela a) aplicacdo do k-means combinado com a heuristica GPH e pela b)
otimizag@o multiestagio baseada em COP.
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Tabela 8 — Comparagéo entre os resultados obtidos durante o experimento numérico 1 e uma versao
reduzida da metodologia multiestagio.

K-Means + Experimento

Parametros* GPH 1 numeérico 1
Nimero de clusters 6 6
Diametro maximo (y) 34 36
min_size_cluster 31 28
max_size_cluster 36 37
Funcéo objetivo 8,27 x 10%° 7,56 x 1010
Tempo de processamento (S) 13 9.183
indice da Silhueta -0,02 -0,02
indice Calinski-Harabasz 12,16 11,31
indice Davies-Bouldin 3,44 3,31
Teor médio (g/t) 0,06 0,06
Minério processado (t) 273,80 273,80
Minério descartado (t) 0,00 0,00
Estéril processado (t) 473.711,14 473.711,14
Estéril descartado (t) 0,00 0,00
Diluicéo (t) 98.646,61 98.646,61
Perda de minério (t) 0,00 0,00
Valor presente ($) 1,38 x 10° 1,38 x 10°

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados;
aos que ndo possuem hachura, esta légica néo se aplica.

Neste experimento, a diferenca entre as configuracbes dos clusters parecem ser
pequenas, e em ambas solucdes todos os blocos sdo destinados ao beneficiamento, sendo
pequenas as diferencgas entre os parametros y, min_size_cluster e max_size_cluster.
Considerando os cluster com menos e mais blocos em ambas as solugdes, a diferenca entre
estes na solucdo obtida pela metodologia reduzida é de 5 blocos, ao passo que a metodologia
multiestagio completa apresenta uma diferenca de 9 blocos. Visto que todos os blocos séo
destinados ao beneficiamento em ambos, todos 0s parametros relacionados a mineracao foram
idénticos, inclusive o valor presente das solu¢bes. Tampouco a comparagao entre as métricas
de qualidade dos clusters apresenta diferencas relevantes. Entretanto, ao se desconsiderar o
tempo de execucdo da fase de inicializacdo da metodologia multiestagio, visto que o k-means
é uma heuristica muito agil, o tempo de execucdo da metodologia reduzida foi de somente 13
segundos, ao passo que a metodologia multiestagio completa demandou 9.183 segundos para
encontrar uma solugdo. Portanto, a diferenca entre o tempo de execucdo € brutal, e nédo
somente a metodologia multiestagio reduzida encontrou uma solucdo viavel em 0,14% do
tempo empregado pela metodologia multiestagio completa, como ainda obteve uma solugéo
com valor de funcdo objetivo 9,59% maior. No experimento numérico 1, portanto, embora a

metodologia multiestagio tenha obtido sucesso ao encontrar uma solugcdo que € um o6timo
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local em um tempo aceitavel, uma versdo reduzida desta abordagem traria um resultado
equivalente do ponto de vista do retorno econdmico, mas melhor quanto ao tempo de
execucdo e valor da funcéo objetivo.

Considerando os parametros empregados no experimento numerico 2, a Figura 40
apresenta a distribuicdo espacial dos clusters gerados (a) pela metodologia multiestagio
reduzida e (b) daqueles gerados pela metodologia multiestdgio completa. A Tabela 9, por sua

vez, compara os resultados de ambas.
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Figura 40 - Considerando as configura¢des do experimento numérico 2, comparagdo entre o0s
agrupamentos gerados a) pela aplicagdo do k-means combinado com a heuristica GPH e b) pela
otimizagdo multiestagio baseada em COP. Considerando ainda c) o cluster destinado ao depdsito de estéril
pela metodologia multiestagio completa (em preto), é possivel identificar quais destes blocos foram mal
classificados.
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Tabela 9 — Comparacao entre os resultados obtidos durante o experimento numérico 2 e uma versao
reduzida da metodologia multiestagio.

K-Means + Experimento

Parametros* GPH 2 numeérico 2
Numero de clusters 7 7
Diametro maximo (y) 29 26
min_size_cluster 22 26
max_size_cluster 34 33
Funcdo objetivo 7,35 x 101° 8,05 x 10*°
Tempo de processamento (S) 13 6.327
indice da Silhueta -0,04 -0,04
indice Calinski-Harabasz 9,94 9,96
indice Davies-Bouldin 3,89 3,69
Teor médio (g/t) 0,06 0,06
Minério processado (t) 273,80 241,35
Minério descartado (t) 0,00 32,45
Estéril processado (t) 473.711,14  411.187,20
Estéril descartado (t) 0,00 62.523,94
Diluicao (t) 98.646,61 64.962,40
Perda de minério (t) 0,00 28.872,18
Valor presente ($) 1,38 x 10 2,05 x 10°

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados;
aos que ndo possuem hachura, esta légica néo se aplica.

Neste experimento, a diferenca entre as configurac6es dos clusters parecem mais uma
vez ser pequenas, mas enquanto a metodologia reduzida obteve uma solucdo em que todos 0s
blocos seriam enviados ao beneficiamento, a solugdo obtida pela metodologia multiestagio
completa contém um cluster que sera enviado a pilha de estéril. Desta vez, as diferencas entre
0s parametros y, min_size_cluster ¢ max_size_cluster Sdo um pouco Mmaiores.
Considerando os cluster com menos e mais blocos em ambas as solugdes, a diferenca entre
estes na solugdo obtida pela metodologia reduzida € de 12 blocos, ao passo que a metodologia
multiestagio completa apresenta uma diferenca de 7 blocos. Por outro lado, as métricas de
qualidade dos clusters sdo quase idénticas em ambas solugdes. Visto que uma fracdo dos
blocos foi descartada pela metodologia multiestdgio completa, houve uma reducdo na
diluicdo, ja que menos estéril foi enviado a planta. Entretanto, houve uma perda de minério
durante este descarte, quando a solucéo reduzida processava todo o minério. O valor presente
obtido pela metodologia completa foi significativamente maior que o obtido pela metodologia
reduzida, havendo um incremento de 32,68% no retorno econémico quando comparado a esta
ultima. Mais uma vez o tempo de execucdo da metodologia reduzida foi significativamente
menor, demandando apenas 13 segundos enquanto a metodologia multiestagio completa

empregou 6.327 segundos na busca por uma solucdo, tendo a primeira encontrado uma
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solucdo vidvel em 0,21% do tempo empregado pela ultima. Desta vez, a metodologia
completa atingiu também um maior valor de funcdo objetivo, havendo um incremento de
8,69% em relacdo a metodologia reduzida. No experimento numeérico 2, portanto, embora a
metodologia multiestagio reduzida continue sendo muito mais agil que a metodologia
completa, a primeira ndo foi capaz de produzir uma solugdo com boa seletividade, enviando
todos os blocos para o beneficiamento e reduzindo, assim, a fungdo objetivo e o valor
presente.

Finalmente, considerando os parametros empregados no experimento numérico 3, a
Figura 41 apresenta a distribuicdo espacial dos clusters gerados (a) pela metodologia
multiestagio reduzida e (b) daqueles gerados pela metodologia multiestagio completa. Ja a

Tabela 10 compara os resultados de ambas.
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Figura 41 - Considerando as configura¢des do experimento numérico 3, comparagdo entre o0s
agrupamentos gerados a) pela aplicagdo do k-means combinado com a heuristica GPH e b) pela
otimizagdo multiestagio baseada em COP. Considerando ainda c) os clusters destinados ao depoésito de
estéril pelas metodologias multiestagio reduzida (em amarelo) e completa (em preto), é possivel identificar
quais destes blocos foram mal classificados.
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Tabela 10 — Comparacao entre os resultados obtidos durante o experimento numérico 3 e uma versao
reduzida da metodologia multiestagio.

K-Means + Experimento

Parametros* GPH 3 numeérico 3
NUmero de clusters 9 10
Diametro méaximo (y) 22 20
min_size_cluster 13 15
max_size_cluster 31 26
Func&o objetivo 1,20 x 10t 1,28 x 10!
Tempo de processamento (S) 12 4.294
indice da Silhueta -0,08 -0,11
indice Calinski-Harabasz 8,58 7,65
indice Davies-Bouldin 3,51 3,76
Teor médio (g/t) 0,06 0,06
Minério processado (t) 241,29 259,07
Minério descartado (t) 32,51 14,73
Estéril processado (t) 408.781,24  437.635,64
Estéril descartado (t) 64.929,90 36.075,50
Diluicéo (t) 62.556,39 76.992,48
Perda de minério (t) 28.872,18 14.436,09
Valor presente ($) 2,28 x10® 2,13 x 10°

* Os parametros hachurados apresentam os melhores resultados;
aos que ndo possuem hachura, esta légica néo se aplica.

Nesta Ultima comparacdo, ao contrario dos experimentos anteriores, a diferenca entre
as configuragdes dos clusters sdo relevantes e seus formatos sdo bastante distintos. N&o
somente a metodologia multiestagio completa encontrou uma solucdo com 1 cluster a mais
gue a metodologia reduzida, mas é conspicuo que a primeira destina uma quantidade muito
menor de blocos a pilha de estéril (15 blocos no cluster roxo) que a Ultima (27 blocos no
cluster verde). Embora as diferencas quanto ao parametro y continuem pequenas, 0S
parametros min_size_cluster e max_size_cluster diferem ainda mais. Considerando 0s
cluster com menos e mais blocos em ambas as solucGes, a diferenga entre estes na solucéo
obtida pela metodologia reduzida é de 18 blocos, ao passo que a metodologia multiestagio
completa apresenta uma diferenca de 11 blocos. Novamente as métricas de qualidade dos
clusters sdo quase idénticas em ambas solu¢fes. Como a metodologia completa descartou
menos blocos, sua perda de minério foi menor que a da metodologia reduzida, todavia, esta
apresentou menor diluicdo ao enviar menos esteril ao beneficiamento. O valor presente obtido
pela metodologia reduzida foi maior, incrementando 6,58% no retorno econdmico quando
comparado com a metodologia completa. Novamente o tempo de execucdo foi muito
discrepante, sendo empregados 12 segundos pela metodologia reduzida e 4.294 segundos pela

metodologia multiestagio completa, tendo a primeira encontrado uma solucdo viavel em
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0,28% do tempo empregado pela ultima. O valor da fungdo objetivo da metodologia
completa, entretanto, foi 6,67% mais elevado que o da metodologia reduzida, de modo que no
experimento numérico 3 ambas metodologias foram satisfatorias quanto a obtencdo de uma
solucdo otima local, embora o tempo de processamento seja o fator mais relevante em favor
da metodologia reduzida.

Percebe-se que o aumento do nimero de clusters durante os experimentos numéricos
gerou solugdes com maiores diferencas quanto aos parametros min_size_cluster e
max_size_cluster, e em geral as solugdes obtidas pela metodologia reduzida apresentaram
uma diferenca maior que as solugcdes obtidas pela metodologia multiestdgio completa. As
métricas de qualidade dos clusters, por outro lado, mostraram-se pouco relevantes quanto a
analise da qualidade das solucdes. Considerando as trés configuracbes empregadas, a
diferenca no valor de fungéo objetivo entre as metodologias completa e reduzida variou entre
6% e 10%, onde a ultima foi superior no experimento numérico 1 e a primeira foi melhor nos
experimentos numéricos 2 e 3. Quanto ao retorno econémico, houve um empate e uma vitoria
para cada metodologia, mas no experimento 2 a metodologia multiestagio completa obteve
uma solucdo cujo valor presente foi 32,68% mais elevado que a obtida pela metodologia
reduzida.

Por meio destes dados é possivel afirmar que a metodologia completa obtém solucgdes
melhores que a metodologia reduzida, principalmente por esta ultima ter sido incapaz de gerar
uma solucdo que permitisse a seletividade operacional quando comparada com os resultados
do experimento numeérico 2, reduzindo significativamente seu retorno econémico.

Entretanto, a diferenca entre os tempos de processamento das duas metodologias é
brutal, visto que a metodologia reduzida consumiu entre 0,14% e 0,28% do tempo empregado
pela metodologia multiestdgio completa. Esta comparagdo indica que, em trabalhos futuros,
esforgos devem ser envidados com o prop6sito de empregar uma heuristica ou metaheuristica
mais eficiente na geracdo de uma solucdo étima local que a metodologia multiestagio baseada
em COP proposta neste estudo. Ao se empregar um algoritmo mais eficiente que o k-means,
mas menos custoso que todo o framework de otimizagdo baseada em MILP empregado, deve
haver ganhos significativos quanto ao tempo de execu¢do sem que haja perda na qualidade
das solugdes obtidas.

A heuristica GPH, finalmente, provou ser uma valiosa ferramenta no poés-
processamento de solucBes que apresentam falhas nas fronteiras e na continuidade dos
clusters, corrigindo solugdes produzidas por ambas metodologias. Entretanto, por ndo conter

nenhum mecanismo capaz de destruir e reconstruir partes das solucdes, eventualmente ela fica
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presa e ndo consegue atingir seu objetivo, sendo necessario reinicia-la ou mesmo gerar uma
nova solucéo por meio de otimizagdo. Um trabalho futuro, portanto, deveria focar no emprego
de um algoritmo mais robusto que o k-means para gerar uma solucao étima local e em uma
variante da heuristica GPH que seja mais robusta que a atual. Entretanto, deve-se reiterar que
as solugdes propostas neste estudo atingiram satisfatoriamente o objetivo proposto, que era
resolver o problema do agrupamento de blocos em poligonos de lavra para minas a céu
aberto, visando melhorar o desempenho e a operacionalidade do sequenciamento de lavra

deterministico no nivel do planejamento operacional.
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5 CONCLUSOES

Considerando a demanda crescente da inddstria mineral por um planejamento de lavra
robusto e aderente a realidade, além da dificuldade de resolver problemas de sequenciamento
de lavra por meio da otimizacdo, encontrar formas mais eficientes de solucionar esta tarefa
continua sendo um desafio relevante. Neste contexto, o agrupamento de blocos em poligonos
de lavra pode, sem davida, simplificar as tarefas relacionadas ao planejamento de minas céu
aberto, reduzindo o tamanho do problema de sequenciamento e acrescentando restricdes
operacionais a este que possibilitardo a geracdo de planos mais aderentes a realidade.

Este estudo apresentou uma metodologia consistente e capaz de ser aplicada a diversos
niveis de problemas. Dentre suas contribuicGes inovadoras estdo a utilizacdo de uma nova
funcdo de similaridade para ser empregada no problema do agrupamento, a elaboracdo de um
modelo matematico baseado em MILP para representar este problema e o emprego da
programacdo por restricbes para resolver o modelo. Como esta metodologia provou-se
insatisfatdria ao tentar resolver instancias com mais de 100 blocos, foi proposta uma
otimizacdo multiestadgio baseada em programacdo por restricdes, que dentre seus estagios
contém a heuristica de propagacdo geométrica (GPH), um novo algoritmo capaz de corrigir
fronteiras de clusters mal formuladas. A metodologia multiestagio foi comparada ainda com
uma metodologia reduzida, quando somente o k-means e a GPH eram empregados, sendo esta

também uma opc¢ao para gerar solugdes 6timas locais.

5.1 CONSIDERACOES FINAIS EM RELACAO AOS EXPERIMENTOS

Primeiramente, ao aplicar a metodologia simplificada, onde o modelo matematico
baseado em MILP era diretamente resolvido por meio de uma abordagem COP, foi possivel
perceber que instancias com menos de 100 blocos podiam ser rapidamente solucionadas
mesmo quando algoritmos exatos ndo eram capazes de resolver o problema em tempo
computacional aceitavel. Entretanto, ao comparar com a melhor solugdo obtida por CSP,
percebeu-se que o valor presente da solucdo obtida por COP n&o era tdo elevado quanto ao
resultado inicial, indicando que outras funcGes de similaridade podem ser empregadas caso
maximizar o retorno econdmico seja a finalidade principal do usuario.

Por outro lado, ao empregar a metodologia simplificada em instancias maiores, foi
constatado que o tempo de execugdo para resolver o0 modelo matematico aumentou muito e

gue um mau ajuste do parametro y (diametro maximo) muitas vezes resultava em solucdes
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com clusters descontinuos ou com fronteiras misturadas. Portanto, ao fornecer uma solucao
de dica (hint solution) por meio do k-means, depois ajustar o parametro y e efetuar a
explotacdo do espaco de busca usando o COP, e ainda aplicar uma fase de pos-processamento
para corrigir a solucdo, a metodologia multiestagio baseada em COP foi capaz de convergir
para solucGes que eram oOtimos locais em um tempo aceitavel. Entretanto, o tempo
computacional cresceu substancialmente ao longo deste processo. Ao concluir os trés
experimentos numericos propostos, pairou também uma duvida quanto a real necessidade de
se empregar todas estas fases da metodologia multiestagio, visto que os clusters de algumas
solucdes apresentavam certa semelhanca com os gerados por k-means.

Foi proposta entdo uma metodologia multiestagio reduzida, onde somente o k-means e
a GPH foram empregados na resolugéo do problema, cujos resultados foram comparados com
0s obtidos durante os trés experimentos numéricos em que a metodologia multiestagio
completa foi empregada. O que mais chamou a atencdo nesta comparacdo foi o tempo de
execucdo da metodologia reduzida, demandando menos de 1% do tempo necessario a
metodologia completa ao longo dos trés experimentos numéricos. Quanto aos outros
pardmetros, ora o valor presente e o valor da funcdo objetivo foram melhores através da
metodologia completa, ora foram melhores através da metodologia simplificada, mas durante
0 experimento numeérico 2 esta ndo foi capaz de gerar uma solu¢do com boa seletividade
operacional, reduzindo sobremaneira o retorno econémico. Portanto, a metodologia reduzida
demonstrou ser menos confidvel quanto a sua capacidade de chegar a um 6timo local, mas
sem ddvida o tempo de execucdo indica que ela poderia ser uma ferramenta valiosa, indicando
até mesmo que a metodologia multiestagio completa pode ser aprimorada.

Finalmente, é notavel a eficiéncia demonstrada pela GPH no reparo de solu¢des com
fronteiras mal formuladas ou clusters desconexos, corrigindo em pouco mais de 10 segundos
as solucdes obtidas pelos diferentes conjuntos de parametros e metodologias empregados
neste estudo. Seu potencial vai além das metodologias de otimizacdo propostas neste estudo,
pois ela é capaz de ser empregada como uma fase de pos-processamento em solucgdes obtidas
por quaisquer métodos de otimizacdo. Entretanto, por carecer de um mecanismo capaz de
destruir e reconstruir partes de uma solucdo, eventualmente esta heuristica pode ficar presa
em um looping e ndo consegue concluir sua tarefa, situacdo que deve ser corrigida em

trabalhos futuros.
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5.2 TRABALHOS FUTUROS

Conforme demonstrado na comparacgéo entre os resultados obtidos pelas metodologias
multiestagio completa (baseada em COP) e reduzida, embora as etapas de otimizacao
baseadas na solugdo do modelo matemaético tenham sido capazes de gerar solugdes mais
robustas que aquelas geradas apenas por heuristicas, o custo computacional foi consideravel.
Estudos futuros poderdo abordar um modelo matematico mais simples que o proposto neste
estudo, devendo-se investigar a possibilidade de representar o problema do agrupamento de
poligonos de lavra como um modelo matematico convexo similar ou equivalente ao problema
original. Desde a concepcdo dos métodos dos pontos interiores para resolugdo de problemas
de Programacao Linear (LP) por Karmarkar (1984), uma nova classe de algoritmos foi criada
e generalizada para resolver problemas baseados em Programacdo Quadratica (Quadratic
Programming, QP), Programacdo Quadratica Quadraticamente Restringida (Quadratically
Constrained Quadratic Program, QCQP), Programacéo Conica de Segunda Ordem (Second-
Order Cone Programming, SOCP), dentre outras (BOYD; VANDENBERGHE, 2009).

Um dominio § < R™ pode ser considerado convexo se Ax + (1 — 1)y € S sempre que
xeyestioem S e A€ [0,1], ou seja, 0 dominio & convexo se 0 segmento de reta fechado
[x, y] estiver inteiramente contido em S sempre que seus extremos x e y estiverem em S. Seja
I={i:i=1,..,m}. Se os dominios §; c R™ sdo convexos para i € I, entdo sua intersecao
Nicr S; € convexa. Se, além disso, cada S; € ndo vazio e u; € R, entdo o dominio Y,;c; u;S; €
convexo. Uma combinacdo linear Y;c;4;S; € considerada uma combinacdo convexa de
elementos xq, ..., x,, € R" se cada 4; =0 e Y;;4; = 1. Para qualquer dominio § c R™,
pode-se definir uma envoltdria convexa (convex hull) de § como um dominio de todas as
combinacBes convexas possiveis de seus elementos, onde convS ={x € R :x =
Yierdixi, YierAi = 1,x; €S,4; = 0}. O conv S é 0 menor dominio convexo contendo S, e
S ¢é convexo se e somente se § = conv S (BOYD; VANDENBERGHE, 2009; BAGIROV;
KARMITSA; TAHERI, 2020).

Ao consultar a literatura disponivel sobre problemas de agrupamento, é notavel que
poucas técnicas de agrupamento ndo supervisionado tenham sido utilizadas até entdo para
resolver o problema de agrupamento de poligonos de lavra. Mesmo em relagdo ao
agrupamento ndo supervisionado, basicamente versdes de um algoritmo baseado em
clusterizacdo hierarquica aglomerativa tém sido utilizadas nos Gltimos anos. Porém, apenas no

ambito das metaheuristicas, Bagirov, Karmitsa e Taheri (2020) citam o uso do Tabu Search
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(TS), Simulated Annealing (SA), Genetic Algorithm (GA), Artificial Bee Colony (ABC),
Particle Swarm Optimization (PSO) e Ant Colony Optimization (ACO) na resolucdo de
problemas de agrupamento, técnicas utilizadas desde a década de 1980. Embora estas sejam
as metaheuristicas mais conhecidas pelo publico em geral, existem dezenas de técnicas e
variantes disponiveis na literatura que podem trazer resultados satisfatorios na abordagem do
problema do agrupamento de blocos, tais quais o Firefly Algorithm (FFA), Greedy
Randomized Adaptive Search Procedures (GRASP) e Grey Wolf Optimization (GWO). Outra
maneira de reduzir o custo computacional da metodologia multiestagio completa seria
substituir uma ou mais de suas etapas por algoritmos mais eficientes, tal que seja obtida mais
rapidamente uma configuracdo de clusters por otimizacao, possibilitando a aplicacdo da GPH
apenas para corrigir falhas nesta solu¢do. Uma vez que seja proposta uma forma de resolver o
mining cut clustering problem com menos esforco computacional, é possivel abordar
diferentes escopos de planejamento de lavra por meio de variantes das solucGes propostas
neste estudo, ja que os experimentos executados se voltaram ao planejamento de lavra
operacional.

O problema do limite de escavacdo (SARI; KUMRAL, 2018), por sua vez, determina
zonas de minério e estéril em uma bancada considerando a dimensdo do equipamento de
lavra, mas existem poucas abordagens para o problema de agrupamento de poligonos de lavra
que sejam capazes de gerar clusters que satisfagam plenamente restri¢des relacionadas a estes
equipamentos. Portanto, ambos problemas estdo relacionados e podem ser abordados em
conjunto, o que possibilitaria a melhoraria das solugcfes tanto no que diz respeito as fronteiras
dos depositos quanto as fronteiras entre clusters. Desta forma, seria assegurado que a GPH
operaria em instancias com configuragdo 100% operacional, sem arestas e reentrancias nas
fronteiras do depoésito que sejam inacessiveis aos equipamentos de lavra.

E possivel ainda abordar diferentes funcdes de similaridade, incluindo sua subdivis&o
em diferentes fungdes, o que resultaria em um problema de otimizacdo multiobjetivo. Os
estudos publicados até 0 momento empregam diferentes parametros em uma Unica funcéo de
similaridade e atribuem pesos diferentes a eles, mas este procedimento resulta em uma Unica
funcdo objetivo, sendo, portanto, uma abordagem de otimizagdo mono-objetivo. Entretanto,
dependendo dos pesos atribuidos a cada parametro componente da funcdo de similaridade,
principalmente quando estes representam objetivos mutuamente conflitantes, alguns
parametros serdo ofuscados pelos demais. Por outro lado, ao subdividir diferentes parametros

em funcGes de similaridade distintas representando diferentes objetivos, é possivel encontrar
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solugdes que satisfagcam simultaneamente objetivos conflitantes, solu¢bes que provavelmente
néo seriam encontradas por meio de uma abordagem mono-objetivo.

Considerando o escopo da otimizacdo multiobjetivo, ao inves de gerar uma unica
solucdo Otima, maultiplas solucdes viaveis sdo geradas por técnicas como a abordagem da
soma ponderada, a abordagem da restricdo € e 0s algoritmos evolutivos. Idealmente, essas
técnicas devem gerar solugdes distribuidas ao longo de todo o espaco de solucBes
multiobjetivo, devendo ser capazes também de gerar solucdes que sejam &timos locais em
relacdo a todas as funcbes objetivo simultaneamente. Uma vez geradas as solucOes, deve-se
utilizar o critério de ndo dominancia para determinar uma frente de Pareto, indicando quais
dessas solugOes sdo as melhores considerando os objetivos escolhidos (MIETTINEN; RUIZ;
WIERZBICKI, 2008). Entdo, métodos de decisdo multicritério podem ser usados para
selecionar a mais adequada entre as solu¢des ndo dominadas para o problema de agrupamento
de poligonos de lavra, como os métodos TOPSIS, LINMAP, VIKOR, dentre outros (WANG;
RANGAIAH, 2017). Por exemplo, seria possivel determinar uma solugdo cuja configuracdo
de clusters maximizasse o critério de similaridade em relacdo as litologias dos blocos, ao
mesmo tempo que minimizasse o0s custos na planta de processamento, configuracdo que
dificilmente seria identificada pela abordagem tradicional.

Em relacdo as solugdes propostas para agregar blocos em mining cuts considerando
Seu emprego em uma estrutura voltada ao planejamento de lavra estocastico, poucos estudos
foram publicados. Contudo, ha uma tendéncia de popularizacdo das técnicas probabilisticas,
dada a sua capacidade de gerar solucdes robustas e avessas ao risco. Ainda hoje, o potencial
de incorporar a incerteza geoldgica através do sequenciamento de lavra estocastico é
subutilizado, assim como a incerteza econdmica, sendo poucas as soluc¢des industriais capazes
de desenvolver estas metodologias. O uso da simulacdo por eventos discretos (DES) para
gerar cenarios considerando a incerteza operacional, incluindo o desempenho de frotas de
caminhGes e usinas de beneficiamento, ¢ mais difundido do que as outras abordagens
probabilisticas mencionadas. No entanto, existe pouca integracdo entre as etapas de
otimizacdo e simulacdo aplicadas ao planejamento de lavra operacional, sendo esta outra
lacuna. Portanto, ainda ha um enorme potencial a ser explorado no que diz respeito a
agregacao de blocos considerando a incerteza. Se muitas simplificacdes ja sdo necessarias
para viabilizar a solugdes de grandes problemas de sequenciamento de lavra deterministico, a
abordagem estocéstica exigiria ainda mais esforco computacional, tal que agregar blocos em

mining cuts pode reduzir significativamente o tamanho destes problemas de planejamento.
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APENDICE | - CODIGO EM PYTHON DO MODELO DO AGRUPAMENTO DE
POLIGONOS DE LAVRA SOLUCIONADO POR PROGRAMAGCAO POR
RESTRICOES NO OR-TOOLS

#Dataset#

df = pd.DataFrame (Dataset)

#Pardmetros do modelo matemdtico determinados pelo usuario#

min size cluster, max size cluster, min n clusters, max n clusters,
Max Diameter

#Concluntos e matrizes calculados para cada bloco do dataset#

adj 4, adj 8, Dist, S

tic = time.time ()

model = cp model.CpModel ()

clusters = []

for 1 in range(max n clusters):
clusters.append (i)

#Criacdo de uma Funcdo Objetivo vazia, que ird maximizar a similaridade
dos blocos dentro de cada cluster#
objective terms = []

#Criacdo de uma matriz para atribuir cada bloco a um cluster#
M =[]
for 1 in range (len(df)):
t = []
for j in clusters:
t.append (model .NewIntVar (0, 1, £'™M[{i},{3}]1"))
M. append (t)

#Criacdo das varidveis y[]j], representando os o numero de blocos em cad
a cluster#

y = np.zeros (len(clusters)) .tolist ()

#fAtribuo os resultados da variavel y[Jj] a soma de cada linha da matriz
M(i,3)#

for j in clusters:

y[J] = model.NewIntVar (0, max size cluster, 'y[{}]'.format(Jj))
model.Add(y[j] == sum([M[1i][J] for 1 in range(len(df))]))
#Criacdo das variaveis x[1], representando os clusters atribuidos a cad
a bloco#

X = np.zeros(len(df)) .tolist ()

for 1 in range (len(df)):
x[1] = model.NewIntVar (0, max size cluster-1, 'x[{}]'.format(j))
model .Add(x[1] == sum([M[1][j]*] for J in clusters]))

#Constraints 1 - Cada bloco pode e deve receber somente um cluster#
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for i in range(len(df)):
model.Add (sum([M[i] [J] for j in clusters]) == 1)

#Constraints 2 -
Determino o tamanho minimo dos clusters que sd&o utizilados, e forco os
desnecesséarios a serem O#
for 1 in clusters:
z = model.NewBoolVar (f'z {j}"')
model.Add(y[]J] >= min size cluster) .OnlyEnforceIf(z)
model.Add(y[J] == 0).0OnlyEnforceIf (z.Not())
model.Add(y[]J] <= max size cluster) .OnlyEnforcelIf (z)

#Constraints 3: Determino que um bloco sé pode pertencer a um cluster c
aso ao menos dois blocos numa adjacéncia de 8 blocos também pertencam a
este mesmo cluster#
#Constraints 4: Determino que um bloco sé pode pertencer a um cluster c
aso ao menos um bloco numa adjacéncia de 4 blocos também pertenca a est
e mesmo cluster
#Constraints 5: Insercdo da restricdo que limita o didmetro méximo de c
ada cluster a 3#
for j in clusters:
for i in range(len(df)) :

adj bool = model.NewBoolVar (f'constr {i} {3j}")

model .Add(M[1] [j] == 1) .OnlyEnforceIf (adj bool)

model.Add (M[i] [j] == 0) .OnlyEnforceIf (adj bool.Not ())

model.Add (sum([M[k] [J] for k in range(len(df)) if df.iloc[k]['id']
in adj 4[df.loc[i][0]]]) >= 1).0OnlyEnforceIf (adj bool)

model.Add (sum([M[k] [J] for k in range(len(df)) if df.iloc[k]['id']
in adj 8[df.loc[i][0]]]) >= 2).0OnlyEnforcelIf (adj bool)
#Abordando um loop em k como uma list comprehension, determino o didmet
ro maximo e adiciono recorrentemente a lista objective terms#

[model.Add (Dist[i] [k]*M[k] [J] <= Max Diameter) .OnlyEnforceIf (adj bo
ol) for k in range(len(df)) if i !'= k

for k in range (len(df)):

adj bool2 = model.NewBoolVar (f'constr {k} {J}")

model.Add (M[k] [j] == 1) .OnlyEnforcelIf (adj bool2)
model.Add (M[k] [J] == 0) .OnlyEnforceIf (adj bool2.Not())
if i !'= k:

p = model.NewBoolVar (f'p {i} {k} {3}")

model .AddBoolOr (adj bool.Not (), adj bool2.Not(), p)

model.AddImplication(p, adj bool)

model.AddImplication(p, adj bool2)

objective terms.append(S[i][k]/2 *p)
model.Maximize (sum(objective terms))

solver = cp model.CpSolver ()
solution collector = VarArraySolutionCollector ([x[i] for i in range (len

(df)) 1)

status = solver.Solve (model, solution collector)



solution collector.solution list

print ('Status ="', solver.StatusName (status))
print ('"FO =', solver.ObjectiveValue())

toc = time.time ()

secl = toc - tic

print(secl)
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APENDICE Il - CODIGO EM PYTHON DO MODELO DO AGRUPAMENTO DE
POLIGONOS DE LAVRA SOLUCIONADO POR PROGRAMACAO INTEIRA
MISTA NO OR-TOOLS

#Dataset#

df = pd.DataFrame (Dataset)

#Pardmetros do modelo matemdtico determinados pelo usudrio#

min size cluster, max size cluster, min n clusters, max n clusters,
Max Diameter

#Concluntos e matrizes calculados para cada bloco do dataset#

adj 4, adj 8, Dist, S

tic = time.time ()

model = cp model.CpModel ()

clusters = []

for 1 in range(max n clusters):
clusters.append (i)

solver = pywraplp.Solver.CreateSolver ('SCIP")

#Criacdo de uma Funcdo Objetivo vazia, que ird maximizar a similaridade
dos blocos dentro de cada cluster#
objective terms = []

#Criacdo de uma matriz para atribuir cada bloco a um cluster#
M =[]
for i in range(len(df)):
t = []
for j in clusters:
t.append(solver.IntVar(0, 1, £'M[{1i},{J}]1"))
M. append (t)

#Criacdo das varidveis y[]j], representando os o numero de blocos em cad
a cluster#
y,2z2 = np.zeros(len(clusters)).tolist (), np.zeros(len(clusters)).tolist (

)

#Atribuo os resultados da varidvel y[Jj] a soma de cada linha da matriz
M(i,3)#
for j in clusters:
y[Jj] = solver.IntVar (0, max size cluster, 'y[{}]'.format (j))
z[j] = solver.BoolVar('z[{}]'.format (7))
solver.Add(solver.Sum([M[i] [J] for i in range(len(ll df))]) == y[3j] )

#Criacdo das variaveis x[1], representando os clusters atribuidos a cad
a bloco#
x = np.zeros (len(ll df)).tolist()
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for 1 in range(len (1l df)):
x[1] = solver.IntVar (0, max size cluster-1, 'x[{}]'.format(j))
solver.Add (solver.Sum([M[1i][Jj] * J for j in clusters]) == x[1i])

#Constraints 1 - Cada bloco pode e deve receber somente um cluster#
for i in range(len(df)):
solver.Add (solver.Sum([M[i][j] for J in clusters]) == 1)

#Constraints 2 -
Determino o tamanho minimo dos clusters que s&do utizilados, e forco os

desnecesséarios a serem O#

BigM = 1leb

for j in clusters:
solver.Add(y[j] >= 1 - (BigM * (1 - zI[3]1)))
solver.Add(y[j] <= BigM * z[j])
solver.Add(y[Jj] >= min size cluster * z[Jj])
solver.Add(y[j] <= max size cluster * z[]])

#Constraints 3: Determino que um bloco sé pode pertencer a um cluster c
aso ao menos dois blocos numa adjacéncia de 8 blocos também pertencam a
este mesmo cluster#
#Constraints 4: Determino que um bloco sé pode pertencer a um cluster c
aso ao menos um bloco numa adjacéncia de 4 blocos também pertenca a est
e mesmo cluster
#Constraints 5: Insercdo da restricdo que limita o didmetro maximo de c
ada cluster a 3#
for j in clusters:

for i in range (len(df)):
j] for k in range(len(df)) if df.iloclk

solver.Add (solver.Sum ( 11
1) > 1 * M[i][3])
11

(M

]['id'] in adj 4[df.loc[i] [0

solver.Add (solver.Sum([M 3] for k in range(len(df)) if df.iloclk
]['id'] in adj 8[df.loc[i][0]1]) >= 2 * M[1i][]])

#Abordando um loop em k como uma list comprehension, determino o didmet

[k
1]
[k
1]
ro maximo e adiciono recorrentemente a lista objective terms#
[solver.Add (Dist[i] [k]*M[k] []J] <= Max Diameter + (BigM * (2 -

M[i][3] - M[k][3]))) for k in range(len(ll df)) if i != k]
for k in range (len(df)):
if i != k:
p = solver.IntVar f'p {1} _{k}_{31")

(0, 1

solver.Add(p <= MI[i]I[]
solver.Add (p <= MI[k][]
solver.Add (p >= M[i][j] + M[k][j] - 1)
objective terms.append(S[i][k]/2 * p)

solver.Maximize (solver.Sum(objective terms))

status = solver.Solve ()
if status == pywraplp.Solver.OPTIMAL or status == pywraplp.Solver.FEASIT
BLE:

print ('"FO ="', solver.Objective () .Value())
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#print ('X =', [x[i].solution value() for i in range(len(ll df))])

print ('Problem solved in ', solver.wall time(), ' milliseconds')

print ('Problem solved in ', solver.iterations(), ' iterations')
else:

print ('The problem does not have an optimal solution.')

toc = time.time ()
secl = toc - tic
print ('Time =',secl)



