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Resumo

Neste trabalho, propomos o modelo Kumaraswamy inflacionado autorregressivo e de médias
moéveis (IKARMA), uma classe de modelos dindmicos para séries temporais que assumem
valores em [0,1) ou (0,1]. Para isso, supOe-se que a varidvel dependente assume,
condicionalmente ao conjunto de observacoes passadas, distribuicado Kumaraswamy
inflacionada (KI). A distribuigdo KI é obtida a partir de uma mistura de distribuigoes,
encampando uma distribuicao discreta (Bernoulli) e outra continua (Kumaraswamy). Como é
amplamente conhecido na literatura, a familia de distribuicao Kumaraswamy é muito util
para modelar dados hidroambientais e de areas afins. No modelo proposto, o componente
aleatorio segue distribuicao KI, enquanto a parte deterministica considera duas estruturas
dinamicas, uma para a mediana condicional e outra para o parametro de mistura, sendo esta
ultima simples e parcimoniosa. A estrutura dinamica utilizada para mediana condicional
abriga dinamicas autorregressiva e de médias moveis e permite a inclusao de um conjunto de
regressores. Apés revisar a literatura e apresentar o modelo proposto, discutimos
procedimentos inferenciais sobre os parametros do modelo via méaxima verossimilhanca
condicional. Expressoes explicitas para o vetor escore condicional e a matriz de informacao de
Fisher condicional sao apresentadas. Algumas ferramentas de diagndstico e previsao também
sao propostas. Resultados de simulagoes de Monte Carlo realizadas para avaliar o
desempenho das inferéncias em amostras de tamanho finito sao apresentados. Por fim, duas

aplicagoes empiricas relacionadas a dados hidroambientais reais sao apresentadas e discutidas.

Palavras-chave: Distribuicaio Kumaraswamy inflacionada; Modelagem ARMA; Modelo

dinamico; Previsoes; Taxas e proporgoes.



Abstract

In this work, we propose the inflated Kumaraswamy autoregressive and moving average model
(IKARMA), a class of dynamic models for time series that assume values in [0,1) or (0, 1]. It
is supposed that the dependent variable assumes, conditionally to the set of past observations,
an inflated Kumaraswamy distribution (KI). The KI distribution is obtained from a mixture
of distributions, embracing a discrete distribution (Bernoulli) and a continuous one
(Kumaraswamy). As it is widely known in the literature, the Kumaraswamy distribution
family is very useful for modeling hydro environmental and related data. In the proposed
model, the random component follows the KI distribution, while the deterministic part
considers two dynamic structures, one for the conditional median and another for the mixture
parameter, the latter being simple and parsimonious. The dynamic structure used for
conditional median accommodates autoregressive and moving average dynamics and allows
the inclusion of a set of regressors. After reviewing the literature and presenting the proposed
model, we discuss inferential procedures about the model parameters via conditional
maximum likelihood.  Closed-form expressions for the conditional score vector and the
conditional Fisher information matrix are presented. Some diagnostic and forecasting tools
are also proposed. Results of Monte Carlo simulations performed to evaluate the performance
of inferences in finite sample sizes are presented. Finally, two empirical applications related to

real hydro environmental data are presented and discussed.

Keywords: ARMA modeling; Dynamic model; Forecasts; Inflated Kumaraswamy distribution;

Rates and proportions.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Mudangas no clima global vem gerando discussoes sobre como realizar gestao sustentavel
dos recursos hidricos, envolvendo questoes hidroambientais, com vistas muitas vezes ao processo
de tomada de decisoes. Tais recursos sao essenciais em diversas esferas produtivas, como, por
exemplo, na agricultura, criacao de animais, sistema industrial, producao de alimentos, geracao
de energia e principalmente para o consumo humano (Sagrillo et al.;, [2021)).

Os dados hidroambientais englobam uma ampla gama de possibilidades, envolvendo
variaveis com diferentes caracteristicas. Neste cenario, dados duplamente limitados, como
taxas e proporcoes, sao usualmente observados e a proposicao de modelos especificos para
modeléd-los se torna tutil para uma gestao eficiente dos recursos hidricos. Diversos modelos
para dados no intervalo unitdrio padrao (0,1) tém recebido destaque na literatura, nao
somente para modelar dados relativos a recursos hidricos, mas com vistas a modelagem de
séries temporais nao gaussianas, de forma mais geral. Novos modelos vém sendo propostos na
busca de maior flexibilidade e maior generalidade, possibilitando a modelagem de conjuntos
de dados nas mais diversas areas do conhecimento. Como exemplo, podemos citar os
trabalhos desenvolvidos por [Fokianos and Kedem| (1998); Benjamin et al. (2003); Cribari-Neto
and Zeileis| (2010); [Cribari-Neto and Santos| (2019); [Bayer et al. (2017); Pumi et al. (2019,
2021)), entre outros.

Uma das abordagens que tem recebido destaque nesse contexto se baseia na ideia de
introduzir componentes autorregressivas e de médias méveis (ARMA) em uma estrutura mais
geral, semelhante aquela utilizada em modelos lineares generalizados (GLM) (McCullagh and
Nelder} [1989). Com base nesses modelos, é possivel representar adequadamente séries temporais
de naturezas diversas sob diferentes distribuigoes probabilisticas, sendo estas postuladas para a
variavel de interesse. Estruturas do tipo GLM acomodam a distribuicao da série temporal
(componente aleatério), permitindo ainda a presenca de covaridveis, tendéncias e padroes
heterocedasticos, entre outros; a estrutura ARMA acomoda a presenca de correlacao serial
1O Processo.

Esses modelos sao do tipo observation-driven, segundo nomenclatura introduzida em |Cox
et al.| (1981). Eles abrangem dois componentes, um aleatério e um sistematico. O componente

aleatério é responsavel pelas caracteristicas distribucionais do modelo, incluindo uma medida



de locagao, como a média (condicional) ou a mediana (condicional). O componente sistematico
é definido com uma estrutura de dependéncia que conduz a dinamica da variavel resposta ao
longo do tempo. Esses modelos sao relativamente simples e tém sido amplamente utilizados na
modelagem de séries temporais nao gaussianas. Sao tipicamente baseados na abordagem que
hoje é conhecida como ARMA generalizado (GARMA) (Benjamin et al., 2003)).

A classe de modelos GARMA estende a de GLMs através da adicao de um termo extra ao
preditor linear que incorpora componentes autorregressivos (AR) e de médias méveis (MA).
Apesar dos modelos GARMA possuirem estrutura bastante geral, eles nao conseguem
acomodar algumas importantes distribui¢oes para dados duplamente limitados, pois as
mesmas nao pertencem a familia exponencial canonica. Para situacoes como essas, Rocha and
Cribari-Neto| (2009) propuseram um modelo em que a varidvel resposta segue,
condicionalmente a um conjunto de informacoes prévias, distribuicao beta, parametrizada em
termos da média condicional. Tal modelo é conhecido como modelo beta ARMA (SARMA).
Bayer et al| (2017) introduziram um modelo alternativo considerando a distribuicao
Kumaraswamy, parametrizada em termos da mediana condicional, sendo tal modelo
conhecido como modelo Kumaraswamy ARMA (KARMA). Ambos os modelos sao ditos ser
tipo-GARMA, nao se encaixando especificamente na classe GARMA, pois as distribuigoes
postuladas para a variavel de interesse nao pertencem a familia exponencial canonica, mas as
estruturas dinamicas utilizadas sao semelhantes a classe GARMA.

Particularmente, na modelagem de dados hidroambientais duplamente limitados, a
distribuicao Kumaraswamy mostra-se promissora. Ela foi introduzida por Kumaraswamy
(1980), tendo o autor notado que a distribui¢ao beta muitas vezes nao apresenta desempenho
satisfatorio quando usada na modelagem de dados hidrolégicos. Adicionalmente, a
distribuicao Kumaraswamy possui algumas vantagens analiticas em relacao a distribuicao
beta. Por exemplo, suas fungoes de distribuicao e quantilica podem ser expressas em forma
fechada, sem dependerem de funcoes especiais. Assim, sequéncias de numeros aleatérios da
distribuicao Kumaraswamy podem ser facilmente geradas com base no método da inversao.
Em contraste, a geracao de ocorréncias beta requer o uso de algoritmos de aceitacao-rejeicao,
que costumam ser mais custosos computacionalmente. De forma semelhante a distribuicao
beta, a distribuicao Kumaraswamy é bastante flexivel para representar o comportamento de
taxas e proporgoes, uma vez que sua funcao densidade pode assumir muitas formas diferentes
dependendo dos valores dos parametros. Wang et al.| (2017) afirma que a distribuicao
Kumaraswamy é particularmente util para modelar varidveis que descrevem fenomenos
naturais, bioldgicos e epidemioldgicos duplamente limitados.

Muitos trabalhos envolvendo a distribuicao Kumaraswamy vém sendo desenvolvidos na
literatura.  (Cordeiro and de Castro| (2011), com base na distribuicao Kumaraswamy,
propuseram uma nova familia de distribuicoes generalizadas para estender as distribuigoes
normal, Weibull, gama, Gumbel e gaussiana inversa, entre varias distribuicoes conhecidas.
Lemonte (2011) obteve estimadores aproximadamente nao viesados para os parametros que

indexam a distribuicao Kumaraswamy. Um método de selecao entre as distribuicoes beta e



Kumaraswamy foi proposto por [Silva and Barreto-Souza| (2014). |Sagrillo et al. (2021)
transformaram a distribuicao Kumaraswamy, obtendo duas novas distribui¢coes com o mesmo
nimero de parametros. Mais recentemente, |Alduais et al. (2022)) estimaram os parametros da
distribuicao Kumaraswamy usando inferéncia sob uma perspectiva bayesiana.

Outra situacao comumente observada envolve dados duplamente limitados no intervalo
unitario padrao, ou seja, dados em que ha observacoes iguais a zeros e/ou uns. Tais valores
possuem probabilidade nao nula de ocorréncia e dados que os contéem sao ditos ser
inflacionados. Pode haver inflacionamento simples (dados em [0,1) ou (0,1]) ou
inflacionamento duplo (dados em [0, 1]). Para modelar dados com essas caracteristicas, as
distribuicoes descritas anteriormente nao sao adequadas. Para contornar esse problema,
modelos que acomodam inflacionamento tém sido propostos. Eles combinam distribuigoes
discretas e continuas para acomodar dados nos intervalos [0, 1), (0, 1] e/ou [0, 1]. Por exemplo,
Ospina and Ferrari| (2010) introduzem distribuigoes beta inflacionadas para modelar dados
duplamente limitados que contém zeros e/ou uns. O inflacionamento duplo de dados para o
modelo beta em uma perspectiva Bayesiana foi considerado por (Galvis et al. (2014])); |Liu and
Kong (2015); Mohsenkhani et al.| (2019); [Nogarotto et al.| (2020). Por outro lado, com foco em
modelos de regressao para a média da varidvel inflacionada, Bayes and Valdivieso| (2016])
introduziram um modelo de regressao beta inflacionado baseado em uma reparametrizacao da
distribuicao beta inflacionada que permite a modelagem da média da variavel inflacionada
diretamente por meio de varidveis explicativas. [Liu and Eugenio| (2018) comparam inferéncias
frequentistas e Bayesianas em regressoes beta sujeitas a dados com inflacionamento duplo, mas
nao apresentam expressoes em forma fechada para quantidades importantes do modelo, como
a matriz de informagao de Fisher. Bayer et al.| (2023)) propuseram o modelo beta inflacionado
ARMA (IFARMA) para modelagem e previsao de dados de séries temporais que assumem
valores nos intervalos (0, 1], [0,1) ou [0, 1], ampliando a aplicabilidade dos modelos SARMA.

Especificamente na area hidroambiental, generalizagoes da distribuicao Kumaraswamy tém
sido propostas para acomodar dados inflacionados. Por exemplo, nos trabalhos de
Cribari-Neto and Santos| (2019) e Bayer et al| (2021) sdo apresentados a distribuicao
Kumaraswamy inflacionada e o modelo de regressao Kumaraswamy inflacionado,
respectivamente, supondo observacoes independentes. Esses modelos podem ser tuteis, por
exemplo, para modelar dados de umidade relativa do ar (UR). Por vezes, o registro da UR
pode chegar a 100%, portanto, nesse conjunto de dados haverd inflacionamento simples em
um. Outro exemplo importante que podemos citar é o percentual de volume 1til (VU) de
reservatorios de dgua de uma usina hidrelétrica. Muitas vezes esse reservatorio pode chegar na
capacidade minima, quando h& incidéncia de secas na regiao, ou ultrapassar sua capacidade
de armazenamento, periodo com grande volume de precipitagao. Essas situagoes extremas
podem resultar em dados com inflacionamento em zero e/ou um. Contudo, os modelos
baseados na distribuicao Kumaraswamy atualmente disponiveis nao sao adequados para a
modelagem de dados inflacionados que sao observados temporalmente, com correlagao serial.

Neste sentido, o objetivo do presente trabalho é propor uma classe de modelos dinamicos



para variaveis aleatdrias hidroambientais duplamente limitadas sujeitas a inflacionamento
simples. Isso se dard assumindo distribuicao Kumaraswamy inflacionada para o componente
aleatorio e considerando um modelo de mistura de distribuicoes discreta e continua. No
modelo proposto, serao modelados, ao longo do tempo, a mediana condicional da parte
continua e a probabilidade de inflagio (parametro de mistura). Ou seja, o modelo proposto
pode ser utilizado com varidveis aleatérias com evolugao temporal que assumem valores em
[0,1) ou em (0,1]. E denominado modelo Kumaraswamy inflacionado autorregressivo de
médias moéveis (IKARMA) estendendo os modelos KARMA (Bayer et all 2017), pois uma
distribuicao discreta é incorporada para acomodar inflacionamento simples. Nosso modelo
também estende os modelos inflacionados Kumaraswamy (Cribari-Neto and Santos, 2019;
Bayer et al., 2021), pois inclui uma estrutura dinamica ARMA adotada para acomodar
dependéncia temporal. Ao longo do trabalho, aspectos de inferéncia, diagndstico, selecao de
modelos e predicao serao discutidos. O modelo proposto sera aplicado a dados

hidroambientais.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

A presente dissertacdo tem por objetivo principal contribuir na &drea de modelagem
estatistica de séries temporais hidroambientais duplamente limitadas e sujeitas a

inflacionamento.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Estender os trabalhos de |Bayer et al.| (2017), |Cribari-Neto and Santos (2019)) e Bayer
et al. (2021) através da introdugdo do modelo IKARMA, com inflagao simples em zero

ou em um;

e Desenvolver aspectos de estimacao pontual via maxima verossimilhanca condicional e

inferéncias sobre os parametros do modelo proposto;

e Derivar formas matriciais fechadas para o vetor escore condicional e para a matriz de

informacao de Fisher condicional;

e Implementar os aspectos metodologicos desenvolvidos no ambiente computacional R

(R Core Teaml 2021)) com o intuito de viabilizar aplicagoes;

e Realizar simulacoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho das inferéncias em

amostras de tamanho finito;

e Aplicar o modelo proposto em diferentes bases de dados hidroambientais, comparando os
resultados obtidos aqueles oriundos de modelos disponiveis na literatura, evidenciando a

aplicabilidade do modelo proposto.



1.2 Suporte Computacional

Todas as implementacoes e avaliagoes numéricas, assim como a elaboracao de graficos
usados ao longo da dissertacao, foram feitas no ambiente computacional R na versao 4.1.3
(R Core Team, [2021)). Tal ambiente computacional encontra-se disponivel gratuitamente no
site https://www.r-project.org/.

O cédigo computacional utilizado para a obtencao de estimativas dos parametros que
indexam o modelo IKARMA(p, ¢) no ambiente computacional R encontra-se disponibilizado

pelos autores em https://github.com/fabiobayer/IKARMA.

1.3 Organizacao do Texto

A presente dissertacao estd organizada da seguinte forma. No Capitulo[2] é apresentada uma
revisao bibliografica para o problema de interesse, trazendo-se a tona conceitos relevantes sobre
os modelos GARMA, SARMA, IFARMA e KARMA. Também remetemos o leitor a trabalhos
relevantes que se encontram disponiveis na literatura, onde aplicagoes e generalizacoes destes
modelos sao evidenciadas.

No Capitulo B, o modelo IKARMA é proposto com métodos inferenciais baseados em
maxima verossimilhanca condicional. Apresentamos expressoes para o vetor escore condicional e
para a matriz de informagao de Fisher condicional. Comentamos também sobre a construgao dos
intervalos de confianca e acerca de testes de hipdteses. Ainda nesse capitulo, sao apresentadas
medidas para andlise de diagndstico e selecao do modelo.

No Capitulo [4], sdo apresentados os resultados de um estudo de simulagao de Monte Carlo
realizado para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca condicional
em amostras de tamanho finito.

O Capitulo 5| contém duas aplicagoes do modelo proposto através da analise da série
temporal de umidade relativa do ar, observada em Caxias do Sul, RS e outra aplicacao
sobre o percentual de volume 1util da Usina Hidrelétrica Sao Simao, localizada no estado de
Minas Gerais, Brasil .

Por fim, o Capitulo [] retine algumas consideragoes finais e propostas para pesquisas futuras

a serem realizadas como continuagao desta dissertacao.
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Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, serao apresentados alguns estudos que embasam o presente trabalho, visando
facilitar a compreensao do leitor. Serao revistas algumas informagoes fundamentais sobre os
modelos GARMA, SARMA, IBARMA e KARMA, os quais sao nomeados aqui como modelos
GARMA ou tipo-GARMA. Os modelos GARMA se referem a proposta de [Benjamin et al.
(2003), onde é introduzida uma ampla classe de modelos dinamicos para varidveis aleatérias
com distribuicao condicional pertencente a familia exponencial canonica. Os demais modelos
sao denotados de forma conjunta como modelos do tipo-GARMA, pois possuem estrutura
dinamica semelhante a dos modelos GARMA, mas a varidvel aleatoria nao pertence a familia
exponencial canonica.

Seja {Y;}tez um processo estocdstico, {X;}iez um vetor r-dimensional de covaridveis
evoluindo no tempo e %#;_; = o{Y;_1,Y, o,..., X, X;_1,...} uma sigma-élgebra definida por

todas as informacoes observadas até o instante t. Dessa forma, assume-se que
}/t|ﬁt—1 Nf(y;'|<gzt—l)7 :ut:g<Xt7Xt—17“'JXt—l7Yt—17"'7)/;f—m>7 (21)

em que [,m > 0 informam um conjunto de observagoes defasadas, f(y;-|-%#;—1) é a densidade
condicional de Y; dado #; 1, iy é a medida de locagao condicional de interesse da varidvel Y;
e g(-) é uma fungao de ligagdo monétona e duas vezes diferencidvel. Nos modelos descritos
a seguir, inclusive no modelo proposto no Capitulo assumem-se densidades condicionais
f(y; | F4-1), assim como a estrutura dinamica para p; pode variar a depender das caracteristicas

dos dados em questao.

2.1 Modelo GARMA

A classe de modelos GARMA, introduzida por Benjamin et al. (2003), é uma extensao
dos GLM, no sentido de que introduz uma estrutura dinamica para modelar dados observados
ao longo do tempo. Também é uma extensao dos classicos modelos da classe ARMA (Box
et al., 2015) com distribuigdo condicional Gaussiana, acomodando distribui¢oes condicionais

nao Gaussianas, particularmente, da familia exponencial canénica. O modelo GARMA pode



ser utilizado para representar a evolucao temporal de iniimeras séries temporais, como as que
apresentam apenas valores nos reais positivos, séries binarias ou ainda séries que provém de
contagem, sendo possivel também adicionar na modelagem covariaveis dependentes do tempo.

Os modelos GARMA sao extensoes naturais dos modelos nao Gaussianos desenvolvidos por
Zeger| (1988) e aprimorados por |Li| (1994)). Zeger| (1988) introduziu os modelos autorregressivos
exponenciais, sendo casos particulares do uso das distribuicoes condicionais Poisson e gama.
Mais tarde, Li (1994) retratou uma forma de média mével ao modelo de [Zeger| (1988)). Esta
nova classe de modelos abrangeu o uso de estudos propostos anteriormente as distribuigoes
da familia exponencial, trazendo assim novas perspectivas na analise de séries temporais. Seu
surgimento possibilitou uma parametrizacao mais parcimoniosa em relagao aquela usada em
modelos puramente autorregressivos ou de médias moveis, ao considerar uma combinagao desses
componentes e, ainda, podendo acomodar comportamentos deterministicos devido a influéncia
de variaveis exogenas.

No modelo GARMA (Benjamin et all 2003)), assume-se que a distribuicao condicional é
dependente no tempo ¢, onde a varidvel resposta, condicional as informacoes passadas .%;_1,

segue distribuicao pertencente a familia exponencial canonica, com funcao densidade dada por

fye v, o Fi1) = exp {W%M + d(y, 90)} , (2.2)
em que 4 e  sdo os parametros canonico e de dispersdo, respectivamente, e as fungoes b(-)
e d(-) definem uma familia exponencial especifica. Por exemplo, se Y;|.%; ; tem distribuicao
Poisson, entao ¢ = 1, v, = log(u), b(vy) = exp(vy), d(yi, v) = —log(y,!). Ja para a distribui¢ao
gama, temos ¢ = 1/a, vy = =1/, b(vy) = —log(ps), d(ys, p) = alog(a) + (a — 1)log(y:) —
ay:/ iy — log(T'(@)).

McCullagh and Nelder (1989) apresentam os termos u; = 0'(1n) = E(Y:) e V(i) que
representam a média e a fungao de variancia de Y;. No GLM padrao, a média j, apresenta
relacao com o preditor 7;, que envole varidveis regressoras e parametros desconhecidos. Essa
relacao ocorre através da funcao de ligagao, a qual ¢ mondétoma e duas vezes diferenciavel, tal
que g(pe) = 1.

Nos modelos GARMA, o preditor linear possui um componente adicional, 74, que permite
que dinamicas AR e MA sejam incorporadas, além de acrescentar no preditor linear valores
passados das varidveis explicativas (Benjamin et al., [2003)). Assim, o GARMA possui a seguinte

estrutura dinamica, onde y; é a média condicional de Y;:

g() = =) B+, t=1,...,m, (2.3)
em que
P a
Ty = Z GiA(Ye—i, Te—i, B) + Z 0; M (Y1, b—j), (2.4)

i=1 j=1
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com x; € R¥, A e M sendo funcoes referentes aos termos AR e MA, respectivamente, 3 =
(B, Be)", k < n, peq € Nsendo as ordens AR e MA, cujos vetores paramétricos sao
¢=(¢1,...,0,) €O =(0y,...,0,)7, respectivamente.

Benjamin et al.| (2003)) destacam que o modelo descrito na Equacao ¢é bastante geral e

flexivel, mas que, na pratica, deve-se considerar um modelo mais parcimonioso, como
P q
9(pe) = me = thIB + Z b [g<yt—i) - mtT—i/B] + Z 0; [9(y1—3) — m—] - (2.5)
i=1 j=1

Portanto, o modelo GARMA(p, ¢) é definido pelas Equagoes e , onde o preditor
linear esta relacionado a média condicional y; através de alguma funcao de ligacao. A depender
da distribuicao assumida para a variavel dependente e do respectivo espago paramétrico da
média, diferentes fungoes de ligagao podem ser consideradas. A funcao de ligacdo mais usual
para as distribui¢oes Poisson e gama é a log (n = log(u)), j& para a distribuicdo binomial
terfamos as ligagoes logit (n = log(p/(1 — p))), probit (n = ¢~'(u)), e a complemento log-log
(n = log(—log(1—p))). Para a distribui¢ao normal a ligacao mais usual é a identidade (n = p)
e para a normal inversa seria a inversa-quadratica (n = u~2), a qual é a ligagao canonica.

Em vista disso, a estrutura apresentada em , e é bastante versatil, pois
permite a incorporacao de certas particularidades de uma distribuicao de interesse no
componente aleatério do modelo, mantendo a estrutura de dependéncia na resposta média
condicional. Adicionalmente, o componente dinamico pode conter qualquer estrutura de
dependéncia desejada na varidvel resposta. Com isso, tem-se uma ferramenta inferencial
muito simples e poderosa, com os modelos GARMA apresentando vantagens sobre os modelos
cldssicos de séries temporais, tais como os modelos da classe ARIMA (Box et al., 2015).

Apesar dos modelos GARMA serem bastante flexiveis e apresentarem muitas vantagens,
como descrito anteriormente, quando nos deparamos com variaveis aleatérias duplamente
limitadas, estes modelos nao sao os mais adequados. Nesses casos, as distribuicoes beta e
Kumaraswamy sao as mais utilizadas na literatura, porém, elas nao pertencem a familia
exponencial canonica de distribui¢oes, dada na Equagao (2.2). Dessa forma, focando na
modelagem de séries temporais de dados duplamente limitados, os modelos SARMA e
KARMA foram propostos. |Rocha and Cribari-Neto| (2009) propuseram um modelo em que a
variavel de interesse segue distribuicao beta, parametrizada em termos da média condicional,
e [Bayer et al.| (2017) apresentaram um modelo considerando a distribuigao Kumaraswamy,
parametrizada em termos da mediana condicional. Nesses estudos, foi considerada uma
estrutura do tipo ARMA para o componente sistematico, de forma semelhante a apresentada
na Equacao . A seguir sao descritos esses e outros modelos no estado da arte, uteis para

modelagem de séries temporais duplamente limitadas.

2.2 Modelo FARMA

Rocha and Cribari-Neto| (2009) propuseram o modelo SARMA como um modelo dinamico
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de séries temporais duplamente limitadas, onde a varidvel resposta esta restrita ao intervalo
(0,1). O modelo proposto assume que a varidvel de interesse Y; segue distribuigao beta
condicionalmente as observagoes passadas, Y;|-%;_1 ~ Beta(puy, ¢), com fungao densidade dada

por

. Z N\ I'(¢) (e6=1) (1 _ ;. \(1=pe)é—
(e pe, 9| F 1) = T ()T (1 — Nt>¢)yt (1—y)" Loo<y <1, (2.6)

em que a média e a variancia condicionais sao, respectivamente,

E(Y,|Fi1) = pu

V(1)
1+¢’

V() = pe(1 + ) sendo a fungdo de variancia. Quanto maior for o valor do pardmetro de

Var(Yy| 1) =

precisdo (¢), menor serd a variancia de Y; fixando-se p; (Ferrari and Cribari-Neto, 2004).

A distribuicao beta talvez seja a distribuicdo mais importante e mais comumente utilizada
na literatura para dados com suporte no intervalo unitario (0,1). Mais detalhes sobre essa
distribuigdo podem ser encontradas em |Gupta and Nadarajah| (2004). A distribui¢ao beta é
bastante flexivel, pois sua funcao de densidade pode assumir formatos variados, conforme os
valores dos parametros. Tal densidade pode assumir formas simétricas, assimétricas a esquerda
ou a direita (Ferrari and Cribari-Neto|, 2004)).

Seja Y;, t = 1,...,n, em que cada Y; possui densidade condicional definida em . O

modelo SARMA tem a seguinte estrutura dinamica:

g(ut)—a+wt6+2% 9(ye—i) — . B +Zert L (2.7)

=1

em que « é o intercepto, ; € R*, B = (B1,...,8:)", k < n, pe q € Nsao as ordens AR e
MA, cujos vetores paramétricos sdo ¢ = (¢1,...,9,) e 8 = (01,...,0,)", respectivamente.
Adicionalmente, 1, é o termo de erro, que pode ser definido na escala original (y; — p;) ou na
escala do preditor (g(y;) —n;). E possivel mostrar que E(ys—pe|Zi-1) = 0 e E(g(y) —mi| Fi-1) =~
0.

Apesar de o modelo proposto assumir que a varidvel resposta possui distribuicdo beta,
restrita ao intervalo unitério (0, 1), é possivel usar o modelo SARMA com varidveis duplamente
limitadas que assumem, mais geralmente, valores em (a, b), em que a e b sdo escalares conhecidos
e a < b. Nesses casos, modela-se (Y; — a)/(b — a), que assume valores em (0,1) (Rocha and
Cribari-Neto|, 2009)).

Diversos trabalhos foram desenvolvidos embasados no modelo SARMA. Por exemplo,
podemos citar o trabalho desenvolvido por Bayer et al.| (2018), onde os autores introduzem o
modelo beta sazonal autorregressivo e de médias méveis (SSARMA), para modelagem e

previsao de dados de séries temporais que assumem valores no intervalo unitario,
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incorporando uma dinamica sazonal a estrutura dinamica do modelo. Em |[Palm and Bayer
(2018), sdo apresentadas corregoes nos estimadores pontuais para melhorias em intervalos de
confianga quando o tamanho da amostra é pequeno. |[Pumi et al.| (2019)) propuseram o modelo
beta autorregressivo de médias méveis com integragao fraciondria (BARFIMA), estendendo o
modelo SARMA ao considerar uma estrutura capaz de acomodar longa dependéncia serial.
Testes de adequabilidade de ajuste no modelo SARMA sao investigados em [Scher et al.
(2020). Por sua vez, Pumi et al. (2021)) substituem a estrutura de médias méveis por um
processo cadtico de forma que se alterando a transformacao utilizada é possivel mudar
substancialmente as propriedades dos caminhos e da estrutura de dependéncia do processo
resultante. Em [Palm et al.| (2021a)), os autores propoem cinco intervalos de predi¢ao para o
modelo SARMA. Mecanismos de selecao de modelos SARMA s@o extensivamente
investigados em |Cribari-Neto et al. (2023)).

2.3 Modelo IFARMA

Em diversas situagoes praticas, dados restritos ao intervalo unitario padrao, como taxas e
proporgoes, apresentam inflacionamento em zeros e/ou uns. Modelos como o descrito
anteriormente (3BARMA) nao sao apropriados nesses casos, pois valores iguais a zero ou um
nao estao no suporte da distribuicao. No caso da distribuicao beta, passa-se a ter funcoes de
log-verossimilhancas ilimitadas. A fim de acomodar inflacionamento de dados, Bayer et al.
(2023) propuseram o modelo beta inflacionado autorregressivo e de médias méveis (IBARMA),
util para modelagem e previsao de dados de séries temporais que assumem valores nos
intervalos (0, 1], [0,1) ou [0, 1]. Tal modelo amplia a aplicabilidade dos modelos SARMA.

O modelo proposto em Bayer et al.| (2023) assume que a varidvel aleatéria Y;|.%; 1 segue
distribuicao beta inflacionada, segundo a parametrizacao introduzida em Bayes and Valdivieso

(2016), com fungao densidade de probabilidade dada por

f(ye; o, o, g, 9| F1) = [ao(1 — Mt)]I{O}(yt)[alﬂt]l{l}(yt)[cth(yt; Vg, ¢‘9t—1)]1{0’1}(yt); (2.8)
em que I4(+) é a fungao indicadora do conjunto A, u; = E(Y;|-%_1) € (0,1), ag, 1 € [0, 1],

11—«
Ctzl—ao(l—ﬂt)—%m € Vt:%a
t

h(ys; ve, ¢|-F1—1) sendo a fungao de densidade beta parametrizada como na Equagao (2.6). Se

Yi|-Fi—1 ~ Bl (g, a1, i, @), em que BI é a distribuigao beta inflacionada, entao

R
E(Yi|Fia) = e Var(Vy|F 1) = %Mt + (% - 1) 13-

O componente sisteméatico do modelo especifica a média condicional de Y; através de uma
estrutura do tipo GLM com a adi¢ao de um termo extra responsavel por capturar uma possivel

dependéncia serial na média condicional que, condicional em .%;_;, é assumido ter estrutura
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ARMA(p, q):

p q
m=g(m)=a+x B+ ity O, (2.9)

i=1 j=1
em que 7, é preditor linear, « é o intercepto, x; € R¥, B = (81,...,5,)" é o vetor r-dimensional
de parametros relacionados as covaridveis, ¢ = (p1,...,¢,) ¢ @ = (01,...,60,)" sao os vetores

de coeficientes AR e MA, respectivamente, e r, = 3, — 1y é 0 termo de erro.

Destaca-se que, nesse modelo, u; é a média condicional da variavel aleatéria inflacionada
e nao somente a média da parte continua. Essa abordagem /parametrizagdo segue a proposta
feita em Bayes and Valdivieso| (2016) e difere da abordagem introduzida em |Ospina and Ferrari
(2012). Quando ag > 0 e oy = 0, Y;|-#,_1 segue distribuicdo beta inflacionada em zero.
Se ap = 0 e a; > 0, a varidvel aleatdria Y;|.#,_; segue distribuigdo beta inflacionada em
um. Nessa parametrizagdo, as probabilidades de Y;|.%,_; assumir valores iguais a zero ou um
variam com f;. O primeiro caso ocorre com probabilidade Pr(Y; = 0[.%,_1) = ao(l — 1) e
o segundo caso, com probabilidade Pr(Y; = 1|#;_1) = aju;. Logo, quanto mais préximo das
bordas do intervalo unitario padrao estiver a média condicional, maior seré a probabilidade de
inflacionamento (Bayer et al., [2023).

A Equagao ¢ semelhante ao componente sistematico definido em [Rocha and
Cribari-Neto| (2009), mas com os termos AR e MA na escala da variavel resposta. Com essa
especificagao, problemas ao computar g(y;) sao evitados, quando y; é igual a 0 ou 1, o que
ocorre com probabilidade positiva em processos IBARMA(p, q) (Bayer et al., 2023). Essa
abordagem, onde termos autorregressivos sao empregados no nivel da variavel resposta, é
muito usada em outras classes de modelos, como em modelos para séries temporais seguindo a
forma canonica da familia exponencial de distribui¢oes (Fokianos and Kedem) 2004 [Kedem
and Fokianos, 2005) e, mais recentemente, em modelos para séries temporais discretas
duplamente limitadas usando distribuigdo beta binomial (Palm et al., [2021b). Uma das
decorréncias deste fato é que valores elevados dos coeficientes AR nao estao necessariamente
associados a comportamento nao estacionario ou explosivo, como nos modelos ARMA usuais
(Bayer et al., 2023)).

2.4 Modelo KARMA

A flexibilidade da distribuicdo beta a torna muito versatil, podendo ser usada em uma
ampla gama de aplicagdes (Jones, [2009; Lemonte et al., 2013)). Entretanto, ela muitas vezes
nao apresenta ajuste satisfatorio quando ajusta a dados hidroambientais (Kumaraswamy), 1980;
Lemonte et al., 2013).

Para modelagens hidroambientais e em &areas afins, a distribuicao Kumaraswamy é
geralmente preferida a distribuicao beta (Nadarajah, 2008; [Lemonte et al., 2013). Diversos
trabalhos que aplicam a distribuicao Kumaraswamy a dados dessa natureza podem ser

encontrados na literatura (Nadarajah, 2008). Nessa perspectiva, os modelos SARMA e
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IBARMA podem nao ser os mais adequados para andlises empiricas que envolvem dados
hidroambientais. ~ Visando a preencher essa lacuna na literatura, Bayer et al. (2017)
propuseram uma alternativa ao modelo SARMA para séries hidroambientais.

O modelo KARMA (Bayer et al., 2017) é um modelo dinamico de séries temporais para
variaveis aleatérias duplamente limitadas com suporte em (0,1). Assume-se que a varidvel
de interesse Y;, condicional a informacoes pretéritas, possui distribuicao Kumaraswamy, i.e.,
Yi|- i1 ~ K(ut, @), em que p; é a mediana condicional. As fungoes densidade de probabilidade

e de distribuigdo cumulativa sdo dadas, respectivamente, por (Mitnik and Baek, |2013)

plog(0.5) 108(05) 3
T (e ps 0| Fo1) = wyf ! (1 —yp)le=tt w (2.10)
t
10g(0.5§)ﬂ
Fys; e, o1 Fp1) = 1= (1 —yf) st (2.11)

para 0 <y < 1,com 0 < puy < 1ep >0. A fungao quantilica de Y; pode ser facilmente obtida
invertendo F'(yq; iy, ¢|-Fi—1), uma vez que esta é parametrizada através da mediana. A funcao

quantilica é dada por

1
1 log(1—uf) ] ¥
F7 (us e, | For) = |1 — (1 —u) Tos@3) | (2.12)
em que f; = | 1 — 0.5 10e03) é a mediana condicional. A média e a variancia condicionais

sao dadas, respectivamente, por

log(0.5) 1 log(0.5)
E(Y;|Z_,) = —e\2) gy 2 _0800)
ViZ) = 10— ) (+wmw=w>’

| log(0.5) 2 log(0.5) log(0.5) 1 log(0.5) \1°
“””ﬁF”—{mmMmB@+ww%aﬁﬂ‘[mmumB@+¢w%an}}’

em que B(-,-) é a funcao beta (Gupta and Nadarajah) 2004). Pode-se observar que a avalia¢ao
da mediana condicional é mais simples que as da esperanca e variancia condicionais de Y;.
Entao, os autores propuseram a seguinte especificacao dinamica para a mediana condicional da

varidvel de interesse:

p q
m=gm)=a+z B+ dilglyis) —x B+ 0y, (2.13)
i=1 j=1
em que 1y é o preditor linear, x; é o vetor r-dimensional de covaridveis conhecidas no tempo
t, 8= (B,...,53)" éo vetor r-dimensional de parametros relacionados as covaridveis e ¢ =
(1,...,0,)" €0 =(01,...,0,)7 sao os vetores de coeficientes AR e MA, respectivamente.

Pode-se observar que a parte dinamica do modelo KARMA, dada na Equacao (2.13)), é a
mesma utilizada por Rocha and Cribari-Neto (2009). No entanto, a componente aleatéria do

modelo, na Equacao (2.10)), é diferente e estd parametrizada em fungao da mediana condicional.
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Conforme observam Lemonte and Bazan! (2016), métodos de regressao baseados na mediana sao
tipicamente robustos contra observacoes atipicas. Em comparagao com os modelos baseados
na média, aqueles especificados pela mediana tendem a apresentar melhor desempenho quando
a distribuicao da populacao é assimétrica. Como vantagem adicional, no modelo KARMA as
funcoes de distribuicao e quantilica da distribuicao da variavel de interesse podem ser expressas
em forma fechada, sendo parametrizadas em termos da mediana.

Especificamente na area hidroambiental, o modelo KARMA ¢é adequado para dados que
assumem valores no intervalo padrao unitario (0,1). Em situacbes extremas, esses dados
podem apresentar inflacionamentos, contendo observacoes iguais a zero e/ou um. Logo, o
modelo KARMA nao é aquedado para a modelagem desses dados inflacionados observados
temporalmente. Neste sentido, proporemos a seguir uma classe de modelos dinamicos para

variaveis hidroambientais duplamente limitadas sujeitas a inflacionamento simples.
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Capitulo 3

O MODELO PROPOSTO

Questoes hidroambientais tém gerado muitas discussoes em relacao a mudancas no clima
global e sobre como promover uma gestao sustentavel dos recursos hidricos. Na modelagem de
dados hidroambientais duplamente limitados, a distribuicao Kumaraswamy tipicamente
apresenta desempenho satisfatério comparativamente a distribuigdo beta (Kumaraswamy),
1980). Neste sentido, os modelos SARMA e IBARMA podem nao ser os mais adequados para
analises de dados envolvendo questoes hidroambientais. O modelo KARMA foi introduzido
por Bayer et al| (2017) para modelagem de dados hidroambientais, onde os autores
propuseram um modelo dinamico de séries temporais para variaveis duplamente limitadas
com suporte em (0,1) assumindo que a varidvel resposta possui distribui¢do condicional
Kumaraswamy.

Em diversas situacoes praticas, dados hidroambientais podem apresentar observacoes iguais
a zero e/ou um. Nesses casos, 0o modelo KARMA n&o pode ser usado, por ser definido apenas no
intervalo aberto entre 0 e 1. Para contornar esse problema, propomos um modelo dinamico, onde
uma combinag¢ao de uma distribuicao discreta e outra continua sera considerada para acomodar
ocorréncias de dados nos intervalos [0, 1) ou (0, 1]. O modelo proposto sera denominado modelo
Kumaraswamy inflacionado autorregressivo de médias méveis (IKARMA).

Supunha que {Y;}iez é um processo estocdstico, onde Y; € [0,1) ou (0,1] com
probabilidade 1, Vt € Z, { X, }1ez é um vetor r-dimensional de covaridveis evoluindo no tempo
e Fq1 = oY 1,Yio0,..., X, X4 1,...} é uma sigma-dlgebra gerada por todas as
informacgoes observadas até o instante t. Suponha que, condicional ao conjunto de informacoes
passadas .%;_1, Y; segue distribui¢ao Kumaraswamy inflacionada em zero ou um (Cribari-Neto

and Santos, |2019). A fungao densidade de probabilidade é expressa por

(1 =), se y =0,
ki(?/t; Aty b, pe, 90|a%—1) = Ah, se y =1,
(L= No) f(ye; pes 0| Fioa), se ye € (0,1),

em que 0 < \; < 1 é o parametro de mistura que assumimos variar ao longo das observacoes,
b é a probabilidade de que uma variavel aleatéria com distribuicao Bernoulli seja igual a um

(b=1oub=0),e f(y; s, | Fi_1) é a funcao densidade de probabilidade Kumaraswamy dada
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Figura 3.1: Funcao densidade de probabilidade ki(\;, b, py, 0| Fi—1), com ¢ = 10 e diferentes
valores dos parametros \; e ;.

na Equagao (2.10), indexada pela mediana g, onde 0 < u; < 1, ¢ > 0 sendo o parametro de

precisao. Podemos reescrever a expressao acima como

iy M, b ity 91 Fi-1) = DL = 5000 s DB s [(1 = ) (s ey ol Foy)] 10

(3.1)

0 <y <1, em que I4(y) é a funcdo indicadora, sendo igual a um se y € A e igual a zero

caso contrario. A Figura [3] apresenta graficos de algumas funcoes densidade de probabilidade
Kumaraswamy inflacionada.

Dizemos que Y;|.%;_; segue distribui¢ao Kumaraswamy inflacionada em zero ou em um e

denotamos por Y1 ~ ki(A, b, ).  Observe que Pr(Y; = 1/%._1) = M\b e

Pr(Y; = 0[.%,-1) = \(1 —b). Entao, como casos particulares, temos que quando b = 0,

obtemos a distribuigdo Kumaraswamy inflacionada em zero, Y;|.%;_1 ~ kio(\, pit, ¢); quando
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b = 1 obtemos a distribuigao Kumaraswamy inflacionada em um, Y;|.%,_1 ~ kii(\;, pg, ).
Adicionalmente, quando b = A, = 0, Y;|.%; 1 segue distribuicdo Kumaraswamy conforme a
parametrizacao introduzida por Mitnik| (2013)), apresentada na Equagao (2.10)).

As funcoes de distribuicdo acumulada e quantilica de Y;, condicionalmente em .%#;_1, sao

dadas, respectivamente, por

KI(ys; A, b, e, 0 Fi-1) = Me(1=0)Tg0y (ye )+ (Aeb)Liny () +(1=X) F (935 e, 0l Fe-1), 0 <y <1,

0, se u< \(1-0),
Klil('u’; >\t7 b? M, gplyt71> = F_l (%()\1;1))7 oty @’ﬂ\tA) , C€aso COHtI'éI'iO,
1, se u>1—M\b,

—Ae(1-b < .
ult_—()\t); Lt ¢|9t,1> sao as funcgoes acumulada

e quantilica da distribuicdo Kumaraswamy, respectivamente, dadas pelas Equagoes (2.11)) e
.12).

Considerando b fixo/conhecido quando hé inflacionamento simples (b = 0 ou b = 1) e sendo

em que 0 < u < 1, F(ys; pu, 0|F11) e F~! (

g1:(0,1) > Regy:(0,1) — R duas fungoes de ligagao estritamente mondtonas e duas vezes
diferencidveis, tais que suas funcoes inversas g;* : R — (0,1) e g;* : R — (0,1) também
sao duas vezes diferenciaveis, propomos as seguintes estruturas dinamicas para o parametro de

mistura e para a mediana condicional, \; e p;, respectivamente:

e = g1(Ne) = w1 +wagi(s;_y), (3.2)

o = go(m) =+ B+ dilgalyr) — B8]+ ) 0riy, (3.3)
j=1

i=1

em que 7, € 7o sao os preditores lineares; w; e we sao os parametros da estrutura dinamica de
A; $;_y = min[max(s;_1;0.5/n); (n—0.5)/n], com s;_1 = |y;—(1=b)| € [0, 1]; « é o intercepto da

estrutura dinamica da mediana; x; é o vetor r-dimensional de covaridaveis conhecidas no tempo

t; B = (P, .. ,ﬁT)T ¢ o vetor r-dimensional de parametros relacionados as covariaveis; y; _; =
min[max(y;_1;0.5/n); (n — 0.5)/n]; r: = g2(y;) — g2(pi) é 0 termo de erro; ¢ = (¢p1,...,¢,)" e
0 = (6y,...,0,)" sdo os vetores de coeficientes AR e MA, respectivamente. Todas as fun¢oes

de ligacao tradicionais, como logit, probit, loglog, cloglog e Cauchit, podem ser utilizadas para
g1(+) ou go(+). As quantidades s;_; e y; ; s@o assim consideradas para contornar problemas
no computo de gi(s;) e go(y:), quando s; e y; sdo iguais a zero ou um, o que ocorre com
probabilidade nao nula em processos IKARMA. Esta é uma solugao apontada por Benjamin
et al| (2003) nos modelos GARMA para evitar inexisténcia de g(y;—;) em para certos
valores de y;_;, a depender da distribuicao e da fungao de ligagao assumidas.

O modelo IKARMA diferencia-se de qualquer outro modelo na literatura, pois apresenta
duas estruturas dinamicas, a saber: uma para A\;, com uma estrutura simples e parcimoniosa,

¢ uma estrutura do tipo ARMA para a mediana condicional (). Isso permite que o modelo
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proposto seja bastante flexivel e versatil, podendo ser aplicado em diferentes cenarios.

3.1 Inferéncia

Nesta secao, apresentaremos a funcao de log-verossimilhanga condicional utilizada na
estimagao dos parametros do modelo, desenvolveremos as teorias de estimacao pontual e
intervalar e apresentaremos testes de hipéteses. Serao apresentadas formas fechadas para o
vetor escore e para a matriz de informacao de Fisher condicionais.

Seja yi, . .., yn uma amostra do modelo IKARMA (p, q), definido nas Equagoes , e
, esejay = (wi,ws, b,a,B8",0",0", )" o vetor de parametros do modelo. Os estimadores
de maxima verossimilhanga condicional (EMVC) sao obtidos maximizando-se o logaritmo da
funcao de verossimilhanca condicional. Observamos que a funcao de log-verossimilhanga para
v, condicionalmente em .%;_1, é nula para os primeiros m = max(p, q) valores de t e, portanto,

temos

n

(=l(v;y) = Z log [ki(ye; Aty b, pe, |- F11)] = Z [Cre(Ne) + Log(pae, ) + La(D)], (3.4)

t=m+1 t=m+1

em que
Ce(Ae) = To,1y (ye) log(Ae) + [1 = Tgo.13 ()] log(1 — Xe),

log(0.5) Do log(0.5) oe(l — o
et ) * = 1wt + (2 = 1) ot =)

31(b) = L1y (ye) log(b) + Ljoy (ye) log(1 = b).

Cor(jaer 9) = [1 — Lo,y (52)] [1og<so> T log (

Os estimadores dos parametros do modelo IKARMA(p,q) sdo obtidos através da

maximizacao da fungao dada em (3.4)).

3.1.1 Estimacao Pontual

O vetor escore condicional é o gradiente (ou seja, o vetor de primeiras derivadas) da
funcao de log-verossimilhanca condicional em relagao aos parametros que estao sendo estimados.
Derivando a funcao de log-verossimilhanca condicional, dada na Equacao (3.4), em relagao ao

j-ésimo elemento do vetor de parametros ~, temos os seguintes componentes do vetor escore:

ol(v;y) _ zn: Ol (Ae) dXy Oy

Uily) = 220 ,
(7) 6W1 8)\,5 dnlt 8&)1

t=m+1

o (%(’739) . o C%lt()\t) dN\y Oy
Uwz (7) - &,ug - Z a>\t dnlt aw27

t=m+1

ol(viy) _ 2”: Ola(pe, ) dp Oy

Ual) = O Oy dng O’

t=m+1
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Bf('y; y) g aézt(llm 90) djty Onoy
U = T a5 9
«0) =35 t:zm;l o dn OB,

(%('7; y) g 0oy (lm 80) djty Onoy
U . = = ,
D Dl T T3

85(7; y) . 8€2t(,uta 80) dpy Onae
Uy. = —" = ,
0; (’7) agj t:;FI a/,Lt dngt aej

Uy = 2068) i Olau(pu, )

Op t=m+1 ¥
Podemos escrever

dvi 1

% B 91(\)’

% 1

dnay B 9o ()’
aﬁlt()\t) N H{o,1}(yt) — A

) VIR W D W R
Ol (pit, ) _ e 7 _
T om [1—T0,13 (%) O ) log(1 = )[5t log(1 —yf) +1]| = [1 =Ty (ve)] per,
€1 que
! ™! . log(0.5)
Ct = ? [0;log(1—y ) +1] e &

(1 — ) log(1 — if) " log(1— i)

As derivadas de ¢(;y) em relagdo a w; e wy envolvem as derivadas de 7y, com relagao as
essas quantidades, que sao dadas por

O 1 Ot X
e

Do Doy 91(81_1)-

A derivada de ¢(;y) em relacdo a a, sendo r; = g(y;) — g(ut) o termo de erro, envolve

(977215: Zeart _1_29877%].

A derivada de /(;y) em relacao a 3, para l = 1,...,r, envolve

0 0
T’Qt = Ty — Z ¢1w(t 1) Z ‘9] g%l J

em que &y é o [-ésimo elemento de x;. A derivada de ¢(7;y) em relagdo a ¢;, para i = 1,.
envolve

"7p’

Onay * Onay
a¢l :g( t* wt Zﬁ 26] a(blj
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enquanto tal derivada em relagao a 6;, para j = 1,...,q, envolve

a772t o Z 9] 577215 j_

Para a derivada de £(7; y) em relacdo a ¢, podemos calcular a derivada de (3.4)) diretamente,

de tal forma que

ath(,utv ‘P)
e

y; log(y:)

= [1 =Ty (w)] E + log(y:) + copue log(pe) — (00 — 1)W

Em forma matricial, o vetor escore

U¥) = (U, (7), Uiy (), Ua(7), Us(7) ", Up(7) ", U () ", Up (7)) T

pode ser expresso pelos seguintes componentes:
Uw1 (’Y) = a’TTll’a Uwz (7) = aTTlma Uoc('Y) = VTTQCa

Uﬂ('y) = MTT2C> U(j)(")’) = PTTQC, U9(7> = RTT2C,

n—m - ; lo
e Uy ="k 3 o)+ cmlog) - (6 - )UEL ).
4 1 (1 —vf)
.
com a = (Gmit,--a00)", ¢ o= (L., m = (qi(sh),....o(s51))
OMN2m+1 Oy T

Vo= (T 72) , e = (1 = Loy Wme)l@emers -5 [1 = Tgoy(yn)locn) T,
Ty = diag{1/g1(Am+1), -, 1/g1(A\)}, To = diag{1/g5(km+1), -, 1/95(1n)} € M, P, R séo
matrizes de dimensoes (n —m) xr, (n—m)XxXpe (m—n)x q, respectivamente, com

elementos (i, j) dados por

OMiym _ OM2iym _ OM2itm

M;; = o g = i =
I o5 T o, C T Tow,

O EMVC de #, se existir, é obtido como solugdo do sistema U(vy) = 0, em que 0 é o
vetor nulo em R™P+4+5 Ta] sistema nao tem uma solucao de forma fechada. As estimativas
de méaxima verossimilhanca condicional sao obtidas numericamente usando um algoritmo de
otimizacao nao linear como método de Newton ou quasi-Newton. Neste trabalho sera utilizado
um algoritmo quasi-Newton conhecido como método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS) (Press et al., 2007), com primeiras derivadas analiticas. Tal algoritmo exige que valores
iniciais sejam fornecidos. O valor inicial para w; foi definido como ¢ (p), em que p é a propor¢ao
amostral de valores iguais a zero ou um. Para wy e os parametros MA, 0;, com j = 1,...,¢,
foram atribuidos valores iniciais iguais a zero. O intercepto «, os parametros dos regressores, (3;,
com j =1,...,r, e os parametros autorregressivos, (¢;), com j = 1,...,p, foram inicializados

a partir de uma estimativa de minimos quadrados ordinarios de uma regressao linear, onde
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[gQ(ym+1)7 92(ym+2), e

1 Tmil Tm2
1 T(m4+1)1  L(m+1)2
1 Tnl Tn2

¢ a matriz de regressores.

ag2<yn)]T

é o vetor de respostas e

me

T(m41)r

ITLT'

92(Um

92(Ym+1)

92(Yn—1)

)

92(ym—1>
92(Ym)

92(yn—2>

g2 (ym—p—i-l)
92(Ym-p+2)

g2 (yn—p>

O parametro de precisao, @, é inicializado em 0.2 x ¢, onde ¢ é igual ao valor inicial para o

parametro de precisao no modelo de regressao beta, como em [Ferrari and Cribari-Neto| (2004]).

3.1.2 Matriz de Informacao de Fisher Condicional

Nesta secao, serao derivadas as quantidades necessarias para se obter uma expressao em

forma fechada para a matriz de informacao de Fisher condicional. Esta matriz é usada para se

obter erros-padrao para os estimadores, na construcao de intervalos de confianca aproximados

e na realizacao de testes de hipoteses. Para isto, é necessario calcular os valores esperados de

todas as derivadas de segunda ordem da func¢ao de log-verossimilhanca condicional em relacao

a cada parametro do modelo.

Sejam w = (wi,ws) ',

n

vi €{a,8",¢",0" ey, e{a,B8",0",0"}. E possivel mostrar que

826(’7;31) _ Z i Ol (Ae) dAy Omie\ dAy Oy
(%Jié?wj ft ] (?At 8>\t dnlt awi d771t 8Wj
i 825115()%) dM anlt aﬁlt(At) i dM anlt dM 877175
i1 8)\? d’l]lt (‘)wi 8/\t 6/\t dnlt awi d’l]lt (%)j ’
Como E (‘% A | 77, 1) = 0, segue que
826(’7 ) . a2517:0\1&) d\; ? Oy Oy
E Y = E F i .
( Ow;Ow; Fi tzm;i-l ON? -1 (dnlt) Ow; Ow;j

A segunda derivada de £1;()\;) em relagdo a A\ é

Plu(N) _

CToay(ye)

(1= Louy ()

N2

Como E(Ijo13(ye)|-Fe-1) = A, temos que E (

Adicionalmente,

n

82£2t<,ut7 90)

0707, Ot

t=m+1

zzi

(

Af

g (pt, ) dpry Onay

(1 —M\)?

%01 (\+)
N7

Fr

1) = _>\t(

d,ut 877215

Ot

dnoe 0;
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_ zn: [a2€2t(ﬂta¢) d#t 8772:5 i ath(Mt,SO)i (d,ut 87721:)] d,ut 3772,5
. op;  dny 0, Ope  Opy \dnge O ) | dnay Oy

Do Lema 1 de Bayer et al.| (2017), temos que E (M

o
Oy (pae, ) o (pae, )|
E|—— E Fy_
( 07:0; ) Z < Op;
Agora, sejam

Ty )—0 Assim,

( d g )2 0Nz Oy (3 5)
dnay 0 3%‘ . .

t=m+1

kp—2
Hy

(1 — pf)*log(l — pf)*’

G =

_ 0 pi™! B .
At o a_,ut ((1 _ qu) log(l . quo)) - LPCZk[l + 10g<1 — M )] + (90 - 1)§1k>

de modo que, pela regra da multiplicagao, obtemos

o 2
(1 —To,13 (ye)] [@At (1;{‘%(05)) log(1 —yf) + 1> ml g(1—vy/)

= [1—=Tg0,13(we)][pAs + 00t (As + @Cor) log(1 — y; D)l (3.6)

0%Loy (11, p)
o3

Pelo Lema 1 de Bayer et al| (2017), temos E (log(1 — Y;")|.%;—1) = —1/6;. Assim,

E 8%(/@7 ©)
o

ﬁH) = (A — 1)¢*Cor = wy.

Tomando a esperanca condicional e usando o Lema 2 de Bayer et al.| (2017)), substituindo o
resultado do Lema 1 em (3.6)), de (3.5)) obtemos

0*U(~; - Ongy O
E (v;y) Z | = Z : Wy _ M2t OT)at . (3.7)
97i0; P (92(pe))? Oi O;
Para a segunda derivada de ¢3; em relacao a ¢, temos que
e _ —yf) — wg() ot 1
95 OtpeGez log () log(1 — i) — SepueCn ( T—yF + ¢t log () 1= 4P) log = 1) +t1z 7

9 [y log(y:) _ yi log()? O¢per log(p1) yf log(ye)
a¢( Ty ) S D e T P esl ) \ Ty )

de modo que

0ot (s, )
Op?

yi log(yt) >

1
= [1—To,13(ye)] {@ + 617 Cez log (1) * Jog (1 — yf) — 26,47 log(pae)Cex < 1= y7
t

Y log(yr)? enlo ) 1
— (6 1)7( — ) + copie log () (Ctl,ut S~ Mg;)] . (3.8)

t
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Tomando a esperanga condicional em (3.8)) e substituindo os resultados do Lema 2 de [Bayer
et al.| (2017)), segue que

*(v:y)| R ol e loa(i? 21 1— (6 +1) —k
It ( 9,2 Jtl) = t:%:ﬂ {(At 1) [802 + 11y Cez log (pae)” + 26,117 log (e )G ( G =Ty )
+5t{¢(5t)[¢(5t) +2(k = )] —9"(0¢) + ko}} }
(6t — 2)¢p? ’
em que ¢ : (0,00) — R é a fungao digamma definida como ¢ (z) = % log(I'(2)), ¥'(2) = d%qﬂ(z)

é a fungao trigamma, k = 0.5772156649... é a contante de Euler-Mascheroni e ky = 72/(6 +

k* — 2k). Quanto & derivada em relagdo a 7, e ¢, temos

0% loy 1z, )
dpd;

Olpe Log(pt)] ey yf log(y:) 09
— -1 bl et =\ 27 ] 2t J Ted T
[ {071}(yt)] Ct a,yj =+ Mt Og<lut) 8’}/] 1 — y;p 6’7]

1 Oloi(pe,)

T de modo que

Lembre que ¢; = [1 — Ijo13(y:)]

Ocy _ Ocy Opy Omae 1 OPlay(pu, ) O
v OO 0y wgh(m)  Ouf o’

Olpi log(pu)] _ Ol log(pe)] Opus Oz _ (10g(ut) + 1) 0oy

0vj B Opu Onar O A dv;

00 _ 96 Opy Oy 1 Oy ( log(0.5)0pf )
Vi O Ona Oy gope) Oy \ (1 — pf) log(1 — puf)?

Por isso,

<80Mt5tCt1> Onay
go(pe) ) O

e log () 020a4 (1t )
@ oz

82£2t (:ut ) 90)
Dpdry;

= 1= T} { | 7 (attontu) + 1) +

_ yi log(ye) \ | e
e 1— 47 v, )

e tomando a esperanca condicional, segue que

PU(v;y) - di  On
E| ———= % = A—1 =
< opdy; |7 tz;l( Y o,
em que d; = — o log ()G — P0G (%

Agora, sejam L = diag{—1/[M(1 — X)],...,—=1/[x(1 = M)},
N = diag{[0®Com+1(tm+1,9)]/[09%], ..., [0%lon(ptn, 0)]/[09%]}, W = diag{wms1, ..., wa},
D = diag{d,us1,...,d,}. Ainda, seja @ a matriz de dimensao (n — m) x 2, cujo elemento
(i,j) é dado por @Q;; = ONitm/Ow;. Dessa forma, a matriz de informacao de Fisher
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condicional para v é

Kuw O 0 0 0 0
0 Ko Koap Kog Koo Kagp
K=K =| ° Eeo Kes Bes Keo Key | (3.9)
0 Kgpo Kgp Koo Koo Ko
0 Kpo Kop Koo Koo Koy
| 0 Kga Kgpg Kee Keo Keg |

e que K(w’w) = QTLTEQ, K(ma) = —I/TWT22I/, K(a”@) = KT = —I/TWTQQM, K(a,qb) =

K(Zw) = v ' WTZP, Ko = K(Teﬂ) = v 'WTZR, K((zlp)) = K(T‘p,a) = —v' DT,
Kpgg = ~-M"WTZM, Kpgg) = K(Td)ﬁ) = -M"WTZP, Ko = K(Bﬁ) = -M"WT!R,
Ky = K(To,ﬂ) = —M'"DT)1, Ko = -P"WT}P, Ko = K(j(;#)) = —-P"WT}R,
Ky = K(Tp,rb) = —P"DT1, Kpg = ~-R"WTZR, Kp, = K(Tp’g) = —R"DT>1,
K, = —tr(IN), 1 é um vetor de uns de dimensao (n —m) x 1 e tr(-) é a funcao traco.

3.1.3 Intervalos de Confianca e Testes de Hipoteses

Em grandes amostras e sob condi¢oes usuais de regularidade (Andersen, 1970; Fahrmeir
and Kaufmann| [1985), 4 tem distribui¢ao aproximadamente normal, com vetor de média ~ e
matriz de covariancia K~!(v). Esse fato pode ser usado para se obter intervalos de confianga
aproximados e para se realizar inferéncias via testes de hipéteses com base nas distribuicoes
nulas assintéticas das estatisticas de teste.

Sejam -y; o i-ésimo componente do vetor de parametros v e K(4;)¥ o elemento (i,75) da
inversa da matriz de informacao de Fisher condicional em avaliada em 4 € RPT9T"5 em
que 4; ¢ o EMVC de ~;. Pela normalidade assintética dos EMVC e pelo Teorema 3.1 de Bayer
et al.| (2017) temos que

T2 (0,1).
K()"

Com base nesse resultado, podemos construir intervalos de confianca assintéticos para os
parametros do modelo. Mais especificamente, seja zs o quantil 6 da distribuicao normal padrao
e seja 0 < a < 0. O intervalo de confianga assintético para ~;, i = 1,...,(p+qg+7r+5), de
nivel 100(1 — )% é

[’3’1 — 2o VEA)S A + 21202 K(’?)“} :

Passemos agora para testes de hipdteses. Suponha que o interesse reside em testar a hipotese
nula J% : v; = 77 contra a hipétese alternativa 4 : v; # 72, em que 7 é um dado valor. Uma
estatistica de teste ¢ a raiz quadrada da estatistica Wald (Wald} [1943), dada por Pawitan| (2001))

I ke

VEAT

Sob % , Z tem aproximadamente distribuicao .#7(0,1). Assim, o teste é realizado
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comparando a estatistica Z a quantis da distribuicdo normal padrao. A hipdétese nula é
rejeitada ao nivel de significancia o € (0,1) se 2| > z1_q/2.

Hipdteses mais gerais sobre o vetor paramétrico podem ser testadas usando as estatisticas
da razao de verossimilhancas (Neyman and Pearson|, [1928]), escore de Rao (Rao, [1948)) e Wald
(Wald}, [1943). Essas estatisticas de teste sao, sob 74, assintoticamente distribuidas como Xg,
sendo ¢ o numero de restrigoes impostas em 7). A hipdtese nula é rejeitada no nivel de

significincia o se a estatistica de teste exceder x2., .

3.2 Analise de Diagnéstico e Previsao

Nesta secao, serao apresentadas algumas medidas de diagnodstico e métodos de previsao.
A andlise de diagnostico é aplicada a um modelo ajustado para determinar se ele captura
adequadamente a dinamica presente nos dados. Em geral, o interesse reside na deteccao de
especificacao incorreta ou de outliers. Um modelo ajustado que passa em todas as verificacoes
de diagndstico pode ser usado para a geracao de previsoes (Bayer et al., 2017)).

Os critérios de informacao sao ferramentas importantes para a comparacao e selecao de
modelos. Eles balanceiam a complexidade do modelo e sua capacidade explicativa. Os critérios
de informagao de Akaike (AIC) (Akaike, |1974), Schwartz (SIC) (Schwarz, |1978)) e Hannan e
Quinn (HQ) (Hannan and Quinn, [1979)) sdo definidos como

AIC = —=20(%) + 2(k), SIC = —=2((4)+ klog(n) e HQ = —2((%)+ 2klog(log(n)),

em que k é o numero de parametros a serem estimados no modelo e /(%) é a fungao de log-
verossimilhanca condicional maximizada. Dado um conjunto de modelos ajustados a uma
mesma base de dados, deve-se calcular o valor do critério de informacao escolhido para cada
modelo e selecionar o modelo que apresenta o menor valor de tal critério. Critérios de selecao
sao amplamente utilizados nas mais diferentes classes de modelos, inclusive no modelo SARMA,
como amplamente discutido em Cribari-Neto et al.| (2023)).

A anélise dos residuos ¢é utilizada para determinar se o modelo ajustado fornece um bom
ajuste aos dados (Kedem and Fokianos|, 2005). Para o modelo proposto IKARMA, sugerimos
usar o residuo quantilico aleatorizado (Dunn and Smyth, [1996). Trata-se de uma versao

aleatorizada do residuo de |Cox and Snell| (1968]), sendo dado por
/r‘gzé_l(ut)7 t:17---’n’ (3-10)

em que ®(-) denota a fungao de distribui¢ao normal padrdo, u; é uma varidvel aleatdria
uniforme no intervalo (a, ¢;], com a; = limyp, KI(y, | F-1) e ¢ = KI(y,¥|%i-1). Aqui,
K1y 4 Fia) = (=00 4 O (1= NP (g5 e, @] Fo )]0 (), F()
sendo a fungdo de distribuicao cumulativa Kumaraswamy k(us, ) (2.11). No modelo
IKARMA inflacionado em zero, u; é uma varidvel aleatéria uniforme em (0, ;] se y; = 0 e
uy = Klo(yy, 'y|§}_1) se y; € (0,1). Por outro lado, no modelo IKARMA inflacionado em um,
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u; é uma variavel aleatéria uniforme em [\, 1) se yy = 1 e wpy = K11 (y, ¥|.Zi-1) se yr € (0,1).

Quando o modelo ajustado esta corretamente especificado, os residuos devem apresentar
comportamento de ruido branco, ou seja, devem seguir um processo nao correlacionado de
média zero e variancia constante (Kedem and Fokianos| [2005). Uma tendéncia detectavel no
grafico dos residuos contra os preditores pode decorrer de especificacao incorreta da funcao de
ligacao (Ospina and Ferrari, 2012)). Uma possibilidade para testar a adequac¢ao de um modelo
¢ executar um teste do tipo portmanteau, como, por exemplo, o teste de Ljung-Box (Ljung
and Boxl, |1978)) nos residuos do modelo ajustado, como discutido em |Scher et al.| (2020) para o
modelo FARMA.

Previsoes baseadas no modelo IKARMA(p, q) podem ser produzidas usando a teoria de
previsao de séries temporais para modelos ARMA (Brockwell and Davis, 2009; Box et al.
2015). Seja hg o horizonte de previsdo. Assumiremos que os valores das covaridveis z;, para
t =n+1,...,n+ hgy, sao conhecidos ou podem ser obtidos. Se as covariaveis sao fungoes
deterministicas de t, como por exemplo, senos e cossenos em analise harmonica, tendéncias
polinomiais etc., elas podem ser determinadas para valores de t > n.

O primeiro passo reside em obter as estimativas [, 11, .- ., fl, para a mediana condicional
da parte continua da distribuicao com base no EMVC. Para fazer isso, precisamos recompor
o termo de erro {r:}? ;, que denotaremos por 7;. Comegamos por definir 7, = E(r;), que

geralmente é igual a 0, para t € {1,...,m}. Comecando em ¢t = m + 1, definimos
A p A A q A
fi = g3 (54 +a/ B+ dlgly) —x B+ Hmj> :
=1 j=1

em que 1, = go(yS) — ga(fie), parat € {m +1,...,n}. Para h =1,2,... hg passos a frente, os

valores previstos de ji,p sao dados por

P q
finsn = g3 " (65 + erLJrhIB + Z Gil92(Ynn—i) — ererh—zﬂ] + Z ejfnJrhj) ’
j=1

i=1

em que r; =0, parat >n, e

*\1 __ 92(/]’15)7 se t> n,
920 { ), s t<n

A forma apresentada acima é a forma usual de predicao encontrada em modelos dinamicos
gerais, inclusive o modelo I[BARMA, que contempla séries com inflacionamento. Contudo,
proporemos outra forma de realizar predicao, para poder obter valores preditos iguais a zero
ou um, algo relevante na modelagem e previsao de séries hidroambientais duplamente limitadas
inflacionadas. Para isso, ao invés de considerar a mediana apenas da parte continua, propomos
obter estimativas da mediana da varidvel inflacionada. Considerando b fixo/conhecido, os

valores preditos (dentro da amostra) e previstos (fora da amostra) sdo dados, respectivamente,
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por
yt = K‘[_1<057 )\ta b7 ﬂta ¢|gt—1)v

Gnin = KT7H0.5; Mg by iy 91 F1),

em que ¢ ¢ o EMVC de ¢, [i; e fi,rn sao dados como nas equacoes de predigao anteriormente
introduzidas e \; e A, 1}, sao predicoes e previsoes do parametro de mistura \;, respectivamente.

Para obter as estimativas de j\mﬂ, cee A para )\, comegando em t = m + 1, definimos
A=g7" [@1 + @291(3:—1)] ;

em que s;_; = min[max(s;—1;0.5/n), com s;—y = |y — (1 — b)|. Agora, para h =1,2,...,hg, 0

valor previsto h passos a frente de A\, é dado por

;\n+h = 91_1 [@1 + W1 (SjH-h—l)} )

em que

= (=), se t>n,
Si_1 =
. lyy — (1 —0b)|, se t<n.

Considerando os valores preditos g;, usamos o critério de que se a estimativa do parametro
de mistura (\;) for maior que 0.5 o valor predito serd igual a zero (ou um). Ou seja, se a
probabilidade estimada do processo ser igual a zero (um) num dado momento for maior que a
probabilidade estimada de estar em (0, 1), entdo o valor predito é zero (um). Logo, as predigoes
podem assumir valores iguais a zeros ou uns. Essa forma de predicao diferencia-se das predi¢oes

no modelo IFARMA, onde nunca havera valores preditos inflacionados.
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Capitulo 4

AVALIACAO NUMERICA

Serao apresentados a seguir resultados de um estudo de simulagao de Monte Carlo realizado
para avaliar o desempenho em amostras de tamanho finito dos EMVCs para os parametros que
indexam o modelo IKARMA (p, ¢) proposto.

Na avaliagao numérica, consideramos trés cendrios distintos, a saber:

(i) IKARMA(1,1) com inflacionamento em zero (b = 0), com a = —1.00, ¢; = —0.45,
0, = 0.30, ¢ = 5.00, w; = —3.00 e wy = 0.50;

(ii) IKARMA(2,2) com inflacionamento em um (b = 1), com o = 1.00, ¢; = 0.50, ¢ = —0.20,
6, = —0.40, f; = —0.15, ¢ = 10.00, w; = —3.00 e wy = 0.40;

(iii) IKARMA(1,1) com inflacionamento em um (b = 1) e a covariavel x; = [sin(27t/12)], para
te{l,...,n}, com o =6.24, ¢; = —0.60, 6, = 0.81, ¢ = 41.00, wy = —3.38, wy = 0.51 e
B =—0.30.

Para os cenarios descritos acima, os valores dos parametros foram selecionados baseados
em modelos ajustados com dados de aplicagbes reais. Consideramos n € {50, 100,200,500} e
10000 réplicas de Monte Carlo. Todos os codigos foram escritos no ambiente computacional R
na versao 4.1.3 (R Core Team, 2021) pelos autores e estdao disponiveis em https://github.
com/fabiobayer/IKARMA.

Amostras de tamanho n do processo IKARMA (p, ¢) foram geradas como descrito a seguir. O
primeiro passo é definir 7, = 0 e j1; = g5 * () parat = 1,...,m. Segundo passo: parat = m+1,
obtemos 7y, (3.2]) e 79 e entdo definimos A\, = g7 (n1;) e jr = g5 *(12;). Em seguida, y, é
gerado pelo método da inversao a partir da Equagao (3.1]). Para isso, geramos u ~ U(0,1) e

log(1—uf) \ @
definirmos y; = (1 — (1 —u) Tog(0.5) ) . Iteramos o segundo passo parat =m+1,...,n. A

amostra final € yy,...,yn.

As Tabelas [4.1] e apresentam os resultados das simulacoes. As estatisticas de
desempenho apresentadas sdo a média, a mediana, o erro-padrao (SE), o viés e o viés relativo
(RB) das estimativas pontuais; apresentamos ainda as taxas de cobertura (CR) dos intervalos
de confianga assintéticos de nivel 95%. O viés relativo percentual é definido como 100X a razao

entre o viés e o valor verdadeiro do parametro.
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Tabela 4.1: Resultados da simula¢do de Monte Carlo, modelo IKARMA(1, 1) inflacionado em
zero (b= 0).

Q o1 th 2 w1 w2
Parametros —1.000 —0.450 0.300 5.000 —3.000 0.500

n = 50
Média —0.955 —0.386 0.243 5.314 —2.899 0.156
Mediana —-0.979 —0.433 0.271 5.247 —2.841 0.387
SE 0.218 0.310 0.309 0.686 0.919 1.107
Viés 0.045 0.064 —0.057 0.314 0.101 —0.344
RB —4.496 —14.137 —18.941 6.274 —-3.374 —68.822
CR 0.853 0.807 0.809 0.952 0.951 0.987

n = 100
Média —0.990 —0.437 0.291 5.148 —-3.027 0.429
Mediana —0.994  —0.447 0.293 5.122 —2.975 0.471
SE 0.124 0.176 0.180 0.453 0.551 0.347
Viés 0.010 0.013 —0.009 0.148 —-0.027 —-0.071
RB —1.012 —2.942 —-3.018 2.967 0.900 —14.199
CR 0.909 0.882 0.884 0.956 0.960 0.973

n = 300
Média —0.999 —0.448 0.299 5.050 —3.021 0.496
Mediana —0.997 —0.449 0.298 5.041 —3.004 0.495
SE 0.054 0.074 0.078 0.252 0.292 0.075
Viés 0.001 0.002 —0.001 0.050 -—0.021 —0.004
RB —0.121 —0.398 —0.304 0.996 0.691 —0.738
CR 0.945 0.932 0.932 0.965 0.953 0.953

n = 500
Média —1.000 —0.450 0.301 5.028 —3.011 0.498
Mediana —1.000 —0.451 0.301 5.022 —3.000 0.497
SE 0.040 0.053 0.056 0.195 0.226 0.052
Viés 0.000 0.000 0.001 0.028 —0.011 —0.002
RB 0.001 0.099 0.365 0.551 0.354  —0.440
CR 0.953 0.940 0.942 0.968 0.950 0.948
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Tabela 4.2: Resultados da simula¢ao de Monte Carlo, modelo IKARMA(2,2) inflacionado em
um (b=1).

« b1 05 th 02 ® w1 %)

Parametros  1.000 0.500 —-0.200 —-0.400 —0.150 10.000 —3.000 0.400
n = 50

Média 1.172 0.454 —-0.275 —-0.362 —0.072 11.131 —2.950 0.234

Mediana 1.089 0.48 —0.269 —-0.390 —0.098 10.982 —2.831 0.324

SE 0.438 0274  0.229  0.307 0.278  1.704 1.188 0.714

Viés 0.172 —0.046 —0.075 0.038 0.078  1.131 0.050  —0.166

RB 17.184 —=9.253 37.666 —9.592 —51.906 11.310 —1.659 —41.585

RC 0.748 0.776 0.713  0.776 0.716  0.929  0.953 0.983
n = 100

Média 1.047 0.492 —-0.225 —-0.395 —0.127 10477 —3.010 0.347
Mediana 1.025 0.499 -0.221 -0.401 —0.136 10.417 —2.945 0.371

SE 0.214 0.136 0.118 0.152 0.135 1.103 0.647 0.294

Viés 0.047 —0.008 —0.025 0.005 0.023 0477 -0.010 —0.053

RB 4.713 —-1.656 12.268 —1.316 —15.178  4.769 0.320 —13.136

CR 0.853 0.884 0.836 0.886 0.839  0.940 0.952 0.968
n = 300

Média 1.005 0.501 —-0.204 —-0.402 —0.147 10.138 —3.009 0.394
Mediana 1.005 0.501 —-0.203 —-0.401 —-0.148 10.119 —-2.990 0.396

SE 0.045 0.031 0.037  0.033 0.038 0.590  0.314 0.085

Viés 0.005 0.001 —-0.004 —0.002 0.003 0.138 —-0.009  —0.006

RB 0.497  0.205 1.920 0453 —1.834 1.384 0308 —1.542

CR 0.926 0934 0916  0.938 0.922 0954  0.950 0.955
n = 500

Média 1.002 0.500 —-0.201 —-0.400 —0.150 10.089 —3.010 0.397
Mediana 1.002 0.500 -0.201 -0.400 —0.150 10.078 —2.999 0.396

SE 0.027  0.020 0.023  0.021 0.023  0.457  0.235 0.057
Viés 0.002 0.000 —0.001 0.000 0.000 0.089 —-0.010 —0.003
RB 0.209 0.039 0.607  0.090 —-0.330 0.886  0.341 —0.659
CR 0.946 0.940 0933  0.944 0.934 0954  0.949 0.952
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Tabela 4.3: Resultados da simula¢do de Monte Carlo, modelo IKARMA(1, 1) inflacionado em

um (b=1).

a ®1 th ¥ w1 W2 B
Parametros 6.240 —0.600 0.810 41.000 —3.380 0.510 —0.300

n = 50
Média 5.396 —0.414 0.555 41.941 —-3.983 0.631 —0.276
Mediana 6.125  —0.640 0.822 40.556 —3.349 0.503 —0.264
SE 1.896 0.548 0.543 21.617 5.737 1.280 0.277
Viés —0.844 0.186 —0.255 0.941 —-0.603 0.121 0.024
RB —13.531 —-30.968 —31.483 2.294 17.839 23.729 —-7.902
RC 0.799 0.637 0.692 0.870 0.961 0.964 0.888

n = 100
Média 5.877 —0.519 0.712 42.329 —3.488 0.526 —0.289
Mediana 6.313 —0.645 0.850 41.337 —-3.372 0.509 —0.285
SE 1.374 0.408 0.377 24.123 1.341 0.288 0.181
Viés —0.363 0.081 —=0.098 1.329 —0.108 0.016 0.011
RB —5.822 —13.461 —12.115 3.242 3.183 3.115 —3.561
RC 0.814 0.716 0.688  0.893 0.953 0.955 0.920

n = 300
Média 6.147  —0.577 0.788 42.182 —3.383 0.509 —0.307
Mediana 6.200 —0.592 0.807 41.267 —3.362 0.506 —0.305
SE 0.513 0.129 0.116  30.895 0.546 0.102 0.104
Viés —0.093 0.023 —-0.022 1.182 —0.003 —0.001 —0.007
RB —1.492 —-3.916 —2.703 2.883 0.089 —0.146 2.215
RC 0.907 0.889 0.878 0.913 0.951 0.952 0.937

n = 500
Média 6.146  —0.575 0.790 41.441 —3.382 0.510 —0.308
Mediana 6.171  —0.581 0.798 41.168 —-3.370 0.508 —0.307
SE 0.339 0.083 0.069 15.455 0.381 0.067 0.083
Viés —0.094 0.025 —0.020 0.441 —0.002 0.000 —0.008
RB —1.505 —4.189 —2.482 1.077 0.070 —0.037 2.602
RC 0.912 0.888 0.899 0.931 0.953 0.953 0.937
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Observando os resultados, em todos os cenarios, percebemos que SE e RB diminuem a
medida que o tamanho amostral aumenta. Os valores RB sao menores que 1%, em mddulo, a
partir do tamanho de amostra n = 300 no primeiro cendario , n = 500, no segundo cenario
. Assim, temos indicativo numérico de que os EMVC sao consistentes e de que a teoria
desenvolvida, assim como as implementagoes computacionais, estao corretas. Por exemplo, para
o estimador ¢; na Tabela com o modelo IKARMA(1,1) inflacionado em zero, SE ¢ igual
a 0.310 para n = 50 e igual a 0.053 para n = 500. Para o mesmo cenario e parametro, temos
RB igual a —14.137% para n = 50 e 0.099% para n = 500. A Tabela mostra resultados
semelhantes para o cendrio com o modelo IKARMA(2,2) inflacionado em um. Por exemplo,
para o estimador ég, RB éigual a —51.906% para n = 50 e ja diminui consideravelmente quando
n = 300, com RB= —1.834%. O mesmo acontece para SE, que é igual a 0.278 e 0.038, para
n = 50 e n = 300, respectivamente. A Tabela também mostra panorama similar para
os estimadores (51 e él. O viés relativo de ambos os estimadores diminui consideravelmente
a medida que o tamanho amostral aumenta. Por exemplo, com n = 50, o estimador (;51 tem
RB = —30.968% e o estimador 6, apresenta RB = —31.483%. Para n = 500, os vieses relativos
de gzgl e 0 sio reduzidos para —4.189% e —2.482%, respectivamente. Quanto ao estimador do
parametro de precisao (¢), em todos os cendrios a estimacao é muito boa, melhorando conforme
o tamanho amostral aumenta.

Adicionalmente, em geral, as taxas de cobertura dos intervalos de confianca estao proximas
ao valor nominal de 95%. Por exemplo, no primeiro, segundo e terceiro cenarios, para n = 500,
as coberturas empiricas dos intervalos de confianga para w; sado, respectivamente, 95.0% (Tabela
1.1), 94.9% (Tabela[4.2) e 95.3% (Tabela [4.3)).

No geral, os resultados numéricos apresentados acima mostram boas propriedades das
inferéncias via maxima verossimilhan¢a condicional no modelo IKARMA, mesmo em tamanhos

amostrais moderados.
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Capitulo 5

APLICACOES

Este capitulo objetiva evidenciar a aplicabilidade pratica do modelo proposto na modelagem
de séries temporais hidroambientais duplamente limitadas e inflacionadas. Para isso, serao
considerados dados de umidade relativa do ar (UR) e o percentual de volume 1til (UV) do

reservatério de agua de uma hidrelétrica.

5.1 Aplicacao de Umidade Relativa do Ar

A UR é definida pela relacao entre a quantidade de vapor de dgua disponivel no ar e a
quantidade maxima de vapor de dgua que pode ser mantida no ar na mesma temperatura. Ou
seja, a UR é definida como a razao entre a pressao parcial de umidade no ar e a pressao de
saturagao do vapor de dgua na mesma temperatura (Ozbek et al., 2022)). Se a UR do ar chegar
a 100% em uma determinada temperatura, isso indica que o ar atingiu a saturacao e, se mais
umidade for adicionada, condensacao sera formada no ar. Além de humanos, plantas e animais
sao afetados pela UR do ar.

Estudos para monitorar a UR sao de suma importancia no gerenciamento de recursos
hidricos, na area agricola, em estudos climaticos, assim como para a gestao da satide publica
(Bayer and Bayer, 2015). Entender caracteristicas meteorolégicas, dentre elas a umidade
relativa do ar, e determinar previsoes para o futuro pode auxiliar em medidas preventivas na
area da saude, assim como em previsoes climaticas e no gerenciamento dos recursos hidricos
(Bayer and Bayer| 2015). Por exemplo, usando dados meteoroldgicos de varias cidades da
India, em [Parishwad et al. (1998) foi desenvolvido um modelo para estimar UR, temperatura
do ar e velocidade do vento. As taxas de erro para temperatura do ar, UR e velocidade do
vento nas estimativas fornecidas pelo modelo desenvolvido foram de 10.5%,14.6% e 26.7%,
respectivamente. Sousa et al.| (2007) destaca que o aumento da temperatura e da UR podem
estar relacionados a uma maior incidéncia na disseminacao de virus e microrganismos
causadores de doengas como meningite, dengue e pneumonia. Segundo Barcellos et al. (2009),
caracteristicas climaticas como a temperatura, UR e precipitacao, associadas a caracteristicas
fisicas e quimicas dos poluentes presentes na atmosfera, podem potencializar os efeitos

causados por mudangas climéticas. |Liu et al| (2021) analisaram como a temperatura ¢ a
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Tabela 5.1: Medidas descritivas da varidavel UR maxima mensal na cidade de Caxias do Sul,

RS.

Média Mediana Desvio-Padrao Coeficiente de Variagao Minimo Maximo
0.9701  0.9750 0.0279 2.8737 0.8825  1.0000

umidade relativa afetaram o desempenho do aprendizado em alunos de graduacao, onde os
mesmos foram submetidos a diferentes temperaturas do ar e niveis de UR, em que o grau de
desconforto, fadiga, distracao e eficiencia de aprendizagem foram medidos e analisados sob
perspectivas psicoldgicas e fisiolégicas. Foi determinado que a UR é um fator mais importante
no desempenho do aprendizado do que a temperatura do ambiente.

Além das questoes destacadas acima sobe a UR, notamos que sua modelagem e seu
monitoramento adequados sao importantes para diversas areas da atividade humana. Por
exemplo, previsoes adequadas da UR podem auxiliar o Estado a adotar medidas preventivas
referentes a saude publica, gestao dos recursos hidricos ou também na previsao do clima
(Bayer and Bayer, 2015; [Bayer et al., |2017)).

Apresentaremos a seguir uma aplicacao para a UR maxima mensal em Caxias do Sul, RS,
Brasil. A série temporal real consiste em valores méximos mensais de janeiro de 2002 a abril
de 2017, resultando em um tamanho amostral n = 183, onde 22.95% das observacoes sao
inflacionadas em um. Os dados foram obtidos em Brazilian National Institute of Meteorology
(INMET) (2018). As ultimas 12 observagoes foram reservadas para comparacao de previsoes.
A Figura apresenta (a) o grafico da série temporal, (b) o componente sazonal nos dados, (c)
a fungao de autocorrelagao amostral (ACF) e (d) a func¢ao de autocorrelagao parcial amostral
(PACF). A Tabela [5.1| contém algumas medidas descritivas da série da UR.

Analisando-se a Figura [5.1| e a Tabela [5.1] percebe-se que no periodo analisado o valor
médio da varidvel UR mensal maxima é de 97.01%, com coeficiente de variacao de 2.87%. A
variabilidade da UR pode ser verificada na Figura (a), em que o valor minimo registrado foi
de 88.25% e o valor méximo foi de 100%. Podemos observar na Figura[5.1] (b) que hé flutuagoes
sazonais na UR. Ha uma variabilidade intra-anual, alcancando, em média, os menores valores
entre agosto e novembro e os maiores valores nos meses de marco a junho. A umidade do
ar esta relacionada ao movimento das massas de ar e a transicao da agua do estado liquido
para gasoso devido a evaporagao das plantas e superficies evaporantes (Bayer and Bayer, 2015]),
caracteristicas afetadas pelas épocas do ano. Para representar esse componente sazonal mensal,
consideramos uma abordagem de regressao harmoénica simples (Bloomfield} [2004)), introduzindo

a seguinte covariavel ao modelo:
xy = [sin(27t/12)], para t € {6,...,n+ 5},

em que t inicia em 6 para ajustar a fase da fungao seno com a série temporal observada.
Utilizaremos a funcao de ligagao logit. A selecao do melhor modelo sera feita com base
na metodologia de Box-Jenkins (Box et al.. 2015). Em particular, usaremos correlogramas e

correlogramas parciais e os critérios de informagao AIC, SIC e HQ), descritos na Segao [3.2 A
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Figura 5.1: Série temporal de UR observadas em Caxias do Sul, RS, Brasil: série, componente
sazonal, correlograma e correlograma parcial.
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Tabela 5.2: Modelo IKARMA(1,1) ajustado para dados de UR méaxima mensal na cidade de
Caxias do Sul, RS: estimativas, erros-padrao, estatisticas z, p-valores z, AIC e SIC, estatistica
de Ljung-Box e p-valor do teste de Ljung-Box.

Parametro Estimativa Erro-Padrao z estat. P(> |z])

o) 6.2378 0.3933 15.8603 < 0.0001
01 —0.8028 0.1033  7.7727 < 0.0001
01 0.8119 0.0937  8.6629 < 0.0001
® 41.0066 3.7173 11.0314 < 0.0001
w1 —3.3764 0.6691  5.0475 < 0.0001
Wa 0.5153 0.1459  3.5332 0.0004
b1 —0.2967 0.0980  3.0263 0.0025

Ljung-Box (lag = 20): @ = 25.622 (p-valor = 0.1787)

estimacao dos parametros do modelo sera realizada por maxima verossimilhanca condicional,
como detalhado na Secao (3.1, Por fim, a avaliacao de diagnostico sera feita através da analise
residual descrita na Se¢ao[3.2, com base no residuo quantilico aleatorizado. A Tabelal[5.2]contém
as estimativas dos parametros do modelo IKARMA(1,1) com covaridvel selecionado e demais
quantidades relevantes, enquanto a Figura[5.1| contém graficos de diagnésticos residuais: grafico
dos residuos versus os indices das observacoes, grafico QQ normal dos residuos, correlograma e
correlograma parcial dos residuos.

A Figura (a) apresenta os residuos quantilicos aleatorizados contra seus indices.
Observando este grafico, nao se percebe qualquer padrao temporal, havendo distribuicao
aparentemente aleatéria dos residuos em torno de zero e dentro do intervalo que se estende de
—3 a 3. Deve-se notar que nao ha residuo fora do intervalo [—3,3]. A Figura 5.1 (b) apresenta
o grafico residual quantil-quantil normal (QQ-plot), de onde se percebe que ha boa
coincidéncia entre quantis empiricos e quantis normais. Trata-se de bom indicativo de que o
modelo esta corretamente especificado. Por fim, o correlograma e o correlograma parcial dos
residuos apresentados nas Figuras (c) e (d), respectivamente, nao apresentam evidéncia
substantiva contra a boa especificacao do modelo; deve-se lembrar que os intervalos indicados
nesses graficos sao de natureza assintética. Lembre também que o teste de Ljung-Box
(Tabela nao rejeitou a hipétese nula de auséncia de correlagao serial nos residuos ao nivel
de significancia de 10%.

Predigoes dentro e fora da amostra sdo apresentadas nas Figuras (a) e (b),
respectivamente.  As predicoes IKARMA foram obtidas a partir das duas estratégias
introduzidas na Secao [3.2 Apresentamos também as correspondentes predigoes obtidas a
partir do modelo IFARMA ajustado de mesma ordem e com a mesma covariavel. Nesses
graficos, a legenda IKARMA(1, 1) denota os valores preditos por meio da mediana condicional
da parte continua (fi;), enquanto a legenda IKARMA*(1, 1) se refere aos valores preditos pela
mediana da varidvel inflacionada (7).

Podemos observar que as predigdes dentro da amostra do modelo IKARMA*(1, 1) destacam-
se entre os métodos de predicao considerados. Percebe-se que os valores preditos ¢; estao muito

mais proximos dos valores observados iguais a um. Esse comportamento nao é observado para
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Figura 5.2: Graficos de diagnéstico do modelo IKARMA ajustado para dados de UR maxima
mensal na cidade de Caxias do Sul, RS, com base nos residuos quantilicos aleatorizados:
grafico dos residuos contra os indices das observagoes, QQ-plot dos residuos, correlograma
e correlograma parcial dos residuos.
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Tabela 5.3: Medidas de acuracia de predicoes para os diferentes modelos ajustados para a UR

maxima mensal na cidade de Caxias do Sul, RS.
IKARMA(1,1) IKARMA*(1,1) IBARMA(L,1)

MSE 0.0006 0.0007 0.0006
RMSE 0.0255 0.0261 0.0251
MAPE 2.1495 2.0050 2.0753

* Previsdo da mediana da varidvel inflacionada

Tabela 5.4: Medidas de acuracia de previsoes para os diferentes modelos ajustados para a UR

maxima mensal na cidade de Caxias do Sul, RS.
IKARMA(1,1) IKARMA*(1,1) IBARMA(L,1)

MSE 0.0010 0.0013 0.0011
RMSE 0.0322 0.0366 0.0328
MAPE 2.1405 2.1947 2.0994

* Previsdo da mediana da variavel inflacionada

as predigoes fornecidas pelo modelo IBARMA. As predigoes conseguiram capturar o padrao
sazonal presente nos dados. A Figura (b) mostra os valores previstos fora da amostra para
os modelos ajustados. Visualmente nao é possivel identificar a superioridade de um conjunto
de previsoes. Para uma melhor comparacao, algumas medidas de qualidade de predicao sao
consideradas. O erro quadratico médio (MSE), a raiz quadrada do erro quadratico médio
(RMSE) e o erro percentual absoluto médio (MAPE) entre os dados reais observados e cada uma
das formas de predigao sao apresentados nas Tabelas e[5.4] para predigao dentro da amostra
e previsao, respectivamente. Notamos que o modelo proposto supera o modelo IFARMA em
praticamente todas as figuras de mérito elencadas. Destaca-se ainda que o modelo [BARMA
nao consegue fornecer valores preditos de UR iguais a 0% ou 100%, o que é uma limitagao do

modelo em aplicagoes praticas.

5.2 Aplicacao do Percentual de Volume Util

Em um reservatério, o volume 1util (VU) é definido como o volume de dgua entre os
niveis maximo e minimo normal de operacao (Operador Nacional do Sistema Elétrico: Dados
Hidrologicos, 2023), assumindo valores no intervalo unitdrio padrao. Ou seja, representa a
parcela de agua do reservatorio que pode efetivamente ser usada para geracao de energia
(Eletrobras Furnas, 2023). A modelagem do VU é importante para alcancar uma gestao eficaz
da quantidade e da qualidade da dgua (Ferreira et al., 2021; Nozari et al., 2021; |Lindim et al.,
2011).

A agua é um recurso fundamental para a sobrevivéncia humana e para o desenvolvimento
socioeconomico, sendo indispensdavel nas mais variadas atividades humanas. Ao considerar
o crescimento da populagao registrado nas ultimas décadas, a importancia da agua torna-se
ainda maior. Tal aumento da populacao ocasionou um aumento da demanda de dgua em

qualidade adequada aos diversos usos (Fontenele et al., 2011). Além disso, o aumento de
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Figura 5.3: Predigoes e previsoes obtidas a partir dos diferentes modelos ajustados para a UR
maxima mensal na cidade de Caxias do Sul, RS.
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Tabela 5.5: Medidas descritivas da variavel VU de Sao Simao, MG.
Média Mediana Desvio-Padrao Coeficiente de Variagago Minimo Méximo
0.6162  0.6621 0.2730 0.4430 0.1043  1.0000

outras interferéncias sobre os recursos hidricos tem causado deterioracao da qualidade das
aguas superficiais, tais como a poluicao proveniente do uso de fertilizantes e agrotdxicos na
agricultura, os despejos de efluentes domésticos e industriais, entre outras (Alves et al. 2008}
Von Sperling, 2005)). Dessa forma, a busca pela conservacao dos recursos hidricos e da avaliagao
de sua qualidade e disponibilidade é de suma importéancia para a populacdo (Von Sperling,
2005)).

Apresentaremos a seguir uma andlise empirica do VU mensal da Usina Hidrelétrica Sao
Simao, localizada no estado de Minas Gerais, Brasil. A série temporal contém 289 observacoes
de VU mensais de janeiro de 1999 a janeiro de 2023 obtidas em Operador Nacional do Sistema
Elétrico: Dados Hidroldgicos (2023). Como na primeira aplicacao, as ultimas 12 observagoes
foram reservadas para fins de previsao. A modelagem é realizada, assim, com base em n = 277
observacoes, sendo seis observacoes iguais a um. Dessa forma, cerca de 2.17% das observacoes
sao inflacionadas. Valores de VU iguais a um ocorrem quando a capacidade de armazenamento
do reservatério estd em seu limite maximo. A Figura apresenta a série temporal de VU (a),
o componente sazonal presente nos dados (b), o correlograma (c) e o correlograma parcial (d).
A Tabela contém algumas medidas descritivas da série de VU.

Analisando-se a Figura[5.4]e a Tabela[5.5] percebe-se que no periodo analisado o valor médio
da variavel VU mensal é de 0.6162, com coeficiente de variacao de 0.4430. A variabilidade do
VU pode ser verificada na Figura (a), em que o valor minimo registrado foi de 0.1043, no més
de dezembro de 2020 e o valor maximo foi de 1.0. Podemos observar na Figura [5.4] (b) que hé
variabilidade intra-anual, alcancando, em média, os menores valores entre outubro e novembro
e os maiores valores nos meses de marco a abril. Para a selecao, estimacgao e avaliacao de
diagndstico do modelo ajustado, foi usada a mesma abordagem descrita na Segao[s.1} A seguinte
covariavel, com ajuste de fase, foi introduzida no modelo para representar o componente sazonal
mensal:

x, = [sin(27t/12)], para t € {6,...,n+5}.

A Tabela contém as estimativas dos parametros do modelo IKARMA(1,1) com
covariavel selecionada e demais quantidades relevantes, enquanto a Figura [5.2| contém gréficos
de diagnosticos residuais: grafico dos residuos versus os indices das observacgoes, grafico QQ
normal dos residuos, correlograma e correlograma parcial dos residuos.

A Figura (a) apresenta os residuos quantilicos aleatorizados contra seus indices.
Observando este grafico, nao se percebe qualquer padrao temporal, havendo distribuigao
aparentemente aleatéria dos residuos em torno de zero e dentro do intervalo que se estende de
—3 a 3. Deve-se notar que nao ha residuo fora do intervalo [—3,3]. A Figura (b) apresenta
o QQ-plot, de onde se percebe que ha boa coincidéncia entre quantis empiricos residuais e

quantis tedricos normais. Trata-se de bom indicativo de que o modelo esta corretamente
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Figura 5.4: Série temporal de VU de Sao Simao, MG: série, componente sazonal, correlograma
e correlograma parcial.

Tabela 5.6: Modelo IKARMA(1,1) ajustado para dados de VU de Sao Simao, MG: estimativas,
erros-padrao, estatisticas z, p-valores z, AIC e SIC, estatistica de Ljung-Box e p-valor do teste
de Ljung-Box.

Parametro Estimativa Erro-Padrao =z estat. P(> |z])

Q 0.1792 0.0536  3.3407 0.0008
o1 0.7075 0.0400 17.6939 < 0.0001
0, 0.1748 0.0599  2.9165 0.0035
@ 3.6852 0.2217 16.6194 < 0.0001
w1 —5.1184 0.7662  6.6805 < 0.0001
W 0.6721 0.1996  3.3669 0.0008
B4 —1.3785 0.1184 11.6447 < 0.0001

AIC = —341.9289, SIC = —323.8088
Ljung-Box (lag = 20): @ = 28.049 (p-valor = 0.1082)
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Figura 5.5: Graficos de diagnostico do modelo IKARMA ajustado para dados VU de Sao Simao,
MG, com base nos residuos quantilicos aleatorizados: grafico dos residuos contra os indices das
observacgoes, QQ-plot dos residuos, correlograma e correlograma parcial dos residuos.

especificado. Por fim, o correlograma e o correlograma parcial dos residuos apresentados nas
Figuras (c) e (d), respectivamente, nao apresentam evidéncia substantiva contra a boa
especificagao do modelo; note-se que os intervalos indicados nesses graficos sao assintéticos.
Lembre também que o teste de Ljung-Box (Tabela [5.6) nao rejeitou a hipétese nula de
auséncia de correlacao serial nos residuos ao nivel de significancia de 10%.

Predi¢oes dentro e fora da amostra sdo apresentadas nas Figuras (a) e (b),
respectivamente.  As predicoes IKARMA foram obtidas a partir das duas estratégias
introduzidas na Secao [3.2] Apresentamos também as correspondentes predigoes obtidas a
partir do modelo ISARMA ajustado de mesma ordem e com a mesma covariavel. Nesses
graficos, a legenda IKARMA(1, 1) denota os valores preditos por meio da mediana condicional

da parte continua (fi;), enquanto a legenda IKARMA*(1,1) se refere aos valores preditos pela
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Tabela 5.7: Medidas de acuracia de predigoes para os diferentes modelos ajustados para o VU
de Sao Simao, MG.

IKARMA(1,1) IKARMA¥(1,1) IBARMA(L, 1)

MSE 0.0143 0.0143 0.0142
RMSE 0.1196 0.1197 0.1192
MAPE 22.4447 22.5053 22.8158

* Previsdo da mediana da varidvel inflacionada

Tabela 5.8: Medidas de acuracia de previsoes para os diferentes modelos ajustados para o VU
de Sao Simao, MG.

IKARMA(T,1) IKARMA¥*(1,1) IBARMA(T, 1)

MSE 0.0425 0.0432 0.0747
RMSE 0.2062 0.2080 0.2733
MAPE 39.7324 40.0614 64.2817

* Previsdo da mediana da variavel inflacionada

mediana da varidvel inflacionada (7).

Como na andlise anterior (Segao , observamos que as predi¢oes dentro da amostra do
modelo IKARMA*(1, 1) se destacam entre os métodos de predigao considerados. Percebe-se que
os valores preditos ¢; estao muito mais préoximos dos valores observados iguais a um, capturando
adequadamente o padrao sazonal dos dados. A Figura (b) mostra os valores previstos fora da
amostra para os modelos ajustados. Contudo, visualmente é dificil identificar a superioridade
de um dado conjunto de previsoes. Para melhor comparacgao, algumas medidas de qualidade
de predicao sao consideradas, como descritas na Secao As Tabelas e mostram
a predicao dentro da amostra e previsao, respectivamente. Notamos que o modelo proposto
supera o modelo IFARMA em praticamente todas as figuras elencadas, em que destacamos
novamente que o modelo [IBARMA nao consegue fornecer valores preditos de VU iguais a 1, o

que pode ser entendido como uma limitacao do modelo em aplicagoes praticas.
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Capitulo 6

CONCLUSOES

Neste trabalho, foi proposto um novo modelo dinamico para modelagem e previsao de séries
temporais duplamente limitadas e sujeitas a inflacionamento que assumem valores em [0, 1) ou
(0,1]. Modelamos a mediana condicional de uma varidvel aleatdria com distribuigao condicional
Kumaraswamy inflacionada, que envolve mistura de distribuicoes continua e discreta. Tal
distribuicao permite a modelagem de dados duplamente limitados com valores no intervalo
unitdrio sujeitos a inflacionamento em zero ou em um. Além de uma estrutura dinamica para
a mediana condicional, é proposta uma estrutura dinamica parcimoniosa para o parametro de
mistura, permitindo-se assim que a probabilidade de inflacionamento varie ao longo do tempo.

Além da proposicao do modelo, mostramos como realizar inferéncia sobre os parametros
que indexam o modelo IKARMA sob a perspectiva de maxima verossimilhanca condicional.
Expressoes matriciais em forma fechada para o vetor escore condicional e para a matriz de
informacgao de Fisher condicional foram obtidas. Com base em resultados assintoticos, foram
abordadas a construgao de intervalos de confianca e a realizacao de testes de hipéteses. Também
propusemos um conjunto de técnicas para andlise de diagnéstico que podem ser empregadas
para identificar mé especificacao do modelo ajustado e a presenca de observacoes atipicas e
influentes nos dados. Essas ferramentas incluem andlise de residuos e procedimentos de selecao
de modelos. Adicionalmente, ferramentas de previsao também foram discutidas, tendo sido
propostas duas formas para obtencao de valores preditos.

Apés a formalizagao da teoria, experimentos computacionais foram realizados. Para avaliar o
desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca condicionais (EMVC) em amostras de
tamanho finito, um estudo de simulacao de Monte Carlo foi executado. O estudo da simulacao
evidenciou que os estimadores dos parametros do modelo possuem boas propriedades, mesmo
em tamanhos amostrais relativamente pequenos. Por fim, duas ilustragoes empiricas foram
apresentadas e discutidas para evidenciar a aplicabilidade do modelo proposto IKARMA.
Na primeira andlise foram utilizados dados de umidade relativa do ar maxima mensal na
cidade de Caxias do Sul, RS, inflacionados em um. J& na segunda andlise foram utilizados
dados do volume 1til da Usina Hidrelétrica Sao Simao, localizada no estado de Minas Gerais,
Brasil, também inflacionados em um. Nas duas aplicacoes modelamos os dados por meio do

modelo IKARMA e, comparativamente, pelo modelo IBARMA. Os resultados das aplicagoes
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evidenciaram superioridade do modelo proposto na predicao de umidade relativa e volume 1til
dentro e fora da amostra.
De forma pontual, destacamos as seguintes diferengas entre o modelo proposto no presente

trabalho e aqueles disponiveis na literatura:

e O modelo proposto considera dados duplamente limitados e inflacionados, diferentemente
dos modelos KARMA e SARMA.

e Consideramos duas estruturas dinamicas no modelo, uma para a mediana condicional
e outra para o parametro de mistura ;. Essa abordagem com duas estruturas dinamicas

nao é encontrada em qualquer outro modelo da literatura.

e Em uma das formas de predicao propostas, os valores preditos podem assumir valores
iguais a zeros e uns, a depender do valor estimado para o parametro de mistura \;, em
cada instante t. Nao é possivel obter valores preditos iguais a zero e/ou um a partir do
modelo concorrente [FARMA.

e Uma vez que o modelo IKARMA se baseia na familia de distribuicao Kumaraswamy, o
mesmo se torna importante alternativa para modelagem de dados duplamente limitados

e inflacionados em areas hidroambientais.
Como trabalhos futuros, identificamos os seguintes possiveis avancos:

e Proposicao de um novo modelo onde dados duplamente limitados serao considerados
com inflacionamento duplo, ou seja, com suporte em [0,1), (0,1] ou [0,1]. Assim, a

aplicabilidade do modelo se tornaria mais abrangente.

e Desenvolvimento de um novo modelo dinamico bidimensional, como uma extensao do
modelo IKARMA (1D) para imagens (2D), contemplando aspectos metodoldgicos e
aplicagoes relacionadas a modelagem de imagens digitais advindas de sensoriamento

remoto, em abordagem semelhante a considerada em Palm et al.| (2022).
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