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RESUMO 

O presente artigo compara, sob a forma de estudo de casos, previsoes relativas a tres diferentes metodos de 

modelagem de series de tempo. Utiliza-se uma aplicagao da metodologia ARIMA, tanto da forma tradicional 

quanto amparada por dois procedimentos auxiliares baseados em Analise de Ondaietas (Wavelets). Este estudo 

de caso baseia-se na aplicagao destes metodos alternativos a tres series de tempo. O primeiro procedimento 

auxiliar utilizando ondaietas consiste em fracionar cada uma das series em duas subseries, aplicando a analise 

tradicional de maneira separada para posterior fusao das previsoes. O segundo procedimento auxiliar consiste 

no emprego da analise tradicional mediante alisamento previo das series. 
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ABSTRACT 

This paper presents three case studies in time series forecasting. We try to compare the use of traditional 

ARIMA models with an alternative method that combines of ARIMA and Wavelets models. Two different 

approaches are applied. In the first one, Wavelets are used to fraction the original time series, so that ARIMA 

forecasting is performed on the ffactioned series. The fractioned forecasting is then jointed to obtain the 

original series forecasting. The second alternative method consist in using Wavelets to smooth the original 

series before using traditional ARIMA forecasting. 
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1 Introdu^ao 

A Analise de Ondaletas tem se mostrado, a partir de meados dos anos 80, uma ferramenta 

de bastante utilidade em varios campos do conhecimento como fisica, matematica e 

engenharia. Na decada de 1990, em economia, mais precisamente em Econometria, pode-se 

ressaltar sua utilizagao como procedimento auxiliar para ajuste e previsao de series de tempo. 

No sentido em questao, pode-se ressaltar duas contribui9oes: 

i) Donoho e Johnstone (1994, 1995, 1998), Donoho et al (1995, 1997) e Johnstone e 

Silverman (1997) propoem um procedimento para se obter, a partir de series originais de 

tempo, series alisadas (denoised), que sao possiveis pontos de partida para a aplica9ao 

de metodologias de previsao; 

ii) Arino (1995) propoe um procedimento alternativo (AV) a modelagem de uma dada serie 

de tempo {yt por meio de uma metodologia principal (como, por exemplo, ARIMA), 

que consiste em utilizar a Analise de Ondaletas para fracionar a serie original em duas 

subseries, sendo uma relativa as "altas" freqiiencias e a outra as "baixas" freqiiencias. 

Posteriormente, aplica-se uma determinada metodologia para se proceder a modelagem, 

de forma separada, em cada uma dessas subseries, tendo como base melhor 

detectabilidade do comportamento periodico da serie em questao. 

O presente artigo tem como objetivo aplicar, de forma isolada, cada um dos procedimentos 

em questao com rela9ao a metodologia ARIMA e comparar, ainda que de maneira desprovida 

de poder estatistico, as previsdes obtidas com as relativas a aplica9ao "tradicional" da mesma 

para tres series de tempo. 

2 Ondaletas 

2.1 Defini9ao 

Ondaletas podem ser consideradas, com rela9ao ao presente estudo, como sendo fim9oes 

da forma cojk(t), onde t designa o tempo, geradas a partir de transla9oes e dilata9oes de 

uma unica fun9ao (jo(t), que permitem a representa9ao dos elementos de determinados 

subespa90s do conjunto das fu^oes (F), tanto no dominio do tempo quanto no da ffeqiiencia. 
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2.2 Historico 

A possibilidade de representar (ou codificar) fun^oes por meio de coeficientes relacionados 

a determinados sistemas de fungoes sempre despertou profundo interesse, devendo-se a ela 

inumeras aplicagoes nas mais variadas areas do conhecimento. 

Em 1807, Fourier afirmou que qualquer fungao/(r) definida no intervalo [-n,n\ poderia ser 

expressa por meio deumaserietrigonometrica da forma fit) = -r + Yj{an 'CO$int) + bn senint)}. 

n=x 

Combinando-se tal afirmafao com as no?6es atuais de fm^ao, integral e convergencia, 

conclui-se que o conjunto de fun?6es {sen(nr), c0S(n/)}„£W > constituiria urn conjunto gerador 

das fungoes definidas no intervalo [-71, n\. Este conjunto, munido do produto intemo 

K 

(m,v)= |u{t)-v{t)dt, 

-n 

formana uma base ortogonal para tais fun^des, sendo os coeficientes associados a uma 

determinada fungao dados por: 

_ (/(?)d) 1 r , {f (t),cos(nt)) i 

0 (W) -nj/tW'= (Cos(n;),cos(nr)) 

u _ {/(0,sen(nr)) i j. 

■=(sen(M),se„(,„)>=?i/(')Sen("')'" 

Considerando-se a reiaf ao de Euler, poder-se-ia reescrever lal represemacao de acordo 

com a forma, 

m=lcn-e^ 
n=0 

1 Para o presente artigo, N represema o conjuato dos ndmeros nalatais, 2 o coajanlo dos numeros inteiros, p 
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onde: 

cn=— \ f(t)e~imdty ne N 
K J 

—n 

Ademais, outra representa^ao poderia ser obtida: 

/(o=Xc«-^.(o (2.i) 
n=0 

onde: 

V/(r) = elt (2.2) 

e 

y/n(t) = ¥(nt) (2.3) 

Note-se que o sistema de equagoes (2.1) a (2.3) sugere a possibilidade de escrever 

qualquer fungao/W definida em [-n, n] como sendo uma soma infinita de fun^oes com 

diferentes penodos (e, conseqiientemente, freqiiencias), geradas por meio de compressoes da 

fungao {//(t). 

Contudo, em 1873, Paul Du Bois-Reymont apresentou uma fun^ao continua e periodica 

de periodo 2^:cuja serie de Fourier, como passaram a ser chamadas as series acima, divergia 

num determinado ponto. Posteriormente, outros exemplos surgiram, como o de Fejer, em 

1910, de uma fungao continua cuja serie de Fourier divergia em todos os pontos. Ademais, os 

coeficientes obtidos de acordo com a base em questao, apesar de representarem f(t) de 

acordo com diferentes nfveis de freqiiencias, dissociam-na de representa^ao no proprio eixo 

do tempo. 

Tendo em vista as limita95es apresentadas pela Analise de Fourier, tres diregoes surgiram 

do trabalho de Du Bois-Reymont: 

i) modificar a definigao de fungao, de forma a encontrar uma que se adaptasse as series de 

Fourier; 
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ii) modificar a ncxjao de convergencia de forma a restabelecer a igualdade entre a fun^ao e a 

iii) descobrir outros conjuntos de fungoes, que nao cos{nt) e sen(nt), com os quais se pudesse 

gerar series que convergissem para a fungao. 

Em 1909, Haar introduziu um sistema ortonormal , gerado mediante compressoes e 

translagoes de uma fungao tal que, dada/(r) e C0[0,1],2 em relagao ao produto intemo, 

a representagao da mesma no sistema proposto, ou seja, 

<fji0
>'h0+<f,lil >-Ii]+"- + <fJin>-hn+'" 

converge uniformemente para f(t). Tal sistema, denominado sistema de Haar, possufa a 

vantagem de ser composto por fungoes de suporte compacto (e, portanto, capaz de localizar 

sinais tanto no domfnio da frequencia, como o sistema trigonometrico quanto no domfnio do 

tempo). O trabalho de Haar continuou nas decadas de 20 e 30 com Schauder e Lusin. 

A base de Haar tern o inconveniente de ser formada por fungoes descontinuas e ser 

inapropriada para fungoes de classe C1 Schauder apresentou uma base, Ar A9,... de fungoes 

continuas,3 que nao sao de classe C1 Dada/(7) contfnua, ele mostrou que 

e que a convergencia e uniforme em [0,1]. A base de Schauder apresenta vantagens sobre a 

de Haar, pois se/(r) e de classe C1, derivando a serie obtem-se uma serie para a derivada 

em termos de base de Haar, cuja convergencia e uniforme. 

2 Cg[a,b] e o conjunto das fungoes definidas em [a,b] cujas derivadas ate a ordem /sao fungoes continuas. No caso 
especifico, esta-se considerando/(/) como sendo uma fungao contmua. 

3 Uma lungao e dita de classe CY se e somente se suas derivadas ate a ordem / sao continuas em seu domfnio. 

serie; 

o 

-foo 

f(t)-a + bt + '^ian ■An(t) 
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Posteriormente, o foco da analise em questao passou a abranger, alem da determinagao de 

bases para os espagos em estudo, metodologias de obtengao das mesmas a partir de fungoes 

ditas originals (como, por exemplo, a fungao h0(t) de Haar). Estas bases seriam obtidas por 

meio de algum processo de associa^o, sendo que a partir disto tres pontos importantes 

precisam serressaltados: 

i) Tendo-se em vista o objetivo de se representar fun^oes tanto no dominio do tempo quanto 

da freqliencia, os processes de associagao em questao deveriam considerar nao apenas 

compressoes/dilatagoes de fungdes originais, como ocorria no caso da Analise de Fourier, 

mas tambem transudes das mesmas. Dessa forma, em termos de representagao 

matematica, ftn^des nao-originais passariam a ser representadas a partir das originais por 

meio do uso de dois indices, e nao apenas de um, como no caso da formula (2.1), 

ii) Tendo-se em vista o objetivo da inclusao da representa^ao temporal, certas condi^des 

devem ser impostas acerca de uma dada fungao para que a mesma possa ser considerada 

originaria de um dado sistema dentre as quais nao figura, ao contrario de uma eventual 

impressao inicial, o carater de suporte compacto. De qualquer forma, a mesma nao pode 

apresentar um carater analogo, por exemplo, ao apresentado pelas fun^des originais 

relativas a Analise de Fourier; 

iii) Como uma questao de nomenclatura, convencionou-se denominar as fungdes que 

atendessem as condi9des supra-referidas com o termo ondaletas. 

Levando-se em conta tais consideragdes, Grossmann e Morlet (1984) propuseram que, 

dada uma fun^ao original (o(t), se procedesse as compressdes/dilata^des e transla§des de 

acordo com a forma 

^(0 = 

i 

{t~b\ a 2 CO 

I ^ J 

ae ST, be^ 

obtendo-se, portanto, o sistema /,(0}ugr ^ fungao original co(t) corresponde ao caso 
[beK 

em que a-X e £>=0. 

O trabalho de Haar foi completado em Daubechies (1988), de onde resulta a Analise de 

Ondaletas relativa ao presente artigo. Por meio da aplica?ao de transla^oes diadicas e 

dilatagoes binarias as fin^oes originais indexadas por numeros naturais, constroi-se um 
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conjunto de bases ortonormais de suporte compacto para o L2(9t) no sentido de media 

quadratica. 

2.3 Considera^oes acerca da analise de ondaletas 

t 
2.3.1 Translagoes diadicas e dilata^oes binarias 

O procedimento de translagoes diadicas e dilata^des binarias utilizado no presente artigo 

consiste em representar tais opera9oes aplicadas a fun^ao original co(t) de acordo com a forma 

-j 

(0Jk(t) = 22(o{2'Jt-k),j,keZ (2.4) 

Cabe ressaltar que, no caso de possuir norma unitaria e suporte compacto, todos os 

elementos do sistema formado apresentarao tal propriedade. Para urn determinado elemento 

generico, ter-se-a 

w) = J (t)|2 dtJl'AJ k)\ dt = 2^ j- J)® (r )|2 (co(/)5 = ! 

v y 

de forma que, se o sistema {(oj k] . ^ constituir a base para algum determinado subespago 

de F, o mesmo sera ortonormal. 

s 
E importantc ressaltar que, tendo em vista a propriedade de representa^ao em tempo- 

frequencia, o indicey relaciona-se as medidas dos intervalos nos quais as ondaletas concentram 

maior parte de sua osci^ao. Tal indice e relative ao nfvel de resolugao associado as 

ondaletas. De acordo com (2.4), valores menores para este indice referem-se a ondaletas de 

alta resoluqao, adequadas a caracterizagao de fenomenos efemeros associados a fun^ao /Tr). 

O oposto ocorre para valores maiores. 

Serao consideradas, na seqiiencia de analise, fun^oes originais que apresentem suporte 

compacto. No caso de o sistema em questao constituir a base para o espa9o de interesse 

L2(^), entao, para qualquer fun?ao/(0 pertencente a tal espa?o, existira {bhk} tal que a 

j ,k(zZ t 
soma 



292 
ECONOMIA APLICADA, V. 7, N, 2,2003 

+00 +00 

X X 
y=—00 ^'=-00 

convergira em media quadratica para/(/)• 

2.3.2 Classifica^ao genealogica de sistemas de ondaletas 

Dois tipos de sistemas de ondaletas serao considerados. Estes sistemas estarao em 

consonancia com as propriedades apresentadas pelas fungoes C0j k {t) e com as inter-relagoes 

destas com as fun^oes do sistema de classificagao diferente. 

Sistema I {v'u }, ..z 

O sistema I, base ortonormal de L2(9^), e gerado a partir da aplicagao de translagoes 

diadicas e dilatagoes binarias a uma fungao original \j/{t) (denominada ondaleta-mae). Este 

sistema atende as seguintes condigoes: 

-foo 

i) {0,-1}, re N , \ tsy/(t)dt = 0] 

—OO 

-foo 

ii) j try/(t)dt < +00 

—OO 

Para um dado valor do fndice j, costuma-se denotar como W o espa9o gerado a partir do 

sistema {ll/j,k}k€Z • Partindo da suposi^ao de que o sistema {v'm k&z constitui a base para 

o espa90 Is (9t), conclui-se que [jW^L'CR) 
keZ 
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Sistema II 

Tal sistema normal,4 linearmente dependente e gerador de L2(9t), e obtido a partir da 

aplicagao de translagoes diadicas e dilatagoes binarias a uma fungao original (pit) (denominada 

ondaleta-pai), que atende as seguintes condigoes: 

{y/jk,<l)r,) =0, j'>j (2.5) 

do que se pode concluir que cada ondaleta referente a este sistema e ortogonal as ondaletas 

de nivel de resolugao inferior referentes ao sistema I; 

ii) yk,k'eZ, (^,^.> =0, 

isto e, ondaletas referentes a um dado nivel de resolugao j formam um conjunto ortonormal, 

cujo espago gerado costuma ser denotado por V., 

IB, e base qualquer de V- 
=> = B,\J 8^ 6 base de V.. (2.6) 

52 e base qualquer de ^ 312 y-i 

iv) B{/5} gZ tal que (p{t) = ~j2^ls<p(2t-s); 

.s e Z 

v) V(0 = ^2 ^hs<p(2t-s) 
seZ 

onde tf6 um mimero inteiro par e hs = (-1)' _l_s, se Z 

Logicamente, a partir das suposigoes em questao, pode-se concluir que, em se levando em 

conta a condigao (2.6), 

4 Um sistema e dito normal com relagao a um determinado produto interno se e somente se todos os seus elementos 
possuem norma unitaria de acordo com o mesmo. 



294 ECONOMIA APLICADA, V. 7, N. 2,2003 

V; c V.., Wjc Vy., j'JeZ, j'<j (2.7) 

Adicionalmente, se o sistema K.U gera L2 (9t), tem-se 

;eZ 

Ademais, lembrando (2.5), 

2.3.3 Representagoes de fun^oes em ondaletas 

Uma vez que o sistema ortonormal k€Z ^ base de L2 (9t), existem coeficientes 

{dj ^ j ^ de forma que uma possfvel representa^ao de uma dada fungao/CO pertencente a 

este espago bem poderia ser 

-(-OO +00 

f(t)= X X (?) , 

onde: 

=(/(Z)^m (7))= 

Tal representagao, apesar de ideal, nao poderia ser implementada pelos meios disponfveis 

de computa^ao dos coeficientes. Sendo assim, empiricamente, deveria haver dois niveis de 

resolu^ao m, M, m < M e duas fungoes n(j) e N(j) de forma que a mesma seja substituida 

pela seguinte representagao, com numero finito de coeficientes. 
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M N(j) 

(2-8) 
j=m k=n(j) 

A representagao (2.8) apresenta os inconvenientes de desconsiderar tanto os infinitos niveis 

de resolugao menores que m quanto os tambem infinitos niveis de resolu^ao maiores que M. 

Outro inconveniente e que, para cada nivel de resolugao j efetivamente analisado, tanto os 

infinitos parametros de localiza§ao menores que n(j) quanto os maiores que N(j) sao 

desprezados. 

Muito embora a possibilidade de computa9ao de coeficientes associados a bases para o 

espago L2 (9t) possa ser considerada como uma questao utopica, nem todos os 

inconvenientes referentes a representa$ao em questao possuem carater incontomavel. 

Levando-se em conta o sistema {0^ }j keZ em vez do sistema {vj,kkeZ, o inconveniente 

de se desconsiderar niveis de resolugao maiores que M nao mais existiria devido ao fato do 

sistema ortonormal {0^ A. }AeZ constituir um conjunto gerador de Vj, j > M y. Apesar disso, o 

inconveniente de a representagao em questao apresentar redundancia no sentido em que 

proviria de um sistema linearmente dependente (trade-off) apareceria. 

O estabelecimento de um sistema keZ (isto e, de uma ondaleta-mae y/(t)), nao 

garante a existencia de um sistema {0,,*keZ correspondente. Todavia, se tal sistema existe, e 

possivel obter-se representagoes para o espago Vm ], que alem de encamparem a vantagem 

obtida por meio da substituigao do Sistema I pelo Sistema II, tomam-se desprovidas de 

redundancia. No caso, trata-se de representagoes ortonormais mistas (isto e, que envolvem 

elementos dos dois sistemas). 

Inicialmente, definidos niveis de resolugao "minimo" (m) e "maximo" (M), procura-se 

aproximar/(r) de uma fungao pertencente ao espago Vm V Sendo o sistema {0m_u (0}AeZ 

base para o mesmo, tal aproxima^ao pode ser expressa na forma 

JV(m-l) 

/(O^ £ Cm-\,k(t>m-l.k (0 
k=n(m-\) 

(2.9) 
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Considerando-se que, de acordo de (2.6), o sistema {y,„k (0}tez tambem 

constitui a base para Vm l, (2.9) pode ser reescrita na forma: 

N{m) N(m) 

/(0= X d.„.kV.„At)+ X CnAai') 
k=n(m) k=n{m) 

A partir de sucessivas iteragoes obtem-se: 

M N{j) NiM) 

/(0-X X 'tj-kV:.*(<)+ X 
j-m k-n{j) k-n(M) 

onde: 

cM,t=(/(0>^.(0)=T/(0^.(0^ ^(M)} (2.10) 
—oo 

e 

A ={/(r)'A(?)) = T/(0A(r)^' j = (2.11) 
—OO 

Esta representa^ao, com a qual se prosseguira a analise, alem de manter a caracteristica de 

ortonormalidade presente em (2.8), nao desconsidera m'veis de resolu9ao maiores do que M 

pelo fato de o sistema ortonormal {(pM k (0}JtZ consistir, de acordo com (2.7), em conjunto 

gerador de V, J>M Ademais, a mesma tambem nao desconsidera, por decorrer de (2.9), o 

nfvei de resolu^ao 

2.3.4 Alguns pares {v/(O,0(O}de suporte compaclo 

Muito embora haja ondaletas-maes para as quais nao ha ondaletas-pais associadas, urn 

ponto importante consiste no fato de que, tendo-se em vista a satisfa^o das propriedades 
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relativas as inter-relagoes entre os sistemas \}Vj,k\keZ 
e diferentes ondaletas-maes 

deverao estar associadas, logicamente, a diferentes ondaletas-pais. 

O primeiro par a ser considerado em varias publicagoes, devido a sua simplicidade relativa 

consiste em defmir 

1, 

o, 

0</<- 
2 

7<r<i 
2 

caso contrdrio 

comumente denominada ondaleta de Haar. A ondaleta-pai associada e dada por 

1, 0<r <1 

0, caso contrdrio 

de forma a obter-se 

VV ^ 

_i 

2 ~2, 2j k <t <2 (, 0 k H— 

2J 

-2 2, 2- 
1 ' k H— 

2 y 

<f>jk (t) = 2 2, 2' k (^ + 1) 

<t <2' {k +1) 

De maneira relativamente simples, verifica-se que 

V2 

/'0 ~ h ~ 2 

/j. =/, =0, 
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A ondaleta de Haar e um elemento da familia de ondaletas-maes WGI denominadas 

daublets (em homenagem a sua formuladora Ingrid Daubechies). A mesma consiste na unica 

ondaleta de tal familia que possui expressao numerica explicita. Cada elemento da familia em 

questao, alem de admitir ondaleta-pai correspondente, gera um sistema de ondaletas 

W'-'Xmz ortogonal. 

Outras familias de ondaletas-maes WG L , introduzidas por Ingrid Daubechies 
Ge N 

consistem nas symlets (assim denominadas por possuirem carater proximo da simetria, ao 

contrario do que ocorre com as daublets) e nas coiflets (denominadas por Ingrid Daubechies 

em homenagem a Ronald Coifman). Cada elemento de cada familia em questao, alem de 

possuir carater proximo da simetria e admitir ondaleta-pai correspondente, gera sistema de 

ondaletas ji/zf* }r; ortogonal. 
' J[Qe{S,C} 

2.3.5 Sobre a representa§ao de series de tempo em ondaletas 

Ao se considerar, ao inves de fungoes, series de tempo {yt}teA^z de quadrado somavel, o 

sistema de equa^oes (2.10) e (2.11) nao se toma mais pertinente por considerar varia^oes 

infmitesimais no tempo. 

Neste caso, pode-se considerar para o espago das sequencias de quadrado somavel o 

produto intemo dado por 

<u,v>= ^ ut vt 

te AeZ 

de forma a obter-se 

c
M.k= E k = n{M),---,N{M), 

te AeZ 

dj.k= E y.Vj.kit)' j = 
/eAcZ 

5 Toda sequencia que possui, como esta, quantidade finita de termos, e de quadrado somavel. 
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Ao se considerar series de tempo cujo domfnio esteja limitado a instantes minimo (0) e 

maximo (T-1 = 2" -1, neZ),5 uma vez escolhida xfit) de forma que seu suporte, bem 

como o de 0(7), consista em transla^oes diadicas K2'"1 do intervalo [0,1], obtem-se a 

representagao 

M N(j) N(M) 

^ S J,k )+ ^ CM,k$M,k (0 (2-12) 
j=m k-n(j) k =n(M) 

onde: 

k = n(M),-,N{M), 

A (2.13)6 

d].k (A j = k = 

Apesar do altfssimo grau de particularizagao da analise, esta representagao nao apresenta 

mais nenhum dos inconvenientes considerados na se^ao 2.3.3. Primeiramente, a mesma 

contempla os niveis de resolugao maiores do que M e o nivel de resolugao m-1. 

Adicionalmente, para cada nfvel de resolugao a ser considerado, as fungoes n(j) e N(j) 

podem ser escolhidas de forma a que o suporte de qualquer ondaleta (O}^ » cuj0 

indice nao pertenga ao conjunto (7),•••, A (7)}, possua interse^ao vazia com o conjunto 

[0,7-1] , tornando-se a sua ausencia na representagao em questao um fato desprovido de 

importancia. 

O inconveniente relativo a desconsidera^ao de niveis de resolugao menores do que m -1 

perde sua relevancia ao se levar em conta que nao faz sentido considerar niveis de resolu^ao7 

menores do que zero no sistema (2.12) e (2.13). 

Para esses casos, os deslocamentos nos suportes a serem considerados ao se alterar k em 

uma unidade, por serem fracionarios, estariam direcionados a detecgao de altera^oes na serie 

em instantes de tempo nao necessariamente inteiros. Isto nao e possfvel ao se considerar series 

6 Tal representa9ao tambem pode ser obtida ao se considerar series {y,}^ periodicas de penodo. 
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y J 
de tempo da forma } =o Ao estabelecer-se m= I, todos os niveis de resolugao passiveis 

de serem analisados estariam sendo considerados. 

Cabe ressaltar que, de forma inversa, nao faz sentido considerar valores de M maiores do 

quen no sistema (2.12)-(2.13). 

Para esses casos, os deslocamentos referidos anteriormente, por serem de ordem maior 

do que T, estariam relacionados a freqiiencias por demais baixas para poderem ser detectadas 

a partir do numero total 2" de observagdes da serie. 

Cabe notar que a aplicagao de (2.13) nao constitui uma maneira computacionalmente otima 

de obter tais coeficientes. A maioria dos programas computacionais obtem esses coeficientes 

por meio de algoritmos iterativos inspirados em um esquema de decimagao binaria proposto 

por Mallat (1989). 

Para o prosseguimento da analise serao considerados, salvo mengoes em contrario, m =1 

e M = 77 

2.3.6 Fungoes espectrais em ondaletas 

y j 
Dada uma serie de tempo [yl }^o, uma medida empirica de sua variabilidade (ou energia) 

consiste na soma do quadrado de seus desvios com relagao a media, denominada soma de 

quadrados total. Esta soma e representada segundo a forma: 

Stj, - rf, 
/=0 

T-\ 

XU) 
em que y _ /=o corresponde a media da serie. 

T 

Um ponto de extrema importancia com relagao a presente segao e que, dadas uma serie 

de tempo e uma ondaleta-mae de forma que o sistema (2.12)-(2.13) seja satisfeito, 

sua energia total pode ser representada pela expressao: 
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/ r r I \ M 

M{>0=XS4. (2.14, 
j=m k=n{j) 

Adicionalmente, de acordo com (2.14), a energia dej7 J pode ser particionada tendo- 

se como base os diferentes pares (/, k) considerados. Definindo-se a energia da serie j7"1 

com rela^ao ao par (y , k )jkeZ de acordo com a forma: 

EnSj,k = dlk, 

obtem-se a expressao 

, T . s M N{j) 

^({y,},;0)=X X Ensj.k 
j=,n k=n{j) 

Analogamente ao que ocorre na Analise de Fourier, a fungao / (z2 —> : (y, A:) —> Engj k 

e denominada periodograma de ondaletas de j7"1 

A rela^ao (2.14) permite que, alternativamente, series }7 j tenham suas energias 

particionadas considerando-se os diferentes nfveis de resolu^aoy considerados pela mesma. 

Definindo-se a energia da serie com rela^ao ao nivel de resolu^ao y e z de 

acordo com a forma: 

N{j) 

Engi = £ 4, 

k=n(j) 

obtem-se a expressao 

_ \ M 

Ens({y,}~l) = Y.En8i 
j=m 
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T ~ 

A fungao / (Z —> Si): / ^ Eng j 6 denominada escalograma de ondaletas de (>',}I= 

T-1 

0 

3 Acerca dos procedimentos 

3.1 Reduqao de ruido (de-noising) 

J J 

O procedimento de redu§ao de ruido aplicado a uma dada serie de tempo {y, atua na 

forma de um eventual encolhimento (sujei^ao a multiplica^ao por um numero real pertencente 

ao intervalo [0; 1]) de cada um dos elementos do sistema jrf ^ }Jm<;<M de acordo com um 
\n(j)<k<N (j) 

determinado conjunto de criterios. Sua utiliza^ao leva a serie a ser expressa por meio de. 

M Nij) _ /V(M) 

j=m k=n(j) k=n(M) 

onde, V(7,£)l 
m < j < M 

n(j)<k<N(j) 

dj.k ■ dj,^0 

d; j* 
< d; 

jt 

os coeficientes jm< j<M 
\n(j)<k<N(j) 

sao 

obtidos por meio da aplicacao de limiares aos coeficientes originais {d j,k J"[/"< 
^ [n(j)<k< <k<N(j) 

Com relagao aos limiares, as questoes referentes aos seus procedimentos de escolha e ao 

algoritmo de encolhimento dos coeficientes {d , assumem fundamental relevancia. 
\n(j)<kSN(j) 

No que tange ao segundo paradigma, resultam bastante difundidos dois algoritmos de 

encolhimento (denominados, respectivamente, de duro (hard threshold) e suave (soft thresh- 

old)). Uma vez definido um conjunto de limiares reais positives {Am ■os algoritmos 

duro e suave, respectivamente, podem ser expresses de acordo com as formas (3.1) e (3.2), 
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0, 

d 

dj,k 

j,k ' j'k > Kk' 

(3.1) 

5 1^' \djMKk 
dl = / , \ /\ i \ i (3.2) 

5 {dj,k ) ' {\dj,k ( " ^ ) ' \dj,k | > ^j,k ' 

onde representa a fun^ao sinal. 

Com relagao ao primeiro paradigma, resultam bastante difundidos dois procedimentos de 

escolha denominados, respectivamente, universal e adaptativo. O procedimento universal 

consiste no estabelecimento de um unico limiar A para todos os elementos pertencentes ao 

mesmo. O procedimento adaptativo consiste no estabelecimento de um limiar A para cada 

conjunto j ^ r J L J'K Ku)<k<N{jy 

No contexto em questao, um ponto importante a ser ressaltado e o metodo de estima^ao 

dos desvios padroes associados aos coeficientes {d ■ k jr^Kyv/ Ao se considerar o 

1«(7)<^</V(y) 

procedimento universal de escolha, costuma-se estima-los a partir do sistema 

^ ao se consiclerar, por vezes, o procedimento adaptativo, estima-se o 

desvio padrao de um dado coeficiente dj k m<y<M baseando-se no sistema {dj^ 

3.2 O fracionamento da serie de tempo 

3.2.1 A problematica 

7 
U)<k<NU) 

Y" j 
Dadas uma serie de tempo {y, e uma ondaleta-mae de forma que o sistema (2.12) - 

(2.13) seja satisfeito, a problematica corresponde, para o presente artigo, a obtengao de uma 

7 Para mais detalhes acerca do tema, os autores sugerem Morettin (1999). 
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frequencia critica A Enquanto componentes de relacionados a freqiiencias menores 

T _\ 
ou iguais a A, devam formar a subserie {xl}=o relativa a baixas freqiiencias, os demais 

y j 
componentes de precisam formar a subserie relativa a altas frequencias, denotada 

kCo1 

Em relagao a series economicas, pode-se obter uma forma de se escolher Xy, descrita a 

seguir, baseada na observagao de que o comportamento periodico das mesmas costuma ser 

formado por dois movimentos.8 

3.2.2 O procedimento 

y j 
No caso em que isso se verifica para uma determinada serie de tempo {yl} , e razoavel 

imaginar que as frequencias relativas aos dois movimentos devam concentrar maiores porgoes 

da energia total da serie que as demais. Considerando-se a existencia de relagao direta entre 

frequencia e nfvel de resolugao em Analise de Ondaletas, toma-se razoavel esperar que o 

'Y j 
escalograma de {yr}r_0 apresente seus picos em dois niveis de resolugao p e P sendo 

m< p < P < M Neste caso, p se relaciona ao movimento de curto prazo e P ao movimento 

de longo prazo da serie. 

Considerando ptP como indices "representativos" dos niveis de resolugao associados, 

respectivamente, aos componentes de altas e baixas frequencias da serie, Arifio e Vidakovic 

(1995) sugerem que, no caso em que os mesmos apresentem diferentes caracteres de 

paridade, proceda-se o fracionamento da serie 

M N(j) N(M) 

— ^ ^ (0 + ^ CM X W 
j=mk=n(j) k=n{M) 

8 Enquanto um deles seria de curto prazo (o qual se repete em intervalos curtos de tempo, podendo, portanto, ser 
caracterizado como sendo de baixo penodo e, conseqiientemente, de alta freqilencia), o outro seria de longo prazo, que 

pode ser classificado como sendo de alto penodo e, portanto, de baixa frequencia. 
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de acordo com a forma 

N{M) M N{j) 
X. = 

X X X dj,kyj,k(t), 
k-n{M) j=^(X^/.=n(ji 

H N(j) 

X X dKk¥jA», 
j=m k=n(j) 

i p P 
onde a = -—^ Z. Sendo assim, sugere-se que o criterio de classificagao de um 

determinado nivel de resolu^ao j como sendo associado a baixa ou alta freqliencias seja 

baseado em sua distancia numerica com rela^ao aos considerados "representativos" de tais 

caractensticas em 

No caso em questao, observa-se que, a partir da adogao do mesmo, as subseries j*,}7'1 

y j 
e {z( Lo aPresentam duas propriedades: 

i) Sua soma corresponde exatamente a serie original [yt ; 

ii) A soma entre suas energias Engi^x^^ j e ) corresponde exatamente a 

energia relativa a serie original. 

No caso em que p q P possuem o mesmo carater de paridade, devido a duplicidade de 

, , , i P + P ^ 
representa^ao do nivel de resolugao a - —-—e Z, a menos que todos os coeficientes de 

ondaletas referentes ao mesmo fossem nulos, nenhuma das propriedades das subseries seriam 

mantidas validas. 

Muito embora tais propriedades possam ser recuperadas adaptando-se o procedimento em 

questao, de forma que o mesmo, alem de discriminar entre diferentes niveis de resolu9ao, fa^a 

o mesmo para diferentes valores de k para o nivel de resolugao a, tal adapta^ao incorreria no 

absurdo de diferenciar frequencias relativas a ondaletas que as possuem identicas. 
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Salvo casos especiais, nao e possivel recuperar de forma conjunta as propriedades em 

questao por meio de uma adaptagao que, ao inves de discriminar diferentes valores de k, 

destine, para cada uma das subseries, fragoes de cada um dos coeficientes relatives ao m'vel 

de resolugao a. 

A adaptagao em questao pode ser expressa na forma 

N{a) M N(j) N(M) 

A = X ak-dak\f/akit)+ Y, Yj cM.k<t)M.k(ty 
k=n{a) j=a+lk=n(j) k-n{M) 

a-l Nij) Nice) 

z, = X £ di^i.k 0) + X V da,kWa.k (t)' 
J-m k=n{j) k=n{oc) 

sendo que pelo menos a mesma possuiria a vantagem de evitar o problema acerca da 

adaptagao anterior. 

Nesse sentido, Arino e Vidakovic (1995) sugerem duas formas altemativas, descritas a 

seguir, de se proceder ao fracionamento dos coeficientes em questao, cada uma possuindo 

uma de tais propriedades. 

a) Fracionamento preservador dos valores numericos da serie original 

Formalmente, devido ao carater de ortonormalidade do sistema um 

fracionamento {ak, hk preservara os valores numericos da serie original se e somente se 

\/k e {«(«), • • ■, ^V(a)}, ak+bk = 1. 

Pode-se, de forma aproximada, afirmar que o domfnio temporal relative a uma dada 

ondaleta l/j kequivale tanto ao da ondaleta y/ k quanto ao do sistema {yhU2k' VA-i,:* ■ i} 
2 

Dessa forma, uma maneira de se fracionar um dado coeficiente <iajt poderia consistir em se 

considerar ak e bk de forma a refletir, respectivamente, as contribuigoes relativas aos "fluxos" 

de "entrada" e "saida" de energia associadas ao suporte de y/ak. Nesse caso, assuminamos 

que o direcionamento possuiria o sentido crescente do grau de resolugao para a energia 

associada ao par (a, k), ou seja, 
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\ 
a b a 

a + b ' 

em que 

2 

b) Fracionamento preservador da energia da serie original 

Formalmente, qualquer fracionamento [ak, bk tal que, Vk g [n{a), • • •, A^(a)}, 

preservara a energia relativa a serie original. 

Levando-se em conta as considera^oes relativas ao fracionamento anterior, bem como a 

expressao (3.3), um raciocfnio analogo pode ser desenvolvido de forma a se obter expressoes 

similares para o caso em questao. Ao se considerar ak e bk de forma que os mesmos reflitam 

as rafzes das contribuigoes relativas ao caso anterior (logicamente positivas, por representarem 

grandezas quadradas) associadas ao suporte de ij/^ r e como direcionamento o sentido 

crescente do grau de resolugao para a energia associada ao par (a, k), obtem-se 

(3.3) 

em que 

0 < a — d 
2 
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Com rela^ao a escolha do tipo de fracionamento a ser utilizado em um dado nivel de 

resolmjaoj, Arino e Vidakovic (1995) sugerem que quanto maior for o valor de E/igxom 

relapao a Eng e Eng , deve-se utilizar o fracionamento preservador dos valores numericos 

da serie original e, em caso contrario, o fracionamento preservador da energia da serie origi- 

nal. 

4 Aplica^ao dos procedimentos 

Para a aplica^ao dos procedimentos relacionados a modelagem das series optou-se por 

utilizar os dados referentes as cento e vinte e oito primeiras observa9oes. Elegeu-se, ainda, a 

ondaleta de Haar e o procedimento universal de escolha de acordo com a expressao 

X = a^2\n{T), 

onde ere estimado tendo-se como base a integralidade do sistema }ri<j<7 Utilizou- 
\0<k<-\ + 2 J 

se o algoritmo duro de redupao. A obten§ao dos coeficientes associados as ondaletas de Haar 

(cujas magnitudes estao representadas, exce§5es feitas aos casos relatives aos coeficientes 

C por intensidade de luminosidade nos Graficos anexos A.l a A.6 - quanto mais clara a 

cor, maior a magnitude) e o processo de retirada de ruido fbram implementados por meio do 

programa MATLAB v. 5.3 r. 11. Ja o processo de modelagem Box-Jenkins foi implementado 

por meio do programa Eviews v. 3.0. 

4.1 Serie da produ^ao industrial (Prodlnd) 

Esta serie e composta por cento e cinqlienta e seis dados mensais referentes a produ9ao 

fisica industrial brasileira com base fixa em agosto de 1994. O Grafico 1 apresenta a serie 

Prodlnd para o penodo de Janeiro de 1987 a dezembro de 1999. 
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Fonte: IBGE. 

Grafico 1 

Produ^ao Fisica da Industria (%) 
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Por meio da aplica^ao da metodologia Box-Jenkins (procedimento tradicional) a serie 

Prodlnd, obteve-se:9 

a-L) 
( \ 

1 + 0.260285 L6 - 0.529737 L12 

V 
(0.080402) (0.080873) 

y 

Pxodlnd. =(1 + 0.366585^ 
(0.089302) 

onde Et - //TV (0,25.68293). 

Conforme apresentado na segao 3.2.2, a implementa9ao do procedimento AV, por meio 

da analise do escalograma, apresentado na Tabela 1, a serie Prodhid, gera o seguinte 

fracionamento em baixas (4.1) e altas (4.2) frequencias: 

7 -l + 27_; 

Xt — C7,0 ' ^7,0^) S ^ djk ' ysj k (0 
/=3 A'=0 

(4.1) 

9 Exce^ao feita a subscric de baixas frequencias relati va a serie de cxportagocs brasilciras, nenhum dos modclos ajuslados 

na presente segao possui a desejada qualidade da parcimonia. Apcsar dos possivcis problcmas rclacionados a cstc fato, 
foram estes os unicos filtros cnconlrados de forma a sc podcr produzir rufdo branco {white noise). 
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2 -1+27--' 

£ dj.k(4.2) 
y=i k=o 

estando o mesmo representado nos Graficos 2 e 3, 

Tabela 1 

j 1 2 3 4 5 6 7 

Engj 1355.1 2384.2 3598.6 809.0 1187.1 1844.5 325.1 

Grafico 2 

Serie Prodlnd - Baixa Freqiiencia 
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Grafico 3 

Serie Prodlnd - Alta Freqiiencia 
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Aplicando-se a metodologia Box-Jenkins as series fracionadas {a; j ' e [z,}' , obteve-se 

(1-L) 1 + 0.123061L4 -0,841319L12 

(0.044397) (0.045914) 
Xi = 

( \ 
1 + 0.484996 L8 + 0.420050 L12 

(0.066430) (0.066441) 

(1-Ll2)(l+ 0.501327/.l2)7 =(1+ 0.285165 L + 0.477922L2+0.181385 L3+0.300751 LJ-0.222985 L")^, 
(0.091452) (0.098899) (0.100124) (0.105707) (0.101432) (0.066474) 

onde r],~IIN(0,5.304764) e ^~IIN(0,11.17904) 

Cabe ressaltar que a caracteriza^ao dos modelos ARIMA ajustados para cada uma das 

subseries constitui urn indfcio de que o procedimento de fracionamento aplicado obteve relative 

exito em discriminar as frequencias da serie. De acordo com o mesmo, enquanto a subserie 

{xt }/=0 representa a evolugao de longo prazo da serie original, a subserie {z, apresenta, 

embora nao unicamente, seu comportamento sazonal. 

Mediante a aplicagao da metodologia Box-Jenkins a serie alisada, isto e, depois de 

realizado o de-noising da serie original, obteve-se: 

d-^) 

/ r 
1 + 0.271005L6 -0.458812L12 

^ (0.084272) (0.084581) 
Fvodlnd. = 

( 

1 + 0.283811L' 
(0.090879) 
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£t~IIN{0, 19.6564), 

onde £t - UN {0, 19.6564). 

A serie alisada e mostrada no Grafico 4, enquanto o Grafico 5 apresenta os valores 

realizados e previstos fora da amostra para os tres procedimentos utilizados (tradicional, AVe 

de-noising). Os erros absolutos medios porcentuais da serie original (MAPEs) sao 

apresentados na Tabela 5. 

Grafico 4 
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Grafico 5 
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4.2 Serie de exporta^oes brasileiras (Expor) 

Esta serie e composta por cento e sessenta e quatro dados mensais referentes as 

exportagoes brasileiras em milhoes de dolares para o perfodo que vai de agosto de 1986 a 

margo de 2000, sendo representada pelo Grafico 6. 

Grafico 6 

Exporta^oes Brasileiras em US$1,000,000 

5500 

5000 

4500 - 

4000 

3500 

>3000 

2500 - 

2000 - 

1500 - 

1000 - 
-o r- o VO oo ON n in r- oo ON m oo oo oo oo On ON ON ON ON ON ON ON ON ON 

00 00 00 00 00 00 00 00 oo oo 00 00 00 

Mes 

Fonte: Ipeadata. 
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Por meio da aplica^o da metodologia Box-Jenkins (tradicional) a serie, obteve-se: 

(1 - L)(l - 0.268272 L'' - 0.368489 l!2)Exp = (1 + 0.622849 L + 0.191806 L" 
(0.081800) (0.083475) (0.072040) (0.071975) ' 

onde £t - UN(0, 86729.36) 

A Tabela 2 mostra o escalograma relativo a Exporque e utilizado para obter-se o nfvel de 

coite (fracionamento) entre a alta e baixa freqiiencia da serie. Este fracionamento resultou nas 

equa9oes (4.3) e (4.4), utilizadas a seguir para a implementa^ao do procedimento AV As 

subseries de baixas e altas frequencias sao apresentadas nos Graficos 7 e 8. 

xt — c-j q '+ d-j q '\f/7 0(0 (4.3) 

6 -l+27'y 

X dM (4.4) 
j=l k=0 

Tabela 2 

y I 2 3 4 5 6 7 

j 4838630.5 4253933.7 6270643.1 5884977.4 5938172.0 10929006.6 30543951.0 

Grafico 7 

Serie Expor - Baixa Freqiiencia 
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Graflco 8 
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Mediante a aplica9ao da metodologia Box-Jenkins as series e{"f j'"' , obteve-se: 

( \ 

1-0.561115 L-0.257375L" 
(0.070951) (0.064141) 

«-V 
z, = (1 — 0.232405 L - 0.202597 L + 0.402046 L )L, 

(0.075387) (0.078763) (0.000799) 

onde rj,-UN (0,7515.735) e ^~IIN (0,83533.88). 

Neste caso, ao contrario do que ocorreu para a serie de produgao industrial, os resultados 

dos modelos ARIMA ajustados para cada uma das subseries mostra que o fracionamento foi 

capaz de discriminar perfeitamente a parte estacionaria da parte nao estacionaria da serie. 

I 
Enquanto a subserie [xi }('o representa a evolugao de longo prazo da serie original (parte nao 

1 ^7 
estacionaria), a subserie {zl }^0 apresenta seu comportamento sazonal (parte estacionaria). 

Por meio da aplicagao da metodologia Box-Jenkins a serie alisada {de-noised), 

apresentada no Grafico 9, obteve-se: 

(1-7.) 1 +0.489254 L4 - 0.469292 L1' Expor = 
^ (0.068581) (0.064332) j 1 1 + 0.429475 L8-0.473335 L12 ^ 

^ (0.000433) (0.049628) ^ 
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onde £, ~ UN (0, 7623.162]. O confronto entrc a serie original e as previs5es associadas aos 

tres metodos encontram-se no Grafico 10. Os citos absolutos medios, em porcentagem, sao 

apresentados na Tabela 5. 
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Grafico 10 
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4.3 Serie volume de pesca na Groelandia {Fish) 

Esta serie e composta por cento e trinta e oito dados mensais referentes a pesca de peixes 

na Groenlandia, com base fixa na media do ano de 1990. O Grafico 11 apresenta a serie Fish 

para o perfodo de Janeiro de 1968 a junho de 1979. 

Por meio da aplicagao da metodologia Box-Jenkins (tradicional) a serie, obteve-se: 

(l-LXl-L12) 1 + 0.184306 L3 +0.335063 L12 

(0.091831) (0.094321) 
\n{Fish, ) = 0.001861+ (1 +1.059678 L - 0.063941L12 )e, 

(0.000359) ^nrcnosAl CnrpnsTS^ ' (0.020986) (0.020878) 

onde £t ~ 7/^/(0, 0.110064). 
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A Tabela 3 apresenta o escalograma relativo a serie Fish. Optou-se pela utiliza^ao do 

fracionamento preservador dos valores numericos da serie original e nao de sua energia. As 

series fracionadas de baixas e altas frequencias sao apresentadas nas equagoes (4.5) e (4.6), 

respectivamente. Os Graficos 12 e 13 apresentam estas duas series. 
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6 -l+27'; 31 

Xi ~ C1.Q ' 07.0 (0 ^ ^ (^) "^ ^ ^2,A- *V^2,A-(4.5) 
7=3 A=0 A=0 

31 63 

Z, ak)^2,k " V^2,A (^) "^ ^^1,A (4.6) 
A=0 A=0 

31 ✓ 
A Tabela 4 apresenta os coeficientes [a,. }k_0 relacionados ao segundo nfvel de resolugao 

que foram subdivididos entre os dois nfveis de frequencias. 

Tabela 3 

i 1 2 3 4 5 6 7 

£"s i 118169.3 46779.1 128464.5 33617.4 6265.7 14451.1 14822.1 

Tabela 4 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.782 0.963 0.973 0.632 0.871 0.970 0.965 0.990 0.996 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

0.731 0.897 0.998 0.594 0.996 1.000 0.756 0.872 0.940 0.726 

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

0.999 0.997 0.677 0.986 0.448 0.601 0.999 0.976 0.721 0.160 

30 31 32 

0.641 0.536 0.944 
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Grafico 13 
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For meio da aplicagao da metodologia Box-Jenkins as series fracionadas [x[} "0 e } "o, 

obteve-se: 

(1-L)(l-Ll2]fl +0.439107L12 

71 (0.094528) 
< V 

\ / x 

1 +0.959835 L2 

y v (0.015079) 
7 tin 

(1-Li2)| 1 +0.571962 L12 

(0.083718) 
z, = (1 + 0.940479 L + 0.078728 L3 )£,, 

(0.075167) (0.078475) ' 
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onde 7], ~IIN (0,227.3489) e ^~IIN (0,133.6154) 

Observa-se que a serie de baixas freqiiencias acabou captando as diferengas tanto sazonal 

como consecutiva, enquanto que a serie de altas frequencias incorporou o padrao sazonal da 

serie. 

Por meio da aplicagao da metodologia Box-Jenkins a serie alisada {de-noised), 

representada no Grafico 14, obteve-se: 

(1-L)(1-L12) 

r 

1 + 0.519918L12 

(0.085234) 

\ 
Fish. - 

f 
1 + 0.967718L 

(0.023747) 

onde £t ~ UN (0, 808.8815). O Grafico 15 apresenta os valores para a serie original e para as 

previsoes pelos tres metodos e os erros absolutos medios em porcentagem estao na Tabela 5. 
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Grafico 15 

Previsoes Acerca da Serie Fish (%) 
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Tabela 5 

Serie Procedimento MAPE (%) 

Prodlnd 

Prodlnd 

Prodlnd 

Tradicional 

AV 

De-noising 

4.77909 

3.24786 

6.88524 

Expor 

Expor 

Expor 

Tradicional 

AV 

De-noising 

9.95489 

15.52875 

10.72856 

Fish 

Fish 

Fish 

Tradicional 

A 
Demising 

22.62733 

17.47298 

27.35032 

5 Conclusoes 

Este artigo apresentou, de forma sistematica, uma introdu§ao as ondaletas e dois 

possfveis metodos altemativos de previsao. Estes metodos consistem basicamente na aplica^ao 

da metodologia ARIMA a subseries extrafdas da serie original por meio das ondaletas. Sao 

utilizados os procedimentos de alisamento {de-noising) e de divisao em series de alta e baixa 

frequencia. 
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Considerando-se os MAPEs referentes as tres altemativas de procedimentos de modelagem 

relativamente as series de tempo analisadas, observa-se que o procedimento AVmostrou-se 

superior aos demais para duas das mesmas. Isto e um indicio de que a modelagem em 

separado de subseries de baixas e altas freqiiencias pode contribuir positivamente para a 

qualidade de previsao de series de tempo. O fato do procedimento de alisamento ter se 

mostrado sempre inferior ao metodo tradicional constitui indfcio de que este primeiro, alem de 

nao contribuir positivamente para a qualidade de previsao de series de tempo, possa estar 

associado a efeito em sentido contrario. 

Cabe ressaltar que os resultados obtidos sao dependentes tanto da adequagao dos modelos 

ajustados a cada serie ou subserie analisada quanto, em um nivel mais primario, das escolhas 

inerentes as quantidades de dados disponiveis para os processos de modelagem, as bases de 

ondaletas empregadas e aos procedimentos de fracionamento e alisamento. 

No caso especifico das constantes escolhas das cento e vinte e oito primeiras observagoes 

para os processos de modelagem e da ondaleta-mae de Haar, ha a possibilidade de as mesmas 

"privilegiarem" os resultados referentes ao procedimento AV ao estabelecerem transformada 

de ondaletas ortogonal. Ademais, a analise conduzida no presente artigo carece de poder 

estatistico em dois sentidos: 

i) um conjunto de tres series de tempo consiste de uma amostra muito pequena para uma even- 

tual analise de proporgoes de relacionamentos entre variaveis aleatorias MAPE\ 

ii) a analise em questao nao considera as variaveis aleatorias MAPE de forma inferencial. 
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Apendice 
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Grafico A.3 
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Grafico A.5 
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