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Resumo. Neste trabalho mostramos que a dimensao métrica média de uma acao de se-
migrupo satisfaz trés principios variacionais: (a) em nosso primeiro resultado consideramos
a funcao de entropia local para uma agao de semigrupo livre e mostramos que a dimensao
métrica média satisfaz um principio variacional em termos dessa fungao; (b) a segunda trata
de uma defini¢ao da entropia de Katok para uma acao de semigrupo livre introduzida em [I1];
(c) em nosso terceiro resultado, baseado na definicdo de entropia de Shapira, introduzida em
[33] para uma tnica dinamica, estendemos a definigdo de entropia de Shapira para uma agao
de semigrupo. Obtemos também uma férmula que relaciona a entropia de Shapira de uma
acao de semigrupo livre e a entropia de Shapira do skew product induzido; (d) em nosso quarto
resultado obtemos um principio variacional envolvendo a dimensao métrica média e a entropia
de Shapira de uma acdo de semigrupo livre; (e) nos dois iltimos teoremas estendemos a de-
finicao de dimensao média métrica e de entropia topoldgica quando temos um semigrupo gerado
finitamente inspirado na defini¢do de entropia topoldgica introduzida em [21I]. Neste contexto
obtemos um principio variacional parcial para a dimensao métrica média. Nossos resultados
sao inspirados nos obtidos por [27], [39], [35] e [34].

Palavras-chave: dimensao métrica média; principio variacional; agoes de semigrupo livres.

Abstract. In this work we show that the metric mean dimension of a semigroup action
satisfies three variational principles: (a) in our first result we consider the local entropy function
for a free semigroup action and show that the metric mean dimension satisfies a variational
principle in terms of such function; (b) the second one is about a definition of Katok’s entropy
for a free semigroup action introduced in [I1]; (¢) in our third result, based on the definition of
Shapira’s entropy, introduced in [33] for a single dynamic, we extend the definition of Shapira’s
entropy for a semigroup action. We also obtain a formula which relates the Shapira’s entropy of
a free semigroup action and the Shapira’s entropy of the induced skew product; (d) in our fourth
result we obtain a variational principle involving the metric mean dimension and the Shapira’s
entropy of a free semigroup action; (e) in the last two theorems we extend the definition of
metric mean dimension and the topological entropy when we have a finitely generated semigroup
inspired in the definition of topological entropy introduced in [21I]. In this context we obtain
a partial variational principle for the metric mean dimension. Our results are inspired in the
ones obtained by [27], [39], [35] and [34].

Keywords: metric mean dimension; principio variacional; free semigroup action.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das nogoes mais importantes em Sistemas Dinamicos é a de entropia topoldgica. E um
invariante topoldgico e, a grosso modo, mede o quao cadtico é um sistema. Em particular, é
uma ferramenta eficaz para decidir se dois sistemas sao ou nao conjugados.

Um resultado importante ao se tratar de entropia topoldgica é o Principio Variacional que
diz que, para uma aplicagao continua f : X — X em um espaco métrico compacto X, vale que
a entropia topoldgica pode ser calculada através do supremo das entropias métrica das medidas
de probabilidade que sao invariantes pela aplicagao f, mais precisamente

htop(f) = SuPU%(f) T M(X,f)}

onde h,(f) denota a entropia métrica de f com respeito a medida p e M(X, f) denota o espaco
das medidas de probabilidades invariantes por f. Tal relacao vincula as informacoes estatisticas
do sistema as topoldgicas e, por exemplo, encontrar condigoes necessarias para que o supremo
seja alcancado em alguma probabilidade, ou seja garantir a existéncia de estados de equilibrio
mostra-se como um problema muito interessante, com aplicagoes em fisica matemética e que
tem sido objeto de estudo de diversos autores [24] 13|, 5], 14} [15] 16}, [30].

No entanto, existem muitos sistemas com entropia topolégica infinita (por exemplo, eles
formam um conjunto C%-genérico no espaco de homeomorfismos de uma variedade compacta
[40] com dimensao maior que um) e assim, neste contexto, a entropia nao é uma ferramenta
util para classificar sistemas dinamicos em classes de conjugacao. Assim, para estudar estes
tipos de sistemas, novas grandezas dinamicas sao necessarias e um exemplo de tal grandeza é
a dimensao métrica média. Para um sistema dinamico f : (X, d) — (X, d) a dimensao métrica
média denotada por mdimy (X, f,d), foi introduzida em [26] e refina o conceito de entropia
topoldgica para dinamicas com entropia topoldgica infinita. De fato, ela pode ser pensada
como uma fusao das defini¢oes de entropia topoldgica e dimensao de Minkowski e tem diversas
aplicagoes, como no estudo de problemas de mergulho [20]. E importante enfatizar que todo
sistema com entropia topoldgica finita tem dimensao métrica média igual a zero e, além disso,
ela depende da métrica escolhida d, ou seja, a dimensao métrica média nao é um invariante
topoldgico, mas sim um invariante geométrico. Porém, para um espaco topoldgico metrizavel
X, mdimy (X, f) = infy mdimy (X, f, d") é invariante sob conjugacao topoldgica, onde o infimo
é tomado sobre todas as métricas em X que induzem a topologia do espaco. Por outro lado,
foi mostrado em [27], [34], [39] e mais recentemente [7] que a dimensdo métrica média esta
fortemente relacionada com o comportamento ergédico do sistema.

No intuito de generalizar o conceito de dinamica, alguns autores passaram a considerar um
conjunto (que pode ser infinito) de aplicagoes continuas atuando em espago métrico compacto
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(X,d), denotado aqui por Gy = {f; : X — X}, e entdo tentar entender os efeitos da agao
do semigrupo gerado por GG; no espago ambiente (ver, por exemplo [6, B, 21, 8 O 10, 26] e
referéncia 14 citadas). Para tanto diversas nogoes precisaram ser introduzidas e entre tais, a
nocao de entropia topoldgica para uma acao de grupo ou semigrupo. Assim como para o caso
de sistemas dinamicos classicos é possivel garantir que a entropia topolégica de uma acao de
semigrupo pode ser obtida a partir de um principio variacional e que, como toda aplicacao
continua gera um semigrupo, a entropia neste contexto pode ser infinita.

Em [I1] os autores consideraram o espago métrico compacto (YN, D) e (X, d), onde (Y, dy)
¢ um espaco métrico compacto e D é a métrica produto induzida por dy. Neste contexto, eles
introduziram a noc¢ao de dimensao métrica média para uma acao de semigrupo livre e provaram
que para uma certa classe de passeios aleatérios, os induzidos por medidas de probabilidades
homogéneas em Y, é possivel obter um tipo de férmula de Bufetov (veja [6]) para a entropia
topoldgica de uma acao de semigrupo livre.

Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que a dimensao métrica média de uma acao de
semigrupo pode ser obtida a partir de um principio variacional. Nossa inspiragao reside nos
trabalhos [27], [34], [39] e [7], onde em [27] os autores desenvolvem um principio variacional
entre a teoria da dimensao média e a teoria da taxa de distor¢ao, mostrando que se o sistema
dinamico possui a "marker property”, entao a dimensao média coincide com o valor minimo
da dimensao taxa de distorcao inferior e superior, onde o minimo é tomado entre todas as
métricas compativeis com a topologia do espago. Em [34], o autor prova vérios principios
variacionais para a dimensao métrica média, onde no primeiro principio variacional ele mostra
que a dimensao métrica média superior e inferior de um sistema dinamico topoldgico estao
relacionadas com a entropia de Shapira. No segundo principio variacional, o autor estabelece
uma relacao entre as dimensoes métricas médias inferior e superior com o conceito de entropia
de Katok e no terceiro resultado ele consegue estabelecer mais um principio variacional para a
dimensao métrica média em termos da entropia de Brin-Katok.

Em [39], os autores provaram o seguinte principio variacional para a dimensao métrica média
de um sistema dinamico:

I

i su hu(e, f,0
mdimy; (X, fs d) — lim lim sup Puem(x,p) (e f,9)
=0 c—0 |log ¢

mostrando que a dimensao métrica média superior esta relacionada com a funcao

hu(e, f,6) = limsup 1 log N,(n,¢,0),

n—oo N
onde p é uma medida de probabilidade f-invariante, ¢ > 0, 6 € (0,1) e N,(n,e,d) denota
o menor nimero de (n,e)-bolas dindmicas necessarias para cobrir um conjunto de medida pu
estritamente maior que 1 — d. Um fato importante sobre essa funcao é que no contexto de X
espago métrico compacto e f : X +— X continua, para qualquer p ergédica e f-invariante vale
que h,(f) = lim._,0 h,(e, f,0) para qualquer 6 € (0,1), onde h,(f) denota a entropia métrica
de p.

Em [7], os autores introduziram o conceito de dimensdao métrica média superior de uma
familia a um parametro de funcoes de pressao escalonadas e determinaram um principio varia-
cional quando consideramos a dinamica um homeomorfismo tal que a dimensao métrica média
superior € finita.

Nosso primeiro resultado tem como objetivo escrever a dimensao métrica média de uma acao
de semigrupo em termos da fungdo entropia que, para cada x € X, nos da um valor hy(z,P)
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que também estd relacionado com a entropia topoldgica de uma agao de semigrupo, hiop(S).
O segundo resultado estabelece uma relacao entre dimensao métrica média superior de uma
acao e a uma generalizacao de entropia de Katok para o contexto de agoes de semigrupo livre,
onde em um primeiro momento mostramos uma desigualdade e, posteriormente, uma igualdade
quando estamos avaliando um grupo de medidas com caracteristicas especificas. Nosso terceiro
resultado mostra que a entropia topoldgica de uma cobertura pode ser calculada por meio de
um principio variacional que utilize e entropia de Shapira para o calculo e o quarto resultado
obtemos um principio variacional envolvendo a dimensao métrica média e a entropia de Shapira
para uma acao de semigrupo livre. Finalmente estendemos os conceitos de entropia métrica
superior local com respeito a uma medida para um definicao relacionada com a dimensao
métrica média que aparece em [3], obtendo um principio variacional parcial e, quando a medida
é fortemente G-homogénea obtemos uma igualdade entre a dimensao métrica média local da
medida e a dimensao métrica média da acao de semigrupo.

Esta Tese foi organizada para apresentar inicialmente as principais defini¢oes e resultados,
depois relembrar alguns fatos e defini¢oes sobre dimensao de contagem de caixas, medidas
homogéneas e medidas G-homogéneas.



Capitulo 2

Definicoes e Principais Resultados

Inicialmente, vamos relembrar os principais conceitos a serem utilizados neste trabalho e, além
disso, descreveremos os sistemas com os quais vamos trabalhar.

2.1 Dimensao métrica média de uma aplicacao

Seja (X, d) um espago métrico compacto. Dada uma fung¢ao continua f: X — X e um inteiro
nao negativo n, definimos a métrica dinamica d,,: X x X — [0, 00) por

Aoz, 2) = max {d(,2), d(f(2), f(2)), ... d(f"(). ()}

que gera a mesma topologia de d. Fixado ¢ > 0, dizemos que um conjunto F C X é (n,e)—
separado por f se d,(x,z) > € para todo z,z € E com x # z. No caso particular em que n = 1,
vamos chamar o conjunto de e—separado. Denotamos por s(f,n,e) a cardinalidade méaxima
de todos subconjuntos de X que sao (n,e)-separados por f. Como X é compacto, o nimero
s(f,n,e) é finito para todon € N e e > 0. Dizemos que R C X é um conjunto (n, e)-gerador se
para qualquer x € X existe z € R tal que d,(x, z) < e. Quando n = 1, dizemos que o conjunto
é e—gerador. Consideramos b(f,n, ) a cardinalidade minima dos subconjuntos de X que sao
(n, e)-geradores.

Definicao 2.1. A dimensao métrica média inferior de f com respeito a métrica firada d € dada

por
| B9
mdim,, <X, f, d) = lin_{grif Moge|

onde |
h(f,e) = limsup - log s(f,n,e).

n— o0

Analogamente, a dimensao métrica média superior de f com respeito a d € o limite

mdimy; (X, f d) = lim sup uep 8).
cso+  |logel

Claramente, mdim,, (X s d) = mdimy; (X s d) = 0 sempre que a entropia topoldgica de f,
dada por hiep(f) = lim. g+ h(f,¢), é finita.



Os proximos resultados sdo encontrados em [39] e nos ddo exemplos em que a dimensao
métrica média consegue fornecer, de certa forma, a dimensao em que estamos variando cada
entrada no espago das sequéncias, por exemplo [0, 1]%, quando consideramos a aplicagao shift
o (deslocamento) agindo neste espaco, onde o : [0,1]% + [0,1]% ¢ tal que para cada z =
(...,2_1,Tp,11,...) € [0,1]% associa o(z) = (...,2r_1, 20, T1, To, ... ), OU seja, é a aplicacao tal
que transladamos em uma posicdo a sequéncia z € [0, l]Z.

Proposicao 2.1.1. A dimensdo métrica média superior da aplicagao shift em [0,1]% com a
métrica D(z,y) = > ez 7w d(zk, i) € dada por

mdimy([0,1)%, D, T) = 1,
ondex = (..., 0 1,%0,%1,...), Y= (..., Y_1,%0,Y1,-..) e d € a distancia usual em [0, 1].

Analogamente, para o caso em que consideramos o espaco ([0, 1]%)Z em lugar de [0, 1]Z,
mdimy(([0, 1]9)%, D, T) = d,

onde d é um inteiro nao negativo, mostrando que de certa forma a dimensao métrica média esta
conseguindo nos fornecer uma no¢ao de dimensao de cada entrada no espaco das sequéncias
([0, 1]9)Z. O préximo resultado, encontrado em [39], ¢ uma generalizacio do resultado anterior,
mostrando uma relacao entre a dimensao métrica média e a dimensao de contagem de caixa
superior, Upper Box Dimension, a ser definia mais adiante no texto.

Teorema 2.2. Seja (Y, D) espaco métrico compacto e T a aplicagdo shift em YZ. Entdo
mdimy (Y%, D, T) = dimgY,

onde dimgY denota a dimensdao de contagem de caixa superior do conjunto Y .

2.2 Acoes de semigrupo livre compactamente gerados
por funcoes continuas

Sejam (X, d) e (Y, dy ) espagos métricos compactos e (g, ), ey uma familia de aplicacoes continuas
gy: X — X. Denotamos por G o semigrupo livre que possui o conjunto G; = {g,: y € Y}
como gerador, onde a agao de semigrupo o é a composicao de aplicagoes. Seja S a acao de
semigrupo livre induzida

S: GxX — X
(9:%) — g(x)
e denotamos por Ty o skew product associado por

Te: YNXx X — YN x X

2.2.1
@) = (o) 9 (@). (22.1)
onde w = (wi,ws,...) é um elemento do espaco de sequéncias unilaterais Y~ e o denota a
aplicacao shift agindo no espaco métrico compacto (YN, D), onde
=1
D(w,0): =Y —dy(w,,6,), 0 e YN 2.2.2
(8) = 3 (). para (222)



Se para todon € N e w = (wy,ws,...) € YN escrevermos

J5 = Gon -+ Gons

entao

Tg(w,2) = (o"(@), £2(@) ).

Considerando o conjunto G = G \ {id} e, para cada n € N, G denota o espago das
concatenagoes de n elementos em G}. Analogamente, definimos G = |J,, .y, G, onde Go = {id}
e g € Gy se, e somente se, § = Gu, --- Ju Juy, COM g, € G1 (para simplificar a notagao,
vamos utilizar g; g; em substituicdo da composicao g; o g;). No que segue, vamos assumir que o
conjunto gerador Gy ¢ minimal, significando que nenhuma funcao g, € G, paray € Y, pode ser
expressa como composicao dos geradores restantes. Para citar um elemento g de G}, escrevemos
lg| = n ao invés de g € G*. Cada elemento g de G,, pode ser visto como uma palavra que
origina das concatenacdes de n elementos em G;. Além disso, diferentes concatenacoes podem
gerar o mesmo elemento em G. No entanto, nos calculos a serem feitos, consideraremos as
diferentes concatenacoes em vez dos elementos em G que sao criados por elas.

2.3 Passeilos aleatorios

Um passeio aleatério P em YN é uma medida boreliana de probabilidade no espaco das sequéncias
que sao invariantes pela aplicacao shift o. Por exemplo, podemos considerar um subconjunto
finito F' = {p1,...,px} de Y, um vetor de probabilidade (ay,--- ,ax) (isto é, uma sele¢ao de
nimeros positivos a; tais que 3. | a; = 1), a medida de probabilidade v = S | a;4,, em F e
o produto de medidas de Borel P, = vN em Y. Tal medida P, pode ser chamada uma medida
de Bernoulli, que é dita simétrica se a; = % para todo i € {1,--- ,k}, neste caso, denotamos
a medida por P;. Se Y é um grupo de Lie, um passeio aleatério simétrico natural ¢ dado por
vN onde v é a medida de Haar. Denotamos por Z2(YYN) o espaco das medidas de probabilidade
de Borel em Y e por Z5(Y"N) seu subconjunto de elementos de Bernoulli. Ficard claro, pos-
teriormente, que o papel de cada passeio aleatorio é apontar uma caracteristica particular da
dindmica, aqui definida em termos de entropia topoldgica (definicao em Secao ou dimensao
métrica média (definigdo em Segao

2.4 Entropia topoldgica de uma acao S

Dado e >0e g:= g, - Gus Gy € Gn, a n-ésima bola dinamica B, (, g,¢) é o conjunto

By(x,g,¢) = {z €X: d(gj(z),g (z)) <e, VO < n}

j
onde, para todo 0 < 57 < n, a notagao 9, significa a concatenagao g, ... 9w, g, em Gj, e
9y = td. Note que esta é uma bola classica com respeito a métrica dinamica d, definida por

dy(z,2) := max d(g.(z),g.(2)). (2.4.1)

g 0<j<n =J Zj

Observe também que tanto a bola dinamica quanto a métrica dinamica dependem da conca-
tenagao subjacente de geradores g, ... 4., € nao do elemento do semigrupo g, uma vez que
este pode ter distintas representacoes.



Seja g = Gu, -G € Gy, dizemos que um conjunto K C X é (g,n,e)-separado se

dy(z,z) > € para quaisquer dois elementos distintos x,z € K. A maior cardinalidade de
qualquer subconjunto (g, n, ¢)-separado em X é denotada por s(g,n,¢) (ou, equivalentemente,
5(Guy - - - G, M, €)). Um conjunto K C X ¢ dito (g,n,¢)-gerador se para todo 2 € X existe
k € K tal que dy(x,k) < e. A menor cardinalidade de qualquer subconjunto (g,n, €)-gerador

em X ¢ denotado por b(g,n,€) (ou b(gu, - - - gur, 1, €)).

Definicao 2.3. A entropia topoldgica da acao de semigrupo S com respeito a um conjunto
firado de geradores Gy e um passeio aleatério P em YN é dado por

1
hiop(S,P) := lim limsup — log/ $(Guy, - - Gy sy €) AP (w)
YN

e=0t nosco N
onde w = wiws -+ Wy, . A entropia topoldgica da acao de semigrupo S €, entao, definida por

htop(S) = S%p htop(Sa ]P))

Observamos que o semigrupo S pode ter multiplos conjuntos geradores e as propriedades
dindmicas ou ergédicas (como a entropia topolégica) dependem do conjunto gerador escolhido.
Mais informacoes sobre esses conceitos no caso de agoes de semigrupos livres geradas finitamente
podem ser lidas em [8], 9] [10].

2.5 Funcao entropia

Nesta secao vamos apresentar uma generalizacao da definicao de funcao entropia local dada
em [34], que tem sua defini¢ao dada para uma tinica dindmica e, no nosso caso, desenvolvemos
uma definicao para agoes de semigrupo.

Seja (X, d) um espac¢o métrico compacto e f : X — X uma aplica¢do continua. Para cada
e>0exz € X, afun¢do entropia local encontrada em [34] é dada por:

Hy(z,e) = inf{S(K,¢) : K é uma vizinhanca fechada de z},
onde ]
S(K,e) = limsup — log s, (K, )
n

n—o0

e s,(K,¢e) denota a maior cardinalidade de um conjunto (n, ¢)-separado de K.
Para nossa defini¢ao consideramos também (X, d) um espago métrico compacto. Para cada
e>0ex e X, definimos

hg(z,e,P) = inf{B(K,S,e,P) : K é uma vizinhanga compacta de x},

onde |
B(K,S,¢e,P) = limsup — log (/ (K, gu, - - G €) dIP’(w)) :
YN

n—oo 1

e b(K, gu, - - - gu,, €) denota a menor cardinalidade de um conjunto (g, - - . g, , €)-gerador de K.
Como hy(z,e,P) cresce quando € decresce para zero, estd bem definido o seguinte limite

hg(xz,P) = lim hg(z, e, P) (2.5.1)

e—0t

que é menor ou igual a hop (S, P).



Definicao 2.4. Seja S : G x X — X a agdo de semigrupo livre continua finitamente gerada. A
fungao hiop : X — [0, heop(S, P)], &+ hiop(z, P) € chamada a funcao entropia de S com respeito
ao passeio aleatério P em YV e € definida como seque:

Desde que B(K,S,¢,P) < S(K,S,¢,P) < B(K,S,e/2,P), onde
1
S(K,S,e,P) = limsup — log (/ S(K, Gy, -+ - Guns ) d]P’(w)) ,
n—oo N YN
e (K, g, - - Gu,€) denota a maior cardinalidade de um conjunto (g, - - - gw,, €)-separado de

K. Entao

hiop(z,P) = liH(l) inf{S(K,S,e,P): K é uma vizinhanga compacta de z}.
e—

2.6 Dimensao métrica média de uma acao de semigrupo

Seja (X, d) um espago métrico compacto e S a agao de semigrupo livre induzida em (X, d) por
uma familia de aplicagdes continuas (g,: X — X),cy. A seguinte definicdo para o contexto de
semigrupo foi introduzida por [12].

Definigao 2.5. A dimensao métrica média superior e inferior de uma agao de semigrupo S em
(X, d) com respeito a um conjunto de geradores fizrado G| e um passeio aleatorio P em YN sdo
dados respectivamente por

mdimyy <X7S7d7P> = limsup M
=0t —loge
mdim, (X,S,d,IP’> _ limint "X SEP)
e—=0t —logg
onde 1
h(X,S,¢e,P) = limsup — log/ $(Gun - - - G M €) dP(w). (2.6.1)
n—oo N yN

O préximo exemplo pode ser encontrado em [I1] e consegue mostrar uma relagdo entre a
dimensao métrica média superior de uma agao de semigrupo e a dimensao métrica média de
uma aplicagao por meio do seguinte corolario encontrado em [11]:

Corolario 2.6. Suponha que Y = [0,1]* para algum k € N. Entdo
mdinmy (X, S, d, ]P’Leb> = mdimy (([o, MY x X, Ty, D x d,) — k.

Exemplo 2.7. Considerando S' o circulo unitdrio. Seja S a acdo de semigrupo gerada pela
famidlia de rotag¢oes (Ra)acp) em S* dada por z € S' — R,(z) = e*™@z. Denotamos por d
a métrica euclidiana em S, Tg o skew product induzido em [0, 1]N x S e o passeio aleatdrio
Prey = Leb™ em [0,1]N. Entdo,

mdimyg ([0, 1N x S*, T, D x d,> = mdimy (Sl,S,d, IP’Leb> + 1.
Além disso, os autores mostraram que

huop(S, Prey) = 0 = mdimy (51, S, d, IP’Leb>.
Logo, isto implica que mdimy; ([0, 1]N x SY T, D x d,) = 1.
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Agora, vamos apresentar um resultado que é uma das motivagoes do nosso teorema. Em
[34], o autor relaciona a dimensao métrica média com sua definigdo de fungao entropia local da
seguinte forma:

Teorema 2.8. Seja (X, d, f) um sistema dinamico topoldgico. Entao

sup Hy(z, ¢)
mdimy <X, d, f) = lim sup eX
c»or  —loge
Com base neste teorema, o nosso primeiro resultado mostra que a dimensao métrica média
de uma acao de semigrupo pode ser calculado em termos da funcao entropia. O que mostra que
a dimensao métrica média representa uma extensao natural do conceito de entropia topoldgica
j& que um resultado analogo vale para tal invariante (ver [11]).

Teorema A. Seja (X,d) um espago métrico compacto e S a a¢ao de semigrupo livre induzida
em (X,d) pela familia de aplicagoes continuas (g,: X — X)yey. Entao

sup hq(z, ¢, IP)
mdimy, (X,S,d, IP’) = lim sup reX
e 0t —loge
para todo P € M(YN).

Demonstracio. E claro das definicoes de funcio entropia que hg(z,e,P) < h(X,S,e,P), para
todo z € X, implicando que

sup hd(l‘, g, ]P))
mdimy <X, S, d, ]P’) > limsup X
- —loge
Para provar a desigualdade contréria, inicialmente note que, para um valor fixado ¢ > 0,
se X = UF_F}, uniao finita de conjuntos fechados, entao B(X,S,e,P) < max; B(F},S, ¢, P).
Neste caso, a cobertura de X por bolas fechadas e raio 1, denotamos por B; = {Bj, ... ,B}l}

tal cobertura. Seja B}l a bola fechada nesta cobertura tal que o maximo ocorre, ou seja,
B(Bj,,S,¢,P) = max; B(B;,S,¢,P) . Agora, cubra B} por uma familia finita de bolas fechadas

7
de rfﬁo no maximo % denotada por By, = {B%,..., Bgz}. Novamente, existe BJZ2 € By para a
qual B(X,S,¢e,P) < B(B?Q,S, g,P). Seguindo por indugao, para cada k € N, existe uma bola
fechada de raio no maximo % de modo que B(X,S,¢,P) < B(Bfk,S,s,P). Além disso, pela
construgao anterior temos uma sequéncia de bolas fechadas aninhadas { B} }ren cujo didametro
tende a zero. Neste caso, existe ¥ = ﬂkeNBﬁ e para qualquer vizinhanca fechada F' de T temos

Bj’?k C F, para k € N suficientemente grande. Logo,
B(F,S,e,P) > B(B! ,S,e,P) > B(X,S,¢,P),
implicando que, pela definicao de hy(Z,e,P), hqe(z,e,P) > B(X,S, e, P). Consequentemente,

sup hq(z, €, IP)

lim sup e > mdimy (X, S, d, ]P’),
e 0t —loge

finalizando a prova do Teorema A.
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Capitulo 3

Entropia de Katok

Antes de enunciarmos nosso proximo resultado principal, precisamos introduzir a nocao de
medida homogénea e Dimensao de Contagem de Caixa Superior.

3.1 Dimensao de Contagem de Caixa Superior
Seja (Y, dy) um espago métrico compacto.
Definigao 3.1. A dimensao de contagem de caixa superior de (Y, dy) € dada por

B log N
dimgY = lim sup og—(e)

: 3.1.1
c—or  |loge] @11)

onde N(g) denota a cardinalidade mdxima de um conjunto e—separado em (Y, dy ).
Consideremos agora uma medida de probabilidade de Borel v em Y.

Definicao 3.2. A dimensao de contagem de caixa superior de v ¢ dada por

dimgv = lim inf {HBZ: ZCY e v(Z)> 1—5}.
§—07t

Vale ressaltar que, embora a dimensao de contagem de caixa superior de um conjunto Z
coincida com a dimensao de contagem de caixa superior de seu fecho, a dimensao de contagem
de caixa superior de uma medida de probabilidade pretende estimar o tamanho de subconjuntos
em vez de todo o suporte da medida (isto é, o menor subconjunto fechado com medida total).
Na verdade, pode acontecer que dimpg v < dimp (supp v) (cf. Exemplo 7.1 em [37]). Indicamos
ao leitor [I8] B7] para consideragoes em teoria da dimensao.

3.1.1 Medidas Homogéneas

Seja v uma medida de probabilidade boreliana em um espa¢o métrico compacto (Y, dy). Uma
medida equilibrada deve atribuir a mesma probabilidade para quaisquer duas bolas com o
mesmo raio, mas esta é, em geral, uma exigéncia muito forte. Em vez disso, enfraquecemos
esta exigéncia da seguinte forma:

Definicao 3.3. Dizemos que v é homogénea se existe L > 0 tal que

v(B(y1,2¢)) < Lv(B(y2,¢)) Yy, yo € supprv Ve > 0. (3.1.2)
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Por exemplo, a medida de Lebesgue em [0, 1], medidas atomicas e medidas de probabilidade
absolutamente continuas em relacao as ultimas, com densidades delimitadas de zero e infinito,
sao exemplos de medidas homogéneas de probabilidade. Denotamos por Hy o conjunto de tais
medidas homogéneas de probabilidade borelianas em Y.

Por defini¢ao, toda medida homogénea satisfaz

v(B(y,2¢)) < Lv(B(y,¢)) Vy € supprv Ve >0, (3.1.3)

e, como v(B(y1,¢€)) < v(B(y,2¢)),

v(B(yi,e)) < Lv(B(ys,¢€)) Yy, y2 € supprv Ve > 0. (3.1.4)

Uma medida v satisfazendo ¢é dita ser uma medida de duplicacao.

Para uma discussao sobre as condi¢oes em Y que garantem a existéncia de medidas ho-
mogéneas e outras relagoes entre a homogeneidade e a propriedade de duplicacao, remetemos
o leitor para [3| Section 4] e referéncias nele contidas.

3.1.2 Entropia de Katok para acoes de semigrupos livres e principio
variacional

Inicialmente vamos fazer uma breve introdugao da definicao de Entropia de Katok. Sejam
(X,d) um espac¢o métrico compacto e f : X — X uma aplicacdo continua. Para qualquer
medida p boreliana de probabilidade, ergddica e invariante por f e 0 < d < 1, a férmula para
a Entropia de Katok ¢ dada por
hf(f) = lim lim inf log Nu(n, &,9) = lim lim sup M,
e—=0 n—oo n e=0 pyoo n

onde N,(n,¢e,d) denota o nimero minimo de bolas dinamicas a tempo n com raio € cuja uniao
¢ um conjunto de medida p maior um igual que 1 — 4.

Em [I0] os autores consideraram uma extensao da entropia de Katok quando o sistema
dinamico em questao ¢ uma agao de semigrupo livre.

Definicao 3.4. Dada uma medida de probabilidade P em YN e uma medida de Borel de pro-
babilidade v € M(X) (M(X) € o conjunto das medidas de probabilidade em X ), § € (0,1) e
e > 0, definimos

1
hE(S,¢e,6) = limsup —log/ Sy (G, -+ - Gy, 11y €,0) dP(w), (3.1.5)
YN

n—oo I

onde w = wiwy -+ Wy,

31/<gwn--~gw17n7576) = S(Q(Un"'gwl?n?guE)

inf
{ECX: v(E)>1-6}

€ $(Guy, - - - Gy, Ny €, E) denota a cardinalidade mdxima de um conjunto (g, - - . Guw,, N, €)—Separado
em FE.

A entropia de uma acao de semigrupo S com respeito a v e P é definida por

1
hE(S,P) = lim lim limsup — log/ Su(Guon, + -+ Guoy s My €,0) dP(w). (3.1.6)
YN

6—0 —0 n—oo n
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Note que o limite anterior esta bem definido devido a monotonicidade da fungao
1
(g,6) — —log/ Sy (G, -+ - Gu s My €,0) dP(w)
n yN

nas variaveis € e 9. Além disso, se o conjunto de geradores é Gy = {Id, f}, relembramos da
definicao de Katok para uma tnica dinamica f.

3.1.3 Principio variacional para a dimensao métrica média de uma
acao de semigrupo livre envolvendo a entropia de Katok

Nesta subse¢ao vamos apresentar um resultado encontrado em [34] para uma dinamica e gene-
ralizé-lo para o contexto de agdes de semigrupo. Em [34] o autor prova que para um espago
métrico compacto (X,d) e uma aplicagdo continua f : X — X, vale o seguinte principio
variacional para a dimensao métrica média:

sup hy (X, f,e,0)
I/ng(X)

mdimy (X, f,d, IP’) = lim sup

, para todo ¢ € (0,1),
e—0t —loge

onde £¢(X) denota o conjunto das medidas de probabilidade ergédicas em X. No caso em
que o sistema dinamico é dado por uma acao de semigrupo livre, o tltimo resultado pode ser
estendido para:

Teorema B. Seja (X,d) um espago métrico compacto e S a agio de semigrupo livre induzida
em (X,d) por uma familia de aplicagoes continuas (g,: X — X),ey. Neste caso

sup hy, (S, P, ¢, )

mdimy; (X,S, d, P) > lim lim sup veMX)
00 ¢y —loge

para todo € M(YN). SeP =N, com  medida de probabilidade homogénea em'Y e supp(7y) =
Y, entao

sup hX(S,P,e,6)
rveM(X)

mdimy (X, S, d, IP’) = lim lim sup

6=0 oo+ —loge

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que para qualquer v € M(X) e d >0, v(X) > 1 -4 e,
paratodoe >0, n € New € YV,

$(Gion + -+ Gy 15 €) = 80(Gio + -+ Guon»y M5 €, ).
isto implica que, para qualquer v € M(X),
h(X,S,P,e) > h%(X,S,P,¢,6).

Consequentemente,

sup hE(S,P,e,0)

mdimy; <X, S, d, ]P’) > lim lim sup vEMIX)
o “loge

(3.1.7)
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Para segunda parte, notamos que a defini¢ao pode ser dada em termos dos conjuntos
geradores. Mais precisamente, dado € > 0, um inteiro positivo n e g = g,,, . . . gu,, dizemos que
o subconjunto A de E C X é um conjunto (gy, - - - guy 7, €, E)—gera_dor se para qualquer z € F
existe y € A de modo que dy(z,y) < €. Pela compacidade de X, dado €, n e g como antes,
existe um conjunto finito (g, n,e, B)—gerador. Dado § > 0 e B

byw--‘w7775: inf bw---w777E7
(G - - - G 10, €, 0) mex s (G - - Gun> €, E)

nao é dificil ver que

1

RE(S,P) = lim lim lim sup —log/ b (Gup -+ - Gurs My €,0) dP(w).
520 e=0 400 N ¥N

Agora, seja P = 4 com v € Hy e considere v € M(X). Fixado ¢ > 0 e considere um

inteiro positivo k = k(¢) > 1 de modo que } ., dm;(y) < 5. Escolha um conjunto £-separado

de cardinalidade méxima E C Z = supp(7), cuja cardinalidade é denotada por Nz(e). Pela

definicao de dimensao de contagem de caixa superior,

lim sup Nz(€) = dimp(Z).

es0 —loge
Para cada n € N e cada ponto (pi, ..., pnsx) € E™*, considere o cilindro
Ciyiipyr = {w eYN:w eB (p,;, Z) , parai=1,...,n+ k} . (3.1.8)

Note que a colecao de cilindros definida acima cobre ZV e tem didmetro menor que . Logo,
segue que

/ by (S, 9w, - - - Guy, 1, E,0) dP
YN

> in_ b,(S, Guy - - Guns 1, €,0) X min P(C; N ZV). 3.1.9
_'Z:“Q%N(yn Gur s, €,0) x minP(Cy N Z7) (3.1.9)

i=(i1.intk) b
Agora, notamos que a imagem de b, (S, -, n,¢,9) : C; — Z, tem um minimo em Z, e tal minimo
é alcancado por algum w® € C;. Entdo, juntamente com (3.1.9) e o fato que P é um produto
de medidas,

/ b (G -+ - Gurs My €, 0) dP(w)
YN

: : N
> [ | Z o Join b (G - - - Gurs T €, 5)] X milnIP’(Czﬂ Z")
1= (21,82, it K ) -
n+k—1 c
> Z by (g ,n,€,8) X mgn HO fy(B(pij,Z) ﬂZ). (3.1.10)
i j=

Afirmagdo 1. 37, by(gum,n,€,0) = bu(Ta [znxx,n,€,0), para p € 10, V) erg-
De fato, se {mgi), o Tyl et € um conjunto (g, ,n,€)-gerador para um subconjunto

7 C Z, satisfazendo v(Z) > 1 — §, com menor cardinalidade, entdo
i) .8 i) ()
U { (w(,)7 Ty ), ey <w(7)7 xb(gw(i) ,n,s)) }
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é um conjunto (T, n,e)-gerador para YN x Z e p(YN x Z) =v(Z) > 1 6.
Afirmacao 2. Existe L > 0, dado pela homogeneidade de v, de modo que

n+k—1 c 1 n+k 1 n+k
T H 'Y(B(Pijazl)> > <ﬁ) (W) :
Lo

De fato, devido a homogeneidade -, implicando que, para todo q € supp v, e p;; e todo i,

v(B(pij,€)> > %7(3(%8)) Ve>0

e, do fato que como | J, ., B(e, 5) = Z,

1=y (U B(e,§>> <Y A(Ble.D) < Nal9) Ly(Bla. D).

Portanto,

(B ) % Nzl(g)'

Pelas Afirmagoes 1, 2 e a equagao [3.1.10, obtemos que

/YN bl/(gwn .. .gw1>n>5a5) d]P)(w) > b,u(TG’ |ZN><X77/L7€7(S> (ﬁ) (Nz(c‘:))

implicando que

hY(X,S,Pe,8) > sup hl(YY x X, Tg,e,0) —log Ny (e).

HEI(o,V)erg
Desde que Z = supp(y) =Y, por [34, Theorem 4.2] e [10, Theorem A],
sup hE(S,P,e,6) sup h;If(TGvg?(s)

veM(X) REETL (YN X X) Ty
- B

lim lim sup > lim lim sup
§=0 - oF —loge 50 ., of —loge

— mdimy, <YN % X, Te, D X d) — JmpY

— mdimy <X,S,d,IP>>.

Por (3.1.7) obtemos a igualdade desejada e concluimos a prova.
O

Observagao 3.5. Notamos que a hipdtese supp(y) =Y pode ser substituida pela hipdtese de
que o conjunto supp(y) X X € Tg-invariante. Para chegar a mesma conclusao que no Teorema
[B| precisamos apenas combinar a prova anterior a [3f), Teorema 4.2] e [10, Proposicio 4.2 ].
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Capitulo 4

Principio Variacional envolvendo a
entropia de Shapira

Neste capitulo iremos provar que a dimensao métrica média para uma acao de semigrupo
livre pode ser calculada a partir de um principio variacional que envolve a nogao de entropia
introduzida por Shapira em [33].

4.1 Entropia de uma cobertura aberta para uma acao de
semigrupo livre

Considerando P € M(YY), seja U = {Uy,...,Ux} uma cobertura aberta finita de X. Para
cada w € YN e n € N definimos

Uw,n) = (U N (D) U) N0 () (T 2 Uy €U

Seja N(U,w,n) a cardinalidade minima de uma subcobertura de U (w,n). Definimos

1
hiop(U, S, P) = limsup — log NU,w,n) dP(w).

n—oo N yN

Como consequéncia do teorema [38, Theorem 2.4]

heop (YN x XS, P) = sup hyop (U, S, P),
u

onde as coberturas abertas em consideracao no supremo acima sao aquelas que sao finitas e
tém entropia topoldgica finita.

4.2 Entropia de Shapira de uma acao de semigrupo

Para v € M(X) e é € (0,1), seja N, (U, w,n,d) a cardinalidade minima de uma subcobertura
de U(w,n), a menos de um conjunto de medida v menor que § > 0. Definimos

1
hS(U,S,P) = (lsim limsup — log N,(U,w,n,0) dP(w). (4.2.1)

-0 pnso N YN
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Chamamos de h (U, S,P) a entropia métrica de uma cobertura U com respeito a v. Como
N,(U,w,n,d) < N(U,w,n) para todo ¢ € (0,1),

segue que hS (U, S, P) < hiop (U, S, P). E importante mencionar que quando G; = {id, f}, nossa
definigao coincide com a defini¢ao cléssica dada em [33].

Antes de enunciarmos nosso proximo teorema, precisamos introduzir algumas notagoes.
Associada a uma cobertura aberta U de X, seja U = {[i] x V :i=1,...,pe V € U} e, para
v € M(X), denotamos por Il(o, ), 0 conjunto das medidas ergédicas de probabilidade e
Te-invariantes de modo que a marginal E; ¢ o-invariante e v ¢ a marginal em X. Dizemos que
uma medida de probabilidade v € M(X xY') tem marginais p e v se satisfaz y(A X Y) = u(A)
e Y(X x B) = v(B) para todos A C X e B CY mensuraveis.

Agora, vamos apresentar um exemplo onde (o, v)ey # 0.

Exemplo 4.1. Seja X = 8! o circulo, e consideremos f; : St — S, onde i = 1,2, dado por
fi(z) =2z ( mod 1) e fo(x) = 3z ( mod 1). Denotamos por G o semigrupo livre gerado por
Gy = {id, f1, fa} e por S a acio de semigrupo livre induzida em S'. Se Lebgi € a medida de
Lebesque em St e P ¢ qualquer medida de probabilidade o-ergddica, entio i = P x Lebg1 €
II(o, Lebgt)erg (veja [10] para mais detalhes).

Se consideramos um conjunto finito Gy = {id, f1,..., f,} de aplicagées continuas agindo
em um espaco métrico compacto X, de modo que as aplicacoes em G admitem uma medida
de probabilidade ergodica comum v € M(X), entao n, X v € I1(0, V) ¢py.

Nosso préoximo resultado mostra que a entropia topoldgica de uma cobertura pode ser
calculada por meio de um principio variacional que faz uso da entropia de Shapira acima

definida.

Teorema C. Seja (X, d) um espago métrico compacto e'S uma agdo de semigrupo livre induzida
em (X, d) por uma familia de aplicagoes continuas (gi: X — X);_,. Nas condi¢oes acima,

(CL) htop(u7ga 77;1) - htop(u7TG) - logp;
(b) boop (U, S, ) = sup { BE U, S, my) v € M(X) € TU(0,v)ery # 0],

N
ondengze,...,%) .

Demonstragao. Tome iy, ..., i,—1 € {1,...,p}, Uj,,..., U

in_1 € U e considere

([io] x Ujo) N (T ([i] x Upy) 0+ NTG" ([ina] x Uj,,)

= [ig- - tn-a] X (Us N0 (f37) 7 (Uj0))
onde w pertence ao cilindro [ig . . . i,—1]. Se denotamos por U (w,n) = {V;,N---N(f21) "1V, ) :
Vj, € U} a cobertura aberta de X induzida por w, N(U,w,n) coindice com o ntimero minimo
de conjuntos abertos de U™ necessdrios para cobrir [ig . ..i,1] x X. Logo,

1 1
htop(ua S, 77g) +logp = nlgl(;lo E log E § N(Z/[, 9 TL) + logp
g€Gnp
1 ~
= lim —log N(U, T, n)
n—oo M

= hyop (U, T5),
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provando o item (a).

Para provar o segundo item, tomamos ¢ € (0,1) e v € M(X) de modo que II(0, )y # 0.
Para p € II(0, V)pq, Observe que

> NU.g,n,06) = N(U,Tg,n,6),

g€Gn

sendo que esta igualdade vem do fato de que se

> N,WU,g.n.6) > N,U,Tg,n,0),

QEG’IL

existe um cilindro [ig . . . i, 1] tal que [ig . .. i,-1] X X é coberto por no maximo N, (U, g,n,0)—1
conjuntos abertos, onde w = iy...4,_1. As (7x).«(u) = v, contradizendo a minimalidade de
N,(U,g,n,6). Com isto,

sup hy (U,S)
{veM(X) e II(o,V)erg#0}

1 1
— sup lim —log — Z NV(“?.g?n)
{I/EM(X) e H(U’V)€T97£®} noeon p gEGn B

1 3
= sup lim —log N, (U, T, n) —logp
KEET, (Z;{ xX) n—oo 71

- htop(Z/Nla TG) - logp
- htop(u7 Su 773)7

o que conclui a prova do segundo item.

Como uma consequéncia direta do teorema |C|e [10] segue o seguinte resultado:

Corolario 1. Seja (X, d) um espago métrico compacto e S uma agao de semigrupo livre induzida
em (X,d) por uma familia de aplicagoes continuas (g;: X — X)?_,. Neste caso,

htop(S7 773) = sup sSup hf(ua Sa 77}1))
U {veM(X) e l(o,v)erg#0}

= htop<TG) - 10gp7

N
ondengz<}—17,...,}—17> )

Em [34] foi provado que, para um espago métrico compacto (X, d) e uma aplicagao continua
f: X=X,

sup inf  AS(U, f)

velp(X) diam(U)<e

mdimy (X, 7, d) — lim sup

)
e O+ —loge

No préximo teorema estendemos este resultado para acoes de semigrupo livre compactamente
geradas.
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Teorema D. Seja (X,d) o espago métrico compacto e S a agdo de semigrupo livre induzida
em (X,d) pela familia de aplicagdes continuas (gy,: X — X)yey. Se P =N v e M(Y) €
homogénea e supp(y) =Y, entdo

sup inf  hJ(S,U)
{VEM(X)TI(0) ey £0} dlam(U)<e

mdimy (X, S, d, ]P’) — Tim sup
e 0t —loge

Demonstracao. Fixado € > 0, seja Uy uma cobertura aberta de X com diam(Uy) < ¢ e
Leb(Uy) > % (a existéncia de tal cobertura é garantida pelo [35, Lema 3.4]). Se U é uma cober-
tura aberta de X com diametro menor que E, w € YN como Leb(Uy) > diam(U), U(w, n) refina
Up(w,n). Isto implica que, para d € (0,1), N, (S,U, guw,, - - - Gus 1, 0) = Nou(S,Uo,s Gy, - - - Guoy s 15 0)-
Portanto, uma vez que

NL(S,U, Gy -+ Gy 15 6) = Su(S, Gy + - Guoys 1, 6,6) = b (S, Gy -+ - Guoyy 15 €, 0),
para todo w € YN e n € N,

N, (S, U, g, - - Guy, 1, 0) dP(w) > N, (S, Uy, G, - - - Gy, 1, 0) dP

YN YN

2/ $u(S, Guy - - - Guoy, My €,0) dP
YN

> / by (S, Gu, - - - Guns My €,0) dP (4.2.2)
YN
. . N
> Z wergilrlwlzN bu (S, Gu - - - Guys My €,0) X mZmIP’(C’Z Nz,

i=(i1 ik
onde Z = supp(y) e C; denota o cilindro definido em (3.1.8). Agora, observamos que a imagem
de b,(S,-,n,e,6) : C; = Z, tem um minimo em Z, e tal minimo é obtido em algum w® € C;.

Com isto, adaptando as afirmacoes 1 e 2 obtidas no teorema juntamente com (|4.2.2]), obtemos
que

N,(S,U, g, - - - Gy, 1, 0) dP(w) (4.2.3)

YN

> / by (G, - -+ Guoy s M, €, 0) dP(w)
YN

WV

Z min_ b,(gu, - - Gy, M, €,0) | x minP(C; N ZY)

weCnZy

1= (11,02, sin K

n+k—1
. e
E, bl/(.gw@anaga(s) X Iniln H) 7<B(p1]7 ZL> N Z)
2 J=

1 n+K 1 ntk
P by<TG |ZN><X7n>€’5) <ﬁ) (W>

] ntk 1 n+k
NH(TG ‘ZNXX7V07n’6) (ﬁ) (m)

WV

WV

19



onde por g,u queremos dizer que g o ...g o se W(D|[1,n} = wg) Wl e p € (o, v)erg, Vo €
n 1

uma cobertura aberta com Leb(V,) < € e L > 0 é especificada pela homogeneidade de v e nao

depende de € e n.
Neste caso, notamos que, desde que Z = supp(y) =Y/, se

hS(S,e,P):= inf A5 (S,U,P) e h¥(S,e,P) := sup hS(S, e, P),
diam(U)<e {veM:II(ow)erg 20}
por (4.2.3) e [34, Lema 2.3],
hS<S7€7]P)) = sup hf(S,€7P) > sup hi(TG7VO) o log NY(E)
{veM:II(0,)erg#0} re€(Ta)

= hiop(Ta, Vo) — log Ny (¢)
> W(Tg, 3¢) — log Ny ()

Portanto, por [34, Teorema 4.2] e [10, Teorema A],

h° P

log N
> mdimy (YN % X, Ta, D % d) imsup 28NV (E)
>0 —loge

e—07t —10g€

— mdimy, (YN % X, Te, D x d> — TmpY

(4.2.4)

— mdimy, (X,S,d,P).

Para a desigualdade contréria, observamos que se fixamos € > 0 e consideramos U, de modo
que diam(Uy) < € e Leb(Uy) > 5. Também constatamos que

N, (S,Uo, Gu,, - - - Gur 1, 0) dP(w) < / Sy (S, Leb(Uy), Gu,, - - - Guy s My 0) dPP

YN YN

< E (S, Leb(Up), g, - - - Guors s 0) X P(Cy) |
_.(. - |:w€HCl'?rJWXZNS( e(o)g" g n )X (7)
1=(11---In+k

Como a imagem de s,(S, -, n, Leb(Uy)) : C; — Z4 esta contida em [0, s(T¢, n, Leb(Uy)), possui
um méximo em Z, e tal maximo é obtido em algum w® & C;. Usando o fato que 7y é homogénea
e a desigualdade

Z $u(S, Gup - - - Gy s M, Leb(Uy), 6) < 5,(Tz, n, Leb(Up)),

i=(i1int)

obtemos

1 n+K
oo < N ATeb(TD)
/;/N NV(S7 u07 gwn gw1 Y n? 5) dP(U}) — SM(TG7 n7 Leb(Uo)) <Nz(L€b(Z/{[))) )

1 n+K
< N“(TG,an?é) <m) ’
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onde V, é uma colecao finita de conjuntos abertos que cobre YN x X a menos de um conjunto
3 3
de medida p menor que d e Zg < 3Leb(Uy) = diam(Vy) < 3e e Leb(Vy) > 1—2 Logo,

h5(S,e,P) = sup inf RS (S,U,P)
{VEM(X):T(0,v)erg£0} dlam(U)<e
< sup hf(S7 uO? P)
{veM(X):I1(o,v)erg#0}
1
= sup lim sup — log N, (S, Uy, gu,, - - - Guoy, 1, 0) dP(w)
{VeM(X):I(o,0)erg#0} n—o0 T YN
1
< sup sup limsup —log N, (T¢, Vo, n, ) — log Ny (Leb(Up))
{veEM(X)T1(0p)erg#0} pell(ow) n—roo T
€
= heop(Ta, Vo) — log Ny (3
1
< limsup — log s(Tg, n, Leb(Vy)) — log Ny (§>
n—oo T 4
1 3
<limsup —logs | Tz, n, ) - log Ny <§> .
Por isso,
h3(S, e, P h(Tq, % log Ny (£
limsupM < limsup (T, 55) _ o8y () (4.2.5)
e—0  —loge 50 —loge —loge
— mdimy (YY % X, Te, D x d) — dimp(Y)
— mdimy (X, S, d, IP’).
Por (4.2.4) e (4.2.5), obtemos o resultado.
U

Exemplo 4.2. Seja X = (SYN com a métrica D definida em ((2.2.2)). Para o € [0,1],
considere a aplicacao

fiiwe X e (e2™wy, ™, )

e fo = o a aplicagdo shift em X. Seja G o semigrupo livre gerado por G; = {Idx, fi, f2} e

: N ) . .
seja P = (%, %) . Como f1 € uma isometria e comuta com fy, s(gu,n,€) = s(fa,m,e), onde m

.....

Considere € > 0 e defina { = [log(4/¢)]. Neste caso, ), .,27" < ¢/2. Consideramos uma
cobertura aberta de [0,1] dada por

. ((k;—l)g’(kﬂrl)g)’oéké Pw

12 12 €

Cada I}, tem um comprimento menor que /6. Sejan > 1, considere a sequinte cobertura aberta
[0, 1N dada por

12
{ixy €lyy, w2 € Liyy ooy Tne € Iy}, para 0 < ky kg, .o kpye < [?—‘ )
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Cada conjunto aberto tem diametro menor que € com respeito a distancia dinamica D,, induzida
por fa. Novamente, como fi1 € uma isometria e comuta com fy obtemos que, para w € {1,2}N
e m definidas acima,

12 m-4+20+1 12 m+2[log(4/¢)]+1
b(angw17n7€>:b<f2?m7€>§ <1+’7_—‘) :<1+’7_—‘)

€ €
Entao,
1 1 n—1
h(X,S,P,e) = limsup — log (— b(fz,m,e)>
n—oo T 2" o
n—1 m+2[log(4/e)]+1
1 1 n! 12
< i —1 — — (1 —
—ﬂsipnog(znn;(n—m)!m!( +H) )
1 (1+ (B])(l —(1+ (BW ynt2Mlog(4/2)1)
= limsup — log | — z 5

implicando que mdimy; <X, S, D,]P’) <1.

Agora, vamos provar a desigualdade reversa. Para k > 1 considere o conjunto P, =

{p1,p2, - Dk}, I(\Imde pi = 22;1. Defina \, = %Zle 6p, em [0,1] e seja pp = N, a medida
produto em [0, 1]".
Defina

Cipoin =4z [0, 1N 2y =pyy,..., 00 =ps, }.
Afirmagao. Seja r < 4—1,6, qel0,1N e g € Gy, de modo que fy aparece em g. Neste caso, existe

um unico conjunto Cj, com 1 <m <n, tal que

b

supp(pr) N Bn(q,9,7) C Gy,

Prova da afirmagdo. Seja y € supp(ux) N By(q, g,7). Assumimos que g = gu, - .- g, € S€ja
t) <ty <. <t,, as posigoes na palavra finita g para a qual Goon; = fa. Por definigao

1
d(y; ) < DG, - 9 (9): Guo, -+ 91 (@) < Dyly,q) <7< s (4.2.6)

para todo j € {1,...,m}. Desde que y € supp(ug) ey; € Py, para j € {1,...,m}. Pela escolha
der e temos que para um firado j € {1,...,m} existe um nico p;, € Py de modo que
Yj = pi;- Isso garante a unicidade de Ciy...ii, € PTOVG G afirmacao.

Agora, parar e g € Gy satisfazendo a condi¢ao da afirmagao anterior,

para todo q € [0,1]N. Neste caso, se A satisfaz up(A) >1—6 e A C U'L:1 Bn(q(i),g, ), entdo
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implicando que N, (g,7,0) > (1 — 8)k™, para todo 6 € (0,1). Com isto,

1 ) 1 1
hy, (S, P, YR §) = hgisolip - log on N, (g, T,90)
lgl=n
1 1 — n!
> i —1 — — (1 =6)k™
= e 8 o = (n— m)!m!( ) )
, 1 1 —
>limsup—log [ — ) (1— 5)km)
n—oo T 2n 0

= logk — log 2.

Finalmente, obtemos

sup h,(S,P,r,0)
veM(X)

mdimy, (X,S, D,]P’) = lim lim sup
60 o+ —logr
hy, (S,P, .6
> lim lim sup e 352 9)
60 koo log 2k

logk —log2 ]

= I ok

neste caso mdimy (X, S, D,IP) =1.
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Capitulo 5

Dimensao métrica média para uma
acao de semigrupo compactamente
gerado

Neste capitulo final consideramos semigrupos compactamente gerados. Nossa intengao aqui
é estender o conceito de entropia topoldgica introduzido em [21] para tal contexto e a partir
dal motivar a necessidade de se ter uma definicao de dimensao métrica média que aborde as
situagdes em que a entropia de [21] é infinita.

5.1 Entropia de Ghys-Langevan-Walczack

Ghys, Langevin and Walczak propuseram em [21] a seguinte defini¢ao de entropia topoldgica
de uma acao de semigrupo dada por um semigrupo G finitamente gerado: Um subconjunto
E de um espago métrico compacto (X,dy) é (n,e)-pontos separados por elementos de G se
para qualquer x # y em E existe 0 < j < n e g € G, tal que d(g(x), g(y)) > . A entropia
topoldgica da acao de semigrupo S, induzido pelo semigrupo G gerado por um conjunto finito
(G1 de aplicacoes continuas, é dada por

1
herw(S) = lim limsup — logs(n, ), (5.1.1)

e=0T p 400 N
onde s(n, ) é a maior cardinalidade de (n, e)-pontos separados por elementos de G,,.. Note que,

desde que X é compacto, s(n,¢) é finito para todo n € N e e > 0. Além disso, a aplicac¢ao

1
e>0 w—  hew(S,e) =limsup — log s(n,¢)
n—+oo N

¢ mondétona, logo harw (S) estd bem definida (apesar de que depende do conjunto de geradores
G1). Esta é uma nogao puramente topoldgica, independente de qualquer passeio aleatério fixado
previamente no semigrupo. Note também que

sup htop(g> < hGLW(S)7
geGy

porém esta desigualdade pode ser estrita (cf. [21]).
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Observagao 5.1. Notamos que harw(S) pode ser construida em termos de conjuntos (n,e)-
geradores ou (n,e)-coberturas. Mais precisamente, um subconjunto F de um espa¢o métrico
compacto (X,dx) € (n,e)-gerador se para quaisquer x em X existe y € F de modo que
d(g(x), g(y)) < € para qualquer 0 < j < n e qualquer g € G;. Denotamos por b(n,c) a
cardinalidade minima de um conjunto (n,e)-gerador.

Para n € N seja

BS(z,¢) ={y € X : d(g(x),9(y)) < € para todo g € G;, 0 < j < n},

chamada de n-ésima bola dinamica de centro x e raio €, que € um subconjunto aberto de X (veja
[21, [3] para mais detalhes). denotamos por cov(n,e) o nimemero minimo de bolas dindmicas
necessarias para cobrir X. E possivel mostrar que

cov(n,2¢) < b(n,e) < s(n,e),

implicando que harw (S) pode ser calculada em termos dos conjuntos (n,€)-geradores ou (n, €)-
coberturas.

Observacao 5.2. Uma importante observacao € que a definicao anterior de entropia pode
ser feita para semigrupos compactamente gerados. A titulo de comparacdo, vale destacar que
hiop (S, P) < harw (S) para um semigrupo livre compactamente gerado e um passeio aleatorio P.

5.2 Dimensao métrica média no contexto de GLW

Como uma extensao natural para a dimensao métrica média para uma unica dinamica, podemos
considerar a GLW-dimensdo métrica média superior como

GLw (X, S, d) = lim sup —hGLW(S’ 8).

5.2.1
£—0 —loge ( )

mdimyy
Como uma consequéncia direta da definigao acima, para qualquer P € M(YY),
iy, <X, S, P, d) < mdimy """ <X, S, d>,
e no caso onde o conjunto gerador consiste de apenas uma dinamica, as duas defini¢oes coinci-

dem com a cléssica.

5.3 Entropia métrica local e dimensao métrica média de
uma medida

Antes de apresentarmos a nogao de entropia topoldgica abordada em [3], precisamos introduzir
o conceito de medida G-homogénea.

5.3.1 Medidas G-Homogéneas

Para um semigrupo compactamente gerado por uma familia de aplicacoes continuas (g,: X —
X)yey atuando em um espago métrico, dizemos que uma medida de Borel v € M(X) ¢é G-
homogénea se
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(a) v(K) < oo, para qualquer conjunto compacto K C X;
(b) existe Ky C X tal que v(Ky) > 0;
(c) para qualquer € > 0 existe d(g) > 0 e ¢ > 0 tais que
V(B (w,6(¢))) < ¢ v(B;(y.€))

vale para qualquer n € N e todo x,y € X. No caso onde lim._, 5(5—5) = A > 0, dizemos
que v é fortemente G-homogénea.

Como exemplos de espagos que admitem uma medida fortemente G-homogénea, temos os
seguintes espacos:
1. A forma canodnica de volume dV em uma variedade Riemanniana orientada, compacta e
fechada X determina uma medida fortemente G-homogénea v se G é um grupo de isometrias
finitamente gerado.
2. Se X é um grupo topoldgico localmente compacto, p é uma medida invariante a direita e G
é um grupo finitamente gerado por Gy = {idx, 1, Ty ', To, Ty ', . .. 1y, Tp_l}, um conjunto de
homeomorfismos finitos e simétricos, entdao u é fortemente G-homogénea (veja [3, Proposi¢ao
4.6]).

Para qualquer v € M(X), a quantidade

G S G
h’u ($) - ll_r}(l)hu (.’L’,&“),

onde |
hS(z,e) = limsup —— log v(BS (z,¢)),
n—oo n
é chamada de entropia métrica superior local com respeito a v em um ponto x. Se toma-
mos liminf com respeito a n na definicao acima, chamamos de entropia métrica inferior local
com respeito ¢ v em um ponto z, denotada por h,;(x). Estas quantidades foram definidas
e exploradas em [3], onde o autor provou que no caso em que v é uma medida G-homogénea
h¢(z) = harw (S), para todo = € X.
Para termos um conceito relacionado a dimensao métrica média, definimos a dimensao
métrica média superior local como
hS (x,€)

mdim, (z,d) = lim sup —=

. 5.3.1
e»0 —loge ( )

Se tomarmos lim inf em relacao a € obtemos a dimensao métrica média inferior local, denotada
por mdim,, (z, d).

Se, ao invés de hS (x, ) considerarmos h,, ¢(z,€) temos a dimensdo métrica média superior
local inferior e dimensdao métrica média inferior local inferior, denotadas por mdimly (x,d) e
mdim’, (z, d), respectivamente.

Observacao 5.3. Todas as definicoes acima podem ser dadas em termos das bolas dinamicas.

No caso onde o espaco ambiente X é uma variedade orientada, ela admite uma forma de
volume dV' que induz uma medida de volume natural v, nos conjuntos de Borel, definida como

Vo(A) = /A qv.

O préximo teorema dé um tipo de principio variacional para a dimensao métrica média de uma
acao em termos da medida de volume, no caso onde GG é um grupo de homeomorfismos.
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Teorema E. Seja (G,G1) um grupo de homeomorfismos finitamente gerado de uma variedade
orientada e compacta fechada (X,d). Sejam s € (0,00) e v, a forma de volume natural em X.
Se

mdim,, (z,d) < s para todo x € X, entao mdimMGLW (X, S, d) <s.

Para a prova do Teorema [E] precisamos relembrar a definigdo de dimensao métrica média
de uma agao de semigrupo em um subconjunto nao compacto. Este é o contetido da proxima
subsecao.

Dimensao métrica média de uma agao de semigrupo em um subconjunto nao com-
pacto

Vamos apresentar a nocao de dimensao métrica média de uma acao de semigrupo em um
subconjunto nao compacto introduzida, no caso onde a dinamica a ser considerada é dada por
uma aplicagao continua em um espago métrico compacto, em [14]. A definigao aqui apresentada
é uma ligeira adaptacao daquela dada em [14] combinada com a nogao de capacidades inferiores
e superiores de Carathéodory introduzidas em [3].

Dado um conjunto Z C X, vamos considerar

m(Z,s,N,e) = irrlf {Z exp (—3”1)} ;

el

onde o fnfimo é tomado sobre todas as coberturas I' = {BS (z;,¢)}ier de Z com n; > N.
Também consideramos
m(Z,s,e) = lim m(Z,s,N,e).
N—o00

Pode-se mostrar que (veja por exemplo [37]) que existe um certo nimero sy € [0, +00) tal que
m(Z,s,e) = 0 para todo s > sg e m(Z,s,e) = +o0 para todo s < sg. Em particular, podemos
considerar

haLw (Z, S, 5) =inf{s : m(Z,s,e) = 0} = sup{s: m(Z,s,e) = +o0}.

A dimensdao métrica média superior de Z é entao definida como o seguinte limite

I hGLW (Z, S, 8)
mdimyy (Z, S, d> = lim Sélp oge|
e—

(5.3.2)

No caso onde Z = X pode-se verificar que as duas definices de dimensao métrica média
fornecidas acima realmente coincidem.
Outra ferramenta importante para provar o teorema ¢ a seguinte.

Lema 5.4. (Lema de Cobertura de Vitali (veja [29])) Seja X um espaco métrico boundedly
compact (um espago métrico é boundedly compact se todos os subconjuntos de X limitados e
fechados sao compactos) B uma familia de bolas fechadas em X tal que

sup{diam(B) : B € B} < .

Neste caso existe uma sequéncia finita ou enumerdvel B; € B de bolas disjuntas tais que

UBclJs5 B

BeB %
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onde 5 - B; denota a bola fechada de mesmo centro que B; e raio cinco vezes maior que o 1aio
de Bz

Demonstracao do Teorema E. Seja v, a medida de volume natural em X e assumimos que
mdim,, (z,d) < s, para todo x € X. Fixado § > 0 e seja

1 —ll v BG ? 1
imsup,, ., _qo(g)il/ (By(x,¢)) < (s 4+ d/2) para todo ¢ € (0, E)}

Xk:{JIGX

Por hipétese, X = [Jyony Xk Para e € (0,25] e 2 € X, existe n(z) € N ¢ uma sequéncia
crescente {ny(x)}seny que converge para o infinito e esta contida em N de modo que para qualquer
ne(x) > n(z) obtemos

Vv(BSZ(w) (l”&f)) > @_(5+5)”£($)(—10g5)'

Desde que X é uma variedade Riemanniana compacta, tem geometria limitada (veja [17] para
mais detalhes em variedades de geometria limitada). Isto implica que para cada fungao f,, :
X — R dada por f,(z) := v,(B%(z,¢)) é continua e, entao

Ny :=sup{n(z) : z € X}} < oc.

Pelo Lema da Cobertura de Vitali, para qualquer N > Ny ¢ possivel escolher da cobertura
N = {Bffz(w)(x,s) cx € Xk eng(x) > N} de Xy e um subconjunto Fry C X, e uma familia

Dy = {B%(gg)(q:,g) :x € Fy} de bolas disjuntas, tais que

XpcXpC | BG,(@,5e) € |J BE (. 62),

l’EFN JEEFN

TCLT;(:E) (v,€)) > e~ (sHIne(@)(=loge) hara todo = € Fy.

Neste caso, como a familia Dy é dada por bolas disjuntas,

vy(B

m(Xy, (s +0)(—loge), N, 6¢) Z e (s+One(@)(~loge) < Z Vo(BE oy (x,6)) <1

zeFN z€FN

e, consequentemente

m(Xg, (s +0)(—loge), 6e) = limsup m(Xy, (s + §)(—loge), N, &) < 1,

N—oo
o que por sua vez implica que hgrw (Xg, S, 6¢) < (s + d)(—loge) e, com isto

hGLW (Xk7 S? 6€)

sup mdimMGLW (X, S, d) = limsup < s+0.
keN £0 —loge
Logo,
mdimMGLW (X,S,d) <sup mdimMGLW (Xk,S,d) < s+0.
keN

Como 0 > 0 pode ser considerado arbitrariamente pequeno,
_ G
mdimy (X,S,d) <s

e isto finaliza a prova.
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Nosso ultimo teorema mostra que, no caso em que a a¢ao de grupo admite uma medida
fortemente G-homogeénea v, temos uma igualdade entre a dimensao métrica média local de v e
a dimensao métrica média da acao de grupo.

Teorema F. Seja (X, d) um espago métrico compacto e S a a¢ao de semigrupo induzida em
(X, d) pela familia de aplicagoes continuas (g;: X — X)b_,.
(a) Se v e M(X) € fortemente G-homogénea, entio

G

. h
mdimMGLW <X, S, d) = lim sup M,Vz e X.
e»0 —loge

(b) Seja v uma medida de Borel em X e s € (0,00). Se

cLw <X, S, d) > s,

;g)f( mdim’, (z,d) > s , entdo mdimy;

O seguinte lema é uma importante ferramenta para a prova do Teorema F.

Lema 5.5. Seja v € M(X) uma medida de probabilidade fortemente G-homogénea. Entao
mdim, (z,d) = mdim, (y,d), para todo z,y € X.
Demonstracao. Para € > 0, pela G-homogeneidade, existe 6(¢) > 0 e ¢ > 0 de modo que
v(By(w,0(¢))) < ¢ v(B(y.€))

e, isso implica que

hS(z,8(2)) = lim sup —~ log (B (2, 5(¢))) = lim sup —~ log v(BE(y, <)) = hS(y. ).
n

n—oo n n—0o
Neste caso,
hG(x,8(e)) logd hG
lim sup —% (z,0(¢)) log 0(¢) > lim sup M, para todo z,y € X,
0 —logd(e) loge cs0 —loge

implicando que mdim,, (z,d) > mdim, (y,d). Ao trocar os papéis de = e y nos calculos anteri-
ores, obtém-se a desigualdade inversa e finaliza a prova.

0

Como uma consequéncia do lema faz sentido definir a dimensao métrica média de uma
acao de semigrupo com respeito a uma medida fortemente G-homogénea como segue:

N hG(z, e
mdim, (X, S, d) = limsup M, para todo x € X,
>0 —loge
desde que o limsup considerado é constante em X.

Proposicao 5.3.1. Seja G um semigrupo compactamente gerado, v uma medida de probabili-
dade fortemente G-homogénea em um espago métrico compacto (X, d). Neste caso,

GLW
(

mdim,, (X, S, d) = mdimy X,S,d).
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Demonstragao. Fixado ¢ > 0 e tomando E um conjunto (n, €)-separado maximal em X. Pela
propriedade da maximalidade de E, BY(x,e/2) N BS(y,e/2) = () para qualquer x,y € E. Pela
G-homogeneidade forte, existe 0 < d(¢) < 5 e ¢ > 0 tais que v(BS (y,0(¢))) < c-v(BS (x,¢/2)),
para todo z,y € X. Em particular, para um x € F fixo,

>Z BG' y75/2 >3(n>5)'V(B§(:E,€/2))-%

yerR

Seguindo que

1 1
limsup — log s(n,¢) < hmsup—glogu(BG(a: i(e))).

n—oo 1 N—00

Agora, usando novamente a G-homogeneidade forte,

- h S
mdimy (X,S,d) = limsup howw(S,e)
e—0 —loge

. hS(6(g)) logd(e)
<1 Y
- H?_%lp —logd(e) loge
= mdim, (X, S, d),

implicando que mdimMGLW (X,S,d) < mdim, (S, d).

Para obter a desigualdade oposta, fixe § > 0 e note que se F' é um conjunto (n, d)-gerador
com cardinalidade minima b(n, §), entdao X C |J..» BS(z,d). Dado € > 0, existe 0 < §(¢) < €
e ¢ > (0 para o qual

zeF

v (BS(2,6(e)) < c-v(BS(y,e)) paratodoz,y € X en € N.

Isso garante que
¢+ b(n,8(e)) - v (BS(y,€)) > v(X) >0

e com isto, pela G-homogeneidade forte,

GLW

mdimy, (X,S,d) = limsup —hGLW(S’ 0(e))

cs0 —logd(e)
GLW 1
> lim sup hy " (y,e) loge
e—0 —loge logd(e)

= mdim, (X, S, d),

e isso finaliza a prova.
O
Demonstragao do Teorema[F]. Para a parte (a), note que isto ¢ uma consequéncia da proposi¢ao

5.3.1} Para a parte (b), seja ¥ uma medida de Borel em X de modo que mdim/, (z,d) > s, para
todo z € X. Fixado § > 0, seja

limi fnaoo_ 1 B !
: imin lozggy< (z,¢)) > (s — 9/2) para todo € € (0, )}

Xk:{]}EX

|
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Por hipétese, X = |J, .y Xi. Disto segue que 0 < v(X) < >, v(X}), que garante a existéncia
de algum ky € N para o qual v(Xj,) > 0. Novamente, podemos escrever Xy, = |Jyeny Xko.v
onde

—logv(BF (x,¢))

—nloge

Xk(),N:{xEXkO: > (s—0/2) paratodonzN}.

Neste caso, existe Ny € N para o qual v(Xj, n,) > 0. Em particular,

1
v(BY(z,¢)) < e 5701089 " para todo & € Xy np, € € (0, k_) en > Ny.
0

Agora, para cada inteiro N > Nj considere a cobertura aberta Xy, n, dada por By = { B§(z,¢) :
x € Xgy.ny }- Neste caso, para um subcobertura C de By

Hcl,f -ﬁ(c)e—N(s—é)-(—loga) _ Hclf Z e—N(s—6)~(—1og£) > V(Xko,No)-
Bﬁ(x,e)ec
Como cov(X, N,e) > cov(Xy, s N, €), para todo N e € > 0,
cov(X, N, g)e V=0 (=le) > (X

implicando que

1
lim sup — log cov(X, N, g)e V=9 (=log2) >

N—oo
e entao,
haiw(X,S,e) > (s —6) - (—loge).
Consequentemente,
- h X,S
mdimy (X,S,d) = limsup howw(X,8,¢) > 5 —0.
e—0 —loge

Como a desigualdade foi obtida para um ¢ arbitrario, concluimos que

(X,S,d) = limsup M

e—0 —loge

GLW

mdimy > s,

como a parte (b) afirma.
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Capitulo 6

Comentarios Finais

Os resultados aqui apresentados encontram-se publicados na referéncia [32] e seguem os estudos
em dimensao métrica média iniciados no mestrado, porém agora com énfase em acoes de semi-
grupo. A motivacao para trabalhar com este assunto vem do fato de muitos sistemas dinamicos
apresentarem entropia topoldgica infinita, fazendo com que a entropia nao consiga distinguir
tais sistemas. Como ja existem muitos trabalhos deste assunto para uma tunica dinamica,
decidimos entao trabalhar em um contexto que pudéssemos generalizar vérios resultados ja
existentes a uma dinamica.

Apés a leitura de [7] fica em aberto o seguinte problema: estender o conceito apresentado
pelos autores para o contexto de acoes de semigrupo e verificar a possibilidade de encontrar
estados de equilibrio neste contexto. Além disso, podemos estender também o conceito de
entropia geométrica de uma folheagao encontrado em [21] e definir uma generalizagdo para o
contexto de acoes de semigrupo.

Além deste trabalho, possuimos outros em aberto que levam em consideracao uma aborda-
gem de entropia sob um ponto de vista mais voltado a teoria de dimensoes. Esta abordagem
relaciona os conceitos apresentados no livro de Pesin, referéncia [37], no contexto da aplicacao
Skew Product com uma definicao para acgoes de semigrupo. Como nao obtivemos um principio
variacional, somente parcialmente em um contexto mais especifico, posteriormente vamos dar
continuidade neste trabalho, pois se conseguirmos avancar e finalizar o principio variacional
vamos relacionar a teoria de uma dinamica com a teoria de acoes de semigrupo.
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