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RESUMO

A magnetosfera terrestre é fonte da chamada Radiacdo Quilométrica das Auroras (AKR, de
Auroral Kilometric Radiation), que se refere ao fenéomeno de emissao e amplificacao de ondas de
radio nas regioes polares. O mecanismo de amplificacdo aceito € o maser de elétron-ciclotron.
Este prevé valores positivos para o fator de amplificacdo das ondas quando a fung¢ao distribuicao
das particulas do meio apresenta regioes no espaco de velocidades com gradientes majoritari-
amente positivos. Os eventos observados de AKR estdo associados a precipitacao de elétrons
energéticos, oriundos de subtormentas magnetosféricas, no sentido de linhas de campo mag-
nético convergentes. Os elétrons sao acelerados através de um campo elétrico ascendente, e,
devido ao efeito de espelhamento magnético, algumas dessas particulas sao "refletidas", e ou-
tras perdidas no contato com o plasma ionosférico de maior densidade. Esta reducao do fluxo de
elétrons no sentido ascendente gera a inversao de populacido na funcao distribuicdo necessaria
para o maser. Neste trabalho, a funcao distribuicdo dos elétrons magnetosféricos ¢ modelada
utilizando uma distribuicao na forma de C-invertido, ou horseshoe. Seu aspecto de "cone de
perda" € definido pela hipérbole de perda, prevista quando se acrescenta o campo elétrico ao
sistema formado pelo campo magnético terrestre e as particulas. Além disso, aplica-se a teoria
magnetoionica e a linearizacdo do sistema Vlasov-Maxwell de equacdes para obter o indice de
refracdo do modo extraordinario rapido (X). A expressido para o indice de refracdo é entao uti-
lizada para escrever explicitamente as equacdes de tracado de raios, que fornecem a evolucao
temporal da trajetéria das ondas ao longo da regido-fonte. Para o calculo da variacdo da inten-
sidade radiativa ao longo do deslocamento do raio, sao considerados os processos de emissao
induzida e espontanea, relacionados ao movimento de ciclotron das particulas. Os resultados
obtidos mostram que o modelo adotado prevé amplificacdo substancial de ondas no modo X, a
partir da radiacdo térmica de fundo, corroborando assim as teorias vigentes acerca da geracao
da AKR.



ABSTRACT

The Earth’s magnetosphere is source of the Auroral Kilometric Radiation (AKR), which refers
to the phenomenon of emission and amplification of radio waves in the polar regions. The
accepted amplification mechanism is the electron-cyclotron maser. This mechanism predicts
positive values for the wave amplification factor when the particle distribution function of the
medium has regions in velocity space with mostly positive gradients. The observed AKR events
are associated with the precipitation of energetic electrons, originating from magnetospheric
substorms, towards converging magnetic field lines. The electrons are accelerated through an
ascending electric field, and, due to the magnetic mirroring effect, some of these particles are
"reflected", and others are lost in contact with the ionospheric plasma of higher density. This
reduction in the upward flow of electrons generates the population inversion in the distribu-
tion function necessary for the maser. In this work, the magnetospheric electrons distribution
function is modeled using an inverted-C (or horseshoe) distribution. Its "loss cone" aspect is
defined by the loss hyperbola, predicted when an electric field is added to the system formed by
the particles and Earth’s magnetic field. Moreover, the magnetoionic theory and the lineariza-
tion of the Vlasov-Maxwell system of equations are applied to obtain the refractive index of the
fast extraordinary mode (X). The expression for the index of refraction is then used to explicitly
write the ray tracing equations, which provide the time evolution of the wave trajectory along
the source region. To calculate the variation in radiation intensity along the the ray path, the
induced and spontaneous emission processes are considered, related to the particles’ cyclotron
motion. The results obtained show that the adopted model predicts substantial amplification of
waves in the X mode, from background thermal radiation, thus corroborating current theories
about the generation of AKR.
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CAariTUuLO 1

INTRODUCAO

1.1 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo a investigacdo do mecanismo da emissao de elétron-ciclotron
e aplica-lo ao estudo do processo de emissdes de ondas de radio que ocorre na regido polar
da magnetosfera terrestre, conhecido como Radiac¢cdo Quilométrica Auroral (Auroral Kilometric
Radiation, AKR). A investigacao sera composta pelos seguintes elementos:

¢ aplicacdo de um modelo para os parametros fisicos das diferentes populacdes de parti-
culas que compde o plasma na regido-fonte da AKR, tais como densidade, temperatura,
velocidade de deriva, bem como para o campo magnético ambiente;

* aproximacao do plasma da regidao de interesse, para a realizacao do tragado de raios, como
um plasma frio magnetizado, de forma a utilizar os modos de oscilacao de ondas de alta
frequéncia obtidos por meio da teoria magnetoionica;

* uso da técnica de tragado de raios da optica geométrica para calcular a trajetéria da radia-
cao gerada pelo mecanismo de elétron-ciclotron;

¢ o emprego de um formalismo semi-classico para a equacao de transferéncia radiativa, que
descreve a evolucao da intensidade da onda ao longo da sua trajetoria.

1.2 A Radiacdo Quilométrica Auroral

As ondas emitidas pela magnetosfera terrestre, consideradas neste trabalho, sdo chamadas
de Radiacao Quilométrica Auroral devido a ordem de grandeza de seus comprimentos de onda,
e por se originarem acima das regioes polares, onde ocorrem eventos de aurora. A sua natueza é
eletromagnética, com poténcia total tipica em torno de 10"W, cuja faixa de frequéncia com maior
intensidade espectral € de 100 a 300k H z (Figura 1.1) (Cavalcanti, 2001) [2], (Pavan, 2007) [8].

4
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Figura 1.1: A esquerda: Relacao linear entre os campos elétrico e magnético da AKR. A direita: Densidade
de fluxo de poténcia da AKR.[2]

A partir da aproximacao de plasma frio, e quando a contribuicao dos ions € desconsiderada, a
teoria de propagacao de ondas em plasmas prevé quatro modos possiveis de oscilacdo: whistler
(W), extraordinario lento (Z), ordinario (O) e extraordinario rapido (X). Todos esses modos sao
observados na AKR, embora a maior contribuicao para a intensidade seja do modo X [2].

Sobre a localizacao da origem da radiacéo, a conclusao € que a regido-fonte deve estar entre
2 e bRg (Rg: raio terrestre), com intervalo de latitude magnética invariante entre 68° e 80°. Tal
regidao € composta por subregides com valores locais de densidade eletronica mais baixas, for-
mando o que sdo chamadas cavidades eletronicas. Nessas cavidades, a razido entre a frequéncia
de plasma e a frequéncia de ciclotron ja foi medida em 0, 03 por volta de 1,8R4 de altitude (Figura

1.2).
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Figura 1.2: A esquerda: contornos de densidade na cavidade, e sua distribuicdo em latitude magnética
invariante e raios terrestres (R.). A direita: razdo entre a frequéncia de plasma e a frequéncia de ciclotron
dos elétrons na cavidade. [2]

Uma observacao importante acerca das emissoes de AKR, descrita com mais detalhes em
(Gaelzer, 1991) [5, Secao I1.5], é a sua relacao com eventos de precipitacao de elétrons do tipo
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Figura 1.3: Forma do espectograma em eventos de V-invertido [2].

V-invertido. Esse tipo de evento se caracteriza pela forma tomada pelo espectograma energia-
tempo quando o satélite cruza a regidao do fluxo de elétrons (Figura 1.3). Quando ocorrem
fenéomenos chamados de subtormentas magnetosféricas, particulas do vento solar sdo injetadas
nas regides polares através de processos que tém inicio na cauda da magnetosfera. Esse tipo
de anisotropia na distribuicédo de velocidades das particulas nas regiées aurorais é considerada
uma das fontes de energia livre disponiveis para estimular eventos de AKR.

A evidéncia apresentada pelos eventos de V-invertido sugere a existéncia de campos elétricos
quase estaticos ascendentes, paralelos ao campo geomagnético. Esta hipdtese € reforcada com
a observacéao de ions positivos acelerados a partir da ionosfera com energias da ordem ~ keV [5].

As distribuicées das particulas durante esses eventos podem ser entendidas a partir da di-
namica destas com os campos magnético e elétrico existentes. Como o plasma nas cavidades
possui baixa densidade, as colisoes sao desprezadas, entdao a evolucao do movimento da parti-
cula (um elétron, por exemplo) deve ser tal que mantenha constantes as grandezas adiabaticas
energia total £ e momento magnético y,,:

1

E:§me(vﬁ+vi)—eV (1.1)
i = T %L (1.2)
/7” 2 B7 .

onde m. € a massa do elétron, e € sua carga, v € v, sao as componentes paralela e perpendicular
da velocidade do elétron em relacao ao campo magnético ambiente B, e V' € o potencial elétrico.
As convencoes adotadas em [5] sdao as seguintes: sejam dois pontos s = 0 € s = [ ao longo das
linhas de campo magnético (0 < s < [, com altitude em s = 0 denotando o equador magnético,
e sendo maior que em s = [), o campo elétrico ascendente € definido com V(s =0) =1, =0¢e
V(is=1)=V, Vo <V <V, Para o campo magnético, da mesma forma, a relacdo é By < B < B,.
Define-se também v > 0 para elétrons descendentes. A partir de (1.1) e (1.2) sdo encontradas
entao duas curvas no espaco de velocidades, a partir das quais € possivel identificar as diferentes
populacodes formadas pela influéncia dos campos elétrico e magnético: a hipérbole de perda,

Bl 2e
vﬁs+ |:1st| vis+m7€(vi*v:9):07 (13)
que divide os elétrons que sdo espelhados para s > [ devido as linhas de campo magnético
convergentes, daqueles que sao perdidos na ionosfera; e a elipse

BO 2e

'Uﬁs + |:1 — BS:| Uis — EVS = 0,

que separa os elétrons que sdo freados ou escapam do campo elétrico ascendente. Fazendo
referéncia a Figura 1.4, os elétrons sao divididos em 5 populacdes em diferentes regioes [5]:

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS



CarituLo 1. Introducgao | 7

i

___-'\

L e 1 v

Figura 1.4: A esquerda: Sistema de coordenadas adotado, com as definicées para os pontos s =0e s =1. A
direita: Hipérbole e elipse que delimitam as populacées de elétrons.[2]

1. M,S,(D): elétrons de origem magnetosférica acelerados pelo campo elétrico, que compdem
os feixes de V-invertido (M); elétrons de origem ionosférica do hemisfério conjugado ((I));
ambos podem ter sido refletidos (S);

2. M, v < 0: elétrons espelhados em s > [;

3. S,(): elétrons espelhados em s < [; elétrons de origem ionosférica, com energia para escapar
do potencial elétrico;

4. S.I: elétrons espelhados em s < [; elétrons de origem ionosférica, sem energia para escapar
do potencial elétrico;

5. T: elétrons espelhados em s > [, sem energia para escapar do potencial elétrico, ficando
aprisionados entre dois pontos ao longo de uma linha de campo magnético.

Com base nas constantes (1.1) e (1.2), pode-se escrever

o 2Um f 2 [2
vl = m—eBs7 vﬁs = E(E—umBs—i—eVs), Vg = 1/vﬁ_s—i—vﬁs = me(E—i—eV), (1.4)
. Vls /LmBs U)|s \/E - MmBs + eV
s = =\ = cosq, = — ==+ ,
St @ Vs E + eV . Vs E + eV

onde o, € o angulo de arremesso (ou pitch angle) entre o vetor velocidade do elétron e o campo
magnético local. A condicdo para que um elétron seja refletido no topo da ionosfera (s = [) €
v = 0, ou

sina; =1 = py1. B = FE + €V,

e elétrons com senq; < 1 se precipitam na ionosfera e sao considerados perdidos. Assim, a partir
de v3 , = v2sin® o € das defini¢des em (1.4), o angulo de arremesso de um elétron cujo momento
magnético € y,,;, € dado por

. . |/Bs E+¢€V . By E+ ¢V,
ars = sin ( B1E+6V3> = cos ( 1_BZE—|—6VS>' (1.5)
Este ultimo resultado € utilizado na modelagem apresentada da funcao distribuicao.

A distribuicao resultante da interacdo com os campos apresenta uma deplecdo no sentido
ascendente, correspondente a perda para a ionosfera dos elétrons que nao sao refletidos num
ponto s > [, como pode ser notado para v < 0 na Figura 1.5. A regiao com menor densidade
eletréonica no espaco de velocidades faz surgir gradientes positivos em relacdo a v,, configu-

racao necessaria para a amplificacao das ondas como indicado pela expressao para a taxa de
amplificacdo - equacéao (3.27).

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS
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Figura 1.5: Curvas de contorno da populacao de elétrons medidas na regido-fonte da AKR. [3]

1.3 Modelos para os parametros fisicos

1.3.1 Populacées eletronicas

Neste trabalho, serao utlizados dois modelos para as distribui¢cdes de particulas, com finalida-
des diferentes. A distribuicdo que sera utilizada no calculo dos coeficientes de emissao/absorcao
induzida e de emissao espontanea (Secao 3.4) sera dada, em termos do momento adimensional
u = p/m.c € de u = u)/u = cosa, por

2 2
Ne NMe e~u/Bo 2kpT.,
Fe(unu): fO(u)+ MFb(u’l'L)7 fO(u): 3,Send060: 327
NTe NTe (ﬁﬁo) meC
() (u— uo) 1o
o g\ U — Ug a2 K~ Ho
Fb (uvl’[’) - 7.(.3/2042514’“14M €Xp | — a%g ] ) g(,u) = sech ( (55 ) )
2u? 2
A, = (1 + ZO> {1 + erf ( al ﬂ 42 M —uf/a,
ai, ars VT aps (1.7)
g L —po L+ o .
A, :5‘9 (tanh 5 + tanh 3 ,

onde n. e T, sdo a densidade e temperatura dos elétrons ionosféricos, n);. a densidade dos
elétrons magnetosféricos, € ny. = nye + n.. Outros parametros sdo dados por

B u2—|—2evl/m c2 1++y/1—g !
1 s Yo e

S__ - = T . ~ <5 7 a4 65 = 1 - =__ 1 S bl
ar cos <\/ ; (2) A n Vi (I1+cosars)

g(prs) =7, HLs = COSQLs, po = COSay

onde, em «ars, a energia F em (1.5) foi substituida pela energia cinética média em termos do
momento adimensional, oy € o angulo central na distribuicdo angular da horseshoe, e uy €
calculado com base em valores observados (Ergun et al, 2000) [4]

vo ~ 5 x 10 km/s = ug = PN ug ~ 0.167.
c

Escrevendo as componentes de v em termos das componentes do momento adimensional na
hipérbole de perda (1.3), (vj,v1) = (Cuy, uL),

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS
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Figura 1.6: Curvas de contorno de Fj (u, 1), presente na distribuicao (1.6), e a hipérbole de perda (1.8).

B 2e
uﬁs+(1—Bl> uis:m(vs—vl)- (1.8)

A curva (1.8) esta representada na Figura 1.6, junto com a distribuicdo F; (u, 1) (1.6).

1.3.2 Parametros da regiao-fonte

Os parametros como as densidades das diversas populacdes da regidao-fonte, temperaturas,
campo magnético ambiente, potencial elétrico, que aparecem em (1.6) e nas equacéoes de tracado
de raios (Subsecao 3.3.3), serdo calculados a partir do modelo desenvolvido em [5, Capitulo VI,
Apéndice A]. Abaixo estao alguns exemplos de tais parametros.

1.3.2.1 Densidade dos elétrons ionosféricos

1/2 ‘
Ne = Nlce*AE”fﬁ 1— <ﬁl5) e*/\evfsz/ﬂzs ,
Vis

onde N;. é a densidade eletréonica em s = | (densidade eletronica dos elétrons ionosféricos na
Tabela 4.1), e

. 2 B By
AE = 9 s = V - VS 9 s = 1 - 5 | s = 55 -
g =iVl =i gt w=

1.3.2.2 Densidade eletronica total
A densidade eletrénica total, em funcéo da latitude z e coordenada s, é assumida como

nTe(‘Tv S) = ﬁe(s) - [’I’L}(S) — nce(s)]e_(m/[‘)2’

onde L € a largura da cavidade eletronica, n. € a densidade eletronica total na borda, e n.. € a
densidade eletroénica total no centro.

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS




10| 1.3. Modelos para os parametros fisicos

1.3.2.3 Temperatura dos elétrons magnetosféricos

Tare(x, 8) = To(s) + [Tare(s) — Tuls)]e™ /17,
onde T, e Ty, sdo a temperatura eletronica fora da cavidade e dos elétrons magnetosféricos no
seu centro, respectivamente.
1.3.2.4 Potencial elétrico

A forma utilizada no modelo para o potencial elétrico é

Vo=V VBs — VBo
° VB, — By

1.3.2.5 Campo magnético
A magnitude do campo magnético € aproximada por
0
5=
&

onde zg = z/Rg.

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS



CAPiTULO 2

TEORIA MAGNETOIONICA

2.1 Introducao

A Teoria Magnetoionica € aplicada a situa¢cdes em que o plasma pode ser visto como um fluido
condutor no qual apenas a dinamica dos elétrons é considerada importante, sendo desprezada
a participacao dos ions nos fenémenos estudados. Efeitos de origem térmica também sido negli-
genciados, e o gas de elétrons € suposto sem colisdes. Além dessas aproximacdes referentes ao
plasma, o campo magnético ambiente € considerado estatico e homogéneo.

Nesse capitulo, as equacdes para o estudo de ondas eletromagnéticas no plasma sao obtidas
a partir do formalismo da teoria cinética de plasmas, e as grandezas que dao origem a efeitos
térmicos sao entao desprezadas.

2.2 A Equacao de Vlasov

2.2.1 A funcao de distribuicao

A teoria magnetoionica descreve a evolucdo das particulas e campos de um plasma usando
um formalismo de fluido. Sera apresentada agora uma breve derivacao das equacées de fluido
(e da teoria magnetoidénica) a partir da formulacdo mais completa da teoria cinética dos plasmas
(Bittencourt, 2004) [1]. A definicdo utilizada para caracterizar uma populacéo de particulas € a
chamada funcdo de distribuicéo f,(r,v, t), definida no espaco de fase de forma que a quantidade

dA, (ryv,t) = f.(r,v, t)d’rd’v

representa o niumero de particulas da espécie o que se encontram no espaco d*r em torno de r,
com velocidade no intervalo d*v em torno de v, no instante t¢.

Para determinar a evolugdo da funcido f, num instante posterior ¢t + dt, considera-se uma
quantidade de particulas d.4,, sob efeito de uma forca externa F' = m,a. Como nao sao conside-
radas perdas nem ganhos de particulas através de colisdes entre as mesmas, a sua quantidade
€ conservada:

(P vt +dt)dr' d*' = f,(r v, t)dPrd’o, 2.1
onde d*r'd*v’ é o novo elemento de volume no espaco de fase em torno das novas coordenadas
(r',v"). Mostra-se em [1] que a relacdo entre os elementos de volume em instantes diferentes é

&r'd*v = d*rdv,

sendo entao possivel reescrever a equacao (2.1) como

[folr +vdt,v+adt, t +dt) — f.(r,v,t)]d*rd*v = 0. (2.2)

Expandindo o primeiro termo da equacao acima numa série de Taylor em torno de (r, v, t),
mantendo apenas termos proporcionais a dt:

Of.(r,v,t)

folr +vdt,v+adt, t +dt) = f.(r,v,t) + 5t

+v-Vi.(rvt)+a- -V, f.(rvt)|dt

11



12 | 2.3. O Modelo de Plasma Frio

onde V, € o operador gradiente no espaco de velocidades. Inserindo esse resultado na equacao
(2.2) resulta

Ofo(r,v,t)
ot
A equacao (2.3) é chamada equagéao de Boltzmann na auséncia de colisoes.

+v-Vf.(r,vt)+a-V,f.(r,vt)=0. (2.3)

2.2.2 A equacao de Vlasov

A ideia por tras das equacédes de Vlasov vem da necessidade do tratamento das interacdes
de longa distancia existentes no plasma. Como explicado em Melrose (1980) [6], uma vez que a
dinamica de cada particula € influenciada pela presenca de todas as outras (através dos campos
que estas geram), determinar a evolucdo do sistema a nivel microscépico nao €é factivel.

Apesar da equacao de Boltzmann ser deduzida considerando apenas forcas externas aplica-
das ao sistema, a equacao de Vlasov é obtida supondo que se possa escrever

W +v- Vfa(r7v7 t) + %(Fert + FE+wvx B) : vaa(r7v7 t) = 07 (2-4)
onde E e B sao interpretados como grandezas médias dos campos elétrico e magnético micros-
copicos, intrinsecos ao plasma, F'.,, representa a forca externa, e ¢, € m, sdo a carga e a massa
das particulas da espécie a.

Os campos médios presentes na equacao (2.4) devem entdo ser determinados com o auxilio
das equacoes de Maxwell,

V x B(r,t) — eouo%:’t) = poJ(r,t) (2.5a)
V x E(r,t)Jr%:O (2.5b)
V-B(r,t)=0 (2.5¢)

V. E(r )= 2T 2.5d)

sendo que a densidade de corrente J(r,t) e a densidade de carga p(r,t) estdo relacionadas
com f, por

J(r,t) = an/vfa(r,v,t)dsv (2.6)

p(r,t) = an/fad?’v (2.7)

com as somas em « ilustrando o efeito da presenca de todas as outras espécies de particulas na
equacao (2.4). O sistema de equacoes que descreve a evolucao do plasma € formado entao pelo
sistema Vlasov-Maxwell de equacdes (2.4) e (2.5).

2.3 O Modelo de Plasma Frio

2.3.1 Velocidade média, momentos de f,(r,v,¢) e velocidade peculiar
Tratando o plasma como um fluido, uma grandeza importante € a velocidade média da po-

pulacao «, calculada por

U, (7, t) =< v >,=

/ wf. (7,0, 8)d,

v

n,(r,t)

onde

na(r,t):/fa(r,v,t)dav

Bianca Eliza Corréa TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO IF - UFRGS



CarituLo 2. Teoria Magnetoionica | 13

¢é a densidade de numero de particulas independente de velocidade. As quantidades u,(r,t) e
n,(r,t) sao exemplos dos chamados momentos da funcdo de distribuicdo. De modo geral, os
momentos sao obtidos multiplicando f, por produtos entre as componentes de v, e integrando
sobre o espaco de velocidades.

A velocidade peculiar é definida a partir da velocidade média como

c,=v—1u,.

Ou seja, ¢ uma medida do desvio da velocidade da particula em relacido ao fluxo macroscépico
da espécie como um todo. Essa velocidade, de carater aleatério, da origem a efeitos térmicos.

2.3.2 Equacoées de transporte macroscopicas

As equacdoes que determinam a evolugdo das grandezas macroscopicas do sistema podem
ser obtidas da equacao (2.3) sem a necessidade de resolvé-la para encontrar f, primeiramente.
Como descrito em Bittencourt (2004) [1], o procedimento parte do calculo dos momentos da equa-
¢ao de Boltzmann (2.3), multiplicando-a pela propriedade fisica de interesse x(v) e integrando
sobre o espaco de velocidades. A forma geral para a equacgao de transporte fica escrita como

0
w—kv-(na<xv>a)—na<a~VuX>a=0- (2.8)

2.3.2.1 Equacao da Continuidade

Quando a propriedade y na equacdo (2.8) € a massa, y = m,, o resultado é a equacdo da
continuidade:

maaif +m.V - (n.u,) =0. (2.9)

2.3.2.2 Equacao de Movimento

Se a propriedade for o momentum das particulas, x = m.,v = m,(c, +u.). Desprezando efeitos
térmicos, ¢, = 0, e a equacao (2.8) fica

a

n,m

YOt
onde foram utilizadas a equacéo (2.9) e a forca de Lorentz com os campos médios E e B (Subse-
cao 2.2.2).

O sistema formado pelas equacoes (2.5), (2.9) e (2.10) sera utilizado para o estudo da propa-
gacao de ondas em plasmas.

+n.m,(u, - Viu, —n,q.(E+u, x B) =0, (2.10)

2.4 Ondas Eletromagnéticas em Plasmas Frios Magnetizados

Para o estudo da propagacdo de ondas em plasmas, serd considerado um plasma frio, sem
colisdes, e um campo magnético ambiente estatico e uniforme. O movimento dos ions sera
desprezado, entao as grandezas n, m, u € g (—e, nesse caso) se referem apenas aos elétrons.

2.4.1 Linearizacao e Solucdoes para Ondas Harmonicas

O processo de linearizacao do sistema de equacoes formado por (2.5) e (2.10) é feito conside-
rando pequenas perturbacées nas variaveis em relacao ao estado de equilibrio do plasma,

n(r,t) = no(r) + en,(r, t), u(r,t) = eu, (r,t),

E(r,t) =cE,(r,t), B(r,t) = B, +eB,(r,t),

onde os subscritos 0 e 1 indicam a solucao das equacdes no estado de equilibrio e a perturba-
cao, respectivamente. Essas solucdes sao entdo substituidas no sistema, e apenas termos de
primeira ordem em ¢ sdo mantidos (¢ < 1).
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14 | 2.4. Ondas Eletromagnéticas em Plasmas Frios Magnetizados

No contexto do estudo de ondas se propagando no plasma, supoe-se que as perturbacoes
introduzidas variam harmonicamente no espaco e no tempo
ng,u,, B, B, x exp[i(k: = Wt)]y

onde k € o vetor de onda e w € a frequéncia angular da onda. Quando se substitui esse tipo de
solucao nas equacgoes linearizadas, obtém-se as equacoes algébricas

—iwmu, = —e(E, +u X B,) (2.11a)
kx E,=wB, (2.11b)
itk x B, = po(—enou —iwe E,) (2.11¢)

que fornecem informacdes dos diferentes modos de oscilaciao das ondas suportadas por um
plasma.

2.4.2 Relacao de Dispersao

[

x F

Figura 2.1: Sistema de coordenadas definido para resolver o sistema (2.11).

Manipulando as expressédes (2.11), utilizando o sistema de coordenadas definido na Figura
2.1, encontra-se o seguinte sistema

(S —n*cos?*d) —iD  n*sinfcosh E
iD (S —n?) 0 E, | =0 2.12)
n*sinfcosf 0 (P —n’sin®0) E

onde
X XY
s 5 v : (2.13)
Q 2
Yy = =<, X = w'ﬂ (2.14)
w w?

2,, = eB,/m € a frequéncia angular de ciclotron dos elétrons, w,. = (n.,e?/me,)"/? € a frequéncia
angular de plasma dos elétrons, e n = (kc/w) € o indice de refracdo do meio. Para uma solucao
com F # 0, o determinante da matriz em (2.12) deve ser nulo, o que resulta

A(k,w,r) = (Ssin®0 + Pcos®*#)n* — [RLsin*0 + SP(1 + cos®d)|n* + PRL =0 (2.15)
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com

1 1

A expressao A(k,w,r) é a equacdo de dispersdo, e suas solucoes sido as relacoes de dispersao,
que nesse caso relacionam as variaveis k e w. Escrevendo (2.15) como

An* = Bn*+C =0, (2.16)

onde

A = Ssin*# + Pcos’0
B = RLsin*0 + SP(1 + cos®f)
C = PRL.

Segue que as solugoes para (2.16) em termos de 7> sao

1
=5 (B +VB? = 4AC) . 2.17)
Manipulando (2.17) é possivel chegar na seguinte forma para a relacdo de dispersao

X
n”?=1- =, (2.18)

Q

conhecida como a equacéao de Appleton-Hartree, e onde
Y2sin26 Y4sin@ 1/2

Q=1-- 07 o | 2507 | yecosrg| 2.19)

21— X) ~ |4(1—-X)

2.4.3 Modos de Oscilacao
2.4.3.1 Caso particular: § = /2

Para o caso em que a onda se propaga perpendicularmente ao campo magnético ambiente
(k L By), a expressao (2.19) fica
Y2 2
+ Y ,
20-X) 2(1-X)
e a partir de (2.18) sao obtidos os modos de oscilacao.
O modo ordindrio é definido como tendo a relacao de dispersao

Qr =1-

X w?
2 _ 1— =1 -2 2.20
R (2.20

e possui um ponto de reflexéo (n = 0) em w = w,, , denominada frequéncia de corte. O intervalo de
frequéncia onde w < w,. (n2 < 0) € chamado de regido evanescente, na qual nao existe propagacao.

A outra solucao é chamada de modo extraordindrio de oscilacao, e a relacao de dispersao €
dada por

TPy [w - % (—Q +4/92, + 4w§6)] [w - % (—Q -/ + 4w§e)} X
o O | O

onde as duas expressoes quadraticas no numerador foram fatoradas. Multiplicando o ultimo
fator no numerador com o primeiro, e os restantes entre si, resulta
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n R | n } l
: Z-mode }{ / Z-mode
/ | pA A
NO— f: h
‘ Free space ] Free space
R-X mode $ ) R-X mode
] IFrcc space ¥ ) | Free space y
L-0 mode 3 7 1L-Omode /
—_—=0 | Rl |
[ L o /
- —0=xn = Rl —_a=) )__.-"_' g -
L PP | f'f/"'f v & -==@=n/2 ; T R £~
T T “ | s L_"?' i ! )
@ o Y Wy Wyyr Wy o @ o, o, o 0. O w

Figura 2.2: Curvas para o indice de refracdo em funcao da frequéncia. Equlvalen01a entre a notacao neste
trabalho e a figura acima: wi—y = w1, Wreo = Wo2, WUHR = Wuns We = Qeey Wp = Wpe- A esquerda, wye > Q. A
direita, w,. < Q.. . As linhas continuas se referem a ¢ = 0, e as linhas tracejadas se referem a ¢ = 7/2. [10]

=" sz)(_w;)w 3 2.21)
onde
oy = % (—ch 4/ + 4%36) , (2.22)
Wos = % (Q /0 + 4w§e) = o + O, (2.23)
e w,, € a chamada frequéncia hibrida superior:
Wan = yJw2, + 82, (2.24)

Observando (2.21), fica claro que o modo extraordinario possui pontos de reflexdao em w = w,
€ W = wy,, € um ponto de ressondncia (n — +oo) em w = w,,,.

Analisando as expressoes (2.22), (2.23) e (2.24), chega-se a relacao wy,;, < w,, < wy,. Entao, a
partir de (2.21),

w < wy —ni <0,
Wor < W < Wy, — Nz >0,
Won < W < Woy —> M < 0,
W > wey —> N2 > 0.

Conclui-se que s6 ha propagacdo no modo extraordinario para frequéncias nos intervalos
Wo < W < Wyp € W > Wos -

2.4.3.2 0 arbitrario
Para direcoes de propagacao arbitrarias em relacdo ao campo magnético ambiente, pode ser
visto a partir de (2.17) que os pontos de ressonancia ocorrem quando A = 0, ou seja
Ssin®f + Pcos®d = 0.

Utilizando as defini¢des (2.13) e (2.14), a expressao acima fica

(1-Y*)— X+ XY?cos’0 =0
= w' — (2, + w2 )w® + Q2 w? cos’d =0,

ceZpe

e as solugdes para w? fornecem os pontos de ressonancia em funcao de 6:

1/2

1 1
wr, = 5(936 +wl,)* 1 (2, +w?, ) — Q2 w? cosd (2.25)
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As curvas de ressonancia tomam as formas na Figura 2.3 dependendo dos casos 2., < w,. ou
Q.. > w,., ja que para 6 = 0 as solucdes (2.25) ficam

1 1
Wy = (2, ) 502 — 2.

ot

Qe + Ope” - ———— ===

o o /—‘_—\

[

|

|

|

| Q.. <

| ce < Wpe
I

|

|

|

(b)

I
|
|
|
I
2 Qee > Ope

Qeo oo pe” \ji :
| [
|

1 > ) ' —) >

0 30° 60° 90° ] 0 30° 60° 90° )

Figura 2.3: Frequéncias de ressonancia em funcdo do angulo da direcdo de propagacdo em relacdo ao
campo magnético ambiente nos casos (a) Q.. < wye € (b) Nee > wpe.[1]

Quanto aos pontos de reflexao (n = 0), resulta de (2.16) a condicao

C=0
= PRL =0,

e suas solucodes sao

P=0—-w=uw,.,
R=0—-w = wy,,
L=0—-w=wy.

Os intervalos de frequéncia nos quais 7* > 0 definem os seguintes modos de oscilacao:
®* Modo whistler (W): 0 < w < wy_;

® Modo extraordinario lento (Z): wy, < w < wy,;

* Modo ordinario (0): w > w,.;

* Modo extraordinario rapido (X): w > wy,.
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CAPiTULO 3

TRACADO DE RAIOS E EQUACAO DE
TRANSFERENCIA RADIATIVA

3.1 Introducao

Para acompanhar a trajetoria das ondas se propagando no plasma, sera utilizado o método de
tracado de raios, que consiste em seguir as frentes de onda utilizando um sistema de equacoes
diferenciais obtidas considerando que as modificacdées nas propriedades das ondas ocorram de
maneira adiabdtica, ao exigir que as variacdes espaco-temporais do plasma, ou as interacoes
das ondas com o meio (amortecimento, instabilidade, fontes de radiacido), se desenvolvam lenta-
mente, como explicado em Stix (1992) [11, Capitulo 4].

3.2 Equacoes de Tracado de Raios

Para o estudo da propagacédo das ondas no plasma, as funcdes de onda associadas as per-
turbacobes eletromagnéticas serdao da forma

Y(r,t) = A(r, £)e D,

onde ¢(r,t) é a funcdo eikonal (real), e A(r,t) € uma funcido que varia lentamente no espaco e
tempo.

Para obter as equacoes que governam as evolucoes temporal e espacial da radiagao, € suposto
que as grandezas k e w sejam quantidades locais das ondas; ou seja, as funcdes de onda sao
consideradas aproximadamente ondas planas, k e w sendo definidos a partir da variacao de

o(r,t):

_ 9¢
dg = Vo - dr + Zodt,

k(r,t) = Vo, w(r,t) = —g—f. (8.1)
Como feito em dos Santos (2011) [10, Secao 3.4], diferenciando k(r, t) parcialmente em relacao
a t, e aplicando o gradiente em w(r,t), as definicoes (3.1) geram a equacao

ok
Vw + i 0. (3.2)

Escrevendo as solugoes da equacao de dispersao A(k,w,r,t) = 0 como w = w(k,r,t), a equacao
(3.2) pode ser escrita como

dw 0w Ok Ok _
or 0k Or Ot
onde J/0r e 0/0k sao operadores gradiente.

Utilizando o conceito de velocidade de grupo, aplicavel a meios pouco dispersivos ([1, Capitulo
8]).

0, (3.3)

18
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dr  Ow
= (3.4)
Substituindo (3.4) em (3.3),
ok Ok dr Jw
oo w~ or 55
dk Ow
Pl (3.6)
Por ultimo, tomando a derivada temporal de w(k,r,t),
dv Ow Ow dk Ow dr
_— = — + —_— . —— + —_— e —
gt 0ot Ok dt Or dt
dw 0w

onde foram utilizadas as equacoes (3.4) e (3.6).

3.2.1 Forma alternativa

As equacodes diferenciais (3.4), (3.6) e (3.7) podem ser obtidas a partir de outro formalismo,
que considera r e k como variaveis independentes (detalhes em [10, 12]). Assim, podem ser

escritas de uma forma alternativa da seguinte maneira.

Diferenciando implicitamente a equacao de dispersdao A(k,w,r,t) = 0 em relacdo a r e k, e

totalmente em relacao a t¢:

O\ oNdw _ 0w onjor
or  Owdr or  OA/Ow

oA ONDw | ow oMok
Ok = Ow Ok ok O /0w
OA | ONds N dk OA dr_  do__OMOI
ot  Owdt Ok dt Or dt dt ON /0w

=0

Substituindo as equacodes (3.8a) e (3.8b) em (3.4) e (3.6), chega-se em

dr OA/Ok dk  OA/Or dw ON/Ot

dt — ONOw  dt  OANJOw At ON/Ow’

3.3 Aplicacao a um Plasma Frio Magnetizado

Uma equacido de dispersdo como (2.15), quadratica em 7?, pode ser fatorada como

Ak, w,m) = (0® — ex) (N — €0) = AxAo

(3.8a)

(3.8b)

(3.8c)

(3.9)

(3.10)

onde ¢, € ¢, sao as solucgdes para os modos de oscilagcio extraordindrio (Axy = 0, A, # 0) e ordinario
(Ao = 0, Ax # 0), respectivamente. Assim, se por exemplo o modo do raio seguido for X, as

derivadas das equacdes (3.9) podem ser escritas como

0N O(AsAo) . DA 0ho , OAs
ah = on Moan T8 Tn TR
=0

onde h € qualquer uma das variaveis k, w e r. Segue, para o modo X, as equagoes

dr  OAy/0k dk 0N, /Or dw

= == = = 3.11
dt 0Ny /0w’ dt  OAy/Ow’ dt ’ ( )

ja que a equacao (2.15) nao depende explicitamente do tempo.
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3.3.1 Sistema de Coordenadas

O sistema de coordenadas adotado para escrever o sistema (3.11) sera o mesmo de [10,
Apéndice C]. Sera utilizado o sistema retangular, e também o sistema polar de coordenadas,
pois devido a simetria azimutal do campo magnético ambiente, a evolucao espacial de r e k
fica mantida num plano paralelo ao B,. Considerando o plano zz (Figura 3.1), as variaveis e
operadores diferenciais ficam escritos como

Y

x F

Figura 3.1: Sistema de coordenadas utilizado para escrever o sistema (3.11).
r=xk+ 22, k = ksinf& + kcosf 2z, A=Ak, 0,z,2,w),

Z + | cos g—& li z
@8 WT&D )

2— sm@g—i—cosé12 T+ CosH2 smH12 z
- ok ko0) " ok ko0 )~

3.3.2 Sistema de Equacoées

Escrevendo explicitamente a equacao da variavel r no sistema de coordenadas,

OA dr (9A dz .
0w dt 0w ( dt ) (5.12)
o
ok
oA 10A oA . 10A
(sm&ak—kco gk%) — ( 050% sin 9k89> . (3.13)
Fazendo o mesmo com a equacao para k :
ONdk OA de dk db
a9 K dt inf + kcos&) (dt 0sl — ksm@) } (3.14)
oA
- or
oA 10A oA 10A
sinp— 4 cosp—— | &£ + | cosp— — sinp—— | 2. (3.15)
or r Op or r Op

Igualando as componentes dos lados direitos das equacdes (3.14) e (3.15), encontra-se o
sistema de equacoes
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OA do OA 10A
bl = - 1
7% < dt ind + k cosﬁ) sing o + cosp— 8 (3.16)
OA do OA 10A
% <dt osf — kdtsme) = coswa — smgo;%. (3.17)
A partir de (3.16),
@%_ Singp% coswlaA %i&cos& (3.18)
Ow dt  sinf or ' sinf rdp = Ow dt sinf’ '
Substituindo (3.18) em (3.17), resolvendo para df/dt,
OA do ) . OA . .
kaa = (sinpcosf — s1n9cosso)§ + (cosypcost + smapsm&);%, (3.19)
e aplicando algumas identidades trigonométricas, chega-se em
OA df . OA 10A
k@TuE = sin(p — Q)E + cos(p — 9);%. (3.20)
Utilizando o resultado (3.19) em (3.18), obtém-se
OA dk . , OA . , 10A
o d (singsind + cos¢cos€)§ — (sinpcosf — s1n9cosso);% (3.21)
oA 10A
=cos(p — 9)5 —sin(yp — 9);% (3.22)

Para (3.12) e (3.13), diretamente a partir da igualdade das componentes em ambos os lados

das equacoes, € obtido o resultado

ONdx 9@ oS 91@
Ow dt ok k 09’
OAdz _ 98— + sin 91%
dw dt ok k 06

(3.23)

(3.24)

As equacdes (3.20), (3.22), (3.23) e (3.24) formam o sistema diferencial para calcular a traje-

toria da radiacao.

3.3.3 Aplicacao ao Modo Extraordinario

Alguns detalhes dos calculos para as equacdes de tracado de raios estdo na secao (3.5). O

resultado obtido é apresentado a seguir:

dx 2¢ gx
g7 _ X
F 7 R@ f na,sind, (3.25a)
g% _ 20 9x 0 cos, (3.25b)
dt  Rg f |
R@ 74 _ , . o,
n 7 =Z\(1 =n*)A\, sin(p — 0) — %; |sin(p — 0)4,, + cos(p — 9)7 , (3.25¢)
52
i > , 5,
—J i =Z\(1 =n*)\, cos(p —0) — B |cos(p — 0)d,, —sin(p —0)—=|, (3.25d)
Te
onde R, € o raio terrestre, c € a velocidade da luz no vacuo, e
T
521 R@ ) 2] Re; ) 52 R® ) 2777
N 8ln(BO)7 5 = 6ln(n0)7 5. Oln( )’
® Org @ Org dp
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ff(1—n*)cos*d ff.(1 —n?)sin®g
z 1- ) JZ{z - 1 + s
V f2f2sin'0 + 4(f? — f?)cos?0 V2 f7sin’0 + 4(f? — f*)cos?f

ferz +8vf(f7 — f?)
V/ f2f?sin®0 + 4(f? — f?)cos?0

F =2 epx +2f2f; = )" + (L= [ 1 , v=px—ffe

1 . 2\ 1/2
oy = [FSI0 +\/f2 25000 + A(f2 - f2)c0s0,  f, =2 = (” ‘ ) ,

Q 0 2 2 2
=g (SR). a2 P S,

A=

pife/2 _p 2(f; — 1) (fen*cos®d + v/ f) + fi
JTEfsin'd + A2 — [*)cos0’ Jfsin0 + A(J2 — f)cosd |

3.4 Equacao de Transferéncia Radiativa

Sera usado aqui o resultado de uma formulacdo semi-classica, descrita em [10] detalhada-
mente, dos processos de emissao e absorcao de ondas por particulas de um plasma magnetizado.
A emissao espontanea de radiacao € atribuida ao movimento que particulas carregadas produ-
zem em torno de uma linha de campo magnético; e a componente induzida se deve a troca de
energia entre os campos eletromagnéticos e as particulas.

A forma geral da equacao que descreve a evolucao da intensidade radiativa é aproximada por

SIN(5,0) = 8% +551N(1,0), (8.26)

onde X se refere ao modo normal extraordinario. O coeficiente de emissao induzida, %, é dado
por

0 1o}
Z /dsphw s, D, )(sw s + kK 8p|> flpL,p)), (3.27)

S§——00

onde p = (p1,p;) € o momentum linear das particulas, e w*(s,p,k) € a taxa de ocorréncia de
transicdes entre estados de energia das particulas, emitindo/absorvendo fé6tons no modo X,

X 2€RE(K) | xs 2 X
w”(s,p, k) = 8w X | &% (k) - V(k,p;s) |” 6(wy, — kv — sWee)- (3.28)
k
Na expressao (3.28), e e‘ a carga elementar, w.. = Q../v (y: fator de Lorentz), wk é a relacao de
dispersdo w = wX(k) = w¥ do modo X (que em 2.4.2 ¢ escrita em termos do indice de refracéo n),
RX (k) € a fracao de energia total do sistema formado pelas ondas e particulas (definido em [10,
Capitulo 3]), € (k) é o complexo conjugado do vetor de polarizacio do campo elétrico,

E(hwf)

X
et (k)= — 15—,
[ E(k, wy)|
sendo V (k, p; s) é definido como

V(k,p;s) = —Jy(kip)ér +iviJ,(kip)és + vy Js(kip)és,

UL
Eip
onde J; € a funcao de Bessel do primeiro tipo.

Da expressao (3.28), nota-se que o integrando em (3.27) apenas sera diferente de zero se o
argumento da delta de Dirac satisfizer

X
Wy — kHUH — SWee = 07
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chamada de condicdo de ressondancia. Esta define uma curva no espaco de velocidades que, se
estiver contida majoritariamente em regiées onde a funcao de distribuicdo f(p1,p|) contém mais
gradientes positivos do que negativos, permite que a integracao forneca valores positivos para a
taxa de amplificacao X [2, Capitulo 3].

O termo S¥ esta relacionado com a emissividade espontanea do plasma, que é dado por

X:wnxvg Z /d3 (w,0;5)F.(p),

S—r— 00

onde vff ¢é a velocidade de grupo do modo X, F.(p) é a funcao distribuicao eletronica (1.6), escrita
em termos do momentum linear p. E nX(w,0;s) é a emissividade de um elétron no s-ésimo
harmoénico de uma onda eletromagnética que se propaga no modo X (ndo confundir com o
indice de refracao nx (2.21)).

Escrito a partir dos parametros relevantes para este trabalho (modo normal X, densidade
eletronica),

s¥ Wik f
mec? 2\/%]%?2 {9 (5 - fc> [ e lly (o)

s=0

(3.29)
1
co(f oot [ an X e ek -
¢ s r==41
onde
X \IJX (u FL) Te eiiﬁ/'@g NnMe 9 (,u) 67(u7u0)2/a2
W) = 0 cosd] \nre B2 npe ol AuA, )
2 1— 2 . 9 JS b / 2
X (u,p) = 7-7'1;—1—(CC>82#9) % [KX sinf — Jcos 6] (cos® — nxuu)} 7{)(;() + J, (bx)| ,
fo__ r? P2 —(f/1)’ [ sin®f
Nn=1—- =, T7=(s4+1+cos?2l +s2) LI s=2 > 7
FUM T ( ) o2 = (1117) 2e o2~ (4/1.7]
L 4U) Tt 0(f/f) 0 sin 0
2f (f)fe+ 1) T 24 cos20 (F/1.)7 — p?’ X_(f/fc)2—p2f/fc+T’
bx = 7 nXu sinf+/1 — u2, p= %7 uﬁ = nyucosh + \/n§u2cosé -2 (1 — SQw)’

2 Q.
Ni:zz(l—s >
nicos?0 w

onde J,(bx) sao funcdes de Bessel, ©(z) a funcao de Heaviside, e g () esta definida em (1.6).
Ja o coeficiente de emissao induzida € obtido de forma explicita calculando a expressao (3.27),
com f(p1,p)) dado por (1.6). O resultado da integracéo fica

T 2Y 2fcz{( D) [ awex i)

+6 (ff - S) O(1- ,us)/ du Z [0 (cos0) Q¥ (uX, 1) +© (—cos0) QY (u, —p)] } ,

¢ r==+1

(3.30)

X 2
05— ) (1 1
|u —nxpcos @] | nre B3

e 7(“‘7’“0)2/0‘%5 — — COS9 — _
e el <M 5 uo) [U(I(Lx? ) ) B 5, tanh (u 5 ﬂo)} ’
Te Ls* u“+p s L s s

S

2,2 2 2
X, oy T (=) ff L feosO] Jo(bx) | o
H (u,p) = = oo2d 1, Kx senf = (cos O — nyu) bx +J.(bx)p .
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Extraordinario

3.5 Calculos para as Equacéoes de Tracado de Raios no Modo

O fator da equacao de dispersao no modo extraordinario, com as solucoes (2.18) e w = 27 f,

pode ser escrito como
213(f2 = 1)
AX = 2 _ P P )
O SR = P+ P Esino+ [T e+ A~ Freos'd

Para facilitar os calculos, define-se as seguintes quantidades

Dy=fR2F(f; = 1) + forx](n® = 1) + 2£2(f7 — f*)s
gx:2f2(f§ - f2> + ffebix,
wx = f.fsin’0 + \/ffoSin“G +4(f2? — f?)*cos?0,

entao Ay pode ser escrito como

n JRIGE = )+ fmd (2 = 1) +27(F — )
* 212(f2 — f2) + ffopx
_ Dy(f,k,0,7)
B gx(f7 9, r) ’

e as derivadas nas equacoes (3.20), (3.22), (3.23) e (3.24) sao calculadas utilizando

3AX 1 8Dx DX agX
_ _ X TIx ) 3.31
oh gy < oh Jx 8h> ( )
Para derivar as quantidades Dy e gy, as derivadas parciais de uy sdo necessarias:
Opx _ Fsin®0 4 f fZsin®0 — 8(f2 — f*)cos0 ’
of V f2[?sin®0 4+ 4(f2 — f?)*cos?0
2 . — 4( 2 — £2)2
Opix = Jeln = F) sinfcosb.
06 \/f2f*sin"0 + 4(f? — f*)>cos?0
Na derivacdo em relacdo a r, as seguintes definicoes sao feitas:
af. e 0B, dln(B,)
= = A
or  2mm Or Je or JeA
of, e\ om)"* [, 0n(n,) _ &5
or  \dmme, or 2 or -2
Entao:
Opx pxfofSIn?ON, +4(f2 — f?)f2cos®00,
or — \/ffsin'0 + 4(f2 — f?)*cos*0
Em relacao a ¢, chega-se em:
Oux 4(f2 — f?)f2cos®0d,
dp  \/f2frsIin'0 + 4(f2 — f?)2cos?0’
onde
af, _ Eﬁln(no) _ &5
dp 2 Op o2
* Derivadas em relacao a f:
IF - UFRGS
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Derivando cada termo em Dy,

X O12f(f2 — f? iy
ODs 27— )+l =)+ s - TS
2 O(F2 — f2
707 - £+ a2 o A2

=2f(f} = 1)+ fou (7 = 1) + (0 = 1) |2(f] = f*) —4F° + PR

of
=20*[2f (f2 — f*) + fops] — 41 f2,

€ em gy:

agx _ 2 2 28(-}[13 — f2) a,uX
aif—‘lf(fp — [ +2f T*‘fcmd-ffcw
A= P AP L+ L

Substituindo essas derivadas em (3.31), e manipulando os termos, chega-se em

OAx 1 0A4 OAx 17

szﬁﬁf — ow 27 gx

onde

fons+8vf(f2 — f?)
VIEfrsin'd + 4(f2 — f2)cos? |’

v=—f1.c08%0 + \/ f2 fsin’'0 + A(f2 — f*)c0s*0 = pux — fF.

F =20 epx +2F Q5 = )l + (1 =n7) [

* Derivadas em relacao a 0:

an _ 2 ap’X

59 — " =17y
_ 2 2f fux —4(f2 = f°)? .
=ff.(n’ = 1) [\/fffzsin“e g fz)cosw] sinfcosf.
agx - a/~Lx
90 *ffcw

of frux — A7 — 1)
/2 f?sin’0 + 4(f> — f>)cos?d

=ff. [ ] sinfcosb.
Substituindo em (3.31):

oAy —=2ff.(1 —n*)n*sinfcosl
90— /2 f*sin'0 + 4(J2 — [?)cos0

¢ Derivadas em relacao a :

oDy . Of(f2 = f°) + feux| | OUF2(f2 — [?)]
or FOr=1) or +2 or
2 pr2 a X 2 2 2 2 4
- <2f £20. 4+ ixf A+ fﬂéjﬂ) (7 = 1) +203(F; = )3, + 219,
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Ogx o . 0f) — f7) of.
W*Qf TﬂLfﬂx&r + ff.
Oy

.

=210 + [l + ffeg

O
or

Substituindo em (3.31), e manipulando os termos:

oA f
=L [28,(n* — D, + 2%,5,],
o = R~ DA, + 28,0

onde

_ pife/2
V2 2sin’0 + 4(f2 — f*)cos*f’
2(f2 — f2)(fen?cos®0 + v/ f)
Vf2[?sin’0 + 4(f2 — f?)cos?0

7N

@(szfj + fn?

¢ Derivadas em relacao a :

Com desenvolvimento similar as derivadas em relacao a r, e substituindo em (3.31):

Ohx _ iz%av.
dp 9x

* Derivadas em relacao a k:

Como as relacoes de dispersdo nao dependem de k, a derivada de Ay fica

JAx  O(n*) Qf
ok ok k-

¢ Equacodes de evolucao da radiacao:

Definindo da seguinte maneira os lados direitos das equacoes (3.23) e (3.24):

sin@aAX + cos@l% = g772sin0 1-— 11.(1 — n*)cos*d
ok koo k V2 f?sin’0 + 4(f2 — f*)cos?0
2
= Enz,ngl,sine.
cosfODx _ gingtOhx _ grfcos@ 1+ JI1 —n)sin'6
ok koo k V2 [?sin’0 + 4(f? — f*)cos?0
2
= %nﬁzfzcos&

Definindo também as variaveis normalizadas pelo raio terrestre (Rg),

as equacoes (3.20), (3.22), (3.23) e (3.24), substituindo as derivadas parciais calculadas anteri-
ormente, ficam dadas pelo sistema (3.25).
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CAPITULO 4

RESULTADOS E CONSIDERACOES
FINAIS

4.1 Resultados

Para a investigacao do modelo, as equacdes de tracado de raios (3.25) e da transferéncia
radiativa (3.26) devem ser calculadas simultaneamente. Como exemplo, uma simulacao foi feita
utilizando o algoritmo de Runge-Kutta de ordens 4 e 5, com os coeficiente de Cash-Karp, o
qual permite resolver numericamente o sistema de equacdes com passo variavel (Press et al,
1992) [9]. As condicoes de contorno para os calculos dos parametros do modelo da regiao-
fonte [5, Capitulo VI, Apéndice A] estdo na Tabela 4.1. Algumas expressoes desse modelo estdao
descritos na Secao 1.3.2. As curvas de contorno das taxas de emissao espontanea e induzida sao
calculadas integrando as expressoes (3.29) e (3.30), variando 6 e w. Os resultados para diferentes
valores de z sdo mostrados na Figura 4.2, indicando valores positivos da taxa de amplificacao
em torno dos dois primeiros multiplos da frequéncia de ciclotron. E nas Figuras 4.3 e 4.4, estao
expostas as trajetorias do raio ao longo da regido-fonte para condi¢des iniciais distintas, onde se
nota a presenca de passagens sucessivas pelo centro da cavidade.

Para a integracao da equacdo da transferéncia radiativa (3.26), a condi¢do inicial I, para a
intensidade € aquela obtida em [10, Capitulo 4] no equilibrio termodinamico. Nesse estado,
a taxa de emissdo espontanea € proporcional a induzida, e a taxa de variacao da intensidade
radiativa € nula. Segue entao que a intensidade no equilibrio é

Tabela 4.1: Condi¢des de contorno usados para calcular os parametros ao longo da regiao-fonte.

Valor Parametro
4Rg Ponto-fonte superior
1Rg Ponto-fonte inferior
2keV Temperatura paralela dos elétrons
3keV Temperatura perpendicular dos elétrons
10keV  Temperatura paralela dos prétons
10keV  Temperatura perpendicular dos prétons
0.0001keV  Temperatura dos elétrons ionosféricos
0.0001keV  Temperatura dos prétons ionosféricos
0.00005keV ~Temperatura dos ions O* ionosféricos
8000V  Potencial elétrico no topo da ionosfera
0.8cm™3 Densidade dos elétrons magnetosféricos
0.8cm~® Densidade dos protons magnetosféricos
500cm—2 Densidade dos elétrons ionosféricos (Ny.)
600cm~—3 Densidade total no ponto inferior
0.82cm~3 Densidade total no ponto superior
50000kms~!  Velocidade principal dos elétrons quentes
135° Angulo central na distribuicao angular da horseshoe (o)
0.1 Parametro do cone de perda (g)
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T
100 - E
10+ |
1 J
o
0.1F
0.01 . | . | . | . | . | .
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Z/RT

Figura 4.1: Variacao ao longo de z dos parametros para a regidao-fonte obtidas com o modelo [5, Capitulo VI,
Apéndice A]. p = wy. /2., ne,m: densidade de elétrons magnetosféricos, ne +o:: densidade eletronica total.

X _ _iX _ QkBTe
X f

Os resultados mostram que o modelo prevé a amplificacado de ondas no modo X entre 5 e 7

ordens de magnitude acima do nivel da radiacdo térmica de fundo I;. Isto corrobora as teorias

mais aceitas para a geracao da AKR.

4.2 Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou uma maneira de simular a propagacdo e amplificacdo de ondas
através da regido-fonte da Radiacdo Quilométrica Auroral. Sao analisadas as solucdes para
um sistema com as equacdes de movimento (2.10) e de Maxwell (2.5). Sao desconsiderados
efeitos térmicos, e admitidas apenas pequenas perturbacdes em relacdo ao estado de equilibrio.
Esta ultima aproximacdo permite a linearizacdo do sistema de equacdes. Assim, obtém-se a
expressao para o modo de oscilacdo extraordinario rapido (X), que mais contribui nas medidas
da AKR (Auroral Kilometric Radiation).

As equacdes diferenciais para a trajetéria da radiacdo surgem ao aplicar a técnica de tra-
cado de raios. O desenvolvimento envolve assumir que a amplitude das perturbacoes evolui
lentamente em funcido das variagdes espacial e temporal, resultando no sistema (3.25). Para
acompanhar a evolucao da intensidade da radiacdo devido a sua interacao com as particulas
do meio, a equacado da transferéncia radiativa (3.26) € utilizada. Seus coeficientes surgem da
descricdo da radiacdo de ciclotron de um plasma em termos de duas componentes: a emissao
espontanea, devida a interacao das particulas com os campos do vacuo, e a emissao/absorcao
induzida, associada a troca de energia entre as particulas e o campo de radiacio existente.

De fundamental importancia para a taxa de amplificacdo induzida (3.27) é a forma da funcao
distribuicédo da populacao de particulas. Neste trabalho, a fung¢ao distribuicdo é modelada como
uma distribuicao C-invertido, que fornece as regides no espaco de velocidades com gradientes
positivos necessarios para taxas de amplificacdo positivas [7].
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Figura 4.2: Curvas de contorno para as taxas de emissao. Primeira coluna sao as taxas de emissao esponta-
nea, enquanto as segunda e terceira colunas sao as taxas de emissao induzida para o primeiro harmoénico
e o fundamental da frequéncia de ciclotron, respectivamente. Cada linha é o resultado para diferentes
valores de z. Para z = 3.12Rr (dltima linha), o modelo nao forneceu valores positivos para a taxa de
amplificacdo induzida em torno do fundamental.
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Figura 4.3: Trajetoria do raio (primeira coluna) e evolucao temporal da intensidade radiativa (segunda
coluna). Cada linha corresponde a condi¢des iniciais diferentes e a diferentes valores para a largura da
Os valores de angulo inicial 6y e frequéncia w adotados
correspondem aos valores onde ocorrem as maiores taxas de emissdo estimulada +* no centro da cavidade,

cavidade eletronica L, indicadas nos graficos.

de acordo com os resultados mostrados na Figura 4.2.
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Figura 4.4: Continuacao da Figura 4.3 para diferentes condi¢ées iniciais e larguras da cavidade.
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