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RESUMO

Em seu survey [60], Nikiforov propos dois problemas relacionados a carac-
terizacdo da igualdade em duas cotas para a energia de um grafo. Mostramos que o0s
grafos desse tipo possuem no maximo dois autovalores ndao nulos distintos em valor
absoluto, logo sdo grafos com no méximo cinco autovalores distintos. Motivados por
essa conexao, apresentamos avanc¢os no compreensao da estrutura de grafos com pou-
cos autovalores distintos. Estudamos os problemas propostos de acordo com o tipo de
espectro que esses grafos possam ter e, em muitos desses casos os grafos sdo caracte-
rizados, em outros apresentamos familias infinitas de grafos satisfazendo a restricao.
Observamos que muitas familias de grafos que apresentamos sdo integrais. Inspirados
por esse fato, também estudamos grafos integrais com poucos autovalores distintos.

Entre nossos resultados, caracterizamos arvores integrais com 5 autovalores distintos.

Palavras-chaves: grafos com poucos autovalores distintos, designs, energia ex-
tremal, grafos bipartidos.

Xix






ABSTRACT

In his survey [60], Nikiforov proposed two problems related to the characte-
rization of equality in two bounds for the energy of a graph. We show that graphs of
this type have at most two distinct non-zero eigenvalues in absolute value, so they are
graphs with at most five distinct eigenvalues. Motivated by this connection, we present
advances in understanding the structure of graphs with few distinct eigenvalues. We
study the proposed problems according to the type of spectrum that these graphs may
have and, in many of these cases the graphs are characterized, in others we present
infinite families of graphs satisfying the restriction. We observe that many families of
graphs we present are integral. Inspired by this fact, we also study integral graphs with
few distinct eigenvalues. Among our results, we characterize integral trees with 5 dis-

tinct eigenvalues.

Keywords: graphs with few distinct eigenvalues, designs, extremal energy, bi-
partite graphs.



1 INTRODUCAO

A Teoria Espectral de Grafos busca estabelecer propriedades de grafos a par-
tir do espectro de matrizes a eles associadas, utilizando frequentemente ferramentas
da Algebra Linear e da Matematica Discreta e Combinatéria. Considera-se que essa
drea teve origem na Quimica Quantica, por volta de 1931, com o trabalho de Hiickel,
quando utilizaram-se grafos para representar moléculas de hidrocarbonetos a fim de
determinar os niveis de energia de alguns elétrons associados a essas moléculas atra-
vés dos autovalores da matriz de adjacéncias do grafo associado [1]. Entretanto, foi
somente no ano de 1971, a partir da tese de doutorado de Cvetkovi¢ [24], que a Teo-
ria Espectral de Grafos teve a sua fundamentacao tedrica sedimentada. Desde entdo é
uma area que vem tendo um grande desenvolvimento, despertando o interesse de pes-
quisadores por todo o mundo, o que € ilustrado pelo grande ntimero de publicacdes,

principalmente nos tltimos anos.

Em Teoria Espectral de Grafos, sdo de grande interesse os problemas extre-

mais, geralmente descritos da seguinte forma:

“Dada uma propriedade P e um parametro espectral S, encontrar os grafos
que maximizam (ou minimizam) S entre todos os grafos de n vértices que possuem a
propriedade P."

Dentre os varios parametros espectrais estudados na Teoria Espectral de Gra-
fos, pode-se destacar a energia de um grafo. Em 1978, Gutman [37] definiu a ener-
gia de um grafo como a soma dos mdédulos dos autovalores da matriz de adjacéncias
desse grafo. Desde entdo esse conceito tem sido extensivamente estudado [55]. Uma
das questdes fundamentais no estudo da energia de grafos é o problema da energia
extremal, ou seja, caracterizar quais grafos (de uma determinada classe) tém maiores

ou menores valores para a energia.

O conceito de energia de grafos foi estendido para matrizes mais gerais, com
entradas ndo negativas e até mesmo matrizes retangulares complexas - como mostra o
survey de Nikiforov (2016) [60]. Tais extensdes geralmente permitem ampliar e avancgar
o estudo sobre energia, tanto em relacdo a resultados originais sobre grafos, quanto
em relacdo a topicos matriciais bem conhecidos. Nesse sentido, pode ser bastante ttil

ver a energia de um grafo como a norma do tragco da matriz de adjacéncias.



A norma do traco || Al de uma matriz retangular A com entradas complexas
é a soma dos valores singulares de A, ou seja, a soma das raizes quadradas dos autova-
lores de A* A, onde A* é a matriz transposta conjugada de A. Se A for uma matriz real
e simétrica, || All . é simplesmente a soma dos médulos dos autovalores de A. Portanto,
se G é um grafo com matriz de adjacéncias A, entdo a energia de G é a norma do traco

de A, conforme observado por Nikiforov em [59].

Com o intuito de ilustrar o uso de normas matriciais no estudo de energia
de grafos, Nikiforov mostrou em [60] que a norma do trago estende resultados bem
conhecidos sobre energia de grafos. Em particular, cotas superiores ou inferiores para
a norma do trago de matrizes podem ser de interesse no estudo de energia. De fato
Nikiforov propds em [60] diversos problemas envolvendo grafos e cotas para a norma

do traco.

Neste trabalho apresentamos nossa contribuicdo para dois problemas pro-
postos em [60]. O primeiro foi motivado por uma cota inferior que foi apresentada
para a norma do traco de uma matriz com posto pelo menos 2, o que inclui a matriz de
adjacéncias de um grafo ndo vazio. Nikiforov observou que a cota apresentada é bas-
tante eficiente para grafos e citou algumas familias de grafos para os quais a matriz de
adjacéncias atinge a igualdade na cota. Ele entdo propds o problema de caracterizar-
se construtivamente todos os grafos cuja matriz de adjacéncias atinge a igualdade na
cota. O segundo problema surgiu de uma cota superior obtida por Koolen e Moulton
[53] para a energia de um grafo em termos do indice e dos niimeros de vértices e de
arestas, que foi utilizada pelos autores para a obten¢dao de uma cota superior bem co-

nhecida para a energia & (G) de um grafo em termos do nimero de vértices:

&(G) < §(1+\/ﬁ). (1.1)

Nikiforov observou quais sdo as familias de grafos regulares e de irregulares descone-
x0s que satisfazem a igualdade na cota de Koolen e Moulton para a energia em termos
do indice e dos nimeros de vértices e de arestas, e propds o problema de caracterizar-
se construtivamente os grafos restantes, ou seja, irregulares conexos que atingem a
cota. Nossa contribuicdo para os problemas propostos foi submetida para publicagao
(3.

Em nosso estudo, verificamos que os grafos que satisfazem ambos os proble-

mas propostos em [60] também possuem no maximo dois autovalores ndo nulos dis-



tintos em valor absoluto, logo sdo grafos com no méximo cinco autovalores distintos.
Com o interesse en estender os resultados além das familias com poucos autovalores
distintos ja apresentadas, neste trabalho mostramos nosso progresso inicial na carac-
terizacao de todos os grafos dessa familia mais geral, que sao os grafos bipartidos com

quatro ou cinco autovalores distintos.

Grafos com poucos autovalores distintos formam uma classe de grafos am-
plamente estudada. Eles foram investigados primeiramente por Doob em 1970 [28] e
tém sido estudados por vérios autores desde entdo. Uma primeira familia nao trivial
desses grafos que recebeu muita atencao é formada pelos grafos fortemente regula-
res, que sdo os grafos regulares com exatamente trés autovalores distintos [64]. E in-
teressante observar que os grafos de ordem n que atingem a igualdade em (1.1) sdo
fortemente regulares [53] e, caso existam, tém energia maximal. Nossos resultados na
investigacdo dos problemas mencionados certamente contribuem para o estudo de
grafos com poucos autovalores distintos e, possivelmente, para o problema da energia

extremal.

Ap6s focar nossa atencao no estudos de grafos com poucos autovalores dis-
tintos, concentramos nossa atencao em estudar familias de grafos integrais com pou-
cos autovalores distintos. Em geral, o problema de caracterizar grafos integrais € dificil,
pois ndo existe uma caracterizacao geral para esses grafos, e o problema de encontrar
grafos integrais é tratado para familias especiais. Em [13], Braga et. al. estudam grafos
uniciclicos integrais, que sdo grafos com 7 autovalores distintos, de forma que o es-
tudo desse tipo de grafos é equivalente ao problema de encontrar solu¢do para equa-
¢oes Diofantinas. Por outro lado, Braga [12] estava interessado em caracterizar todas
as arvores com 5 autovalores distintos, ndo necessariamente integrais, assim, usamos
alguns dos seus resultados para obter familias de grafos integrais com 5 autovalores
distintos. Mais precisamente, caracterizamos as arvores integrais com 5 autovalores
distintos, encontramos uma relacdo com equacdes Diofantinas que sao precisamente

as mesmas que sdo estudadas pelos autores de [13] na obtencdo dos seus resultados.
O presente trabalho esta organizado da forma que descreveremos a seguir.

No Capitulo 2, apresentamos as definicdes e os resultados necessérios da Te-
oria de Grafos e da Algebra Linear para a compreensdo deste trabalho. No Capitulo 3,
apresentamos conceitos bdsicos e resultados da Teoria de Designs que serao utilizados

ao longo deste trabalho.



No Capitulo 4, apresentamos o conceito de energia de grafos e suas exten-
sOes para outras matrizes de representacao de grafos, bem como para matrizes retan-
gulares em geral, para depois fazer nossa contribuicdo para a solu¢do dos problemas
propostos por Nikiforovem 2016, no artigo “Beyond graph energy: Norms of graphs and
matrices ([60]), que envolvem a caracterizacdo dos grafos que atingem a igualdade em
uma cota inferior e em uma cota superior para a energia de um grafo, respectivamente.

Os resultados principais desse capitulo também podem ser encontrados em [5].

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo da extensao dos problemas propostos por
Nikiforov para grafos com no méximo dois autovalores nao nulos distintos em valor ab-
soluto. Focamos nossa atencao em caracterizar grafos bipartidos regulares com quatro
e cinco autovalores distintos, e mostramos a relacdo estreita entre estes grafos e tipos

especificos de designs.

No Capitulo 6, depois de ter percebidos nos capitulos anteriores, que muitos
dos grafos com poucos autovalores distintos sdo integrais, estudamos esse aspecto. De
forma particular, caracterizamos todas as arvores com cinco autovalores distintos que
sdo integrais. Além disso, obtemos algumas familias infinitas de grafos bipartidos irre-
gulares com cinco autovalores distintos. Finamente, estudamos uma familia de grafos
com 7 autovalores distintos, que generaliza algumas das familias estudadas anterior-

mente, obtendo condi¢des para sua integralidade.

Por fim, no Capitulo 7, fazemos um resumo das nossas contribuicdes e prin-

cipais resultados obtidos e apresentamos trabalhos futuros.



2  PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos definicdes e resultados basicos de Algebra Li-
near e da Teoria Espectral de Grafos, que serdo utilizados ao longo do texto. Posterior-

mente, no préximo capitulo apresentamos conceitos da Teoria de Designs.

2.1 Conceitos basicos de algebra linear

Os conceitos e resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados
no livro de Horn e Johnson [44], entre outros.

Escrevemos M,, , e M, para denotar, respectivamente, o conjunto das ma-

trizes de ordem m x n e n x n com entradas complexas.

Denotamos a matriz identidade de ordem 7 x n por I, a matriz de ordem n x
m (respetivamente m x m) com todas as entradas iguais a 1 por J,«, (respetivamente
Jm), o vetor coluna de comprimento n com todas as entradas iguais a 1 por 1, o vetor
coluna de comprimento n com todas as entradas nulas por 0, e a matriz de entradas
nulas e ordem m x n por 0,, ,. Omitiremos por simplicidade a ordem da matriz na

notacdo quando for possivel entendé-la do contexto.

Uma matriz de Hadamard de ordem n é uma matriz H € M, cujas entradas
possuem moédulo igual a 1 e HH™ = nl,,. Uma matriz é regular se a soma das entradas
de cada linha é constante, e, portanto, também é constante a soma das entradas de

cada coluna.

Considere A € M,,. Dizemos que A € C é um autovalor de A se Av = Av para
algum vetor ndo nulo v € C". Dizemos que tal vetor é um autovetor associado ao au-

tovalor 1. O polinémio caracteristico da matriz A € M;, é o polindmio dado por

pa(x)=det(xI-A).

A multiplicidade algébrica de um autovalor A de A é a multiplicidade de A
como raiz do polindémio caracteristico da matriz A. O conjunto dos autovalores de uma
matriz A com as respectivas multiplicidades algébricas é denominado espectro de A,

denotado por Spec (A) e representado através de um conjunto da forma

{ak e, (4,191,



onde je{l,2...,n}, n= Z{Zl ki e k; € {1,2...,n} denota a multiplicidade do autovalor
Ai para cada 1 < i < j. O maior dos autovalores € dito indice da matriz A e o maior
modulo destes, denotado por p (A), é o raio espectral de A, ou seja,
p(A) = max Al
AeSpec(A)
O seguinte resultado mostra a relacdao entre o polindmio caracteristico de

uma matriz e seus autovalores. O traco de A € M,,, denotado por ¢r (A), é a soma das

entradas da diagonal de A.

Proposicao 2.1.1. [44, Observagdo 1.2.4] O polindmio caracteristico de A € M,, tem grau
ne
pa(x)=x"—tr (Ax" 1+ 4 (-1)"det(A).

Além disso, ps(A) = 0 se e somente se A é um autovalor de A. Em particular, tr (A) é igual

a soma dos autovalores de A incluindo multiplicidades.

Teorema 2.1.2. [44](Teorema de Cayley-Hamilton) Seja p 5 (x) o polinémio caracteris-

tico de uma matriz A€ M,,. Entdo pa(A) = 0.

O poliné6mio minimo de A, denotado por ni4 (x), é o polindbmio moénico de
menor grau em C [x] para o qual m 4 (A) = 0. Segue do Teorema 2.1.2 e do algoritmo da
divisdo de Euclides que o polindmio minimo m4 (x) divide o polindmio caracteristico
pa(x). Além disso, m4 (A1) = 0 se e somente se A € um autovalor de A, e, portanto, toda

raiz de p 4 (x) é umaraiz de myx (x).

Uma matriz A € M,, é nao singular (ou invertivel) se existe uma matriz B €
M,, para aqual AB = BA = I,,. Neste caso, B é chamada de matriz inversa de A e deno-
tada por AL

Dizemos que A € M,, é diagonalizavel se existe uma matriz nao singular P €
M, tal que P71 AP é uma matriz diagonal. Se D = [d,' j] € M, é uma matriz diagonal,

denotamos D =diag (di1,d12,...,dnn)-

Proposicao 2.1.3. [44, Coroldrio 3.3.10] Uma matriz A € M, é diagonalizdvel se e so-

mente se toda raiz do polinémio minimo de A é simples.

Dada uma matriz A = [ai j] € M}, amatriz transposta de A, denotada por AT,

¢ amatriz cuja entrada (i, j) € aj;, isto €, as linhas de A sdo colunas de AT evice-versa.



A matriz transposta conjugada de A € M,,, denotada por A*, é definida por
—T —
A=A , onde A é a matriz conjugada de A, ou seja, a matriz cuja entrada (i, j) é o

complexo conjugado a;;.

Uma matriz A € M,, é dita simétrica (resp. hermitiana) se A = AT (resp.
A = A*). Além disso, uma matriz U € M,, é dita unitdria se U* = U"!. A seguir apre-
sentamos um resultado fundamental para matrizes hermitianas conhecido como Teo-

rema espectral para matrizes hermitianas.

Teorema2.1.4. [44, Teorema 2.5.6] Seja A € M,, hermitiana e com autovalores Ay, ..., A,.
SeD=diag(A,...,A,) entdo:

(i) Aq,...Ay sdo reais;
(ii) existe uma matriz unitdria U € M,, tal que A=UDU".

Corolario 2.1.5. [44, Coroldrio 2.5.11] Se A € M,, é real e simétrica, entdo todos os auto-

valores de A sao reais.

Dizemos que uma matriz A = [a;;] € M, com entradas reais ¢ nao negativa
se a;j =0, para todo i, j. No caso de desigualdade estrita dizemos que A é uma matriz

positiva.

Dizemos que P € M,, é uma matriz de permutacao se exatamente uma en-
trada de cada linha e coluna de P é igual a 1 e todas as outras entradas sdo iguais a
0.

Uma matriz A € M,, é redutivel se n = 2 e existe uma matriz de permutacao

P e M, tal que
B C

0n—rr D

Pl AP = ,el<r<n-1.

Uma matriz A € M,, é irredutivel se nao é redutivel.

Se a matriz A for irredutivel e ndo negativa, o resultado a seguir terd grande
importancia ao longo do nosso trabalho, garantindo que o raio espectral de A serd um

autovalor simples.

Teorema 2.1.6. [44](Teorema de Perron-Frobenius) Seja A € M,,, com n = 2, uma ma-

triz irredutivel e ndo negativa com raio espectral p(A). Entdo



(i) p(A)>0;

(i) p(A) éo indice de A e é um autovalor simples de A.

Uma matriz B € M,,, é uma submatriz principal de uma matriz A € M,,, com
n > m, se B é obtida pela delecao de n — m linhas e das mesmas n — m colunas de
A. O Teorema do entrelacamento de Cauchy afirma que o espectro de uma matriz

hermitiana estd entrelacado com o espectro de suas submatrizes principais.

Teorema 2.1.7. [44, Teorema 4.3.17] Seja A € M,, hermitianae B € M,,_; uma submatriz
principal de A. Se Ay = A, = --- A, sdo os autovalores de A e j1y = tp = -+ = liy—1 SAO 0S

autovalores de B, entao:

Mz =A== A1 = Up—1 = Ay,

Até aqui tratamos com matrizes quadradas. A seguir, vamos abordar matrizes
mais gerais de ordem m x n, cujos resultados serdo também de grande importancia em

nosso trabalho.

Proposicao 2.1.8. [44, Teorema 1.3.22] Sejam A€ My, , e B€ My, ,, com m < n. Entdo

os n autovalores de BA sdo os m autovalores de AB e n— m zeros, isto é,

pea(x) =x""" pap(x).

Segue da Proposicao 2.1.8 que se A € M, ,, entdo as matrizes AA* € M, e
A* A € M, possuem 0s mesmos autovalores ndo nulos. Além disso, pode-se mostrar

que ambas sdo hermitianas com autovalores nao negativos [44].

Lembramos que o posto de uma matriz A € M, , € o nimero r < min{m, n}
de colunas de A que sdo linearmente independentes. O resultado seguinte permite ob-
ter uma decomposicdo para qualquer matriz complexa chamada Decomposicao em

valores singulares.

Teorema 2.1.9. [44, Teorema 2.6.3] Sejam A€ My, ,, g =min{m, n} e suponhamos que

o posto de A seja igual a r. Entdo

(i) Existem matrizes unitdrias V € M, e W € M, e uma matriz diagonal Z, =
diag(oi,..,04) talquec1=202=2--20,>0=0,41=---=05e A=VIWT,
no qual

Z:Zq, sem=n;



Z:[ 25 0 ]eMn,m, sem>n; e

Zq

2= € My,n, Sem<n.

(ii) o4,...,0 sdo as raizes quadradas positivas, em ordem decrescente, dos autova-
lores de AA*, os quais sdo os mesmos autovalores ndo nulos, em ordem decres-
cente, de A* A.

Dada A € My, ,, chamamos as raizes quadradas dos autovalores de A* 4, in-
cluindo os possiveis zeros, de valores singulares de A, onde A* é a conjugada trans-

posta de A e escrevemos 01 = 0 = --- = 0, para designd-los em ordem decrescente.

A multiplicidade de um valor singular o de A é a multiplicidade de 02 como
autovalor de A* A. Segue do Teorema 2.1.9 que o posto de A é igual ao nimero de va-
lores singulares nao nulos de A. Observamos que se A € M, é hermitiana, entao os

valores singulares de A sdo os valores absolutos dos seus autovalores.

Proposicao 2.1.10. Seja A € My, ,, com m,n = 2, e sejam 01 (A),02(A),...,0,(A) 0s

valores singulares de A, entdo

af(A)+a§(A)+---+ai(A)=Z|aij|2-

i,j
Demonstrag¢do. Uma vez que os valores singulares da matriz A sao as raizes quadradas
dos autovalores de A* A, temos

02 (A) +05(A) +--+04 (A) = A1 (A" A) + Ap (A*A) + -+ + 1, (A A)
=tr(A*A)

m
=tr Z Qgiakj
ij

bl

=1

O

Uma norma matricial € uma funcao nao negativa ||-|| definida em M,, , tal

que:



(i) |IA]l =0 se e somente se A=0;
(i) licAll =|c|llAll paratodo c € C;
(iii) 1A+ Bl = | All + Bl para quaisquer A, B € My, ;.
Um exemplo bem conhecido de norma matricial ¢ a norma do maximo || Al| ,ax

definida para A = [a;;] € My, pOr || Allmax := max; j |a; j|. Um outro exemplo de norma

matricial é a norma-p de Schatten de uma matriz A € M, ,, dada por:

lAll, =

n
Y ol
i=1

No caso em que p =1, anorma-1 de Schatten é chamada de norma do tracgo e é deno-
tada por || All«.Jd anorma-2 de Schatten é chamada de norma de Frobenius. Note que

pela Proposicao 2.1.10, temos que

D=

PILHEY

i=1

IAll2 =

i,j

=(”(A*A))%:(Z|“ij|2) '

Proposicao 2.1.11 (Desigualdade das médias potenciais (MP)). Seq>p >0, exy,...,x,

sao numeros reais ndo negativos, entdo

1 1
(xf+---+x,",’)f' <(xf’+---+x,ql)q
—_ )

n n

com igualdade se e somente se x| = -+ = Xp,.

Usando a Proposicao 2.1.11, obtemos a seguinte relacdo entre a norma do

traco e a norma-2 de Schatten:

IAll, =01(A) +---+0,(A) < \/n(of(A) +--05(A) = 1Al vn,

com igualdade se e somente se 01(A) = --- = 0,(A). No Capitulo 4, veremos a impor-

tancia da norma do traco em nosso trabalho.

2.2 Conceitos basicos de teoria de grafos

Nesta se¢do apresentamos algumas defini¢oes introdutorias e terminologias

de Teoria de Grafos que estdao fundamentadas nos livros de Godsil et al [35] e Diestel
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[27] e sdo necessdrios para a compreensao do tema principal e dos problemas de nosso

interesse.

Um grafo G = (V,E) é uma estrutura constituida por um conjunto finito e
ndo vazio V cujos elementos sdo denominados vértices e um conjunto E formado por
subconjuntos de dois vértices denominados arestas. Indicamos por | V| e | E|, respecti-
vamente, o nimero de vértices e o ntimeros de arestas de G. Quando |V| = n, dizemos

que o grafo G é de ordem n.

Se u,v e E e e={u,v} € E, dizemos que os vértices u e v sao adjacentes ou
vizinhos e que a aresta e incide em u e v ou, ainda, que e liga u a v e que u e v sdo

extremidades da aresta v.

Um grafo que ndo possui arestas é chamado grafo vazio. Em particular, quando

V é um conjunto unitdrio dizemos que G € o grafo trivial.

Um grafo é dito simples quando nao tem lacos (arestas ligando um vértice
nele mesmo), nem arestas multiplas (mais de uma aresta incidindo no mesmo par de
vértices) e sem orientacdo. Neste trabalho, consideraremos apenas grafos simples, aos

quais chamamos simplesmente de grafos.

O grau de um vértice v € V, denotado por d (v), é o namero de arestas que
incidem em v. Um vértice de grau 0 é dito um vértice isolado. Um vértice com apenas
um vizinho, ou seja, de grau 1, é chamado vértice pendente. O grau maximo (resp. mi-
nimo) de um grafo G, denotado por A(G) (resp. 6(G)) é o grau méximo (resp. minimo)
de seus vértices. Quando o grafo G é claro pelo contexto, escrevemos simplesmente §
e A, respectivamente. A sequéncia de graus de um grafo é a sequéncia ndo crescente

dos graus dos seus vértices.

Exemplo 2.2.1. Podemos ver representado na Figura 2.1 um grafo G = (V, E) com con-
junto de vértices V = {vy, V2, U3, V4, Us} e conjunto de arestas E = {ey, 2, e3, ey, €5, eg}, por-
tanto |V| =5 e|E| = 6. As arestas sdo e; = {v1, U2}, es = {v1, U3}, e3 = {v1, V4}, es = {vs, U4},
es = {v3, v4}, eg = {v4, Us}. Os vértices vy e vy sdo adjacentes, mas v3 e v ndo sdo adja-
centes. Os graus dos vértices sdo: d(v1) =3, d(v2) =d(v3) =2,d(vy) =4,d(v5) =1. A
sequéncia de graus é (4,3,2,2,1), onded =1 e A = 4.

Um caminho de v; a v é uma sequéncia finita de vértices distintos vy, v»,

...,V tal que {v;,vj41} € E, paratodo i, 1 <i < k—1. O caminho com n vértices é

denotado por P;,.
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V1 e U2
) €4
o
U3 € 2 €6 Us

Figura 2.1: Grafo do Exemplo 2.2.1

Exemplo 2.2.2. Vemos na Figura 2.2 o caminho Ps.

O O O O O

Figura 2.2: Caminho Ps

Se existir um caminho entre qualquer par de vértices, entdo o grafo é dito

conexo. Caso contrério, o grafo é dito desconexo.

Exemplo 2.2.3. Na Figura 2.3, G, é um grafo conexo e G, é um grafo desconexo.

NI

Figura 2.3: G; é um grafo conexo e G, é um grafo desconexo

Um ciclo é um grafo conexo onde todo vértice possui exatamente dois vizi-

nhos. Denotamos por Cj, o ciclo com n vértices.

Exemplo 2.2.4. Vemos o ciclo Cy na Figura 2.4.

O comprimento de um caminho ou de um ciclo é o nimero de arestas que

neles ocorre. Assim, P, tem comprimento n — 1 e C, tem comprimento 7.

Dados dois vértices u e v de um grafo conexo G, a distancia de u a v é o mi-

nimo dos comprimentos dos caminhos que ligam u e v e é denotada por d (u,v). O

12



Figura 2.4: Ciclo Cy4

maximo das distancias entre quaisquer dois vértices de G € o didmetro de G e denota-

mos por diam (G).

Um grafo é regular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau; caso
contrério é dito irregular. Um grafo regular com vértices de grau r é chamado um grafo

r-regular. Observamos que o ciclo C,, é 2-regular e o caminho P,, é irregular.

Exemplo 2.2.5. A Figura 2.5 mostra o cubo Qs, exemplo de um grafo 3-regular.

Figura 2.5: Cubo Q3

Um grafo é dito completo se quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes.
Denotamos por K, o grafo completo com n vértices e podemos notar que K, é (n—1)-

regular.

Exemplo 2.2.6. O grafo K, estd representado na Figura 2.6.

Figura 2.6: Grafo K;
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Seja G = (V,E) um grafo. Se G’ = (V',E’) é um grafo que satisfaz V' < V e
E' c E, escrevemos G’ c G e dizemos que G’ é um subgrafo de G. Dizemos que G’
é um subgrafo induzido de G quando G’ c G é tal que G’ contém todas as arestas
{u, v} € E para u,v € V', isto é, dois vértices sdo adjacentes em G’ se e somente se eles

sdo adjacentes em G.

Na Figura 2.7 temos representado o grafo G = (V, E) com conjunto de vértices
V ={v1, 12, v3, 14} € conjunto de arestas E = {{vy, v2},{v1, v3}, {vy, va}, {v2, v3}, {v3, v4}},
aesquerda o subgrafo G' = (V’, E’) com conjunto de vértices V' = {vy, v3, v4} € conjunto
de arestas E' = {{v1, v}, {v1, v4}} e & direita o subgrafo induzido G” = (V',E’) com con-

junto de vértices V" = {v1, v3, v4} e conjunto de arestas E” = {{vy, vs},{vy, va}, {v3,v4}}.

U1 U1 U1
A\
V2 U3 Uy U3 V4 U3 Uy

Figura 2.7: Grafo G, sugbrafo G’ e subgrafo induzido G”

Se um grafo G for desconexo, dizemos que G’ « G é uma componente conexa
de G quando G’ é um subgrafo conexo e nio existe outro grafo conexo H < G tal que
G cHeG #H.

Exemplo 2.2.7. Na Figura 2.8 temos um grafo desconexo com duas componentes cone-

Xas.

Figura 2.8: Grafo G com componentes conexas P; e Cs

Uma arvore é um grafo conexo e sem ciclos. Ja um grafo desconexo e sem ci-
clos é chamado floresta. Vértices pendentes em arvores também sdo conhecidos como

folhas. Note que o caminho P,, também é uma arvore.
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Exemplo 2.2.8. Representamos a esquerda na Figura 2.9 uma drvore T com 6 vértices
e 5 arestas, onde notamos a auséncia de ciclos e que T é conexa. Também observamos
que os vértices vy, Vs e Vg Sdo folhas de T. Se removermos de T o vértice vy e suas arestas
incidentes, teremos uma floresta com duas componentes conexas, representada a direita

na Figura 2.9.

U1
U2 U3
U2 U3
Vs Us Ug

Uy Us Ug

Figura 2.9: Arvore T e floresta com componentes conexas P, e P

Um grafo r-partido é um grafo cujos vértices sao descompostos em r con-
juntos disjuntos, chamados partes, de modo que nao haja dois vértices na mesma
parte sendo adjacentes. Um grafo r-partido completo é um grafo r-partido tal que
quaisquer dois vértices de diferentes conjuntos da particdo sao adjacentes. Escreve-
mos Ky, ;, .. p, pararepresentar o grafo r-partido completo com partes de tamanhos
p1<p2=<...<pr.Ser=2, o0 grafo 2-partido é dito grafo bipartido.

Exemplo 2.2.9. Na Figura 2.10 temos um exemplo de grafo bipartido e de grafo bipar-
tido completo com conjuntos independentes V, = {vy, V2, V3, V4} e Vo = {vs, Ug, V7, Us}.

14 Us U1 Us
Uy Ug 1) Vg
%] [ %4 2] %
(22} Ug Vg Vg

Figura 2.10: Grafo bipartido e grafo bipartido completo K4 4

A seguinte propriedade caracteriza um grafo bipartido.
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Proposicao 2.2.10. /27, Proposi¢do 1.6.1] Um grafo é bipartido se e somente se ndo con-

tém ciclos de comprimento impar.

Coroléario 2.2.11. Toda drvore é um grafo bipartido.

A estrela S, n = 3, é um grafo com n vértices onde exatamente um vértice
tem grau n — 1 e todos os outros sdo pendentes. Notamos que a estrela S, é o grafo

bipartido completo Kj ;.

Exemplo 2.2.12. Denotaremos por S}, o grafo obtido pela adigdo de uma aresta a estrela

Sy. Na Figura 2.11 vemos representados a estrela Ss e o grafo S..

Figura 2.11: Estrela S5 e grafo S,

E possivel determinar precisamente o ntimero de arestas de uma arvore.

Lema 2.2.13. [27, Coroldrio 1.5.3] Um grafo conexo com n vértices é uma drvore se e

somente se, pOSSLti exatamente n— 1 arestas.

A adicdo de uma aresta a uma arvore cria exatamente um ciclo. Um grafo de
n vértices é chamado de uniciclico se é um grafo conexo que possui exatamente n

arestas. Note que a estrela S, é uma drvore e que S), é um grafo uniciclico.

Dado um grafo G = (V, E), chamamos de grafo complementar de G o grafo
G= (V, E), onde {u, v} € E se e somente se {u, v} ¢ E. Em outras palavras, dois vértices
sdo adjacentes em G se e somente se, nio sio adjacentes em G. E ficil ver que se G tem

n vértices e é r-regular, entdo G é (n—1—r)-regular.

Exemplo 2.2.14. Vemos representado na Figura 2.12 o grafo complementar do cubo Qs.

O grafo linha de um grafo G, denotado por ¢ (G), é um grafo tal que cada
vértice representa uma aresta de G e dois vértices sdo adjacentes se e somente se as
arestas correspondentes tiverem uma extremidade comum em G. Sabe-se que se G for

r-regular, ¢ (G) é (2r —2)-regular ([18, Corolario 1.4.2]).
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Figura 2.12: Grafo Qs

Exemplo 2.2.15. Na Figura 2.13, temos o grafo ¢ (Qs3), também chamado de cuboctae-

dro, o qual é 4-regular.

Figura 2.13: £ (Q3)

Um cone sobre um grafo G é o grafo obtido adicionando um vértice a G e
conectando esse vértice a todos os vértices de G. Podemos notar que se G é um grafo

com n vértices e m arestas, entdao o cone sobre G tem n + 1 vértices e m + n arestas.

Exemplo 2.2.16. Na Figura 2.14 vemos representado o cone sobre Cy.

Figura 2.14: Cone sobre Cy4

Sejam os grafos G; = (V1, E1) e Go = (Vs, E») tais que (uy, ..., U,) S0 0s vértices

de Gy e (vy, ..., V;) s@o os vVértices de Go. O produto cartesiano entre G, e G, denotado
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por G10G,, é o grafo com conjunto de vértices V = Vi x V3, e (u;, vj) é adjacente a
(ug, vp) se u; € adjacente a uy em G e v; = v, em G ou u; = up em G e v; € adjacente
a vy em Gp.

Exemplo 2.2.17. Na Figura2.15 podemos ver um exemplo de produto cartesiano usando
o grafo K3, o grafo K3OK3OK3 é um tipo especial de grafo de Hamming, também deno-
tado por H (3,3).

Figura 2.15: Grafo de Haming H (3, 3)

Dado um grafo G = (V,E) e 1 < i < diam(G), o grafo distancia-i de G é o
grafo G; = (V,E;), onde e = {u, v} € E; se e somente se a distancia entre u e v em G é
igual a i. Note que G; = G.

Exemplo 2.2.18. Na Figura 2.16 temos o grafo distancia-3 de H (3,3).

Figura 2.16: Grafo H (3,3)3
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Dado um grafo G = (V, E), um subconjunto M das arestas de E é dito um em-
parelhamento de G se quaisquer duas arestas em M nao possuem vértices em comum.
Um vértice de G é saturado por M se existe uma aresta de M que incide neste vértice.
Um emparelhamento M de G é dito maximo se M contém o maior nimero possivel
de arestas, isto é, G ndo admite emparelhamento M’ com |M' | > |M]|. O numero de
emparelhamento de um grafo G, denotado por u(G), é o nimero de arestas de um

emparelhamento méaximo do grafo.

Exemplo 2.2.19. A Figura 2.17 mostra dois emparelhamentos mdximos M; e M, no

mesmo grafo dados por {{vy, v2},{vs, v4}} e {{v1, Us}, {v2, v4}}, respectivamente. Podemos
observar que u(G) = 2.

Us Vg Us Vg

U3 U3

U1 U2 U1 %]

Figura 2.17: Dois emparelhamentos méaximos de um grafo

Um emparelhamento M de G é dito perfeito se qualquer vértice de G é satu-
rado por M.

Exemplo 2.2.20. Na Figura 2.18, os grafos a esquerda e a direita tém emparelhamen-

tos perfeitos dados por {{v1, v4}, {v2, U3}, {Us, Us}} e {{v7, ve}, {Us, 10}, {V11, V14, {V12, V13}),

respectivamente.

V4 Us Vg U7 Vg9 UVio Ug
Oo— —CO

1
Oo— —O
U2 U3 Via4 Vi1 UVi2 V13

Figura 2.18: Grafos com emparelhamento perfeito

Dois grafos G e G, sdo ditos isomorfos quando existe uma bijecdo entre seus
conjuntos de vértices [ : V(G;) — V(G2) de modo que as adjacéncias sejam preserva-
das, ou seja, quaisquer dois vértices u e v de G; sdo adjacentes se e somente se, f(u) e

f(v) sdo adjacentes em G. Neste caso, a bijecdo é chamada um isomorfismo.
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As propriedades de grafos que sao preservadas por isomorfismos sao chama-
das de invariantes. O ntimero de vértices, o numero de arestas, o grau maximo, o grau

minimo e o namero de triangulos sdo exemplos de invariantes.

Exemplo 2.2.21. Pode ser visto na Figura 2.19 um par de grafos isomorfos. Observamos
que cada um deles também é isomorfo ao grafo cubo Qs da Figura 2.5. Além disso o grafo
da direita é obtido pela remogdo de um emparelhamento perfeito do grafo bipartido

completo Ky 4.

U1 G OR% 21 Us
Us Us

Us U2

Ug Uy
Ug U7

Vs O O U3 U3 U7

Figura 2.19: Um par de grafos isomorfos

2.3 Tépicos de teoria espectral de grafos

Para uma introducao a Teoria Espectral de Grafos recomendamos o livro de
Abreu et al. [3].

Dado um grafo G de n vértices, associamos a ele diferentes matrizes que po-
dem representar desde as adjacéncias entre seus vértices até o grau de cada vértice. As
matrizes que serao utilizadas nesse trabalho sao: matriz de adjacéncias, matriz lapla-

ciana e matriz laplaciana sem sinal.
Seja G = G(V, E) um grafo com n vértices. A matriz de adjacéncia A (G) de G

é a matriz quadrada de ordem n cujas entradas sao

1, se{v;,v;}€Eparav;v;€E;
a,-,j =
0, caso contrario.

Chamamos o espectro da matriz de adjacéncias de G simplesmente de es-

pectro de G, e denotamos por Spec(G).
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Apresentamos na Tabela 2.1 a seguir, algumas familias de grafos e seus res-

pectivos espectros para a matriz de adjacéncia.

Grafo Spec(G)

K, {in-1", (-1}

Ko | {levpaltior)

Py {[Zcos(n”—fl)]l},izl,&...,n
Co | {[2cos(Z)]'},i=0,1,...,n-1

Tabela 2.1: Alguns grafos e seu espectro

O polindémio caracteristico da matriz de adjacéncia de G, p () (x), também
é chamado de polindomio caracteristico de G e denotado por ps(x). O polindmio mi-
nimo da matriz de adjacéncia de G, mx(G)(x), também é chamado de polindmio mi-

nimo de G e denotado por mg(x).

Visto que A(G) é uma matriz real e simétrica, todos os seus autovalores sao
reais (Coroldrio 2.1.5). Se G é um grafo com n vértices, denotamos os autovalores de
Gpor A=A, =...=2 A, sendo A; o indice de G. Além disso, como o trago de A(G) é
zero, entdo seus autovalores somam zero (Proposicdo 2.1.1). Os resultados seguintes
apresentam algumas propriedades dos autovalores de um grafo, os quais podem ser

encontrados em [18].

Proposicao 2.3.1. [18, Proposi¢do 1.3.1] Sejam A1, Ay, ..., A, 0os autovalores de um grafo

G com n vértices e m arestas. Entdo
tr(A%(G) = A2+ A5 +---+ A% =2m.

Proposicao 2.3.2. [18, Proposicao 1.3.3] Seja G um grafo conexo com didmetro d. Entdo

G tem pelo menos d + 1 autovalores distintos.

Se G é um grafo conexo com dois autovalores distintos, entao pela Proposicao
2.3.2, G tem diametro 1, logo G é o grafo completo K;,. Do anterior temos que o grafo

K}, é o tinico grafo conexo com dois autovalores distintos.

Proposicao 2.3.3. [18, Teorema 3.4.1]
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(i) Um grafo G é bipartido se e somente se para cada autovalor A de G, também

—A é um autovalor de G, com a mesma multiplicidade.

(ii) Se G é conexo com indice A, entdo G é bipartido se e somente se —A é um auto-

valor de G.

Proposicao 2.3.4. Seja G um grafo conexo com trés autovalores distintos. Se G for bipar-

tido ou seu indice ndo for um niimero inteiro, entdo G é um grafo bipartido completo.

Demonstragdo. O caso em que o indice de G ndo é um inteiro é um resultado de van
Dam [71, Proposicao 2]. Pela Proposic¢ado 2.3.2, o diametro de G é no méaximo dois. Su-
ponha que G seja bipartido com partes U e W. Se G nao for um grafo bipartido com-
pleto, havera um vértice u € U e um vértice w € W que nao sdo adjacentes. Assim,

como G € conexo, a distancia entre u e v é pelo menos trés, uma contradicgao. O

Se G é um grafo conexo, o Teorema 2.1.6 garante que o raio espectral é o in-
dice do grafo, pois grafos conexos possuem matrizes de adjacéncia irredutiveis, como

mostra o resultado a seguir.

Proposicao 2.3.5. /3] Se G é um grafo conexo com n vértices e A é a sua matriz de adja-

céncia entdo A é irredutivel.

O espectro de um grafo desconexo é facilmente encontrado a partir dos es-

pectros das suas componentes conexas.

Proposicao 2.3.6. [18, Proposicao 1.3.6] Seja G um grafo com componentes conexas Cj;

(1 <i<y5). Entdo o espectro de G é a unido dos espectros dos C; s.

Proposicao 2.3.7. [25, Teorema 3.22] Sejamr = A1, Ay, ..., A, 0s autovalores de um grafo

G. Entdo G é regular se e somente se

Y A=r 2.1

1
niz
Se (2.1) é verdadeira, entdo G é r -regular.

Proposicao 2.3.8. Seja G um grafo de m vértices e n arestas. Suponhamos que A, é o

maior autovalor de G. Entdo
2m
— =< Al.
n

Além disso, 27’” = A, se e somente se G é regular.
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Proposicao 2.3.9. Um grafo G tem dois autovalores distintos 11 > A, se e somente se G

é soma direta de m, grafos completos de ordem A1 + 1. Nesse caso, A, = —1 e my = m 4.

Um grafo integral é um grafo cujo espectro consiste inteiramente de niime-
ros inteiros. E observado em [6] que se G é integral, entdo ¢ (G) é integral, pois seu
polinémio caracteristico pode ser expresso como pyg) (X) = (x+2)" " pg(x—r+2),

onde m = (nr/2).

Um grafo de ordem n é chamado fortemente regular com pardmetros (n, T, ,6)
(ou simplesmente um srg(n, r,a,ﬁ)) quando é r-regular, e quaisquer dois vértices
possuem exatamente « ou f vizinhos comuns, dependendo de serem adjacentes ou
nao adjacentes, respectivamente. Os grafos completo e vazio sao fortemente regula-
res por vacuidade, sendo os parametros 8 e a respectivamente indefinidos para eles.
Muitas vezes, esses casos triviais sao excluidos. Um srg (n,r, a, a) é também chamado

grafo design com parametros (n, r, ).

Proposicao 2.3.10. /65, Coroldrio 3.4.11] Se G é um grafo fortemente regular com para-

metros (n,T,a, B), entdo Spec (G) = {[r]', (121", [A31™3}, onde

o= (a=B)+\/ (a—P)*+4(r—p) s = (a=B)—\/ (a—P)*+4(r—p)
- 2 ’ - 2 ’

n_l_w) . mszl(n_l_,_ 2retnn(a=p) |

V(@=p)2+a(r-p) 2 V(@=B)>+4(r-B)

DN|—

nmy =

Os parametros de um grafo G fortemente regular ndo sdao independentes. En-

tre eles € possivel estabelecer certas relacoes usando um simples cdlculo.

Lema 2.3.11. [65, Lema 3.4.6] Seja G um grafo fortemente regular com parametros
(n,1,a,p), entdo
rr-a-1)=pn-r-1.

Lema 2.3.12. Seja G um grafo fortemente regular com pardmetros (n,r,a, ) e A a sua

matriz de adjacéncia, entdo
A =rI+aA+BU-1-A).

Exemplo 2.3.13. O grafo de Petersen representado na Figura 2.20 é um srg (10,3,0,1)
que ndo é um grafo design. Também pode ser visto como o complementar do grafo linha
de Ks. Seu espectro é dado por {[31', [1]°, [-2]*}.
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Figura 2.20: Grafo de Petersen

O espectro é um invariante do grafo, ou seja, grafos isomorfos tém o mesmo
espectro. Dizemos que os grafos G; e G, sdo coespectrais se eles tém os mesmos auto-
valores com as mesmas multiplicidades, isto é, quando Spec (G;) = Spec (G). Dizemos
que um grafo G é caracterizado pelo seu espectro quando os grafos coespectrais com
G sdo isomorfos a G. Nem sempre podemos determinar univocamente, a menos de
isomorfismos, o grafo que possui um determinado espectro, mas é possivel encontrar

grafos isomorfos que nao sio coespectrais.

Exemplo 2.3.14. O grafo de Shrikhande e o grafo linha do grafo bipartido completo
K4 4, representados na Figura 2.21, sdo srg(16,6,2,2), logo sdo coespectrais com espec-
tro dado por{[61',121°,[-21°}. O grafo linha do grafo bipartido completo Ky 4 geralmente
é chamado de grafo reticulado de ordem 4 e denotado por ¢, (4). Observe que, embora
sejam coespectrais, o grafo de Shrikhande e o grafo ¢, (4) ndo sdo isomorfos, pois seus
respectivos complementos possuem niimero cromdtico e niimero de independéncia di-
ferentes: o complemento do grafo de Shrikhande possui niimero cromdtico 6 e niimero
de independéncia 3, enquanto que o complemento do grafo reticulado L (4) possui nii-
mero cromdtico e niimero de independéncia iguais a 4. Assim, o grafo de Shrikhande e o
grafo ¢, (4) ndo sdo caracterizados pelo seu espectro. Observamos que estes sao os tinicos

grafos designs com esses parametros [63].

O produto de Kronecker R ® S das matrizes R = (r;;) ., e S = (Sij)pxq éa
matriz de ordem cp x d q obtida a partir de R substituindo cada elemento r;; pelo bloco
rijS. Dado um grafo G de ordem n com matriz de adjacéncia A, denotamos por G® J;,
o grafo com matriz de adjacéncia dada pelo produto de Kronecker A® J,;;, e por G® J,, 0
grafo com matriz de adjacéncia A® J,, = (A+ I,)® J,u,— I;,m- Observe que G® J1 = G® J;
e G® J,;u = G® ]y, onde G é o complemento de G. Além disso, se G for conexo e regular,

entdo G® J,;, e G® J;, serdo conexos e regulares.
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P r

Figura 2.21: Grafo de Shrikhande e grafo ¢, (4)

Proposicao 2.3.15. Seja G um grafo de ordem n com indice A1, espectro {Ml] m .12,

., [A:)™}, e complemento G. Entdo

(i) SeG é regular entdo G é regular com espectro

{ln=1-21", =22 =112, .., [ A, = 1]™ 1},

(ii) G éregular se e somente se G® ], é regular, para todo m = 1. Além disso,

Spec(G® Jp) = {lmA1™,...,[mA,™, [0)""" "V}

(iii) G éregular seesomente se G® J,, € regular, para todo m = 1. Além disso,
Spec(G® J ) = {lmA + m—11" ..., [mA, + m—1]", [-1]""" DY,

Demonstragéo. A prova de (i) é dada em [7, Teorema 6.15]. E mostrado em [7, Lema
3.25] que para quaisquer matrizes simétricas A e B os autovalores de A ® B sdao dados
por Biyj,1<i<nel<j<m,ondepf,...,Bne€Y1,...,Ym S30 0s autovalores de A e B,
respectivamente. Logo, dado que Spec (J,,,) = {Im]',[01""1}, obtemos
Spec(G® Jm) ={lmM]™,...,[mA]™, [0]"" D}
- . 1yt 2 _
Pela Proposigao 2.3.7, temos que G € regular se e somente se - 3.;_, m;A; =

A1. Além disso, observe que dado que m = 1 temos

- Z miA; = < — Z m;(mA;) = mAq,

nizi nm;-y

o que conclui a prova de (ii). A prova de (iii) é semelhante.
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3  DESIGNS

A Teoria de Designs € a parte da combinatéria que lida com questdes sobre a
existéncia, construcdo e propriedades de sistemas de conjuntos finitos cujos arranjos
em subconjuntos satisfazem algumas condi¢oes especificadas. Essa teoria historica-
mente foi relacionada com realizacdo de experimentos estatisticamente controlados
[11, 21], tendo sua origem no trabalho de Fisher [31]. A Teoria de Designs cresceu e
se tornou um assunto de consideravel interesse na matematica. Possui conexdes com
outros campos, tais como a teoria dos grupos, teoria dos grafos, teoria dos corpos fi-
nitos, teoria dos niimeros, teoria dos c6digos, dlgebra linear e geometria, além de uma
ampla gama de aplicacdes em dreas como teoria da informacao, estatistica, ciéncias

informaticas, biologia e engenharia.

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos e resultados da teoria de
designs e tipos de designs aos quais nos referiremos, pois temos interesse em designs

cujos grafos de incidéncia tenham poucos autovalores distintos.

3.1 Preliminares

Um design é definido como um par ordenado (X, %) tal que X é um con-
junto finito de elementos chamados pontos, e 28 é uma colecdo de subconjuntos de
X chamados blocos. Um design que nao contém blocos repetidos é chamado design
simples. Neste trabalho consideraremos apenas designs simples, aos quais nos referi-

remos apenas como designs.

Exemplo 3.1.1. O design (X,9), onde X é um conjunto com v elementos e 9 é uma

colegdo de subconjuntos de X de tamanho k, onde k < v.

Frequentemente, é conveniente representar um design por meio de uma ma-

triz. Essa é uma ferramenta especialmente ttil computacionalmente.
Seja (X, %) um design tal que X = {xy,...,x,} e B ={By,..., Bp}. A matriz de

incidéncia de (X, %) é amatriz N = (x;;) de ordem n x b onde

1, sex;€B i
xij =
0, caso contrario.
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Existem varias formas de definir um grafo sobre os pontos e blocos de um de-

sign. Uma maneira natural é associar um grafo bipartido ao design da seguinte forma.

O grafo de incidéncia (ou grafo Levi) de um design D = (X, 28), denotado por
G (D) é o grafo bipartido com conjunto de vértices X U 28, com dois vértices adjacentes
se e somente se um corresponde a um bloco e o outro corresponde a um elemento

desse bloco. A matriz de adjacéncia desse grafo tem a forma

O\N

AG) =

’

N'| 0
onde N é a matriz de incidéncia do design.

Exemplo 3.1.2. A Figura 3.1 apresenta a matriz e o grafo de incidéncia do design (X, %),
com X ={1,2} e B = {{1,2},{2}}. Ela também mostra a matriz de adjacéncia do grafo de

incidéncia, o qual é o grafo P,.

1 B, (001 0]
10 0011
N= A(G) =
11 1100
2 B, 0100

Figura 3.1: Design (X, 98), com X ={1,2} e 8 = {{1,2},{2}}

Dado um grafo bipartido G = (V, E), onde V = V; U V5, podemos considerar
o design com conjunto de pontos X = V;, onde para cada vértice w € V, temos um
bloco B, formado por todos os vértices em V; que sdo adjacentes a w. Analogamente
podemos considerar X = V,. Em ambos os casos G é o grafo de incidéncia do design,
onde cada aresta do grafo representa a incidéncia do ponto v do design com o bloco B

que contém v.

Entdo podemos escrever a matriz de adjacéncia de G como

0 N

A=
NT o

onde N é a matriz de incidéncia do design.
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Como

NNT 0
0 NIN

0 N
NT o

0 N
NT o

A%(G) =

Pelo Teorema da Decomposicido em Valores Singulares, NN e NT N tem au-
tovalores nao negativos e seus autovalores nao nulos sao iguais. Assim, as raizes qua-

dradas dos autovalores de NNT ou N N sdo os autovalores de A (G).

Dessa forma A # 0 é um autovalor de A (G) de multiplicidade k se, e somente
se A2 #0 é um autovalor de NT N ou NTN de multiplicidade k.

Entdo se A é um autovalor de A(G) e o é um valor singular de N, temos que
A? = g2 implica A = +0. Como G é bipartido, para cada valor singular o de N, +0 e —o

sdo autovalores de A (G).

No caso que G é bipartido e tem quatro autovalores distintos, necessaria-
mente, +0( e 0 sdo os autovalores de A(G), onde o e 0 sdo valores singulares nao
nulos de N, isso implica que NN T'e NTN tem a mesma ordem, entdo N é uma matriz

quadrada e ndo singular.

Exemplo 3.1.3. No Exemplo 3.1.2 temos que

(10
{1
e -
0 010
0 011
AG) =
1 100
0100
Dai que
(10 1 1
NN’ = = ,
1 01| |12
, 1][1 0] [21
NIN= =
01[[1 11
Entao
3+v5 3-v5
Spec(NNt):Spec(NtN):{ 2\/_, 2\/_}.
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Também temos

(001 0][oo0o10] [1100
, 001 1]|loo11 1200
A(G): =
1100[|[1100 00 2 1
0o100]|lo100 001 1
e
3+\/§23\/§2
Spec(A%(G)) = { > 1 }

1+v51-v5 1+v5 1-+v5
SPeC(A(G)): \/_» \/_!_ \/_y_ \/_ .
2 2 2 2
O complemento de um design D = (X, %) é um design D¢ = (X, %), onde

B ={X—-B:Be B} Seja D = (X,%) um design com matriz de incidéncia N, a matriz
de incidéncia do seu complemento é a matriz N° = J — N = (x;;) de ordem n x b onde

1, sex; EX—B]-;

xij =
0, caso contrario.

Segue que o grafo de incidéncia G = (D) do design complemento D¢ = (X, 98°)
tem matriz de adjacéncia

0 |[J-N
A°(G) =

)

]—Nf\ 0

onde N é a matriz de incidéncia do design.

Exemplo 3.1.4. A Figura 3.2 apresenta a matriz e o grafo de incidéncia do design D¢ =
(X,98°), 0 qual é o complemento do design D = (X, %) apresentado no Exemplo 3.1.2,
onde X = {1,2},98° = {@,{1}}. Ela também mostra a matriz de adjacéncia do grafo de

incidéncia, o qual é o grafo K, U 2K;.

Dai que
[0 1][0 0] 1 0]
N¢(N°)' = = :
0 10 0

0o o0]fo
()" N° = -
1 0/]o0

Entdo
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X - B

1 o (00 0 1
o [o1 . 0000
00 0000
20 v 100 0

"B, |

Figura 3.2: Design D¢ = (X, 98¢), com X ={1,2} e 8° = {®, {1}
Spec(N¢(N©)') = Spec((N®)'N°) =1{0,1}.

Também temos

(496 =

o © o O
o © o O
o © o ©
o © O©oO ©
o © o O
o © o O
S © O

- o O O

_ o O O

- O O O

oS o o
oS © o

Spec((A9?(G)) = {-1,[01%,1}.

Spec(A°(G) ={-1,[01%,1}.

Suponhamos que D = (X, 28) é um design tal que | X|=n e |%| = b. Seja N a
matriz de incidéncia de (X, %8) de tamanho n x b. O design D’ = (Y,.«/) com matriz de
incidéncia N' = N’ é chamado de design dual de (X, 28). Supondo que D' = (Y, /) é 0
design dualde D = (X, %), entdo |Y|=|8B|=be || = |X| = n.

Segue que o grafo de incidéncia G (D’') do design dual D' = (Y, /) tem matriz
de adjacéncia
0| N

A (G) =

)

N|o
onde N é a matriz de incidéncia do design.

Exemplo 3.1.5. A Figura 3.3 apresenta a matriz e o grafo de incidéncia do design D' =
(Y, <), o qual é o dual do design D = (X, 98) apresentado no Exemplo 3.1.2, onde entdo
Y| =|98| =2, || =|X| = 2. Ela também mostra a matriz de adjacéncia do grafo de

incidéncia, o qual é o grafo P,.
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1 (0011

N = N 11] WG - 000 1
0 1 1000

2 1100

Ay

Figura 3.3: Design (Y, «/), com Y ={1,2} e & = {{1},{1,2}}

3+v5 3—-+v5
Spec(NNt):Spec(NtN):{ 2\/_, 2\/_}.
Também temos
o001 1]|][oo11] [2100]
N2 0 0 01 0 0 01 1 1 00
(A) (@@= =
1 0 0O 1 0 0O 0 01 1
1 1 0O 1 1 0O 0 01 2
e
3+v5 I3 V5 2
Spec((A’)2 (G)) = { 5 3 }

1+v5 1-v5 1+v5 1-+5
2 27 2 2 '

Spec(A'(G) = {

Dois designs (X, ) e (Y, 28) sdo isomorfos se | X| = |Y| e existe uma bijecao
n: X — Y tal que
[{n(x):xe A}: Ae o] = %B.

Em outras palavras, se renomeamos cada ponto x € X como vy (x), a colecdo de blocos

o/ é transformada em 28. A bijecdao y é chamada um isomorfismo.

Observamos que se D = (X, %) é um design e D’ = (Y, .«/) é o seu design dual,

entdo G (D) e G(D') sdo grafos isomorfos.

Exemplo 3.1.6. Odesign (X,%8),com X ={1,2,3,4,5,6,7} e B ={{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},
{4,5,7},{1,5,6},{2,6,7},{1,3,7}} é chamado de plano de Fano. Na Figura 3.4 podemos
observar a matriz de incidéncia junto com a representagdo geométrica desse design,

onde os blocos podem ser vistos como seis linhas e um circulo inscrito a um tridngulo,

32



além disso vemos o seu grafo de incidéncia de ordem 14, também conhecido como grafo

Heawood.

[ 1 0001 0 1]
1100010
0110001
N=|1011000
0101100
0010110
0001011
@ 3 L P
B
5 & 2
Bs Bs
1 6
Bl B3
4 3
B, ¥ B

Figura 3.4: Matriz de incidéncia, representacdo geométrica e grafo de incidéncia do

plano de Fano

Spec(NN') = Spec(N'N) ={[21°,3}.
Spec(A(G) ={-3,[-v2]",[v2]’ 3}.

Poroutro lado temos o design (Y, «f), comY ={a,b,c,d,e, f,g} et = {{a, b, ¢},
ta,d,et,{c,d g}, {b.d, f} . {c.e f}.{a [, 8}, {b e g}
Definindon: X — Y porn(1)=a,n2)=b,n3)=d,n4)=c,n6)=f,n6) =
g, n(7) = e, temos quen é uma bijecdo que age nos blocos de </ da seguinte forma
{1,2,4 — {a, b, c}
{2,3,5} —{b,d, f}
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{3,4,6 — {c,d, g}
{4,5,77 — {c,e, f}
{1,5,6 — {a, f, 8}
{2,6,7V — {b,e, g}
{1,3,7} — {a,d, e}.

Assimn é um isomorfismo entre esses dois designs.

Podemos descrever o isomorfismo de designs em termos das matrizes de in-

cidéncia como segue.

Proposicdo 3.1.7. [67, Teorema 1.21] Suponhamos que M = [m; ;| e N = [n; ;| sdo duas
matrizes de incidéncia de designs de tamanho n x b. Entdo esses dois designs sdo isomor-
fos se e somente se existe uma permutacdoy de{l, ..., n} euma permutacio0 de{l,..., b}

tal que
M, j = Ty (),6())

paratodol<i<n,1<j<bh.

Em termos de matrizes de incidéncia, dois designs sdo isomorfos se a matriz
de incidéncia de um pode ser transformada na matriz de incidéncia do outro usando

permutacoes de linhas e colunas.

Exemplo 3.1.8. No exemplo anterior apresentamos dois designs isomorfos. O design
(Y, o) tem matriz de incidéncia

(1100011
1001001
1010100

N={0111000
0100101
0001110

(00100011

As permutagoesy e 0 tais quey (1) =1,y2)=2,y3) =4,y@) =3, y(5) =6,
Y®6) =777 =5061)=1,0(2)=4,03)=3,0(4)=5,0(05)=6,006)=70(7) =2

satisfazem

Mi,j = Ny (i),0(5)
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paratodol<i<7,1<j<7, ondeM=|m; ;| eN = [n;;| sio as matrizes de incidéncia

dos designs (X, 98) e (Y, <), respectivamente.

Proposicao 3.1.9. [22, Proposi¢do 6.106] Os designs D) = (X, %) e Dy = (Y, ) sdo iso-

morfos se e somente se G (D1) e G (D-) sdo isomorfos.

Proposicao 3.1.10. Cada grafo bipartido pode ser visto como o grafo de incidéncia de
um design. Em particular, um grafo bipartido com quatro autovalores distintos +og, +0

é o grafo de incidéncia de um design com valores singulares 0y,071.

3.2 BIBD’s

Especificando as regras para organizar os pontos em blocos, obtemos dife-
rentes tipos de designs. A seguir apresentamos um tipo de design que serd de grande

importancia em nosso trabalho.

Um design de blocos incompletos balanceados (BIBD ou 2-design) com pa-
rametros (n,b,r,k,a), denotado por (n,b,r, k,a)-BIBD, é um design (X,%) em que
n >k =2, X é um conjunto com n elementos, 28 contém b blocos, cada elemento
de X estd em r blocos, cada bloco contém k elementos e cada par de elementos esta
simultaneamente em a blocos. O parametro r é usualmente chamado de nimero de

replicacdo do BIBD.

Um BIBD é chamado de design de blocos incompletos pois k < n, e portanto
todos seus blocos sdo blocos incompletos. E a propriedade de ser blocos balanceados

vem da condicdo de cada par de elementos estd contido em exatamente & blocos.

Da definicdo, segue que a matriz de incidéncia N de um BIBD com parame-

tros (n, b, 1, k, a) satisfaz as seguintes propriedades:

¢ cada coluna contém exatamente k “1”s;
¢ cadalinha contém exatamente r “1”s;

¢ duas linhas distintas contém “1”s em exatamente « colunas.

Os parametros nao sao todos independentes; n, k e a determinam ber, e
nem todas as combinacgdes de n, k e a sdo possiveis. H4 duas equacoes bdsicas que

relacionam esses parametros.
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Ou seja, dados n, k e @ nem sempre existe um BIBD com esses parametros.

Proposicao 3.2.1. [49, Proposigdo 2.3.7] Para qualquer (n, b, 1, k, a)-BIBD,

bk =nr e an-1=rk-1).

De agora em diante s6 vamos nos referir aum (n, b, r, k, @) -BIBD no momento
que precisemos mostrar explicitamente os valores de todos os cinco parametros; em

geral usaremos a notac¢ao (n, k, a)-BIBD.

Também segue da Proposicdo 3.2.1 que n = b se e somente se r = k. No caso

em que n = b, o design é chamado de (n, k, @)-BIBD simétrico.

Exemplo 3.2.2. Odesign (X,%8),com X ={1,2,3,4,5,6,7} e B ={{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},
{4,5,7},{1,5,6},12,6,7},{1,3,7}} é chamado de plano de Fano e é o tinico BIBD simétrico
com pardametros (7,3,1) [30].

Como b e r sdo inteiros, a proposicdo acima permite concluir que BIBDs com
certo conjunto de parametros nao existem. O seguinte resultado é consequéncia da

Proposicao 3.2.1.

Corolario 3.2.3. [67, Coroldrio 1.10] Se um (n, k, «)-BIBD existe, entdo

an-1)=0 (mod k-1) e an(n-1)=0 @mod k(k-1)).

Por exemplo, nao existe um (8,3,1)-BIBD , pois a(n—1) =7 £ 0 (mod 2).
Como outro exemplo, também podemos considerar o conjunto de parametros (19,4, 1),
vemos que a (n—1)=18=0 (mod 3) mas an(n—1) =342 #0 (mod 12). Portanto um
(19,4,1)-BIBD nao existe.

O corolério anterior permite determinar condi¢Ges necessdrias para que BIBDs
com valores fixos de k e a existam. Por exemplo, é possivel mostrar que um (7,3, 1)-

BIBD existe se e somente se n=1,3 (mod 6).

Da Proposicao 3.2.1 tinhamos duas condicdes necessdrias para a existéncia
de um (n, k, @)-BIBD, outra importante condicdo necessdria é apresentada no seguinte

resultado.

Proposicao 3.2.4. [31](Desigualdade de Fisher) Para qualquer (n, b, 1, k,a)-BIBD, b =

n.
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Observamos que as condi¢des da Proposicao 3.2.1 ndo sao suficientes, pois,
por exemplo, um (43,7,1)-BIBD simétrico ndo existe [68]. Um dos objetivos dentro da
teoria de designs combinatérios é precisamente determinar condi¢des necessdrias e
suficientes que garantem a existéncia de um (n, k, a)-BIBD. Este é um problema di-
ficil de forma geral, e existem muitos conjuntos de parametros para os quais nao se

conhece uma resposta. Por exemplo, ndo sabemos se um (22, 8,4)-BIBD existe [67].

Proposicao 3.2.5. [67, Teorema 1.13] Seja N uma matriz de tamanho n x b, com entra-
das0 el eseja2 < k < n. Entdo N é a matriz de incidéncia de um (n, b, r, k,a)-BIBD se e
somentese NN = (r—a)I,+aJ, eJ,N=kJ,xp.

No capitulo anterior vimos que um srg(n,r,a,a) é também chamado de
grafo design com parametros (n,r, a), essa notacdo vem de que nesse caso temos que
amatriz de adjacéncia de G satisfaz A> = (r —a) I+ aJ e JA=r], isto pelo Lema 2.3.12.

Assim, usando a proposi¢ao anterior, A é a matriz de incidéncia de um (n, r, a)-BIBD.

Exemplo 3.2.6. O plano de Fano apresentado no Exemplo 3.1.6 é o tinico (7,3,1)-BIBD
simétrico [30].

Exemplo 3.2.7. O (8,14,7,4,3)-BIBD ndo simétrico com X = {1,2,3,4,5,6,7,8} e &8 =
{{1,3,5,7},{2,4,6,8},{1,2,5,6},{3,4,7,8},{4,5,6,7},{1,2,3,8},{2,3,6,7},{1,4,5,8},{3,5,6, 8},
{2,5,7,8},11,3,4,6},{1,2,4,7},{1,6,7,8},{2,3,4,5}}, é chamado de design sobre os pontos

e planos de AG (3,2), o espago afim tri-dimensional sobre [F,. Os blocos podem ser re-
presentados como as 6 faces, os 6 planos diagonais (planos que contém duas arestas pa-
ralelas que ndo pertencem a uma mesma face) e os 2 conjuntos de duas diagonais néao
paralelas de faces paralelas no cubo da Figura 3.5.

Figura 3.5: Cubo
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O grafo de incidéncia desse design é o grafo bipartido irregular com 22 vértices
mostrado na Figura 3.6.

Figura 3.6: Grafo de incidéncia do BIBD sobre os pontos e planos de AG (3,2)

Sabemos pela Proposic¢ado 3.2.5 que dado um (n, k, a)-BIBD simétrico ou nao
temos que NN’ = aJ+ (r — a) I, neste caso os autovalores de NN sdo rk!l e r —a!"~1],
. ~ 1 _
portanto os valores singulares de N sdo v ke VT — a" Y.

Lembremos que a matriz de adjacéncia do grafo de incidéncia de um design

que tem matriz de incidéncia N esta definida como

0 \N
AG) = ,
Nf\ 0
logo
, 0 \N 0 \N NNf\ 0
A% (G) = = =NN'e® N'N,
Nf\ 0 Nf\ 0 0 ‘NtN
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onde A9 B denota a soma direta das matrizes A de ordem m x n e B de ordem

p x ¢, isto é,
r a, - agn, 0 - 0
A®B= 40 _ | @m1 -t GQmn 0 - 0
0 B 0 0 bi blq
= 0 bp bpq

3.3 Designs Multiplicativos

Um design multiplicativo, como definido por Ryser [61], é um design (X, 98)
tal que X é um conjunto com 7 elementos, 98 contém n blocos e sua matriz de inci-
déncia N é talque N'N = D+aa', onde a = (ay,...,a;)’ é um vetor com entradas reais

positivas e D é uma matriz diagonal.

3.3.1 Designs Multiplicativos Uniformes

Um design multiplicativo é chamado uniforme se D é uma matriz escalar,
isto é, D = d I, onde d é um nimero real. De acordo com Bridges e Mena [14], um grafo
cuja matriz de adjacéncia A é a matriz de incidéncia X de um design multiplicativo

uniforme, em que N é simétrica com traco zero, é chamado grafo multiplicativo.

Exemplo 3.3.1. O design (X, %) do exemplo 3.1.2 é um design multiplicativo uniforme,
pois N'N = (%) I+aa’,ondea =+ \/@ (1, @) t. Podemos observar que esse de-
sign ndo é um BIBD, visto que os blocos ndo tém o mesmo tamanho. Além disso, seu
grafo de incidéncia, o caminho P4, ndo é um grafo multiplicativo, visto que sua matriz

de incidéncia ndo tem trago zero.
Vam Dam [73] caracterizou quando um design multiplicativo uniforme é um
BIBD simétrico.

Proposicao 3.3.2. [73, Proposicdao 1] Um design multiplicativo uniforme é um BIBD
simétrico se e somente se o numero de pontos em cada bloco é constante ou o niimero de

blocos incidentes em cada ponto é constante.
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Exemplo 3.3.3. [15] SejaY = J;— N, onde N é a matriz de incidéncia de ordem 7 x 7 do
plano de Fano (Figura 3.4). A matriz A dada por

1t Ol'

7 U

08)(8 N Y
- I; N'" | -L J;-L
0; Y' |- J;-L

é a matriz de adjacéncia de um grafo multiplicativo G com 22 vértices de graus 7 ou

16 e espectro {[14]',[2]7,[-2]'*}, mostrado na Figura 3.7. Aqui A> = 41 + aa' com a =
t

( \/g, ceey \/§, 2\/5, . 2V3 ) . Este grafo também pode ser descrito como o grafo total sobre

8-vezes 14-vezes
os pontos e planos de AG (3,2), o qual é o grafo construido a partir do grafo bipartido

da Figura 3.6, no qual adicionamos uma aresta entre dois vértices B; e Bj se eles tém

intersec¢do ndo vazia.

-

Figura 3.7: Grafo total sobre os pontos e planos de AG (3,2)

Existe uma conexdo entre os grafos conexos com trés autovalores distintos e

os grafos multiplicativos.

Teorema 3.3.4. [14, Teorema 4.1] Seja G um grafo conexo e A sua matriz de adjacéncia.
G é um grafo multiplicativo se e somente se A tem trés autovalores distintos u,o,—o com

Uw>o>-a.
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3.4 Designs transversais

Conforme Colbourn e Dinitz [22, Capitulo II1.3.2], um design transversal 1-
resolvivel com tamanho de grupo r e tamanho de bloco r, denotado T D (r,r), é uma
tripla (V,%,8), onde

(i) V éum conjunto de r? elementos;
(ii) ¢ é uma particdao de V em r classes (0os grupos), cada um de tamanho r;
(iii) B é uma colecdo de r-subconjuntos de V (os blocos);

(iv) cada par ndo ordenado de elementos de V' estd contido em exatamente um

grupo ou em exatamente um bloco, mas ndo em ambos;

(v) os blocos podem ser particionados em conjuntos *81,...,*B;, onde cada ele-

mento de V ocorre exatamente uma vez em cada ‘B;.

Além disso, de forma andloga ao grafo de incidéncia de um design, o grafo
de incidéncia do design transversal (V,%4,‘B) é o grafo bipartido com | V| + |*5| vértices
correspondentes aos elementos e aos blocos do design, de forma que dois vértices sao
adjacentes se e somente se um corresponde a um bloco e o outro corresponde a um

elemento desse bloco.
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4 GRAFOS COM POUCOS AUTOVALORES DISTINTOS
E ENERGIA EXTREMAL

Em 2016, no artigo “Beyond graph energy: Norms of graphs and matrices ([60]),
Nikiforov propos dois problemas que envolvem a caracterizacao dos grafos que atin-
gem a igualdade em duas cotas para a energia. Um deles é a caracterizacao para a igual-
dade em uma cota inferior e o segundo para uma cota superior. Neste capitulo apre-
sentamos nossa contribuicdo para a solucao desses problemas. Os resultados princi-

pais desse capitulo também podem ser encontrados em [5].

4.1 Energiade Grafos e Matrizes

Nesta secdo introduzimos o conceito de energia de um grafo e destacamos o
problema da energia extremal. Também apresentamos uma extensdo desse conceito:

a energia de uma matriz retangular complexa.

4.1.1 Energia de grafos

Entre os varios parametros estudados na Teoria Espectral de Grafos podemos

destacar a energia de um grafo.

A energia de um grafo G com n vértices é definida como
n
E(G) =) Il
i=1

onde Ay = 1, =...= 1, sdo os autovalores da matriz de adjacéncia de G.

Esse conceito baseado na Quimica Quéantica foi introduzido no ano de 1978
por Gutman em seu artigo “The energy of a graph"[37], uma vez que foram utiliza-
dos grafos para representar moléculas de hidrocarbonetos insaturados devido a sua
relevancia para calcular a energia total dos elétrons 7 (um tipo de elétron associado
a molécula) através dos autovalores da matriz de adjacéncia do grafo associado (ver
[38, 39], por exemplo). A partir desse momento esse conceito matematico tem sido in-
tensamente estudado. Para uma introducao completa ao assunto e mais propriedades

arespeito, recomenda-se, por exemplo, as referéncias [1, 37, 55].
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Podemos observar que & (G) =0 e & (G) = 0 se e somente se G € o grafo vazio.

A Tabela 4.1 apresenta a energia de algumas familias de grafos ([74]).

Grafo Spec (G) &(G)
Ky {ln-11",[-11""1} 2n—-2
Kpq {[xvpal' 107792} 2,/Pq
. chc(z(n”+1)) —-2,sen=0 (mod 2)
P, {[2cos(Z5)]'}i=12,....m
2cot(2(n”+1)) -2,sen=1 (mod 2).
4cot(%) -2, se n=0 (mod 4),
C, {[2008(27’“)]1},1':0,1,...,n—1 4csc(2), sen=2 (mod 4),

2csc(£), sen=1 (mod 2).

Tabela 4.1: Energia de algumas familias de grafos

H4 grande interesse na drea de Teoria Espectral de grafos em determinar
quais grafos tém os maiores ou menores valores com respeito a energia dentre todos
os grafos com determinado ntimero de vértices, dentro de familias especificas ou em
geral. Esse problema pertence a classe de problemas extremais que tém forma geral

€como a seguir:

Se G é um grafo de n vértices, com alguma propriedade P, qudo grande ou

pequeno pode ser um determinado pardmetro espectral de G?

Essas questoes extremais sdo cruciais para a Teoria Espectral de Grafos, isso
motiva, em particular, a busca de grafos (dentro de familias especificas de grafos) que
tém os maiores ou menores valores de energia dentre todos os grafos com determinado

namero de vértices.

O primeiro resultado com relacdo a energia extremal de grafos foi obtido por
Gutman [36] em 1977, que provou que dentre todas as arvores com 7 vértices, a estrela
S, e o caminho P, tem a menor e a maior energia, respectivamente. Desde entdo, uma
grande quantidade de artigos com relacdo a extremalidade de grafos com respeito a

esse parametro foi publicado; citamos por exemplo [53].
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O problema da energia extremal também esta resolvido para grafos unicicli-
cos, como pode ser verificado em [45, 48]. Para grafos biciclicos, se sabe apenas qual é
o grafo de maior energia no caso em que o grafo € bipartido [47]. O problema estd em

aberto para grafos k-ciclicos, com k = 3, entre outras familias de grafos conexos.

Caporossi et al. [20] provaram que o grafo que possui a menor energia den-
tre todos os grafos sem vértices isolados com 7 vértices é a estrela S,,. Em particular,
isso resolve o problema da energia minima para grafos conexos com n vértices. No en-
tanto, o problema geral de determinar o grafo com a maior energia quando estamos

trabalhando com grafos quaisquer de n vértices ainda continua em aberto.

E importante observar que em geral ndo é possivel determinar o valor da
energia de um grafo, pois ndo se conhece uma ferramenta para calcular com exatidao
todos os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo, o que por vezes nao é uma tarefa
facil, ou seja, encontrar todas as raizes de um polindmio de grau #n, o polinémio carac-
teristico do grafo em questao. Por essa razdo, geralmente sdo feitas estimativas para o
valor da energia de um grafo, assim o estudo desse parametro se volta para o célculo
de cotas superiores ou inferiores para o valor da energia em termos de invariantes do

grafo, como o nimero de vértices ou o nimero de arestas.

Uma das primeiras e mais conhecidas cotas estabelecidas para a energia de
um grafo, foi determinada em 1971 por McClelland [57] em termos unicamente dos

numeros de vértices e de arestas do grafo.

Proposicao 4.1.1. [57] Se G é um grafo com n vértices e m arestas, entio
E(G)=V2mn, (4.1)

com igualdade se e somente se todos os autovalores do grafo G sdo iguais em valor abso-

luto, ou seja, quando G é um grafo nulo ou o grafo formado por n/2 copias de K.

Em 2001, Koulen e Moulton [53] obtiveram uma cota superior para a energia

de um grafo G de ordem n com m arestas e indice A;.

Proposicao 4.1.2. [53] Seja G um grafo com n vértices, m arestas e indice A, . Entdo

&(G) 5)11+\/(n—1) (2m—-23), (4.2)

com igualdade se e somente se |1z = --- =|A,].
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Nikiforov observou em [60] quando a igualdade € atingida na cota anterior se

G é regular ou G é irregular desconexo.

Proposicao 4.1.3. Seja G um grafo com n vértices, m arestas e indice A1, tal que a igual-
dade é atingida em (4.2). Se G é regular, entdo G = (n/2)K,, G = K, ou G é um grafo
design. Além disso, se G é irregular e desconexo, entdo G = K, + rKs.

A partir da cota 4.2, Koolen et al. [53] encontraram uma cota superior apenas
em termos do nimero de vértices e do nimero de arestas, que é melhor que a cota
(4.1), originalmente obtida por McClelland, com igualdade entre essas duas cotas se e
somente se G = (n/2) Ks.

n
2

2
<5"(G)§2—m+\/(n—1) (2m—(2—m) ) (4.3)
n n

com igualdade se e somente se G = (n/2)K,, G = K, ou G é um grafo conexo forte-

Teorema 4.1.4. [53, Teorema 1] Se m = 5 e G é um grafo com n vértices e m arestas.

Entdo

mente regular com dois autovalores ndao nulos ambos com valores absolutos iguais a

Na Proposigao 4.1.4 s6 é considerado o caso m = 7, Koolen et al. [52] deram

a seguinte cota quando a desigualdade € contréria.

Teorema 4.1.5. [53, Teorema 2] Se m < g e G é um grafo com n vértices e m arestas.
Entdo
&(G)<2m, (4.4)

com igualdade se e somente se G consiste de m copias de K, mais vértices isolados.

n(n—-1)
2

Como um grafo com 7 vértices tem no maximo
(4.1) do McClelland a desigualdade

E(G)<=nvn-1,

que depende exclusivamente do niimero de vértices.

arestas, segue da cota

As desigualdades (4.3) e (4.4) permitem melhorar a cota anterior como vemos
no seguinte resultado, uma conhecida cota superior para a energia de um grafo de
ordem 7 dado por Koolen e Moulton em [53], que depende exclusivamente do nimero

de vértices.
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Teorema 4.1.6. [53, Teorema 3] Se G é um grafo com n vértices, entdao
n
&(G) < E(1+\/ﬁ), (4.5)

com igualdade se e somente se G é um grafo fortemente regular com parametros

(n n+vn n+2vn n+2\/ﬁ)

2 4 4

E natural se perguntar pela possibilidade de construir grafos fortemente re-
n+yn n+2yn n+2yn )
x0T 4

5 . Sabemos que os parame-

tros de um grafo fortemente regular sao inteiros, logo para existir um grafo G tal que

gulares com n vértices e parametros (n,

E(G) =73 (1+/n), é necessario mas ndo suficiente que n que seja quadrado perfeito,

visto que G seria um grafo fortemente regular cujos parametros envolvem /1.

Haemers [40] conjecturou que 7 ser quadrado de um inteiro par € uma condi-
¢do necessdria e suficiente para a existéncia de tais grafos. Observamos que ndo existe,
por exemplo, um grafo com n = 9 vértices que tenha aqueles parametros. Os menores
casos que atingem a igualdade em (4.5) é para n = 4, em que G = K4 é o tnico grafo
completo que é fortemente regular com parametros (n,n—1,n—2), e para n = 16, em
que G é o grafo de Clebsch 10-regular, o qual é o tinico grafo design com parametros
(16,10,6) [62].

Além disso, os autores em [53] apresentam uma familia de grafos design com
energia maxima, baseando-se na teoria das geometrias parciais, onde n é uma potén-
cia de 4, sendo o design com parametros (16, 10,6) o grafo de menor ordem nessa fa-

milia.

4.1.2 Energia de matrizes

Como mencionado anteriormente, existe um grande esforco na obtencao de
cotas efetivas para a energia de um grafo. Um passo adiante neste estudo foi dado
em 2007 por Nikiforov [59], que estendeu o conceito de energia de grafos, definindo
a energia de uma matriz qualquer com entradas complexas e ndo necessariamente
quadrada. Isto geralmente permite ampliar e avancar o estudo sobre energia, tanto
em relacdo a resultados originais sobre grafos, quanto em relagdo a topicos matriciais
bem conhecidos. Nesse sentido, pode ser bastante 1til ver a energia de um grafo como

anorma do trago da matriz de adjacéncia.
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Lembremos que a norma do traco || All. de uma matriz retangular A com en-
tradas complexas é a soma dos valores singulares de A, ou seja, a soma das raizes qua-
dradas dos autovalores de A* A, onde A* é a matriz transposta conjugada de A. Se A
€ uma matriz real e simétrica, || Al . € a soma dos modulos dos autovalores de A. As-
sim, a norma do traco da matriz de adjacéncia de um grafo G é a energia de G, ou seja,
IA(G)l« = & (G). Nikiforov apresentou em [59] o conceito de energia matricial para
qualquer A € My, ,, dado a seguir.

Para qualquer A€ M,, ,,, aenergiade A, E (A), é igual a norma do trago [| A .

de A,isto é, E(A)=01+---4+0,,0onde o =--- =0, sdo os valores singulares de A.

A energia de um grafo definida anteriormente pode ser escrita entdo como
&(G)=E(A(G)).

Além de estender o conceito de energia de grafos para matrizes nao simétri-
cas e até ndo quadradas, o estudo das energias matriciais fornece novas técnicas para
o estudo da energia de grafos. Para ilustrar a importancia das energias matriciais para
o estudo da energia de grafos, esse conceito foi usado por Nikiforov [60] para obter e

estender a desigualdade (4.5).

Nikiforov notou em [60] que a Proposicdo 4.1.6 ndo se trata simplesmente
de um resultado para grafos, mas sim de um resultado analitico sobre matrizes nao
negativas com entradas em moédulo menores ou iguais a 1 e ndo necessariamente si-
métricas ou com a necessidade de ter todas as entradas da diagonal principal iguais a
0.

Proposicao 4.1.7. [60, Proposi¢dao 1.2] Se A € M, é uma matriz ndo negativa com
| Al pax < 1, entdo
n
1Al =5 (1+Vn), 4.6)

com igualdade se e somente se H := 2A— ], é uma matriz de Hadamard regular.

Visto que a matriz de adjacéncia A de um grafo G é ndo negativa com entra-
das iguais a 1 ou 0, entdo (4.6) implica (4.5). Temos entdo a seguinte consequéncia da
Proposicao 4.1.7.

Coroléario 4.1.8. [60, Coroldrio 1.3] Se G é um grafo de ordem n com matriz de adjacén-
cia A, entdo vale a igualdade em (4.5) para & (G) se e somente sea matriz H=2A-], é
uma matriz de Hadamard regular e simétrica, cujas entradas da diagonal principal sdo

todas iguais a —1.
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Por exemplo, para n =4, o grafo G parao qual & (G) =6 = %(1 ++/4) é o grafo
completo Ky, cuja matriz de adjacéncia A é tal que 2A — J4 é uma matriz de Hadamard

de ordem 4 regular com —1 nas entradas da diagonal principal e 1 nas demais entradas.

Além disso, é conjecturado em [53] que para todo € > 0 e para quase todo
n =1, existe um grafo G com & (G) = (1 —¢) g (1 + \/ﬁ), o que indica que a cota superior
para & (G) em (4.5) é justa e reforca a importancia da Proposicao 4.1.7 para a norma do

traco quando aplicada para grafos.

Por fim, observamos que uma série de problemas extremais envolvendo ener-
gia de grafos e matrizes foram apresentados em [59], incluindo vérias cotas superiores

e inferiores para || Al ., dois desses problemas serao tratado na préxima secao.

4.2 Dois problemas propostos por Nikiforov

Cotas superiores ou inferiores para a norma do trago de matrizes sao uma
ferramenta para o estudo de energia de grafos, como ilustrado na Proposicao 4.1.7.
Esta observacao feita por Nikiforov em [59] “desatou uma espécie de reacdo em cadeia’,
como o préoprio Nikiforov observou em sua pesquisa sobre normas de grafos e matri-
zes [60], onde propos dois problemas que envolvem a caracterizacdo dos grafos que
atingem a igualdade em uma cota inferior e em uma cota superior para a energia de

um grafo, respectivamente.

Entre as vérias cotas para a norma do trago de matrizes, destacamos uma cota
inferior para a norma do trago de uma matriz complexa M = [a;;] de ordem m x n com

posto pelo menos 2, apresentada por Nikiforov em [60].

Proposicdo 4.2.1. [60, Proposi¢do 2.12] Seja M = [ a; j] € My, , com postor = 2. Entdo

1 22
M, =01 (M) + 5300 (ZJ laij|”— o3 (M)), (4.7)

ondeoy(M) = 02(M) = --- = 0,(M) sdo os valores singulares de M. A igualdade é atin-
gida se e somente se 02(M) = --- = 0,(M), isto é, se todos os valores singulares ndo nulos

diferentes de o1 (M) sdo iguais.

Observe que a Proposicao 4.2.1 fornece uma cota inferior para a energia de
um grafo G ndo vazio, com igualdade em (4.7) se e somente se todos os autovalores

nao nulos de G diferentes do indice tém o mesmo valor absoluto.
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Nikiforov observou em [60] que a cota (4.7) é bastante eficiente para grafos:
aigualdade é obtida para a matriz de adjacéncia de um grafo design, o grafo completo

K}, ou um grafo bipartido completo, entao ele propos o seguinte problema:

Problema 1. /60, Problema 2.13] Dar uma caracterizagdo construtiva de todos os grafos
G de modo que os autovalores ndo nulos de G diferentes do indice tenham o mesmo valor

absoluto.

Um problema ligeiramente diferente também foi proposto em [60]. Como
visto na Proposicao 4.1.3, Nikiforov observou que, se a igualdade € atingida em (4.2)
e G éregular, entdo G = (n/2) Ky, G = K;, ou G é um grafo design. Além disso, se a igual-
dade for atingida e G for irregular e desconexo, entdao G = K;,_» + r K». Esse resultado

motivou o seguinte problema:

Problema 2. [60, Problema 2.40] Dar uma caracterizagdo construtiva de todos os grafos

conexos irregulares G de ordem n com |12 (G)| =+ = |1, (G)].

Nas proximas secoes, apresentamos nossa contribuicao para os Problemas 1
e 2 publicada em [5]. Sejam ¥,, e /£, as classes de grafos ndo vazios de ordem n que
satisfazem as propriedades requeridas nos Problemas 1 e 2, respectivamente. Clara-
mente os grafos em %, possuem no maximo dois autovalores ndo nulos distintos em

valor absoluto e .#, é um subconjunto de %,,.

Como a soma dos autovalores de um grafo é zero, um grafo G de ordem n
tem apenas um autovalor se e somente se € um grafo vazio. Além disso, como o grafo
completo é o tnico grafo conexo com dois autovalores distintos, temos que G tem exa-
tamente dois autovalores distintos se e somente se todas as suas componentes conexas
sdo grafos completos de mesma ordem, ou seja, G = (n/r) K. Visto que os grafos de #,
sdo irregulares, entdo todo grafo com dois autovalores distintos pertence a ¢, mas nao
a ;. Portanto, resta caracterizar os grafos com trés ou quatro autovalores distintos
na familia ¢,,, e em particular aqueles com trés autovalores distintos que pertencem a
Hn.

Em nosso estudo, primeiro consideramos grafos conexos. O Teorema 2.1.6
afirma que o indice de um grafo conexo € simples. Portanto, os tinicos espectros pos-

siveis de um grafo conexo G € ¥, com mais de dois autovalores distintos sao:

Caso 1 - Trés autovalores distintos:
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(@ Spec(G)= {[A]l 10777171 [ ] ‘}, A>0>u
ou
) Spec(@ ={A",[p]""" [-u]'} A5 p>o0.
Caso 2 - Quatro autovalores distintos:

Spec(G) = {0, [u]"™* " 1017, [-p] ), A > >0,

Observe que os grafos em £, com mais de dois autovalores distintos tém espectro da

forma dada no Caso 1 (b).

4.3 Grafos conexos com trés autovalores distintos

Nesta secao, caracterizamos todos os grafos conexos na familia ¢, que tém

exatamente trés autovalores distintos.

4.3.1 0 é autovalor

Em primeiro lugar, vamos considerar grafos conexos em %, com espectro
{[/1]1 (o)1 [,u] t}, ondel<ft=<n-2eA>0> pu.Precisamos de alguns resultados

auxiliares.

Lema 4.3.1. [8, Teorema 7.4] Um grafo conexo G é um grafo r-partido completo se e

somente se A, <0, onde A, é o segundo maior autovalor de G.

.....

Lema 4.3.2. Seja G = K, p,,..p, 0 grafo r-partido completo de ordem n.

(i) [29, Lema 2] O polinémio caracteristico de G pode ser escrito como
r r r
pe(x)=x""|T](x+pi) Z i [ (x+py)
i=1 =1 j=1
J#I

(ii) [29, Teorema 1] Os r — 1 autovalores negativos A,—,+2,...,A, de G satisfazem

as desigualdades

P1<Anri2SpP2<—Apri3<p3<--<pr1<—An<pr.
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O resultado abaixo d4 uma caracterizagdo construtiva de todos os grafos da

familia ¢,, que possuem trés autovalores distintos, um igual a zero.

Teorema 4.3.3. Seja G um grafo conexo de ordem n com espectro {[M1 (o)1 [,u] t},

ondel<t<n-2eA>0>pu. Entdo

(i) u=—A seesomente se G éum grafo bipartido completo.

(ii) u # —A se e somente se G é um grafo integral (t + 1)-partido completo com
todas as suas partes de tamanho — 1, com t = 2.

Demonstragdo. Segue do Lema 4.3.1 que G é um grafo r-partido completo.

Se u=—A entdo G é bipartido pela Proposicao 2.3.3, e a reciproca decorre do
fato de que o espectro do grafo bipartido completo K, 4 € { [vP4| U opp+a-2, [-vPq] ! }

Suponha que ¢ = 2 e G é um grafo integral (¢ + 1)-partido completo com todas

as suas partes de tamanho —u. Entao pelo Lema 4.3.2 o polindmio caracteristico de G

2

(&

t

pe ) =20 | T] (r-p) - z () T (x-p)

i=1 j=1

J#i
=" (=)™ e D (- )]
n—t—l(

+
—

=x x—w)' (x+tp).

Portanto Spec (G) = {[—t,u]l,[O] n=t=1 ] t} eentdo —A = ru # .

Reciprocamente, como a soma dos autovalores € zero, temos A+t = 0. As-
sim, se u # —A entdo t = 2 e, pela Proposicdo 2.3.3, G ndo é bipartido. Segue da Propo-
sicdo 2.3.4 que A € Z, consequentemente u € Q. O teorema das raizes racionais implica
que u € Z, ja que o polindmio caracteristico de G é moénico com coeficientes intei-
ros. Entao G é integral. Além disso, como a multiplicidade de 0 como autovalor de G é
n—(t+1),do Lema 4.3.2, concluimos que G tem r = t + 1 partes. Os r — 1 autovalores

negativos de G sdo todos iguais a u, dai pelo Lema 4.3.2 temos

PL<S—f<Spa<—<Sp3<-<Pr<—U<Pr,
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onde p; < p2 < --+ < py41 S0 os tamanhos das partes de G. Em vista disso p, = p3 =
ce=pr=—pep; <—U<p1-0 Lema 4.3.2 também implica que o polindmio carac-

teristico de G é

l‘_

po ) =x""1 (x4 p1) (x =)' (e pet) = pr (= 1) 7 (x4 pena)
+(t-Du(x+pi) (x—u)t_2 (x+ pre1) = pes1 (x+ p1) (x—,u)t_l]
=x"" T x— ) [P+ (=2 pa? 4+ (- D (pr+ peer) - 1pea) x
+tuprpra] -

Por outro lado, do espectro de G e do fato de que A = —tu, temos

PG (x) = x""" (x4 tu1) (x— )’
=x""" (x- p)t‘z (% + (1 =2) px® + (1 - 20) P x + 1°].
Logo

(t=Dp(p1+pes1) — prpPes1 = (1-21) y* (4.8)

tup1pea = ti. (4.9)

De (4.9) obtemos p pr+1 = ,uz. Substituindo isso em (4.8) obtemos py+ ps+1 =
—2u. Segue que p; = ps+1 = —. Entdo G é um grafo integral (¢ + 1)-partido completo
com todas as partes de tamanho —pu. O

4.3.2 0nao é autovalor

Agora consideramos grafos conexos em %,, com espectro {[A] IR T N t},
ondel<t<n-2eA>pu>0. Lembremos que todos os grafos da familia ./, c ¥,, pos-

suem espectro nesse formato. Comecamos com um resultado auxiliar e um exemplo.

Shrikhande [64] caracterizou todos os grafos conexos regulares com trés au-
tovalores distintos, o que inclui os grafos conexos regulares com o espectro que esta-

mos considerando.

Teorema 4.3.4. [64] Um grafo conexo regular G é fortemente regular se e somente se tem

exatamente trés autovalores distintos.
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Também existem grafos conexos irregulares com o espectro que estamos con-

siderando, como vemos a seguir.

Exemplo 4.3.5. O cone sobre o grafo de Shrikhande e o cone sobre o grafo ¢, (4) (Figura

4.1) sao irregulares, ndo isomorfos e coespectrais, com espectro {[8]1 , [2]6, [—2] 10}.

gl
.!L\\\

N\~

{r/ﬁf/’ WD

T~

Figura 4.1: Cone sobre o grafo de Shrikhande e cone sobre o grafo ¢,(4)

Segue do Teorema 3.3.4 que um grafo conexo em %,, possui trés autovalores
nao nulos distintos se e somente se for um grafo multiplicativo. O resultado abaixo
mostra que esses grafos sdo integrais com o segundo maior autovalor ¢ > 1 e mostra
uma caracterizacdo construtiva se forem regulares ou irregulares com o segundo maior

autovalor u =2.

Teorema 4.3.6. Um grafo conexo G de ordem n tem espectro {M w7 [~ t},
ondel<t<n-2el>pu>0, seesomente se é um grafo integral multiplicativo com o
segundo maior autovalor 1 = 2. Além disso,

(i) G éregular se e somente se é um grafo design com parametros (n,A, A — u?).

(i) G éirregular com 1 =2 se e somente se é o cone sobre o grafo de Shrikhande, o
cone sobre o grafo reticulado ¢, (4) ou o grafo total sobre os pontos e planos de
AG(3,2).

(iii) Se G é irregular com u = 3 entdo G tem mais de 30 vértices.

Demonstragdo. O fato de G possuir espectro da forma como indicado acima se e so-

mente se for multiplicativo segue do Teorema 3.3.4. Além disso, como o espectro de G
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ndo é simétrico em relacao a zero, a Proposicao 2.3.3 implica que G ndo é bipartido. Se-
gue da Proposicao 2.3.4 que A € Z. Por outro lado, jdque A+ (n—t—1) u— tu =0, temos
A=(2t—n+1)p.Logo ueQ, e o teorema das raizes racionais implica que p € Z. Entao
G é integral. Além disso, como G tem trés autovalores distintos, seu didametro é 2 e, por-
tanto, G contém o caminho com trés vértices P; como um subgrafo induzido. Assim,
pelo teorema do entrelacamento de Cauchy, —u < —+/2. Portanto, como G é integral,
u=2.

Suponha que G seja regular. Portanto pela Proposicdo 2.3.10 e Teorema 4.3.4,
(@=p)+y/ (a;ﬁ)2+4m—ﬁ) e—p= PV (a;ﬁ)2+4(ﬂ—ﬁ) Por

estarazdo a = f e dai p = /A — . Assim G é um grafo design com parametros (n, A,

Géumsrg(n,A a,B) compu=

A—p?). A reciproca é verdadeira, pois todo grafo design é um grafo regular. Agora,
suponha que G seja irregular. Van Dam [71, Teorema 7 e Tabela II] caracterizou todos
os grafos conexos com trés autovalores distintos que nao sao fortemente regulares ou
bipartidos completos e que possuem no maximo 30 vértices ou com cada autovalor
pelo menos —2. Inspecionando-se os espectros dos grafos listados por van Dam valem

as afirmacoes (ii) e (iii). O

Embora a caracterizacdo dada no Teorema 4.3.6 nao seja construtiva no caso
(iii), parece ser dificil obter essa caracterizacdo para todos os grafos irregulares em
9, com trés autovalores ndo nulos distintos, ja que podemos obter familias infinitas
de grafos irregulares conexos em ¥%,, com espectro dessa forma. Abaixo, apresentamos

duas dessas familias.

Exemplo 4.3.7. Ahrens e Szekeres [4] mostraram que existem grafos fortemente regu-
lares com parametros (a3 +2a%,a%+a,q, a) para todo a que seja poténcia de um nii-
mero primo. Por outro lado, segue de Abreu et al. [2, Proposi¢do 3] que um cone C, SO-
bre um grafo multiplicativo conexo (a® + a)-regular G com trés autovalores distintos
a’+a > a > —a é multiplicativo se e somente se G é fortemente regular com pardmetros
(a®+2a? a*+ a,a,a). Nesse caso segue de [58, Lema 4.1] que

(4.10)

a3+2a-a-2 aS+2a +a+2 }
2

Spec(Ca)z{[a2+2a]l,[a] 2 J[—al

Logo, para toda poténcia de primo a, o cone Cy sobreG = st g (a® +2a?%, a* + a,
a, ) é um grafo irregular em 9, n = a +2a® + 1, com trés autovalores néo nulos dis-

tintos. Os exemplos com menor ordem nessa familia infinita, obtidos fazendo a = 2, sdo
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o0 cone sobre o grafo de Shrikhande e o cone sobre o grafo ¢, (4) (Figura 4.1), que possuem

17 vértices. Observe que com a = 3 obtemos cones com pelo menos 46 vértices.

Exemplo 4.3.8. Van Dam [71] apresentou outra familia com infinitos grafos irregula-
res com trés autovalores ndo nulos distintos, que ndo sdo cones. Cada grafo na familia
apresentada em [71] é construido a partir do grafo de incidéncia de um BIBD sobre os
pontos e planos de AG (3, q), o espago afim tri-dimensional sobre F,, com pardmetros
(4%, q*+9*+q,9° + g +1,4° q+1), adicionando uma aresta entre dois blocos se eles se
cruzarem (em q pontos). A construcdo produz um grafo irregularem$%,, n = 2q°+q*+q,
chamado de grafo total sobre os pontos e planos de AG (3, q), que tem trés autovalores
distintos e espectro
{[q3+q2+q]1, [q]qg—l’[_q]qﬁqzw}'

O menor exemplo dessa familia infinita, obtido fazendo q = 2, é o grafo total

sobre os pontos e planos de AG (3,2) (Figura 3.7). Observe que, se g = 3, obtemos grafos

com pelo menos 66 vértices.

Em suma, caracterizamos completamente os grafos em #,, o que resolve o
Problema 2, exceto que a caracterizacao que damos nem sempre é construtiva. Nesse

caso, apresentamos duas familias infinitas de grafos como mostrado previamente.

Na préxima se¢ao vamos estudar os grafos com espectro como no Caso 2.

4.4 Grafos conexos com quatro autovalores distintos

Nesta secdo, estudamos grafos conexos em %, que possuem exatamente qua-
tro autovalores distintos, ou seja, com espectro {[/1]1, [,u]n_k_t_l,[O]t, [—u]k}, onde
k=1, t+k<n-2,eA>pu>0.Caracterizamos esses grafos no caso de serem re-
gulares com pelo menos dois autovalores simples e apresentamos familias infinitas de

grafos nos outros casos.

Os grafos de incidéncia de BIBDs simétricos sdo exemplos de grafos regulares
com quatro autovalores distintos. De fato, esses sdo os tinicos grafos regulares biparti-

dos com quatro autovalores distintos.

Lema 4.4.1. [25, Proposicdo 15.1.3] Um grafo bipartido conexo regular G com quatro

autovalores distintos é o grafo de incidéncia de um BIBD simétrico com pardmetros
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(n,r,a). O espectro de G é dado por
{[r]l, [Vi—a]"", [—\/r—a]"_l,[—rll}.

Exemplo 4.4.2. [70] O grafo obtido pela remogdo de um emparelhamento perfeito do
grafo bipartido completo Ky ¢, denotado por K, ,, é o grafo de incidéncia de um BIBD

simétrico com parametros (¢,¢ —1,¢ —2), para ¢ > 2. Pelo Lema 4.4.1,
spec(K, )= {ie-1t, 0 =0 —e 1t

Observamos que K5 5 € o ciclo Cs e K, , € o grafo cubo Qs (Figura 2.5) formado pelos 8
vértices e 12 arestas de um cubo tridimensional, obtido removendo um emparelhamento

perfeito do grafo bipartido completo K4 4 (Figura 2.19).

Outra familia de grafos regulares conexos com quatro autovalores distintos,
determinados exclusivamente por seu espectro, foi dada por van Dam [70]. Os grafos
dessa familia sdo obtidos mediante uma construcao usando produto de grafos com o

grafo K,,

Exemplo 4.4.3. Foi provado em [70] que K, ,® ], é determinado pelo espectro, para
cada ¢ e m. Aplicando o Lema 2.3.15, podemos ver facilmente que K .0 ®Jm possui qua-
tro valores proprios distintos. Em particular, considerando ¢ = 4, obtemos uma familia
infinita de grafos regulares conexos com quatro autovalores distintos, um deles igual a
-1:

Spec(Qs® J) ={l4m-11",12m—11°,[-11°"7°, [-2m - 11"},
para todo m = 1. Essa familia gera outra familia infinita de grafos regulares conexos com

quatro autovalores distintos, todos pertencentes a familia 4,. De fato, o Lema 2.3.15

implica que Q3 ® J,,, é um grafo regular com
Spec(Qs®Jm) = {14m", 21", 10", [~2m)%},

portanto, é um grafo integral conexo em 4,, com n = 8m. Fazendo m = 1 obtemos o

grafo Qs (Figura 2.12). A Figura 4.2 mostra o grafo obtido com m = 2.

Proposicao 4.4.4. Seja G um grafo conexo r-regular de ordem n e quatro autovalores
distintos. Entdo seu complemento G também é conexo e regular com quatro autovalores
distintos, ou G é desconexo e, portanto é a unido de grafos fortemente regulares coespec-

trais.

57



Figura 4.2: Grafo Q3 ® J»

Demonstragdo. Seja Spec(G) = {[r]},[121™2,[A3]™,[A4]™}, onde r > A > A3 > Ay.

Entéo pela Proposicéo 2.3.15, G is (n — 1 — r)-regular com espectro

{ln—1-r1" A2 = 11", [-A3 — 11", [- Ay — 1]}

Ou o indice de G é simples e, portanto, ele é conexo com quatro autovalores
distintos, ou o indice de G nao é simples e, desse modo ele é desconexo com trés au-
tovalores distintos. Pela Proposi¢do 2.3.6, o espectro de um grafo desconexo € a unidao
dos espectros das suas componentes conexas. Dessa forma, no caso em que G é desco-
nexo, cada componente conexa possui dois ou trés autovalores distintos. O Lema 4.3.4
implica que cada componente conexa com trés autovalores distintos é um grafo forte-
mente regular, pois G é regular. Se uma componente conexa tiver apenas dois autova-
lores distintos, serd um grafo completo, com menor autovalor —1. Conforme mostrado
na prova do Teorema 4.3.6, 0 menor autovalor de um grafo conexo com trés autova-
lores distintos é no maximo —+/2. Portanto, no caso que G tenha um grafo completo
como uma componente conexa, cada componente conexa com trés autovalores dis-
tintos possui pelo menos dois autovalores negativos, ou seja, -1 e -1, —1 < —1. No
entanto, pela Proposicdo 2.3.10, todo grafo fortemente regular possui apenas um au-
tovalor negativo. Portanto, se G for desconexo, todas as suas componentes conexas

serdo grafos coespectrais fortemente regulares. O

Em [46] Huang e Huang provaram a nao existéncia de grafos regulares co-
nexos com quatro autovalores distintos, dos quais exatamente dois autovalores sdo

simples, sendo —1 um autovalor simples.
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Lema 4.4.5. [46, Teorema 3.5] Ndo existem grafos conexos r -regulares com espectro {[r] 1

[-11%,[81™,[{1"2"™}, onde § e{ sdo inteirose2 < m < n—4.

Usando o resultado anterior, Huang e Huang [46] caracterizaram todos os
grafos regulares conexos com quatro autovalores distintos, onde um deles é iguala 0 e

exatamente dois sdo simples.

Lema 4.4.6. [46, Teorema 3.7] Um grafo conexo regular G possui quatro autovalores
distintos nos quais exatamente dois autovalores sdo simples e com 0 como autovalor se

esomenteseG:K[‘ZQ@]m, comf=3em=1.

O resultado abaixo caracteriza todos os grafos regulares conexos em %, com
quatro autovalores distintos, pelo menos dois deles simples. Em particular, mostra que
os grafos em ¢, na familia mostrada no Exemplo 4.4.3 sdo os tinicos grafos conexos em

¢, com quatro autovalores distintos onde o indice nao € o tinico autovalor simples.

n—k—t-1 , [O]I,

Teorema4.4.7. Seja G um grafo conexo de ordem n com espectro { Ml [1]
[—,u]k}, ondet,k=1,t+k<n-2eld>u>0.Entdo G é integral. Além disso, se G é re-

gularentdoG=Q3® ]g ou A é o unico autovalor simples de G.
Demonstragdo. Segue da Proposicado 2.1.3 que o polindmio minimo de G é
mg (%) = x(x = A) (x— p) (x + p) = x* = Ax® — p?x% + AP x.

Além disso, mg (x) tem coeficientes inteiros [70, Lema 2.5] o qual implica que
A€Z.Dadoque A+ (n—k—-t—-1)pu—ku=0, temos A = 2k + t —n+1) u. Consequen-

temente p € Q e o teorema das raizes racionais implica que p € Z. Entdo G é integral.

Suponha que G seja regular. Primeiro, provamos que 0 ndo é um autovalor

simples de G. De fato, se ¢ = 1 a Proposicao 2.3.15 implica que G é regular com espectro
spec(G)={in-1-A1", [u-11%,1-1)", [~u-1]""* 2},

Claramente —1 ndo pode ser igual a qualquer outro autovalor de G, logo, é um
autovalor simples. Por outro lado, pela Proposi¢do 4.4.4, G é conexo com quatro auto-
valores distintos ou é uma unido disjunta de grafos fortemente regulares coespectrais.
O primeiro caso € excluido pelo Lema 4.4.5. O ultimo caso também ndo pode ocorrer,

pois —1 é simples. Desse modo, 0 ndo é um autovalor simples de G.

59



E f4cil ver que —u também ndo é um autovalor simples de G. Se k = 1 temos
A=(t—-n+3)peassimt—n+3=2.Logo n<t+1, oque contradiz o fato de que
nx=t+3.

Agora, suponha que p seja um autovalor simples de G. Entdo G tem exata-
mente dois autovalores simples e o Lema 4.4.6 implica que G = K, ,®Jm, com{ =3,

m =1 e n=2¢m.Pela Proposicdo 2.3.15 temos
Spec(é) ={lem-1'1@-Om-1", -2 2m- 1Y,
e por conseguinte

Spec(G) = {1em' 1€ ~2ym)", (072" 21

Deste modo A =¢m, u= (¢ -2)me —u=-2m, o que implica que ¢ = 4. Por-
tantoG:Q;.;@]g. O

Para uma caracterizacdo completa dos grafos conexos em ¢%,, com quatro au-
tovalores distintos, resta considerar grafos irregulares e grafos regulares nos quais o in-
dice € o tinico autovalor simples. Para ambos os casos apresentamos a seguir familias
infinitas de grafos. Nossas construcoes sdo baseadas no resultado abaixo, que segue da

Proposicao 2.3.15.

Proposicao 4.4.8. Seja G um grafo conexo de ordem n. Se G € 4, entdo G® |, € G

para todom = 1.

Exemplo 4.4.9. Segue do Exemplo 4.3.7 que, para cada poténcia de primo « o cone C,
sobre G = srg(a®+2a?, a* + a, a, a) é um grafo irregular em 4y, n = a® +2a* + 1, com
espectro como em (4.10). Assim, Cy ® ], é um grafo irregular em 9,,, com quatro auto-

valores distintos, tal que

ad+2a-a-2

Spec(Cq® J;) = {[m(oc2 2] Imed T 1017 [~ may

aS+202+a+2 }
2
)

para todo m = 2. Os grafos de menor ordem nesta familia (34 vértices), obtidos fazendo
a =2, sdo C21 ®Je C% ® J», onde C21 € o cone sobre o grafo de Shrikhande e C% é o cone
sobre o grafo reticulado ¢, (4). Seu espectro é {[16]',[41°,[01'7, [—4]'°}.

Exemplo 4.4.10. No Exemplo 4.3.8 apresentamos uma familia infinita de grafos irregu-
3_ 3, 2
lares 4y, n=2q°+ q*+ q, com espectro dado por{ [®+g° +q| " [q]” ' [-q]" ™1 +q},
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para toda poténcia de primo q. Tomando um grafo G de ordem n nesta familia e um nii-
mero inteiro m = 2, o grafo G ® ], é um grafo irregular em 4,,, com quatro autovalores

distintos tal que

Spec(G® ) = {[m(@®+ ¢+ )", [ma)? ", 101"V, [~ mq) T T

O grafo de menor ordem nesta familia infinita é G ® J», onde G é o grafo total
sobre os pontos e planos de AG(3,2) (Figum 3.7). Além disso, G ® ], é um grafo irregular

com 44 vértices e espectro {[28]',[4]7,[012%, [-4]14}.

Exemplo 4.4.11. A partir de cada grafo design em %9,,, podemos construir uma familia
infinita de grafos regulares conexos com quatro autovalores distintos. Segue do Teorema
4.3.6 edo Lema 2.3.10 que um grafo regular G em 4, com trés autovalores ndo nulos dis-
tintos é um grafo design com parametros (n,A,A—p*) e especiro
{ K 3(n-1-3) NEE 3(n-1+4) } Desse modo, G ® ], é um grafo regular em %,,,,, com

quatro autovalores distintos tal que
_ 1 Yn-1-4) onom-1) }(n-1+4)
Spec(G® Jy,) =<[mAl", [mu]? ,[0] ,[-mpu]?

para todo m = 2. Observe que o indice é o unico autovalor simples de G ® J,,. O grafo de
menor ordem nesta familia é obtido fazendo m = 2 e sendo G um grafo design com pa-
rametros (15,8, 4). Esse grafo design é uinico e isomorfo ao grafo linha de K¢ [35]. Observe

que ¢ (Ks) ® J» é um grafo regular com 30 vértices e espectro {[16]',[4]°,[0]"°, [—4]°}.

Exemplo 4.4.12. Van Dam e Spence [72] listaram todos os espectros possiveis para grafos
regulares conexos com quatro autovalores distintos e no mdximo 30 vértices. Inspecio-
nando essa lista e também o espectro do complemento dos grafos listados, obtivemos
todos os espectros possiveis para grafos regulares conexos em 4, n < 30, com quatro au-
tovalores distintos em que o indice é o tinico autovalor simples. Eles sdo apresentados na
Tabela 4.2, onde # denota o ntimero de grafos com esse espectro mostrados em [72]. Em

cada caso, alguns grafos com esse espectro também sdo listados.

Na Tabela 4.2, BCSg € o grafo No. 9 em [19, Tabela 9.1] e CP(3) é o grafo cock-

tail party de ordem 3, ilustrados na Figura 4.3.

A partir de qualquer grafo da Tabela 4.2, podemos construir uma familia infi-

nita de grafos regulares conexos em %;,, com quatro autovalores distintos, em que o
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n # Espectro Grafos'

12 2 {1a1',12%, (0%, [-2]°} ¢(Q3), BCSy

12 1 {61, 121°, [0, [-2]°} ¢(CP(3))

18 1 {1121%,1312,100°,[-31%} | K330Ks

18 2 {191',131%, 101, [-31%} N/A

24 5 {181', 141, (01", [-4]°} 0(Q3)®J2, BCS9® ],
24 28 {(121",(4]3,[01"*,[-41°} | ¢(CP(3)® ),

27 4 {161,315, 101'2,[-318} H(3,3), 3-cover(Cs;®J3)

27 13 (181!, 31%,[018,[-31'%} H(3,3)3

27 >1 [121',1318,1015,[-31?} | H(3,3),

30 | =1487 1611,[41°,[01"°,[-41°} | srg(15,8,4,4)® ],

il
il
30 | =68876 | {[121',31',[01°,[-3]'*} | ¢3(6)\6-coclique
{I
{l

30 | =24931 | {1151',131',[01%,[-31"} | srg(35,16,6,6)\5-clique

Tabela 4.2: Espectro de grafos conexos regulares com quatro autovalores distintos em

4,, n <30, em que o indice é o Gnico autovalor simples

indice é o tinico autovalor simples. Por exemplo, ¢ (Q3) ® J,,, € BCSg ® J;,; sdo coespec-
trais com espectro
{tam*, 2m®,101°"%, [-2m]°},

paratodom=1,e ¢ (CP(3)) ® ], € um grafo regular em %), ,, com espectro

{ilem*, 2m)*, 012710 [-2m]}.

Observe que os grafos nessas familias com no maximo 30 vértices aparecem
na Tabela 4.2.

4.5 Grafos desconexos

Nas se¢Oes anteriores, consideramos grafos conexos pertencentes a familia

9,, a classe de grafos ndo vazios da ordem n que satisfazem as propriedades exigidas
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Figura 4.3: Grafos BCSg e CP (3)

no Problema 1. Lembramos que todos os grafos da familia .7, de grafos ndo vazios de
ordem 7 que satisfazem as propriedades exigidas no Problema 2 sdao conexos e ./,

4,. O resultado a seguir caracteriza os grafos desconexos em %,,.

Proposicao 4.5.1. Seja G um grafo desconexo de ordem n com indice A. Entdo G € 9,, se

e somente um dos seguintes casos é verdadeiro.

(i) O espectro de G é {[/1]"74 ,[01%, [—A]%}, comt=0eA=1. As componentes
conexas de G sdo vértices isolados ou grafos bipartidos completos K, ; tal que
pq = A?. Em particular, A = 1 se e somente se cada componente conexa de G

que ndo é um vértice isolado é o grafo completo K>.

(ii) G é um grafo integral com espectro {[A]1 ) [,u]"_k_t_1 ,[01%, [—,u]k}, comt=0,
k=2k+t<n-2elA>pu>0. Exatamente uma componente conexa G, de
G contém o indice como autovalor. Além disso, G, € 4,, para algum r < n, e
qualquer outra componente conexa de G que ndo seja um vértice isolado é um
grafo bipartido completo K, ; de modo que pq = u?. Em particular, p =1 se e
somente se G for o grafo completo K, e qualquer outra componente conexa de

G que ndo seja um vértice isolado é o grafo completo K.

Demonstragdo. Dividimos a prova em dois casos. Primeiro, suponha que todos os au-
tovalores nao nulos de G tém o mesmo valor absoluto. Entdo G € ¥,, se e somente
se Spec (G) = {[)L]nT_t L1017, [=A) nT_t}, com t = 0. O Teorema 4.3.3 implica que qualquer
componente conexa de G que nao é um vértice isolado, é um grafo bipartido completo.
Como o espectro do grafo bipartido completo K, ; € {[\/ﬁ] L opra-2, [-vPq] ! }, se-
gue que para quaisquer duas componentes conexas K, , e K. 4 de G, temos ab = cd =
A2.0 caso em que A = 1 segue do fato de que K; ; é o grafo completo K>, o que conclui

a prova de (7).
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Agora, suponha que G tenha exatamente dois autovalores nao nulos distin-
tos em valor absoluto. Entdo G € ¢, se e somente se seu espectro é da forma {[A]',
[u]n_k_t_1 ,[0]¢, [—,u]k}, onde r=0,k=2,k+t<n-2eA>pu>0.Observe que o in-
dice A é simples, caso contrario G € ¥, teria apenas um autovalor ndo nulo em valor
absoluto. Portanto, apenas uma componente conexa G; de G contém A como autova-
lor. E claro que G € 9, se e somente se G € %,, para algum r < n, G; também contém
— 1 como autovalor e todas as outras componentes conexas de G sdo vértices isolados
ou tém exatamente dois autovalores ndo nulos distintos: i e —u. Assim, pelos Teoremas
4.3.6 e 4.4.7, o espectro de G; € integral e, por conseguinte, o espectro de G € integral.
Além disso, o Teorema 4.3.3 implica que cada componente conexa de G diferente de
G que ndo é um vértice isolado € um grafo bipartido completo K, ; tal que pq = u2.
Em particular, u = 1 se e somente se cada componente conexa K, 4 € o grafo completo
K>. Observe também que, neste caso, G € o grafo completo K}, caso contrdrio ele teria
diametro maior do que 1 e seu menor autovalor seria no maximo —v/2, uma contradi-

cao. O

Segue da Proposicao 4.5.1 que todos os grafos desconexos em %, que nao
possuem uma componente conexa K, 4, onde pg nao seja um quadrado perfeito sao
integrais. Observamos que para caracterizar completamente um grafo desconexo G

em ¥%,, basta caracterizar a componente conexa G; que contém o indice de G.

4.6 Consideracoes finais

Neste capitulo estudamos grafos com poucos autovalores distintos que estao
relacionados a caracterizacao da igualdade em cotas para energia de grafos e a norma

de trago para matrizes

Nosso estudo é organizado de acordo com o tipo de espectro que os grafos
podem ter. Na secao 4.3 estudamos os grafos com espectro como no Caso 1. Grafos do
Caso 2 foram estudados na se¢do 4.4. A Tabela 4.3 resume os resultados obtidos nesses
casos, ou seja, nossa contribuicdo para a solucao do Problema 1 para grafos conexos
com mais de dois autovalores distintos. Nossa contribuicao para o Problema 2 é dada
pelos grafos irregulares na terceira linha da Tabela 4.3. Na secdo 4.5 estudamos grafos

desconexos em %,,.
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Espectro

Grafos regulares

Grafos irregulares

Dois autovalores distintos:

(Wt W™ Aso>p

Grafo completo

(Proposicao 2.3.2)

Nao existem

Trés autovalores distintos,

um deles igual a 0:

{1 )},
A>0>p.

Grafo integral r-partido completo,
com todas as suas partes de
tamanho -y, ecom r =2

(Teorema 4.3.3)

Grafo bipartido completo K}, 4,

com p #qepq =
(Teorema 4.3.3)

Trés autovalores nao nulos

distintos:

it w]" " -a '},
A>pu>0.

Grafo design com parametros
(n A A=)
(Teorema 4.3.6)

Grafos com p =2:
- cone sobre o grafo de Shrikhande
- cone sobre o grafo reticulado ¢, (4)
- grafo total sobre os pontos e planos
de AG(3,2)
(Teorema 4.3.6)

Grafos nas familias dos

Exemplos 4.3.7 € 4.3.8

Grafos integrais multiplicativos com

@ =3en>30, que ndo pertencem as

familias dos Exemplos 4.3.7 € 4.3.8
(Aberto)

Quatro autovalores distintos,

um deles igual a 0:
([ o [-u]

A>u>0.

Q3®]% comA=2u
(Teorema 4.4.7)

Grafos nas familias dos

Exemplos 4.4.11 e 4.4.12

Grafos nas familias dos

Exemplos 4.4.9 € 4.4.10

Grafos integrais com n > 30, onde apenas

o indice é simples, que ndo pertencem as

familias dos Exemplos 4.4.11 e 4.4.12
(Aberto)

Grafos que ndo pertencem
as familias dos Exemplos
4.49e4.4.10

(Aberto)

Tabela 4.3: Grafos conexos em ¥,
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5 GRAFOS BIPARTIDOS COM POUCOS AUTOVALORES
DISTINTOS

No capitulo anterior apresentamos %, a familia de grafos de ordem n em que
todos os seus autovalores ndo nulos diferentes do indice tenham o mesmo valor abso-
luto. Agora, consideramos %, a familia de grafos de ordem 7n que possuem no maximo
dois autovalores ndao nulos distintos em valor absoluto. Como observado na Secao 4.2
os grafos em ¥,, pertencem a essa familia. Estamos interessados, portanto, em esten-
der os resultados do capitulo anterior, e avancaremos com o objetivo de caracterizar
todos os grafos em &,.

Da Teoria de Perron-Frobenius (Teorema 2.1.6), sabe-se que o indice de um
grafo conexo é simples. Logo, no caso de grafos conexos, os espectros possiveis dos

grafos na familia %, e que ndo estao em %, sao:

ft [u]" ™ =k,
[ o1, =0},
WA [ [l =0,

(w00, [ (- Ak

Se G é um grafo conexo de n vértices tal que 1; = —1,, entado pela Proposicao
2.3.3, G é bipartido e, portanto, G tem espectro simétrico. Dessa forma, s6 restam dois
casos para completar o estudo de grafos conexos com até dois autovalores nao nulos
distintos em valor absoluto.

Caso 3 - Quatro autovalores nao nulos distintos:
1 n-2 n-2 1
spec(@ ={IAI", [g] T, [-p] =, =M1}, A>p>o.
Caso 4 - Cinco autovalores distintos, um deles igual a zero:

Spec(G) = {[A]l,[u]%H,[O]S,[—/J]WTH,[—/I]I}, A>p>0s>0.

Neste capitulo, vamos apresentar estudos sobre grafos dos Casos 3 e 4, de

forma a aprofundar o entendimento da familia &,. Primeiramente, no Caso 3, faremos
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a relacdo com os BIBDs e, para o caso 4 continuamos com as conexoes desses grafos

com um tipo especial de design, os PBIBDs (ver capitulo 3).

5.1 Grafos bipartidos com quatro autovalores distintos

Para completar a caracterizacao dos grafos do Caso 3, lembremos que o Lema

4.4.1 carateriza todos os grafos conexos bipartidos regulares com quatro autovalores
n-2 n-2

distintos com espectro dado por Spec (G) = {[/1]1 w7 [-u] 7, [—/1]1}, A>u>0,

como sendo grafos de incidéncia de um BIBD simétrico com parametros (g, A A- uz).

Lema 5.1.1. /25, Proposigdo 15.1.3] Um grafo bipartido conexo regular G com quatro
autovalores distintos é o grafo de incidéncia de um BIBD simétrico com pardmetros

(n,r,a). O espectro de G é dado por

{[r]l,[\/r—a]n_l, [—\/r—a]n_l,[—r]l}.

Por outro lado, Van Dam e Space [73] afirmam que o grafo de incidéncia de
certos designs multiplicativos uniformes sdo precisamente os grafos bipartidos com
quatro autovalores distintos. Em particular, a Proposi¢do 3.3.2 caracteriza quando es-
ses designs sao BIBDs simétricos. Assim, o Caso 3, para grafos regulares, esté caracte-

rizado.

Observamos que para obter grafos irregulares do Caso 3, devemos estudar
os designs multiplcativos uniformes que ndo sao BIBDs simétricos, chamados por van
Dam de designs multiplicativos uniformes ndo simétricos. Em [73, Tabela 1] van Dam
apresenta todos os designs multiplicativos uniformes ndo simétricos com até 30 pon-
tos. Consequentemente, os grafos de incidéncia desses designs sao grafos irregulares
do Caso 3 com até 60 vértices. Os espectros desses grafos sao {+o, +o0 1}, onde oy > 0,
sd0 os tinicos dois valores singulares da matriz de incidéncia X do design multiplica-

tivo uniforme, visto que neste caso a matriz X é quadrada e nao singular.

No exemplo seguinte apresentamos os grafos de incidéncia correspondentes
aos dois primeiros designs multiplicativos uniformes nao simétricos da Tabela 1 de

[73] (ver Figura 5.1). Note que um dos grafos é integral e o outro nao.

Exemplo 5.1.2. O design da primeira linha na tabela da Figura 5.1 é o design do Exem-

plo 3.3.1, cujo grafo de incidéncia é o caminho P4. Logo P, é o grafo conexo irregular
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Table 1
Nonsymmetric uniform multiphicative designs with v< 30

v ag, o (01, ooes08) (F1yeenrs) (b1, oosbe) (K, oo ks) # Remarks

2 %i%v@ (1.1) (1,2) (L.1) (1,2) 1

5 a3 4.1) (2,5) 4.1) (2,5) 1 Proposition 8

6 41 (3.3) (2,5) (3.3) (2,5) 1 Proposition 8

11 §af2 (5,5,1) (3.6,11) (5,5,1) (3.6,11) 1 Proposition 9

14 /5202 (57 (3.11) (7.7) (4,100 1 Proposition 9

17 8,2 (16.1) (7.16) (16.1) (7.16) 3 From (16,6,2)

18 112 (9.9) (8,13) (9.9) (8,13) 3 Computer

18 7.2 (9.9) (5.8) (9,9) (5,8) 3 Computer

20 6,2 (16,4) (5.8} (16,4) (5,8) 1 From PG{2.4)

20 10,2 (16,4) (7.16) (16,4) (7,16) 1 From PGi(2.4)

21 12 (15,6) (7,16) (15,6) (7,16) 1 From hyperoval in PG(2,4)
22 10,2 (8,94.1) (5,8,13,20) (8,94.1) (5,813,200 0

22 10,2 (15,6,1) (6,12,22) (15,6,1) (6,12,22) 1 From hyperoval in PG(2.,4)
22 82 (21,1) (6,22) (21.1) (6,22) 1 From PGi2.4)

22 14,2 (8,14) (7.16) (8,14) (7,16) 4 Computer; from (8,4,3)

22 13,2 (11.11) (7.16) (11.11) (7,16) 1 From (11,6,3)

23 13,2 (7,14,2) (5,13,20) (7.14,2) (5,13,20) 0 vg =2

24 \;’m‘_\_ﬁ (13,11) (4,19) (11,13) (6,15) 1 (11,6,3) +(13,4,1)

24 /1473 (16,8) (4,19) (16.8) (6.15) 0

25 12,43 (1474) (412,19) (1474 (4,12,19) 0
25 13,45 (64,14.1) (69,1421) (64.141) (6.9,1421) 0

25 12.4/5 (6,9.9.1) (6,9.14.21)  (6,9.9.1) (6.9,14,21) 5 Computer
25 10,45 (10,10,5)  (6,9,14) (10,10.5) (6,9,14) 3 Computer
27 122 (12,74.4) (58,13,200 (12,744) (58,13,20) 0

29 11245 (11,11.4.3) (6,9,14.21) (11,1143} (6,9,14.21) 0O

29 9 /5 (20,54) (69,14 (20.5.4) (6.9,14) 1 From PG(2,5)
29 13./6 (3,194,3) (7,10,15,22) (3,19.43) (7,10,15,22) 0

29 15 /7 (1,7,21) (8,11,16) (1,7.21) (8.11,16) 137,541 Computer

30 142 (12,9.9) (5,8,20) (12,9,9 (5,8,.20) 0
30 20,2 (9.21) (6,22) (9.21) (6,22) 0
30 12,2 (25.5) (6,22) (25,5) (6,22) 0

Figura 5.1: Tabela 1 de [73]

de menor ordem com quatro autovalores ndo nulos distintos. Seu espectro é dado por

(l ) 2 ] |

Na Figura 5.2 temos o grafo de incidéncia do design da segunda linha na tabela
da Figura 5.1, esse é o grafo irregular de segunda menor ordem com quatro autovalores

nao nulos distintos, seu espectro é{[3]', [11*,[-1]*,[-3]1}.

Para uma caracterizacdo completa dos grafos que tém espectro como no Caso
3, resta considerar grafos irregulares que sdo grafos de incidéncia de um design multi-

plicativo uniforme néo simétrico.
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Figura 5.2: Grafo de incidéncia do design da segunda linha da tabela da Figura 5.1

5.2 Grafos bipartidos distancia regular com cinco autovalores

distintos

Os grafos distancia regular sao um tipo especifico de grafos regulares. Tem
sido estudados ativamente em anos recentes e estao estreitamente relacionados com
grupos finitos, designs combinatdrios, geometrias finitas, codificacdo, etc. Nesta se¢do
vamos considerar a relacao entre grafos distancia regulares bipartidos com 5 autovalo-
res distintos e um tipo especifico de design, os PBIBDs com duas classes associadas, e
apresentamos a situacdo em que os grafos que consideramos sao na verdade os grafos

de incidéncia desses designs.

Seja G = (V, E) um grafo conexo simples de didmetro d. Para um vértice fixo
ueVeparatodoie€{0,1,...,d}, definimos o conjunto G; (u) como segue
G (w={veV:d(u,v) =i}.

Um grafo conexo simples com didmetro d é dito distancia regular se é um
grafo regular de grau r e existem nameros inteiros c,..., cq, by, by, ..., bg—1 tais que se

u,veVcomd (u,v)=1i,setem o seguinte

1. ¢;=1Gj—1 ()N Gy (v)|, paratodo i €{1,...,d};
2. bi=1Gjy1 ()N Gy (v)], paratodo i €{0,1,...,d —1}.
A sequéncia {bgy,b;...,bg_1;c1,C2,...,c4}, onde by = r, c; = 1 é chamada de

arranjo de interseccao do grafo distancia regular G e os ntimeros c;, b; e a; = r—b; —c¢;,

onde ay =0e by =0, sdo os nimeros de interseccao.
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Sabemos que se G é um grafo conexo de diametro d, G tem pelo menos d +1
autovalores distintos (ver Proposicdo 2.3.2). O seguinte resultado mostra uma propri-
edade importante relativa ao nimero de autovalores distintos para grafos distancia

regular de diametro d.

Lema 5.2.1. [33] Seja G um grafo distdncia regular de diametro d. Entdo G tem exata-

mente d + 1 autovalores distintos.

Além da afirmac¢do dada no lema anterior, o arranjo de interseccao contém
todas as informacoes espectrais de um grafo distancia regular. De fato, os autovalores
de G sdo precisamente os autovalores da matriz tridiagonal T de tamanho (d + 1) x

(d +1), e com entradas dadas pelos nameros de intersecdo como segue

[0 by O -+ 0O 0
ca a1 b
T =
0 Co dr
ag-1 bg-1
Cd aq

Lema 5.2.2. Seja G um grafo distancia regular e T sua matriz tridiagonal com entradas
dadas pelos niimeros de intersec¢do. Entdo os autovalores de T sdo distintos e sdo os
autovalores de G.

Exemplo 5.2.3. A Figura 5.3 apresenta o hipercubo Q4 dado pelo produto cartesiano
P,OP,0P,0P, junto com sua matriz tridiagonal T. Este grafo é exemplo de um grafo
distancia regular de didmetro 4, com arranjo de intersecgdo {4,3,2,1;1,2,3,4} e espectro
{1x41', 1214, 101°}.

Um PBIBD com duas classes associadas ¢ um design com v pontos em b

blocos, com replicacao constante r e tamanho de blocos constante k, tal que

1. Cada par de pontos estd simultaneamente em A; ou A, blocos (e sdo ditos

i-associados, se estio em A; blocos, i =1,2).
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Figura 5.3: Hibercubo Q4 e matriz tridiagonal T

2. Existe umarelagdo de associagao entre cada par dos v pontos satisfazendo as

seguintes condicoes:

a. Quaisquer dois pontos sdo primeiro ou segundo associados.
b. Cada ponto tem n; primeiro e n, segundo associados.

c. Para quaisquer par de pontos que sdo i-associados, o niumero de pon-
tos que sdo simultaneamente j associados do primeiro, e k associados
do segundo é p’_, e esse nimero é independente do par de pontos do

jk

inicio. Além disso pj.k = p;'cj (i,j,k=1,2).

Os PBIBDS foram introduzidos como generalizacoes de BIBDs, de fato, se
A1 = Ap, um PBIBD é um BIBD. Em um BIBD o parametro A descreve o numero de
blocos que contém dois pontos distintos, e como ja vimos, esse € um parametro muito
importante neste tipo de design. Em um PBIBD existem dois valores 1; e A, que defi-

nem classes associadas para os pontos.

Para um PBIBD com duas classes associadas, sdo necessdrias as seguintes

relacdes (ver [10])

vr = bk,
v=ni+ny+1,
AMnp+Axng =r(k-1),
P+ Pip+1=pi+ply = n,
Pa1+ Pas = Doy + P +1= 1y,

1 _ 1
nipip =n2pqy»
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1 _ 2
ni1pPsy = N2pPys-

Os oito parametros v, b, 1, k, A1, A2, n; e ny sdo conhecidos como parametros
de primeiro tipo, e os seis parametros p;. r (i,j,k=1,2) sdo chamados de pardmetros
de segundo tipo. Os parametros de segundo tipo podem ser apresentados como ele-

mentos de duas matrizes simétricas.

Py =

(¢

P, =

ph piz}
p%l p%z

p%l p%z }

2 2
P21 P2

Identificando os pontos de um PBIBD com duas classes associadas com o0s
vértices um grafo H, no qual dois vértices sao adjacentes precisamente quando os cor-
respondentes pontos sdo primeiro associados, temos que H é um grafo fortemente

regular com parametros (v, n1, py;, P11)-

Em particular, qualquer PBIBD com duas classes associadas estd estreita-
mente relacionado com dois grafos diferentes. Um deles é seu grafo de incidéncia G,
e o outro ja mencionado grafo fortemente regular H. Normalmente diremos que este

PBIBD de com duas classes associadas estda baseado em H.

Além disso, em um PBIBD com duas classes associadas a matriz de incidéncia

N satisfaz:

NN =rI+MAg+A,(J-1-Ap), (5.1)

onde Aj é a matriz de adjacéncias H.

Reciprocamente, um design com replicacdo e tamanho de bloco constantes
tal que a sua matriz de incidéncia satisfaz a equa¢ao matricial (5.1) € um PBIBD com

duas classes associadas (ver [9, 69]).

Exemplo 5.2.4. O design (X,9%), com X = {1,2,3,4,5,6} e & = {{1,2,4,5},{2,3,5,6},
{1,3,4,6},{1,2,4,5},{2,3,5,6},{1,3,4,6}} é um PBIBD com duas classes associadas, tal

que N a matriz de incidéncia do design é
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[1 0110 1] [4 2 2 4 2 2
110110 2 4 2 2 4 2
011011 224224
N = e NN'= =A4lg+2A+4(J—1- Ap),
101101 4 2 2 4 2 2
110110 2 4 2 2 4 2
(01 101 1] |2 24224
onde
(01 10 1 1] [0 0 01 0 0]
101101 0000T10
110110 0000O0UO0 1
AH: e]—I—AH—
011011 100000
101101 010000
(11011 0] (00100 0]

Aquiv=b=6,r=k=4,n=4,A1=2,n,=1el, =4. Além disso

2 1
10

4 0
00

P1: e sz

Sabemos da Proposi¢do 2.3.10, que para um grafo fortemente regular H, seus
distintos autovalores e respectivas multiplicidades estao determinados pelos seus pa-
rametros, e portanto, pela equacio (5.1), também os autovalores de NN’ e suas res-
pectivas multiplicidades estdo determinados pelos parametros de H. Mais especifica-
mente (ver [9]), se 81, 6> e O3 sdo os autovalores distintos de H, entdo os autovalores
distintos de NN estdo dados por

T+(11—A2)01+(U—1)12, T+(11—A2)02—/12 e r+(A1—/12)03—)L2.

Consequentemente, o espectro do grafo de incidéncia G de um PBIBD com

duas classes associadas baseado em H, esta determinado pelo espectro de H.

Exemplo 5.2.5. O grafo triangular T (n) é definido como ¢ (K},), isto é, o grafo linha
do grafo completo K, (n=4). Os grafos triangulares sdo srg(”("T_l),Z (n—-2),n- 2,4)
(ver [65, exemplo 3.4.2]). Na figura 5.4 temos o grafo T (4), ele é o grafo H no exemplo
5.2.4, um srg(6,4,2,4) com espectro dado por Spec (H) = {[4]1 ,[013, [—2]2}, além disso,
Spec(NN') ={[16]',[4]%,[-01%}.
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Figura 5.4: Grafo T (4)

O meio grafo G de um grafo bipartido conexo G = (U, V, E) é um grafo cujo
conjunto de vértices de G é um dos dois lados da parti¢do de G, no qual existe uma
aresta que conecta dois vértices em G quando esses dois vértices estdo a distancia 2
em G.

Exemplo 5.2.6. Na figura 5.5 temos o grafo K»222, 0 qual é o meio grafo do hipercubo
Qs.

Figura 5.5: meio grafo do hipercubo Q4

Lembremos que um grafo regular bipartido com quatro autovalores distintos
deve ser o grafo de incidéncia de algum BIBD simétrico em particular o resultado tam-
bém vale para um grafo distancia regular bipartido com quatro autovalores distintos,
agora vamos a apresentar um resultado que relaciona grafos distancia regular biparti-

dos com cinco autovalores distintos e PBIBDs simétricos com duas classes associadas.

Teorema 5.2.7. Seja G um grafo bipartido distancia-regular com 5 autovalores distin-
tos, entdo ele é o grafo de incidéncia de uma classe de PBIBD simétrico com duas classes

associadas baseado em um meio grafo (fortemente regular) de G.
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Demonstragdo. Seja
)

AG) =
N' 0

)

onde N é a matriz de incidéncia do design.

Como G é distancia regular e tem 5 autovalores distintos, entdo pelo Lema

5.2.1, o diametro de G é 4, e dois vértices na mesma particdao estdo numa distancia 2.

Além disso, o nimero de vizinhos comuns de dois vértices numa distancia
2 em G é constante, digamos c. Do anterior, podemos concluir que N tem soma de

linhas e colunas constante ambas iguais a r, e que
NN'=rl+cA,
onde A é a matriz de adjacéncia do grafo metade distancia regular G de G.

Por hipétese, NN’ tem exatamente 3 autovalores distintos, logo A tem exata-

mente 3 autovalores distintos, o qual quer dizer que G é fortemente regular. O

5.3 Grafos bipartidos regulares com cinco autovalores distintos

Vamos derivar algumas caracterizacoes estruturais e propriedades dos grafos

bipartidos regulares com cinco autovalores distintos.

Proposicao 5.3.1. Seja G um grafo r-regular bipartido, entdo G tem um niimero par de

vértices.

Demonstragdo. Como G é regular, todos os vértices tem grau r. Se existem 7 arestas no
total, a soma dos graus de todos os vértices em cada um dos conjuntos independentes
é m, pois cada aresta tem um ponto nesse conjunto. Como o grafo é r-regular, temos

m 2 . . ~ . , .
— vértices em cada conjunto, entdo a ordem de cada conjunto é igual. O
-

Supondo que G é um grafo bipartido r-regular com cinco autovalores distin-

tos, entao usaremos a seguinte notacao.

spec(@ ={1r1", [u]* 101", [-u] =11},
ondek,w=1ler>pu>0,logo2+2k+w =2n (é o nimero de vértices), dai que w =2m
para algum m = 1, m € Z e portanto 1 + k + m = n. Além disso, também temos que

2r? +2ku? = 2nr (é o niimero de arestas), isto é, r? + ku? = nr.
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Logo se G é um grafo r-regular bipartido com 2n vértices e cinco autovalores

distintos

Spec(G) = {[rll, (], 1027, [~ ¥, [—r]l},

r(n—r)
12

Lema 5.3.2. [43, Teorema 1] Para um grafo G com maltriz de adjacéncia A, existe um

ondel+k+m=n, k= yk,ym=ler>pu>0.

polinomio P (x), tal que P (A) = ], se e somente se G é regular e conexo. Nesse caso temos

S
n]_[(x—ﬂli)
PO)=—2

[Tr-2
i=2

onde n é o nuimero de vértices, r éo indice, e A1 =1, Ao,..., A sdo os distintos autovalores
deG.

Um grafo é dito caminho regular se para cada vértice i, o nimero de cami-
nhos fechados de comprimento k que comecam em i é constante para cada inteiro

nao negativo k. Fixando k = 3, temos que cada grafo caminho regular é regular.

Observacao 5.3.3. Grafos distancia regular, e consequentemente grafos fortemente re-
gulares sdo exemplos de grafos caminho regular, mas existem grafos caminho regular

que ndo sdo distancia regular como o grafo na figura 5.6 (ver [34]).

Figura 5.6: um grafo caminho regular

Temos um resultado que mostra propriedades bésicas dos grafos caminho

regulares.
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Lema 5.3.4. [65, Lema 3.2.1] Seja G é um grafo simples, onde A denota a matriz de ad-
jacéncia de G, V (G) o conjunto de vértices de G e P;—; denota o polinémio caracteristico

do subgrafo G —i para todo i € V (G). As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(i) G é caminho regular;
(ii) A* é uma matriz com diagonal constante para todo k = 1.

(iii) Os polindmios caracteristicos Pg—; sdo iguais para todo i € V (G).

E conhecido que grafos regulares com no méximo quatro autovalores distin-
tos sdo grafos caminho regular (ver [35, p. 190]). Logo grafos bipartidos conexos regu-
lares com trés o quatro autovalores distintos sdo caminho regular. Temos o seguinte

resultado para grafos bipartidos conexos regulares com cinco autovalores distintos.

Proposicao 5.3.5. Seja G um grafo r-regular bipartido conexo com cinco autovalores

distintos. Entdo G é caminho regular.

Demonstragdo. Usando o polindmio de Hoffman do Lema 5.3.2, temos

_nAA+TD (A% - p?I)

2 (r2 _'uz) ’
logo
n
J= = [A' =P A%+ r AP -1t A,
r2(r2 = 2)
portanto
2(12 _ 2
TR (rn a )]—rA3+u2A2+ru2A. (5.2)

Sabemos que J e A tem diagonais constantes por defini¢ao.

Lembremos que a diagonal i de A* conta o ntimero de passeios fechados de
comprimento k do vértice i a ele mesmo. Logo, A® tem diagonal constante, pois G
é r-regular, e além disso, A% tem diagonal constante igual a zero, pois G é um grafo

bipartido.

Mostramos, portanto, que J, A, A% e A% tém diagonais constantes, logo, pela

Equacdo (5.2), A* tem diagonal constante.
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Por outro lado, como A tem cinco autovalores distintos, o polindémio minimo
de A é monico de grau 5, e portanto A/ pode se expressar como combinacio linear de
I,A A% A3 e A* paratodo j = 5.

Entdo A/ tem diagonal constante para todo j = 5. Logo, pelo Lema 5.3.4, G é

caminho-regular. O

Seja G um grafo r-regular. Dizemos que G admite uma particao regular em
metades com graus (a, b), tal que a + b = r, se pudermos particionar os vértices de G
em duas partes de igual tamanho, de forma que todo vértice tem a vizinhos na sua

prépria parte e b vizinhos na outra parte [70].

Exemplo 5.3.6. [72, p. 156] Os vértices do grafo triangular T (n) podem ser vistos como

n(n—-1)
oS —

pares ndo ordenados de um conjunto de n simbolos 1,2,...,n, onde dois pares
sao adjacentes se eles tem um simbolo comum. O grafo T (n) édistanciaregularesen = 1
(mod 4) temos uma particdo regular em metades com graus (n—3,n—1), escolhendo

para uma das partes os pares{i, j}, i # j, com

. n—-1 . n—-1
i=1,..., e j=2,..., +1,
4 2
ou
. n—1 n—1 n—-1 3(n—-1)
1= +]., y T e ]: + Yooy +17
4 2 2 4
ou
. n-1 . 3(n-1)
I = +1,...,.n—-1 e j=——+2,...,n
2 4

A figura 5.7 apresenta o grafo T (5), nesse caso, ele também é o complemento
do grafo de Petersen. Os dois conjuntos da parti¢do regular em metades com graus (2,4)
sao {{1,2},{1,3},1{3,5},{4,5},{2,4}} e {{1,2},{1,3},{3,5}, {4, 5}, {2, 4}}.

Lema 5.3.7. [46, Lema 2.3] Seja G um grafo conexo caminho regular com n vértices
e grau r, com autovalores distintos 1, Ay, ..., A, dos quais um autovalor diferente de r,
digamos A, tem multiplicidade 1. Entdo n é par e G admite uma particao regular em

r+7Lj r—/lj . . . L.
SRR . Além disso, n é um divisor de

H(T—Ai)-l—n(/lj—ﬂi) e H(r—Ai)—H(Aj—/li).

i£j i#j i£j i#]

metades com graus (
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Figura 5.7: Grafo T (5)

Usando a prova do Lema (5.3.7), imediatamente é obtido o seguinte resul-
tado.

Corolario 5.3.8. [46, Coroldrio 2.1] Nas mesmas hipoteses do Lema (5.3.7), o autovetor
1 t
de A; pode ser escrito como xj = — (12, —12) , e a particao dos vértices V (G) = VUV,
n 2 2
comVy={ve Vix;(v) = 1}eVa={ve Vix;(v) = —1} é precisamente a parti¢ao regular
de G em metades com graus descrita no Lema (5.3.7).

Vamos mostrar que ndo existem grafos conexos regulares bipartidos com 5

autovalores distintos, nos quais pelo menos quatro autovalores sao simples.

Proposicao 5.3.9. Ndo existem grafos r-regulares conexos com 2n vértices (n = 2) com
espectro {[r]1 (1] L 0]2n4, (-] L [—r]l}, onder > > 0.

Demonstragdo. Suponhamos que G é um grafo r-regular conexo com 2n vértices e
com espectro dado por {[r]l, [u]', 100274, (-], [—r]l}.

Pela Proposicdo (5.3.5) e pelo Coroléario (5.3.8), podemos assumir que os au-

tovalores u—ue-—-r, respectivamente, tem autovetores ortonormais como segue:

L it Voo vt 10 )t
o= ——(15,-14)"  xe=—=(14,-14,1},-1)
2n( w17 T A
e
M:L(lf ~14,14,-14,1%,-14,1° —1f)t
N A A S A S A S A O A
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Do Teorema 2.1.4 (Teorema de decomposi¢do espectral para matrizes hermi-
tianas), sabemos que se A é uma matriz real simétrica com {xj,...,X;} uma base orto-
normal de autovetores com autovalores correspondentes Ay, ...,1g, entdo A = /llxlx{ +

oo AgxsxE,

Entao

r
t t t t
A= EIanzn + UXoXy — UX3X3 — I'X4Xy,

ou equivalentemente,

L IS
DmA=r Tyt ]; —]Jn]_u T 1]E —]]g Jn
n It I
~Jr Jr —Jr2 Jn
Jo o =Jn Jn —Jn Jn —Jn Jn  —]n
~Jo Jp —Jn Jn —Jn Jn —Jn Jn
e O It I b
e R s TS Bt L R N 5.3)
Jo =Jn Jn —Jp Jp —Jn Jon  —]Jn

1 4 1 4 P 4
e O It I
—Jz ]g —Jn ]g —]% ]% —]g ]g

Por outro lado, considerando o trago de A%, obtemos

r+ uz =rn. (5.4)

Agora, vamos particionar V (G) da mesma forma que particionamos a matriz
x4xfi em (5.3), e denotamos por Vi, Vs, V3, Vy, V5, Vg, V7 e Vg 0s correspondentes sub-
conjuntos de vértices, respectivamente. Considerando a matriz de blocos A (V1, Vg) em
(5.3), temos

2nA(W, Vg) = (r—p+p+r)Je. (5.5)
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Logo, de (5.5), temos que 2nA(Vy, Vg) = 2r]u. Assim, n=r e A(V1, Vg) = Ju,
pois r #0.

Substituindo 7 = r em (5.4), obtemos r? + u? = r?, e dai que u? = 0. Isto im-

plica que u =0, o qual é uma contradicao, pois u > 0. d

Um ntmero complexo «a € dito inteiro algébrico se existe um polindmio mo-
nico p (x) € Z[x] tal que p (a) = 0. Denotamos por 2 o conjunto dos inteiros algébricos.
Notemos que como o polinémio caracteristico da matriz de adjacéncias de um grafo
é um polindmio monico com coeficientes inteiros, os autovalores de um grafo G sao

inteiros algébricos, isto €,

Specs (G) Q.

E conhecido que Q é um subanel de C, e QN Q = Z ([51]).

Um ntmero positivo m > 1 é dito livre de quadrados se ele ndo é divisivel por
p? para qualquer niimero primo p. Os inteiros algébricos da forma a + bv/D, onde D é

livre de quadrados e a, b € Q formam um corpo quadrdtico que é denotado por (\/5)

Usaremos o seguinte resultado sobre corpos quadréticos.

Lema 5.3.10. /51, Proposicdo 2.34] Seja w > 1 um inteiro livre de quadrados. Entéo

{p+gvw Ipgez} sew=2,3 (mod 4),

w
p+ q Ip,CIEZ} sew=1 (mod 4).

2

Notemos que se w =0 (mod 4) entdo m ndo é livre de quadrados.

Corolario 5.3.11. Suponhamos que G é um grafo r-regular conexo com 2n vértices e
com espectro dado por

Spec(G) = {[rll, (1], 1012, [—u]k,[—r]l},

r(n—r
0ndel+k+m:n,k:¥, kkm=1ler>u>0.
U
Entdo se u € Q, temos que |1 € Z, caso contrdrio, u= g/ w,ondeqeZew > 1 é
livre de quadrados.
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Demonstragdo. Consideremos o caso u € Q. Temos que o polindmio minimo de G é
monico dado por py, (G) = x (x* — r?) (x* — u?) = x°> — r?x® — p?x* + r?p®x. Além disso,
pm (G) € Z[x] [70, Lema 2.5]. Entdo, como p,, (G) (u) = 0, temos que u é um inteiro
algébrico, isto é, p € Q.
Portanto, temos que e QN Q =Z.
2

Agora, consideremos o caso u ¢ Q. Sabemos que u = P

, logo existem
w > 1 inteiro livre de quadrados e s € Q tais que y = sy/w.
Suponhamos w = 2,3 (mod 4). Pelo Lema 5.3.10, existem p, g € Z tais que

sv'w = p+ gy/w.Jaque 1,,/w sdo linearmente independentes sobre Q, temos p =0 e
s=¢q.Logo, u=qv/w,onde g€ Z.

Suponhamos w =1 (mod 4). Pelo Lema 5.3.10, existem p, g € Z tais que sy/w =

1+yw

p+ q. De novo, usamos que 1, /w sdo linearmente independentes sobre @, en-

tﬁop+g:0es:g.Logo,u:—p\/E,ondepEZ. O

Stevanovi¢ apresentou em [66] uma outra familia de grafos regulares como

no Caso 4.

Exemplo 5.3.12. Stevanovi¢ caracterizou em [66] todos os grafos regulares bipartidos
com espectro {[rll, [VT] rr=b p2tr=1 [—\/F]r(r_l) ) [—r]l}, r = 2, como sendo os grafos
de incidéncia de designs transversais 1-resolviveis TD (r, 1), este tipo de grafos sdo um

exemplo de grafos que nao correspondem ao grafo de incidéncia de um PBIBD.

O menor exemplo dessa familia, obtido fazendo r = 2, é o design transversal 1-
resolvivel TD (2,2), onde 4 = {{1,3},{2,4}}, By = {1,2}, B, = {2,3}, B3 = {3,4}, By = {1,4},
B, = {{1,2},{3,4}} e B, = {{1,4},{2,3}}. Podemos observar que ele ndo é um BIBD e

seu grafo de incidéncia (ilustrado na Figura 5.8) é o ciclo Cg, com espectro dado por

{2 V2P o, [-vaP 2]

5.4 Grafos bipartidos irregulares com cinco autovalores distintos
Para o Caso 4, a seguinte proposi¢do mostra que o grafo de incidéncia de um

BIBD com parametros (n, b, 1, k,a), n # b, tem espectro como nesse caso, isto é, um

grafo bipartido com cinco autovalroes distintos.
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Figura 5.8: Grafo de incidéncia do design transversal 1-resolvivel TD (2,2)

Proposicao 5.4.1. [25] O grafo de incidéncia de um BIBD com pardmetros (n, b, 1, k, a)

tem eSpeClTO
{[\/ﬁ]l,[ﬂ]"‘l,[mb—",[—m]"'l’ [—M]l}' >6)

Observamos que os grafos da Proposicdo 5.4.1 sao regulares se, e somente se
n = b (equivalentemente r = k). Esses sdo os grafos regulares bipartidos com quatro
autovalores distintos do Lema 4.4.1. Consequentemente, os grafos da Proposi¢do 5.4.1
com n # b sdo irregulares e tém espectro como no Caso 4, isto é, grafos bipartidos com

cinco autovalores distintos.

No seguinte exemplo apresentamos um grafo irregular desse tipo.

Exemplo 5.4.2. O grafo do Exemplo 3.2.7 é o grafo de incidéncia do design sobre os pon-
tos e planos de AG (3,2) (um BIBD com pardmetros (8,14,7,4,3)). Eum grafo bipartido
irregular com espectro { [2v7]', 1217, 1018, =217, [-2V/7]' } :

No exemplo a seguir apresentamos uma outra familia infinita de grafos com
espectro como no Caso 4, contendo grafos regulares e irregulares. Os grafos nessa fa-
milia sdo obtidos por uma constru¢do produto de um grafos de incidéncia de um BIBD

com parametros (v, b, 1, k, @).

Exemplo 5.4.3. Segue da Proposi¢do 5.4.1 que o grafo de incidéncia G de um BIBD com
parametros (v, b, 1, k, @) tem espectro como em (5.6), isto é, é um grafo bipartido que tem
quatro ou cinco autovalores distintos, dependendo se n = b ou ndo, respectivamente.
Logo, pela Proposicdo 5.4.1, para cada m = 2, G® J,, é um grafo bipartido com cinco

autovalores distintos, um deles igual a zero, tal que

Spec(G® Jp) = {[m\/ﬁ]l, [mvr=a]’ " 0P "2 [—myr—a)’ T, [—m\/ﬁ]l}.

84



Note que, pela Proposicdo 5.4.1 esses grafos sdo regulares se e somente se G for

regular, ou seja, se e somente b = n. Nesse caso, o espectro é dado por

Spec(G® Jy) = {[mr]l, [mvr— a]n_1 1012770 /7= a]n_1 , [—mr]l}.
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6 FAMILIAS INFINITAS DE GRAFOS INTEGRAIS COM
POUCOS AUTOVALORES DISTINTOS

Neste capitulo, inspirados no fato que muitos dos grafos com poucos autova-
lores distintos sdo integrais, estudamos esse aspecto. Em particular, caracterizamos to-
das as arvores com cinco autovalores distintos que sdo integrais. Além disso, obtemos
algumas familias infinitas de grafos bipartidos irregulares com cinco autovalores dis-
tintos. Finalmente, estudamos uma familia de grafos com 7 autovalores distintos, que
generaliza algumas das familias estudadas anteriormente, obtendo condi¢des para sua

integralidade.

6.1 Introducao

Desde 1974, quando Harary e Schwenk [41] fizeram a pergunta Quais gra-
fos tém espectro integral?, a busca por grafos integrais tem sido realizada intensiva-
mente (ver [6]). Especialmente a busca por grafos integrais diametro pequeno tem
um destaque importante no estado da arte desta pesquisa, como podemos ver em
[16, 17, 42, 54, 56, 75, 76, 77, 78, 79]. Mais recentemente foi provado que existem ar-

vores integrais de diametro arbitrério [23, 32].

Neste capitulo tratamos de grafos com cinco autovalores distintos. Nas proxi-
mas se¢des caracterizamos as arvores com 5 autovalores, distintos, que sdo uma classe

de arvores com diametro 3 ou didmetro 4.

Alguns destes resultados aparecem na literatura, mas de forma desorgani-
zada. Fazemos aqui uma descricdo homogénea e unificada, culminando com esta ca-

racterizacao.

Como exemplo, referimos a Watanabe e Schwenk, em [81], que determina-
ram os autovalores da arvore generalizada de Bethe de diametro 4, e provaram que é
integral se, e somente se, ¢ e ¢ + k sdo quadrados perfeitos. Revisitamos estes resul-
tados de forma natural com nossas técnicas, que sao distntas das apresentadoas na

literatura.

> , logo ndo é integral.

Observamos que Braga [12, Teorema 4.3.7] mostrou que o caminho P, € a tinica arvore

O caminho P, tem espectro {“2‘/5, ‘1+\/5, 1—2\/5’ —15\/5}
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com quatro autovalores distintos, e estabeleceu uma caracterizacdo de todas as arvo-
res com cinco autovalores distintos. De fato estas drvores sao grafos irregulares com

espectro como no Caso 4, quando o espectro é simétrico e um autovalor é zero.

Denotamos por T (k, ¢, d) e chamamos de double broom com n vértices, uma
arvore construida tomando-se o caminho de vértices 1,2,...,d, adicionando penden-
tes £ = 1 vértices adjacentes ao vértice 1 e k = 1 vértices pendentes adjacentes ao vér-
tice d, de tal forma que n = k+¢+d é o nimero de vértices da arvore e d+1 é o diametro

de T (ver Figura 6.1).

Figura 6.1: Double broom T (k, ¢, d) e arvore de Bethe generalizada de diametro 4

O seguinte resultado caracteriza todas as arvores com 5 autovalores distintos.

Teorema6.1.1. [12, Teorema 4.4.11] Seja T uma drvore com n = 4 vértices. Entdao T tem
cinco autovalores distintos se e somente se exatamente uma das trés situacoes abaixo

ocorre

(i) T # P4 é uma drvore de diametro 3.
(ii) T é uma double broom de didmetro 4.

(iii) T é uma drvore generalizada de Bethe de diametro 4.

Braga [12] estava interessado em autovalores distintos, nao necessariamente
integrais. Neste capitulo, vamos usar alguns de seus resultados para obter familias de
grafos integrais com 5 autovalores distintos. Mais precisamente, vamos caracterizar os

grafos que sdo integrais do Teorema 6.1.1.
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6.2 Double brooms de diametro 3

Uma 4arvore de diametro 3 pode ser vista como um caminho P, de dois vérti-
ces, em que colocamos k = 1 pendentes num dos vértices e colocamos ¢ = 1 pendentes
no outro vértice de P,, conforme ilustra a Figura 6.2. Nesta se¢do, caracterizamos todas

as arvores de didametro 3 que sdo integrais.

Figura 6.2: Arvore de diametro 3

Uma arvore de diametro 3 é uma double broom T (k,¢,2), uma vez que uma

arvore de diametro 3 tem exatamente 2 vértices nao pendentes e que sdo adjacentes.

Podemos calcular o espectro de qualquer arvore T = T (k, ¢,2) de diametro 3,
como mostrado no seguinte resultado. Observamos que T terd somente cinco autova-

lores distintos se T nao é o caminho P4 (o caminho P, é um 7'(1,1,2)).

Lema6.2.1. [12, Coroldrio 4.4.7] Para uma drvore T (k, ¢,2) de diametro 3, o espectro de

T édado por

1

(6.1)

0]k +-2 [+\/(k+€+l)+\/(k—€)2+2(€+k)+1
| 2

O seguinte resultado caracteriza todas as double brooms integrais com dia-
metro 3 onde k = ¢. Estes sdo grafos bipartidos regulares e com 5 autovalores integrais

distintos.

Teorema 6.2.2. Para qualquer inteiro s > 1, uma double broom T (k, k,2), com k = s*+s,

é integral com espectro dado por
{07262 4 s+ 1), 25}

Além disso, estas sdo as unicas drvores integrais da forma T (k, k,2).
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Demonstracgdo. Se s> 1, k = s2 + 5. Entdo, pelo Corolério 6.2.1, o espectro de T (k, k, 2)

2

(]
2k—2 2k+1+vak+1
[0] ,
2
Assim,
Ak+1=4s*+4s+1=(2s+1)?
e obtemos
2k+1+vV4k+1
> =?+2s+1=(s+1)?
(]

2k+1-vak+1

s°.
2

Reciprocamente, se para algum k = 1 a double broom T (k, k,2) é integral,
entdo 4k + 1 é um quadrado perfeito. Por isso 4k + 1 = (2s+ 1)?, para algum inteiro

s> 1. Portanto, k = s% + s. O

Do espectro de T (k, ¢,2), também obtemos outras familias infinitas de dou-
ble brooms integrais de diametro 3, com ¢ # k (familias infinitas de grafos integrais
irregulares bipartidos com cinco autovalores distintos). Primeiro mostramos que qual-
quer solucao positiva de uma certa equacao diofantina corresponde a uma 7 (k, ¥,2)

integral.

Teorema 6.2.3. Para qualquer inteiro positivo s, seja (a,b) uma solucdo positiva da
equacdo diofantina

sx>—(s+1)y*=s(s+1) (6.2)
com a>b>s. Una double broom T (k,?,2), comk=a*>—s—1el =b>+s, é integral

com espectro dado por
{10472, 20,4}

Além disso, essas sdo as tinicas double brooms integrais da forma T (k,?¢,2) comk # €.

Demonstragao. Comoa>b>s temosa>s+ledaik=a’-s—-1>s2+s=>0efl =

b>+s>s2+5>0. Logo o espectro da double broom T (k, ¢,2) estd dado por (6.1).

Temos k—¢ = az—bz—(25+1)yk+€: a? + b%® - 1. Usando o fato que (a, b) é

uma solucao de (6.2), obtemos
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(k=02 +2(1+k)+1=(a®-b*)’ —4(sa = (s+ b2 — s> —s)
= (@ -p)*-4(s(s+ 1) - 5% —s)
= (a*- 1)

k+0+1+V(k-02+2(0+)+1 @+ +(@-b>)
2 - 2 -

k+0+1-V(k=02?+2(0+k)+1 _ a®+b? - (a®- b
2 - 2

= b2

Portanto, T (k,¢,2) é integral com espectro {[0]¥*¢~2 +a, +b}.

Reciprocamente, suponha que a double broom G =T (k,¢,2) com k=1, ¢ =
1 é integral. Pelo Coroldrio 6.2.1, o espectro de G é {[0]1¥"/2 +1,,+1,}, onde A? =
’””% e A% = M%, com m = \/(k—€)2+2(ﬁ+k)+1 € Z. Entdao m? = (k- 0)*> +
2(k—£¢)+41+1,0qualimplica que m e k—¢ tém paridade oposta, assim m = k—¢+2t+1

para algum inteiro positivo ¢. Por isso

3 k+0+1+k—-¢+2t+1
B 2

=k+t+1

M

3 k+0+1-k+¢-2t-1 3
= > =

/-t

A3
Daiquek:/lf—t—lelz)lg+t.

Resta provar que (1, 1,) é uma solugdo positiva da equacao diofantina

tx? = (t+1)y* = t(t+1).

Temos
(k=C0+2t+1)2=m?=(k-0*+2(+k) +1.

Assim
2k—=0)Rt+ 1)+ Rt+1)?=20+k)+1,

o qual implica que
2(k—0)t=2A5- 1%
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por isso
(A2—A3-2t-1)t=A5- 12

logo
A2 —(t+ DA =t (t+1).

d

Observacao 6.2.4. Observamos que o par (a, b) = (s+1, s) é uma solugao de (6.2) que néo
satisfaz a restri¢do a > b > s, portanto ndo gera double brooms como no Teorema 6.2.3.
No entanto, essa solucdo, fazendo k = a®> —s—1, ¢ = b*> +sresultak = ¢ = s>+ s que é

exatamente a caracterizagdo dada pelo Teorema 6.2.2.

Exemplo 6.2.5. Para qualquer inteiro positivo s, podemos verificar que (4s* + 5s + 1,4s* + 3s)
é uma solugdo positiva de (6.2) que satisfaz a restri¢do a > b > s. Logo, pelo Teorema 6.2.3

T(s(s+1)(4s+3)?,s(s+1)@s+1)?,2) é uma double broom integral.

O objetivo agora é obter solucoes positivas da equacao diofantina (6.2), a qual
permite construir double brooms integrais de didmetro 3. Notamos que a equacao de
Pell x> - s(s+1)y? = 1 associada a equacdo (6.2) tem infinitas solucdes inteiras posi-
tivas, uma vez que s e s+ 1 sdo primos relativos [50, Proposition 17.5.2]. Utilizando as
solucoes da equacgdo de Pell, obtemos uma relacdo de recorréncia que gera infinitas

solucoes positivas da equacao (6.2) a partir de qualquer solugdo particular.

Lema 6.2.6. [13, Lemma 3.5] Para qualquer inteiro positivo s, dada uma solugdo par-
ticular (a, b) da equacgdo diofantina (6.2), os pares ordenados (a;, b;) ;o sdo solugoes de
(6.2), onde

B (as+ bv/s(s+ 1))/1{ +(as—bvs(s+ 1))/15

p— 28 )

- (avs(s+ D +b(s+ 1A - (av/s(s+ 1) - b(s+1)A}
T 2(s+1) '

ai

comAy=2s+1+2y/s(s+1) el =25+1-2v/s(s+1). Em particular, se a> b = 0, entdo

a; > b; > s para todoi > 0.
o Teorema 6.2.3 junto com o Lemma 6.2.6 produz uma maneira de construir

familias infinitas de double brooms integrais da forma T (k, ¢,2) (grafos bipartidos irre-

gulares integrais com cinco autovalores distintos.)
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Coroléario 6.2.7. Seja s um inteiro positivo e sejam

a; = s+1+2”s(s+1) (2s+1+2 s(s+1))i+(s+l_2” S(s+1))(2s+1—2 s(s+1))i,
bi = H%M)(zwuz s(s+1))i+(s_— ”82(3“))(2“1—2 s(s+1))i,

para qualquer i > 0. Entédo a double broom T (k;, ¢ ;,2) é integral com espectro dado por
{05072 s a;, 2,
ondek; = a?—s—l el; = b§+s.

Demonstragdo. O resultado segue da aplicacdo do Teorema 6.2.3 e do Lema 6.2.6 para

a solugdo particular (s + 1, s) da equacao (6.2). O
S (ai, by) k; l; Ordem Espectro
1 (a1, by)=(10,7) 98 50 150 {101'4%, +10, £7}

(az,bp) = (58,41) 3362 1682 5046 {101°%42, £58, +41}

2 (a,h) =(27,22) 726 486 1214 {1011210, +27, 422}
(a2, b)) = (267,218) 71286 47526 118814 {[0]'!8810 +267,+218}

3 (a;,b1)=(52,45 2700 2028 4730 {101*7%%, +52, +45}
(az,bp) = (724,627) 524172 393132 917306 {[0]°17%2, +724,+627}

Tabela 6.1: Grafos integrais da familia no Coroldrio 6.2.7.

A Tabela 6.1 apresenta algumas double brooms integrais da familia dada no
Corolério 6.2.7. Observamos que o grafo de menor ordem nesta familia tem 150 vérti-
ces, portanto é improvével que eles sejam encontrados por meio de uma pesquisa no

computador.

O Corolario 6.2.8 d4 mais uma familia infinita de double brooms.

Coroléario 6.2.8. Seja s um inteiro positivo tal que s+ 1 é um quadrado perfeito e seja

1 i
(2s+1—2 s(s+1)) ,

1 j
a; = (23+1+2 s(s+1)) +
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bi:‘/;(zs+1+2 S5+ 1))i—‘/7§(2s+1—2 S(s+ 1))

i

para qualquer i > 0. Entdo a double broom T (k;, ¥ ;,2) é integral com espectro dado por
{05672 s ay, 1,

ondek;=a;—s—1el;=b;+s.

Demonstragdo. O resultado segue da aplicacdo do Teorema 6.2.3 e do Lema 6.2.6 para

a solucdo particular (a, b) = (V/s+1,0) da equacg@o (6.2). O
S (a;, bi) k; l; Ordem Spectro
3 (a1,by) = (14,12) 192 147 341 {10137, £14, 12}
(az, by) = (194,168) 37632 28227 65861 {[015%857  +194, +168}
8 (a1,b1) = (51,48) 2592 2312 4906 {101%992, +51, +48}

(az,b2) = (1731,1632) 2996352 2663432 5659786  {[01°%°9782 +1731,+1632}

15 (a1,b1) = (124,120) 15360 14415 29777 {10177, +124, £120}
(az, bp) = (7684,7440) 59043840 55353615 114397457  {[0]'143974%3 17684, +7440}

Tabela 6.2: Grafos integrais da familia no Coroldrio 6.2.8.

A Tabela 6.2 apresenta algumas double brooms integrais da familia dada no
Corolério 6.2.8. O grafo de menor ordem nesta familia é 7 (192,147, 2), que possui 341

vértices.

Mais familias infinitas de double brooms integrais poderiam ser geradas usando

outras solucoes de (6.2).

Corolario 6.2.9. Seja s > 1 um inteiro positivo tal que s e 2 (s + 1) sdo quadrados perfei-

tos e sejam
s 1(v2-1 i Vs+1(vV2+1 '
a =20 (2\/_ )(23+1+2\/s(s+1))l+ i (2\/_+ )(2s+1—2\/s(s+1))l,
2-1 i 2+1 '
bi:—\/}(\g )(25+1+2 s(s+1))l—@(25+1—2 S(S+1))l,
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para qualquer i > 0. Entdo a double broom T (k;, ¢;,2) é integral com espectro dado por
{05672 s ay, 2,

ondeki=a;—s—1el;=b:+s.

Demonstragdo. O resultado segue da aplicacdo do Teorema 6.2.3 e do Lema 6.2.6 para

a solugdo particular (a, b) = (v2 (s +1),—/s) da equacdo (6.2). O
s (ai, b;) k; l; Spectrum
49 (270,301) 72850 90650 {[01163498  1+270,+301}
(56290, 55657) 3168564050 3097701698 {[076266265746 156290, +55657}
1681 (1566, 1763) 2450674 3109850 {101°°69522 11566, +1763}

(326482,325991) 106590494642 106270133762 {[0)212860628402 ' 396482, +325991}

57121 (9126,10277) 83226754 105673850 {[0]188900602 '+ 9126, +10277}

(1902602,1900289) 3619894313282 3611098340642  {[0]7230992653922 /1902602, +1900289}

Tabela 6.3: Grafos integrais da familia no Coroldrio 6.2.9.

A Tabela 6.3 apresenta algumas double brooms integrais da familia dada no
Corolério 6.2.9. O grafo de menor ordem nesta familia é T (72850, 90650, 2), que possui
163502 vértices.

6.2.1 Relacao com Grafos Uniciclicos Integrais

Em [13], Braga et. al. estudam grafos uniciclicos integrais. Em particular sao
caracterizados os grafos Cs2(p, ¢,0,0) que sao integrais. Denota-se por Cs2(p, ¢q,0,0) o
grafo uniciclico obtido adicionando caminhos pendentes aos vértices de um ciclo Cs.
Mais precisamente, sdo anexadas p e g copias do caminho P, a dois vértices adjacen-
tes u e v do ciclo, respectivamente, com p,q = 1, e os demais vértices ndo possuem
caminhos pendentes. A Figura 6.3 ilustra esse grafos. E um fato curioso que as equa-
¢oes Diofantinas que aparecem na secao anterior sdo exatamente as mesmas que sio

estudadas pelos autores de [13] na obtencdo dos seus resultados.
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E natural, portanto, que uma bijecdo entre as arvores integrais T (k,¢,2) de
diametro 3 e familias de grafos bipartidos uniciclicos integrais de diametro 3, que é o

objetivo desta subsecao.

Figura 6.3: C42(p, q,0,0)

O resultado abaixo fornece o espectro de Cs2(p, g,0,0).

Lema 6.2.10. [13, Teorema 3.2] O espectro de C42(p, q,0,0), comp=1eq =0, édado

por

(pra+se\p-aP+2(pra)+s

(012, [+1]PT971 + 5 . (6.3)

Inspecionando o espectro de C,2(p, g,0,0), para o caso onde p = ¢q, obtém-se

uma familia infinita de grafos integrais.

Teorema 6.2.11. /13, Teorema 3.3] Para qualquer inteiro s > 1, o grafo C42(p, p,0,0),

com p = s*> + s —2, é integral com espectro dado por
{1017, [ 11°P71 45, + (s + D)}
Além disso, esses sdo os unicos grafos integrais da forma Cy2(p, p,0,0), onde p = k—2.

Teorema 6.2.12. Seja p = k—2. Para cada drvore double broom integral T (k, k, 2) existe

um unico grafo uniciclico integral C4 2 (p, p,0,0).

Demonstragdo. O resultado segue da aplicagdo do Teorema 6.2.2 e do Teorema 6.2.11

parap=k-2. O
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Qualquer solucdo positiva da mesma equacao diofantina corresponde a um

Cs2(p, q,0,0) integral.

Teorema 6.2.13. [13, Teorema 3.4] Para qualquer ntimero inteiro positivo s, seja (a, b)

uma solugdo positiva da equagdo diofantina
sx>—(s+1)y*=s(s+1) (6.4)

coma>b>s. 0 grafo Cs2(p,q,0,0), com p = a’—s-3e q= b?>+s-2,6 integral com
espectro dado por

{101%, [+1)7*97 £ a, +b}

Além disso, esses sdo os unicos grafos integrais da forma Cy2(p, q,0,0) com p # q.

Teorema 6.2.14. Sejam p = k—2 e q = ¢ — 2. Existe uma correspondéncia entre cada

double broom integral T (k, ¢,2) e um grafo uniciclico integral C42(p, q,0,0).

Demonstragdo. O resultado segue aplicando o Teorema 6.2.3 e o Teorema 6.2.13 para
p=k-2eq=¢-2. O

6.3 Double brooms com diametro 4

O Teorema 6.1.1 nos diz que double brooms T (k, ¢,3) de diametro 4 sdo exem-
plos de uma classe de arvores com exatamente cinco autovalores distintos. A Figura 6.4

ilustra uma T'(k, ¢, 3). Nesta secao verificamos que nenuma delas é integral.

Figura 6.4: Double broom T (k,?,3)

O resultado abaixo fornece o espectro de uma T (k, ¢, 3).
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Lema 6.3.1. [12, Coroldrio 4.4.9] O espectro da drvore T (k, ¢,3) é dado por

> (6.5)

{[0]”4 +\/(k+€+2)i\/(k—€)2+4}

O resultado abaixo aparece em [17], mas a nossa prova é natural e distinta.

Proposicao 6.3.2. A double broom T (k,¥,3) ndo é um grafo integral.

Demonstragdo. Suponhamos que T (k,¢,3) é um grafo integral. Entao (k — 0)?+4éum
quadrado perfeito e podemos escrever (k — 0?+4=c*ceZ entiod=c?—(k-0)* =

[c—(k—20)][c+ (k- ¢)]. Temos as seguintes possibilidades:

c—k+l=2ec+k—-¢=2entdo ¢ =k.

e c—k+l=-2ec+k—-¢=-2entdo ¢ =k.

. c—k+€:4ec+k—€:1ent€10£—k:%’.

s c—k+l=-4ec+k-¢=-lentdo { —k=-3.
. c—k+€:1ec+k—£:4entﬁo€—k:—%.

. c—k+€:—1ec+k—€:—4entﬁp€—k:%.

Como 7 e k sdo inteiros positivos, entdo ¢ = k. Por outro lado, se ¢ = k, assim

(k—¢)? + 4 = 4. Portanto (k—¢)* + 4 é um quadrado perfeito se, e somente se ¢ = k.

\/(k+€+2)i\/(k—€)2+4 2k+2+2
Logo + 2

=+ — = +vVk+1+1, logo k+2 e k sdo
quadrados perfeitos, isto €, k = sek+2=1% para alguns s,f € Z e assim 2 = 2 — 2,

Temos as seguintes possibilidades:

t—s:let+s:2entﬁos:%.

. t—s:—let+s:—2entﬁos:—%.
. t—s:2et+s:1entéos:—%.
. t—s:—2et+s:—1entﬁos:%.
Concluimos que T (k, ¢,3) ndo é um grafo integral. O
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6.4 Arvore de Bethe generalizada

Para uma 4rvore de Bethe generalizada T de diametro 4 (ver Figura 6.1 a di-
reita), com n = k(¢ + 1) + 1 vértices, onde k = 2 é o grau daraiz e £ + 1 é o grau de cada

vértice do nivel 1, com ¢ = 1, temos o seguinte resultado.

Lema6.4.1. [12, Coroldrio 4.4.10] Para uma drvore de Bethe generalizada T de diametro

4, o espectro de T é dado por

(7,

] v

Dai observamos que uma arvore de Bethe generalizada de diametro 4 é in-
tegral se, e somente se ¢ e ¢ + k sdo quadrados perfeitos. Se £ e ¢ + k sao quadrados
perfeitos, entdo ¢ = s e £ + k = t?, respectivamente, para alguns s, t € Z. Consequente-
mente s> + k = t2, isto é, k = t? — s?. Agora o problema é determinar quando podemos

escrever k como diferenca de dois quadrados.

Proposicao 6.4.2. Seja m um inteiro positivo. Entdo m é a diferenca de dois quadrados

se, e somente se m > 1 é impar ou m >4 é um multiplo de 4.

Demonstragdo. Notemos primeiro que os nimeros impares podem ser expressos Como

a diferenca de dois quadrados: se m =2w +1, w > 0, entdo 2w + 1 = (w + 1)> — w?.

Muiltiplos de 4 também podem ser expressos como a diferenca de dois quadrados: se
m=4w w>1,entdo 4w = (w + 1)% — (w - 1)

Temos mostrado que se m impar ou multiplo de 4, entao é diferenca de qua-
drados. Precisamos mostrar a reciproca. Suponha que m = x* — y* = (x+y) (x - y).
Como x+ y e x—y diferem pelo ntimero par 2y, ambos sdo pares ou impares. Se ambos
forem pares, entdo m = (x+ y) (x— y) é um produto de dois nimeros pares, portanto,
um multiplo de 4. Se ambos forem impares, entdo m é um produto de dois niimeros

impares, entdo m é impar. Portanto m é impar ou m é um multiplo de 4. O

Teorema 6.4.3. Uma drvore de Bethe generalizada T de diametro 4 é integral se e so-

mente se ¢ = s* paraalgumseZ—{0} ek = 2—s2 Vt>s.

Demonstragdo. O resultado segue a aplicacao da Proposicao 6.4.2. O

Exemplo 6.4.4. As drvores de Bethe generalizadas integrais de menor ordem tém os se-

guintes parametros. Para ¢ = 1, os valores de k séo elementos do conjunto {t>—1|1< t€
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7} = {3,8,15,...}; Para ¢ = 4, os valores de k sdo elementos do conjunto {t*> — 4|2 < t €
7} =1{5,12,21,...}.

6.5 Familia de grafos </

Uma outra familia infinita de grafos bipartidos irregulares como no Caso 4 do
Capitulo 5 (5 autovalores distintos, sendo um deles nulo) foi apresentada por De Lima

et al [26], que definimos a seguir. Denotemos essa familia por <.

Um grafo da familia ¢, ilustrado na Figura 6.5, é um grafode n=r+r'+q+2
vértices construido a partir de dois vértices u e v nos quais podemos colocar r e r’
pendentes, respectivamente, e ainda ha um conjunto de g vértices que sdo vizinhos

comuns de u e v, de forma que u e v sdo os tnicos vértices de grau maior do que 2.

Figura 6.5: Familia de grafos «f

Essa familia foi estudada por De Lima et. al [26] com o objetivo de caracterizar
os grafos integrais que tém exatamente dois vértices de grau maior que 2. Em particu-
lar, os autores consideram o parametro g > 1. Notemos, adicionalmente, que os ciclos
de um grafo da familia «/ sdo todos de comprimento par, logo os grafos sao bipartidos.
Nessa sec¢do, estudaremos esta familia com o objetivo de caracterizar parametros que

garantem poucos autovalores inteiros.

De Lima et al [26] mostraram que um grafo de ordem n desta familia tem

=4 (x* = (r+r'+2q)x*+rr'+ rq+r'q) e espectro dado por

r+r' +2q+4\/(r—r)*+4q?

2

polindmio caracteristico x

(014, + (6.6)
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Vamos primeiro fazer uma extensdo e considerar os parametros g =0e g = 1.

Coroldrio 6.5.1. Seja q = 0. Um grafo da familia «¢ é integral se e somente ser er' sdo

quadrados perfeitos.

Demonstragdo. Se tivermos g = 0, os autovalores diferentes de zero sdo dados por
It (r—1" . L - L. ~

+/ HEEEET) isto €, /T e V7, entdo o grafo é integral se e somente se e 1’ sd0

quadrados perfeitos. O

Observemos que no caso g = 0, o grafo (desconexo) é a unido das estrelas K ,
e K;, 1, entdo seu espectro é {+/7, [0]"*,£V1'}. Se r = r' o grafo possui 3 autovalores

distintos, caso contrdrio o grafo possui 5 autovalores distintos.

Observagdo 6.5.2. Se g = 1, um grafo na familia «¢ é uma double broom T (r,1',3),
uma drvore com didmetro 4, a qual é um grafo bipartido irregular com cinco autovalores

distintos, ndo é integral pela Proposi¢do 6.3.2.

Teorema 6.5.3. Sejam q =2 er =r'. Um grafo da familia < é integral se e somente se
-
2

r=s? paraalguml<seZeq= s >2épanVtelZ.

Demonstragdo. Sejam g =2 e r = r'. Sabemos que um grafo da familia </ tem quatro
autovalores distintos diferentes de zero dados por +/7 + £ g, ouseja, +\/7 e /7 + 24,
entdo o grafo é integral se, e somente se r e r +2¢ sdo quadrados perfeitos, entdo r = s?
e r +2q = t?, respectivamente para alguns s, t € Z. Consequentemente s> +24g = t2, ou
seja, 2g = t? — s%. O problema agora é determinar quando podemos escrever 2¢ como
a diferenca de dois quadrados.

Pela Proposicdo 6.4.2, 2q é a diferenca de dois quadrados se e somente se
2q > 1 for impar (o que é impossivel) ou 2g > 4 for um muiltiplo de 4, entdo 2q sera a

diferenca de dois quadrados se e somente se g = (> — s%)/2 > 2 for par. O

Exemplo 6.5.4. Os grafos integrais da familia «f com menor ordem e r = r'’ sdo os se-
guintes. Parar =r1' =1, dai q pode ser4 = (3* —1%)/2,12 = (5* = 1%)/2,.... Ser = ' = 2*
daiq=6=(4"~2%)/2,32 = (6*~2%)/2,...

Observacao 6.5.5. O Teorema 6.5.3, em particular, implica que ndo existem grafos in-
tegrais nesta familia com q = 2. Ou seja, grafos cujo unico ciclo é um quadrado e com

niimero de pendentes iguais em vértices ndo adjacentes, ndo podem ser integrais.
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Para r # r’ ndo obtivemos uma descri¢ao completa dos parametros que defi-

nem grafos integrais da familia </, mas claramente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.5.6. Sejam r,1’', q inteiros positivos que definem um grafo da familia < .

G é integral se e somente se existem inteiros a, b, c que satisfazem
o a’=(r—r)+4q>%
e 20 =r+r'+2q+a;

e 2¢=r+r'+2¢g-a.

Exemplo 6.5.7. Ndo é dificil calcular os primeiros valores que satisfazem a proposigao.

(r',r,q) Spectro (r',r,q) Spectro
(3,6,2) [+3,+2,0] | (61,76,4) | [£9,+£8,0]
(12,28,6) | [+6,%4,0] | (34,39,6) | [£7,+6,0]
(46,55,6) | [£8,£7,0] | (9,72,8) | [£9,+4,0]

6.6 Uma familia de grafos bipartidos integrais com sete autovalores

distintos

Nesta secao, estudamos uma familia de grafos que engloba as double brooms

de diametros 3, que caracterizamos na Secao 6.2.

Em [80] Wang define uma familia particular de grafos bipartidos, cujo polino-
mio caracteristico € obtido usando ferramentas da teoria de matrizes. O grafo K, ; =
K4,r com p +2q + r vértices é obtido adicionando as arestas {vi w;li = 1,2,...,q} aos
dois grafos disjuntos K, com conjuntos de vértices Vi = {u;|i =1,2,..., p}, Vo = {v;]
i=1,2,...,q} e K4, comconjuntos de vértices Uy = {w;|i = 1,2, ...,q}, Uz = {z;li = 1,2,

..., T}, respectivamente. A Figura 6.6 ilustra o grafo K, ; = K .

Pode-se calcular o espectro de qualquer grafo K, ; = K », como mostrado no

seguinte resultado. O grafo terd sete autovalores distintos se g # 1.

Lema 6.6.1. (80, Teorema 3] O espectro do grafo K, 4 = K, é dado por

1

(pq+6/r+1)i\/(pq+qr+1)2—4pq2r
2

(0172, [+1]971, | + , (6.7)
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Figura 6.6: Familia de grafos K, ; = K;

Observacgao 6.6.2. Notemos queseq =1, ografoK, | = Ky, éumadouble broom T (k, ,2)
de diametro 3. Este grafo tem 5 autovalores distintos e sua integralidade foi estudada

neste capitulo.

Naturalmente que para determinarmos quando os grafos K, ; = K, sdo in-
tegrais, basta verificar quando as solucdes da equacio x* — (pg + gr + 1)x* + pg®r sdo
inteiras. Isso pode ser feito de diferentes maneiras, e cada maneira pode gerar fami-
lias distintas de grafos integrais. Wang [80] obtém algumas condicdes para que estes
grafos sejam integrais. Em particular ele estuda o caso de grafos regulares integrais. O
seguinte resultado caracteriza todos os grafos K, ; = K; ; integrais onde p = r. Cabe
ressaltar que os grafos obtidos sdo irregulares. Portanto obtemos familias de grafos in-

tegrais bipartidos mas nao regulares.

Teorema 6.6.3. Para qualquer inteiro s > 1, um grafo K, ; = Ky r, com pq = s’+s, 6

integral com espectro dado por
{01772, [£11971 £ (s + 1), £}
Além disso, estes sdo os unicos grafos integrais da forma Ky, 4 = Ky .

Demonstracdo. Se s> 1, pq = s*> + s. Entdo, pelo Lema 6.6.1, o espectro de Kpq=Kgp

2

e

[O]Zp_z,[il]q_l,i\/ZPqu 1+y/4pg+1

2
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Assim,

4pg+1=4s>+4s+1=(2s+1)*

e obtemos
2 +1+./4 +1
P4 5 P4 =2 4+2s+1=(s+1)?
e
2pqg+1—-+/4pg+1 9
= 5.

2

Reciprocamente, se para algum p > 1 o grafo K, ; = K, € integral, entdo
4pg + 1 é um quadrado perfeito. Por isso 4pg + 1 = (2s + 1)2, para algum inteiro s > 1.

Portanto, pg = s2+s. O

Do espectro de K, ; = K, também obtemos outras familias infinitas de gra-
fos irregulares bipartidos integrais com sete autovalores distintos, com p # g. Primeiro
mostramos que qualquer solucdo positiva de uma certa equacao diofantina corres-

ponde a um K}, ; = K, integral.

Teorema 6.6.4. Para qualquer inteiro positivo s, seja (a,b) uma solugdo positiva da
equacdo diofantina

sx>—(s+1)y*=s(s+1) (6.8)

com a>b>s. Un grafo K, ; = Ky, com pq = a’?-s—1eqr=Db*+s, éintegral com
espectro dado por

{[01P*72, (411971 +a,+b}.

Além disso, esses sdo os tinicos grafos integrais da forma K, 4 = K4, com p # q.

Primeiro notemos que (s + 1, s) é uma solugdo positiva da equacao (6.8), que
nao satisfaz a restricao a > b > s. De fato esta solu¢do pode ser usada para gerar os
grafos K, 4 = Ky, integrais do Teorema 6.6.4. Também podemos verificar que o par

(4s* +5s+1,45% + 3s) é uma solugdo positiva de (6.8) que satisfaz a restricdo a > b > s.

2

Demonstragdo. Como a > b > s, temos a > s+ 1 edai pg=a ~s—1>s*+s=20e

qr =b*+s> s> +5=0. Logo o espectro do grafo Ky,q = Kg,r estd dado por (6.7).

Temos pq— qr = a®> —b*>— (2s+1) y pq + qr = a®> + b*> — 1. Usando o fato que

(a, b) é uma solucao de (6.8), obtemos
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(pg—qr)* +2(pg+qr)+1=(a>-b*)’ -4(sa® - (s + ) b — s —s)
(a®-b?)° —4(s(s+1)—s*—5s)
(a*~ )"

pa+ar+1+y/(pa-ar)’ +2(pa+ar)+1 @112+ (@ -1 _
2 - 2 -

pa+ar+0+1-\/(pa-arf +2(pa+ar)+1 @112 (@ -1
2 - 2 -

b

Portanto, K, ; = K, » € integral com espectro {[0]P*"~2,[+1]97!, +a, +b}.

Reciprocamente, suponha que o grafo G = K, ; = K5, com pg =1, qr =1
é integral. Pelo Corolério 6.6.1, o espectro de G é {[0]”*"~2 [£1]97!,+1,,+1,}, onde

A2 = PAXGTIEM o 32 — PAHATIVM com gp = \/(pq— gr)’ +2(pg+qr)+1e Z. Entdo

m? = (pg - qr)2 +2(pg—qr)+4pr+1, o qual implica que m e pg — qr tém paridade

oposta, assim m = pq — qr + 2t + 1 para algum inteiro positivo ¢. Por isso

pg+qr+1+pg—qr+2t+1
2

A% = =pg+t+1

pqg+qr+1-pqg+qr—-2t-1

A2 =
2 2

=qr-t.
Daique pg=Ai—t—-leqr=2A5+t.

Resta provar que (11, 12) é uma solucao positiva da equacgao diofantina

X —(t+ 1)y =t(t+1).
Temos
(pg—qr+2t+ 1)2: m? = (pq—qr)2+2(pq+qr)+1.

Assim

2(pg—qr)@t+1)+ Qi+ 1> =2(pg+qr)+1,

o qual implica que

(pg—qr)t=25-1,
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por isso
(A=A3-2t-1)t=25- 1>

logo
tAZ—(E+ DA =t(t+1).
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes do presente trabalho e as con-

tribuicoes para a continuidade e sugestdes nesta drea de estudo.

7.1 Conclusoes

Apresentamos nossa contribuicao para dois problemas propostos por Nikifo-
rov em [60], que estdo relacionados a caracterizacdo da igualdade em cotas para ener-

gia de grafos e a norma do traco para matrizes.

Problema 1. /60, Problema 2.13] Dar uma caracterizagdo construtiva de todos os grafos
G de modo que os autovalores ndo nulos de G diferentes do indice tenham o mesmo valor

absoluto.

Problema 2. [60, Problema 2.40] Dar uma caracterizagdo construtiva de todos os grafos

conexos irregulares G de ordem n com |, (G)| =--- = |1, (G)|.

Consideramos as familias ¢, e 4, de grafos ndo vazios de ordem n que aten-
dem as propriedades exigidas nos Problemas 1 e 2 respectivamente. Os grafos dessas

familias tém no maximo dois autovalores ndo nulos distintos em valor absoluto.

Obtivemos uma caracterizacao construtiva de todos os grafos regulares cone-
X0s em ¥, com trés autovalores distintos e também daqueles com quatro autovalores
distintos nos quais o indice nao € o tinico autovalor simples. Além disso, apresentamos
varias familias infinitas de grafos conexos em ¢%,, com quatro autovalores distintos, em

que o indice é o tnico autovalor simples.

No caso de grafos irregulares conexos em %,,, demos uma caracteriza¢ao cons-
trutiva quando eles tém trés autovalores distintos, onde um deles é igual a 0, e também
quando eles tém trés autovalores ndo nulos distintos, em que um deles é igual a 2. To-
dos os grafos irregulares em %,, com trés autovalores ndo nulos distintos, que sdo preci-
samente os grafos em ., foram caracterizados como grafos multiplicativos integrais.
Embora essa caracteriza¢cdo ndo seja construtiva, apresentamos duas familias infinitas
desses grafos que incluem aquelas em que 2 é um autovalor. Além disso, mediante uma

constru¢do usando o produto de Kronecker com grafos dessas familias, geramos duas
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novas familias infinitas de grafos irregulares conexos em %, com quatro autovalores

distintos.

Com o objetivo de aprofundar no estudo de grafos com poucos autovalores
distintos, motivados pelo fato que os grafos em ¥%,, pertencem a familia %,, de grafos
de ordem n que possuem no maximo dois autovalores nao nulos distintos em valor ab-
soluto, estendemos os resultados do capitulo anterior, e apesar da impossibilidade de
caracterizar os grafos em %, avancamos com o estudo de grafos bipartidos regulares
com 4 autovalores distintos e grafos bipartidos com 5 autovalores distintos, obtendo
uma caracterizacao para o caso de grafos distancia regular, assim como o resultado
que garante a ndo existéncia de grafos conexos regulares bipartidos com 5 autovalores
distintos, nos quais pelo menos quatro autovalores sdo simples, finalmente para gra-
fos irregulares bipartidos com 5 autovalores distintos mostramos uma forma de gerar

novos grafos desse tipo usando grafos ja conhecidos.

No relativo a grafos integrais com poucos autovalores distintos, caracteriza-
mos todas as drvores com cinco autovalores distintos que sdo integrais, além disso, ob-
tivemos algumas familias infinitas de grafos bipartidos irregulares com cinco autova-
lores distintos. Também, estudamos uma familia de grafos com 7 autovalores distintos,
que generalizada algumas das familias que foram estudadas anteriormente, obtendo
condicoes para sua integralidade. Finalmente mostramos uma relacdo entre uma as
arvores integrais de didametro 3 e familias de grafos bipartidos uniciclicos integrais de

didmetro 3.

7.2 Trabalhos futuros

Na sequéncia do presente trabalho surgiram alguns aspectos que se revela-
ram interessantes para fazer uma abordagem mais detalhada. A continuacao sao refe-

ridos aqueles que poderdo vir a ser objeto de futuros estudos, como por exemplo:

» Parauma caracterizacdo completa dos grafos que tém espectro como no Caso
3, resta considerar grafos irregulares que sao grafos de incidéncia de um de-

sign multiplicativo uniforme nao simétrico.

* Verificar se existem grafos irregulares do Caso 3 que nao sdo grafos de inci-

déncia de um design multiplicativo uniforme ndo simétrico.
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Também é importante caracterizar os grafos desconexos de %, \ %,,.

Pode-se verificar se existem outros grafos com espectro como no Caso 4 que
ndo pertencem as familias apresentadas ou que sejam obtidos mediante uma

construc¢do usando produto de grafos com os grafos desas familias.

Para os grafos regulares com espectro como no Caso 4, pode-se também es-

tudar grafos de incidéncia de um design que ndo seja um PBIBD.

Para os grafos irregulares com espectro como no Caso 4, pode-se estudar gra-
fos com 5 autovalores distintos que nao sejam grafos de incidéncia de BIBDs

nao simétricos.
Dar uma caracterizagdo completa dos grafos integrais na familia <.

Estudar mais a profundidade os grafos integrais com espectro como nos Ca-

sos3e4.
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