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Abstract

This work presents results on p—parabolicity, with p > 1, for a complete Riemannian
manifold M, in terms of the decay of its Ricci curvature. Furthermore, the concept of
(G, p)—parabolicity is defined, where G is a group of isometries of M, and it is obtained a
criterion for (G, p)—parabolicity and an application in the case of the Riemannian manifold

H? x R.

Keywords: Riemannian manifold, submersion, Bishop—Gromov, p—parabolic.



Resumo

Neste trabalho sao apresentados, resultados sobre p—parabolicidade com p > 1, para
uma variedade Riemanniana completa M em termos do decaimento de sua curvatura de
Ricci. Além disso, é introduzido o conceito de (G, p)-parabolicidade, onde G é um grupo
de isometrias de M, e é obtido um critério para (G, p)—parabolicidade e uma aplicagdo no

caso da variedade Riemanniana H? x R.

Palavra-chave: Variedade Riemanniana, Submersao, Bishop—Gromov, p—parabdlica.
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Capitulo 1

Introducao

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado p > 1, o p—Laplaciano A,

em M é definido por

Vu

Ay(u) = div (—HVUHQ_p

), ue C?(M).

Para p = 2, é o operador Laplaciano usual, onde div e V representam o divergente e o
gradiente na métrica de M.

Uma fungdo u € C' (M) é dita p—superharmonica se A,(u) < 0 (no sentido das
distribuigoes). M é dita p-parabdlica, para algum p > 1, se qualquer supersolugao para o
p-laplaciano limitada inferiormente é constante.

A existéncia de fung¢oes p—harmonicas ou p—sub/superharménicas, nao constantes,
em uma variedade Riemanniana completa, é um problema que vem sendo estudado ha
muito tempo. Em diversas situacoes, esta questao envolve hipdteses sobre a curvatura de
Ricci de M. Um artigo cldssico sobre este tema, no caso p = 2, é [14] de 1975, onde é
provado, usando estimativas de gradiente, que toda fungao harmonica positiva em uma
variedade Riemanniana com curvatura de Ricci nao negativa deve ser constante. Nessas
condicoes, M satisfaz uma propriedade do tipo Liouville, ou seja, toda p—harmonica
limitada inferiormente é constante. A respeito disso, é importante salientar que essa
condigao de [14] ndo pode ser estendida para 2—parabolicidade, tendo em vista que R",

com n > 3, nao é 2—parabdlico.



Ainda em 1975, o trabalho [4] obteve resultados de nao existéncia, com p = 2, para
funcoes superharmonicas positivas, com hipdteses envolvendo volume de bolas geodésicas
e curvatura de Ricci nao negativa, fora de conjuntos compactos de uma variedade Rie-
manniana completa.

Em [11] e [12], os autores apresentam resultados do tipo Liouville para o caso de
funcoes p—subharmonicas, em espacos L? com ¢ > 0 e também para funcoes de classe
C?, utilizando hipéteses relacionadas & curvatura de Ricci e ao volume. Este é um dos
trabalhos que destaca a importancia das fungoes p—harmonicas para a compreensao da
geometria de M.

Os principais resultados deste trabalho envolvem a condicao de p—parabolicidade, e
nesse sentido, um trabalho que deve ser mencionado aqui é [13], onde é encontrado um
critério utilizando curvatura seccional e valores de p dependentes de n e de uma constante
maior que 1, mais precisamente,

(Proposicao 1 de [13]) Suponha que exista uma constante ¢ > 1 e um conjunto com-

pacto K C M de tal modo que

—c(c—1)

)= =)

para todo z € M\ K e todo subespaco bidimensional P C T, M, que contém o vetor radial
Vd(z), onde d(x) é a distancia até um ponto fixo o de M. Suponha que p > 1+ (n — 1)c.
Entao M é p—parabdlica.

A demonstracao do resultado acima é baseada no:

(Teorema 5.16 de [7]) Seja 1 < p < oo e suponha que

[ () "o

ou

/Oo dt
—_— =0
VI(t)rT

onde V (t) é o volume da bola geodésica centrada em um ponto fixo o de M e com raio
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t. Entao M é p—parabdlica.

Mais recentemente, o artigo [3] obteve resultados de existéncia para o p-Laplaciano,
com p em (2,n), onde n é a dimensdo da variedade ambiente. Em particular, existem
fungoes p—harmonicas nao constantes e limitadas em M. Além disso, no mesmo texto,
é apresentado um critério de p-parabolicidade, em termos da curvatura seccional radial
limitada inferiormente por uma fun¢ao negativa que depende da distancia d(z), de z a um
ponto fixo, e tende a zero mais rapidamente do que na Proposi¢ao 1 de [13] mas, contudo,
contempla o caso p = n. Cujo enunciado é:

(Teorema 5.1 de [3]) Seja @ > 0 uma constante e assuma que M ¢é uma variedade

Riemanniana n—dimensional completa cujas curvaturas seccionais radiais satisfazem

Ky (Py) > ~ @2(x) In(d(x))’

para todo z fora de algum conjunto compacto e todo subespaco bidimensional P, C T, M,
contendo Vd(z). Entao M é p-parabdlica

(a)sep=nel<a<l,
ou (b)sep>nea>0.

Uma das contribuicoes deste trabalho, no sentido de p—parabolicidade, consta em
ampliar os resultados seguintes: Teorema 5.1 de [3] e Proposigao 1 de [13], os quais
estao fundamentados sob suposicoes da curvatura seccional. Para tal feito, é exibido uma
relacao entre a curvatura de Ricci e crescimento do volume, e consequentemente, sao
obtidos resultados sobre valores de p com hipdteses baseadas no decaimento da curvatura
de Ricci. Dentre estes calculos, agradece-se ao Professor Detang Zhou, que sugeriu Lemas
2.1.9, 2.1.5 e suas provas.

O Capitulo 2 de [10], pagina 17, apresenta um resultado sob o decaimento da curvatura

no seguinte sentido: Sejam M é uma variedade Riemanniana completa, {Ey, ..., E,} um
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referencial ortonormal em M e R;; o tensor definido por
Rij(x) = > (R(E;, Ey)Ej, Ey) ().

k

Suponha que exista o € M, tal que

Rij(x) >

4d(z)’

para todo i¢,j = 1,...,n, todo x € M, onde d(x) é a distancia de = até o. Entao M é
compacta.
Segue deste resultado que tais variedades sao p—parabdlicas para todo p > 1. Além

disso, Ric,(v) = -+ > Neste caso, cabe o seguinte questionamento: qual o

1
n—1 = 4(n—-1)d(x)"
comportamento de M, com relacao a p—parabolicidade, no caso em que a curvatura de

Ricci se aproxima de zero? Uma possivel resposta a esta pergunta vem com o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado o > 0, suponha

que exista o € M tal que a curvatura de Ricci satisfaz
Ric, (v) > asech®(d(z)),

para todo x € M\Bg(o), todo v € T, M, ||v] = 1, e para algum R > 0, sendo d(z) a

funcdo distancia de x até o. Entao M € p—parabdlica, para qualquer p > 1.

No caso de curvaturas negativas, na mesma linha do resultado da Proposigao 1 de [13],
sao obtidas condigoes que melhoram o decaimento da curvatura e também a substituicao
da curvatura seccional pela curvatura de Ricci. Para ver mais claramente a relagao entre o
préximo resultado e a Proposicao 1 de [13], é conveniente introduzir a fungao h : (1,00) —
R, dada por

~ala+1)re re

ha(r) = W = OZ(O{ + 1)7“04 _

1> ala+1).

Nestas condigoes é apresentado o:
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Teorema 1.0.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado o > 0, defina

ha(r) = % (1.1)

Suponha que exista o € M tal que a curvatura de Ricci satisfaca

Ric,(v) > —

para todo x € M\ Bg(0), todov € T, M, ||v|| = 1, e para algum R > 0, sendo d(x) a fun¢do

distancia de x até o. Entdo M é p—parabdlica, para qualquer p > (a+1)(n — 1) + 1.

Outra etapa deste trabalho é a relacao entre variedades Riemannianas quocientadas
por um grupo, p—parabolicidade e os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 citamos acima. Em outras
palavras, sao procuradas condigoes sobre uma variedade Riemanniana M e sobre GG, um
subgrupo do grupo de isometrias agindo livremente e propriamente em M, de tal maneira
que seja possivel aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 na variedade Riemanniana quociente
M/G.

Desta maneira, este trabalho apresenta um novo conceito a ser estudado em variedades

Riemannianas, o qual é denominado (G, p)—parabolicidade. Mais precisamente:

Definicao 1.0.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo do
grupo de isometrias de M, agindo livremente e propriamente em M. Considere em M /G a
métrica riemanniana tal que a projecao ™ : M — M /G seja uma submersao riemanniana.

Dado p > 1, M € dita (G, p)—parabdlica se M /G €é p-parabdlica.

Note que esta definicao estende de maneira 6bvia a definicao usual: M é p—parabdlica
se, e somente se, M é (G, p)—parabdlica com G = Idy,.

Como o conceito de submersao Riemanniana aparece na Definicao 1.0.3, uma ferra-
menta necessaria para o estudo de (G, p)—parabdlicidade, sdo os tensores fundamentais
T e A de uma submersao, cujas definicoes podem ser encontradas com mais detalhes

no decorrer do texto. Por enquanto, esses objetos serao definidos por meio de projegoes

vertical e horizontal v : X(M) :— X¥(M), h : X(M) :— X"(M), de acordo com as
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férmulas:
T(E, F) == TEF = (VEUFv)h + (VEth)U,
A(EF) = AgF = (thFU>h + (VEhFh)“,

para qualquer E, F' € X (M), onde V denota a conexao Riemanniana de M.

Como base nestas defini¢oes, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo do grupo
de isometrias de M, agindo livremente e propriamente em M. Considere em M/G a
métrica riemanniana tal que a projecao m: M — M /G seja uma submersdao riemanniana.
Seja {X;,U; h1<i<ni<j<k um referencial ortonormal de M, onde X; é um campo horizontal
e U; um campo vertical. Dado o > 0, suponha que existe o € M tal que a curvatura de
Ricci de M satisfaz

a) (n — 1) Ricy(X) > a(k — 1) sech?(d(z)) + kg(Vx H, X) — 2>, 9(Ax X;, Ax X))
— >, 9Ty, X, Ty, X),
ou

b) (n — 1) Ricy(X) > —(k — Dho(d(z)) + kg(VxH, X) =23, g(Ax X, Ax X;)
=22 9Ty, X, Ty, X)),
para todo © € M\Bg(0), todo X € T,M, para algum R > 0, onde X' = dr(X), H ¢
o vetor curvatura média da orbita que passa por x, d(zr) a distancia de x até o, e com
he definida em (1.1). Entao, MG é (G, p)—parabélica, para todo p > 1 se (a) ocorre e

p>(a+1)(n—1)+1 se Ricci satisfaz (b) .

Nao foi possivel explorar todo possivel potencial deste teorema, sendo apresentada
uma aplicacao para o Teorema 1.0.4, mais especificamente no caso (a), apenas no caso de
M sendo H? x R, H? o plano hiperbdlico de curvatura —1, e G um subgrupo do grupo de
isometrias do tipo helicoidal de H? x R (veja Proposigao 4.2.1).

Este fato é um tanto quanto instigante e abre um campo de estudos a ser pesquisado
futuramente, investigando propriedades sobre uma variedade Riemanniana M e sobre o

grupo G, de tal maneira que a variedade Riemanniana quociente M /G seja p—parabdlica.

14



A metodologia usada neste trabalho consiste em destinar o Capitulo 2 para conceitos
geométricos de variedades Riemannianas. Em particular, propriedades sobre o volume de
bolas geodésicas e sua relagao com a curvatura de Ricci e com os Tensores Fundamentais
de uma Submersoes. No Capitulo 3, é realizada a demonstracao dos Teoremas 1.0.1
e 1.0.2. Por fim, no Capitulo 4 é apresentada a definicao de variedade Riemanniana
(G, p)—parabdlica, juntamente com a prova do Teorema 1.0.4 e sua aplica¢do no caso da
variedade H? x R munido com o grupo G, sendo este um subgrupo do grupo de isometrias

de H? x R agindo livremente e propriamente em H? x R.
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Capitulo 2

Preliminares

Um dos tipos de variedades riemanninas mais utilizadas em teoremas de comparacao,
sao as variedades Riemannianas rotacionalmente simétricas. Nesta perspectiva, um resul-
tado bem conhecido no ambito de comparar volume é Teorema de Bishop—Gromov, o qual
compara volume de uma variedade Riemanniana completa de curvatura Ric > (n — 1)K,
com o volume de uma variedade rotacionalmente simétrica de curvatura radial K.

Esta secao descreve uma estimativa para o crescimento do volume com relacao a
curvatura de Ricci, onde essa é limitada inferiormente por uma funcao nao necessariamente
constante. Com base neste resultado, é caracterizado uma condi¢ao de p—parabolicidade

com hipétese do comportamento da curvatura de Ricci no infinito.

2.1 Conceitos de variedades Riemannianas

A primeira secao deste Capitulo é destinado a descrever conceitos classicos de varie-

dades Riemannianas, os quais sao essenciais para desenvolver o trabalho.

2.1.1 Ricci e Volume

Considere M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n e seja

Se ' = {v € TLM; |v| = 1},

16



onde o € M.

Definicao 2.1.1 Seja v : R — M uma geodésica parametrizada por comprimento de

arco, com y(0) = o e v/ (0) = v. Por defini¢ao,

to(y) == to(v) :=sup{t > 0;t = d(o,7v(t))}.

Defini¢ao 2.1.2 (Cut locus). Seja vy : R — M uma geodésica parametrizada por compri-
mento de arco, com ¥(0) = o0 e to(y) < 0o. Entdo y(to(7y)) é chamado o cut point de o ao
longo de . O conjunto Cr(0), formado por todos os cut points de o, é chamado de cut

locus de o. Por definicao,

Cr(0) :== {to(v)v;v € SI 1 to(v) < 0} C T,M

¢ denominado por cut locus tangente a o.
Observe que « ¢ minimizante no intervalo [0,¢y(7)].

Proposicao 2.1.3 Seja o € M. Defina os conjuntos
Uy ={(v,t);v eSS, 0<t<ty(v)} e V= M\({o}uUC(0)).
Entao F : U, =V, F(v,t) = exp,(tv) € um difeomorfismo.

Prova. Primeiramente, dados (t1,vy), (ta, v2) € U,, se exp,(t1v1) = exp,(t2v2), entao

t1 = d(exp,(t1v1),0) = d(exp,(tav2),0) = ta.

Desta maneira, mostrar a injetividade de F' é equivalente a mostrar que, para todos
(t,v), (t,w) € U,, se v # w entdo exp,(tv) # exp,(tw).

Suponha por contradigao que F' nao seja injetiva, ou seja, existe (I,v), (I,w) € U, tal
que exp,(lv) = exp,(lw), com v # w. Para facilitar a notagao, denote 7,(t) = exp,(tv) e

Yo (t) = exp,(tw).

17



Sejam, 6 > 0 tal que min{to(v),l} > 6 e B, () seja uma bola totalmente normal,
entao v, (t — 0), v (t +60) € 0B, (5 (9).

Sendo M é uma variedade Riemanniana completa, existem, uma geodésica s parame-
trizada por comprimento de arco e t5 > 0, tal que v5(0) = v, (Il — 9) e Vs5(ts) = (I + 9).
E por consequéncia, ts = d(v,(t — 9), Vo (to(v)).

Defina a curva ¢ : [0,1 — 0 + t5] — M como

w(t) se 0<t<[—§
o) = Yoo (1)

’)/5(t—(l—5>> se l—5§t§l—(5+t5

Utilizando a desigualdade triangular,

I(e) = vw()joi—s + 1(vs(t)) 0,5 =1 — 6 + 15 KT+ 0 = U(7(t))[0,44)-

Note que, I(c) < I(74(t))|0,+s gera um absurdo, pois 7,(t) é geodésica minimizante
em [0, to(v)].

Jé o caso I(c) = l(7(t))|0,t0(v)], implica que

Yot +1—=10), se 0<t<§
’75(t) = )
Yot +1), se 6<t<I+9
ou seja, Yy = VY, 0 que é absurdo. Logo, F' ¢é injetiva.
A sobrejetividade de F', vem do fato de M ser completa, ou seja, para todo g € M,

pelo Teorema de Hopf e Rinow, existe uma geodésica 7 ligando o a ¢ tal que () = d(q, 0).

E por fim, a diferenciabilidade de F' segue direto da diferenciabilidade de exp, em

B()(6). m

A seguir serao descritos alguns resultados em variedades Riemannianas que sao seme-

lhantes a resultados cldssicos em R™.

Definicao 2.1.4 Um conjunto A C M ¢é um conjunto de medida nula, se existe um

conjunto de indices I =N e ¢; : U; C M — U] C R"™ cartas locais, tal que A C |J,.;U; e

iel
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para todo i € I, ¢p;(ANU;) CR™ é um conjunto de medida nula, com respeito a medida

Lebesque, em R™.

Lema 2.1.5 Sejam N uma variedade e F': M — N suave. Se A C M é um conjunto
de medida nula, entio F(A) C N também é um conjunto de medida nula. Além disso,

f:M — R € integravel e A C M ¢ um conjunto de medida nula, entdo

/ fds = fds.
M M\A

A demonstragao do lema acima é andloga ao caso do R".

Corolério 2.1.6 Seja 0 € M. Entio Cr(o) C T,M e C(0) = exp,(Cr(o)) C M sao

conjuntos de medidas nula. Além disso, se V.= M\({o} UC(0)), entao
Vol(Bgr(0)) = Vol(Bgr(o) N'V)

Prova. A demonstracao deste corolario é uma aplicacao do Lema 2.1.5. Para mostrar
que Cp(o) tem medida nula basta considerar 7' : T,M — R™ uma aplicagdo bijetiva.
Desta maneira, segue que T-'(Cr(0)) C R", o qual tem medida nula. Para a segunda
afirmagao, uma vez que exp,, é diferenciavel, C(0) = exp,(Cr(0)) tem medida nula.

Para a tltima afirmacao, utilizando o Lema 2.1.5, temos que

Br(o) = /B()ds
r(o

= / ds
BR(O)ﬂM
/(BR(O)OM)\({O}UC(O))

= / ds
BR(O)ﬂV

= Vol(Bgr(o)NV).

ds

Tendo em vista cédlculos futuros, a definicao da Jacobiana de uma aplicacao dife-
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renciavel em variedades Riemannianas sera primordial para escrever o volume de bolas

geodésicas.

Definicao 2.1.7 Sejam g € M e X;,...,X,, € T,M uma base. Por definigcao

XiA. AKX, = {ZtiXi; t, ...ty € [0,1]}
=1

€ o paralelepipedo de arestas Xq,...,X,.

Definicao 2.1.8 Sejam M e N wvariedades Riemannianas, F' : M — N um difeomor-

fismo, q € M e p= F(q). Entao, defina

vol(dF,(X1(p)) A ... NdF, (X, (p)))
vol(X; A ... A X,) ’

Jac F(q) :=

como sendo o Jacobiano de F em q.

Lema 2.1.9 Sob as hipdteses acima,

vol(Xy AL A X) = ¢ /det((X;, X))

e Jac F(q) nao dependem da escolha da base X = { Xy, ..., X, }.

Prova. Consideramos {e;, ..., e,} uma base ortonormal positiva em 7, M, escrevendo X;

nesta base,
Xi = E amej.
J
Consequentemente,

(Xi, Xj) = Z i kg = a
k

onde a? ; € o elemento da i—ésimo linha e j—ésimo coluna da matriz (aij)*

Como o volume do paralelepipedo, formado pelos vetores {X1,..., X, } em T, M, é

igual a vol(e; A ... Ae,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a; ;), segue que

VOl(Xl VANPIAN Xm) = det(ai,j) = det (<X“ X]>)
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Por fim, dada outra base Y = {Y;,...,Y,,} C T,M, tem-se

Assim,

vol(Yi A ... AY,) = +/det(Y;,Y;)

= \/det O buX, > bixXe)
1 k

_ J det (ZI: by (; bk (X1, Xk>>>

= Jdet ((bi)T (by)7((X0, X))

= det(bjx)y/det ((X;, X1)))

Por outro lado, de maneira analoga

vol(dE,(Yi) A ... AdE,(Y,)) = \/det<de(Y,-),de(Yj)>

= \l det <Z bi,lde(Xl)a Z bj,dep<Xk)>

= det(bix)y/ (AFp(X0), dFy(X,)

Desta maneira,

det(byr)v/det ({(dF,(X1), dF,(X)))
det(bjx)+/det ((X7, X))
V/det ([dF, (X)), dF, (X))
det ((X;, X))
VOl(dF,(X1) A ... NdF (X))
vol(Xy A ..o A X))

= Jacx F(q),

Jacy F(q) =
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o que garante que o operador Jac F'(¢) nao depende da base. m

Teorema 2.1.10 Sejam M, N variedades Riemannianas e F' : M — N um difeomor-

fismo. Se f: N — R integravel, entao (f o F')Jac F' : M — R ¢é integravel e

/M(fOF)JaCFdSM:/NdeN.

Prova. Ver 2| =
Com base no teorema anterior, sera descrita uma maneira de obter o volume de bolas

geodésicas.

Teorema 2.1.11 Sejam R > 0, 0 € M e v € SI™'. Considere 7, uma geodésica com
7%(0) = o0, 7(0) = v, e {X1 = v, Xyq,..., X;,} uma base de T,M. Seja Ja(t),...,J,(t)

campos de jacobi ao longo de vy, com J; =0 e J/(0) = X;. Se
Jy(0) : [0,¢0(v)] = R, Jy(t) = vol(t)(Ja A ..o A ),

entao
min{R,to(v)}
Vol(Bg(0)) :/ / J,(t)dtdv.
se=tJo
Prova. Sendo F' : U, — V, conforme definido na Proposigao 2.1.3, e utilizando o Co-

rolario 2.1.6 segue que

Vol(Bx(0)) = Vol(Br(0) N V) = /

Br(o)nV

ds = / X(0,r) © d(s,0)ds,
v

onde d(s, 0) é funcao distancia de s até o. Desta maneira, defina f(s) = x(o,r) ©d(s,0) no

Teorema 2.1.10,

Vol(Bgr(0)) = X(0,r) © d(s,0)ds

=

= / (X(0,r) ©d(s,0) o F(t,v)) Jac F(t,v)dtdv
Uo
= / X(0,R) (t) Jac F(t,v)dtdv
Uo
to(v)
= / / Xo,r)(t) Jac F(t,v)dtdv,
sp=tJo
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ou seja,

min{R,to(v)}
Vol(Bgr(0)) = / / Jac F(t,v)dtdv. (2.1)
s¢~tJo

Como definido anteriormente,

~ Vol(dF,(Ey(q)) A ... NdF,(En(q)))
Jac F(q) = Vol(Er\(q) A-..ANEn(q)

com {Ey, ..., E,)} uma base de T, M, é preciso calcular Vol(dF,(E1(q))A...ANdF,(E,(q)))
e Vol(Er(q) N ... N En(q)).

Por outro lado, dado (¢,v) € Uy, sendo E; € S~! dado no enunciado, defina

(t+s,v), se i=1
C(t) = )
(t,v+ sE;), se i>2

para s € (—e¢,€), 1 > 2, de tal maneira que o;(s) € U. Deste modo, segue que {}(0) }1<i<n
gera uma base de TyR x T,,S! = Ty, Up.

Observe que

, 0
AF (e (0)) = 5-Foales

0
= exp,((t+ )0)lomo

= (1)

, 0
AF(l(0) = 5-F o ailucs

0
= 3 exp,(t(v + sE;))|s=o

= Ji(t>7

onde J;(t) é campo de Jacobi ao longo da geodésica 7,(t), com J;(0) = 0 e .J/(0) = E;
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Logo,

Vol(dF,(a4(0)) A ... ANdF,(a,(0)))
Vol(lv ANEsN...\NE,)
= Vol(v,(£) A T2 Ao A Jy).

Jac F(t,v)

Repare que, pelo Lema 2.1.9, sendo

V), (t), se i=7=1
aij = 4 (), Tmaxgij3(8)), se i=1lej>2o0oui>2ej=1

(Ji(t), J;(t)), se i1>2ej>2

segue que

Vol(7, (), Jo A A Ju)) = y/det([aij]1<i j<n).

Por outro lado,

(n(0), Ji(1)) = (1,(0), J(0)t + (7,(0), Ji(0))

= (v, E)t+ (v,0)

ASSiIIl, det([aij]lgi’jgn) = det([aij])ggi,jgn) (§ consequentemente
Jac F(t,v) = Vol(y, (t), Ja A ... N Jy)) = Vol(Ja A... A Jy). (2.2)
Logo, pelos resultados (2.1) e (2.2) tem-se

min{R,to(v)}
Vol(Bgr(0)) :/ / J,(t)dtdv,
SoM JO

concluindo a demonstracao. m

Levando em conta a férmula para o volume das bolas geodésicas, os préximos resulta-

dos serao destinados a relacionar volume com a curvatura de Ricci. Para isto, é necessaria
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as seguintes definigoes.

Definicao 2.1.12 Sejam M uma variedade Riemanniana completa e v uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco, definida no intervalo I. Considere End(yt) o
conjunto de todos os campos de endomorfismos simétricos, ou seja, o conjunto de todas

as aplicagoes que a cada valor det € I, associa Uy um operador linear simétrico, definido

em (7'(t))*.

Definigao 2.1.13 (Equacao e solugao de Riccati) Sejam M uma variedade Riemanniana
completa ey : [0,to(y)] = M uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, com
v(0) = 0 e ¥'(0) = v. Considere U € End(yt), um campo de endomorfismos simétricos,

R:= R, := R( 7/)v* € End(y*) e denote por
U'+U?+R=0

a Equacdo de Riccati, onde U’ indica a derivada no sentido de tensores. Serd dito que

U € End(vt) € solugio da Equagdo de Riccati, se
VX € X(h) 1 U'(X) + UX(X) + R(X) = 0.

Teorema 2.1.14 (Equagao de Riccati e Jacobi). Sejam ~y : [0,to(7y)] — M uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco, By = 7' e {Es, ..., E,} uma base ortonormal

para (7/(0))t. Para 2 < i <n, seja J; o campo de jacobi ao longo de v, satisfazendo
Ji(0) =0 e J(0) = E;.

Defina o tensor J; : o/ (t)* — v/ (t)*, ao longo de vy, por

=2 1=2
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Entao o endomorfismo J = J; € solugao da equagdao de Jacobi J" + RJ =0 e
U= J oJ "t

€ uma solucao simétrica da equacao de Riccati.

Prova. Note que, em (0,ty(7)), exp, nao possui pontos conjugados. Portanto, {J;}i—2. »
é uma base para (7')*, o que resulta em J; ser invertivel em (0, #o(7)). A notacao J; indica
a derivada tensorial de ordem 1 e J! indica a derivada dos campos de Jacobi.

Observe que

/ D !
(Ji(E)) = Vo (JilEy) = Vydi = - Ji = J;

¢ de maneira andloga (Ji(E;))" = J/'. Assim,
(Jo(E))" + Ry o J(E;) = DiJi + R(Ji, ')y = 0.

E como J; é linear, segue que J = J; é solucao da equacao de Jacobi.

Para mostrar que U; := J} o J; ' é solugao da Equacio de Riccati,

Ui(Y) = (U(Y)) = U (Y")
= (L) = J(J ()
= J/(J7 )+ (T (Y) + ST YT) = (YY)

= —R(J)(J' () + T (7 (V).
Por outro lado,

I Y)) = (L))

= (L) (AT Y)) + I T Y)) + I (e (Y)

o que implica em



Logo,

Ui(Y) = —R(J)(J; (V) + J((J 1) (Y))
= —Ri(L(J; (V) + J(= T (J(J ()

= —R(Y) = U{(Y).

Portanto, U, é solucao da equacao de Riccati.

Para garantir a simetria de U sao necessarias duas observagoes:

Observacao 2.1.15 Sejam J; e (J])* os operadores adjuntos dos operadores J; e (J)),

respectivamente. Entao
() = (J)".

De fato, dados X, Y € (7/(t))*, segue que

(ID)(X),Y) = (X,J/(Y))
= (X, (J(Y)) = J(Y"))
= (X, (L)) — (X, J,(Y"))
= (X, (J(Y))) = {(J(X),Y")
= DY) — (XY = D))+ () (X),Y)
= (X", L)+ ((JF(X)),Y)
= —(JA(X),Y) +{((J}(X)),Y)
= (X)) = J(X),Y)

= ((J)(X),Y),

ou seja, (J)" = (J)".

Observacao 2.1.16 Defina o operador Wy = (J{)* o J, — J o J,. Entdo W; = 0.
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Para todo campo paralelo Y, ao longo de v, tem-se que

W) = ((J)7 o di=J7 o J)'(Y)
= ((J)) o di = S0 J)(Y)
= ((J)) e Je = I 0 J)(Y)) = ((J)") o Je = J7 0 J)(Y')
= ((J)") e (V) = (J7 0 J)(Y))
= (D))" (L) + () (LX) = (J) (V) = JL(J (V)
= ((J))"(H(Y) = (V)
= —(Beo )" (L(Y)) + Ji (Bio J(Y))
= LB (L) + I (Bi(L(Y)))

= 0.

O que implica em

Wi(Y) = lm W,(Y) = lim((J))* o J; — J; o J))(Y) = 0.

t—0 t—0

Aplicando estas duas observacoes,

U —U, = (JloJ Y —(JloJ™
= () o () = (Fo )
= (IR = T (o )]
= () e = Jr
= (S )l

= 0,

ou seja, U; é simétrica. m

Proposicao 2.1.17 Sejam v : I — M uma geodésica parametrizada pelo comprimento

de arco, U uma solucao simétrica da equacdo Riccati e J um campo de isomorfismos
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satisfazendo J = JoU. Defina u : I — M por

1 9
wi= ———(In(det(J))).

Entao

Prova. Por definicao,

1
= 1tr(U).

Como U é solucao da equagao de Riccati,

IN
|

(VAN
|
<

)
|
oy
ST
20
\Q\
\Q\

Como mencionado anteriormente, o principal resultado desta secao é a relacao entre

o crescimento do volume e a curvatura de Ricci, conforme segue:
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Lema 2.1.18 Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e v : [0,to(v)] uma
geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, com v(0) = o e sendo v = +'(0).
Considere Jo(t), ..., Jo(t) campos de jacobi ao longo de 7y, com J;(0) = 0 e J/(0) = E;

onde {Es, ..., E,} é uma base ortonormal de (v,(0))* e defina
Jy(t) =vol(t)(Joa A ... A Jy).

Se a curvatura de Ricci de M € limitada inferiormente por 2K (t), K : [0,to(v)] = R uma

fungao continua, entao,

in (J“(‘;Z"h) < / T (@ / (#(s) - ¢<s>K<s>>ds) i,

onde ¢ : [0,to(v)) — R € uma fungao satisfazendo ¢(0), ¢'(0) = 1 e ¢(r) > 0, para
r € (0,to(v)).

Prova. Considere {F;(t)}i=s. ., um referencial ortonormal de (y/(t))*, formada pelo

transporte paralelo de FE; ao longo de ~. Defina J; conforme o Teorema 2.1.14, logo

Ut = Jf{ o J;l

¢ uma solucao simétrica da equagao de Riccati. Deste modo, pela Proposicao 2.1.17 temos

que

0
U= 1a(ln(det(<]t))).

satisfaz

u' < —u® — Ric(®).

Por outro lado, pelo Lema 2.1.9, temos que

det(J,) = det({Ji(t), J;(£))) = (vol(Ja A ... A Ju))2 = (Ju(t))2.
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Assim,

u = D))

0 1

- 2% =1))).
5 (S (1))

Defina w = u/2, sendo assim,
w+w + K < 3/+u—2+1Ric( 0
= 9 Ty Ty
1

< 5 (v + u® + Ric(v")) ,

ou seja,

w + w4+ K <0.

Multiplicando a desigualdade acima por ¢(t)? e integrando de 0 para r, temos que

Alww%mw+¢w%wf+¢mﬁawwnso (2.4)

Segue do Capitulo 1 e 2, da bibliografia [10], que %Jv(t)ﬁ\(o) = 1. Portanto,

)T ()T L
Mo g 1" 2

Por consequéncia,

r—0 r—0

ma%m#mwm(“ﬂ)@wﬁko

Desta maneira,
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ou seja,

/0 (0 (0)dt = d(r)Pulr) - / " 26(0) (tyw(t)dt.

Aplicando (2.6) em (2.4),

B(r)*w(r) + /S(—2¢(t)¢’w(t) + o(t)*w(t)® + ¢(t)* K (t))dt < 0.

0

Portanto

(=20() Du(t) + 61w + 6(0)K (1))dt

Note que
( "o
o)) = [ S0 @)
/¢> dt+/ o(t) " (
isto é,
" / 2d /!
| oura X
e assim,
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Entao

WL )
S/o ¢<t>‘¢<t>/o(¢” Ps)(s)d ¢<t>>dt

O que conclui a prova do lema. m

Teorema 2.1.19 Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa e K : [0,00) — R

uma fungao continua. Se existe o € M tal que
Ric,(v) > 2K(d(z,0)),
Ve e M, Vv e T,M, entdo o volume da bola geodésica Br(o) satisfaz

R
Vol(Ba(0) < wn /0 (1) Ldt,
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onde wp_1 € 0 volume da (n — 1)—esfera em T,M e ¢ : [0,00) — R € a solugao de

¢"(t) + K(t)o(t) =0

Prova. Pelo Teorema 2.1.11, segue que

min{R,to(v)}
Vol(Bg(o)) = / / T, (t)dtdv.
satJo
Por outro lado, utilizando o Lema 2.1.18,

1
7
0

n

T 1 S y
<~ [ s [ @0+ Kwo)asa

Deste modo,

e consequentemente J, < ¢" L.

Entao,

Vol(Bago)) = [

INA
T
|

AN
g
3
L
c\
=
-
=
3
|
_
QL
~

2.1.2 Submersao Riemanniana

O objetivo principal desta secao é definir submersao Riemanniana e seus tensores

fundamentais, para posterior aplicacao dos teoremas do capitulo 3. Como principal bibli-
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ografia destes assuntos [9].

Sejam (M™* g) e (B",g') variedades Riemannianas. Uma aplicacao ¢ : M — B é
dita submersao, se ¢ é sobrejetiva, e para todo p € M, d¢, : T,M"* — Ty B™ tem
posto n.

O Teorema da Fungao Implicita garante que, para todo ¢ € B, a fibra ¢~'(¢q) = ¢, é
uma subvariedade de M de dimensao k. Um vetor tangente a alguma fibra ¢4, ¢ € B, ¢
chamado de vetor vertical da submersao. Além disto, a submersao ¢ diz-se Riemanniana
se, para todo p € M, d¢, : T,M — Ty, B, preserva comprimento de vetores ortogonais
a o (p)

Um vetor « € T,M ¢é dito horizontal se ele é ortogonal a fibra. Sendo assim, o
espago T,M admite a decomposi¢ao T,M = (T,M)" & (T,M)* onde (T,M)" e (T,M)"
indicam os subespacos dos vetores horizontais e verticais, respectivamente. Seja X €

X (B), o levantamento horizontal X de X, em p € M, é o campo horizontal definido por

dg,(X(p)) = X (4(p))-

Proposigao 2.1.20 Seja ¢ : (M, g) :— (B, ¢') uma submersao Riemanniana, e denote
por V e V' a conexdo Levi-Civita de M e B, respectivamente. Se X,Y sdo os levanta-
mentos horizontais de X eY, tem-se:

a) 9(X,Y) =g¢(X,Y)0¢;

b) [X,Y]" ¢ o levantamento horizontal de [X,Y];

c) (VY)" € o levantamento horizontal de V'yY ;

d) para qualquer vetor vertical V, [X, V] € vertical.

Prova. O item (a) decorre da defini¢do de submersao Riemanniana. Para mostrar (b),

observe que

~

) = do(XY —VX)

= dp(X)dp(Y) — dp(Y)dp(X)
= XY -YX

dep([

= [X7 Y] ?
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logo, [X,Y]" é o levantamento horizontal de [X,Y].

J4 o caso (c), para todo Z € X(Z), sendo Z o levantamento de Z, tem-se

29(VxY,2) = Xg(Y,2)+Y9(Z,X) - Zg(X.Y)

Logo, aplicando os itens (a) e (b), segue

29/(d¢(VY?),Z)) = QQ(VY 72)

9(Z.X) - Z9(X.Y)

I
oy
I
N
+
<l

+ dy([X,Y],Z2) +9([Z,X],Y) - g([Y, Z], X))
= Xg(Y,2)+Yyg(eZ, X) - Zg(X,Y))
+ g([X,Y],Z)—l—g([Z,X],Y)—g([Y,Z],X)

= 29((VxY), 2)).

Como a igualdade é verdadeira para qualquer Z, segue que [X, 7]h é o levantamento

horizontal de [X,Y].

Por fim, repare que

dp([X,V]) = [do(X), do(V)] = [do(X), 0] = 0,

onde [,] é o colchete de B, entdo [X,V] é vertical. m
Por convencio, denote X"(M) e X?(M) para os espacos de campos horizontais e

verticais, respectivamente, e defina as distribuicoes

VM — X(M)

p—> (TPM)U.
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H:M — X"(M)
p— (T,M)".
Observagao 2.1.21 Sob as hipdteses acima, a distribuicao V' € integravel.

De fato, dado p € M, segue que a fibra ¢4,y ¢ uma subvariedade de M. Além disso,

P E Pyp) €

V(i(p)) = diy (Tp<¢¢(p)))7

onde i : ¢gp) —> M € a inclusao. Logo, a distribuicao V ¢é integravel.

2.1.2.1 Tensores Fundamentais

Seja ¢ : (M,g) :— (B,¢') uma submersao Riemanniana. Defina os tensores T' e
A, por meio das projegoes vertical e horizontal v : X(M) :— XY (M), h: X(M) :—>

X"(M), de acordo com as férmulas:

T(E,F)=TgF = (Vg F")" + (Vg F")

A(E,F) = AgF = (Vg F*)" + (Vg F")",

para qualquer FE, F' € X (M), onde V denota a conexao Riemanniana de M.
Note que T e A sao, respectivamente, campos de tensores verticais e horizontais, ou
seja,

TEF:vaF, AEF:thF, E,FGX(M)

Seja p € M, visto que para qualquer u,v € T,M, TpF(p) e ApF(p) ndo dependem

das escolhas dos campos vetoriais E e F' em M, tais que F(p) = u e F(p) = v. Deste
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modo faz sentido considerar os operadores lineares T3, A,, em T,,M definido, por:

Tw:=TgF e Ay :=AgF,

onde E, FF € X(M) e E(p) =u, F(p) =v.

Proposicao 2.1.22 Sejam p € M e uw € T,M. Entao T, e A, sdo operadores antis-

simétricos, em (T,M, g,), e convertem espagos horizontais em verticais e vice-versa.

Prova. Sejap € M, dados quaisquer u,v,w € T,M, E, F,W € X(M), tais que E(p) = u,

F(p) =v e W(p) = w, temos que

9Ty, w) = g(TgF,W)
= g(Ve F)" + (Vg F) W)
= g(Ve F',W") + g(V o F", W)
= EYg(F*,W") = g(F", V. W") + E*g(F", W*) — g(F", V2. W")
= —g(F, (VW) = g(F", Ve W")")
= —g(F, (Ve W")? + (Ve "))
= g(F.TsW)

= —g(v, T,w).

O mesmo ocorre com o operador A,.

Segue da defini¢ao que T, e A, convertem espagos horizontais em verticais, e vice-versa.

A proposicao a seguir é uma ferramenta necessaria para os demais calculos resultados

desta secao.

Proposigao 2.1.23 Os tensores T e A satisfazem:
a) TgF =TrE, onde E,F € X*(M);
b) AgF = —ApE = 1[E,F]’, com E,F € X"(M).
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Prova. Como visto anteriormente que a distribuicao V € integravel, assim, pelo Teorema

de Frobenius,

[E”, F*] € X"(M),

logo
(vEuFU)h = <VF1JEU>h.

Portanto,

TgF = (Vo F")' 4+ (Vg F")?
= (Vg ")
= (Vg E)"
= (Ve E)" + (Ve EM)Y

= 1Ipkb.

Para a segunda propriedade, item (b), dados quaisquer campos de vetores X,Y €

XM(M) e W € X°(M), segue que

gAXX, W) = g(Vxr X")" + (Vo X" W)
= g(Vxn X", W)
= g(VxX, W)
= Xg(X, W) —g(X, VxW)

= —g(X, VXW)

Como [X, W] =0e g(X,VxW -V X) = g(X,[X,W]") =0, temos, g(X,VxW) =
g9(X, Vi X). Sendo assim,

g(AxX, W) - _g(X7 VXW)

= —g(X,VyX).

39



Por outro lado,

= 2g(X, VwX)

Logo,
1

pois g(X, X) é constante ao longo das fibras.

Portanto, Ax X = 0, consequentemente,

0 = Ax+y(X+Y>
= Ax(X) 4+ Ax(Y) + Ay (X) + Ay (Y)

- AX(Y) + AY(X)7

ou seja, Ax(Y) = —Ay(X).
Por fim,

(XYY = (VxV —VyX)
= (VY)Y — (Vyn XY
= (Vxr Y™+ (Vxn YO = (Vyr XY 4+ (Vyn X))
= Ax(Y) — Ay (X)

= 2Ax(Y),

pois [X,Y]"=0. m

Observacgao 2.1.24 (Significado geométrico dos invariantes)
a) O tensor A, restrito a X"(M) x X*"(M), é nulo se, e somente se, a distribuicdo
horizontal H € integrdvel;

b) O tensor T restrita a XV(M) x XV(M) € a sequnda forma fundamental das fibras.
De fato, no item (a), dado p € M, pelo Teorema de Frobenius temos que a distribui¢ao
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H ¢é integravel se, e somente se, para todo E,F € X"(M), tem-se [E, F| € X"M).

Utilizando a Proposicao 2.3.3,

2ApF = [E, F]" = 0.

Para o item (b), dado p € M, para todo v € (T,M)" e n € (T,M)", considerando
VeX'(M)eX € X'(M), tais que V(p) = v e X(p) = n, segue

II,(v) = H,

O campo tensor A é chamado de tensor de integrabilidade da submersao ¢.
Em particular, se T restrito & X¥(M) x X"(M) é o vetor nulo, significa que qualquer
fibra de ¢ é uma subvariedade totalmente geodésica de M. A afirmacao inversa também

é verdadeiro.

Observagao 2.1.25 As sequintes equagoes sao consequéncias diretas da definicao de T

e A.

VX = TyX + (VyX)h
VxU = (VxU)v+AxU;
VxY = AxY +(VxY)

(VeX)" = (VxU)" = AxU

para qualquer X,Y € X"(M), U € X*(M).
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Defina

B:X(M)x X(M)x X(M) — R

<E>F7G) HQ(AEFaG)a

segue que a derivada covariante (tensorial) de B é dada por

VB(E,F.G,H) = HB(E,F.G)—B(VyE,F,G) —B(E,VuF,G) - B(E,F,VuG)
= Hg(ApF,G) — 9(Av,el,G) — g(Ap(VuF),G) — g(AeF, ViQG)
= 9(Vu(Agl),G) + g(ApF,VEG) — g(Av,eF, G) — g(Ap(VuTF), G)
— 9(ApF,VgG)
= g(Vu(ApF),G) — g(Av,5F,G) — g(Ap(VuF),G)

= g(VH(AEF) - AVHEF - AE(VHF), G)

E de maneira analoga, defina

C:X(M)x X(M)x X(M) — R

(E, F, G) = g<TEF’ G)?

por
VC(E, F, G, H) = g(VH(TEF) - TVHEF - TE(VHF), G),
e considere:

2.1.2.2 Curvaturas

Os campos tensoriais A, T" e suas derivadas covariantes desempenham um papel fun-

damental papel na expressao das curvaturas de (M, g) e (B, g).
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Para qualquer E, F,G, H € X(M), tem-se

R(E,F,G,H) = g¢(R(E,F,G),H)

= Q(VFVEG — VEVFG + V[E,F]Ga H)

Por definicao, R* é o campo de tensores em X"(M) com valores em X"(M), que
associa a qualquer X,Y,Z € X"(M) e p € M o levantamento horizontal R*(X,Y, Z) de
Ry ) (dop(Xy), doy(Yy), ddp(Z,)), sendo R’ o tensor de curvatura Riemanniana de (B, ¢').

Ou seja:

dey(R*(X,Y, Z))(p) = R'(d¢y(X),do(Y), dp(Z)).
Para qualquer X,Y, Z, e H de campo de vetores horizontais, tem-se:
R (X,Y,Z,H) = g(R(X,Y,Z),H)

= ¢ (R (dr(X),dn(Y),dr(Z)),dn(H))

= R(dn(X),dn(Y),dn(Z),dnx(H)) o .

Proposicao 2.1.26 Se X,Y,Z e H sao campos de vetores horizontais e W e V' campos

de vetores verticais,entao:
a) RX,)Y,Z, H)=R*(X,Y,Z,H)— g((AxZ),AyH) + g(Ay Z, AxH) + 29(AxY , Az H);

Prova. Por definicao,

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z. (27)
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Para o tultimo termo da igualdade acima, utilizando a Proposicao 2.1.23, segue

VixyiZ = VaayvZ
= (VZAXYz)h+(V2AXYz)U

= 2Vaxy )" +2Ta v Z.
Por outro lado, como [AxY, Z]" =0, tem-se (Va,vZ)" = (VzAxY)", logo

VixyZ = 2(VzAXY)" +2TuvZ

= 2A7AxY + 2Ty, v Z.
Ja para a segunda e terceira parcela da equacao 2.7, pela Proposicao 2.1.20 tem-se

VyZ = (VyZ)"+ (VyZ)"

e consequentemente

VxVyvZ = VX(V;f(Y)df(Z) +AyZ + Ay Z)
= VXvilf(Y)df(Z) + Vx(AyZ)

= (Vx Vi d (2)" + (Vx Vi df (2))" + (Vx(AvZ)" + (Vx(Ay Z))"

= Vi VoW (Z) + Vi (df (Ay Z)) + Ax (Ay Z) + (Vx (Ay Z))".
Logo,

R(X, Y)Z = VyVxZ —-VxVyvZ+ V[Xy]Z

= Vi Vo (2) + Ay Vi o df(Z) + Ay (Ax Z) + (Vy (Ax Z))"
o V;if(X)VZIf(Y)df(Z) - AXVLIf(Y)df<Z) - Ax(AvZ) — (Vx(Av 2))"

+ 247AxY 42T v 2.
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O que implica em

(RX,Y)Z)" = Voo Vi@ (2) + Ay (AxZ) = Vi o Vg A (Z) = Ax(Ay Z)

+ 2A7AxY.
Sendo assim,

R(X,Y,Z,H) = g(R(X,Y)Z H)
= g(R(X,Y)Z)", H)
= g(R*(X, Y)Z —+ Ay(AXZ) — AX(AyZ) — 2AzAXY, H)

= g(R(X,Y)Z, H) + g(Av(AxZ), H) — g(Ax(AvZ), H) — 29(AzAxY , H).
Por fim, como

g(AY(AXZ>’H> = g(vY(AXZ)vH)
= —g(AXZ,VyH)

= —Q(AXZ7 AYH);
segue que

R(X,Y,Z,H) = R*(X,Y,Z H)— g((AxZ), AyH) + g(AyZ, AxH) + 29(AxY, AzH).
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Para o item (b), pela Proposicao 2.1.23,

g(VxT)(V,W),Y) = g(Vx(TyW) = To W — Ty (VxW),Y)
= g(Vx(TvW) = TivyvypW = Ty (VxW),Y)
= g(Vx(yW) = Tw(VxV)" = Ty (VxW),Y)
= g(Vx(VvW)" = Vg (VxV)" = Vy(VxIW)",Y)
= Xg(VvW)"Y) = g(VvW)", VxY)

+ g((VXV)”, wa) -+ g((VXW)”, Vvy)

De forma anéloga,

g(Vv A (X, Y), W) = Vg((VxY)", W) = g((VxY)", Vv IV)

+ g((vVY)h7 VXW) - g((VVX)hu VYW)

Utilizando o fato de [V, Y] = [V, Y]", tem-se, V'Y = V'V, logo

g(VxT)(V,W),Y) + g(Vv AYX,Y), W) — g(Tv X, TwY) + g(AxV, Ay W) =
Xg((VvW)h: Y)+Va(VxY)", W) = g(VyW,VxY) 4+ g(VyY, VxW)

+9([X, V]", Vi Y).

Note que, pela Proposicao 2.1.23,

(X V], VwY) = —g(Vw[X,V]"Y)
= —g(ITwlX,V]",Y)
= —g9(TixvpW,Y)
= —g(VixypW,)Y)

= g<W7 V[X,V]UY)u
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logo,

g(VxT)Y(V,W),Y) + g(VvA)(X,Y), W) — g(Ty X, TwY) + g(AxV, Ay W) =
Xg(VyW)"Y) +Vg(VxY)", W) = g(Vy W, VxY) + g(VvY, Vx W)

g(W, V[X’V]v Y)
Por outro lado, como [V, Y] = [V, Y]", segue que

RX, V.Y, W) = g(Vv(VxY), W)= g(Vx(VvY), W)+ g(Vix )Y, W)
= Vg(VxY, W) - g(VxY,VyW) — Xg(VyY, W)
+ g(VvY, VxW) +g(VixypY, W)
— Vg(ViY, W) — g(VxY, VW) + Xg(Y, Vi V)

— g(VwY,VxW) +g(VixypY,W).

Portanto, pelas equagbes acima, vale (b). =

Seja N um campo vetorial localmente definido por

onde {U;}i<j<k, U; C X?(M), é um referencial ortonormal localmente de M. Observe
que N =rH, onde H é o vetor curvatura média das fibras.
Seguem algumas propriedades do campo N.
Lema 2.1.27 Para qualquer E € X(M) e X € X"(M), tem-se:
k
g(vEN7X> = Zg(<vET)(Ujv Uj)>X)>

j=1

onde {U; h1<j<k, Uj C XY(M), € um referencial ortonormal localmente de M.
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Prova. Por definicao,
k k

> g(VET)(ULU3), X) = Y g(VeTy,U; — Tou,U; — Tu, ViU, X)

j=1 j=1

= ig(vETUjUj — (Vweu,Up)" = (Vu,(VeU;)")", X).
j=1
Por outro lado, como o colchete de campos verticais é vertical,
(VsU;)", Uj]" =0,
logo
(VwpuyeUp)" = (Vo (VeU;)")".
Sendo assim,

9(=(VwouypUp)" = (Vu,(VeU;)")', X) = =2¢(Vy,(VeU;)", X)
= 29((VEUJ)vaUjX>

= 2g(VE'Uj,TU].X),

ou seja,

k k
> g(VeT)(U;,Up), X) = > g(VeTy,U; — Touw,Us — To, VUi, X)

j=1 j=1

k k
= > 9(VeTy, U, X) + Y 29(VeU;, Ty, X)

j=1 j=1

k
= g(VeN,X)+2) g(Vel;, Ty, X).

j=1
Desta maneira, basta mostrar que
k
2 " g(ViU;, Ty, X) = 0.
j=1
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Escrevendo

k
Ty, X = g(Ty, X, U)U,
l

tem-se

k k k
2> (VU Ty, X) = 2 g(VeU;, > g(Ty, X, U)U)
j=1 !

j=1

= 2 Z > 9(Ty, X, U)g((VeUy), U)

k k

= 2> ) g(X, Ty, U)g((V£U;), U)

Com os resultados anteriores, é possivel escrever uma relacao entre os tensor de Rici

de M e de B.

Proposigao 2.1.28 Sejam p o tensor de Ricci de M, p' o tensor de Ricci de B. Com
respeito a submersao ¢, seja {X;, Ujbi<i<ni<j<k um referencial ortonormal local em M,
com X; € X"(M) e U; € XY(M). Entdo para qualquer X,Y € X"(M), X' = dp(X) e

Y'=do(Y), € satisfeita a sequinte relagdo

p(X,Y) = (X Y)og+ %{Q(VXNa Y)+g(Vy N, X)} =23 g(Ax X, Ay X))

— > g(Ty, X, Ty, Y)}

J
Prova. Por definicao,
k

i=1

j=1
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Aplicando a Proposicao 2.1.26 e o Lema 2.1.23,

R(X,X;,Y,X;) = R(X,X;Y,X;)—29(AxX;, Ay X;) + g(Ax,Y, Ax X;)

= R(dp(X),do(X:),dp(Y), dp(X:)) — 3g(Ax Xi, Ay X,)

R(X, Uj,K Uj) = g((VXT)(Uza Uz)a Y) + g((vUjA>(X7 Y)? Uj) - g(TUjX7 TUjY)
+ g(AyU;, AxUj)
= g(VxN,Y)+g((Vy,A)(X,Y),U;) — g(Ty, X, Ty, Y')

+ g(AyU;, AxU;).
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Por outro lado,

g(VoA)xY. V) +9(VvA)xY.U) = g(Vu((VxaY")" + (VxaY™")"), V)
— (VY™ + (Vigyxp Y V)
— g(Vxn(VuY)")" + (Vxa(VoY)")", V)
+ g(Vv((VxnY™)" + (V. Y")"), U)
— 9(VgyxpY")" + (Vigyxp¥)", U)
— g(Vxn(VvY)")" + (Vxn (Vv Y)")", U)
= g(Vy(Vo:V")" + (Vi V1)), X)
— (Vyoy V)" = (Vigyup V"', X)
= (Vo (W V))")" + (Vi (Vy V)"
+ g(Vx (Voo V)" + (Vi V'), Y)
— 9(Vwxuy V)" + (Vg V")), Y)
— 9(Vor (VXV))" + (Vi (VX V)")?
= g(VyTyV =Ty, vV —TyVyV, X) + g(VxTyV
— Ty,wV —TyVxV)Y)

= g(VWyT)uV, X) + g((VxT)uV,Y),
logo
9(Vu, A)xY,U;) + g(Vou, A)xY,U;) = g(VyT)y, Uy, X) — g(VxT)u, Uy, Y).
Aplicando o Lema 2.1.27,

o(Vo, AXY.U;) = S(9(Ty N, X) = g(Tx N, Y).
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Observe que,

> 9(AvU;, AxU;) = Zg Zg AyU;, Xi)X Z (AxUj, X)) Xi)

J

= ZZgAyU],X (AxU;, X)
= ZZQUJ,AYX (U;, Ax X))

= Z g Zg AyXZ'Uj U],ZQ(AXXHU])UIC))
k

i J

= ZQ(AXXia Ay X5).
Com base nos resultados acima,

/ !/ ! ]‘ -
p(X.Y) = p(Xay)O7T+§{9(VXN7Y)+9(VYN7X)}_QZg(AxXiaAYXi)

k

— ZQ(TUJ-X, Ty,,Y)}

J

2.2 Variedades Riemannianas p—parabdlicas

Na literatura, a definicao de variedade Riemanniana p—parabdlica é apresentada com
relacao a diferentes conceitos. No entanto, este trabalho nao se detém em estudar esta
equivaléncia de relagdes e para maiores detalhes é indica a referéncia bibliografica [1].

Seja M uma variedade Riemanniana completa, o operador p—Laplaciano A, em M ¢é
definido por

Ap(u):div(| Vu ) we C(M).

|V
No caso p = 2, é o operador Laplaciano usual. Denote por ¢ € C§°(M) o conjunto

das fungoes de classe C*°(M) com suporte compacto. Uma fungio v € C*(M) é solucao

/ <HVVH2 p,w> dz = 0, (2.8)
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para todo ¢ € C%°(M). De maneira andloga, v € C'(M) é uma supersolugao (sub-

7

solugdo) no sentido fraco, se (2.8) ocorre com ”>"("<") ao invés de "=", para todo
o € CO°(M).

Uma variedade Riemanniana completa M é dita p-parabdlica, p > 1, se qualquer
supersolucao fraca limitada inferiormente é constante.

Uma condicao suficiente para uma variedade M ser p—parabdlica é o critério de
Holopainen, o qual compara p—parabolicidade com o crescimento do volume de bolas

geodésicas. Tal critério é enunciado a seguir:

Teorema 2.2.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Fizado q € M, consi-
deramos V (r) o volume da bola geodésica centrada em q e de raio r. Dado 1 < p < o0,

se

ou

entao (M, g) é p—parabdlica.

Prova. Ver [7]. =
A condigao acima é uma ferramenta crucial para obter os principais resultados deste

trabalho.

2.3 Resultados de Analise Real

Os proximos resultados sao decorrentes de Anélise Real, e foram adaptados de resul-

tados j4 existentes em [6] e [§].

Lema 2.3.1 Sejam f,g € C*([R,00)), R >0, tal que

g// f//

g f
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Se existe Ry > R tal que f(Ry) >0 e f'(Ry) > 0, entdo existe 5 > 0, tal que

g(Ro) < Bf(Ro) e ¢'(Ro) < Bf'(Ro).

Prova. Note que

G'f=af') = ¢ f+df =G +9f"

= ¢'f—gf"
A
= 9fC =)
= 0,

ou seja, ¢'f — gf’ é constante.
Dividindo em dois casos, se ¢'f — gf’ < 0, tomamos 5 > 0 tal que g(Ry) < Bf(Ry),

segue que

g'(Ro) f(Ro) < g(Ro)f' (Ro) < Bf(Ro)f'(Ro),

implicando em ¢'(Ro) < Sf'(Ro).

Ja para o caso de ¢'f — gf’ > 0, tomamos [ > 0 tal que ¢’'(Ry) < Bf'(Ryp), segue que

9(Ro)f'(Ro) < ¢'(Ro)f(Ro) < B (Ro)f(Ro),

ou seja, g(Ry) < Bf(Ro), o que conclui a demonstragao. m
Lema 2.3.2 Sejam f,g € C*([R,00)), R >0, tal que

g// fl/

g f

Se existe Ry > R tal que f(Ro) > g(Ro) e f'(Ro) > ¢'(Ro), entao f(r) > g(r) para

r> Ry.

Prova. Supondo por contradi¢ao que exista s > Ry tal que f(s) < g(s). Além disso,
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supondo 7y o menor valor tal que f(rg) = g(ro), temos que f(r) > g(r), para r < .

Desta maneira, para r < ry,

Assim,

/R Fodt > /R J' (Dt

e consequentemente,
f'(r) = f'(Ro) = g'(r) — g'(Ro),

ou seja, f'(r) > ¢'(r).

Integrando novamente de Ry até rg, temos

To

Ro Ro

f(ro) = f(Ro) > g(ro) — g(Ro),

implicando em f(rg) > g(r9). O que gera uma contradicao.

Logo, para todo r > Ry, f(r) > g(r). m

Proposigao 2.3.3 Sejam f,g € C*(|0,0)). Se existe R > 0, tal que f(R) >0 e f'(R) >

Oe
_ I
f

para r > R, entao eziste f > 0 tal que g(r) < Bf(r), para r > R.

(),

o
)
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Prova. Aplicando o Lema 2.3.1, existe 8 > 0 tal que

9(R) <Bf(R) e g'(R) < Bf'(R).

Defina v(r) := S f(r), para r > R, logo

/U// B /Bf//
AT

(r) = %'(m, 9(R) < BI(R) = o(R) ¢ ¢'(R) < BF(R) = v/(R).

Portanto, pelo Lema 2.3.2, g(r) < wv(r) = Bf(r), parar > R. m
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Capitulo 3

Resultados Principais

Neste capitulo serao apresentadas as demonstracoes dos Teoremas 1.0.1 e 1.0.2.

3.1 Prova do Teorema 1.0.1

Para dado a, tome § > 0, tal que 6 < 5, e defina
Ks(r) = = esch?(r)(—1 + 6 sech?(r) — tanh?(r)).

Observe que

K 20
lim el _ 20y
r—oo avsech”(r)  «

Entdo, existe 75 > R, tal que para r > rs temos Ks(r) < asech?(r), e consequentemente,
Ric,(v) > Ks(r(x)), para © € M — B,(rs).
Seja
B = inf{Ric,(v);Yx € M — B,(rs),Vv € T, M},
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e considere K : R, — R uma funcao continua definida por

B, se r<rs
K = f(r), se rs <r<rs+1 )

Ks(r), se rs+1<r

onde f(r) é uma funcdo continua com f(r) < Ks(r), para r € [rs, 75 + 1].
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de E.D.O. de segunda ordem, existe ¢(r) tal

que

¢ (r)+K g(r)=0

!/

$(0) =0, ¢(0) = 1.

Aplicando o Teorema 2.1.19, onde Vol(B,(r)) ¢ o volume da bola geodésica, segue que

r

Vl(By() < woer [ (30" it

0
Note que ¢(r) = tanh’(r) é solucdo da equacio

¢"(r) + Ks¢(r) = 0.

Observe que, para r > rs + 1,

1/

SN

_¢'(r)
o(r)

b (r)
o(r)’

= Kylr) = R(r) = -

e pela Proposicao 2.3.3, existe Bﬁ > 0 tal que ¢(r) < 5ﬁ tanh’ (1), for r > rs + 1.
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Entao, para r > rs + 1,

Vol(B,(r)) < wp_ / ' o) tdt

( / THI )y ldt + /r;l(ﬁnll tanh‘s(r))"_ldt>
v
(

[e=]

rs+1 _ T
(B()"'dt + / 5dt>
rs+1

r5+1
)"t + B(r — (5 + 1)))

<wn1

S— S—

7

onde C' é uma constante positiva.

Desta maneira,

[ (vat) ™ = [ ()™ =

para todo p > 1. Entao, pelo Teorema 2.2.1, M é p—parabdlica para todo p > 1.

3.2 Prova do Teorema 1.0.2

Considere

1
K(r) = ha(r)—,
T
onde
1
() (a+1)
ra —1
Defina

= inf{Ric,(v);Vx € M — B,(R),Yv € T, M},

e K : R, — R, uma funcao suave, definida por

B, se r<R
K = f(r), se R<r<R+1 ;
K(r), se R+1<r
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onde f(r) é uma funcdo suave com f(r) < K(r), for r € [R, R+ 1].

Note que ¢(r) = r*t! —r é solugao de
¢"(r) + Ko(r) = 0.

Aplicando o Teorema 2.1.19 e a Proposigao 2.3.3, existe /Bﬁ > 0, n a dimensao de

M, tal que, parar > R+ 1,

r n—1

Vol(B,(r)) < Vol(B,(R+ 1)) + wn_l/ (Bﬁ(raJrl — 1)) dt

R+1
r

< Vol(By(R+1)) + Bwn_y / (ret ) lat
R+1

< O,r(a-i-l)(n—l)—i—l’

sendo C' uma constante positiva.

Assim,

1

/Oo —t plldt>/oo —t Ealt—oo
Vol(B,(t)) = C'tlat+1)(n—1)+1 e

sep>(a+1)(n—1)+1.

Logo, pelo Teorema 2.2.1, M é p—parabdlica para todo p > (a«+1)(n — 1) + 1.

Observacao 3.2.1 E importante observar que a funcao h,, na hipdtese de curvatura
Ricci do Teorema 1.0.2, admite uma definicao ainda mais geral, que serd indicada por
ha.e, com constantes positivas o e € e e+ 1 > €, e o que também garante a validade do
resultado, ou seja, se

Ric,(v) > — (3.1)

onde

ala+1)d* —e(e — 1)d°
ha,:?(d) = do — d¢ )

para todo © € M\ Bg(0), todo v € T, M, com ||v|]| =1 e para algum R > 0, onde d(x) é a

distancia de x até o. Entao M é p—parabdlica, para qualquer p > (a+1)(n — 1) + 1.
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Capitulo 4

Variedades p—parabdlicas e

Submersoes

Segue da Segao 2.1.2 uma relagao entre curvatura de Ricci da variedade M e a curva-
tura de Ricci da variedade B. Sendo assim, é possivel aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2
no contexto desta submersao.

Mais precisamente, seja M ser uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo
do grupo de isometrias de M, agindo livremente e propriamente M. Nestas condicoes, é
obtido um resultado que envolve o decaimento de curvatura de Ricci e o fato de M/G ser
p—parabdlica.

Além disso, neste capitulo é apresentado a demonstragao do Teorema 1.0.4, juntamente
com uma aplicacao para a variedade H? x R, munido de um grupo a 1—parametro de

isometrias de H? x R.

4.1 Prova Teorema 1.0.4

A prova deste teorema consiste em aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2. Para isto, sao

necessarias as ferramentas do Capitulo de Submersoes Riemannianas.
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Pela Proposigao 2.1.28,

(n—1)Ric(X) = p(X,X)
= P(X, X 06+ S{g(VxH, X) +g(VxN. X))
— 2ZQ(AXX1;AXX Zg TUX TU; )

= (r—1DRid(X') + 5g(vXH,X —2) g(AxX;, Ax X))

—-Zg%xn,ﬂ7

Portanto,

(r— D Rid(X') = (n—1)Ric(X) - gg(vxﬁ, X)+2 Z g(Ax X, Ax X))

+ Z 9(Ty, X, Ty,;, X).
Desta maneira, no caso de (a), temos
(r —1)Ric(X") = asech?(r).

Pelo Teorema 1.0.1, segue que M /G é p—parabdlica, e consequentemente M é (G, p)—parabdlica,
para todo p > 1.

Para o caso (b), segue de forma anélogo, aplicando o Teorema 1.0.2.

4.2 Aplicacao para a variedade H? x R

Considere H? o plano hiperbdlico de curvatura constante —1 e a variedade produto
H? x R. Em ambos os casos tratam-se de variedades nao p—parabdlicas para todo p > 1.

Contudo, temos o seguinte fato.

Proposicao 4.2.1 Sejam D? o modelo do disco de Poincaré de H?, X > 0 uma constante
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e Gy = {@i}ter 0 subgrupo a 1—parametro de isometrias de D? x R dado por

cos(At)  sen(At) x
oi(r,y,2) = , 2+t |, (z,y,2) €D* xR, teR
—sen(At) cos(At) y

Considere a métrica riemanniana no espaco quociente (D? x R) /G, tal que a projegdo

quociente w: D* x R — (D? x R)/G\, a saber
m(2,y,2) = Gr(2,y,2) = {pi (1,9,2), t R}, (2,y,2) €D* x R,

seja uma submersdao riemanniana. Entao D? x R € (G, p)—parabdlica para todo p > 1 e

para todo A > 0.

Prova. Observe que a métrica de D? x R é a métrica produto. Sendo assim, para todo

X,Y € X(D? x R), conexao ¢ dada pela relagao

VyY = VE?;%X)WDQ(Y) + VR (Y)

mr(x) TR

onde mp2 : D? x R — D? e 1 : D? x R — R sdo as projecoes naturais.

Considere a parametrizacao

z:(0,00) x[0,271] x R — M

(£.60,2) > (tanh (%) cos(6), tanh (%) sen(e),z>,

com relagao a qual temos os seguintes campos coordenados,

X, = g—i = ¢'(t)(cos(h),sen(6),0),

Xy = 22 g(t)(~sen(6) cos(6). 0).
Ox

Xy = 5-=(0,0.1).
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Consequentemente,

gn =1, ga= senh2(7°), gszs=1e gia =013 = gaz = 0.

E as conexoes nao nulas, em relacao dos campos coordenados, sao

cosh(r
Vx, Xo = senhEr; Xy e Vx, X5 = —senh(r) cosh(r) X;.

Dado ¢ = (g(r) cos(0), g(r) sen(0), z), a érbita que passam por g é dadas por

or(t) = cos(At)  sen(A\t) g(r) cos(0) R
—sen(At) cos(At) g(r)sen(6)
= (cos(At)g(r) cos(0) + sen(At)g(r) sen(d), — sen(At)g(r) cos(6)
+ cos(At)g(r)sen(d), z +t)

= cos(At)g(r)(cos(d),sen(d),0) — sen(At)g(r)(—sen(d), cos(),0) + (0,0, z + t).

Deste modo, tomando o slice M = D? x {0}, em ¢t = 0, o vetor tangente a dérbita é dado

por ‘/Q(t) = _/\XQ(T7070) + X3(T‘,0,0), qc M.

— 1 Vo _ _AXp+X3
Fortanto. {El =X B = senh(r \/A2 senh?(r)+1 (X2 +A senh’ ( )XS) ‘Vp| A2 SeHhQ(r)—H}
é uma base ortonormal para T,(D? x R), com E; e Fy sendo vetores horizontais, e V,/|V,|
um vetor vertical.

Como (D? x R)/G) ¢ bi-dimensional, temos que

RiC(DQ xR) /G2 (dﬂ'q(El)) = RiC(D2 xR)/Gx (dﬂ'q(El))

Conforme a construgao feita na demonstracao do Teorema 1.0.4, basta mostrar a
relagao (a) ou (b) apenas para um dos campos {FEy, F»}. Para o caso Ej, sdo necessérias
as seguintes expressoes:

i) 29(Vp, H, Ey); Z|AE1E] i) Z‘TVP B,

[Vpl
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Para (i), temos que

<\<:

V
- ()\2 senh2 ) ()‘ZVX2X2 - )‘VX3X2 - )\VXQX3 + VX3X3)
2
B ()\ senh( )COSh(T)) B

AZsenh?(r) + 1

Além disso,

- A? senh(r) cosh(r) ) )
Ve Ho B) = gV (- X, ), x
9V Ha, Er) I ( X ( AZsenh?(r) + 1 ! !

A2 senh(r) cosh(r) A? senh(r) cosh(r)
= Xi |- X, Xy | — Vx, X1, X
9 ( ! ( A2 SeHhQ(T) +1 ) b 1> A2 senhQ(r) +1 9 (Vxi X1, X3)
RN senh®(r) + cosh?(r)(1 — A2 senh?(r)) + senh?(r))
(1 + A2senh?(r))2 '

Na situagao (i7), note que

S IAGEN? = D [(Vx,Er)'|
K K

E sendo

Vx, (=AXa + X3)) = Vx (V)

= —AVx, X5+ Vx X3
cosh(r)

- 2

senh(r)
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segue que

> l|Ax, Eil)?
K

1 1 9 cosh(r)
— > g (Xo + Asenh?(r)X3), —A\———~
A2 senh (’I“) +1 senh(r)\/)\Q Senh2(r) +1 senh(r)
1 1 , cosh?(r) ) senh (r)
A2senh?(r) + 1 senh®(r)(A2senh®(r) + 1) senh?(r)
A% cosh?(r)
(AZsenh?(r) + 1)2
Por fim, para (iii),
2 2
x| = (Ve Xy
vV V[
= (i)
v 2
- (% vwm)
N (2
= g (Xlu H)

Assim,

Portanto,

2
2%:|AX1E,€| n ‘T%X

2

!g (- (e ) <)
M senh?(r) cosh?(r)
(AZsenh?(r) + 1)2

M senh?(r) cosh?(r)

‘2 _ A2 cosh?(r)
(A2senh®(r) 4+1)2  (A2senh®(r

A2 cosh?(r) M senh?(r) cosh?
(A2senh®(r) +1)2  (A2senh®(r) 4 1)2

2)2 cosh?(r) 4+ A* senh?(r) cosh?(r)
(A\2senh?(r) + 1)2 '

~—
+
—_

—_ | — |
no
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Por outro lado,

Rie(X1) = 5 (K(X1, Xo) + K (X1, X)) = —%.

Logo,

2Ric(X1) — (Vx, He, X1) + 2> | Ax, Bil* + Ty X
K

A2(\2senh®(r) + cosh?(r)(1 — A2senh?(r)) + senh?(r))
(1 + A2senh?(r))2
2)2 cosh?(r) 4+ A* senh?(r) cosh?(r)
(AZsenh?(r) + 1)2
3A2 +2A%senh®(r) — 1
(1 + A2senh?(r))?

- 1+

Observe que

’ 1 3A2+2X\%senh’(r) -1 2
im - =
r—oo sech?(r) (1 + A2senh?(r))2 A2

o que implica em, tomando a = %,

3\2 + 2)\%senh?(r) — 1
(1 -+ A2senh?(r))2

> asech?(r)

para r suficientemente grande.

Logo, pelo Teorema 1.0.4, segue que D? x R é (G, p)—parabdlica para todo p > 1. =

Repare que, para o caso de A = 0, (D? x R)/G, = D?. Consequentemente (D? x

R)/G, = D? é nao (G, p)—parabdlica para todo p >1e X = 0.
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