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Resumo

Estudamos um modelo exatamente soltivel para um condensado de Bose-
Einstein hetero-atdmico molecular. Comegamos por uma revisao da integra-
bilidade do modelo através da algebra de Yang-Baxter. Usando uma analise
classica, determinamos os pontos fixos do espaco de fase do sistema. Encon-
tramos bifurcacoes dos pontos fixos que separam o espaco de parametros em
diferentes regioes. Dois cenarios distintos emergem, dependendo do ntimero
de atomos de espécies diferentes ser igual ou nao. Este resultado sugere que
as propriedades do estado fundamental do sistema exibem uma sensibilidade
incomum a diferenca hetero-atémica. Confirmamos esta indicacao através de
andlises quanticas usando diferentes métodos, tais como o gap de energia,
fidelidade, emaranhamento e o comportamento das solucoes das equagoes do
ansatz de Bethe para o estado fundamental.



Abstract

We study an exactly solvable model for hetero-atomic-molecular Bose-
Einstein condensates. We start by revisiting the integrability of the model
trhough the Yang-Baxter algebra. Using a classical analysis we determine
the phase space fixed points of the system. It is found that bifurcations of
the fixed points naturally separate the coupling parameter space in different
regions. Remarkably, two distinct scenarios emerge, depending if the number
of atoms of different species is equal or not. This result suggests the ground-
state properties of the model exhibit an unusual sensitivity on the atomic
imbalance. We then confirm this finding by a quantum analysis using diffe-
rent approaches, such as the energy gap, the fidelity, the entanglement and
the behaviour of the ground-state solutions of the Bethe ansatz equations.
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O fenémeno conhecido como Condensacao de Bose-Einstein foi previsto
teoricamente em 1924 por Albert Einstein |1, 2]. Esta descoberta surpre-
endente ¢ uma conseqiiéncia da estatistica de Bose [3]|. Posteriormente, este
fenomeno receberia o nome de Condensados de Bose-Einstein em homenagem
a estes dois grandes cientistas do século passado. Desde a predicao teorica
até a realizacao experimental em 1995, foram precisos aproximadamente 70
anos de estudo e aprimoramento das técnicas utilizadas nos laboratorios. A
obtencao do condensado de Bose-Einstein em gases atomicos diluidos abriu
a possibilidade de investigar o comportamento de uma nova classe de sis-
temas quanticos. Subsequentemente, o fenomeno tem sido cada vez mais
investigado, tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental.

Para entendermos como e porque a condensacao de Bose-Einstein acon-
tece precisamos, primeiramente, revisar a estatistica das diferentes particulas
quanticas. As particulas quanticas sao divididas em dois grandes conjuntos,
batizados de bosons e férmions. Essa classificacao tem como diferenciacao,
entre os grupos de particulas, a estatistica que as mesmas obedecem. Os fér-
mions sao os constituintes béasicos da matéria, e podemos citar como exemplo
os quarks, elétrons e neutrinos. Sao particulas de spin semi-inteiro: 1/2, 3/2,
5/2, e assim por diante. E como caracteristica definidora, obedecem ao prin-
cipio de exclusao de Pauli, que basicamente declara que férmions nao podem
ocupar os mesmos estados quanticos. Os bdsons por sua vez, sao a antitese
deste comportamento. A eles é permitido possuirem os mesmos numeros
quanticos, em outras palavras, ocuparem o mesmo estado quantico indepen-
dentemente do nimero de bésons. Todos eles possuem spins inteiros: 1, 2,
3 .... E como exemplo de bosons temos os fotons, glions e atomos como o
87 Rb.

O fato dos bosons poderem ocupar o mesmo estado quantico é a ca-
racteristica determinante na compreensao do fenémeno da condensacao de
Bose-Einstein. Em temperatura ambiente, em torno de 300K, os atomos
se comportam como particulas cldssicas e sua energia é muito elevada para
observarmos fenomenos quanticos. Nessas condi¢oes os gases podem ser des-
critos pela estatistica de Boltzmann. Mas em temperaturas mais baixas, o
comprimento de onde de de Broglie aumenta, seguindo a relagao de propor-
cionalidade inversa ao momentum da particula \yg = h/p. Quando atinge-se
uma temperatura critica 7' = T,., o comprimento de onda de de Broglie é
comparavel a distancia média entre os atomos, os pacotes de onda interfe-
rem uns com os outros. A condensacao de Bose-Einstein ocorre quando estes
atomos ocupam todos o estado fundamental e formam uma tnica funcao de
onda, onde é impossivel distinguir cada um dos atomos.

Desde a previsao de Bose e Einstein, diferentes técnicas experimentais de
resfriamento a baixissimas temperaturas foram desenvolvidas, e em 1995 as
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primeiras realizagoes experimentais dos condensados de Bose-Einstein (CBE)
foram obtidas por Anderson, Bradley e Davies |4, 5, 6], usando vapores de
Atomos do grupo dos metais alcalinos 8" Rb, "Li e 22 Na. A condensacio de
Bose-Einstein foi obtida, basicamente, combinando a técnica de resfriamento
por laser com a técnica de resfriamento evaporativo. A técnica de resfria-
mento por laser funciona a partir do principio de transferéncia de momentum
linear. Aparentemente utilizar luz para esfriar um gas parece contra intui-
tivo, mas se utilizado da maneira e configuracao adequada é possivel obter
uma grande reducao de temperatura para um gas de bosons. Como sabido,
os atomos do gas sofrem espalhamento somente de fétons com determinados
valores de comprimento de onda. Sendo assim, utilizando engenhosamente
o efeito Doppler, podemos escolher uma frequéncia, para o laser, levemente
deslocada para o "vermelho”. Com essa alteracao, os &tomos que se deslocam
no sentido contrario ao feixe do laser sofrem uma forca contraria que freia o
seu movimento. Criando um aparato onde os raios lasers possam convergir
de diferentes eixos em um tnico ponto, concentramos neste ponto uma regiao
onde os atomos sao resfriados [7].

Mas o resfriamento por laser nao é suficiente para atingir a temperatura e
densidades necessarias para a obtencao do condensado. Apods o resfriamento
por laser os atomos sao aprisionados por uma armadilha magnéto-6tica e
usa-se a técnica de resfriamento evaporativo. Esse método é muito eficaz em
proporcionar grandes taxas de resfriamento e consiste em diminuir levemente
o valor do potencial magnético que aprisiona os &tomos. Essa diminuicao per-
mite que os Atomos mais energéticos possam escapar do condensado, levando
com eles grande quantidade de energia. E importante notar que a interacio
entre atomos, mesmo sendo fraca para a obtencao do condensado de Bose-
Einstein, ¢ muito importante, pois s6 através dela os &tomos podem transferir
energia para o atomo que é ejetado para fora do condensado diminuindo a
energia média dos &tomos restantes. Ao mesmo tempo em que a temperatura
cai a densidade também aumenta, pois, os atomos possuindo menos energia
se concentram no minimo do potencial magnético da armadilha. Por fim o
gas acaba atingindo a temperatura critica em torno de 100 nK e densidade
critica de aproximadamente 5 x 10'2 atomos por cm? para a formacao do
condensado de Bose-Einstein [8].

Desde sua realizacao experimental, diversos estudos e aplicacoes para
condensados atomicos tém sido realizados. Entre eles, citamos em particular
o fendbmeno do tunelamento Josephson e o auto-aprisionamento entre dois
condensados |9, 10, 11]. O fenémeno de tunelamento, previsto por B. D.
Josephson [12] em 1962 e verificado pela primeira vez em [13], descreve o
tunelamento de elétrons entre dois supercondutores separados por uma fina
camada isolante. Para o caso dos condensados de Bose-Einstein, técnicas ex-



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

perimentais permitem dividir um condensado de forma a se obter um duplo
poco potencial. A ndo linearidade da interacao entre os atomos que tunelam
pela barreira de potencial determina os regimes dinamicos observados, e, de-
pendendo das condi¢oes iniciais do experimento, pode-se observar o fen6meno
de tunelamento ou auto-aprisionamento.

A partir do crescimento no dominio das técnicas experimentais, foram
também realizadas iniimeras tentativas de obtencao de moléculas ultra frias
nos CBE. Esse objetivo encerra maiores dificuldades, pois, devido a conser-
vacao de momentum, a associacao molecular nao pode ser gerada por uma
simples colisao de dois corpos, mas exige um processo de colisao de trés
corpos, troca de fotons (fotoassociagdo) ou transicdo adiabatica (magneto-
associagao). Em 2002, moléculas ultra frias foram produzidas em um CBE
através da ressonancia de Feshbach, onde d4tomos se unem para formar um
estado ligado molecular durante um curto intervalo de tempo e se separam
formando novamente um estado nao ligado. Aplicando pulsos magnéticos
proximos da ressonancia de Feshbach em um condensado de % Rb [14], uma
mistura coerente de 4&tomos e moléculas diatomicas foi obtida no condensado.
Estes condensados sao chamados de condensados de Bose-Einstein atoémico-
moleculares (CBE-AM).

Recentemente também foram produzidas moléculas hetero-atomicas do
tipo ' K8 Rb a partir de magnetoassociagao |15, 16]. Estas moléculas hetero-
atomicas tém atraido especial interesse uma vez que seu momento de dipolo
permanente permite sua manipulacao a partir de campos externos, possibi-
litando maior controle na interacao molecular. Tais condensados também
despertam interesse pela sua possivel aplicacao em diversos campos, como
na espectroscopia fotoassociativa [18|, em estudos de simetria fundamental
[19] e até mesmo na computagao quantical20].

Do ponto de vista tedrico, existem diferentes técnicas e modelos para ex-
plicar os fenomenos envolvendo os condensados de Bose-Einstein, como as
equacoes de Gross-Pitaevskii, a aproximacao de campo médio, entre outros.
Uma ferramenta importante na evolucao dos aspectos tedricos dos conden-
sados tem sido o desenvolvimento e a aplicacao de técnicas matematicas
potentes. O estudo destes fen6menos é extremamente dificil, jA que muitas
vezes nao se pode aplicar métodos aproximados, como, por exemplo, a teoria
de perturbacgoes e a teoria de campo médio, devido a existéncia de grandes
flutuagoes quanticas. Assim, neste contexto, a técnica das solucoes exatas de
modelos fisicos tem recentemente atraido muita atencao da comunidade. O
estudo de solugoes exatas de modelos tem sua origem no trabalho de Bethe
no modelo de Heisenberg [21], em 1931. Posteriormente, este campo rece-
beu grandes contribui¢oes de Yang [22|, Baxter 23], Faddeev e Takhtajam
[24], entre outros, e tem prosperado muito. Trabalhos recentes em nanograos
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levaram a area de modelos exatamente soliveis para uma audiéncia nova e
muito maior, quando a solu¢ao exata do modelo BCS reduzido (Bardeen,
Cooper e Schrieffer) foi obtida por Richardson [25]. Neste cenario, modelos
exatamente soltiveis para condensados de Bose-Einstein foram propostos e
alguns casos particulares foram investigados [26, 27, 28,29, 30, 31].

Dentre estes modelos particulares investigados, citamos o modelo de dois
condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson, descrito
pelo hamiltoniano

E .
H = U1N12 + U2N22 + U12N1N2 + /~L1N1 + /LQNQ — 5‘7(&1@ + a£a1)7
onde aI e a; sao operadores de criacao e aniquilacao de atomos e N; = alai

sao operadores nimero de atomos em cada condensado. Os parametros U )
sao as amplitudes de espalhamento de onda-S entre os 4tomos nos (entre os)
respectivos condensados, p; sdo os potenciais externos e €; a amplitude de
tunelamento de &tomos entre um condensado e outro. Este modelo exibe
grande riqueza, descrevendo propriedades como o tunelamento e o auto-
aprisionamento, investigados em [32, 33|. Este modelo exemplifica sistemas
onde seu estudo, livre de aproximacoes, é realizado através do uso de solugoes
exatas obtidas pelo método do Ansatz de Bethe. Outro modelo que segue a
mesma sistematica é dado por

H = U,N? 4+ U.N? + UyeNoNe. + 14Ny + 1N, — Q(a'a’c + claa),

o qual descreve um condensado de Bose-Einstein homo-atémico molecular
|34, 35]. Acima, utiliza-se novamente a notagao usual do espago de Fock, onde
a' é o operador de criacdo de um atomo do tipo a e ¢f é o operador de criacio
do estado molecular. Os parametros U; descrevem ondas de espalhamento
do tipo S, p;’s sao os potenciais externos e €2 é a amplitude de interconversao
de 4tomos em moléculas. Este hamiltoniano tem a interpretacao natural de
um condensado atomico-molecular formado por dois a&tomos que podem se
ligar e formar uma molécula diatomica.

Nesta tese, vamos nos concentrar no modelo exatamente solivel que des-
creve a interconversao de dtomos e moléculas num CBE hetero-atomico mo-
lecular, que corresponde a uma generalizacao do caso acima, em que dois
atomos diferentes, a e b, podem se combinar e produzir uma molécula c. Este
modelo hetero-atémico molecular apresenta vantagens técnicas sobre outros
tipos de modelos de condensados atomico-moleculares exatamente pelo fato
de possuir diferentes tipos de &tomos em sua constituicao e a possivel forma-
¢ao de moléculas no mesmo. Estes dimeros podem apresentar momentum de
dipolo, o que possibilita um forma de rastreamento e manipulacao bastante
valiosa do ponto de vista experimental.
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O objetivo é fazer um estudo completo e detalhado deste modelo, desde
a sua solucao exata via ansatz de Bethe, a discussao das dinamicas cléssica
e quantica, o mapeamento do modelo em um problema de equacao de Schro-
dinger com um potencial efetivo até a investigacao das transicoes de fase
quanticas. A tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2, estu-
damos a integrabilidade e a solucao exata do hamiltoniano que descreve o
condensado hetero-atémico molecular, incluindo o limite sem espalhamento.
No capitulo 3, fazemos uma anélise classica do modelo em diferentes limites
frente as diferencas hetero-atomicas. No capitulo 4, utilizamos métodos de
mapeamento espectral na equacao de Schrédinger e realizamos a dinamica
quantica. No capitulo 5, fazemos uma analise das transicoes de fase quanti-
cas deste modelo utilizando os conceitos de gap, fidelidade, emaranhamento,
comportamento das raizes das equacoes do ansatz de Bethe e o niimero médio
molecular do condensado. Por fim, no capitulo 6, apresentamos as conclusoes
e perspectivas para o trabalho. Os resultados obtidos nos capitulos 3, 4 e 5
sao originais e constituem a contribuicao do autor para a area.



Capitulo 2

Modelo
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2.1 Hamiltoniano

Neste trabalho iremos estudar o modelo geral para o hamiltoniano que des-
creve um condensado de Bose-Einstein hetero-atdmico molecular, ou seja, um
sistema constituido por duas espécies distintas de atomos, batizados como
atomos do tipo a e dtomos do tipo b, que podem, um de cada espécie, se
combinar para formar uma molécula, chamada molécula ¢. O hamiltoniano
mais geral que descreve este modelo é dado por [36]

H = UaaNj + (]bb]Vb2 + Uchcz + UabNaNb + UacNaNc + chNch
+ 1o No + 1Ny + p1eNe + Q(a’blc + cTba). (2.1)

Os operadores canonicos de criacdo e aniquilacio {a, b, ¢, al, b', ¢} obede-
cem as relagoes usuais de comutacgao

[a,a'] =1, [a,a] =[a',a'] =0, [N, a]=—a, [N,d']=al. (2.2

Os parametros U;; sao as amplitudes de espalhamento de onda-S que quanti-
ficam as interacoes interatomicas, intermoleculares e também do tipo atomo-
molécula; p; sao os potencias externos e ) é a amplitude de interconversao de
atomos e moléculas. Este hamiltoniano age no espaco de Fock, que é gerado

pelos vetores
(af)m (o)™ (ct)™
’naanbanc> = W ‘07070> (23)

onde |0,0,0) é o vacuo no espago de Fock. Temos entao

Na|na; Ny, nc> - na|na; Ny, nc>7

onde N, = afa, N, = bib e N. = cc, sdo os operadores niimero de ato-
mos do tipo a, atomos do tipo b e moléculas ¢, respectivamente. Como
0 hamiltoniano (2.1) ndo depende explicitamente do tempo e comuta com
J = N, — N, e com o nimero total de 4&tomos N = N, + N, + 2N,, os
autovalores desses operadores também sao grandezas conservadas. O opera-
dor J é chamado de diferenca hetero-atomica e a partir dele podemos definir
k = J/N, k € [-1,1], chamado de diferenca hetero-atomica normalizada.
Este hamiltoniano pertence a uma classe especial, dos chamados modelos
integraveis, o que significa que podemos resolvé-lo analiticamente. Por este
motivo, na proxima se¢do, faremos uma revisao 36| sobre a integrabilidade
deste modelo e mostraremos como podemos obter este hamiltoniano e sua
solugao exata através de algebras especificas.
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2.2 Integrabilidade

Fundamentalmente, a integrabilidade foi um conceito desenvolvido para apli-
cacgao e estudo de sistemas classicos. O Hamiltoniano de um sistema classico
finito é dito integravel quando possui um conjunto de integrais de movimento
igual & metade da dimensao do espago de fases [37]|. Estas integrais de mo-
vimento (incluindo o hamiltoniano) devem ser independentes e comutativas
em relacao ao colchete de Poisson

01,0, 0I; 01
I, L] = Pk Tk
[ 7 k} Zl: (&11 op oy 3%) 0

onde g; e p; sao as variaveis candnicas. Cientes da defini¢ao de integrabilidade,
podemos estendé-la para aplicacao na mecanica quantica, embora a extensao
do conceito de integrabilidade classica para integrabilidade quantica nao seja
trivial e apresente alguns problemas. Maiores detalhes estao discutidos em
|38]. Esta extensao é feita através da obtengao de um conjunto de operadores
quanticos {t(u)}, onde u € C é o chamado parametro espectral. Este conjunto
de operados age sobre o espacgo vetorial que representa o espago de Hilbert
dos estados quanticos, devendo obedecer a relacao de comutacao

[t(u),t(v)] =0, V wu,veC. (2.4)

A partir da relagao acima, podemos perceber que os operadores {t(u)} podem
ser diagonalizados independentemente da escolha de u, o que significa que
seus autovetores também serao independentes do parametro espectral. Esta
caracteristica ¢ de fundamental importancia para a utilizacao do método
algébrico do ansatz de Bethe. Outra caracteristica muito importante pode
ser observada se expressarmos os operadores através de uma expansao em

série -
t(u) = Z Yiu',
i=0

e obedecendo a relagao (2.4)), t(u) deve comutar com as suas derivadas de
qualquer ordem, implicando que

[xis x;] = 0.

Podemos, desta forma, garantir a integrabilidade do sistema quando expres-
samos o hamiltoniano através dos operadores {y;}. Sendo assim, automatica-
mente estes operadores comutarao com o hamiltoniano constituindo, cada um
deles, uma quantidade conservada. O requisito final é satisfeito quando estas
quantidades conservadas constituem tantas integrais de movimento quanto
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o numero de graus de liberdade do sistema, qualificando este hamiltoniano
como integravel.

A certificacao do sistema como sendo um modelo integravel possibilita
a utiliza¢gdo do método de espalhamento quéntico inverso [39, 40]. A teoria
de sistemas quanticos exatamente soliveis é fundamentada na construcao de
uma algebra 7z, chamada dlgebra de Yang-Baxter. Esta algebra é constituida
por operadores T}', sendo i,j € {1...d}. Estes operadores sao representados
por matrizes T'(u), do tipo d x d, chamadas de matrizes de monodromia. Os
operadores da algebra 7z devem obedecer a seguinte relagao

> Riu= 0BT = IO @R =), (29)

onde os elementos R;’f sao as constantes de estrutura da algebra representados
por uma matriz d? x d?, chamada matriz-R. Reescrevendo na forma matricial
temos

ng(u — U)Tl (U)Tg(l}) = TQ(U)Tl (u)ng(u — ’U). (26)

A associatividade da algebra implica que as constantes de estrutura R;’f de-
vem obedecer a relacao

Rio(u — v)Rys3(u — w)Roz(v — w) = Roz(v — w)Ryz(u — w)Ryg(u — v) (2.7)

conhecida como equagao de Yang-Baxter. A equagdo (2.7) também esta pre-
sente em muitos outros ramos da fisica e mateméatica, como a mecéanica es-
tatistica bidimensional classica [23|, teoria de nos [41] 42], teoria de espalha-
mento [43|, matéria condensada [44], fisica atomica e molecular [45], teoria
de cordas |46], entre outros.

Um ponto crucial no desenvolvimento do método esta centrado na pro-
priedade do traco t(u) da matriz de monodromia T'(u)

tu) = 3 Ti(w) 23

obtido através da relagdo fundamental (2.5), em criar um conjunto completo
de operadores que comutam. Tais operadores podem ser usados como repre-
sentacoes das integrais de movimento do modelo quantico, garantindo sua
integrabilidade.

Para continuarmos o desenvolvimento do método devemos encontrar as
formas matriciais que satisfacam a algebra de Yang-Baxter. Seguindo o tra-
balho 30|, primeiro passo para esta tarefa é escolher a matriz R. Vamos
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utilizar a seguinte matriz

10 0 0
R = | g o) b 0 (29)
00 0 1

Na matriz (2.9), os elementos b(u) = u/(u +n) e c(u) = n/(u +n) sao
funcoes do parametro espectral u, e n é um parametro complexo arbitrario.
Essa matriz satisfaz a dlgebra de Yang-Baxter e é invariante frente ao
grupo gl(2), ou seja

[R(u),9®g] =0, (2.10)
onde g é qualquer matriz 2 x 2. Devido a representagao (2.9), as matrizes de
monodromia T'(u) sdo dadas por matrizes 2 x 2

(A0 5). en

e o operador t(u) toma a seguinte forma
t(u) = A(u) + D(u). (2.12)

Pode-se mostrar usando a equagao (2.6) que [t(u),t(v)] = 0, ou seja, o
modelo ¢ integravel. Estabelecida a forma matricial para as matrizes R e T,
através da relagao da algebra de Yang-Baxter (2.7), podemos obter algumas
relagoes de comutagao entre os elementos da matriz de monodromia 7T'(u)

[A(u), A(v)] = [D(u), D(v)] =0,
[B(u), B(v)] = [C(u),C(v)] =0,
A(u)C(u) = “;—TC(U)A(U) -

— v

Clv)A(u),

D(u)C(u) = “—2" "0 () D(w) + ﬁC(v)D(u). (2.13)

uU—v
Devemos lembrar que o hamiltoniano do sistema integravel seré reescrito em
fungdo das integrais de movimento representadas pelo operador t(u). Desta
forma, para resolvermos o sistema integravel devemos encontrar os autova-
lores e autoestados deste operador, isto é, devemos resolver o problema de
autovalores t(u)|v) = A|¥). Para isso, é fundamental a escolha de um estado
de pseudo-vicuo adequado para a utilizacao do método algébrico do ansatz
de Bethe. Este estado de pseudo-vacuo |0) deve ter as seguintes propriedades

B(u)|0) =0,
C(u)|0) #0,
D(u)[0) = d(u)|0), (2.14)
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onde a(u) e d(u) sao fungoes escalares.

Assumimos a priori a existéncia do estado de pseudo-vacuo e, aplicando
o operador C'(u) e utilizando as propriedades (2.14)), escolhemos o chamado
estado de Bethe, representado pelo vetor

M
|17> = |U17"'7UM> :HC(UZ”O)’ (215)
i=1
onde a ordem de aplica¢ao dos operadores C'(u) sobre o pseudo-vacuo nao é
importante, pois [C'(u), C(v)] = 0.
Utilizando as relagoes de comutacao (2.13) conseguimos calcular a agao

—
b

do operador t(u) no vetor |v), obtendo

tw)[o) = Alu,0)|0)

(ST con
i boj£i v J

JF£
o~ () 7T =
. L C(u)|v; 2.16
+ (ZU—UZH Uy — U ) (u)\m) ( )
i J#i
onde
Mu—vﬁ—n Mu—vi—n
i=1 v i=1 v

Podemos notar que A(u, ¥) na formula (2.16) constitui o autovalor e |¥)
o autovetor do operador ¢(u), somente se os demais termos presentes na
formula forem nulos. Tais termos se anularao se as seguintes equacoes forem
satisfeitas

a(v;) v — v —
B ) et N SR

d(?}l) ki UZ'—’Uj‘i‘?]’

e essas equacoes sao conhecidas como equacoes do ansatz de Bethe. Vale
ressaltar que na derivacao das equacoes do ansatz de Bethe é um requisito
importante que v; # v; V 4, j. Se este requisito nao é obedecido as equacoes
do ansatz de Bethe podem levar a contradicdes e incoeréncias nos calculos
resultando em uma fun¢do de onda nula, como demonstrado em |47]. As
equacoes do ansatz de Bethe possibilitam a transformacao do problema em
uma questao puramente algébrica, codificando toda a informacao presente no
hamiltoniano que descreve o sistema integravel em um conjunto de equagoes.
Encontrar o conjunto de raizes {v;} que satisfacam as equagdes (2.18) signi-
fica obter a forma para as autoenergias e os autovetores do modelo quantico
exatamente soltvel.

M, (2.18)

Y
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O 1ultimo e nao menos importante passo na resolucao do modelo inte-
gravel reside em encontrar uma forma de representacao para o geradores da
algebra 7z. No método algébrico do ansatz de Bethe, esta representacao atua
no espaco vetorial V', o espaco de estados fisicos, sendo denotados por 7 e
chamadas operadores-L ou operadores-Lazx

L(u) = 7(T(u)) = ( midiw)) m(5w) ) , (2.19)

com a qual podemos escrever o operador t(u) como
t(u) = 7(trT(u)) = 7(A(u) + D(u)) = trL(u). (2.20)

Iremos chamar a representacao do operador t(u) de matriz de tranferéncia.
Uma importante propriedade da algebra de Yang-Baxter se deve ao fato
da mesma possuir uma estrutura de co-multiplicacao, que nos permite cons-
truir um produto tensorial de representacoes. Possuindo duas representa-
coes distintas LY e LY, cada uma delas obedecendo a algebra de Yang-
Baxter (2.6)), gerando L = LYL"W poderemos verificar entao que L também
obedecera a relagao (2.6). Além disso, se L(u) é um operador-Lax, pode-
se mostrar que L(u + «), para qualquer «, também serd um operador-Lax
[30]. Utilizando todas estas caracteristicas, escolhemos duas realizagoes para
os operadores-Lax. Primeiramente a realizacao em termos dos operadores
bosonicos ¢ e ¢ que obedecem a relagao de comutacio [c, ¢'] = 1, sendo 48]

Lo(u) = ( (1+nuchT+ 0’ Ne e > (2.21)

onde N, = cfc. Outra realizacio importante para o modelo é em termos da
simetria su(1,1) dos geradores K# ¢ K* [51, 52]

1 ([ ul +nK*? nK~
K — —
L (U)_u(_nK-l— UI—T]KZ)’ (2'22)

que obedecem as relacoes de comutacao
[K* K*| = +K=, [K' K ]|=-2K" (2.23)

A partir das realizagoes L°(u) e L¥(u), e utilizando a propriedade de
co-multiplicacao da algebra de Yang-Baxter, construiremos o operador-Lax
para a representacao do hamiltoniano (2.1). Ele é obtido através da seguinte
relacao

L(u) = ugL(u —n~ ' 4+ w)L* (u), (2.24)
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onde g = diag(—1,1), e w(z) é um polindémio arbitrario em fun¢ao de .
Para completarmos a representacao do hamiltoniano (2.1), precisamos
descrevé-lo em funcao das suas integrais de movimento. A integrabilidade do
modelo é garantida quando essas integrais de movimento sao representadas
pela matriz de transferéncia. Sendo assim, para consolidarmos esta etapa do
método adotaremos a seguinte realizagio discreta da algebra su(1,1)

N,+ Ny +1

Kt =a', K =ab, K*= 5 ,

(2.25)

onde os operadores {a,a'} e {b,b'} sdo os operadores de criacio e aniquila-
¢ao de atomos do tipo a e b, respectivamente. Adotando esta realizacao da
algebra, a matriz de transferéncia resulta na seguinte forma
t(u) = —nu® — n°No(No/2 + Np/2 +1/2) — n* K*w(N/2 + 1/2)
+u(2 — n*(N/2 +1/2) — nw(N/2 4+ 1/2))
+n?(a'bc 4 abe'). (2.26)

Estabelecemos agora a relagao entre a matriz de transferéncia t(u) e o ha-
miltoniano

H=0+0(N/2+1/2) + x(N/2+ 1/2)* + pJ + vJ?
+EJ(N/2 +1/2) 4+ 172Qt(0), (2.27)

onde o operador J = N, — N, tem como observaveis o valor J da diferenca
hetero-atomica. Para o polinémio w(z) escolhemos a forma

W(N/2+1/2) =((N/2+1/2) +~T + T, (2.28)

e as constantes de acoplamento sao vinculadas aos parametros do hamiltoni-
ano através das seguintes relacoes

Uaa + Ubb + Ucc + Uab - Uac - ch

Q
Ucc - Uaa - Ubb - Uab
¢ = Q
2Uaa + 2Ubb + 2Uab - Uac - ch + 2,U/C - 2,ua - Q/Lb
T =
202
o 2Ubb - 2Uaa + Uac - ch

2Q
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Usa + Uy + Uy — 2110 — 211

g = 1
1. — _
5 = He Uac ch
2
X = Ucc
U - Uaa a
) = bb é+’ﬂ b (2.29)
Uaa + Ubb - Uab
UV =
4
é. _ Uac - ch'

2

Como podemos notar, conseguimos demonstrar a integrabilidade do ha-
miltoniano (2.1) utilizando a matriz de transferéncia t(u) para descrevé-lo.
Os outros elementos presentes em (2.27), além da matriz de transferéncia,
sao dependentes de constantes do modelo, como o nimero total de atomos
N e a diferenca hetero-atomica J. Dessa maneira, estamos aptos a resolver o
modelo utilizando as equacoes do ansatz de Bethe algébrico. Para encontrar-
mos a forma especifica das equacoes do ansatz de Bethe basta aplicarmos os
operadores A(u) e D(u) no estado de pseudo-véacuo, representado pelo vetor
10) = 10)4]0)|0). = |0,0,0), que foi escolhido como o produto tensorial dos
espagos de Fock, pois ele é aniquilado pelo operador B(u), de onde obtemos
os seguintes autovalores

a(u) = (u+n(J/2+1/2))(1 = nu —n(C(N/2+1/2) +~J + 7))
dlu) =u—n(J/2+1/2). (2.30)

Utilizando as relacoes (2.30) juntamente com a equacao , encontramos
as autoenergias do hamiltoniano (2.1) [36]

E(@) = o+ d(N/2+1/2) + x(N/2 +1/2)* + pJ + vJ?
w-n/2
+EJ(N/2+1/2) = 'Q(J/2 + 1/2) H

(2.31)

(N—J)/2
'J/2+1/2) 1 =nC(N/2+1/2) +vT + 7)) ][]

=1

Da mesma forma utilizamos a relagao (2.18) para encontrarmos as equagoes
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do ansatz de Bethe
vi +n(J/2+ 1/2)} B (Nl_—J[)/? v —v; — 1)
v —n(J/2+1/2)] v —vj+n
(2.32)
Agora que obtivemos as equagoes (2.32), podemos resolver o hamiltoni-
ano (2.1) simplesmente encontrando as raizes {v;} e, dessa maneira, recons-
truindo as autoenergias e os autovetores. Como mencionado anteriormente,
o hamiltoniano (2.1) representa a forma mais geral para as interagoes em um
condensado de Bose-Einstein hetero-atdmico molecular, mas muito de sua
fisica pode ser emulada no limite sem espalhamento

H = N, + Q(a'bc 4 c'ba), (2.33)

[1—n(v;+C(N/2+1/2)+~J +7)]
i

onde aplicamos U;; = 0, pg = py = 0 e py. = p. Para o caso em que todos
os parametros U;; sao nulos, o hamiltoniano em questao modela a geragao
de harmonicos de segunda ordem em Optica quantica [49, 50]. Anular os
parametros do modelo, com excecao de p., significa que as relagoes (2.29
assumirao os seguintes valores

n—0 d—upn

(=0 x—0

T—u/t p—0

v —0 v—0

oc—0 E—0

Verifica-se prontamente que apenas dois parametros nao se anulam, mas entre
os parametros nulos encontra-se 7, do qual o valor do produtério nas equagoes
do ansatz de Bethe (2.32) é dependente. Por este motivo devemos realizar
uma expansao de 1 para valores muito pequenos. Podemos reescrever cada
termo do produtorio (2.32) da seguinte forma

w—v—n 14/ —v)
vi—vj+n L=/ —v)
e aplicando-se a expansao para valores muito pequenos de 7,

1 2 3
lim =1+ 7 + 7 + 7 +oee
n—01—n/(v; —v;) vj — v; vj — v; v — v

obtemos

2
hmw:(H 7 )<1+ d +( " )+>
TIHOUZ'—U]'—Fn Vj — v Vj — v Vi — U;

(2.34)
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Substituindo-se essa relacao no produtoério (2.32) teremos

(N=7)/2 V; — Vi — 2 2
lim Z—’n:<1+ i +...><1+ 7 +)
n—0 i Ui—Uj—i—?? V1 —U; Vg — V;
2 2 2
T T/ R
V1 — U Vg — V; V3 — U;
(N=J)/2 20
=1 2.36
: ; Uj—vi+ ’ (2.36)

onde foram desprezados termos de ordem igual ou maior que n?. Realizamos o

mesmo procedimento para o lado esquerdo da equacao (2.32)), reescrevendo-a
da seguinte forma

k%ﬂ—n@f+QNﬁ+ﬂﬁD+7J+Tﬂ:(l—nm—%g) (2.37)

lim
n—0

vitne\ 1+ nk/v; (2.38)
vi—mw) 1= o '

2 3
O+ﬁ>0+ﬁ+<@)+<ﬁ)+~>
V; V; V; Vi
2nk nK 2 nK 3 nK 4
=1+ +2(— ) +2(— ) +21— ) +---
V; Vi V; Vi

onde k = (J/241/2). Podemos agora igualar os dois lados da equagao (2.32),
considerando novamente somente a expansao até a primeira ordem em 7

nu> n 2n
L—nu— Y (1+2LJ+1D)) =1
(1om= ) (1+ Zun) —1e 2 2
JF#i
7 n W22 9
T+ LT+ =y — 22 =1
+Ui( +) " Q * Z (% (%
J#i
N—-J)/2
(J+1) .ﬁ_(Ef/ 2 (2.39)
v, Q prrl Rl '

A equacao encontrada acima, para o limite n — 0, é a equacao do ansatz
de Bethe na forma de somatoério para o hamiltoniano simplificado (2.33),

que possui varias caracteristicas fisicas relevantes de interesse para a nossa
analise.
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Podemos utilizar o mesmo processo para encontrar a forma das autoener-
gias para o hamiltoniano . Os produtorios presentes em (2.31) podem
ser escritos como

(N—J)/2

e
i Y ”:(1iﬁ)<1iﬁ><1iﬂ)...
n—0 iy Vs U1 Vo U3

lim

=1+ Z - (2.40)

onde novamente foram mantidos apenas os termos até a primeira ordem em
7. Reescrevemos agora a autoenergia (2.31) com os limites do produtorio
para n — 0, e as novas relacoes para os parametros nao nulos

Q ” (N—J)/2 (N— J/2
E(@) = D(1-Z) 1= L1-1(1 A
(¥) 277((]+> ( Q) ZZI v; * Z

+§(N+1)
Q _ i CE | w

:2n(J+ 1) (5—2) Z v +§(N+1)
1 -u i &1

:§(N+1)—§(J+1)+(J+1)<7—Q> ; ”
p (N=)/2

—EIN-)=QU+1 — 2.41
S(IN=D) =0+ D, (241)

i=1 t

onde anula-se o termo dependente de 7. Embora acabemos de encontrar
a forma da autoenergia para o hamiltoniano (2.33), podemos escrevé-la de
uma maneira muito mais compacta utilizando uma propriedade da equacao
(2.39). Para demonstrarmos esta propriedade realizaremos uma soma de
todas as raizes {v;} sobre a mesma. Naturalmente obtemos

(N—J)/2 41 (N—J)/2 (N—J)/2 (N—J)/2
> S o
i=1 i i=1 i=1 A T

Podemos demostrar que o lado direito da igualdade tem valor nulo devido a
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simetria de sua composicao
(N=J)/2 (N—J)/2

2 2 2 2
Z > P 0 4= + ...

U3 — V1 Vg — V1

i=1 i
2 2 2
+ 0 + + + ...

U1 — Vg Vs — VU2 Vg — V2

2 2

+ 0 +

U1 — Vs Vg — Vg Vg — U3

2 2 2

+ 0 +

V1 — Vg Vg — Vg V3 — Vg

=0

Rearranjando os termos de e multiplicando-os por €2, obtemos

(N—J)—Q(J +1) =-Q > wu (2.43)

Verifica-se que o lado esquerdo da equacao corresponde a forma da autoener-
gia (2.41), o que significa que ela pode ser escrita como

E(7) = —Q Z v;. (2.44)

Desta forma, conseguimos demonstrar a integrabilidade do hamiltoniano
e ainda obtivemos as formas de somatorio para a autoenergia e as EAB
do hamiltoniano simplificado (2.33), o qual serd novamente estudado nos
capitulos 4 e 5 deste trabalho.
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Neste capitulo, vamos fazer uma andlise classica do modelo (2.1) para
condensados de Bose-Einstein hetero-atomicos moleculares. Em particular,
estudaremos os pontos fixos do hamiltoniano e suas respectivas curvas de
nivel. Consideremos agora N;, ¢;, j = a, b, c como sendo varidveis quanticas
satisfazendo as seguintes relagoes canonicas

[0, ox] = [Nj, Ni] = 0, [Nj, o) = id;ud.

Realizamos entdo uma mudanga de varidveis a partir dos operadores {7, j|j =
a,b,c} para uma representacao nimero-fase utilizando

j:€$p('l(b])\/ N] j:a7b7c

de tal forma que as relacoes de comutagao canonicas mantenham-se preser-
vadas. Fazemos agora uma outra troca de variaveis

1
= —(N,+ N, — 2N,
z N( + Ny )

N
6= (00 + 0~ 60)
sendo que z e ¢ sao variaveis canonicamente conjugadas; i.e.
[z, 0] =il.

No limite classico onde N é grande, mas ainda finito, podemos considerar o
hamiltoniano (reescalonado)

H = A2 42(a—N\) 2+ A—2a+8+/2(1 — 2)(z + ¢4 ) (2 + c_) cos (%) (3.1)

com
A\ = V2N<Uaa+%+Ucc+Uab_%_%>
Q 4 4 4 4 4 4

V2N 1+ k 1—k 1 1+ k 1—k

o = T(TUaa + 9 Ubb + §Uab - TUac - 4 ch
1
+ﬁ(ﬂa + py — Mc)>

V2N 2

ﬁ = T((l + k)2Uaa + (1 - k>2Ubb + (1 - kz)Uab + N((l + k)#a

(1= k)



CAPITULO 3. ANALISE CLASSICA 23

sendo ¢4 = 1+ 2k. Como N e k sao conservados, os tratamos como cons-
tantes. Um procedimento semelhante a este foi adotado em [32, 34| para os
modelos de condensados acoplados por tunelamento Josephson e o modelo
homo-atomico molecular.

Nos agora consideramos (3.1) como um hamiltoniano classico e investiga-
mos os pontos fixos do sistema. O primeiro passo é derivar as equagoes de
movimento a partir do hamiltoniano

dz 0H 4 (40
@i 00 N\/Z(l z)(z 4 c4)(z + c-) sin (ﬁ)
dp OH

(1—2)(224+2)— (z+c)(z+c) cos 49
RO aGre o) <N)

Os pontos fixos do sistema sao determinados pela condigao

OH OH

Devido a periodicidade das solucoes, restringimos nossa analise ao intervalo
¢ € [0, N7/2). E necessario tratar os casos k = 0 e k # 0 separadamente.
Como mostramos a seguir, e sem perda de generalidade, vamos supor k& > 0.

3.1 Caso I: k#0

Para simplificar a notacao, vamos definir as func¢oes

flz) =dz+a—2A (3.3)
o(z) = (z-1D@Rz+2)+(z+ci)(z+c)
220 —2)(z +c)(z+c )
Note que o dominio de g(z) é z € [2k—1,1], e g(z) é divergente em z = 2k —1

e z = 1. Para k # 0, nos temos a seguinte classificacao para as solucoes de

:

(3.4)

e ¢ =0, e z & uma solucao de

f(z) = g(2) (3.5)

que pode admitir uma, duas ou trés solucoes.
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e ¢ = Nm/4, e z é uma solugao de

f(z) =—g(2) (3.6)
que pode admitir uma, duas ou trés solucoes.

Uma representagao gréafica dos tipos possiveis de solugao para ¢ = 0 é
dada na Fig. 3.1l Das equagdes (3.5/3.6) nés podemos determinar pontos de
bifurcacao para certas escolhas dos valores dos parametros de acoplamento.
Estas bifurcacoes nos permitem dividir o espaco de parametros em diferen-
tes regioes. Para construir tal diagrama, observamos que tais bifurcacoes
ocorrem quando f é tangente a 4g; i.e. para valores de A, a tal que

Azi% (3.7)
f(z0) = £9(20). (3.8)

para algum zy. Estas condi¢oes determinam as regioes no espago de parame-
tros, representado na Fig. [3.2.

10 ——— : 10 —

10 \ \ \ 10 L. \

Figura 3.1: No grafico da esquerda, a solucao de com k = 0,8. De-
pendendo dos valores de A\ e «, haverd uma, duas ou até trés solucoes. Na
direita, o grafico da solugao de (3.10) com k = 0. Dependendo dos valores
de )\ e a, pode haver uma, duas ou nenhuma solucao.
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3.2 Caso II: k=0

Consideremos agora o caso k = 0 para o qual a funcdo g(z) possui propri-
edades bem diferentes do caso anterior. Colocando ¢, = ¢ = 1 em (3.4),
notamos que g(z) reduz a

3z —1
2) = —— 3.9
1) = 5 (59)
Aqui nos observamos que g(z) é divergente em z = 1, mas finito em z = —1.

Esta propriedade afeta os tipos de solucoes para . Especificamente, nos
temos a seguinte classificacao das solucoes para k = 0

e ¢ =0, e z & uma solucao de

f(z) =g(z) (3.10)
a qual pode ter nenhuma, uma ou duas solucoes.

e ¢ = N7/4, e z é uma solugao de

f(z) =—g(2) (3.11)
a qual pode ter nenhuma, uma ou duas solucoes.

e 2= —1¢e ¢ ésolucao de

cos (%) =2 \+a (3.12)

a qual pode ter nenhuma, uma ou duas solucoes.

Um gréfico representando os possiveis tipos de solucoes para ¢ = 0 é
dado na Fig. 3.1l Neste caso pelo fato de g(—1) ser finito, pode haver tanto
nenhuma, uma ou duas solu¢ées. Como no caso k # 0, podemos determinar
as regioes limitrofes do espaco de parametros através das equagoes (3.7/3.8).
Além disso, por causa da existéncia de solucdes da forma dada por (3.12
para k = 0, que nao possui analoga para k # 0, temos o surgimento de novas
regioes, cujos limites sdo dados pelas condigoes A = (a£1)/2, para qualquer
valor de a. Os limites das regioes no espaco de parametros sao representados
na Fig. (3.3

Para ajudar a visualizar a dinamica cléssica, é possivel graficar as curvas
de nivel do hamiltoniano (3.1). Como os pontos fixos de bifurcagdo mudam
a topologia das curvas de nivel, diferencas qualitativas podem ser observadas
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Figura 3.2: Diagrama do espago de parametros mostrando os diferentes tipos
de solugoes para a equagao (3.2), para k = 0,002;0,02;0,2. Em cada caso o
diagrama é dividido em regides A (uma solugao para z quando ¢ = 0 e uma
solugdo quando ¢ = N7 /4), B (trés solugoes para z quando ¢ = 0 e uma
solu¢do quando ¢ = N7 /4) e C' (uma solugdo para z quando ¢ = 0 e trés
solugbes quando ¢ = N7/4). A fronteira separando as regioes é dada pelas

solugbes das equagoes (3.7, [3.8).

entre cada uma das regides. Os resultados sdo mostrados na Fig. (3.4 para
k = 0.2 e Fig. 3.5 para k = 0, respectivamente, onde mostramos o intervalo
4¢/N € [—2m,2r| para uma melhor visualizacdo das figuras. Daqui em di-
ante, deteremos nossa atencao no caso onde A = 0. Desta forma o modelo
possui um unico parametro efetivo de acoplamento, «. Nas Figs. 3.2, 3.3|
pode se ver que neste subespaco nao existem bifurcacoes quando a diferenca
hetero-atomica é nao-nula (k # 0), com bifurcacées ocorrendo em o = +1
quando a diferenga hetero-atomica é zero (k = 0). Para o caso onde a dife-
renca hetero-atomica é nao-nula, o minimo global do hamiltoniano classico
(3.1) ocorre quando ¢ = N7/4 e z é solucao tnica de (3.6). Em particular,
para a solugao z € [2k — 1,1], dz/da é uma fungao continua de . Quando
a diferenca hetero-atomica é zero e a > 1, o minimo global do hamiltoniano
classico sempre ocorre na fronteira do espaco de parametro com z = —1,
¢ arbitrario. Em a = 1 ocorre uma bifurcacdo, e para o um pouco menor
que 1, surgem dois pontos de sela para z = —1 com ¢ dado pela solucao de
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Figura 3.3: Diagrama do espago de parametros mostrando os diferentes tipos
de solugbes para a equagao (3.2), para k = 0. Na regido I, ndo ha solugao
para z quando ¢ = 0, e uma solugao para z quando ¢ = Nw/4. Na regiao
II, h4 duas solucoes para z quando ¢ = 0, e uma solucao para z quando
¢ = N7/4. Na regiao III, existe uma solugdo para z quando ¢ = 0, uma
solugdo para z quando ¢ = N7 /4, e duas solugdes para ¢ quando z = —1.
Na regiao IV, ha uma solugao para z quando ¢ = 0, e nenhuma solucao para
z quando ¢ = N7/4. Na regiao V, ha uma solu¢ao para z quando ¢ = 0, e
duas solugoes para z quando ¢ = Nw/4. A fronteira separando as regides I1
e IIT é dada por A = (av+ 1)/2, enquanto a equagao A\ = (o — 1)/2 separa as
regioes I1I e IV. As fronteiras entre as regioes I e II e entre as regioes IV e V
foram obtidas numericamente.

(3.12) e surge um novo minimo global correspondendo a ¢ = N7 /4 tendo z
como unica solucao de (3.11). Neste caso dz/da é descontinua em o = 1.

No proximo capitulo faremos uma anélise quantica do hamiltoniano (2.1).
Em particular, mostraremos que o ponto de bifurca¢ao que ocorre em («, \) =
(1,0), quando a diferenca hetero-atomica é nula, afeta as propriedades do
estado fundamental do sistema quantico.
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Figura 3.4: Curvas de nivel do hamiltoniano (3.1) para k£ = 0,2, onde as
regioes escuras indicam valores menores do que das regioes claras. As figuras
(a) e (d) correspondem a regiao A enquanto as figuras (b) e (c¢) correspondem
a regiao B. Os valores dos parametros sao: (a) A = 10, a = —5; (b) A = 10,
a=14;(c) A\=10, a =12 e (d) A = 10, « = 16. Na regido A, ha um ponto
de méximo em ¢ = 0 e um ponto de minimo em 4¢/N = £r. Dois pontos
fixos adicionais, um de sela e um de méaximo, ocorrem na regiao B em ¢ = 0.
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Figura 3.5: Curvas de nivel do hamiltoniano para k = 0, mostrando o
comportamento tipico das regioes I, II, IIT e IV. As regioes escuras indicam
valores menores do que as regides claras. Os valores dos parametros sao
A=1,0,a=-20paral, A =20, a =2,0parall, A\ =0,5 o =0,5
para [IT e A = 0,5, a = 3,0 para IV. Na regiao I, h4& minimos locais para
4¢/N = £m. Além dos minimos em 4¢/N = +m, dois pontos fixos adicionais
(um méaximo e um ponto de sela) surgem na regiao Il ocorrendo em ¢ = 0.
Na regido III, h4 minimos em 4¢/N = +m e apenas um maximo em ¢ = 0.
Também existem pontos de sela quando z = —1. Na regiao [V, temos apenas
um ponto fixo de méximo, que ocorre em ¢ = 0, o qual sempre possui z < 1.
Aqui o minimo global ocorre em z = —1.



Capitulo 4

Analise Quantica

30



CAPITULO 4. ANALISE QUANTICA 31

Neste capitulo faremos uma anélise quantica do modelo. Utilizaremos os
dados obtidos na analise classica, em particular os pontos de bifurcacao do
sistema, de forma a nos orientar no estudo do comportamento do modelo.
Primeiramente vamos derivar uma solucao exata do modelo e a partir desta
solugdo, mapearemos o espectro de energia do hamiltoniano (2.1) numa equa-
¢ao de Schrédinger com um potencial efetivo capaz de nos revelar o compor-
tamento do sistema frente as variagoes dos parametros caracteristicos. Logo
apos, nossa andlise se deterd sobre a dinamica quantica do sistema, compa-
rando diferentes regimes e suas caracteristicas no processo dinamico. Com
estas abordagens guiadas pela anédlise classica concluiremos um apanhado
capaz de gerar um maior entendimento do modelo hetero-atémico molecular.

4.1 Mapeamento

Através do método de mapeamento construiremos um potencial efetivo con-
dizente com uma equagao de Schrodinger para o modelo. Este potencial sera
construido a partir do espectro do hamiltoniano (2.1).

Vamos iniciar reescrevendo o hamiltoniano numa forma mais compacta

H =U+Q(a'blc + c'ba) (4.1)

onde o operador U é uma funcao dos operadores ntimero:

U= UaaNz + Uvbb-]\]b2 + (]cc]vc2 + UabNaNb + UacNaNc + chNch
+,uaNa + ,ubNb + ,uch

Como os operadores N e k = J/N sdo conservados nos podemos fixé-los,
sem nenhuma perda de generalidade, considerando apenas os casos em que
k > 0. Esta condicao nos permite restringir o espago de Hilbert ao subespaco
de dimensao (m + 1) gerado pelos vetores

1= jim —j;7) (4.2)
onde definimos
l_N(l—I—k)
B 2
N(l1 -k
_NO-K)
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de tal forma que [+m = N. Analisamos entao os seguintes autoestados para

0) = sl —Gim—jij) (4.3)
j=0
Como os vetores de base (4.2) sao autovetores de cada um dos operadores
numero, eles também o serao do operador U, sendo assim podemos definir
as quantidades U; a partir de
Ull = jym — 3 j) = Us|l — m;m — j; ). (4.4)
A agao do hamiltoniano no estado geral (4.3) é dada por

-1

3

HIG) = 3 (Ui + QUG+ 1)pgsa +
j=1
+(L4+ 1= §)m+ 1= §)ps0) ) = jsm = js )
+ (Uopo + Qp1)|l;m; 0)
+ (Umpm + Qpm—1(l = m + 1))|l — m; 0;m) (4.5)

Exigindo-se a condicao de que ¢ um autoestado do hamiltoniano com
autoenergia F isto nos leva as seguintes relagoes de recorréncia que devem
ser obedecidas pelos coeficientes p;:

Qpl +Z/l0,00 = E,OO (46)
QUG+ Dpjrr+ (U +1 =) m+1—=j)pj = 1) +Ujp; = Ep;  (4.7)
Uppm + QUL —m+1)pr1 = Ep,,  (4.8)

onde 1 < j < m — 1 na relacao (4.7). A normalizacao do estado (4.3) é
arbitraria e por este motivo podemos escolher py = 1. A relagao de recorrén-
cia (4.7) nos mostra que p; ¢ um polinémio de ordem j em E. Desta forma
a restri¢do (4.8) ¢ um polinomio em E de ordem (m + 1), cujas as raizes
sao as autoenergias de (2.1). Como o namero de raizes é igual ao namero

da dimensao do espaco de vetores (4.2), todos os autovalores de energia sao
dados pelas raizes de .
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Com esta forma implicita para os autovalores de energia podemos mapear
o espectro do hamiltoniano no espectro de uma equacao de Schrodinger
unidimensional com potencial efetivo. Comecamos mapeando os autoestados
de energia em solucoes polinomiais para uma particular equacgao diferencial
ordinaria de segunda ordem (EDO) e entdo utilizamos uma troca de variaveis
de tal maneira que esta equacao diferencial ordinaria tome a forma da equa-
¢ao de Schrodginger. Cada autoestado do sistema (4.3) pode ser representado
por um polinémio de ordem m com coeficientes p; (j = 1,2,..m.). Para uma
particular energia, podemos entdo construir uma EDO para G(v) tal que os
coeficientes polinomiais obedegam as relagoes de recorréncia (4.6/4.7/4.8).

Consideremos uma EDO geral de segunda ordem que é satisfeita por G(v)
um polinémio de ordem m.

3

a(v)G" +b(v)G" + ¢(v)G = EG (4.9)

Primeiro nés escrevemos o polinomio G(v) com as raizes {v;}7.; na forma

fatorada
m

G(v) =[]0 —v))

i=1

tal que

G'(v) =) [Iw—w),
p=1 i#j

G"w)=> > JJw-u).

p=1 i#j r#p
T#q

Resolvendo a equacao para uma particular raiz u, obtemos as equagoes
do ansatz de Bethe.

b(v; 2 )
(”):Z  i=1,2.....m (4.10)
a(v;) = v i

Desta forma as raizes do polinomio devem satisfazer a equagao se G(u)
é solucao para .

Nosso objetivo agora é realizar o mapeamento das solugoes de (4.9) com
autoenergia E em solugoes da equagao de Schrﬁdingelﬁ

_ dY(a)
dx?

'Por praticidade escolhemos m =1 e A = 1.

+V(x)p(z) = E(z) (4.11)
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com os mesmos autovalores, através do mapeamento das solu¢oes polinomiais
de em fungoes de onda que satisfagam (4.11) na forma

() = ! DG (v(2)).

Substituindo a expressao acima na equacao de Schrodinger resultam as se-
guintes relacoes a serem satisfeitas

a(v) = — (%)2 (4.12)

B d*v dv df
@ df \?
c(v) =V(x) — d_q,:]; - <£) (4.14)

Satisfazendo estas relacoes podemos definir a forma do potencial, e para
tanto precisamos identificar quais sao estes parametros no hamiltoniano (2.1).
Para simplificarmos a notagao definiremos

U =Am —j)m—j—1)+ B(m—j)+C
onde
A= Uaa + Ubb + Ucc + Uab - Uac - ch
B=1+20-2m)Us +Up+ (1 —=2m)Uc + (1 +1—m)Uy
+(2m —1— DU + (m — D)Upe + fta + o — fhe
C = (1 —m)*Usq +m(l —m)Use + m?*Up + (m — 1) g + myte

O polinémio G(v) pode ser reescrito da seguinte forma
G(v) = Zpﬂ)m_l (4.15)
1=0

sendo que p; deve satisfazer as relacoes , estas relagoes condensam
as informagoes contidas no hamiltoniano (2.1). Desta forma multiplicando
(4.7) por v e somando sobre todos os I's possiveis podemos fazer uma correla-
¢ao com o polinémio G(v) e suas derivadas, e desta forma obter uma equagao
do tipo (4.9). Realizando estas operacoes obtemos a seguinte equagao

(Av? + Q)G + (Bv+ Q1 —m + 1 —v?))G + (Qmv + C)G = EG (4.16)
As raizes de G(v) sao solucoes das equagoes do Ansatz de Bethe

QU—m+1—v}) + By, = 2
v,(Q—{—AvZ) N
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Podemos também derivar a expressao para os autovalores de energia do mo-
delo em termos das raizes u,. Considerando as expansoes de G(u) e suas
derivadas

G(v) = vm—vm_IZvi—l—...
i=1

G(v) = m(m— D™ 2 — (m —1)(m — 2)v™* Zvi +...

Substituimos estas trés expressoes em (4.16) e igualamos os termos de ordem
m para chegar a seguinte expressao para os autovalores de energia do sistema

E=Am(m—1)+Bm+C-Q> v (4.18)
i=1

Agora possuimos todos os elementos necessarios para realizarmos a iden-
tificacao dos parametros de (4.9). Fazendo entao a comparacao de (4.9) com
(4.16) e obtemos

a(v) = Av? + Qu
b(v) = (I—m+1—2v*)Q+ Bv
c(v) = mvQ +C

Utilizando as relacoes (4.12]4.13/4.14) podemos realizar o mapeamento da
equacao de Schrodinger escolhendo

dv _ +v—Av2 — Qo

Iz =

Integrando a expressao acima (com uma escolha conveniente da constante de

integracao) resulta em

Q
v = —/(cos(VAzx)—1) (4.19)
2A
Desta forma encontramos

a B 02
dr = qarhVAD+ <\/Z<l MDA 2A3/2> cso{ ViAz)

+(_\/Z+ & + B )Cot(\/Zx)

2 2432~ 9./A
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A funcao de onda toma a seguinte forma

U(z) = exp(f(x)) H (%(cos(ﬁx) —-1)— vz-) (4.20)

=1

satisfazendo a equagao de Schrodinger (4.11) com potencial

¢f (Y
V(z) = muQ+C’+@+ <%)

0? oA 1 30 B

Qo 0? O B
+16A3 sin?(VAz) + A (m topt ﬁ) cos(VAx)

<3A 02 0t 02
_l’_

Al - 1)?+ —(1— 1)+ —= — —
4+ (1 m—i—)—i—A(l m+)+2A3 I

B ,
—l—B(ﬂ—Fﬁ—l)) x csc(V Ax)

Q4

+<<%2+B><l—m+2>—2f4<l—m“>‘%

B (% i %) ) « cot(v/A) cse(v/Az).

O conceito de mapear o espectro de sistemas de varios corpos em uma equagao
de Schrédinger unidimensional é discutido em detalhes em [53].

4.1.1 Analise no limite sem espalhamento

Agora nos realizaremos uma anélise mais profunda do hamiltoniano (4.1) no
limite sem espalhamento, isto ¢, quando U;; = 0 para todos j,k = a,b,c.
Neste limite conseguimos simplificar consideravelmente o modelo, mantendo
ainda as principais caracteristicas que possibilitam obter uma compreensao
do comportamento do modelo sob mapeamento na equacao de Schrédinger.
Especificamente, o limite sem espalhamento corresponde a escolha particular
de A = 0 na anélise classica. Com referéncia a Fig[3.3 podemos notar que
para o caso de A = 0 temos dois pontos de fronteira no caso de diferenca
hetero-atomica nula, ou seja, & = 0. Um dos pontos ocorre em (c, \) = (1,0),
identificando a bifurcacao de um minimo global do hamiltoniano, enquanto
o outro ponto ocorre em (o, A\) = (—1,0), identificando a bifurcacao de um
méaximo global. Por outro lado, nao ha bifurcagoes ao longo da linha A =0
na Fig/3.2 que ilustra a situagdo em que k # 0. Assim, n6s concentraremos
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nossa atenc¢ao no ponto (a, A) = (1,0) como bifurca¢ao no hamiltoniano que
esta associado, ao estado fundamental do sistema quantico.

Para aplicarmos o limite sem espalhamento utilizaremos valores muito
pequenos de A, de forma a usar expansoes em série para as funcoes trigo-
nométricas no potencial V(z) e na fun¢ao de onda ¥(x). Entdo, tomando o
limite A — 0 (correspondendo a A = 0 no anélogo cléssico) o potencial fica

Viz) = C - %NH) 4 (J2 - 1) 2

1
B 02 wB , o
— ——(N+2))2? — 4.21
+(16 5 +)>x+32x+256x (4.21)

onde agora parametrizamos o sistema em termos das variaveis J =1 —m e
N =1+ m. Consideraremos uma subclasse do hamiltoniano geral (2.1)

H = N, + Q(a'b'c + c'ba) (2.33)
Na secao anterior, n6s mapeamos o modelo geral numa equacao de Schrodin-
ger. O caso particular (2.33) corresponde a escolher os parametros B = —p

e C' = mpu na equagao . Assim, os autovalores de energia sao mapeados
nas solugoes para equacao de Schrodinger com o seguinte potencial

—20%(N +2))2* — ﬂx +— (4.22)

A funcao de onda associada é dada por

_QZ 4 2 m o) 2
U(z) = 2V exp < 64x + %) H ( 4x — Ui> (4.23)

com autovalores de energia

E=-Q ) (2.44)

onde {u,} sdo solucoes para as equacoes do ansatz de Bethe

(J+1) p = _
—u- = g i=1,2,...,(N=J)/2.  (2.39)

(% j (%
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Figura 4.1: Potencial V(x) dado por (4.22). (a) N =50l e J = 1. O
potencial é limitado inferiormente, com o grafico em detalhe mostrando V' —
oo quando x — 0. Variando o parametro « através do valor critico @ = 1, nao
héa bifurcagdo do minimo do potencial. (b) N =500 e J = 0. O potencial
nao é limitado inferiormente, sendo mostrado no quadro em detalhe que
V — —oo quando = — 0.

Como podemos notar estas sao as mesmas equacoes obtidas a partir da
forma de produtorio da autoenergia (2.31) e as EAB (2.32) no capitulo 2.

A analise cléassica feita no capitulo 3 prediz um ponto critico em o = 1
quando a diferenca hetero-atomica é nula e no caso em considera¢ao (A = 0)
este ponto critico é dado por a = —u/(Qv2N). Quando a diferenca hetero-
atomica é nao-nula nao ha previsao de ponto critico quando A = 0 pela anélise
classica efetuada. A Fig. 4.1(a) ilustra o potencial para N = 501,
J =1 e vérios valores de « proximos ao valor critico de & = 1. Pode-se notar
que o potencial possui um tinico minimo para todos os a’s. Por outro lado,
a Fig. |4.1(b) mostra o potencial (4.22) para N = 500 e J = 0. Para este
caso o potencial nao é limitado em sua parte inferior e h4 uma bifurcacao
para « ~ 1. Assim, para o modelo simplificado (2.33), as predi¢oes sobre um
ponto critico em « = 1 na anélise cléssica sao consistentes com as diferencas
qualitativas encontradas no potencial associado a equacao de Schrédinger.
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4.2 Dinamica Quantica

Nesta secao examinaremos o comportamento da dinamica quantica. Estu-
dando o comportamento do sistema e visualizando o processo de intercon-
versao molecular podemos observar mudancas no mesmo, desta forma iden-
tificando a transicao de fase quantica do sistema. Basicamente, faremos esta
analise comparando a dinamica do sistema em diferentes regioes do espaco
de fase de parametros, atravessando as regioes limitrofes onde se encontram
as transicoes de fase quanticas. Se nos olharmos para a dindmica quantica
exatamente nestes pontos criticos, diferencas qualitativas se tornam mais
aparentes.

N=300  Q=l I=0 N=500 Q= =10
pE=0 U=0 = 0.250 p=p=0 U=0 i=={10,0,245>
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Figura 4.2: Evolucao temporal do valor esperado de z para o hamiltoni-
ano (2.33) com N = 500. Os casos mostrados sdo, de cima para baixo,
a =0.0,0.95,1,1.05,1,1. (a) J = 0 e estado inicial |0;0;250). As oscilacoes
sao bastante irregulares e diminuem sensivelmente assim que atravessado o
ponto critico @« = 1. Este ponto corresponde a fronteira (o, A) = (1,0)
entre as regioes II1 e IV como mostrado na Fig. 3.3. (b) J = 10 com
valor inicial |10; 0;245). As oscilagdes exibem comportamento de colapsos e
ressurgimentos havendo uma pequena diminui¢ao de amplitude com a pas-
sagem pelo ponto critico o = 1, indicando o fato de nao haver fronteira em

(a, A) = (1,0) na Fig.
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Em geral a evolugao temporal de um estado qualquer é dada por |V (t)) =
U(t)|¢), onde U(t) é o operador evolugao temporal

U(t) =Y _ 1) {jlexp(—iE;t)

Jj=0

|7) é um autoestado com energia E; e |¢) representa o estado inicial com N =
Ny+ Ny+2N... Adotamos o método de diagonalizacao direta do hamiltoniano
(2.33) como feito em [34], e computamos o valor esperado de z(t) como

(2(1)) = (DI N, + Ny — 2N (1)

Para um valor de J fixo, nés usaremos como estado inicial |.J;0; (N — J)/2).
Quando J = 0 este estado corresponde a z = —1 no espaco de fase, o qual é
um ponto fixo para o > 1. Sendo assim esperamos neste caso que z(t) nao
varie significativamente no tempo. Ja quando J # 0 o estado |J;0; (N —J)/2)
nao corresponde a um ponto fixo. Entao comparamos a dinamica quantica
dos dois casos, um com J = 0 e outro com J # 0, na fronteira de a = 1.
Fixamos o parametro {2 = 1 e usamos p como a variavel de acoplamento.

Os resultados do valor esperado para z sao mostrados na Fig. [4.2] para
os casos de diferenca hetero-atomica igual e diferente de zero. A diferenca
qualitativa é relativamente aparente. No caso de J =0 (k = 0), Fig. 4.2(a),
notamos que para « < 1 existem oscilagoes irregulares em z. Por compara-
¢ao das dinamicas na Fig. 4.2(b) para J # 0 (k = 0,02) aparece colapso e
ressurgimento das oscilagdes. A medida que o valor do parametro « é aumen-
tado passando pela fronteira no valor a = 1, a transicao para oscilagoes mais
localizadas é mais acentuada no caso (a) comparado ao caso (b). Importante
frisar que as escalas verticais sdo distintas nos casos (a) e (b). Salientamos
também que a natureza da dindmica para « > 1 muda de forma continua de
localizada para dispersa dentro dos valores intermediérios 0 < k£ < 0,02 (ndo
mostrado).
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Neste capitulo teremos como objetivo principal estudar o hamiltoniano (2.1)
do ponto de vista das Transi¢oes de fase quanticas (TFQ), utilizando varias
ferramentas matematicas para sua caracterizacio. E importante salientar
que TFQ tém sido alvo de renovado interesse de estudo devido aos recentes
experimentos realizados em cupratos supercondutores, materiais de férmions
pesados, condutores organicos e outros compostos relacionados [54]. Embora
as TFQ sejam estudadas desde a década de 70 em modelos de spin, como o
modelo de Ising com campo transverso, e grande parte do progresso teorico
da area deve-se ao estudo do mesmo, um renovado interesse tem surgido a
partir do modelo de Anderson para elétrons nao interagentes, onde a tran-
sicao ocorre devido a localizacao de estados eletronicos na presenca de um
potencial randomico. Os primeiros resultados obtidos, constituiram as bases
para a compreensao do comportamento de sistemas quanticos préximos do
ponto critico. Embora existam muitas questoes em aberto e fortes interacoes
eletronicas desempenhem papel fundamental ainda nao compreendido nessas
transicoes, as TF(QQ abriram uma nova perspectiva na Fisica.

Transicoes de fase quanticas diferem fundamentalmente das transicoes de
fase cléssicas por estarem desvinculadas & mudanca de temperatura, conceito
este que se opoe a nocao intuitiva de mudanca de fase. Na verdade estas tran-
si¢coes ocorrem na temperatura de zero absoluto devido a flutuagoes quanticas
do estado fundamental quando variamos um parametro externo |54, 55, 56].
Embora as TFQ sejam rigorosamente definidas apenas no limite termodinéa-
mico, as anéalises feitas em sistemas finitos, indicariam mais precisamente,
pontos de pré-transicao de fase quantica. Mas para efeitos de simplificacao
utilizaremos a nomenclatura TFQ para estes pontos de pré-transicao.

Existem diferentes técnicas para se identificar as TFQ e em particular
os valores criticos dos parametros para os quais estas transi¢coes ocorrem.
Uma forma bastante usual de se identificar uma TFQ é através do gap de
energia entre o primeiro estado excitado e o estado fundamental. O valor
do parametro para o qual o gap se anula ou apresenta um minimo identifica
o parametro critico da TFQ [54]. Outro conceito importante que também
pode ser empregado na identificacdo das TFQ é a fidelidade, que teve seu
desenvolvimento originado na teoria da Computacao Quantica. Basicamente,
a fidelidade consiste num produto interno de estados muito préximos e o
valor do parametro para o qual a fidelidade tende a se anular define um valor
critico para o mesmo, assinalando uma TFQ |57, 58]. Também utilizaremos
a entropia de von Neumann [59] que quantifica o nivel de emaranhamento
entre dois conjuntos complementares do sistema, assinalando o ponto critico
quando esta sofre uma mudanca abrupta ou atinge um valor extremo. E por
ultimo, analizaremos o comportamento das raizes das equacoes do ansatz
de Bethe (2.39) para obtermos indicagdes do ponto critico do sistema. Tal
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estudo sera feito observando-se possiveis mudancas qualitativas no conjunto
das raizes para o estado fundamental. Finalmente, a interpretacao fisica da
TFQ sera feita utilizando o valor esperado do estado fundamental do niimero
de moléculas do condensado.

A maior parte das discussoes feitas neste capitulo serda para o caso par-
ticular do hamiltoniano hetero-atémico molecular sem espalhamento (2.33)
que, apesar de mais simples, ainda permanece suficientemente interessante do
ponto de vista fisico [49, 50]. Neste caso, o parametro ), da andlise classica
feita no capitulo 3, tem o valor A = 0, e fica-se apenas com um parametro
livre, a. Analisando os diagramas de parametros Figs. 3.2/e 3.3lem A\ = 0,
temos que para k # 0 nao existem pontos fixos e para k = 0, existem dois
pontos de bifurcacao: a = 1, associado ao minimo do hamiltonianoe oo = —1,
associado ao maximo do hamiltoniano. Vamos mostrar no que segue que o
ponto fixo a = 1 ird corresponder a um ponto critico de TFQ.

5.1 Gap de Energia

Uma forma de se caracterizar transicoes de fase quanticas é pelo estudo do
gap de energia AFE, definido como a diferenca de energia entre o primeiro
estado excitado e o estado fundamental do hamiltoniano, isto é

AFE = EY — O, (5.1)

Uma transicao de fase quantica ocorre quando o gap de energia entre o pri-
meiro estado excitado e o estado fundamental se anula no limite termodina-
mico, N — oo [54].

Os niveis de energia do hamiltoniano variam continuamente a me-
dida que variamos os parametros do mesmo. Assim utilizaremos como para-
metro a ser variado p., trabalhando com o hamiltoniano (2.33), o valor deste
parametro para o qual o gap de energia se anula no limite termodinamico
é o valor critico. A Fig. [5.1 mostra o gap de energia para diferentes valo-
res de N em funcao do parametro o = —p/(Qv/2N), onde observamos que
o ponto critico do sistema se encontra em o ~ 1 onde h& convergéncia do
minimo para diferentes valores de N. No ponto critico do sistema, onde o
gap de energia assume o menor valor, & medida que N aumenta este minimo
se aproxima de zero, ou seja AF = 0, levando desta forma a inferirmos que
ocorrera uma transicao de fase quantica quando N — oo.

Ainda na Fig. [5.1 notamos que os cenarios distintos relacionados a dife-
renca hetero-atdmica se confirmam a partir do fato que mesmo para diferen-
tes valores de N, podemos notar em todos eles uma clara diferenca no valor
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Figura 5.1: Valor do gap de energia calculado para o hamiltoniano (2.33)
em funcao do parametro o = —pu/(Qv2N) para diferentes quantidades de
N com )\ = 0. Para todos os valores de N foram comparadas situagoes com
k=0ek=0.02

minimo do gap de energia entre k = 0 e k # 0. Para todos os casos de dife-
renca hetero-atémica nao-nula, usamos o valor £ = 0.02, que mesmo sendo
pequeno, demonstra diferenca marcante com um minimo menos pronunciado
em relacao ao minimo do caso de diferenca hetero-atomica nula.

5.2 Fidelidade

Um modo de se caracterizar transi¢coes de fase quanticas é utilizando uma
ferramenta oriunda da teoria da Computacao Quantica, chamada Fidelidade
[60]. A fidelidade F é definida como o modulo do produto escalar entre
dois estados quanticos, cujo valor informa o quanto estes estados sao “dis-
tinguiveis” entre si. Se dois estados pertencem a fases diferentes, entao estes
estados devem ser distinguiveis, assinalando a passagem por um ponto cri-
tico. A ﬁdelidadeﬁ varia desde 1 para estados completamente indistinguiveis
até 0 para estados totalmente distinguiveis. Para sistemas que exibem uma

'Rigorosamente, para sistemas finitos, o ponto onde a fidelidade apresenta um minimo
é identificado como um ponto de "pré-transicao de fase quantica"[61, 57|
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transicao de fase quantica no limite termodinamico o ponto onde a fidelidade
vai a zero define um ponto critico.

1
IO.S -
< A=0.01 |
+ " A=0.025 |
=" A A=005
ey A
T 04! ]
=z
V 0.2 i
D | | i
0 0.5 1 1.5

o

Figura 5.2: Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano (2.33

com N = 1000 e varios valores de A. O valor do minimo local em
a = —pu/(Q2V2N) =~ 1 é uma funcdo decrescente de A, assintéticamente

aproximando-se de zero.

Definiremos formalmente a fidelidade em termos dos estados fundamen-
tais do sistema (2.33). Consideremos H(d) como sendo um hamiltoniano
genérico dependendo do paradmetro de acoplamento 6. Supondo que o es-
tado fundamental do sistema ndo é degenerado, denotamos [i(d)) como o
estado fundamental normalizado. Para um pequeno valor fixo A, definimos

a fidelidade F por
Fa(6) = [{¥(o(1 = A)[T(6(1+ A))) (5.2)

que é simétrica em A, limitada entre 0 e 1, e satisfaz Fy(0) = 1. Generica-
mente, Fa é uma funcao decrescente de A. A Fig. [5.2 mostra o comporta-
mento da fidelidade para o hamiltoniano (2.33) com N = 1000, e diferentes
valores de A. Fica claro a existéncia de uma queda no valor da fidelidade
quando esta se aproxima do valor critico a = —pu/(Qv/2N) = 1. Os diferentes
valores de A alteram a magnitude do minimo, que pode ser arbitrariamente
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pequeno. Como exemplo na Fig. [5.2 quando A = 0,05, os auto-estados sao
essencialmente ortogonais, entretanto o valor de @ onde o minimo ocorre é
totalmente independente de A. Desta forma dizemos que, para um dado A
existe uma transicdo de fase quintica em 0. se Fa(6), tratado como uma
funcao de unica variavel §, possui um minimo local em 9.

Realizamos vérias anélises de fidelidade para diferentes casos, incluindo
situacoes com diferenca hetero-atomica igual a zero e diferente de zero. A Fig.
5.3(a) mostra o comportamento da fidelidade Fa(a) com A =0, A =0,01 e
variando N para os casos k = 0 e k = 0,02. E facil notar que o minimo valor
de Fa(a), o qual determina a transi¢ao de fase quantica, ocorre em torno de
o = —n/(QV2N) ~ 1. Para todas as situacoes o valor do minimo decresce
com o aumento de N.

A Fig. [5.3(b) mostra resultados similares para N = 1000 e variando A,
nesta situacao podemos acompanhar a ocorréncia dos minimos que deter-
minam a transicao de fase quantica concordam muito bem com a relacao
prevista classicamente no capitulo 3 que descreve as fronteiras no diagrama
de parametros A = (aw—1)/2. Nos casos estudados o minimo para a fidelidade
¢ muito mais pronunciado quando a diferenca hetero-atéomica é nula.
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Figura 5.3: (a) Fidelidade do estado fundamental do hamiltoniano (2.33),
para N = 500, 1000, 1500. As linhas cheias correspondem aos casos em que
a diferenca hetero-atomica é nula, enquanto as linhas tracejadas ilustram
o comportamento para k = 0.02. Duas propriedades gerais de transicao
que podem ser observadas em o & 1 sdo (i) o valor do minimo decresce
com o aumento de N; (ii) para N fixo, o valor do minimo é bem menor
para k = 0 comparado a k # 0. (b) Fidelidade do estado fundamental do
hamiltoniano (2.33) para N = 1000 e diferentes valores de \. As linhas cheias
correspondem aos casos de J = 0, enquanto as linhas tracejadas mostram
o comportamento para k = 0.02. As localizacoes dos minimos se encaixam
com a linha de fronteira dada por A = (o — 1)/2 como previsto pela andlise
cléssica.
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5.3 Emaranhamento

Uma das mais intrigantes caracteristicas da mecanica quantica, batizada por
Einstein como "fantasmagorica” acao a distancia, e ilustrada no efeito EPR
(Einstein-Podolsky-Rosen) [62], é o efeito chamado emaranhamento. O ema-
ranhamento é uma propriedade fisica apresentado por um estado quantico de
um sistema constituido por dois ou mais subsistemas, sendo estes caracteri-
zados por fortes correlacoes nao-locais. Esta forte correlacao faz com que a
descricao do subsistema nao possa ser feita de forma completa sem a descricao
de todo o sistema. Seguindo o trabalho de G. Milburn et al [63], se consi-
derarmos dois sistemas A e B, com espacos de Hilbert H4 e Hpg, o produto
tensorial H,4 ® Hp destes espacos representa o espaco do sistema composto,
onde os estados quanticos |¢)4 e |@)p, respectivamente dos sistemas A e B,
geram o seguinte estado do sistema composto

(W) ap = [9) 4 ® |0)p- (5.3)

Estados que podem ser descritos dessa maneira sao chamados de estados
separados ou estados produto, mas esta nao é a forma mais geral com que
podemos descrever um sistema composto. Se definirmos as bases |i) 4 para o
espaco H, e |j)p para o espaco Hp podemos descrever o estado mais geral
para o sistema composto como sendo

(W) ap = g cijli)a @ |7) B (5.4)
2
Teremos um estado produto se pudermos escrever c;; = cfcf, mas se em caso

contrario tivermos c;; # cf‘cf , 0s estados dos subsistemas sao indissociaveis e

isto caracteriza um estado emaranhado. Isto significa dizer que teremos um
estado emaranhado sempre que o estado do sistema nao puder ser decomposto
em estados puros dos subsistemas.

Particularmente interessante para este trabalho, é a utilizacao do ema-
ranhamento como medida para a caracterizacao de TFQ. Para tal tarefa
devemos utilizar uma forma de quantificar o emaranhamento. Bennett et al.
[59] demostraram que para qualquer estado puro em um sistema bipartite,
uma forma confiavel e fidedigna de mensurar o emaranhamento é através da
entropia de von Neumann

E(U) = —Trplog, p (5.5)

onde, p é chamada matriz de densidade reduzida obtida através do traco
parcial sobre um dos subsistemas

pa =Y (ils(pan)li)s = Tra(pan) (5.6)

J
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tendo para um estado puro a matriz densidade definida como

pap = |¥)ap(¥|a5. (5.7)

E de suma importancia salientarmos que o valor da entropia de von Neumann,
que também chamaremos de entropia de emaranhamento, é totalmente inde-
pendente da forma que efetuamos o trago parcial sobre a matriz densidade,
podendo ser feito tanto sobre o sistema A quanto o sistema B. O traco de
uma matriz é independente da representacao, e desta forma podemos utilizar
uma forma diagonalizada obtendo para um espaco de dimensao finita d, um
conjunto de autovalores {\1, .., Aq}, e reescrevermos a entropia de emaranha-
mento como

d
E(Wap) ==Y _ Aplog, A (5.8)
k=1

O valor da entropia de emaranhamento pode variar desde 0 para sistemas to-
talmente separéaveis, até o valor maximo log, d para sistemas completamente
emaranhados [63].

Determinado o método para quantificar o emaranhamento, devemos agora
aplicd-lo na forma pratica. Para isso utilizaremos o hamiltoniano (2.1) na
sua forma reduzida (2.33), calculando-se o seu emaranhamento. Mas antes
de aplicarmos o método podemos notar que a entropia de von Neumann é
naturalmente aplicavel em sistemas bipartites, baseada na forma de pares
gbites, como o estado singleto de dois spins 1/2. Mas isto parece gerar uma
possivel incompatibilidade com o modelo hetero-atémico molecular, pois este
modelo é fundamentalmente tripartite, constituido de dois grupos distintos
de 4tomos e um grupo de moléculas. Embora esta configuracao implique em
diferentes formas de realizarmos o traco parcial sobre a matriz de densidade,
mostramos no Apéndice B como todas as escolhas utilizadas geram o mesmo
resultado. Desta maneira teremos liberdade em escolher a forma mais con-
veniente de efetuarmos o traco parcial. Neste caso optamos por descrever
o sistema constituido por um subsistema molecular |N.) e um subsistema
atomico | N, Np).

A identificacao das TFQ utilizando a entropia de emaranhamento é de-
terminada por uma variagao abrupta no valor da mesma, caracterizando um
valor de maximo em sua derivada.

Podemos constatar no grafico'5.4/a variacao abrupta do valor da entropia
de emaranhamento quando « atinge o valor unitario, variagao esta que pode
ser observada para todos os valores de N = 500,1000 e 1500. O valor da
mudanca aumenta com o incremento de N, pois para valores maximos da
entropia de emaranhamento também aumentam acompanhando o valor de
N, mas parecem convergir para um valor minimo comum. Mas este cenario
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Figura 5.4: O grafico mostra o comportamento da entropia de emaranha-
mento proximo ao valor critico & = 1, para o hamiltoniano (2.33). Os dife-
rentes valores N = 500, 1000 e 1500 demonstram comportamento semelhante
quando k£ = 0, com variacoes abruptas em direcao a um minimo comum.
Mudangas muito mais suaves para sao visiveis nos casos em que k # 0, assi-
nalando novamente a mudanca entre os dois cenarios.

s6 se confirma quando a diferenca entre tipos distintos de atomos é nula,
k = 0. Para o caso em que existe uma diferenca, ou seja k # 0, observamos
no grafico que a passagem pelo valor a = 1 gera uma variagao muito
mais suave. Mesmo para um valor relativamente muito pequeno, £ = 0.02,
o comportamento do sistema muda de forma radical nao apresentando mais
a indicacao pronunciada da TFQ. O resultado obtido através da entropia de
emaranhamento mostra-se desta maneira em perfeita concordancia com os
resultados obtidos pelo gap de energia e pela fidelidade, apresentados nas
secoes anteriores.
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5.4 Equacoes do Ansatz de Bethe

Como exposto no capitulo 2, a integrabilidade do hamiltoniano (2.1) nos
possibilita encontrarmos as formas dos autoestados e suas autoenergias atra-
vés da obtengdo das raizes das equagoes do ansatz de Bethe (EAB), trans-
formando o problema de resolver o hamiltoniano num problema puramente
algébrico. E através deste método obtivemos as EAB do hamiltoniano
na forma de produtorio, que possui um limite congruente com as EAB obti-
das através do método de mapeamento no regime sem espalhamento (2.33),
resultando na seguinte forma para a autoenergia

(N—J)/2

E=-Q Y (5.9)

i=1
onde as {v;} sdo solugoes para as equagoes do ansatz de Bethe

(N=1)/2
J41 2

D B ) L i=1,2,.. . (N—J)/2. (239
Vi Q gy ’Uj—’UZ'

A utilizacao desse método transpoe toda a informacao do sistema pre-
sente no hamiltoniano para as EAB, por este motivo os conjuntos de raizes
que satisfazem as equacgoes possuem informacao sobre o comportamento dos
autoestados do sistema. Seguindo este principio como motivador para o uso
deste método devemos encontrar o conjunto {v; } de raizes que geram o estado
fundamental do sistema para podermos analisar seu comportamento. O valor
da autoenergia do estado fundamental é dependente dos valores das raizes
das EAB, desta forma, mudancas relacionadas, tanto aos valores quanto a
natureza destas raizes, contém informacoes que apontam mudancas de ca-
racteristicas no estado fundamental.

Os possiveis conjuntos de raizes que sao solucao das EAB podem ser
constituidos por valores reais, mas também podem se apresentar em formas
complexas e simétricas

{v;} ={z} £i{y}, j=12..,N [=12...,N/2

Este tipo de configuracao de raizes é conhecido na literatura especializada
como “strings”, e possui a propriedade de garantir que a energia (2.44) seja
sempre real, pois a parte imaginaria aparece sempre como pares complexos
conjugados. O conceito de “strings” foi introduzido por Bethe [21] e Minoru
Takahashi [64] na década de setenta e tem papel essencial no estudo da ter-
modinamica dos modelos integraveis. Varios modelos como, por exemplo, o
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gas de bosons e o gas de férmions com interacao do tipo delta, os modelos
de Heisenberg do tipo XXX e XXZ, o modelo t-J, entre outros, foram estu-
dados neste contexto. Em cada modelo, a estrutura das raizes do ansatz de
Bethe para o estado fundamental pode ter uma configuracao diferente, sendo
necessario realizar um estudo caso a caso.

Analisando-se a forma da energia (5.9) notamos que o estado fundamen-
tal para um valor de €) positivo deve possuir as raizes v, com o maior valor
positivo possivel. Isto ainda nao nos da informacoes sobre a natureza das
raizes, se estas se apresentam no eixo real ou sao strings. Mas verificamos
que seus valores sao sempre reais por comparacao direta com a diagonaliza-
¢ao exata do hamiltoniano (2.33). Uma vez obtido o conjunto de raizes do
estado fundamental do hamiltoniano simplificado (2.33) podemos observar
a variacao do seu comportamento quando calculamos numericamente seus
valores enquanto o valor de o varia perto do ponto critico a = 1.

Podemos notar com bastante clareza no grafico (5.5 um comportamento
caracteristico para o conjunto de raizes do estado fundamental. Todas as rai-
zes parecem se agrupar no eixo real, muito proximas de sua origem, quando
o valor de « estd proximo de zero, com uma maior densidade também pro-
xima da origem. Gradativamente, com o aumento do valor do parametro
a, percebemos que o pico de densidade de raizes tende a se afastar da ori-
gem aumentando o valor das raizes. Tal processo atinge um apice no ponto
critico = 1, onde entao o conjunto inteiro de raizes parece se afastar da
origem do eixo real. Este ponto de "desprendimento” da raiz de menor valor
coincide com o ponto critico obtido nas anélises anteriores, o que sugere que
este "desprendimento” da origem pode ser usado como sinalizador da TFQ
do modelo. De forma complementar observando o grafico [5.6] onde temos
k = 0.5, percebemos que nenhuma das raizes tem valor préoximo de zero,
nao existindo assim desprendimento em nenhum valor de a. Este resultado
condiz com os resultados anteriores de nao haver transicao para k diferente
de zero, mostrando que os dois cenarios e a TFQ podem ser caracterizados
através da andlise da solucao das EAB.
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Figura 5.5: Nos graficos acima apresentamos as solugoes das EAB (2.39) para
o estado fundamental do hamiltoniano (2.33) para N = 100, variando a =
—u/(Q2V2N) entre 0.2 e 1.6. Podemos observar que as raizes se desprendem

da origem em algum ponto entre « = 0.8 e a« = 1.
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Figura 5.6: Nestes outros graficos as solugoes das EAB (2.39) sao calculadas
para o estado fundamental do hamiltoniano (2.33) N = 100 e J = 30, va-
riando o = —pu/(2v/2N) entre 0.2 e 1.6. Notamos que as raizes nao estao

coladas a origem, nao podendo haver descolamento das mesmas.
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Figura 5.7: Os graficos apresentam as solugoes das EAB (2.39) para o es-
tado fundamental do hamiltoniano (2.33) para N = 100 e J = 50, variando
o = —pu/(QV2N) entre 0.2 e 1.6. Nio observamos mudanca substancial no
comportamento das raizes, em contraste com o caso k = 0.
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5.5 Fracao Molecular

Diante de todos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores, através dos dife-
rentes métodos utilizados, encontramos resultados consistentes, evidenciando
uma TFQ do hamiltoniano (2.33) no ponto critico a = 1, para o caso em que
a diferenca hetero-atomica é zero.

17

0,8

=z
~
AO 0,6
=0
AN
Vv F0 (k=0) i
J=200 (k=0.2)
04 —
02 | | |
0 0,5 1 15 2

a

Figura 5.8: Valor esperado normalizado do estado fundamental do nu-
mero de moléculas no condensado hetero-atomico molecular em funcao de
a = —pJ/Q\/W, para dois casos distintos, k = 0 e kK # 0. Notamos um
comportamento abrupto da fracao molecular proximo a o = 1, apresentando
saturagao para a > 1 no caso k = 0. No caso k£ = 0.2 temos uma curva
suave, apresentando uma aproximacao assintética do valor maximo.

Vamos agora interpretar esta TFQ para o caso k = 0 através do compor-
tamento do valor esperado do nimero de moléculas normalizado do conden-
sado hetero-atdémico molecular. Lembramos que a defini¢cao usual de valor
esperado de um observavel é

(A) = (W|A]) = " a}(¢i] Alor) (5.10)

l

onde o operador A = 2N_./N, e |¥) é o estado fundamental.
Podemos observar no grafico 5.8 a concordancia entre a saturagao do nt-
mero de moléculas e o ponto critico a = 1. Notamos que o valor esperado de
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moléculas aumenta quase linearmente com o aumento do valor de a. Quando
o namero de moléculas atinge o ponto de saturagao 2N,./N = 1 identificamos
o ponto critico do sistema. Da mesma forma que observado nos métodos
usados anteriormente para caracterizacao da TFQ, podemos perceber uma
diferenca significativa entre os cenarios k = 0 e k # 0. No caso em que a
diferenca hetero-atémica é nula a fracao molecular atinge o ponto de satura-
¢ao de forma abrupta, enquanto para o caso k # 0 vemos que o condensado
tende a atingir, de forma assintotica, a maior fragao molecular possivel. Sua
aproximacao é suave e nao indica de forma clara um ponto de contato ou de
transformacao no comportamento do modelo.

Podemos concluir que todos os métodos utilizados mostram grande con-
cordancia em relacao ao ponto critico do sistema e ao comportamento distinto
nos dois cenarios. Através do valor esperado do niimero de moléculas conse-
guimos interpretar fisicamente a TFQ no modelo, como sendo uma transicao
de uma fase mista, composta por &tomos e moléculas, e uma fase puramente
molecular. Também é interessante observar que o ponto onde a TFQ ocorre
(av = 1) corresponde ao ponto fixo de bifurcagao associado ao minimo obtido
na andlise classica do capitulo 3.



Capitulo 6

Conclusoes
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6.1 Conclusao

O trabalho exposto nesta tese foi centrado na anélise fisica e algébrica, do ha-
miltoniano (2.1) que descreve a interconversao de a&tomos e moléculas em um
condensado de Bose-Einstein hetero-atémico molecular. As primeiras exposi-
coes feitas visaram construir uma breve compreensao, tanto histérica quanto
experimental, referentes a obtencao dos condensados de Bose-Einstein. Elen-
camos alguns feitos de grande importancia cientifica no desenvolvimento da
area e apresentamos alguns modelos integriveis de interesse para o nosso
trabalho, como os condensados acoplados por tunelamento Josephson e os
condensados homo-atomico moleculares.

Uma vez familiarizados com os condensados, no capitulo 2, revisamos a
integrabilidade do modelo hetero-atomico molecular [30]. O fizemos a partir
da &lgebra de Yang-Baxter e do método do ansatz de Bethe algébrico. Através
de uma representacao especifica para as matrizes de monodromia, foram
construidas matrizes de transferéncia que comutam para qualquer valor do
parametro espectral. FEssa caracteristica fundamental constitui o cerne da
integrabilidade do modelo. Com estas poderosas ferramentas matematicas
encontramos as autoenergias e as equacoes do ansatz de Bethe (EAB) do
sistema e restringimos seu dominio para o caso especifico sem espalhamento.

No capitulo 3, fizemos uma anélise classica do modelo, identificando os
pontos fixos do sistema no espaco de fase. Estes pontos fixos permitiram
construir o diagrama de parametros do modelo. Nesta construcao emer-
giram dois cenarios distintos dependendo se a diferenca hetero-atomica do
condensado k é nula ou nao. Verificamos a existéncia de 5 regioes distintas
no diagrama de parametros para o caso k = 0 e apenas 3 regioes distintas no
diagrama de parametros para o caso k # 0.

Posteriormente, no capitulo 4, utilizamos o método do mapeamento, re-
escrevendo o hamiltoniano (2.1) na sua forma diferencial. Através do conhe-
cimento de seus autovalores de energia, conseguimos reconstruir um poten-
cial efetivo para a equacao de Schrodinger. Este potencial mostra uma mu-
danca drastica em sua configuracao dependendo da diferenca hetero-atomica
k. Considerando o caso particular sem espalhamento (2.33) verificamos que
para o caso k # 0, o potencial exibe um minimo global; ja para o caso k =0
o potencial nao é limitado inferiormente, apresentando uma bifurcacao para
o valor do pardmetro o = 1. Através da anélise da dindmica quantica do mo-
delo também pudemos apreciar sensivel alteracao no padrao das oscilagoes
do condensado. Novamente para o cenério de k = 0 foi possivel verificar uma
mudanca abrupta nas oscilacoes do modelo quando cruzamos o ponto critico
a = 1. Mas tal alteracao nao se manifesta quando o valor de k£ é diferente
de zero.
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Finalmente, no capitulo 5, estudamos as transicoes de fase quanticas
(TFQ) para o hamiltoniano (2.33). Apds uma breve revisao sobre TFQ,
apresentamos varios métodos para sua caracterizacao. Como primeiro mé-
todo, utilizamos o gap de energia para identificarmos o ponto critico do
sistema, @ = 1 no caso em que k = 0. Para o cenédrio em que tinhamos
k # 0 observamos uma alteracdo muito mais suave no valor do gap de ener-
gia. Posteriormente, utilizamos a fidelidade como método de caracterizagao
da TFQ. Esse método, oriundo da computagao quantica, mostrou grande
sensibilidade para assinalar o ponto critico do sistema. De maneira similar
ao gap de energia, indicou o ponto critico do sistema em o« = 1 para k = 0;
apresentando variacoes muito mais suaves no cenario k # 0. Tal diferenca
também ficou evidenciada na entropia de emaranhamento. Usando a entro-
pia de emaranhamento, identificamos o ponto critico do modelo através de
uma grande variacao do seu valor no ponto a« = 1. Essa variagao abrupta do
emaranhamento, mostra-se quase ausente para k # 0. Por fim, utilizamos a
anélise do comportamento das raizes das EAB como método de identificar a
TFQ do sistema: basicamente analisamos o conjunto das raizes para o estado
fundamental do hamiltoniano (2.33) e buscamos uma sinaliza¢ao de mudanga
proxima ao ponto critico. Encontramos uma distribuicao de raizes de valor
real que pareciam “descolar-se” da origem do eixo real quando cruzavamos
o ponto @ = 1 com k = 0. Para confirmacao das expectativas verificamos
que tal comportamento nao se repetia para k # 0, mostrando compatibili-
dade dos resultados obtidos entre todos os métodos apresentados. No final
do capitulo discutimos a natureza fisica das transi¢oes de fase no condensado
hetero-atomico molecular: para k£ = 0 pudemos notar claramente uma tran-
sicao de fase do sistema em o = 1, onde o condensado atinge um méximo de
densidade de moléculas muito proximo de 1.

Finalizando, podemos dizer que a utilizacao de diferentes métodos mos-
trou uma grande consisténcia frente aos resultados obtidos. Conseguimos
caracterizar o modelo através de sua analise classica, que indicou possiveis
candidatos a pontos criticos do sistema e a diferenca de cenarios dependente
do valor de k. Posteriormente essas indicacoes se confirmaram através de
diferentes métodos como a dinamica quantica, o gap de energia, a fidelidade
e o emaranhamento. Também mostramos para esse modelo que o compor-
tamento das solucoes das EAB também pode ser usado como um indicativo

da TFQ.
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6.2 Perspectivas para o futuro

Uma extensao interessante do trabalho aqui apresentado consistiria no estudo
de modelos generalizados que pudessem englobar familias de condensados
moleculares maiores. Alguns resultados preliminares podem ser encontrados
em [65, 66, 45].

Outra perspectiva interessante reside na aplicagao dos métodos de carac-
terizacao das TFQ, em especial a analise do comportamento das raizes das
EABs para outros modelos integraveis, como nos modelos hetero-atémicos
moleculares |65, 66].

E uma tultima perspectiva reside na utilizagao da integrabilidade e cons-
trucao algébrica do modelo para a obtencao dos fatores de forma do sistema.
Com esta informacao estariamos aptos a estudar a dinamica quantica fora
de equilibrio ("quenching”). Este tipo de analise foi feita recentemente para
outros modelos integraveis, como o gas de bdsons com interagao do tipo delta
e o modelo BCS [67].
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Apéndice A
Representacao matricial

Neste apéndice vamos mostrar como construir a representacao matricial do
hamiltoniano (2.1) usando como base os vetores do espago de Fock. Primeiro
veremos que os termos de interacao e de potenciais externos do hamiltoni-
ano sao diagonais, enquanto que os termos de tunelamento (interconversao)
situam-se acima ou abaixo da diagonal principal, fazendo com que a repre-
sentagao matricial do hamiltoniano (2.1) seja uma matriz tridiagonal.

Para construir a representa¢ao matricial do hamiltoniano (2.1), que es-
crevemos abaixo,

H = UaaNf + Uvbb-N’b2 + UchcZ + UabNaNb + UacNaNc + chNch
+ f1aNa + Ny + peNe + Q(a'dle + c'ba), (A1)

devemos calcular os elementos de matriz de H, utilizando como base os ve-
tores |ng, np, ne),
! ’ !
<na7nb7nc‘H|na7nb7nC>7 (AQ)

onde n,, ny e n. indicam o nimero de a&tomos do tipo a, do tipo b e o niimero
de moléculas ¢, respectivamente. O espaco de estados do hamiltoniano (2.1)
tem dimensdo d = (N — J)/2 + 1, onde N = N, + N, + 2N, é o namero
total de 4&tomos e moléculas e J = N, — N, é a diferenca hetero-atomica.
Para calcularmos os elementos de matriz necessitamos escrever a acao dos
operadores, presentes no hamiltoniano, sobre os vetores do espaco de Fock.
Os operadores criagao a' e aniquila¢do a aplicados sobre um vetor |n,) geram
as seguintes relacoes

a'lng) = Vng + 1ng + 1)
alna) = vialna — 1), (A.3)

Generalizando-se esta relacao para os demais operadores moleculares e
atomico-moleculares do hamiltoniano, podemos obter a acao dos termos de

62
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interconversao sobre um vetor genérico |n,, np, ne)
aTch]na,nb,nc> = \/7”LcaTbT|na,m,,nC - 1)
= /(ny + 1)(ne)a'|ng, ny +1,n, — 1)
= /(na + 1)(np + 1) ()| + 1,15 + 1,0, — 1) (A.4)

cha]na,nb,nc> = nach|na — 1,np,n¢)

= V) m)e! |, — 1, —1,n.)

= v/(na)(m) (ne + Dlng — Ly — Lne +1). (A.5)

Esses operadores sao aplicados nos vetores de base |n,)®|n,) ®|n.) do espago
de Fock H, ® H, ® H,., criado a partir do espaco vetorial de moléculas H,
com base |n,), H, com base |n;) e o espago molecular H,. com base |n,).

Os vetores do espaco de Fock sao autovetores dos operadores niimero,
gerando os valores dos ntimeros de &tomos e moléculas como seus autovalores

Na|na, ny, ne) = alalng, mp, ne) = nalng, my, ne)

Nb|naa Ny, nc> = bTb|naa Ny, nc> = nb|na7 Ny, nc)

Ne|na, np, ne) = cle|ng, np, ne) = ne|na, np, ne) (A.6)
Sendo assim os termos dependentes dos operadores ntimero resultarao

em termos diagonais na representacao matricial. Estes operadores podem
ser representados da seguinte forma

Ulng, mp,ne) = (UaaNZ + UpNE + Uee N7 + Uay No Ny + Upe No Ne + Upe No N,
+11aNo + 16Ny + 11 Ne) g, np, e )
= (Ugan? + Uppnz + Upen? + Upnany + Ugengne + Upenpne
FhtaTa + fiony + fene) |, np, Ne)
= u|ng, np, ne). (A.7)
Desta forma podemos juntar os termos diagonais e os termos de inconversao

para estabelecermos a agao do hamiltoniano (2.1]) sobre um vetor de base do
espaco de Fock

H|na7nbanc> = u|na7nb7nc>
+Qv/ (ng + 1) (ny + 1) (ne) |16 + 1,np + 1,1, — 1)
+Qv/(n0)(np) (ne + 1)|ng — 1,mp — 1,ne +1).  (A.8)

Para encontrarmos os elementos da matriz que representa o hamiltoniano,
. / / /
basta realizarmos o produto escalar (n,, n,, n.|H|n., np, ne).
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Agora, demonstraremos como obter estes elementos através de exemplos,
mas para facilitarmos a notacao e sem perde de nenhuma generalidade, re-
alizaremos a representacao matricial do hamiltoaniano (2.33), que encerra a
forma sem espalhamento do hamiltoniano (2.1). Desta maneira o operador U
adquire uma forma simplificada e mais compacta U — u.N.. Como primeiro
exemplo usaremos N =4e J = 0.

A1l N=4, J—=0

Tendo o valor de J = 0, temos por consequéncia o mesmo niimero de atomos
do tipo a e do tipo b. Dessa forma a dimensionalidade do hamiltoniano é
d = 3. Utilizando as relagoes (A.4JA.5,A.6), podemos escrever a a¢ao do
hamiltoniano (2.33) sobre os vetores do espago de Fock

H|2,2,0) =20|1,1,1), (A.9)
H(1,1,1) = p/1,1,1) + Q(2]2,2,0) + v/2(0,0,2)), (A.10)
H|0,0,2) = 2100,0,2) + V201, 1,1). (A.11)

Agora, utilizando a propriedade de ortonormalidade dos vetores de base

J

/
nene’

(N My M| gy My M) = 0,0 (A.12)

ngnanyny,
realizaremos os produtos escalares para encontrarmos os elementos da matriz
de representacao do hamiltoniano (2.33)
(2,2,0|H|2,2,0) = 2Q(2,2,0]1,1,1)
=0, (A.13)

(1,1,1|H|2,2,0) = 20(1,1,1|1,1,1)
— 20, (A.14)

(0,0,2|H|2,2,0) = 20(0,0,2|1,1,1)
=0, (A.15)

(2,2,0|H|1,1,1) = Q(2(2,2,0]2,2,0) + v/2(2,2,0[0,0,2))
+1(2,2,0[1,1,1)
= 20, (A.16)
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(1,1,1|H|1,1,1) = Q(2(1,1,1]2,2,0) + v2(1,1,1]0,0,2))
(1, 1,1(1,1,1)
= [, (A.17)

(0,0,2|H|1,1,1) = Q(2(0,0,22,2,0) +/2(0,0,2/0,0,2))
+1(0,0,2[1,1,1)
=29, (A.18)

(2,2,0[H|0,0,2) = 2u(2,2,00,0,2) + v/20(2,2,0|1,1,1)
=0, (A.19)

(1,1,1|H|0,0,2) = 2u(1,1,10,0,2) + v29(1,1,1[1,1,1)
=29, (A.20)

(0,0,2|H|0,0,2) = 24(0,0,2(0,0,2) +v29(0,0,2|1,1,1)
= 2, (A.21)

onde por praticidade utilizamos p. = p. Reunindo os resultados obtidos
podemos construir a representagao matricial, que fica da seguinte forma

0 20 0
H=1[20 p v2Q|. (A.22)
0 V20 21

A2 N=20, J=0

Como pudemos observar através do exemplo anterior, notamos que os ele-
mentos da matriz de representacao obedecem uma certa sequéncia. Para o
caso dos elementos da diagonal principal, os elementos variam unitariamente
de forma crescente de zero até N/2, multiplicados pelo parametro p

onde d = (N — J)/2+ 1 é a dimensionalidade do hamiltoniano. A sequéncia
crescente (A.23) é igual ao nimero de moléculas presentes no vetor de base
correspondente ao elemento de matriz, devido a dependéncia em relagao ao
operador N.. Os elementos fora da diagonal principal apresentam simetria
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frente a mesma. Estes termos sao os termos de interconversao, e obedecem
a seguinte formula

N . .
hi,j—l—l == hi+1,j == <E + 1-— Z) \/;Q (A24)
Na relacao (A.24) a parte depende de N corresponde aos autovalores dos
operadores atdmicos, onde o niumero de atomos diminui a medida que novas
moléculas sao criadas. Com esta relacao e os termos da diagonal principal
podemos montar a forma matricial para N =10e J =0

0 100 0 0 0 0
100 u 9v2Q 0 0 0
0 9v2Q 21 8V3Q 0 0
0 0 8/3Q 3u 140 0
0 14 4p 6V5Q 0
0 6v5Q 5u 5vV6Q 0
0 5V6Q 6p 4V7Q 0
0 0 4V7Q Tu 6v2Q
0 0 0 6v20 8u 69
0 0 0 0 62 9u 109
0 0 0 0 0 10Q 10u

(A.25)

o O O O
S O O OO
o OO o oo

0
0
0
0
0
0
0
0

O O O O OO o oo

S OO o o oo
O OO oo oo
o O O O O O
o O O o O

A.3 N=10, J=4

Para o caso em que temos J # 0 o nimero de estados possiveis diminui, pois
com um niumero menor de dtomos do tipo b, os atomos do tipo a restantes
ficam impossibilitados de formar moléculas c. Sendo assim temos d = 4, e os
seguintes vetores de base

17,3,0) , 16,2, 1)
15,1,2) , 4,0, 3). (A.26)
A aplicagao do hamiltoniano (2.33) sobre as bases tem os seguintes resultados
H|7,3,0) = v2106,2,1) (A.27)
H|6,2,1) = u|6,2,1) + Q(v/21]7,3,0) + 265, 1,2)) (A.28)

H|5,1,2) = 2u/5,1,2) + Q(2V6]6,2,1) + V15]4,0, 3)) (A.29)
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H|4,0,3) = 3u/4,0,3) + V1505, 1,2) (A.30)

Para a obtencao dos elementos de matriz realizaremos os produtos esca-
lares, utilizando a propriedade de ortonormalidade dos vetores de base

(7,3,0|H|7,3,0) = v21Q(7,3,06,2,1)
=0, (A.31)

(6,2,1|H|7,3,0) = v/210(6,2,1/6,2,1)
= V219, (A.32)

(5,1,2|H|7,3,0) = v21Q(5,1,2(6,2,1)
=0, (A.33)

(4,0,3|H|7,3,0) = v/210(4,0,3|6,2,1)
=0, (A.34)

(7,3,0|H|6,2,1) = Q(+/21(7,3,0]7,3,0) + 2/6(7,3,0/5,1,2))
+14(7,3,06,2,1)
= /219, (A.35)

(6,2,1|1H|6,2,1) = Q(v/21(6,2,1]7,3,0) + 2v6(6,2,1|5,1,2))
+1(6,2,1/6,2,1)
= L, (A.36)

(5,1,2|H|6,2,1) = Q(v/21(5,1,2|7,3,0) + 2/6(5,1,2|5,1,2))
+u(5,1,26,2,1)
= 260, (A.37)

(4,0,3|H|6,2,1) = Q(v/21(4,0,3|7,3,0) + 2v6(4,0,3|5,1,2))
+11(4,0,3(6,2,1)
=0, (A.38)

(7,3,0|H|5,1,2) = Q(2v/6(7,3,006,2,1) + V15(7,3,0/4,0,3))
+241(7,3,0[5,1,2)
=0, (A.39)
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(6,2,1|1H|5,1,2) = Q(2v/6(6,2,1]6,2,1) + V15(6,2,1]4,0,3))
+21(6,2,1(5,1,2)
= 2V69, (A.40)

(5,1,2|H|5,1,2) = Q(2v6(5,1,2(6,2,1) + v/15(5,1,2|4,0,3))
+2u(5,1,2[5,1,2)
= 2u, (A.41)

(4,0,3|H|5,1,2) = Q(2v6(4,0,3[6,2,1) + V15(4,0,3|4,0, 3))
+21(4,0,3[5,1,2)
= /150, (A.42)

(7,3,0|H|4,0,3) = 3u(7,3,0/4,0,3) + vV150(7,3,0/5,1,2)
=0, (A.43)

(6,2,1|H|4,0,3) = 3u(6,2,1[4,0,3) +150(6,2,1|5,1,2)
=0, (A.44)

(5,1,2|H|4,0,3) = 3u(5,1,24,0,3) + V150(5,1,2|5,1,2)
= V150, (A.45)

(4,0,3|H|4,0,3) = 3u(4,0,3[4,0,3) +v150(4,0,3|5,1,2)
= 3pu, (A.46)

Reunindo-se os elementos obtidos podemos montar a representagao ma-
tricial para o caso N =10e J =4

0 V21Q 0 0
V2IQ  pu 2v6Q 0
— A4
H 0 2V6Q 2u V159 (A.47)

0 0 V15Q 3u
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A4 N=24, J=8

A partir dos exemplos apresentados podemos estabelecer uma forma gene-
ralizada para a representagdo matricial do hamiltoniano (2.33). A relagio
que determina o valor dos elementos da diagonal principal fica inalterada
com em funcao do valor de J. Apenas o seu valor méaximo é reduzido pela
dimensionalidade do hamiltonaino. Obtemos

h1,1 =0, h2,2 = u
haz =2u , hyg = 3p
hss =4, hee = S
hr7 =6u, hgg = Tp
hgo = 8t .
(A.48)

Os elementos que representam a interconversao, e estao localizados logo
acima e logo abaixo da diagonal principal, obedecem a seguinte relagao

N+J N—J
hijy1 = hit1; = Q\/( ;_ +1— z> < 5 +1— z) (7). (A.49)

Aplicando-se a relacao (A.49), obtemos

hig=ho1 = V16v/8V10Q = 8v/20
has = hs» = VIEVTV2Q = V2100
hsa = has = V14V6V3Q = 6V/7Q
has = hsa = V13V5V4Q = 2v/65Q
hss = hes = V12V4V50 = 41/15Q
her = hrg = V11V3V60Q = 3v/220
hrs = hsr = V10V2V/7Q = 24/35Q
hso = hos = VIVIVEQ = 63/2Q.

Reunindo os resultados obtidos, para os elementos da diagonal principal
e os elementos e interconversao, podemos construir a representacao matricial
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Apéndice B
Emaranhamento

A entropia de emaranhamento é usada como uma forma de medida do emara-
nhamento quantico, que se caracteriza, aproximadamente falando, a quanto
dois sistemas nao podem ser descritos separadamente. Quando nenhuma in-
formacao pode ser conhecida a partir de uma parte do sistema, entao, esta
parte estd emaranhada ao maximo com o sistema. A férmula da entropia de
emaranhamento é dada por

E(V) = —Trplog, p (B.1)

onde, p ¢ chamada matriz de densidade reduzida obtida através do trago
parcial sobre uma das partes. Por definicao a entropia de emaranhamento é
uma medida realizada sobre dois subsistemas, dessa maneira, tem aplicacao
natural para sistemas bipartites, mas para sistemas tripartites ou de com-
posicao mais complexa, a definicdo nao é univoca. Embora nao haja uma
unica definicdo de emaranhamento para sistemas tripartites, podemos nos
convencer que o modelo de condensado hetero-atomico molecular pode ser
descrito de forma equivalente a um modelo bipartite. Sendo assim, mostra-
remos que as diferentes maneiras de se calcular o emaranhamento, para o
modelo hetero-atomico molecular, produzem os mesmos resultados para um
exemplo.

Para isto, utilizaremos a forma mais simplificada do hamiltoniano (2.1),
eliminando os termos de interacao e mantendo-se somente os termos de in-
terconversao

H = Q(a'bd'c + c'ba). (B.2)

Neste exemplo fixaremos o seguinte conjunto de valores:
N, =5 . N =38

71
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A partir destes valores montaremos uma base com a qual se possa repre-
sentar os auto-estados do sistema. Naturalmente buscaremos representagoes
no espaco de Fock e aparentemente a melhor escolha sejam vetores da forma
|Na, Ny, N..). Para este exemplo o conjunto de vetores que forma a base é:

15,3, 0)

) 14,2,1)
Base = 3.1,2) (B.3)

12,0, 3)
Usando as relagoes dos operadores criagao e aniquilacao
aln) = valn — 1)
a'ln) = vn +1|n + 1), (B.4)
podemos montar a matriz do hamiltoniano nesta base:

abct|5,3,0) = V5v3V14,2,1

)
abct|4,2,1) = V4V2v/2|3,1,2)
abct|3,1,2) = v3V1v3]2,0,3)
a'bfe|2,0,3) = V3V1V3|3,1,2)
a'ble|3,1,2) = VAv2v2|4,2,1)
a'blel4,2,1) = V5v3V1|5,3,0)

Desta forma temos

0v15 0 0

B Vs 0 4 0
H=. T (B.5)

0 0 3 0

onde os autoestados do hamiltoniano serao dados pelos autovetores da matriz
(B.5). Calculando-se os autovalores obtemos

A = +1.9290, +6.02312. (B.6)

O estado fundamental é obtido através do menor dos autovalores, pois repre-
senta a menor energia. Sendo assim, por simplificacao consideramos €2 = 1,
isto resulta no menor autovalor, —6.02. O estado fundamental e os outros
autovetores sao dados por

0.416 —0.572 —0.572 0.416
—0.647 0.285 —0.285 0.647
o) = 0.572 1) = 0.416 [P2) = 0.416 [s) = 0.572
—0.285 —0.647 0.647 0.285

(B.7)
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Conhecendo o autovetor do estado fundamental podemos calcular o ema-
ranhamento deste estado, e para isso montaremos a matriz densidade do
mesmo. Montaremos esta matriz escolhendo a base do espago de Fock, desta
maneira a matriz densidade fica escrita da seguinte forma

Ne

= 00| =" eicilhy — i ke — i) (ko — jky — ] (B.8)

i,j=0

Os vetores da base podem ser escritos de uma maneira alternativa, usando
apenas um indice, onde ki = Ni‘]

k+ — N, = Nao+Np+2Ne+Ng— — N.=N,+N,—N.=N,
k. — N, = Na+Nb+27V —NotNo _ N = Ny + N, — N. = N,

sendo assim

Calculamos os termos da representacao matricial do operador p

pr1 = (0.41)%]5,3,0)(5,3,0[ , pr2 =
p1,3_(041) 057 |5 30 3,172| p14—

(0.41)(—0.64)|5,3,0)(4,2,1]
(0.57) (0.
pat = (—0.64)(0.41)[4,2,1)(5,3,0] , pao = (—
(0.57) = (=
(0.41) (0.5
(0.5
= (=
= (=

) 41)(

W 41)(—0.28)|5,3,0)(2,0, 3|

W 0.64)%|4,2,1)(4,2, 1

pas = (—0.64)(0.57)[4,2,1)(3,1,2] , 0.64)(—0.28)[4,2,1)(2,0, 3|

psa = (0.57)(0.41)|3,1,2)(5,3,0] , ps2 = (0.57)(—0.64)|3,1,2)(4,2,1]

W 7)(—0.28)[3,1,2)(2,0, 3|
W 28)(—0.64)[2,0,3)(4,2, 1|
) 2

8)%|2,0,3)(2,0,3]. (B.9)

p3s = (0.57)%3,1,2)(3,1,2| , p34 =
Pa1 = <_ 8)(0 41)|2,0,3 5,370| , 0.
P43 = (— )(0 57)|2,0,3 3, 172| , 0.
Na forma matricial temos

017 —0.26 023 0.11
026 041 —0.36 0.18
P=1 023 —036 032 —0.16 | (B.10)

0.11 0.18 —0.16 0.08

Uma vez obtido o operador matriz de densidade para o estado funda-
mental, podemos calcular o valor da entropia de emaranhamento. Mas por
possuirmos um sistema naturalmente constituido por trés partes, dois ti-
pos distintos de &tomos e um tipo de molécula, podemos escolher diferentes
maneiras de realizar o traco da matriz de densidade. A seguir mostrar as
diferentes formas de se realizar o traco parcial.
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B.1 Traco sobre o espaco de moléculas

Umas das maneiras de realizarmos o traco parcial, é escolhendo o espacgo dos
atomos a, dos atomos b ou ainda o espaco das moléculas. Devido a esta
escolha do traco, reescrevemos a base explicitamente como um produto de
bases distintas, ou seja, as bases serao produtos dos vetores do espaco das
moléculas com o espaco dos atomos

|Noy, Ny, No) = | Ny, Ny) @ |N.) = | Ny, Np)|Ne)

O tracgo parcial sobre o espaco de moléculas é dado pela formula

Te(p) = 3 (neloln), (B.11)

e aplicando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,
temos

N, Ne

Tre(p) = Y (nelplne) =Y (ne|Wo) (¥olne) (B.12)

{0clpl0c) = 0.17]54, 35) (0c|0c){5a; 361 (0c|Oc) — 0.26[54, 36) (0c|Oc) (4a, 26/(1c[O0c)
+ 0.23|54, 3){0c|0c) (3a; 16]{2c]0c) + 0.11]54, 3p) (0c|0c) (24, 0p | {3c|0c)

— 0.26]44, 25) (0c| Le) (50, 3] {0c] 0c) + 0.41 44, 24) (0c| 1) (4a, 24/ (1]0.)

— 0.36]44, 2,) (0] 1c) (34, 15](2:]0c) + 0.18]44, 2,) (0.]1.) (24, 05| (3.]0.)

+ 0.23[34, 1) (0c|2¢) (5a, 361 (0c|0c) — 0.36[34, 16) (0c|2c) (4a, 26| (1c[0c)

+ 0.32[34, 1) (0c|2¢) (34, 1] (2¢]0c) — 01634, 1) (0c|2¢) (24, 0] (3c]0c)

+ 0.11]24, 05)(0¢|3.) (54, 36] (0] 0c) + 0.1824, 05) (0] 3c) (4a; 26| {1.]0c)

— 0.1624, 05) (0c[3¢) (30, 1] (2¢0c) + 0.08|24, 05) (0c[3c) (24, 05[ (3¢[0c)

= 0.1754, 35) (5a, 34, (B.13)

(LelplLe) = 0.17[54, 3p)(1e|0c) (Bas 36]{0c|Le) — 0.26[54, 3p) (1e|0c) (4a, 26| (Le[1e)
+ 0.23]54, 3) (16]0) (3a, 1p[{2¢]1e) + 0.11]54, 3p) (1£]0.) (24, 0| (3] 1)

— 0.26[44, 26) (1] 1) (5as 36 (0] 1e) + 0.41 |44, 26) (1] 1e) (4a, 2] (1] 1c)

— 0.36/44, 25) (L1c[1c) (30, L[ (2¢1e) + 0.1844, 25) (Le[1e) (24, Ob[ (3¢[Le)

4+ 0.23]34, 1) (16]2.) (54, 36| (0c|1c) — 0.36]34, 1p) (1|2:) (4q, 26| (1¢]1c)

4+ 0.32(34, 1) (16]2) (34, 1p](2e]10) — 0.16]34, 15) (16|2¢) (24, 05| (3|1,

+ 0.11]24, 05) (1c[3c) (5as 36](0c|Le) + 0.18|24, 06) (1c[3c) {4a, 25] (Le[1c)

— 0.16|24, 0p) (1|32) (30, 1p] (2] 1c) + 0.08|24, 0p) (1¢|3¢) (24, 05| (3¢] 1c)

= 0.41|44, 2) (44, 2|, (B.14)
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onde py, designa a matriz resultante do trago parcial sobre o espaco de mo-

Obtendo o resultado do trago parcial
léculas, chamada matriz reduzida.
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calcular a entropia de emaranhamento utilizando a formula (B.1)

E(pa) = =Tr{pa10gs(pab) }

== Z (Tas 0| pab 1085 (pab ) [0, )

a,b=0

— (50,30l (s 108 (pas) ) 150 31) = (4o, 20| (s 108 () ) 140, 28)

— (3 1ol (P 108alar) ) Hha 10) = (201 00l (pas g () ) 1225 00
= —0.1710g,(0.17) (54, 33|54, 35
—0.4110g,(0.41) (44, 25|44, 26)
—0.3210g,(0.32) (34, 15|34, 15)
—0.0810g,(0.08) (24, 04|24, 05)
= —0.1710g,(0.17) — 0.4110g,(0.41)
—0.3210g,(0.32) — 0.0810g,(0.08)
— 1.785. (B.18)

Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traco
parcial sobre o espaco de moléculas.

B.2 Traco sobre o espaco de Atomos tipo a

Outra maneira de realizarmos o traco parcial é escolhendo o espaco dos ato-
mos a. Devido a esta escolha do trago, reescrevemos a base explicitamente
como um produto de bases distintas

|Na7NbaNc> = |Na> & |NbaNc> = |Na>|Nb7Nc>

O trago parcial sobre o espaco dos &tom os tipo a é dado pela formula
Ng

Tra(p) = Y (nalplna), (B.19)

e aplicando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,
temos

Tra(p) = 3 (nalolna) = 3 (nal o) (Tolna) (B.20)
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(241p124) = 0.17(24]54)|3p, 0c) (5a|24) (36, 0c| — 0.26(24]54)|3p, 0c) (4a|24) (20, 1|

+ 0.23(24]54) 136, 0c) (3a]24) (15, 2c| + 0.11(2,|54) |35, 0c) (24|24 (05, 3|

— 0.26(2,|44) |26, 1) {(5a|24) (36, 0| + 0.41(24]440) |20, 1e) (4a|24) (20, 1|

— 0.36(24|44) |26, 1) (3a|24) (16, 26| + 0.18(24]440) |20, 1c) (24|24) (05, 3|

+ 0.23(24130) |16, 2¢) (5a|24) (3p, 0c| — 0.36(24(34) |18, 2¢) (4a]24) (26, 1|

+ 0.32(24130) |16, 26) (3a]24) (15, 2c| — 0.16(24]34) [ 16, 2¢)(24]24) {Op, 3|

+ 0.11(24]24) (05, 3¢) (5a]24) (3p, 0c| + 0.18(2,|24) |08, 3¢) (4a|24) (25, 1¢|

— 0.16(24]24) 106, 3¢) (3a|24) (11, 2¢| 4+ 0.08(24|24) |08, 3¢) (2424 ) (05, 3|

= 0.08|04, 3) (0, 3| (B.24)

Obtendo o resultado do traco parcial

017 0 0 0
0 041 0 O

Pe=1 0 0 032 0 (B.25)

A partir da matriz reduzida podemos calcular a entropia de emaranhamento
utilizando a formula (B.1)

E(ppe) = —=Tr{pec 108, (pse) }
d

= =) (i, n| poe 1085 (pve) [y, 1)
b,c=0

— — (31, 0c] (e 08a 1) ) 135, 0c) = (20, el (e Lo (pae) ) 126, 10)

(1 2] (e 108 (1) ) 116, 26) = (0p, 3l e 0galpe) ) 105, 3.)
= —0.1710g,(0.17)(3;, 0|3y, O,
—0.411og,(0.41)(2y, 1.]2y, 1.

—0.321og,(0.32

{
{
{

1, 20|15, 22
Ob73 ‘067

—0.1710g,(0.17) — 0.411og, (0
—0.3210g,(0.32) — 0.08log, (0
1.785.

(0.41)
(0.32)
—0.081og,(0.08)
(0.17)
(0.32)

41)

.08)

(B.26)

Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traco
parcial sobre o espaco de atomos tipo a.
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B.3 Traco sobre o espaco de Atomos tipo b

A 1ltima maneira de realizarmos o traco parcial é escolhendo o espaco dos
atomos b. Com esta escolha do traco, reescrevemos a base explicitamente
como um produto de bases distintas

|Na7Nb7Nc> - |Na7NC> ® |Nb> = |N(1’NC>|Nb>

O traco parcial sobre o espaco dos atom os tipo b é dado pela formula

Ny

Try(p) = > (mslplne), (B.27)

e aplicando sobre o operador matriz de densidade do estado fundamental,

temos
Ny Ny

Try(p) = > (mplplne) = (na| o) (Wolny) (B.28)

(3blp13) = 0.17(34[3p) 54, Oc)
+ 0.23(35/35) |54, 0c)

— 0.26(3,]24)|4q, L)

— 0.36(3,]25) |44, 1)
)

)

)

( 3,/33) (54, 0| — 0.26
(
(
(
+0.23(35|15)[34, 2
(
(
(

)
14]35) (34, 2. + 0.11
35|35) (5a, 0c] + 0.41
1]35) (34, 2¢| +0.18
)
)
)
)

( 3p35)[54, 0
(

(

(

(3]35) (5, 0c] — 0.36
(

(

(

35/35) 54, 0
36/26) |44, 1

) 24[3p) (40, 1c
)
)
3p|2p) 44, 1
)
)
)
)

(26[3) (40, 1
(0p]35) (24, 3¢
(20]3p) (4, 1c
(06135) (24, 3
35 15) 30, 20)(26135) (4a, 1.
- 0.32(35) 1) |30s 26) (16135) (3as 26| — 0.16(3|15) |30 20 (0|35} (20, 3
4 0.11(35]05)] 2, 30) (36136) (5, 0] + 0.18(35]05) 20, 30) (2613) (4, 1
—0.16(35]00) |20, 30) (1635) (30 2e] + 0.08(35]05)] 24, 3¢) (05]35) (24, 3¢

2

= 0.17|54, 0.} (54, 0¢, (B.

05135) (24,

o~ o~ o~ o~ o~ o~~~

)
)
)
)
)
)
)
)

<2b|p|2b> = 0.17 2b|3b>|5a70
+ 0.23(24]33)]54, 0
— 0.26(25|25) |44, 1

( ¢) (36]25) (5a; 0c| — 0.26(243) |54, 0
( )
( )

— 0.36(252p) |44, Lc)
( )
( )
( ¢)
(

(35]26) (25]3) e)(

(1320030, 20] -+ 0.11(23|35) |5, 0. (0523
(36]25) (54, 0c| + 0.41(2p[25) |40, 1) (262
(15125) (345 2¢| + 0.18(25|25)[4a, 1c) (0n] 25
(35]20)( (25]15) o)
(1p]26)( (25]15) o)
(35]20)( (25]00) e)(
(15]26)( (25]0) o)

2|2

+0.23(25]1) |30 26) (30125 (Ba, 0| — 0.36(25] 1) 34, 2¢) (26|25
+0.32(2|15) |30, 263 (16]25) (3a, 26| — 0.16(25|15) |3, 26) (05|25
+ 0.11(25]05) |24, 36) (35125 (5, 0] + 0.18(25]05)] 24, 36) (26|25
— 0.16(25]05) |24, 3¢) (16]25) (3a, 26| + 0.08(24|05) |24, 3¢) (03] 25

= 0.41]44, 1.)(4a, 1], (B.

o - - - e S - -
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<1b|p|1b> =0.17 1b|3b>|5a70
+ 0.23 1b|36>‘5a70
— 0.26(1,]2)|44, 1

( ) (3]15) (Ba, 0| — 0.26(14|3s
( )
( )

— 0.36(15]25) |44, 1)
( )
( )
( ¢)
(

(3b/1)( (
(1315 (30, 2| + 0.11(1,]3,
(35|16 (5 O] + 0.41 (12,
(1o]15) (30, 20| + 0.18(1, |2
1+ 0.23(15] 1630 20) (35| 15) (5, 0] — 0.36(1| 1
+ 0.32(1p[1p)[3a, 2¢) (1] 16) (30, 2¢| — 0.16(1p[1s
T+ 0.11(15]08)[20s 30) (35| 15) (5a, 0] + 0.18(14]0y
— 0.16{15]06) |24, 3c) (16| 16) (3a; 2c| + 0.08(14|0y
= 0.32[34, 2¢) (34, 2/,

(06| p|0p) = 0.17
+ 0.23
— 0.26
— 0.36
+ 0.23
+ 0.32

05135)|5as 00 (35]05) (50, 0] — 0.26
0b|3b>\5a,06 1b‘0b 3a72c|+0-11
05]25) |40, 1) (3]08) (5, 0| + 0.41

) (36100) ( 0635
) (16]05)
(36106 (
06]26) |4 1e) (15| 05) (34, 2| + 0.18
) (36100) (
) (16]06) (
) (36100) (
(15]05)

00|35
0b]25
00|25
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05|05
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06[15) 34 2¢) (16]05) (34, 2| — 0.16
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Obtendo o resultado do trago parcial

Pac =1 o 0 032 0
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A partir da matriz reduzida podemos calcular a entropia de emaranhamento
utilizando a formula (B.1

E(pac) - _Tr{pac 10g2(pac)}

= - Z <nav nC|pac log, (pa0)|naa Ne)

a,c=0

= (50, 0cl( Pac 1082 (Pac) ) 150, 0e) = (4as Lol (pac 085 () ) [, 1)

(30, 2] (Puc 1085 (Pac) ) 130 22) = (201 3el (pac 108 (pac) ) 120, 3.
= —0.1710g,(0.17)(54, 0|54, 0.)
—0.41log,(0.41) (44, 1|44, 1.)
—0.32108,(0.32) (34, 2|34, 2.)
—0.0810g,(0.08) (24, 3|24, 3¢)
= —0.1710g,(0.17) — 0.41 log,(0.41)
—0.3210g,(0.32) — 0.08 log,(0.08)
— 1.785. (B.34)

Esse é o valor obtido para a entropia de emaranhamento utilizando o traco
parcial sobre o espaco de atomos tipo b.

Podemos notar que o valor da entropia de emaranhamento é o mesmo
para as diferentes formas de traco parcial escolhidas. Pode-se demonstrar
que o calculo da entropia de emaranhamento é igual quando calculamos o
seu valor a partir dos coeficientes das bases

E(V) = — Z log,(c?) (B.35)

E estes coeficientes independem da forma com a qual é realizado o traco
parcial, desta forma qualquer espaco que escolhermos para fazer o trago par-
cial obteremos o mesmo resultado.
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