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Programa de Pós-Graduação em Matemática
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grandes idéias e por sempre estar preocupado com o bem estar dos amigos.

Diego Marcon, muito obrigada pelos estudos em EDP, pela companhia no
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formatura ou quando o Patropy estava viajando, mas principalmente por ser
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Márcio, muito obrigada por sua amizade desde muito tempo, pela parceria

no futebol, pelas caronas e por cuidar bem da minha baixinha.

Mirian, muito obrigada pela ajuda nos estudos e na dissertação, pelas

caronas, por sua amizade e preocupação, por ser tão dedicada aos amigos.

Nicolau, muito obrigada pelos jogos de futebol, pelos estudos em EDP,

pelos passeios a cavalo, por limpar a cuia de chimarrão quando eu me esquecia

e pelas conversas que cada um acrescentava um pouquinho e se tornavam

iii



muito engraçadas.
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aos alunos, pelo chimarrão e pelas agradáveis conversas após o almoço.
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RESUMO

Nesta dissertação, estudamos propriedades de monotonicidade e sime-

tria da solução do problema de valor de fronteira da forma





∆u + f(u) = 0 em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω

.

É claro que são feitas algumas hipóteses sobre f e o domı́nio Ω. Começamos

apresentando os pré-requisitos necessários ao entendimento do trabalho. A

seguir introduzimos algumas definições e provamos alguns lemas preliminares

que serão usadas na prova do nosso resultado principal.
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ABSTRACT

In this master dissertation, we study symmetry and monotonicity prop-

erties for solutions of boundary value problems of the form





∆u + f(u) = 0 in Ω

u > 0 in Ω

u = 0 in ∂Ω

.

Of course, we make some assumptions on f and the domain Ω. We begin

presenting some prerequisites for the study of the work. Next, we introduce

some definitions and prove some preliminary lemmas that are used in the

proof of our main result.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho desenvolveremos o estudo de algumas propriedades qualitati-

vas de soluções positivas para a equação diferencial parcial semi-linear eĺıptica

com o problema de fronteira dado por





∆u + f(u) = 0 em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω

(1.1)

onde o domı́nio Ω ∈ R2 satisfaz algumas propriendades que serão vistas

no próximo caṕıtulo e a função f : [0, +∞) → R satisfaz:

(H1) f é continua em [0, +∞).

(H2) f(0) > 0 ou existe uma constante c ∈ R tal que

lim inf
u>0,u→0

f(u)

u
≥ c.

(H3) Se u ∈ (0, +∞) é tal que f(u) = 0, então existe uma constante
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C ∈ R tal que

lim inf
u6=v u,v→u

f(u)− f(v)

u− v
≥ C.

Nosso objetivo principal é provar o Teorema 3.2.1 e, para isto, consider-

amos o caso em que a direção β = e1, e a linha de simetria de Ω é o eixo

x2.

Para mostrar propriedades de monotonicidade e simetria da solução de

(1.1) vamos usar o método dos planos deslizantes. Este método tem sido

usado por Serrin [17] e Gidas, Ni e Nirenberg [9] e [10]. Mais tarde, muitos

outros autores tem dado atenção a estas questões, como por exemplo, Li [13],

Berestycki e Nirenberg [1], Li e Ni [14], Esteban e Lions [7] e recentemente o

trabalho de Berestycki, Caffarell e Nirenberg [2].

Todos acima tomam f sendo de Lipschitz continua. No entanto esta

propriedade pode ser enfraquecida, como o trabalho desenvolvido por Lions

[16], onde f é meramente mensurável, mas não negativa e n=2.

Cortázar, Elgueta e Felmer em [4] e [5], e Gui em [12], f é localmente de

lipschitz em (0,∞) e continua em [0,∞), isto é, sua propriedade de Lipschitz

é perdida na origem.

Também obtemos um resultado de simetria local para a função u do

problema (1.1), no caso de Ω ser uma bola e f continua, mostrando assim,

que toda solução de (1.1) é localmente simétrica, como pode ser visto em [3].

A questão em pauta é saber se podemos usar o argumento dos planos

deslizantes para obter a simetria da solução de (1.1), quando f satisfaz (H1),

(H2) e (H3), e o domı́nio Ω é mais geral, isto é, satisfaz as propriedades

(O1) e (O2). Neste trabalho respondemos esta questão na dimensão n=2,

cujos resultados conjecturamos para as demais dimensões. Esta pesquisa foi
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baseada no artigo desenvolvido por Jean Dolbeault e Patricio Felmer [6].

Num primeiro momento, usando a hipótes (H1) e (H2) sobre f , obtemos

monotonicidade na direção e1 da soluçõe u, próximo da fronteira do domı́nio

Ω, como pode ser visto no Lema (3.1.3). A seguir, definimos

λ = inf{λ ∈ (0, 1) :
∂u

∂x1

< 0 em Σλ},

e aplicamos o método dos planos deslizantes.

Através do Lema 3.1.3, temos que {λ ∈ (0, 1) : ∂u
∂x1

< 0 em Σλ} 6= ∅, e

portanto λ ∈ [0, 1). Assim, podemos começar o movimento dos planos.

Depois, analisamos a situação onde o plano atinge uma posição cŕıtica,

isto é, o momento onde o movimento dos planos para porque encontramos

um ponto x ∈ Tλ tal que
∂u

∂x1

(x) = 0.

Isto pode ser visto nos Lemas 3.1.4 e 3.1.5, concluindo assim, que no ponto

x ∈ Tλ encontrado, onde λ > 0, temos

∇u(x) = 0 e
∂2u

∂x2
2

(x) = 0.

Desta forma, pelo Teorema 3.2.1, usando as propriedades do domı́nio,

as hipóteses (H1) e (H2) da f e supondo λ > 0, conseguimos provar que

∂2u
∂x2

2
(x) = 0. Com este resultado, usando a propriedades (H3) da função f,

e um refinamento do Lema de Hopf na função ωλ, chegamos num absurdo,

concluindo que λ = 0, o que implica a simetria de u em relação ao eixo x2,

como veremos adiante.
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Caṕıtulo 2

Considerações Iniciais

Neste caṕıtulo começamos a desenvolver a teoria e os pré-requisitos necessários

ao bom entendimento de todos os resultados deste trabalho. Enunciamos re-

sultados clássicos da teoria das EDP´s, incluindo principios do máximo e

lemas que resultam de suas aplicações e, finalmente, enunciamos e provamos

um refinamento do Lema de Hopf.

2.1 Teoria Clássica de EDP

Definição 2.1.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Considere o operador L definido em

C2(Ω) por

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u,

Dizemos que o operador L é uniformemente eĺıptico se existe uma constante

λ > 0 tal que
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj = 〈A(x)ξ, ξ〉 ≥ λ|ξ|2
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para todo x ∈ Ω e todo ξ ∈ Rn, onde A(x) := (aij)n×n é uma matriz simétrica

de coeficientes mensuráveis aij.

Definição 2.1.2. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Para u ∈ C2(Ω). Definimos o

Laplaciano de u por

∆u =
n∑

i=1

uxixi
.

Teorema 2.1.3. (Prinćıpio Fraco do Máximo) Seja Ω ⊂ RN aberto e lim-

itado, e seja L uniformemente eĺıptico em Ω, com c = 0. Suponhamos que

Lu ≤ 0 (Lu ≥ 0) em Ω, onde u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄). Então

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u
(
inf
Ω

u = inf
∂Ω

u
)

.

Teorema 2.1.4. (Prinćıpio Forte do Máximo) Seja Ω ⊂ RN aberto e conexo.

Seja u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄) em Ω, e L uniformemente eĺıptico em Ω, com c = 0.

(i) Se Lu ≤ 0 em Ω e u atinge máximo em um ponto interior a Ω̄ então u é

constante em Ω.

(ii) Se Lu ≥ 0 em Ω e u atinge mı́nimo em um ponto interior a Ω̄ então u

é constante em Ω.

Observação 2.1.5. Os dois teoremas acima são provados em [8], no caso

geral em que Lu é um operador diferencial linear da forma

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u,

onde L é uniformemente eĺıptico em Ω.

Lema 2.1.6 (Lema de Hopf). Suponhamos que L é uniformemente eĺıptico,

c = 0 e Lu ≤ 0 em Ω. Seja x0 ∈ ∂Ω tal que
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(i) u é continua em x0;

(ii) u(x0) > u(x) para todo x ∈ Ω;

(iii) ∂Ω satisfaz a condição da esfera interior em x0;

Então,
∂u

∂ν
(x0) > 0,

onde ν é o vetor unitário normal exterior a Ω em x0.

Se c ≤ 0 e c/λ é limitado, a mesma conclusão é valida desde que u(x0) ≥
0, e se u(x0) = 0 a mesma conclusão é valida indiferente do sinal de c.

Observação 2.1.7. Este teorema acima é provado em [11], no caso geral em

que Lu é um operador diferencial linear da forma

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u,

onde L é uniformemente eĺıptico em Ω.

Lema 2.1.8 (Um refinamento do lema de Hopf). Seja um aberto Ω ⊂ Rn,

u ∈ C2(Ω), e c ∈ L∞(Ω). Suponhamos que

−∆u + cu ≥ 0 em Ω

u ≥ 0 em Ω.

Além disso vamos supor que u 6≡ 0.

(i) Se x0 ∈ ∂Ω, v(x0) = 0, e Ω satisfaz a condição da esfera interior em

x0, então
∂u

∂ν
(x0) < 0.
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(ii) Mais ainda,

u > 0 em Ω.

Demonstração. Seja ω := e−λx1u, onde λ > 0 a ser escolhido depois. Então

u = eλx1ω, e

cu ≥ ∆u = ∆(eλx1ω) = λ2u + 2λeλx1ωx1 + eλx1∆ω.

Logo,

−∆ω − 2λωx1 ≥ e−λx1u(λ2 − c) = ω(λ2 − c) ≥ 0.

Se λ =‖ c ‖1/2
L∞ .

Consequentemente ω é solução do operador uniformemente eĺıptico Kω :=

−∆ω − 2λωx1 , e Kω ≥ 0. Então, pelo Prinćıpio Forte do Máximo, temos

que ω > 0 em Ω. De fato, como u ≥ 0 em Ω, temos que ω ≥ 0 em Ω, se

existisse um ponto x ∈ Ω, tal que ω(x) = 0, então pelo Pŕıncipio Forte do

Máximo, teriamos ω ≡ 0 em Ω e consequentemente u ≡ 0, o que é absurdo

pela hipótese. Portanto ω > 0 em Ω. Agora aplicando o Lema de Hopf,

concluimos que ∂ω
∂ν

(x0) < 0. Mas

∂ω

∂ν
(x0) = ∇ω(x0).ν(x0) = e−λ(x0)1

∂u

∂ν
(x0)

pois u(x0) = 0. Como e−λ(x0)1 > 0, então ∂u
∂ν

(x0).

Agora para concluir (ii) basta notar que ω > 0 em Ω.
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Caṕıtulo 3

Propriedades de Simetria e

Monotonicidade

3.1 Preliminares

Dado λ ∈ R e γ ∈ S1, definimos o conjunto

Σλ(γ) = {x ∈ Ω | γ · x > λ};

a reta

Tλ(γ) = {x ∈ R2|γ · x = λ};

e a reflexão de Σλ(γ) com respeito à Tλ(γ) como

Σ̃λ(γ) = {x ∈ R2|2(λ− γ · x)γ + x ∈ Σλ(γ)}.

Definição 3.1.1. Seja λ ∈ S1. Dizemos que o domı́nio limitado Ω é γ-
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convexo, se para qualquer x ∈ Ω o conjunto {t ∈ R : x + tγ ∈ Ω} é um

intervalo.

Observação 3.1.2. Quando Ω é γ-convexo e simétrico com respeito a Tλs(γ),

λs ∈ R, então

Σ̃λ(γ) ⊂ Ω ∀λ ≥ λs.

Neste trabalho tomamos o domı́nio Ω ∈ R2 satisfazendo as seguintes

hipóteses:

O1) Ω satisfaz a condição da esfera interior e sua fronteira é C1.

O2) Ω é γ-convexo e simétrico com respeito a Tλs(γ) e para todo ε > 0,

existe δ > 0, tal que

∀d ∈ S1 com | d− γ |< δ temos Σ̃λ(d) ⊂ Ω ∀λ > λs + ε.

Veja a figura (3.1).

Figura 3.1:
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A partir daqui, sem perda de generalidade, tomamos λ = e1 = (1, 0),

a linha de simetria de Ω como sendo T0(e1). E denotamos Σλ = Σλ(e1),

Tλ = Tλ(e1) e supomos que Σλ = ∅ ⇔ λ > 1. Consideramos também a

reflexão de x ∈ Ω com respeito a Tλ como xλ = (2λ − x1, x2) e definimos

ωλ(x) = uλ(x)− u(x) para x ∈ Σλ onde uλ(x) = u(xλ).

O resultado principal será provado para este domı́nio particular, mas com

isto conseguimos o resultado para um domı́nio geral, isto é, para um γ ∈ S1

qualquer e o domı́nio simétrico em relação a uma linha T ortogonal a γ, já

que a equação ∆u + f(u) = 0 é invariante por rotações e translações e com

a homotetia, pode aparecer uma constante k multiplicando a equação, desta

forma, dividindo a equação por k, as propriedades da função f se mantêm.

Lema 3.1.3. Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) a solução de (1.1), onde f satisfaz

(H1) e (H2), e o domı́nio Ω satisfaz (O1) e (O2). Então dado η > 0, ∃
ε > 0 tal que se x = (x1, x2) ∈ Ω é tal que x1 ≥ η e dist(x, ∂Ω) ≤ ε, então

∂u(x)
∂x1

< 0.

Demonstração. As seguintes afirmações serão usadas na prova.

Afirmação 1) Se f(0) > 0, temos ∆u(x) ≤ 0, para x próximo de ∂Ω.

De fato, por (H1) temos que f é continua em [0, +∞) e como u : Ω → R

é continua e u(x) ≥ 0, temos que f ◦u : Ω → R é continua e se x ∈ ∂Ω então

f ◦ u(x) = f(0) > 0, logo para x ∈ Ω suficientemente próximo de ∂Ω temos

f(u(x)) ≥ 0. Assim,

∆u(x) + f(u(x)) = 0 e f(u(x)) ≥ 0 ⇒ ∆u(x) ≤ 0.

Afirmação 2) Se f(0) ≤ 0, temos ∆u + (c − 1)u ≤ 0 para x próximo de
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∂Ω.

De fato, por (H2) temos lim inf f(u)
u
≥ c quando u > 0 e u → 0. Assim,

existe c < c tal que f(u)
u
≥ c para x ∈ Ω suficientemente próximo de ∂Ω e

∆u + (c− 1)u ≤ ∆u +
f(u)

u
u− u ≤ ∆u +

f(u)

u
u = 0 ⇒ ∆u + (c− 1)u ≤ 0.

Agora supomos que o lema não vale. Então existe η > 0 e uma sequência

{xk}k∈N tal que

xk
1 > η, xk → ∂Ω e

∂u

∂x1

(xk) ≥ 0.

Podemos supor esta que esta sequência seja convergente. Seja x = lim(xk),

então

x ∈ ∂Ω e x = (x1, x2), com x1 ≥ η e
∂u

∂x1

(x) ≥ 0.

Mas por outro lado, se ν é o vetor normal a ∂Ω no ponto x, então temos

∂u
∂ν

(x) < 0, pois aplicamos o Lema de Hopf para Lu = ∆u (afirmação1) ou

Lu = ∆u + (c− 1)u (afirmação2).

Além disto u ≡ 0 em ∂Ω, portanto a derivada no ponto x na direção t é

zero, onde t é o vetor tangente a ∂Ω no ponto x. Sabendo que t e ν formam

uma base em R2, temos

∇u =
∂u

∂ν
(ν) +

∂u

∂t
(t) =

∂u

∂ν
α1e1 +

∂u

∂ν
α2e2,

já que ν = α1e1 + α2e2 e ∂u
∂t

= 0. Sabendo que por (O2) o vetor ν = (α1, α2)

12



tem sempre a componente na direção de e1 positiva, temos

∂u

∂x1

(x) = ∇u.e1 =
∂u

∂ν
(ν).e1 =

∂u

∂ν
α1(x) < 0,

pois α1 > 0 e ∂u
∂ν

< 0.

Figura 3.2:

Antes de apresentar o próximo lema definimos o seguinte conjunto

λ = inf{λ ∈ (0, 1) :
∂u

∂x1

(x) < 0 em Σλ}.

Pelo lema anterior podemos observar que o conjunto {λ ∈ (0, 1)| ∂u
∂x1

(x) <

0 em Σλ} 6= ∅ pois, para λ suficientemente próximo de 1, temos ∂u
∂x1

(x) < 0

em Σλ.

Então faz sentido tomar o ı́nfimo deste conjunto, e λ ∈ [0, 1). Nosso
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objetivo é mostrar que λ = 0, pois assim mostraremos que u é simétrico com

respeito à linha T0, que é o eixo x2.

Mas se λ > 0, temos que existe x ∈ Tλ tal que ∂u
∂x1

(x) = 0, devido a

continuidade uniforme de ∂u
∂x1

e a hipótese de que λ é o ı́nfimo. Note que x

não pertence a ∂Ω, por causa do lema anterior, pois tomando η = λ, sabemos

que ∃ ε > 0 tal que ∀ x ∈ Ω com x1 ≥ λ e dist(x, ∂Ω) ≤ ε temos ∂u
∂x1

(x) < 0,

logo se x ∈ Tλ e ∂u
∂x1

(x) = 0 então dist(x, ∂Ω) > ε.

Desta forma, supondo λ > 0, conseguiremos alguns resultados impor-

tantes que serão fundamentais para provar o resultado final.

Lema 3.1.4. Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) a solução de (1.1), onde f satisfaz

(H1) e (H2), e Ω satisfaz (O1) e (O2). Então, as seguintes propriedades

ocorrem:

i) ∀λ > λ, temos ωλ(x) > 0 ∀x ∈ Σλ,

Caso λ > 0, então:

ii) ∀x ∈ Σλ temos ωλ > 0,

iii) Se x ∈ Tλ e ∂u
∂x1

(x) = 0, então ∇u(x) = 0.

Demonstração. i) Observe que do lema anterior temos ωλ(x) > 0, para qual-

quer x ∈ Σλ, e para todo λ < 1, mas próximo de 1. Agora supomos que (i)

é falso, isto é,

∃ λ0 > λ tal que ωλ0(x) ≤ 0 para algum x ∈ Σλ0 .

Consideramos então

λ∗ = inf{λ̃ : ωλ(x) > 0, para x ∈ Σλ, ondeλ > λ̃},
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logo λ < λ0 ≤ λ∗, assim λ∗ > λ. Note que tomando λ < λ′ < λ∗, temos que

∃λk ∈ (λ′, λ∗) e xk ∈ Σλk
tal que ωλk

(xk) ≤ 0,

pois caso contrário λ∗ não seria o ı́nfimo. Portanto, existem sequências

{λk}k∈N e {xk}k∈N com λk ∈ (λ, λ∗) e xk ∈ Σλk
, onde λk → λ∗ quando k →∞

e ωλk
(xk) ≤ 0. Além disso, podemos extrair da sequência {xk}k∈N uma sub-

sequência, a qual denotaremos por {xk}k∈N para não carregar a notação,

com

xk → x∗, onde x∗ ∈ Σλ∗ e ωλ∗(x
∗) = 0.

De fato ωλ∗(x
∗) = 0, pois ωλk

(xk) ≤ 0 e ωλk
(xk) → ωλ∗(x

∗) já que

| ωλk
(xk)− ωλ∗(x

∗) | =| uλk
(xk)− u(xk)− (uλ∗(x

∗)− u(x∗)) |
≤| uλk

(xk)− uλ∗(x
∗) | + | u(x∗)− u(xk) |

=| u(2λk − x1k, x2k)− u(2λ∗ − x∗1, x
∗
2) |

+ | u(xk)− u(x∗) |= dk,

onde xk = (x1k, x2k) e x∗ = (x∗1, x
∗
2). Dado ε > 0, como λk → λ∗, xk → x∗

e u cont́ınua, temos que dk < ε para k suficientemente grande, e assim,

ωλ∗(x
∗) ≤ 0. Mas por outro lado, x∗ ∈ Σλ∗ . Logo, existe uma sequência

λk ≥ λ∗ tal que λk → λ∗ e xk → x∗ onde xk ∈ Σλk
e ωλk

(xk) > 0. Portanto,

ωλ∗(x
∗) ≥ 0 e concluimos então que ωλ∗(x

∗) = 0.

Observamos que x∗ não pode pertencer a ∂Ω, pois se x∗ ∈ ∂Ω temos que
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x∗λ∗ = (2λ− x∗1, x
∗
2) ∈ Ω, pela propriedade (O2), e

ωλ∗(x
∗) = uλ∗(x

∗)− u(x∗) = uλ∗(x
∗) = u(2λ− x∗1, x

∗
2) > 0,

o que é um absurdo, pois ωλ∗(x
∗) = 0.

Se x∗ ∈ Tλ∗ então, por um lado, temos que

∂ωλ∗

∂x1

(x∗) =
∂uλ∗

∂x1

(x∗)− ∂u

∂x1

(x∗) = −2
∂u

∂x1

(x∗) > 0,

pois ∂u
∂x1

(x∗) < 0, já que λ∗ > λ. Mas, por outro lado, ωλk
(xk) ≤ 0 para todo

k ∈ N e, pelo Teorema do Valor Médio, existe θk ∈ (0, 1) tal que

∂u

∂x1

(θkxk + (1− θk)(xk)λk
) =

u(xk)− uλk
(xk)

2(x1k − λk)
=

−ωλk
(xk)

2(x1k − λk)
≥ 0,

e

lim
k→∞

| (xk)λk
− xk |= 0.

Como

(θkxk + (1− θk)(xk)λk
) ∈ ((xk)λk

, xk) e lim
k→∞

(xk) = x∗,

temos que

lim
k→∞

θkxk + (1− θk)(xk)λk
) = x∗.

Assim

lim
k→∞

∂u

∂x1

(θkxk + (1− θk)(x)λk
) =

∂u

∂x1

(x∗),

logo ∂u
∂x1

(x∗) ≥ 0, obtendo uma contradição.
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Agora vamos ver que x∗ não pode pertencer a Σλ∗ . Note que λ∗ > λ

e então ∂u
∂x1

(x∗) < 0, pela definição de λ. Como ωλ∗(x) ≥ 0 para qualquer

x ∈ Σλ∗ , supondo x∗ ∈ Σλ∗ , temos que ∂ωλ∗
∂x1

(x∗) = 0, já que ωλ∗(x
∗) = 0 e x∗

é um ponto de mı́nimo. Sabendo que

∂ωλ∗

∂x1

(x∗) =
∂uλ∗

∂x1

(x∗)− ∂u

∂x1

(x∗) = 0,

concluimos também que ∂uλ∗
∂x1

(x∗) < 0. Então, pelo Teorema da função

Impĺıcita, existe uma vizinhança V de (u(x∗), x∗2) ∈ R2 e duas funções v

e v de classe C2 que satisfazem

t = u(v(t, x2), x2)

t = uλ∗(v(t, x2), x2).

Agora por alguns cálculos, que deixamos para o apêndice (1a parte), a

função v satisfaz a equação quase-linear

(
1 +

(
∂v

∂x2

)2)
∂2v

∂t2
− 2

∂v

∂t

∂v

∂x2

∂2v

∂t∂x2

+

(
∂v

∂t

)2
∂2v

∂x2
2

=

(
∂v

∂t

)3

f(t)

Note que em V esta equação é uniformemente eĺıptica, pois a matriz

(aij(t, x2))i,j =: (aij)i,j relativa às derivadas de segunda ordem da equação

satisfaz

〈(aij)ξ, ξ〉 ≥ λ | ξ |2> 0 ∀ (t, x2) ∈ V e ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 − {0}.
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A conclusão acima também deixamos para o apêndice (2a parte).

Consideramos agora a função z(t, x2) = v(t, x2) − v(t, x2) que satisfaz a

equação

(
1 +

(
∂v

∂x2

)2)
∂2z

∂t2
− 2

∂v

∂t

∂v

∂x2

∂2z

∂t∂x2

+

(
∂v

∂t

)2
∂2z

∂x2
2

+ b1
∂z

∂t
+ b2

∂z

∂x2

= 0

onde os coeficientes bi são dados por:

b1(t, x2) = −2
∂v

∂x2

∂2v

∂x2∂t
+

(
∂v

∂t
+

∂v

∂t

)
∂2v

∂x2
2

+f(t)

{(
∂v

∂t

)2

+
∂v

∂t

∂v

∂t
+

(
∂v

∂t

)2}

b2(t, x2) =
∂2v

∂t2

(
∂v

∂t
+

∂v

∂t

)
− ∂2v

∂x2∂t

∂v

∂t
.

Observe que todos os coeficientes do operador diferencial são limitados.

Como z ≤ 0 em V , pois

u(v(t, x2), x2) = t = uλ(v(t, x2), x2) ≥ u(v(t, x2), x2),

já que ωλ(x) ≥ 0, e como ∂u
∂x1

< 0, temos v(t, x2) ≥ v(t, x2). Além disso,

z(u(x∗), x∗2) = 0,

pois as curvas de ńıvel

γ = {u(x) = u(x∗)} e γ = {uλ∗(x) = u(x∗)},

são gráficos das funções x2 7→ v(u(x∗), x2) e x2 7→ v(u(x∗), x2), respectiva-
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mente. Observamos que

x∗ ∈ γ ∩ γ e v(x∗2) = x∗1 = v(x∗2),

e portanto em (u(x∗), x∗2) temos

v(u(x∗), x∗2) = x∗1 = v(u(x∗), x∗2).

Então, pelo Prinćıpio Forte do Máximo, temos z ≡ 0 em V . Logo, próximo

de x∗ temos ωλ∗ ≡ 0 em Σλ∗ , pois

ωλ∗ = uλ∗(v(t, x2), x2)−u(v(t, x2), x2) = uλ∗(v(t, x2), x2)−u(v(t, x2), x2) = t−t = 0

em uma vizinhança de (v(u(x∗), x∗2), x
∗
2) = (x∗1, x

∗
2) = x∗. Este argumento

poderia ter sido feito para qualquer ponto de Σλ∗ , sendo assim ωλ∗ ≡ 0 em

Σλ∗ . Agora observamos que

ωλ∗(x) = uλ∗(x)− u(x) = uλ∗(x) > 0, ∀x ∈ ∂Ω ∩ Σλ∗ .

Logo, existe uma vizinhança V0 de x ∈ ∂Ω ∩ Σλ∗ tal que ωλ∗(x) > 0. Mas

isto é um absurdo, pois ωλ∗ = 0 em Σλ∗ .

(ii) ∀λ > λ temos ωλ(x) > 0 em Σλ, por (i). Então, fazendo λ → λ,

temos ωλ(x) ≥ 0 em Σλ. Agora se ωλ(x) = 0 para algum x ∈ Σλ, da mesma

forma que foi demonstrado acima, usando o Prinćıpio Forte do Máximo,

temos que ωλ ≡ 0 em Σλ, mas novamente isto não pode, pois u > 0 em Ω e

ωλ(x) = uλ(x) > 0 em ∂Ω ∩ Σλ.

iii) Supomos que x ∈ Tλ e ∂u
∂x1

(x) = 0 e ∇u(x) 6= 0. Então, temos que
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∂u
∂x2

(x) 6= 0 e também
∂uλ

∂x2
(x) 6= 0, já que ∂u

∂x2
(x) =

∂uλ

∂x2
(x). Desta forma,

podemos fazer o mesmo como anteriormente, usando o Teorema da Função

Impĺıcita, existem v e v que satisfazem as seguintes equações:

t = u(x1, v(x1, t))

t = uλ(x1, v(x1, t)).

Seja z(x1, t) = v(x1, t) − v(x1, t). Logo, z satisfaz uma equação similar à

do item (i), isto é, uma equação diferencial parcial uniformemente eĺıptica,

onde c = 0 e f = 0. Observamos que z(x1, u(x)) = 0, pois v(x1, u(x)) =

v(x1, u(x)). Também temos que z(x1, t) > 0, para x1 > λ = x1, pois para

x1 > λ temos ωλ(x1, x2) > 0, então

u(x1, v(x1, t)) < uλ(x1, v(x1, t)) = t = u(x1, v(x1, t)),

e, portanto,

u(x1, v(x1, t)) < u(x1, v(x1, t)).

Como ∂u
∂x2

> 0, temos que v(x1, t) < v(x1, t), isto é, z(x1, t) > 0. Desta

forma, podemos aplicar o Lema de Hopf para função z no ponto (x1, u(x)),

concluindo que ∂z
∂x1

(x1, u(x)) < 0.

Derivando as equações dadas em relação a x1, temos

(1) 0 =
∂u

∂x1

(x1, x2) +
∂u

∂x2

(x1, x2)
∂v

∂x1

(x1, u(x))

(2) 0 =
∂uλ

∂x1

(x1, x2) +
∂uλ

∂x2

(x1, x2)
∂v

∂x1

(x1, uλ(x)).
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Como

0 =
∂u

∂x1

(x1, x2) =
∂uλ

∂x1

(x1, x2),
∂u

∂x2

(x1, x2) =
∂uλ

∂x2

(x1, x2), u(x) = uλ(x),

igualando (1) e (2) temos

∂u

∂x2

(x)

(
∂v

∂x1

(x1, u(x))− ∂v

∂x1

(x1, u(x))

)
=

∂u

∂x2

(x)
∂z

∂x1

(x1, u(x)) = 0,

e então
∂u

∂x2

(x) = 0,

o que é absurdo pela hipótese.

Lema 3.1.5. Considerando mesmas hipóteses do lema anterior e λ > 0.

Então ∀ x ∈ Tλ tal que ∂u
∂x1

(x) = 0 temos ∂2u
∂x2

1
(x) = 0.

Demonstração. Suponhamos ∂2u
∂x2

1
(x) > 0, como ∂u

∂x1
(x) = 0, temos

0 <
∂2u

∂x2
1

(x) = lim
h→0

∂u
∂x1

(x + he1)

h

então ∂u
∂x1

(x + he1) > 0 para h suficientemente pequeno, isto é, ∂u
∂x1

> 0 para

pontos a direita de x, o que é absurdo pela hipótese de λ.

Agora suponhamos que ∂2u
∂x2

1
(x) < 0. Isto é, temos que

∃ a > 0 tal que − ∂2u

∂x2
1

(x) = a > 0.
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Primeiro observamos que se λ ∈ (0, λ) está próximo de λ, então a função

x1 7→ ωλ(x1, x2), ∀x1 ∈ [λ, b],

tem um mı́nimo negativo em (λ, b) onde b > λ e (b, x2) ∈ ∂Ω. De fato,

usando o desenvolvimento de Taylor em torno de x = (λ, x2) e sabendo que

∂u
∂x1

(λ, x2) = 0 temos

∂ωλ

∂x1

(x1, x2) =
∂uλ

x1

(x1, x2)− ∂u

∂x1

(x1, x2) = − ∂u

∂x1

(2λ− x1, x2)− ∂u

∂x1

(x1, x2)

= − ∂u

∂x1

(2λ− x1 + λ− λ, x2)− ∂u

∂x1

(x1 + λ− λ, x2)

= − ∂u

∂x1

(λ, x2)− ∂2u

∂x2
1

(λ, x2)(2λ− x1 − λ) + o(|2λ− x1 − λ|)

− ∂u

∂x1

(λ, x2)− ∂2u

∂x2
1

(λ, x2)(x1 − λ) + o(|x1 − λ|)

= −∂2u

∂x2
1

(λ, x2)(2λ− x1 − λ) + o(|2λ− x1 − λ)

− ∂2u

∂x2
1

(λ, x2)(x1 − λ) + o(|x1 − λ|)

= 2
∂2u

∂x2
1

(λ, x2)(λ− λ) + o(|2λ− x1 − λ|) + o(|x1 − λ|)

= −2a(λ− λ) + o(|2λ− x1 − λ|) + o(|x1 − λ|).

Logo, para λ − λ > 0 e λ < x1 < λ, com λ − λ suficientemente pequeno,

temos que ∂ωλ

∂x1
(x1, x2) < 0 e, portanto, a função ωλ(x1, x2) possui um mı́nimo

negativo, já que ωλ(λ, x2) = 0 e ωλ(b, x2) = uλ(b, x2)− u(b, x2) = uλ(b, x2) >

0.

Agora, seja x1(λ) ∈ (λ, b) o ponto onde o mı́nimo global da função
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ωλ(x1, x2), que sabemos ser atingido, então

ωλ(x1(λ), x2) < 0 e
∂ωλ

∂x1

(x1(λ), x2) = 0. (3.1)

Afirmamos então que

lim
λ→λ

λ− λ

x1(λ)− λ
= 0. (3.2)

Para provarmos esta afirmação usaremos o lema anterior que afirma que

ωλ(x) > 0 em Σλ. Observamos, então, que

lim
λ→λ

max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0} = 0.

De fato, como max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0} > 0, temos que

lim
λ→λ

max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0} ≥ 0.

Por outro lado,

lim
λ→λ

max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0} ≤ 0,

pois caso contrário, existiria ε > 0 e uma sequência (x1n, λn)n tal que x1n −
λn > ε para |λn − λ| < ε

2
, assim

ε < x1n − λn = x1n − λn + λ− λ < x1n − λ +
ε

2
⇒ ε

2
< x1n − λ ⇒ x1n > λ +

ε

2

⇒ (x̃1, x2) ∈ Σλ e lim
λn→λ

ωλn(x1n, x2) = ωλ(x̃1, x2) > 0,

onde x̃1 = limλn→λ x1n, pois podemos supor x1n convergente. Obtendo uma
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contradição. Com isto, concluimos que

lim
λ→λ

x1(λ)− λ = 0,

pois

0 < x1(λ)− λ < max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0},

e, portanto,

0 ≤ lim
λ→λ

x1(λ)− λ ≤ lim
λ→λ

max{x1 − λ : λ < x1 e ωλ(x1, x2) ≤ 0} = 0.

Desta forma, temos a seguinte situação

lim
λ→λ

x1(λ)− λ = 0 e lim
λ→λ

λ− λ = 0

e nosso objetivo é mostrar a afirmação (3.2). Suponhamos que a afirmação

seja falsa. Aplicando novamente o desenvolvimento de Taylor e usando (3.1),

24



temos

0 = −∂ωλ

∂x1

(x1(λ), x2)

= −∂uλ

∂x1

(x1(λ), x2) +
∂u

∂x1

(x1(λ), x2)

=
∂u

∂x1

(2λ− x1(λ), x2) +
∂u

∂x1

(x1(λ), x2)

=
∂2u

∂x2
1

(x)(2λ− x1(λ)− λ)

+ o(|2λ− x1(λ)− λ) +
∂2u

∂x2
1

(x)(x1(λ)− λ) + o(|x1(λ)− λ|)

= −2
∂2u

∂x2
1

(x)(λ− λ) + o(|2λ− x1(λ)− λ|+ |x1(λ)− λ|).

Como a afirmação não é verdadeira, então para alguma sequência temos que

x1(λ)− λ = O(λ− λ) e então

0 = −2
∂2u

∂x2
1

(x)(λ− λ) + o(λ− λ),

onde limλ→λ
o(λ−λ)

λ−λ
= 0. Assim, ∂2u

∂x2
1
(x) = 0, absurdo pela hipótese.

De agora em diante, para tornar a notação mais clara, como x2 = x2 está

fixo, vamos ocultar x2.

Para λ < λ, definimos ε(λ) = x1(λ) − λ, η(λ) = u(x1) − u(x1(λ)) e

ζ(λ) = uλ(x1)− uλ(x1(λ)), e consideramos as seguintes funções

vλ(y) = (η(λ))−1[u(ε(λ)y + λ)− u(x1)]

vλ(y) = (ζ(λ))−1[uλ(ε(λ)y + λ)− u(x1)].
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Então, temos que

−1 = vλ(1) = min
s∈(0,1)

vλ(s) ≤ vλ(y) ≤ max
s∈(0,1)

vλ(s) = vλ(
λ− λ

ε(λ)
) = 0.

De fato, as desigualdades são triviais e a primeira e a última igualdade são

fáceis de verificar pelos cálculos abaixo

vλ(1) =
u(ε(λ) + λ)− u(x1)

η(λ)
=

u(x1(λ))− u(x1)

−u(x1(λ)) + u(x1)
= −1

vλ(
λ− λ

ε(λ)
) =

u(λ− λ + λ)− u(x1)

η(λ)
=

u(λ)− u(x1)

u(x1)− u(x1(λ))
= 0,

pois λ = x1 e u(x1)− u(x1(λ)) 6= 0.

Basta agora mostrar que vλ(1) = mins∈(0,1) vλ(s) e vλ(λ−λ
ε(λ)

) = maxs∈(0,1) vλ(s).

Para isto, primeiro note que λ−λ
ε(λ)

é um ponto de máximo local de vλ, isto é,

para qualquer y ∈ (λ−λ
ε(λ)

− δλ,
λ−λ
ε(λ)

+ δλ) temos vλ(y) ≤ vλ(λ−λ
ε(λ)

), onde δλ de-

pende da função vλ, pois ∂vλ

∂y
(λ−λ

ε(λ)
) = 0 e ∂2vλ

∂y2 (λ−λ
ε(λ)

) < 0. Além disto, λ−λ
ε(λ)

→ 0

quando λ → λ. Como estamos interessados em λ próximos de λ, então, para

λ suficientemente próximos de λ, temos que

vλ(y) ≤ vλ(
λ− λ

ε(λ)
), ∀y ∈ (0,

λ− λ

ε(λ)
).

Agora para qualquer y > λ−λ
ε(λ)

temos ε(λ)y + λ > λ, logo ∂u
∂x1

(ε(λ)y + λ) < 0,

pela definição de λ. Desta forma,

∂vλ

∂y
(y) =

ε(λ)

η(λ)

∂u

∂x1

(ε(λ)y + λ), ∀y ∈ (
λ− λ

ε(λ)
, 1).
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Como ε(λ)
η(λ)

> 0, então ∂vλ

∂y
(y) < 0 e, portanto, vλ é decrescente em (λ−λ

ε(λ)
, 1),

concluindo que

vλ(1) = min
s∈(0,1)

vλ(s) e vλ(
λ− λ

ε(λ)
) = max

s∈(0,1)
vλ(s).

Também temos

−1 = vλ(1) = min
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) ≤ vλ(y) ≤ max
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) = vλ(−λ− λ

ε(λ)
) = 0.

Da mesma forma que antes, as desigualdades são triviais e a primeira e a

última igualdade seguem dos cálculos abaixo

vλ(1) =
uλ(ε(λ) + λ)− u(x1)

ζ(λ)
=

uλ(x1(λ))− u(x1)

u(x1)− uλ(x1(λ))
= −1

vλ(−λ− λ

ε(λ)
) =

uλ(2λ− λ)− u(x1)

ζ(λ)
=

u(λ)− u(x1)

ζ(λ)
= 0,

pois ζ(λ) 6= 0 e λ = x1.

Basta mostrar que

vλ(1) = min
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) e max
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) = vλ(−λ− λ

ε(λ)
).

Primeiro note que ∂u
∂x1

(λ) = 0 e ∂2u
∂x2

1
(λ) = −a, logo λ é ponto de máximo

local e existe uma vizinhança (λ− δ, λ) tal que para qualquer y ∈ (λ− δ, λ),
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temos ∂u
∂x1

(y) > 0. Sabendo que

∂vλ

∂y
(y) =

−x1(λ) + λ

u(x1)− uλ(x1(λ))

∂u

∂x1

(λ− (x1(λ)− λ)y), y ∈ [−λ− λ

ε(λ)
, 1],

temos

−λ− λ

ε(λ)
≤ y ≤ 1 ⇒ λ ≥ −(x1(λ)− λ)y + λ ≥ −x1(λ) + 2λ.

Desta forma, considerando λ próximos de λ tal que −x1(λ) + 2λ > λ − δ,

temos que ∂u
∂x1

(λ−(x1(λ)−λ)y) > 0 e −x1(λ)+λ
u(x1)−uλ(x1(λ))

< 0, já que−x1(λ)+λ < 0

e u(x1) − uλ(x1(λ)) > 0. Concluimos, então, que ∂vλ

∂y
(y) < 0 para qualquer

y ∈ [−λ−λ
ε(λ)

, 1] e λ suficientemente próximo de λ, ou seja, vλ é decrescente e,

portanto,

vλ(1) = min
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) e max
s∈[−λ−λ

ε(λ)
,1]

vλ(s) = vλ(−λ− λ

ε(λ)
).

Derivando as funções vλ e vλ, obtemos as seguintes equações

−∂2vλ

∂y2
=

ε2

η
(λ)gλ(y)

−∂2vλ

∂y2
=

ε2

η
(λ)hλ(y),

onde gλ(y) = −∂2u
∂x2

1
(ε(λ)y + λ) e hλ(y) = −∂2u

∂x2
1
(λ− ε(λ)y).

Note que gλ e hλ convergem uniformente para −∂2u
∂x1

(x) = a > 0. Temos

também que limλ→λ vλ(1) = limλ→λ vλ(1) = −1, pois vλ(1) = vλ(1) = −1

e limλ→λ vλ(0) = limλ→λ vλ(0) = 0. Mostramos esta ultima igualdade para
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limλ→λ vλ(0) = 0, para vλ é análogo.

Como

lim
λ→λ

λ− λ

x1(λ)− λ
= 0 ⇒ lim

λ→λ

x1(λ)− λ

λ− λ
= +∞,

segue que

lim
λ→λ

x1(λ)− λ

λ− λ
= lim

λ→λ

x1(λ)− λ

λ− λ
+

λ− λ

λ− λ

= −1 + lim
λ→λ

x1(λ)− λ

λ− λ
= +∞⇒ lim

λ→λ

λ− λ

x1(λ)− λ
= 0.

Note que

vλ(0) =
u(λ)− u(λ)

u(λ)− u(x1(λ))

=

∂u
∂x1

(λ)(λ− λ) + ∂2u
∂x2

1
(λ) (λ−λ)2

2
+ o(|λ− λ|2)

−[ ∂u
∂x1

(λ)(λ− x1(λ)) + ∂2u
∂x2

1
(λ) (λ−x1(λ))2

2
+ o(|λ− x1(λ)|2)]

=
−a

2
(λ− λ)2 + o(|λ− λ|2)

a
2
(λ− x1(λ))2 + o(|λ− x1(λ)|2) =

−( λ−λ
λ−x1(λ)

)2 + o(|λ−λ|2)
a
2
(λ−x1(λ))2

1 + o(|λ−x1(λ)|2)
a
2
(λ−x1(λ))2

.

Sabendo que −( λ−λ
λ−x1(λ)

)2 → 0 por (3.2), e o(|λ−λ|2)
a
2
(λ−x1(λ))2

→ 0, já que

o(|λ− λ|2)
a
2
(λ− x1(λ))2

=
o(|λ− λ|2)
|λ− λ|2

|λ− λ|2
a
2
|λ− x1(λ)|2 ,
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onde o(|λ−λ|2)

|λ−λ|2 → 0 por definição e |λ−λ|2
a
2
|λ−x1(λ)|2 → 0 por (3.2),

e o(|λ−x1(λ)|2)
a
2
(λ−x1(λ))2

→ 0 por definição, concluindo assim que limλ→λ vλ(0) = 0.

Assim temos que

lim
λ→λ

ε2(λ)

η(λ)
= lim

λ→λ

(x1(λ)− λ)2

u(λ)− u(x1(λ))

= lim
λ→λ

(x1(λ)− λ)2

−[ ∂u
∂x1

(λ)(x1(λ)− λ) + ∂2u
∂x2

1
(λ) (x1(λ)−λ)2

2
+ o(|x1(λ)− λ|2)

= lim
λ→λ

(x1(λ)− λ)2

a
2
(x1(λ)− λ)2 + o(x1(λ)− λ)2

= lim
λ→λ

(x1(λ)−λ)2

(x1(λ)−λ)2

a
2

+ o(x1(λ)−λ)2

(x1(λ)−λ)2

= lim
λ→λ

( λ−λ
x1(λ)−λ

+ x1(λ)−λ

x1(λ)−λ
)2

a
2

+ o(x1(λ)−λ)2

(x1(λ)−λ)2

=
2

a
.

De forma análoga, mostramos que limλ→λ
ε2(λ)
ζ(λ)

= 2
a
. E, consequentemente,

limλ→λ
∂vλ

∂y
(1) = limλ→λ

∂vλ

∂y
(1) = −2, pois

∂vλ

∂y
(1) =

∂vλ

∂y

(
λ− λ

ε(λ)

)
+

∂2vλ

∂y2

(
λ− λ

ε(λ)

)(
1− λ− λ

ε(λ)

)
+ o

(∣∣∣∣1−
λ− λ

ε(λ)

∣∣∣∣
)

,

onde
∂vλ

∂y
(
λ− λ

ε(λ)
) = 0, lim

λ→λ
(1− λ− λ

ε(λ)
) = 1

e

lim
λ→λ

∂2vλ

∂y2
(
λ− λ

ε(λ)
) = lim

λ→λ
−ε2(λ)

η(λ)
gλ(

λ− λ

ε(λ)
) = −2

a
.a = −2.

Da mesma forma mostramos para limλ→λ
∂vλ

∂y
(1) = −2.
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Então,

∂u

∂x1

(x1(λ)) =
η(λ)

ε(λ)

∂vλ

∂y
(1) = −2

η(λ)

ε(λ)
(1 + o(1)),

e
∂uλ

∂x1

(x1(λ)) =
ζ(λ)

ε(λ)

∂vλ

∂y
(1) = −2

ζ(λ)

ε(λ)
(1 + o(1)),

onde o(1) → 0 quando λ → λ.

Dáı e da definição de x1(λ), temos

0 =
∂ωλ

∂x1

(x1(λ)) =
∂uλ

∂x1

(x1(λ))− ∂u

∂x1

(x1(λ)) = −2
ζ(λ)− η(λ)

ε(λ)
(1 + o(1)).

Como (1 + o(1)) 6= 0, temos ζ(λ)− η(λ) = 0.

Mas, por outro lado, temos

0 > ω(x1(λ)) = uλ(x1(λ))− u(x1(λ))

= [uλ(x1(λ))− u(λ)]− [u(x1(λ))− u(λ)] = ζ(λ)− η(λ),

o que é um absurdo.

3.2 Resultado Final

Teorema 3.2.1. Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio aberto limitado e β ∈ S1. Supo-

mos que Ω é β − convexo e simétrico com respeito a linha T ortogonal a β

e satisfaz (O1) e (O2). Supomos também que f satisfaz (H1), (H2) e (H3).

Se u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) é solução de (1.1). Então u é simétrico com respeito

a T.
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Demonstração. Supomos sem perda de generalidade que β = e1 e Ω simétrico

com respeito a linha T0(e1), além disso Σλ = ∅ ⇔ λ > 0. Com isto consider-

amos λ = inf{λ ∈ (0, 1) : ∂u
∂x1

(x) < 0 em Σλ} e pelo Lema 3.1.3 temos que

{λ ∈ (0, 1) : ∂u
∂x1

(x) < 0 em Σλ} 6= ∅, logo λ ∈ [0, 1).

Precisamos mostra que λ = 0, caso contrário existe x ∈ Tλ tal que

∂u
∂x1

(x) = 0 e portanto ∇u(x) = 0 e ∂2u
∂x2

1
= 0, pelo Lema 3.1.4 e 3.1.5 .

Afimação:∂2u
∂x2

2
= 0

Primeiro escolhemos entre os x ∈ Tλ tal que ∂2u
∂x1

(x) = 0 o ponto de maior

coordenada x2.

Além disso pela propriedade (O2), dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para

todo γ ∈ S1 com |γ − e1| < δ, temos Σλ(γ) ⊂ Ω para todo λ > ε. Assim

rotamos e1 ligeiramente num ângulo positivo θ, até obter γ, onde γ satisfaz

a propriedade (O2) para ε suficientemente pequeno.

Observe que para λ grande, Σλ(γ) = ∅. Logo existe c > 0 tal que Σλ(γ) 6=
∅ ⇒ λ ∈ [0, c) e usando uma nova versão do Lema 3.1.3 .

Lema 3.2.2. Dado η > ε existe ε0 > 0 tal que para todo x ∈ Ω com x.γ ≥ η

e dist(x, ∂Ω) ≤ ε0 temos ∂u
∂γ

(x) = ∇u(x).γ < 0.

Concluimos que para λ < c suficientemente próximo de c temos ∇u.γ < 0

em Σλ. Consideramos então

λ(γ) = inf{λ ∈ [0, c) :
∂u

∂γ
(x) < 0 em Σλ(γ)}.

Observe que λ(γ) esta bem definido e λ(γ) ∈ [0, c).

Começamos assim o movimento dos planos deslizantes, isto é, deslizamos

Tλ(γ) na direção γ até encontrar um ponto x ∈ Ω tal que ∂u
∂γ

(x) = 0.

32



Pela definição acima este ponto pertence a Tλ(γ). Observe também que

x 6∈ Σλ(γ), pois ∇u(x) = 0 e portanto ∂u
∂γ

(x) = ∇u(x).γ = 0. Logo x 6∈ Σλ(γ)

pela definição de λ(γ).

Entre os pontos x ∈ Tλ(γ) tal que ∂u
∂γ

(x) = 0, escolhemos o de maior

componente x2 e denotamos este ponto por x(γ).

Figura 3.3:

Note que ∇u(x(γ)) = 0, basta aplicar o lema (3.1.4) para a direção γ. As-

sim concluimos que x(λ) 6∈ Σλ, pois ∂u
∂x1

(x(γ)) = ∇u(x(γ)).e1 = 0 e portanto

x(γ) 6∈ Σλ pela definição de λ.

Com estas observações temos que Tλ(γ) intercepta tλ em um ponto x̃ =

(x1, x̃2) onde x̃2 ≥ x2 e x(γ) = (x1(γ), x2(γ)) satisfaz x2(γ) ≥ x̃2 e portanto
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x2(γ) ≥ x2. Se x2(γ) = x2 então x(γ) = x. Logo o movimento dos planos

deslizantes para no ponte x ou antes de atingi-lo, isto é, para em um ponto

onde o gradiente se anula, apenas por isso já que a propriedade (O2) garante

que não ocorre uma obstrução do domı́nio, ou seja, Σ̃λ(γ) ⊂ Ω. Observe a

figura abaixo:

Podemos analisar dois casos, o primeiro quando o movimento do plano

para no ponto x ou o segundo caso quando o movimento para antes e desta

forma concluir a afirmação. Para isto vamos fazer a seguinte construção:

consideramos uma sequencia γn ∈ S1 onde θn é o ângulo positivo entre γn e

e1, γn → e1 e |e1 − γ| ≥ |e1 − γn|∀n. Da mesma forma que fizemos acima,

podemos aplicar o método dos planos deslizantes e o movimento para quando

encontramos um ponto x(γn) de maior componente x2(γn) tal que ∇x(γn) =

0. Assim temos dois casos

1o caso: x(γn) = x para algum n.

Note que se x(γn) = x então para qualquer θm < θn temos x(γm) = x,

pois caso contrário x(γm) ∈ Σλ(γn) ∪ Σλ e ∇x(γm) = 0, absurdo. Portanto,

temos x(γn) = x = x(γm) e pelo Lema 3.1.5 temos uγnγn(x) = ux1x1(x) =

uγmγm(x) = 0. Como as direções γn,γm e e1 são linearmente independentes

duas a duas e estamos em R2, então ∂2u
∂x2

2
(x) = 0.

2o caso: x(γn) 6= x ∀n.

Seja τn = x(γn)−x
|x(γn)−x| . Note que o ângulo do segmento xx(γn) e e2, o qual

denotamos por αn, ver figura (3.4), satisfaz

αn ≤ ∠(Tλ(γn), e2) = ∠(γn, e1) = θn.

Como θn → 0 então αn → 0 e consequentemente τn → e2.
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Figura 3.4:

Além disso a menos de uma subsequência, x(γn) → y onde y ∈ Tλ. Note

que y = x, pois caso contrário, teŕıamos y2 > x2, obtendo uma contradição

pois ∇u(y) = 0 e x não seria o ponto com maior componente x2 tal que o

gradiente se anula.

Agora observe que ∂u
∂τn

(x(γn)) = ∂u
∂τn

(x) = 0 e pelo Teorema do Valor

Médio, existe x̃(γn) ∈ [x, x(γn)] tal que ∂2u
∂τ2

n
(x̃(γn)) = 0. Como

x̃(γn) → x e τn → e2 ⇒ ∂2u

∂τ 2
n

(x̃(γn)) → ∂2u

∂e2
2

(x).

Concluindo assim que ∂2u
∂e2

2
(x) = ∂2u

∂x2
2
(x) = 0 e provando a afirmação.
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Assim temos ∂2u
∂x2

1
(x) = ∂2u

∂x2
2
(x) = 0 e portanto f(u(x)) = 0 pois ∆u(x) +

f(u(x)) = 0. Pelo Lema 3.1.4 temos que ωλ(x) = uλ(x)− u(x) > 0 em Σλ e

ωλ(x) satisfaz a equação

∆ωλ(x) +
{f(uλ)− f(u(x))}

uλ(x)− u(x)
ωλ = 0 em Σλ,

basta substituir em ∆u + f(u) = 0.

Usando a hipótese (H3) obtemos ∆ωλ + cωλ ≤ 0 em Σλ onde c ∈ R.

Ficamos então com a seguinte situação:

∆ωλ + cωλ ≤ 0 em Σλ

ωλ > 0 em Σλ

Então aplicando o refinamento do lema de Hopf, temos que
∂ωλ

∂x1
(x) > 0. E

como
∂ωλ

∂x1
(x) = −2 ∂u

∂x1
(x) > 0, absurdo pela hipótese. Concluimos então que

λ = 0.

Portanto u(−x1, x2) ≥ u(x1, x2) pelo Lema 3.1.4, pois ∀λ > λ temos

ωλ(x) > 0 em Σλ, isto é, uλ(x) > u(x), u(2λ − x1, x2) > u(x1, x2), fazendo

λ → λ = 0 e como u é continua temos u(−x1, x2) ≥ u(x1, x2).

Agora usando todos esses argumentos para o outro lado, obtemos u(−x1, x2) ≥
u(x1, x2) e portanto u(−x1, x2) = u(x1, x2).

36



Caṕıtulo 4

Apêndice

1a Parte) No caṕıtulo anterior usamos o Teorema da Função Impĺıcita para

função u sabendo que ∂u
∂x1

(x∗) < 0 e chegamos na seguinte equação

t = u(v(t, x2), x2). (4.1)

Desta forma, estamos definindo um novo sistema de coordenadas (t, x2). E

queremos mostrar que a funçaõ v satisfaz a equação

(
1 +

(
∂v

∂x2

)2)
∂2v

∂t2
− 2

∂v

∂t

∂v

∂x2

∂2v

∂t∂x2

+

(
∂v

∂t

)2
∂2v

∂x2
2

=

(
∂v

∂t

)3

f(t), (4.2)

sabendo que ∆u(x1, x2) + f(u(x1, x2)) = 0.

Definimos a seguinte mudança de coordenadas:

t = u(x1, x2) = u(v(t, s), h(t, s)) = ũ(t, s) = ũ(t(x1, x2), s(x1, x2)),

onde h(t, s) = s e s(x1, x2) = x2. Fazendo os cálculos temos os seguintes
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resultados:

1a) Afirmação:

∂2u

∂x2
1

=
−∂2v

∂t2(
∂v
∂t

) .

De fato, primeiro observamos que

∂u

∂x1

=
∂ũ

∂x1

(t(x1, x2), s(x1, x2)) =
∂ũ

∂t

∂t

∂x1

+
∂ũ

∂s

∂s

∂x1

Como
∂s

∂x1

= 0 e
∂ũ

∂t
= 1, então

∂u

∂x1

=
∂t

∂x1

.

Mas derivando (4.1) em relação a t temos

1 =
∂u

∂x1

∂v

∂t
+

∂u

∂x2

∂s

∂t
=

∂u

∂x1

∂v

∂t
.

Então
∂u

∂x1

=
1

∂v

∂t

.

Com isto, temos

∂2u

∂x2
1

=
∂

∂x1

(
1
∂v
∂t

)
=

∂

∂t

(
1
∂v
∂t

)
.

∂t

∂x1

+
∂

∂s

(
1
∂v
∂t

)
.
∂s

∂x1

=
−∂2v

∂t2(
∂v
∂t

) ∂t

∂x1

=
−∂2v

∂t2(
∂v
∂t

) 1
∂v
∂t

=
−∂2v

∂t2(
∂v
∂t

)2 .

Concluindo a 1a afirmação.

38



2a) Afirmação:

∂2u

∂x2
2

=

2 ∂2v
∂t∂s

∂v
∂t

∂v
∂s
−

(
∂v
∂s

)2
∂2v
∂t2
−

(
∂v
∂t

)2
∂2v
∂s2

(
∂v
∂t

)3 .

De fato, derivando (4.1) em relação a s, temos

0 =
∂t

∂s
=

∂u

∂x1

∂v

∂s
+

∂u

∂x2

∂h

∂s
=

1
∂v
∂t

∂v

∂s
+

∂u

∂x2

,

pois
∂u

∂x1

=
1

∂v

∂t

e
∂h

∂s
= 1. Então

∂u

∂x2

= −
∂v

∂s
∂v

∂t

.
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Com isto temos

∂u2

∂x2
2

=
∂

∂x2

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)
=

∂

∂t

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)
∂t

∂x2

+
∂

∂s

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)
∂s

∂x2

=
∂

∂t

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)(−∂v
∂s

∂v
∂t

)
+

∂

∂s

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)
.1

= −
∂2v
∂t∂s

∂v
∂t
− ∂v

∂s
∂2v
∂t2(

∂v
∂t

)2

(
−

∂v
∂s
∂v
∂t

)
−

∂2v
∂s2

∂v
∂t
− ∂v

∂s
∂2v
∂s∂t(

∂v
∂t

)2

=
∂2u

∂x2
2

=

2 ∂2v
∂t∂s

∂v
∂t

∂v
∂s
−

(
∂v
∂s

)2
∂2v
∂t2
−

(
∂v
∂t

)2
∂2v
∂s2

(
∂v
∂t

)3 .

Concluindo a 2a afirmação.

Agora substituindo em ∆u(x1, x2) + f(u(x1, x2)) = 0, temos

(
1 +

(
∂v

∂s

)2)
∂2v

∂t2
− 2

∂v

∂t

∂v

∂s

∂2v

∂t∂s
+

(
∂v

∂t

)2
∂2v

∂s2
=

(
∂v

∂t

)3

f(t).

Substituindo s = x2, obtemos (4.2).

2a Parte) Outro resultado importante que foi usado no caṕıtulo anterior

é o fato da equação (4.2) ser uniformemente eĺıptica.

Note que em V esta equação é uniformemente eĺıptica, pois a matriz

(aij(t, x2))i,j =: (aij)i,j relativa às derivadas de segunda ordem da equação

satisfaz

〈(aij)ξ, ξ〉 ≥ λ | ξ |2> 0 ∀ (t, x2) ∈ V e ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 − {0}.
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De fato, (aij)i,j é uma matriz simétrica, portanto diagonalizável, assim

λ(x) | ξ |2≤ 〈aijξ, ξ〉 ≤ Λ(x) | ξ |2,

onde λ(x) e Λ(x) são o menor e o maior autovalor de (aij)i,j, respectivamente.

Precisamos garantir que existe λ0 > 0 tal que para todo x ∈ V e ξ ∈
R2 − {0} temos λ0 | ξ |2≤ 〈(aij)i,jξ, ξ〉. Mas note que det(aij) = λ(x)Λ(x)

e, pelos cálculos, det(aij) =
(

∂v
∂t

)2
=

(
1

∂u
∂x1

)2

e ∂u
∂x1

< 0. Então, det(aij) =

λ(x)Λ(x) > c > 0 em uma vizinhança de x∗. Suponhamos, sem perda

de generalidade, que essa vizinhança seja V . Além disso λ(x) e Λ(x) são

limitados superiormente em V , isto é existe um M > 0 tal que M > λ(x) e

M > Λ(x). Logo

M > λ(x) >
c

Λ(x)
>

c

M
> 0 e M > Λ(x) >

c

λ(x)
>

c

M
> 0.

Tomamos, então, λ0 = c
M

e conseguimos o desejado.
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