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Resumo

Este trabalho inicia por revisar os conceitos básicos da Teoria Cinética de Plasmas e da
Teoria de Turbulência Fraca. A formulação de Klimontovich da Teoria de Turbulência Fraca
é aplicada ao sistema plasma-feixe segundo o modelo de modo único tendo a emissão quase
térmica como condição inicial da dinâmica das ondas do modo feixe. A utilização da emissão
quase térmica como condição inicial se justifica porque sistemas cinéticos possuem espectros
característicos de emissão térmica, os quais podem servir como sementes para a excitação de
novos modos normais de oscilação.

Soluções numéricas das equações cinéticas são apresentadas para diferentes valores dos parâ-
metros do feixe (velocidade e densidade). Observamos que o comportamento do sistema plasma-
feixe com feixe de alta intensidade se aproxima do comportamento do sistema com feixes de baixa
intensidade. Os resultados encontrados para o sistema plasma-feixe segundo o modelo do modo
único corroboram a consistência da Teoria de Turbulência Fraca, no sentido de que, em ambos
os casos, envolvendo feixes de baixa ou alta intensidade, a dinâmica do sistema não se altera
expressivamente.

Por fim, são consideradas possibilidades de pesquisas futuras a partir de aperfeiçoamentos ao
modelo do modo único, da inclusão dos demais modos normais à dinâmica do sistema plasma-
feixe e da implementação de um código numérico bidimensional.

Palavras-chave: Feixes de elétrons; Instabilidade feixe-plasma; Teoria de Turbulência
Fraca.



Abstract

This dissertation begins by reviewing the basic concepts of the Kinetic Theory of Plasmas and
the Weak Turbulence Theory. The Klimontovich formulation of the Weak Turbulence Theory is
applied to the beam-plasma system according to the single-mode model with the quasi-thermal
emission as the initial condition of the beam-mode wave dynamics. The use of quasi-thermal
emission as an initial condition is justified because kinetic systems have characteristic spectra of
thermal emission, which can serve as seeds for the excitation of new normal oscillating modes.

Numerical solutions of the kinetic equations are presented for different values of beam pa-
rameters (velocity and density). We observed that the behavior of the beam-plasma system
with a high-intensity beam resembles the behavior of the system with low-intensity beams. The
results found for the beam-plasma system according to the single-mode model corroborate the
consistency of the Weak Turbulence Theory, in the sense that, in both cases, involving beams
of low or high intensity, the dynamics of the system do not change significantly.

Finally, future research possibilities are considered based on improvements to the single-
mode model, the inclusion of more normal modes to the dynamics of the beam-plasma system,
and the implementation of a two-dimensional numerical code.

Key words: Electron beams; Beam-plasma instability; Weak Turbulence Theory.



Press Release

Instabilidades do sistema plasma-feixe são estudadas segundo a Teoria de
Turbulência Fraca na Universidade Federal do Rio Grande do Sul

A Dissertação de Mestrado produzida no programa de pós graduação do Instituto de Física
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (IF-UFRGS) aborda o tema das instabilidades
em plasmas segundo a Teoria de Turbulência Fraca e o modelo de modo único. Intitulada “Tur-
bulência de Langmuir Gerada por Feixes de Elétrons de Intensidade Arbitrária”, foi realizada
no período jul/2021 - jul/2023 por Guilherme Thomas Irumé sob a orientação do Dr. Rudi Ga-
elzer com apoio financeiro do Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico
(CNPq).

Em poucas palavras, o leitor pode entender um plasma como sendo um sistema composto
por íons e elétrons, podendo conter partículas neutras, que apresenta quase neutralidade e
comportamento coletivo. A interação entre um feixe de elétrons e o plasma que o rodeia é
fundamental para muitas aplicações em física dos plasmas, possuam elas caráter de pesquisa
básica ou aplicada em plasmas espaciais, astrofísicos ou de laboratório.

Com o intuito descrever de forma mais acurada os fenômenos da dinâmica das partículas
e ondas que compõem o chamado sistema plasma-feixe, foram realizadas simulações numéricas
das equações que descrevem o comportamento do sistema estudado tendo como condição inicial
a chamada emissão quase térmica. De maneira geral, observa-se que as soluções obtidas segundo
o modelo do modo único apresentam comportamento bastante semelhante quando comparamos
a dinâmica envolvendo feixes de baixa e de alta intensidade. Isto é, a formação do plateau e
da cauda supertérmica na distribuição das partículas e a excitação das ondas, tanto do modo
forward quanto do modo backward, via ressonância com as partículas.

Os resultados obtidos nesta Dissertação motivam diversas pesquisas futuras e se inserem nas
linhas de pesquisas em Física de Plasmas da UFRGS, as quais buscam uma melhor compreensão
dos fenômenos que ocorrem no Sol, no Sistema Solar e no ambiente espacial nas vizinhanças da
Terra e sobre como esses fenômenos afetam a humanidade no seu atual estágio de desenvolvi-
mento.
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Capítulo 1

Introdução

O termo “plasma” foi cunhado por Lewi Tonks e Irving Langmuir, em 1929, no artigo Oscil-
lations in Ionized Gases (Tonks and Langmuir, 1929) para descrever “uma coleção de partículas
carregadas” no estudo de oscilações em descargas elétricas. A dinâmica do sistema é caracte-
rizada pela interação Coulombiana; ou seja, a interação entre as partículas ocorre à distância
permitindo, então, um comportamento coletivo que é exibido pelas partículas carregadas que
compõem o plasma. Nesta Dissertação, a definição adotada descreve um plasma como sendo:
um sistema composto por íons e elétrons, podendo conter partículas neutras, que apresenta quase
neutralidade e comportamento coletivo (Bittencourt, 2004). Por quase neutralidade entende-se
que um pequeno elemento de volume do gás deve conter partículas o suficiente para que a dife-
rença entre a densidade de cargas positivas e a densidade de cargas negativas seja considerada
apenas uma flutuação.

Dos campos elétricos associados aos portadores de cargas e dos campos magnéticos associa-
dos ao movimento, destes surge o comportamento coletivo com muitos graus de liberdade que
caracteriza o sistema, uma vez que através da força de Lorentz as partículas afetam as trajetórias
umas das outras. O gás ionizado deve também apresentar o que se chama de efeito de blindagem,
através do qual a efetividade da força elétrica entre qualquer par de partículas carregadas que o
compõem acaba sendo limitada a uma distância finita, conhecida como comprimento de Debye
e expresso no sistema CGS (ou Gaussiano)1 como (Jackson, 1999; Chen, 2018; Yoon, 2019)

λD =
√

Te

4πne2 , (1.1)

onde n representa a densidade de partículas de uma dada espécie, T é a temperatura, em
unidades de energia, e e é a carga elementar. Para que a blindagem eletrônica ocorra e a
descrição estatística tenha validade, o número de partículas numa esfera de Debye, cujo raio é
dado por (1.1), deve ser enorme e a esta suposição chama-se aproximação de plasma. É comum
em física de plasmas encontrar resultados em termos do parâmetro de plasma g,

g = 1
nλ3

D

, (1.2)

onde nλ3
D é o número de partículas na esfera de Debye. Este parâmetro é interpretado como

a medida do grau em que o plasma ou os efeitos coletivos influenciam no comportamento das
partículas individualmente, e a aproximação de plasma consiste no limite g ≪ 1 (Krall and
Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

A interação entre um feixe de elétrons e o plasma que o rodeia é fundamental para mui-
tas aplicações em física dos plasmas, possuam elas caráter de pesquisa básica ou aplicada em
plasmas espaciais, astrofísicos ou de laboratório. Dentre os fenômenos que se enquadram nesta

1Ao longo desta Dissertação será adotado o sistema Gaussiano de unidades.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

classe, de particular importância são as emissões de ondas eletrostáticas longitudinais e/ou ele-
tromagnéticas na vizinhança da frequência eletrônica de plasma ωpe e no seu primeiro harmônico
2ωpe, sendo

ωpe =
√

4πne2

me
.

Estas emissões são, em muitas situações, acompanhadas da energização/aquecimento da
população eletrônica que compõe o plasma, gerando caudas não térmicas na sua função de
distribuição. A emissão de radiação eletromagnética em frequências próximas a ωpe e/ou 2ωpe

tem sido observada (de forma remota ou in situ) por sondas espaciais que se deslocam através
da magnetosfera terrestre e/ou do vento solar. Ondas eletromagnéticas nas mesmas faixas de
frequência têm sido também observadas originando-se da coroa solar. Esta classe de fenômenos
de emissão de radiação eletromagnética possui a denominação comum de emissão de plasma,
independente do(s) mecanismo(s) emissor(es) específico(s).

Por sua vez, a observação de ondas eletrostáticas longitudinais deve ser realizada in situ por
sondas espaciais ou por detectores no laboratório, uma vez que estas se encontram aprisionadas
dentro do plasma por não existirem no vácuo. A observação das ondas longitudinais é, muitas
vezes, registrada de forma concomitante com a emissão de plasma de ondas eletromagnéticas.
Na literatura é possível encontrar diversos mecanismos propostos e simulações realizadas ao
longo do tempo para esclarecer estes fenômenos aparentemente correlacionados (Thurgood and
Tsiklauri, 2015; Zhou et al., 2020; Akbari et al., 2021).

Por outro lado, a energização de partículas carregadas eletricamente é reconhecida como
um dos problemas mais importantes na física dos plasmas contemporânea. Energização de
partículas (aceleração e aquecimento) pode resultar de campos eletrostáticos de larga escala tais
como ocorrem em ondas de choque não colisionais ou durante reconexão magnética.

Outro importante mecanismo de energização de partículas carregadas é a turbulência no
plasma. Transporte induzido por turbulência é importante não somente no ambiente espacial,
mas também em dispositivos que buscam a fusão termonuclear controlada, tais como tokamaks.

Para o ambiente espacial, energização de partículas possui uma ramificação que transcende
a pesquisa básica, uma vez que influencia no funcionamento de satélites de comunicação e pode
ter uma influência significativa na exploração humana do espaço (Ferguson, 1993; Scime et al.,
1994). Estas questões se tornam continuamente mais importantes, tanto que justificaram o
nascimento de uma nova área da ciência denominada clima espacial (space weather).

Dentre os diversos fenômenos envolvidos na turbulência em plasmas, esta Dissertação está
particularmente interessada na denominada turbulência de Langmuir, a qual se caracteriza jus-
tamente pela emissão de plasma, emissão de ondas eletrostáticas e pela energização eletrônica
provocada pela interação não linear dos elétrons com as ondas geradas pela emissão. A tur-
bulência de Langmuir é um dos fenômenos mais estudados na turbulência de plasmas, sendo a
maior parte dos trabalhos existentes focados na dinâmica das ondas. O aspecto relacionado de
energização de partículas tem sido estudado em anos mais recentes.

O presente trabalho se propõe a aprofundar o conhecimento já existente da turbulência de
Langmuir enfocando aspectos tanto da emissão de plasma quanto da energização de elétrons bem
como estender a validade da teoria generalizada de turbulência fraca para incluir os efeitos tanto
na relação de dispersão quanto no coeficiente de emissão de um feixe de intensidade arbitrária.

A formulação tradicional da teoria generalizada de turbulência fraca assume tacitamente que
os modos normais que existem em um plasma de elétrons e íons em equilíbrio térmico são os
modos íon-acústico (S) e de Langmuir (L) (Krall and Trivelpiece, 1986; Sitenko, 1982; Yoon,
2019; Ziebell et al., 2001, 2008a,b, 2012). Entretanto, no caso de um sistema plasma-feixe as
relações de dispersão se modificam por consequência da presença do feixe e esta modificação
implica a existência de um novo conjunto de modos normais sustentados pelo plasma (Cairns
and Fung, 1988; Cairns, 1989).
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Neste contexto, estudamos a dinâmica do modo feixe-modificado a partir do modelo de modo
único (Pascoal, 2014), o qual apresenta uma região de baixa frequência e uma região de alta
frequência, as quais acabam por desempenhar o papel dos modos normais eletrostáticos usuais
(íon-acústico e de Langmuir, respectivamente). Em seguida, é feita uma discussão acerca da
determinação da intensidade espectral inicial das ondas. Esta intensidade inicial está relacionada
ao fenômeno da emissão quase térmica (Yoon, 2005), que se deve ao fato de que as partículas do
plasma possuem velocidades descritas por funções de distribuição caracterizadas por dispersões
de velocidades que no estado de equilíbrio termodinâmico definem a temperatura cinética do
sistema. Descreve, portanto, a emissão de radiação (eletrostática) de um plasma que está em
uma determinada “temperatura”.

Em poucas palavras, podemos dizer que os resultados apresentados no final desta Dissertação
são obtidos da seguinte maneira: A formulação de Klimontovich da Teoria de Turbulência Fraca
é aplicada ao sistema plasma-feixe segundo o modelo de modo único tendo a emissão quase
térmica como condição inicial da dinâmica das ondas do modo feixe.

Uma revisão dos conceitos básicos da Teoria Cinética de Plasmas é apresentada no capítulo
2 para então, no capítulo 3, abordar o formalismo de Klimontovich no contexto de oscilações
eletrostáticas que se manifestam em plasmas térmicos. O capítulo 4 discute o sistema plasma-
feixe segundo o modelo de modo único tendo como condição inicial da dinâmica das ondas a
emissão quase térmica. Por fim, são apresentados os resultados das soluções numéricas das
equações que descrevem a dinâmica do sistema. Finalmente, no capítulo 5 é apresentado um
resumo dos conteúdos abordados na Dissertação e possíveis desenvolvimentos futuros.



Capítulo 2

Revisão Teórica

2.1 Teoria Cinética de Plasmas
No intuito de descrever a dinâmica de um sistema com N partículas no espaço de fase de

seis dimensões, é fundamental que a posição e a velocidade de cada partícula sejam conhecidas.
Portanto, se conseguirmos resolver as 6N equações de movimento associadas aos componentes
do sistema poderemos, então, descrever completamente sua evolução temporal. Ao nos debru-
çarmos sobre esta tarefa encontramos três dificuldades principais: O número N de partículas que
compõem o sistema é geralmente gigantesco, existe um alto grau de correlação entre as equações
de movimento devido às interações entre as partículas (que se dão via campos eletromagnéticos
gerados de forma autoconsistente) e as equações de movimento são altamente não lineares.

Por estas razões, o estudo da dinâmica dos plasmas é normalmente realizado por duas for-
mulações de muitos corpos: a formulação de fluidos ou a mecânica estatística.

Embora a Formulação de Fluidos (Bittencourt, 2004) seja a teoria mais simples que temos
para descrever um plasma, impressiona o quão precisa esta pode ser para descrever um grande
número de fenômenos envolvendo plasmas. Entretanto, existe também todo um universo de
fenômenos para os quais o tratamento proposto por esta formulação se mostra inadequado. A
exemplo disto pode-se citar o amortecimento não colisional das ondas de Langmuir, ou amorte-
cimento de Landau, o qual somente pode ser aproximadamente reproduzido na formulação de
fluidos, uma vez que este amortecimento se deve a um processo não colisional de transferência
de energia entre os campos e as partículas, dependente da forma da função de distribuição de
velocidades (Hammett and Perkins, 1990; Hunana et al., 2018). Nestes casos, emprega-se a
Teoria Cinética dos Plasmas (Bittencourt, 2004; Krall and Trivelpiece, 1986). Esta teoria faz
uso de uma função de distribuição de probabilidades f(x, v, t) para cada espécie que compõe o
plasma, bem como as equações que descrevem a dinâmica das funções de distribuição e dos cam-
pos eletromagnéticos de uma forma autoconsistente. Seu estudo acrescenta profundidade aos
conceitos de equilíbrio, ondas e estabilidade já explorados sob a ótica da teoria de fluidos (Krall
and Trivelpiece, 1986). Esta é uma descrição estatística onde se pode, com um número pequeno
de equações, levar em conta as correlações entre as partículas, a distribuição térmica destas e os
efeitos autoconsistentes das interações entre as partículas e os campos eletromagnéticos contidos
no plasma.

Neste trabalho estudamos plasmas quentes e de densidade suficientemente baixa para que
possamos desconsiderar os efeitos de colisões binárias entre as partículas. Em um primeiro
momento abordaremos as aproximações linear e quase linear do formalismo de Vlasov, para pos-
teriormente, no capítulo 3, direcionarmos nossa atenção aos fenômenos não lineares da dinâmica
de plasmas no formalismo de Klimontovich. Neste último, a natureza individual das partículas
que compõem o plasma é mantida de modo que os chamados efeitos de partícula discreta (como
a emissão espontânea, por exemplo) desempenham um papel importante na dinâmica dos siste-
mas. O formalismo de Vlasov, por sua vez, aborda a dinâmica de plasmas fazendo uso de uma

4
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distribuição suave e, portanto, não é capaz de reproduzir os efeitos de partícula discreta.
Uma abordagem comum em teoria cinética dos plasmas consiste em empregar a equação de

Boltzmann não colisional

∂fα(x, v, t)
∂t

+ v · ∇fα(x, v, t) + F
mα

· ∇vfα(x, v, t) = 0, (2.1)

a qual é conhecida na literatura como a equação de Vlasov (Vlasov, 1938; Gurnett and Bhat-
tacharjee, 2005; Bittencourt, 2004; Krall and Trivelpiece, 1986), ou equação cinética de ordem
zero, na qual todas as correlações entre as partículas são desprezadas. Considere que existem
dois tipos de forças que podem atuar sobre as partículas: de curto alcance (comumente chama-
das de colisões, estas se originam da interação entre um número pequeno de partículas) e de
longo alcance (originam-se dos efeitos coletivos de um grande número de partículas). Então, a
derivação da equação de Boltzmann que levará à equação de Vlasov assumirá apenas forças de
longo alcance na dinâmica do sistema e que todas as partículas em um determinado elemento
infinitesimal de volume do espaço de fase estarão submetidas à mesma força F.

Na equação (2.1), a quantidade fα = fα(x, v, t) é a função de distribuição de probabilidades
das partículas da espécie α (α = elétrons, prótons, He++, etc), derivada de tal forma que
V −1fα(x, v, t)dxdv é a probabilidade de se encontrar, no instante t, uma partícula da espécie α
no elemento de volume dxdv situado no ponto (x, v) do espaço de fase do sistema, sendo V o
volume do sistema.

A equação de Vlasov (2.1) pode ser obtida a partir do Formalismo de Klimontovich (Sitenko,
1982; Krall and Trivelpiece, 1986), como será discutido no capítulo 3. Embora as equações do
formalismo de Klimontovich forneçam a solução exata da evolução dinâmica do sistema de
partículas e campos no plasma, a sua solução analítica é impossível. Por esta razão, as equações
exatas são substituídas por um sistema de equações cinéticas aproximadas, as quais formam uma
cadeia hierárquica de equações com um grau crescente de complexidade, denominada hierarquia
BBGKY.

Nas seções a seguir serão discutidos o sistema Vlasov-Maxwell de equações e algumas de suas
aplicações no problema da propagação de ondas eletrostáticas ou eletromagnéticas no plasma. Na
seção 2.2, o procedimento de linearização das equações e sua solução são apresentados de forma
didática. Será realizada também uma breve explicação acerca do fenômeno do amortecimento
de Landau e apresentados alguns dos modos normais do plasma, que irão compor o estudo da
Teoria de Turbulência Fraca. Dando continuidade à revisão de conceitos importantes, nas seções
2.3 e 2.4 são definidos de forma qualitativa os diferentes tipos de instabilidades e de processos
não lineares de interação onda-partícula e onda-onda, respectivamente. Por fim, na seção 2.5,
um compilado de artigos é revisado com o intuito de contextualizar a pesquisa e familiarizar o
leitor aos estudos que motivam o tema desta dissertação.

2.2 O Sistema Vlasov-Maxwell de Equações
Como o sistema é caracterizado por interações governadas por campos eletromagnéticos, uma

descrição autoconsistente da dinâmica dos constituintes do plasma (as partículas e os campos)
demanda que a equação de Vlasov deve ser acoplada ao sistema de equações de Maxwell. Assim,
introduzindo a expressão da força de Lorentz como o termo de força na equação de Boltzmann
não colisional (2.1), resulta o sistema Vlasov-Maxwell de equações (Krall and Trivelpiece, 1986)

∂fα

∂t
+ v · ∇fα + eα

mα

(
E + v × B

c

)
· ∇vfα = 0 (2.2a)

∇·E = 4π
∑

α

nαeα

ˆ
fαdv (2.2b)

∇·B = 0 (2.2c)
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∇×B = 1
c

∂E
∂t

+ 4π

c

∑
α

nαeα

ˆ
vfαdv (2.2d)

∇×E = −1
c

∂B
∂t

, (2.2e)

onde E(x, t) e B(x, t) são, respectivamente, os campos elétrico e de indução magnética no
plasma (Jackson, 1999). Nas equações (2.2a) – (2.2e), bem como no restante desta dissertação,
é empregado o sistema Gaussiano de unidades físicas.

Nas equações de Maxwell (2.2b) – (2.2e), as densidades de carga ρ(x, t) e de corrente J(x, t)
no plasma são dadas pelas seguintes expressões:

ρ(x, t) =
∑

α

nαeα

ˆ
fα(x, v, t)dv, (2.3)

J(x, t) =
∑

α

nαeα

ˆ
vfα(x, v, t)dv, (2.4)

sendo nα a densidade de número, isto é, o número de partículas da espécie α por unidade de
volume, e eα é a carga elétrica da espécie α. As expressões (2.3) e (2.4) correspondem aos
valores totais das densidades de carga e corrente, obtidas a partir das somas das contribuições
parciais das partículas das espécies α. Finalmente, a definição das densidades de carga e corrente
implicam que as funções de distribuição de probabilidade para todas as espécias são normalizadas
à unidade; i.e., para todo α,

1
V

ˆ
fα(x, v, t)dxdv = 1.

O sistema Vlasov-Maxwell de equações descreve estados estacionários do plasma, ondas
no plasma, fenômenos de instabilidades bem como outros fenômenos de curta escala de tempo
(escalas mais curtas que o tempo típico entre colisões binárias), em termos da função distribuição
fα(x, v, t).

2.2.1 Linearização do Sistema Vlasov-Maxwell
O sistema de equações (2.2a) – (2.2e) consiste em um sistema de equações acopladas e

altamente não linear, por conta dos produtos entre os campos e a função de distribuição. No
entanto, muitos fenômenos podem ser descritos como pequenas perturbações das soluções de
equilíbrio de Vlasov e podem ser tratados pelo método da linearização (Krall and Trivelpiece,
1986).

Será realizado então um processo de linearização das equações do sistema. As equações
linearizadas são substancialmente mais simples de resolver e formam a base de grande parte da
física de plasmas moderna.

Começamos o processo realizando um tratamento perturbativo na função de distribuição e
nos campos elétrico e magnético, que serão descritos como uma soma de seus valores no equilíbrio,
com índice “0”, mais uma perturbação, com índice “1”. Por exemplo, a função de distribuição
exata fα(x, v, t) será descrita como uma pequena perturbação fα1(x, v, t) que ocorre em torno
de um estado inicial do plasma fα0(x, v, t), supostamente conhecido. O mesmo ocorrendo com
os campos.1

Com este intuito, escrevemos então

fα(x, v, t) = fα0(x, v, t) + ϵfα1(x, v, t) (2.5a)
1Alguns autores se referem aos campos E0 e B0 e à função fα0 omitindo suas dependências temporais (Gurnett

and Bhattacharjee, 2005; Chen, 2018). Entretanto, como será discutido na seção 3.2.3, a dinâmica dos sistemas
estudados neste trabalho será interpretada como ocorrendo em duas escalas de tempo distintas, identificadas
como escala lenta e escala rápida (Yoon, 2019). Neste momento, sem entrar em mais detalhes, será mantida a
dependência empregada em Krall and Trivelpiece (1986).
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E(x, t) = E0(x, t) + ϵE1(x, t) (2.5b)
B(x, t) = B0(x, t) + ϵB1(x, t), (2.5c)

onde ϵ ≪ 1 é um parâmetro que explicita o fato de que as perturbações possuem intensidade
muito menor que a parte não perturbada. Em seguida substituímos estas quantidades na equação
de Vlasov (2.2a), obtendo

[
∂

∂t
+ v · ∇ + eα

mα

(
E0 + v × B0

c

)
· ∇v

]
fα0

+ϵ

{[
∂

∂t
+ v · ∇ + eα

mα

(
E0 + v × B0

c

)
· ∇v

]
fα1 +

(
E1 + v × B1

c

)
· ∇vfα0

}
+ϵ2 eα

mα

(
E1 + v × B1

c

)
· ∇vfα1 = 0.

(2.6)

A linearização das equações (aproximação linear) consiste em negligenciar os termos de ordem
ϵ2 ou superior em (2.6).

Assume-se que o estado do plasma descrito por fα0 satisfaz o sistema de equações

∂fα0
∂t

+ v · ∇fα0 + eα

mα

(
E0 + v × B0

c

)
· ∇vfα0 = 0 (2.7a)

∇ · E0 = 4π
∑

α

nαeα

ˆ
fα0dv (2.7b)

∇ × B0 = 1
c

∂E0
∂t

+ 4π

c

∑
α

nαeα

ˆ
vfα0dv (2.7c)

∇ × E0 = −1
c

∂B0
∂t

, (2.7d)

o qual é suposto possuir solução conhecida. Então, subtraindo as equações de equilíbrio das
equações perturbadas linearizadas, resultam2 as equações de Vlasov-Maxwell linearizadas para
a função distribuição perturbada fα1 e para os campos perturbados E1 e B1:

∂fα1
∂t

+ v · ∇fα1 + eα

mα

(
E0 + v × B0

c

)
· ∇vfα1 = − eα

mα

(
E1 + v × B1

c

)
· ∇vfα0 (2.8a)

∇ · E1 = 4π
∑

α

nαeα

ˆ
fα1dv (2.8b)

∇ × B1 = 1
c

∂E1
∂t

+ 4π

c

∑
α

nαeα

ˆ
vfα1dv (2.8c)

∇ × E1 = −1
c

∂B1
∂t

. (2.8d)

Este conjunto de equações linearizadas para as quantidades perturbadas pode ser solucionado por
métodos convencionais para investigar propriedades do plasma em intervalos de tempo menores
que o tempo típico entre colisões binárias.

2A partir deste ponto ϵ será omitido e as perturbações fα1, E1 e B1 entendidas como da ordem de ϵ.
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2.2.2 Aproximação Quase Linear do Sistema Vlasov-Maxwell
A inclusão de efeitos não lineares na teoria cinética é usualmente realizada em mais baixa

ordem com a teoria quase linear, a qual será brevemente discutida para o sistema Vlasov-
Maxwell.

Seja o plasma espacialmente uniforme (homogêneo) e descrito por um função distribuição de
probabilidade que no instante t = 0 é uma solução de equilíbrio da equação de Vlasov. Então,
visto que mesmo no equilíbrio há uma distribuição térmica das ondas do plasma3, a distribuição
média ⟨fα(x, v, t)⟩ para um plasma espacialmente uniforme é definida como a média espacial da
função distribuição fα (Krall and Trivelpiece, 1986), pois

⟨fα(x, v, t)⟩ = 1
V

ˆ
fα(x, v, t)dx, (2.9)

⟨fα(x, v, t)⟩ = ⟨fα0(v, t)⟩ + ⟨fα1(x, v, t)⟩, (2.10)

(onde V representa o volume do plasma). As flutuações relacionadas à fα1 são assumidas
aleatórias. Sendo assim, sua média é nula e resulta que a média espacial da função distribuição
é igual a distribuição homogênea de equilíbrio (Gurnett and Bhattacharjee, 2005)

⟨fα(x, v, t)⟩ = fα0(v, t).

Assumindo, por simplicidade, o caso de oscilações eletrostáticas (E1 ̸= 0, B1 = 0) em um
plasma livre de campos externos (E0 = 0 e B0 = 0), e com o termo perturbativo do potencial
elétrico tendendo a zero nas extremidades do sistema, a média espacial do campo elétrico é zero

⟨E(x, t)⟩ = ⟨E1(x, t)⟩ = − 1
V

ˆ
∂Φ1(x, t)

∂x dx = 0.

Quando particularizado para o caso eletrostático livre de campos externos, o sistema com-
posto por (2.2a) – (2.2e) pode ser expresso pelo seguinte sistema reduzido:

∂fα

∂t
+ v · ∇fα + eα

mα
E · ∇vfα = 0, (2.11a)

∇ · E = 4π
∑

α

nαeα

ˆ
fαdv. (2.11b)

Fazendo a média espacial, definida em (2.9), da equação de Vlasov (2.11a) se obtém uma ex-
pressão para a evolução temporal da solução de equilíbrio fα0, isto é,

∂⟨fα⟩
∂t

+ v · ⟨∇fα⟩ + eα

mα
⟨E · ∇vfα⟩ = 0,

∂fα0
∂t

= − eα

mα
∇v · ⟨E1fα1⟩. (2.12)

Na obtenção da expressão (2.12) foi utilizado o fato de que a média do campo elétrico ⟨E1⟩, o
gradiente da distribuição homogênea ∇fα0 e a média do gradiente da perturbação na distribuição
⟨∇fα1⟩ são nulos, bem como a homogeneidade da solução de equilíbrio fα0 = fα0(v, t). A
expressão acima é de segunda ordem em termos perturbados (termo ⟨E1fα1⟩), demonstrando
o porque a teoria linear não é capaz de prever qualquer alteração em fα0, de modo que esta
permanece constante no tempo nesta aproximação.

3Na seção 2.2.3 será discutida a solução do sistema Vlasov-Maxwell de equações e demonstrado que o plasma
sustenta ondas que obedeçam à relação de dispersão ω(k) apropriada.
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A derivada temporal da solução de equilíbrio é então substituída em (2.11a) com o intuito
de obter uma expressão para a evolução temporal da perturbação fα1 em termos de fα0:(

∂

∂t
+ v · ∇

)
fα1 = − eα

mα
E1 · ∇vfα0 − eα

mα
∇v · (E1fα1 − ⟨E1fα1⟩). (2.13)

O segundo e terceiro termos ao lado direto do sinal de igualdade são de segunda ordem em
quantidades perturbadas e por este motivo este é um sistema dito aberto. De forma mais geral
observa-se que são necessários termos de ordem n + 1 para descrever uma perturbação de ordem
n. No contexto da aproximação linear os termos de segunda ordem são desprezados em (2.12)
e (2.13). No tratamento quase linear, por outro lado, o termo de segunda ordem é desprezado
em (2.13), mas mantido na equação (2.12). A teoria quase linear continuará a ser desenvolvida
na seção 2.4.1.

2.2.3 Solução do Sistema Vlasov-Maxwell Linearizado
O caso mais simples para demonstrar como a implementação do método de linearização

fornece resultados interessantes, a despeito da sua simplicidade, é o caso das oscilações longi-
tudinais (comumente denominadas eletrostáticas), no qual é suposto que o plasma não possui
campos no estado de equilíbrio (E0 = B0 = 0) e as perturbações dos campos possuem apenas
componente elétrico, sem componente magnético. Visto que as perturbações são eletrostáti-
cas, o campo elétrico pode ser descrito pelo gradiente do potencial escalar Φ1(x, t), ou seja,
E1(x, t) = −∇Φ1(x, t).

Fazendo uso da aproximação eletrostática no conjunto de equações para as quantidades
perturbadas, o sistema de equações lineares (2.8a) – (2.8d) é reduzido a(

∂

∂t
+ v · ∇

)
fα1 = eα

mα
∇Φ1 · ∇vfα0 (2.14a)

∇2Φ1 = −4π
∑

α

nαeα

ˆ
fα1dv. (2.14b)

Dentre os possíveis métodos de solução do sistema de Vlasov-Maxwell linearizado, faremos
uso da abordagem que consiste em realizar, sobre fα1 e Φ1, transformações de Fourier no espaço,
e de Laplace no tempo (Riley et al., 1999),

f̃αk(k, v, p) = 1
(2π)3

ˆ
dx e−ik·x

ˆ ∞

0
e−ptfα1dt (2.15a)

Φ̃k(k, p) = 1
(2π)3

ˆ
dx e−ik·x

ˆ ∞

0
e−ptΦ1dt, (2.15b)

salientando que a transformada de Laplace só estará definida para Re(p) ≥ p0, onde p0 é sufici-
entemente grande para garantir a convergência da integral. Em (2.15a) e (2.15b), a quantidade
k é denominada o vetor de onda das perturbações que ocorrem no plasma, ao passo que a
quantidade p está relacionada à frequência angular das perturbações, conforme será discutido
abaixo.

Aplicando as transformações (2.15a) e (2.15b) sobre o sistema (2.14a) e (2.14b), resulta

(p + ik · v)f̃αk(p) = fαk(k, v, t = 0) + eα

mα
ik · ∇vfα0Φ̃k(p) (2.16)

k2Φ̃k(p) = 4π
∑

α

nαeα

ˆ
f̃αkdv. (2.17)



CAPÍTULO 2. REVISÃO TEÓRICA 10

É importante ressaltar aqui que em (2.16) o efeito da perturbação inicial fαk(k, v, t = 0) é
relevante na determinação do valor da função de distribuição f̃αk(p) no espaço de Fourier-
Laplace.

Eliminando f̃αk das equações acima, obtemos uma expressão para Φ̃k, o potencial escalar
no espaço de Fourier-Laplace,

k2Φ̃k =
4π
∑

α nαeα

ˆ
fαk(t = 0)dv

p + ik · v

1 + 4π
∑

α

nαe2
α

mα

1
k2

ˆ k · ∇vfα0dv
ip − k · v

. (2.18)

O denominador desta equação é a função dielétrica D(k, ip) de um plasma livre de campos para
ondas eletrostáticas com frequência angular ω = ip e vetor de onda k, isto é,

D(k, ip) = 1 + 4π
∑

α

nαe2
α

mα

1
k2

ˆ k · ∇vfα0dv
ip − k · v . (2.19)

A expressão (2.18) para Φ̃k pode ser simplificada escolhendo uma sistema de coordenadas
no qual um dos eixos coordenados é orientado na direção do vetor de onda k e definindo Fα0(u)
como a integral de fα0(v) sobre as outras duas coordenadas (Krall and Trivelpiece, 1986),

Fα0(u) ≡
ˆ

δ

(
u − k · v

k

)
fα0(v)dv, (2.20)

F̃αk ≡
ˆ

δ

(
u − k · v

k

)
f̃αkdv. (2.21)

Utilizando estas definições nas expressões para as perturbações transformadas e para a função
dielétrica, obtemos as equações

f̃αk(v, p) = 1
p + ik · v

[
fαk(v, t = 0) + eα

mα
(ik · ∇vfα0)Φ̃k

]
, (2.22)

Φ̃k = −i

|k3|D(k, ip)
∑

α

4πnαeα

ˆ
Fαk(u, t = 0)

u − ip/k
du, (2.23)

D(k, ip) = 1 −
∑

α

ω2
pα

k2

ˆ ∞

−∞

∂Fα0/∂u

u − ip/k
du, (2.24)

onde foi definida também a frequência angular de plasma para partículas do tipo α,

ωpα ≡

√
4πnαe2

α

mα
.

Para resolver este sistema é preciso empregar as transformadas inversas. Estas são definidas
como

fα1(x, v, t) = 1
2πi

ˆ
dk eik·x

ˆ p0+i∞

p0−i∞
eptf̃αkdp (2.25a)

Φ1(x, t) = 1
2πi

ˆ
dk eik·x

ˆ p0+i∞

p0−i∞
eptΦ̃kdp. (2.25b)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (2.23) é possível obter a dependência temporal
da transformada de Fourier do potencial elétrico,

k2Φk(t) =
ˆ p0+i∞

p0−i∞

4π
∑

α nαeα

ˆ
Fαk(u, t = 0)

p + iku
du

D(k, ip) ept dp

2π
, (2.26)
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Figura 2.1: (a) Contorno de integração em p na equação (2.26). (b) Contorno deformado de
integração.

chamando atenção para o fato que as raízes da função dielétrica D(k, ip) são polos do potencial
Φk(t).

Visto que p0 > 0 foi escolhido de forma que as transformadas de Laplace em (2.15a) e (2.15b)
convirjam, o contorno de integração deve ser escolhido de sorte que passe à direita de qualquer
um dos polos de Φ̃k, conforme pode ser visto no painel (a) da figura 2.1. Este contorno poderá
ser distorcido de maneira conveniente para aplicação do Teorema de Resíduos (Ablowitz and
Fokas, 2003).

Com exceção de algumas poucas distribuições de equilíbrio Fα0(u) e perturbações iniciais
Fαk(t = 0), a integral que realiza a transformada inversa de Laplace do potencial Φ̃k não pode ser
resolvida analiticamente para obter soluções de Φk(t). Entretanto, é possível obter a solução de
tempo assintótico (t → ∞) para uma ampla classe de distribuições de equilíbrio. Estas soluções
descrevem o comportamento do sistema “muito tempo”4 após a perturbação inicial, tendo seu
comportamento determinado pelos modos normais de oscilação do plasma, sem incluir a resposta
transiente do plasma aos detalhes específicos da perturbação inicial (Krall and Trivelpiece, 1986).

Para obter uma solução assintótica de (2.26), é necessário levar o contorno de integração na
variável p para Re(p) < p0; mais especificamente, para Re(p) < 0, de tal maneira que o novo
contorno de integração se encontre agora à esquerda dos polos, porém contornando os mesmos.
Este novo contorno de integração é apresentado no painel (b) da figura 2.1, onde é possível ver
que uma parte do novo contorno de integração está ao longo da reta Re(p) = −α < 0.

Como o novo contorno nunca cruza os polos do integrando, é possível empregar-se o teo-
rema de Cauchy para expressar a integração em (2.26) ao longo do novo contorno, desde que
o integrando seja analítico ao longo do mesmo e na região do plano complexo de p entre os
dois contornos. Em particular, é necessário verificar a analiticidade, para Re(p) ⩽ 0, da função
dielétrica D(k, ip), originalmente definida em (2.24) para Re(p) > p0, uma vez que suas raízes
são os polos do integrando em (2.26).

Isto pode ser realizado analisando-se a analiticidade de integrais do tipo

h(ω) =
ˆ ∞

−∞

f(u)
u − ω/k

du (Im(ω) > 0), (2.27)

na qual foi empregada a relação ω = ip, observando que a análise para Re(p) ⩽ 0 equivale à
análise da continuação analítica do integrando de h(ω) para Im(ω) ⩽ 0. Em (2.27), a função
f(u) foi suposta inteira.

4Instantes de tempo da ordem do tempo de relaxação τr do sistema. Este é definido como o tempo necessário
para que o sistema entre no regime estacionário de oscilações a partir de alguma perturbação inicial.
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Escrevendo ω = ωr + iωi, para fazer ωi → 0+ a integração acima pode ser calculada como

(2.28)
h(ω) =

ˆ ∞

−∞

f(u)
(u − ωr/k) − iωi/k

du

=
ˆ ∞

−∞

(u − ωr/k)f(u)
(u − ωr/k)2 + ω2

i /k2 du + i
ωi

k

ˆ ∞

−∞

f(u)
(u − ωr/k)2 + ω2

i /k2 du.

Então,

lim
ωi→0+

h(ω) =
 ∞

−∞

f(u)
u − ωr/k

du + i

ˆ ∞

−∞
f(u) lim

ωi→0+

ωi/k

(u − ωr/k)2 + ω2
i /k2 du, (2.29)

onde,  ∞

−∞

f(u)
u − ωr/k

du ≡ lim
ϵ→0+

[ˆ ωr/k−ϵ

−∞

f(u)
u − ωr/k

du +
ˆ ∞

ωr/k+ϵ

f(u)
u − ωr/k

du

]
, (2.30)

representa o valor principal de Cauchy e, como

δ(x − x0) = 1
π

lim
ϵ→0+

ϵ

(x − x0)2 + ϵ2 , (2.31)

é uma possível representação da função delta de Dirac, resulta

lim
ωi→0+

h(ω) =
 ∞

−∞

f(u)
u − ωr/k

du + iπf

(
ωr

k

)
. (2.32)

Por outro lado, um processo análogo, porém partindo da suposição que h(ω) é definida original-
mente para Im(ω) < 0, leva a:

lim
ωi→0−

h(ω) =
 ∞

−∞

f(u)
u − ωr/k

du − iπf

(
ωr

k

)
. (2.33)

Existe, portanto, uma descontinuidade em h(ω) quando ωi → 0. Isto se deve ao polo presente
em u = ω/k. A continuidade analítica de h(ω), conforme originalmente definida em (2.27), pode
ser obtida somando-se 2iπf(ωr/k) à expressão (2.33). Generalizando este termo aditivo para ωi

finito, obtém-se a seguinte forma para h(ω):

h(ω) =



ˆ ∞

−∞

f(u)
u − ω/k

du, ωi > 0 ∞

−∞

f(u)
u − ωr/k

du + iπf

(
ωr

k

)
, ωi = 0ˆ ∞

−∞

f(u)
u − ω/k

du + 2iπf

(
ωr

k

)
, ωi < 0

(2.34)

a qual é agora uma função inteira, isto é, uma função holomorfa definida no corpo dos comple-
xos. Os cálculos realizados em (2.34) correspondem aos contornos de integração descritos na
prescrição de Landau. Esta prescrição consiste em realizar a integração sempre de tal forma que
o caminho passe sob o polo em u = ω/k. Identificando-se em (2.34) a função f(u) = ∂Fα0/∂u,
obtém-se a continuação analítica da função dielétrica de plasma definida em (2.24).

Uma vez obtida a continuação analítica das integrais envolvidas no cálculo de Φk(t), o
contorno de integração de (2.26) pode ser deslocado até o ponto Re(p) = −α < 0, à esquerda
de todas as raízes de D(k, ip), conforme ilustrado no painel (b) da figura 2.1. O Teorema de
Cauchy (Ablowitz and Fokas, 2003) garante solução contanto que o caminho de integração não
cruze nenhum dos polos. Neste caso, a expressão (2.26) pode ser escrita
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Φk (t) =
∑

j

Rjepj(k)t + 1
2πi

p0−iβˆ

p0−i∞

Φ̃k (p) eptdp + 1
2πi

−α−iβˆ

p0−iβ

Φ̃k (p) eptdp + 1
2πi

−α+iβˆ

−α−iβ

Φ̃k (p) eptdp

+ 1
2πi

p0+iβˆ

−α+iβ

Φ̃k (p) eptdp + 1
2πi

p0+i∞ˆ

p0+iβ

Φ̃k (p) eptdp,

sendo β > 0 escolhido de tal forma que as partes horizontais do contorno de integração estejam
abaixo ou acima de todos os polos de Φ̃k (p).

Fazendo β → ∞, o segundo e o último termos se anulam, restando

Φk (t) =
∑

j

Rjepj(k)t + 1
2πi

−α−i∞ˆ

p0−i∞

Φ̃k (p) eptdp

+ 1
2πi

−α+i∞ˆ

−α−i∞

Φ̃k (p) eptdp + 1
2πi

p0+i∞ˆ

−α+i∞

Φ̃k (p) eptdp. (2.35)

O segundo e o quarto termos de (2.35) tendem a zero para |p|→ ∞. Isto pode ser verificado
empregando-se uma modificação do Lema de Jordan (Ablowitz and Fokas, 2003). Restam então
as contribuições do primeiro e do terceiro termos.

O terceiro termo é obtido a partir da integração ao longo da reta vertical à esquerda na
figura 2.1(b). Esta integração implica que o resultado será proporcional ao fator exp(−αt), o
qual é monotonicamente decrescente no tempo. Além disso, a integral resultante contém as
contribuições da perturbação inicial, conforme pode ser visto em (2.26). Este termo, portanto,
descreve os efeitos transientes típicos de osciladores forçados (Thornton and Marion, 2021).

Por fim, o primeiro termo de (2.35) contém a contribuição dos resíduos Rj , dados por

Rj = lim
p→pj

(p − pj) Φ̃k(p),

nos pontos singulares do integrando em (2.26), os quais são as soluções da equação

D (k, ipj) = 0, (2.36)

ou seja, são as raízes da função dielétrica do plasma (2.24). É importante enfatizar que estas
raízes não dependem da perturbação inicial, mas somente da forma da distribuição de equilíbrio,
conforme pode ser visto em (2.19) ou em (2.24).

Conforme ilustrado no painel (b) da figura 2.1 algumas das raízes de D (k, ip) podem estar
localizadas no lado direito do eixo imaginário, i.e., Re (pj) > 0, enquanto que outras raízes
são tais que Re (pj) < 0. As raízes com Re (pj) > 0 dão origem a oscilações com amplitudes
crescentes do potencial elétrico, ou seja, do campo elétrico. Estas oscilações crescentes no tempo
são denominadas instabilidades. Contudo, as raízes da função dielétrica usualmente ocorrem com
Re (pj) < 0, dando origem a oscilações amortecidas. Porém, mesmo neste último caso, uma vez
que todas as raízes são tais que Re (pj) > −α, as contribuições oriundas do primeiro termo de
(2.35) permanecem durante um intervalo de tempo muito maior que a contribuição dos efeitos
transientes, dada pelo terceiro termo de (2.35).

Assim sendo, se ttrans corresponde ao intervalo de tempo típico de duração dos efeitos tran-
sientes, oriundos da perturbação inicial aplicada ao plasma, então para t > ttrans a evolução
temporal do potencial elétrico entra no regime estacionário dado por

Φk (t) =
∑

j

Rjepj(k)t. (2.37)
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A expressão (2.37) mostra que no regime estacionário a evolução do potencial é determinada pela
combinação linear das oscilações descritas pelas raízes da função dielétrica do plasma, obtidas a
partir da equação (2.36). Em outras palavras, no regime estacionário a evolução do potencial e,
por conseguinte, da função de distribuição perturbada, são determinadas pelos modos normais
de oscilação do plasma, obtidos a partir de (2.36).

As expressões obtidas até este ponto podem ser reescritas em termos da frequência angular
(complexa) ω = ip = ωr + iωi. Em termos da frequência, a equação (2.36), que determina os
modos normais no plasma, passa a ser escrita

D (k, ω) = 0, (2.38)

sendo então denominada equação de dispersão. As soluções de (2.38),

ωj = ωj (k) = ωrj (k) + iωij (k) , (j = 1, 2, . . . ),

sendo ωrj = Re (ωj) e ωij = Im (ωj), ao serem inseridas na expressão (2.37) para a evolução do
potencial no regime estacionário, resultam que

Φk(t) =
∑

j

Rjeωijte−iωrjt. (2.39)

Em (2.39), observamos que a parte real Re (ωj) = ωrj(k) é responsável por uma oscilação
harmônica com frequência (real) ωrj , dependente do vetor de onda k. Por esta razão, a função
ωrj(k) é denominada a relação de dispersão do j-ésimo modo normal de oscilação do plasma.
Por sua vez, a parte imaginária Im (ωj) = ωij(k) gera um fator exponencial que determina a
evolução temporal da amplitude do j-ésimo modo normal. Se ωij(k) < 0, a amplitude deste
modo normal decai com o tempo, o que significa que este é amortecido. Por outro lado, se
ωij(k) > 0 a amplitude do modo normal aumenta com o tempo, em cuja situação surge uma
instabilidade no plasma.

A análise tradicional acerca das oscilações amortecidas de um oscilador harmônico mostra
que o movimento resultante somente pode ser classificado como uma oscilação quando o oscilador
está sofrendo um subamortecimento, caracterizado por ter a frequência angular maior do que
o parâmetro de amortecimento (Thornton and Marion, 2004). Empregando o mesmo critério
ao regime estacionário das perturbações longitudinais no plasma, descrito por (2.39), conclui-se
que as mesmas somente podem ser classificadas como oscilações se |ωij |< |ωrj |, para todos os
modos normais do conjunto {ωj}. Nesta situação, é possível realizar uma expansão da função
D(k, ω) em uma série de Taylor centrada em ωr,

D(k, ω) = D(k, ωr) + iωi
∂D(k, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

+ O(ω2
i ).

Supondo que |ωi|≪ |ωr|, trunca-se a série acima, mantendo somente os dois primeiros termos.
Lembrando também que D(k, ωr) continua sendo, em geral, uma função complexa, escreve-se

D(k, ωr) = Dr(k, ωr) + iDi(k, ωr).

Inserindo esta expressão na série truncada acima,

D(k, ω) ≃ D(k, ωr) + iωi
∂D(k, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

,

≃ Dr(k, ωr) − ωi
∂Di(k, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

+ i

[
Di(k, ωr) + ωi

∂Dr(k, ω)
∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

]
. (2.40)

Dessa forma, a equação de dispersão (2.38) é fatorada em duas equações reais

Dr(k, ωr) − ωi
∂Di(k, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

= 0 (2.41a)
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Di(k, ωr) + ωi
∂Dr(k, ω)

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωr

= 0. (2.41b)

Na ausência de amortecimento ou amplificação dos modos normais (i.e., se ωi = 0), as duas
equações acima se reduziriam somente a Dr(k, ωr) = 0, cujas soluções seriam as relações de
dispersão dos modos normais de oscilações harmônicas do plasma. Na presença de fraco amor-
tecimento/amplificação, as soluções de (2.41a) continuam determinando as relações de dispersão
e o segundo termo da equação é usualmente desprezado frente ao primeiro, por ser assumido
que o mesmo tem efeito desprezível na determinação das relações de dispersão. Uma vez deter-
minadas as partes reais, estas são empregadas em (2.41b) para a obtenção das correspondentes
partes imaginárias.

Portanto, o conjunto de equações que determina as partes reais e imaginárias das relações
de dispersão ω(k) = ωr(k) + iωi(k) fica escrito

Dr(k, ωr) = 0, (2.42a)

ωi = − Di(k, ωr)
∂Dr(k, ω)/∂ω|ω=ωr

. (2.42b)

É importante ressaltar que o sistema (2.42) não é somente válido para o caso particular de
oscilações longitudinais fracamente amortecidas/amplificadas em um plasma sem campos, mas
pode, outrossim, ser aplicado de forma genérica na análise de ondas propagando-se em um
plasma qualquer, desde que as hipóteses realizadas na sua derivação continuem válidas.

Para o plasma em consideração neste trabalho, as formas específicas das funções Dr(k, ωr)
e Di(k, ωr) a serem empregadas em (2.42) são obtidas pela aplicação da expressão para a con-
tinuação analítica da função dielétrica em (2.38), resultando então

Dr(k, ωr) = 1 −
∑

α

ω2
pα

k2

 ∞

−∞

∂Fα0/∂u

u − ωr/k
du, (2.43a)

Di(k, ωr) = −π
ω2

pα

k2
∂Fα

∂u

∣∣∣∣
u=ωr/k

. (2.43b)

As expressões genéricas (2.43a) e (2.43b) podem ser empregadas para determinar as relações
de dispersão dos modos longitudinais e para interpretar o amortecimento de Landau que se
manifesta tanto em oscilações de alta frequência (ondas de Langmuir) quanto em oscilações de
baixa frequência (ondas íon-acústicas).

Por fim, cabe ressaltar que como as transformadas inversas em (2.15a) geram funções reais no
espaço e no tempo, as relações de dispersão ω(k) = ωr(k) + iωi(k) devem satisfazer as condições
de realidade

ω(k) = −ω∗(−k) =⇒
{

ωr(k) = −ωr(−k)
ωi(k) = ωi(−k).

(2.44)

2.2.4 O amortecimento de Landau das ondas de Langmuir
O mecanismo físico responsável pelo amortecimento não colisional das ondas longitudinais

de altas frequências é a interação onda-partícula, i.e., a interação dos elétrons com os campos
elétricos das ondas. Os elétrons que inicialmente possuem velocidades próximas da velocidade
de fase das ondas são aprisionados em poços de potencial resultando uma troca de energia entre
os elétrons e as ondas.

Matematicamente, o fator de amortecimento de Landau se deve ao polo no integrando da
função dielétrica do plasma (2.24), que ocorre quando a componente da velocidade do elétron
que é paralela a k é igual à velocidade de fase das ondas vϕ = ωr/k. Esta propriedade é uma
manifestação matemática do fato de que a interação onda-partícula é efetiva somente quando
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Figura 2.2: A função distribuição eletrônica em função da velocidade. Nesta figura, γ representa
o fator de amortecimento, sendo este proporcional à inclinação da reta que tangencia a curva,
i.e. sua derivada. O fator de amortecimento é dado pela parte imaginária da frequência angular
ω(k). Enquanto alguns autores definem ω(k) = ωr + iωi, outros definem como ω(k) = ωr + iγ
(Krall and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

a velocidade dos elétrons é muito próxima da velocidade de fase das ondas (Bittencourt, 2004;
Chen, 2018).

Em distribuições cuja amplitude decresce monotonicamente com o aumento do módulo da
velocidade, a exemplo das distribuições Maxwellianas, o critério de instabilidade de Penrose5

(Penrose, 1960) afirma que não ocorrerão instabilidades e, portanto, se conclui que ocorrerá
exclusivamente o fenômeno de amortecimento descrito por Landau (Landau, 1946). Em distri-
buições com estas características, ilustradas na figura 2.2, o número de partículas movendo-se
um pouco mais devagar do que as ondas é maior do que o número de partículas movendo-se um
pouco mais rápido do que as ondas. Partículas com velocidade menor do que a velocidade de
fase são aceleradas pelas ondas, enquanto que partículas com vz > vϕ são desaceleradas. Este
processo resulta no amortecimento das ondas, pois ocorre uma transferência líquida de energia
das ondas para as partículas (Akhiezer et al., 1975; Krall and Trivelpiece, 1986).

Podemos dizer, então, que o amortecimento de Landau é característico de plasmas não
colisionais e que consiste num fenômeno de ressonância proporcional à inclinação da função
distribuição e caracterizado pela parte imaginária e negativa da frequência.

A figura 2.2 representa a distribuição F0 como função da velocidade vz, bem como a região
do espaço de velocidades na qual ∂F0/∂vz < 0. Um plasma descrito por este tipo de função de
distribuição de velocidades no equilíbrio somente será capaz de sustentar oscilações amortecidas.

Por fim, é válido salientar que o mecanismo físico através do qual o descrito acima se ma-
nifesta no modo longitudinal chamado de ondas íon-acústicas é o mesmo estudado no contexto
das oscilações de alta frequência, i.e., nas ondas de Langmuir, e por este motivo as afirmações
feitas acerca deste modo longitudinal são válidas também no contexto de oscilações de baixa
frequência.

2.2.5 Ondas em plasmas não magnetizados
Como discutido na seção 2.2.3, a solução da equação de dispersão (2.38) fornece os modos

normais de oscilação ω(k) sustentados pelo plasma. Abaixo, será realizada uma breve descrição
qualitativa a respeito destes modos. Posteriormente, quando estudarmos processos não lineares
de acoplamento entre ondas na seção 2.4, veremos que estes modos podem interagir entre si de
uma forma que não pode ser explicada pela teoria linear. Nas expressões que serão apresentadas
a seguir vT e, vT i, Te, Ti e λD representam a velocidade térmica dos elétrons, a velocidade

5Este critério foi deduzido por Oliver Penrose com a finalidade de determinar se uma dada função de distri-
buição de probabilidades pode sustentar modos que crescem exponencialmente. Está diretamente conectado à
presença da instabilidade bump-in-tail que será discutida na seção 2.3.
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térmica dos íons, a temperatura dos elétrons, a temperatura dos íons e o comprimento de Debye,
respectivamente.

Será assumido também que as distribuições de ambas as espécies são Maxwellianas, i.e.,
descritas por

fα(v) = e−v2/v2
T α

(πv2
T α)3/2 , (2.45)

sendo

vT α =
√

2Tα

mα

a velocidade térmica da espécie/população α.

Ondas de Langmuir: As ondas de Langmuir6 são oscilações rápidas da densidade de elétrons
que ocorrem em meio condutores, dentre eles os plasmas. Em plasmas frios, sua relação
de dispersão fornece uma frequência angular igual à frequência de plasma ωpe; entretanto,
quando efeitos térmicos da função distribuição são levados em consideração, há um desvio
de frequência angular que apresenta uma dependência com o número de onda k. No limite
de pequenos números de onda (kλD ≪ 1) (1.1), a relação de dispersão destas ondas pode
ser aproximada pela relação de dispersão de Bohm-Gross (Bohm and Gross, 1949), cuja
expressão matemática é dada por:

ω2
L = ω2

pe(1 + 3λ2
Dk2).

No limite de pequeno número de onda é assumido que a velocidade de fase da onda é
grande comparada com a velocidade térmica dos elétrons, vT e ≪ ωr/k, de tal forma que
somente elétrons no extremo da cauda da distribuição entram em ressonância com as
ondas. Assume-se também que os íons estão em repouso e portanto sua contribuição é
desprezada.

Ondas íon-acústicas: Neste caso, o efeito dos íons não pode mais ser desprezado como foi su-
posto nas ondas de Langmuir. Se a distribuição eletrônica é mais quente que a distribuição
dos íons (Te ≫ Ti), o modo eletrostático que envolve os íons existe em frequências mais
baixas (vT i ≪ ω/k ≪ vT e). A sua relação de dispersão é, aproximadamente,

ω2
S = k2C2

s

1 + k2λ2
D

(
1 + 3Ti

Te

) 1
2

, Cs ≡
(

Te

mi

)1/2
.

O nome dado a estas ondas se refere ao fato de que, para kλD ≪ 1, todas as ondas se
propagam com a mesma velocidade Cs, denominada velocidade íon-acústica, em contraste
com as ondas de Langmuir, que possuem todas a mesma frequência independentemente
de k quando kλD ≪ 1 (Krall and Trivelpiece, 1986).

Ondas eletromagnéticas: No caso de plasmas não colisionais e não magnetizados, estas ondas
não sofrem amortecimento de Landau nem são excitadas, pois sua velocidade de fase é
superluminal. É importante ressaltar que esta afirmação não viola as condições impostas
pela relatividade, pois estas ondas continuam tendo sua velocidade de grupo menor que a
velocidade da luz. Este modo normal obedece à seguinte relação de dispersão (Krall and
Trivelpiece, 1986):

ω2 = c2k2 +
∑

α

ω2
pαω

ˆ ∞

−∞

Fα0
ω − ku

du,

6Assim nomeadas em homenagem ao físico Irving Langmuir (1881-1957).
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que no caso em que a velocidade de fase vϕ = ω/k ≫ vT e pode ser aproximada por

ω2 = c2k2 + ω2
pe.

Este é o mesmo resultado obtido pela formulação de fluidos e representa “ondas luminosas”
em um plasma. Estas ondas são dispersivas e o índice de refração do plasma é dependente
da frequência angular.

Ondas do modo feixe: Este modo se torna relevante no contexto do estudo da dinâmica de
sistemas plasma-feixe e tem sido objeto de estudos teóricos e experimentais há décadas
(O’Neil and Malmberg, 1968; Cairns and Fung, 1988; Cairns, 1989). Inicialmente carac-
terizado por uma relação de dispersão linear, o modo feixe tem se mostrado complexo
e fortemente dependente dos parâmetros (densidade, velocidade e temperatura) que ca-
racterizam o feixe. Portanto, diferentes regimes de parâmetros apresentaram modos feixe
com diferentes características, isto é, diferentes relações de dispersão e regiões espectrais
amortecidas e/ou amplificadas. O modo feixe é de importância fundamental para esta
dissertação e será abordado com mais detalhes na seção 2.5.

2.3 Instabilidades
Quando as partículas que compõem o plasma apresentam uma distribuição de velocidades

não Maxwelliana, uma instabilidade pode ser gerada por processos internos e é dita instabilidade
microscópica. Este fenômeno característico de plasmas fora do equilíbrio termodinâmico atua
como um mecanismo que dissipa a energia livre do plasma e tende a restaurar o equilíbrio do
sistema.

Vamos considerar um plasma composto por uma população de íons e duas populações eletrô-
nicas (core e feixe) e cuja fonte de energia livre é a energia cinética dos elétrons do feixe. Estas
instabilidades podem se apresentar nas formas reativa e cinética, as quais caracterizam casos
limites de uma única instabilidade (weak-beam instability). Para um conjunto de parâmetros
físicos qualquer, a instabilidade pode ser mista, parcialmente reativa e cinética. Esta instabili-
dade se manifesta quando consideramos um feixe rarefeito de elétrons se propagando por uma
distribuição eletrônica suposta estacionária (Melrose, 1986).

Como discutido na seção 2.2.3, a parte real da contribuição do feixe ao tensor dielétrico
fornece a frequência real da perturbação, ao passo que a parte imaginária é responsável pelo
efeito de amplificação das ondas. É justamente a contribuição vinda do feixe que faz com que a
relação de dispersão das ondas sustentadas pelo plasma difira da relação de dispersão das ondas
de Langmuir (frequency shift).

Também em Melrose (1986) encontramos uma caracterização possível e bastante utilizada
no contexto do estudo das instabilidades em plasmas térmicos. Sua classificação é baseada nos
parâmetros físicos considerados no sistema e divide as instabilidades em cinética (ou ressonante)
e reativa (ou não ressonante). No caso da instabilidade cinética, são assumidas frequências reais
em uma primeira aproximação para posteriormente incluir efeitos de fraco amortecimento ou
crescimento, de acordo com o método introduzido no final da seção 2.2.3. No tratamento da
instabilidade reativa a parte imaginária do tensor dielétrico é ignorada e resolve-se uma relação
de dispersão real para encontrar soluções complexas (Melrose, 1986).

O fenômeno de frequency shift que ocorre por conta da presença do feixe motiva o ques-
tionamento sobre a validade das relações de dispersão teorizadas na ausência do feixe. Este
questionamento levou O’Neil e Malmberg a deduzirem que a relação de dispersão de Bohm-
Gross é válida somente quando um certo parâmetro “s” (scaled beam thermal spread) satisfaz a
seguinte condição (O’Neil and Malmberg, 1968):

s = vb

Vb

(2n0
nb

) 1
3
≳ 1, 47 (2.46)
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sendo vb = (Tb/me)1/2 a dispersão térmica de velocidades das partículas do feixe, Vb a velocidade
média do feixe, n0 a densidade do plasma de fundo e nb a densidade do feixe. Tendo definido o
parâmetro desta forma concluem que:

• s ≲ 0, 2: A instabilidade é não ressonante (reativa) e ocorre em pares complexo-conjugados
de raízes da relação de dispersão.

• 0, 2 ≲ s ≲ 1, 4: A instabilidade é ressonante, mas ocorre ao longo de um modo de propa-
gação denominado modo feixe-modificado (modified-beam mode), o qual se caracteriza por
uma relação linear do tipo ω ≃ kVb para k pequeno.

• s ≳ 1, 5: A instabilidade é fortemente ressonante e ocorre ao longo de um modo que se
aproxima assintoticamente do modo de Langmuir quando s → ∞, ou seja, quando Vb → 0
e/ou nb → 0.

Os parâmetros físicos muitas vezes adotados nos estudos de turbulência fraca geralmente sa-
tisfazem de forma marginal a condição s ≳ 1, 5 e, portanto, o uso da relação de dispersão de
Bohm-Gross se justifica em grande parte das aplicações.

Uma análise mais cuidadosa foi realizada posteriormente por Iver Cairns (Cairns, 1989),
resultando em condições ainda mais restritivas para a validade desta aproximação. Em sua
análise o autor divide as características dispersivas das oscilações eletrostáticas em intervalos
dos parâmetros s (2.46), P (2.47a) e ζ (2.47b), correspondentes a diferentes graduações do
caráter ressonante ou não ressonante da interação plasma-feixe. O artigo de Cairns, entretanto,
dá foco maior aos outros dois parâmetros, cujas definições são:

P = vb

Vb

(
nb

n0

)1/3
, (2.47a)

ζα = (ωr − k · vα)/
√

2kVα. (2.47b)
Em um primeiro momento7, observando que (2.46) e (2.47a) se relacionam como P = 21/3/s,

Cairns afirma que seria possível inferir que a instabilidade reativa ocorreria somente nos mo-
dos feixe e feixe-modificado, enquanto que a instabilidade cinética ocorreria apenas no modo
feixe-Langmuir (Cairns, 1989). Esta inferência se mostrará errada quando confrontada com o
comportamento do parâmetro ζα (2.47b), em especial na seção 2.5 e na figura 2.6.

O parâmetro ζα (2.47b), por sua vez, é o argumento da função de Fried e Conte (2.48b)8

(Fried and Conte, 1961). Esta função é bastante utilizada no contexto da física de plasmas e
comumente empregada para reescrever a equação de dispersão (2.24) no caso específico em que
a distribuição é Maxwelliana:

D(k, ω) = 1 −
∑

α

ω2
pα

2k2V 2
α

Z ′(ζα) = 0, (2.48a)

Z(ζ) = 1√
π

ˆ ∞

−∞
dy

e−y2

y − ζ
, (2.48b)

Z ′(ζ) = −2[1 + ζZ(ζ)]. (2.48c)
É importante salientar que na definição de (2.47b) a hipótese de fraco amortecimento (|ωi|≪

ωr) implica |ζi|≪ |ζr|, em cuja situação |ζ|∼ |ζr|. Será interpretada como instabilidade reativa
a que apresentar |ζr|> 2 (P ≳ 6), enquanto que quando |ζr|< 1 (P ≲ 2) diremos que a insta-
bilidade é fortemente ressonante. Valores do parâmetro que estejam no intervalo 2 > |ζr|> 1

7Antes da publicação de Cairns (1989) um critério teórico utilizado para determinar se a instabilidade é reativa
ou cinética era P > 1 e P < 1, respectivamente (Melrose, 1986).

8A função de Fried e Conte pode ser obtida através da Transformada de Hilbert de uma distribuição gaussiana
(Fried and Conte, 1961).
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caracterizam uma instabilidade mista, ou marginalmente ressonante. Cairns define estes valores
a partir do estudo da variação dos parâmetros do feixe e sua consequência sobre as características
dispersivas do plasma. Os valores específicos adotados para definir a natureza da instabilidade
são corroborados pelas figuras 2.4 – 2.7, e analisados em detalhes em Cairns and Fung (1988).

De forma mais sintética, desta seção em diante entenderemos as instabilidades reativa e
cinética como:

Instabilidade Reativa: Do ponto de vista do tratamento matemático, a parte imaginária do
tensor dielétrico é ignorada e resolve-se uma relação de dispersão real para encontrar
soluções complexas. Soluções complexas para o tensor dielétrico de um sistema plasma-
feixe se apresentam na forma de um par de raízes quase complexo-conjugadas. As raízes
apresentam partes imaginárias com sinais opostos, sendo a parte imaginária positiva da
frequência responsável pelo crescimento e a parte imaginária negativa responsável pelo
amortecimento das ondas.
Em seu artigo, Bohm e Gross, ao estudar os processos microscópicos que levam a um
comportamento do meio (do plasma), observaram que esta instabilidade é uma resposta
do meio que se deve ao mecanismo de agrupamento (bunching) de elétrons ocasionando
um crescimento na densidade de cargas (Bohm and Gross, 1949; Melrose, 1986). Uma
breve discussão sobre um possível método para estender a Teoria de Turbulência Fraca
para o contexto de instabilidades reativas pode ser encontrada no artigo (Yoon, 2010) e
no “apêndice E” do livro de Peter Yoon (Yoon, 2019). A teoria de turbulência fraca será
discutida com mais profundidade no capítulo 3.

Instabilidade Cinética: A abordagem utilizada para o tratamento deste tipo de instabilidade
determina a contribuição do feixe na parte imaginária do tensor dielétrico para então
calcular a taxa de crescimento ou amortecimento do modo (Melrose, 1986). Estamos inte-
ressados no caso onde é a presença de gradientes positivos na distribuição de velocidades
das partículas ressonantes que causa a instabilidade cinética. A descrição do mecanismo
físico por trás da instabilidade cinética é essencialmente a descrição da ressonância onda-
partícula na condição de ressonância e pela existência da inversão de população. Ou seja,
o mecanismo inverso do amortecimento de Landau.

2.4 Processos não lineares na teoria de turbulência fraca
A adaptação da teoria cinética que leva em consideração as interações não lineares consiste

em um grande passo no sentido de compreender de forma mais completa o comportamento
complexo da dinâmica dos sistemas estudados na física de plasmas. Podemos dizer que a teoria
cinética de processos não lineares fracamente turbulentos ajudou a formar a fundação da física de
plasmas moderna. Nesta seção são apresentadas formas de interação onda-partícula e onda-onda
comumente encontradas no contexto dos processos não lineares de acoplamento.

Ondas com amplitude finita exibem fenômenos que dependem do produto das amplitudes
das ondas e que são necessariamente não lineares. O balanço energético das interações onda-
partícula, as mudanças nas propriedades médias do plasma e os processos de acoplamento entre
os modos normais do plasma são todos exemplos de fenômenos que demandam um tratamento
não linear para que possam ser completamente compreendidos.

Nesta seção será realizada uma descrição qualitativa de alguns processos não lineares típicos
que surgem na Teoria de Turbulência Fraca, tratada a partir do sistema Vlasov-Maxwell. Uma
derivação mais detalhada, incluindo também os efeitos de partícula única, será realizada a partir
da Teoria de Klimontovich no capítulo 3.
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2.4.1 Interação quase linear onda-partícula
No contexto da aproximação quase linear da teoria de Vlasov (ainda no caso eletrostático9 e

não magnetizado, mas não limitado a este), os termos de segunda ordem serão desprezados na
equação (2.13) para a perturbação fα1, mas mantidos na expressão (2.12) para fα0.

Assim, obtemos uma equação que é formalmente idêntica à (2.14a), com a diferença que na
aproximação quase linear fα0 varia lentamente no tempo,(

∂

∂t
+ v · ∇

)
fα1 + eα

mα
E1 · ∇vfα0 = 0, (2.49)

ao passo que fα1 varia numa escala de tempo muito mais rápida, da ordem do período das
ondas (Gurnett and Bhattacharjee, 2005). É possível demonstrar que a função distribuição
de equilíbrio fα0 obedece a uma equação de difusão quase linear (Krall and Trivelpiece, 1986)
expressa em termos do coeficiente de difusão, Dv, como segue:

∂fα0
∂t

= ∇v · Dv · ∇vfα0(t), (2.50a)

Dv =
(

eα

mα

)2
8π

ˆ
ωiEk(t)

(k · v − ωr)2 + ω2
i

kk
k2 dk. (2.50b)

Na expressão acima, o coeficiente de difusão quase linear (2.50b) é definido em termos de
Ek(t), a densidade espectral do campo elétrico10 associada ao vetor de onda k que, por sua vez,
pode ser obtida a partir da expressão para o campo elétrico como função do tempo

Ek ≡ 1
V

1
(2π)3

Ek · E−k
8π

,

Ek(t) = Ek(0)e−iω(k)t,

Ek(t) = 1
V

1
(2π)3

Ek(0)E−k(0)
8π

e−i[ω(k)+ω(−k)]t = Ek(0)e2iωi(k)t.

Por fim, a equação diferencial que completa o conjunto de equações da aproximação quase linear
descreve a evolução temporal da densidade espectral do campo eletrostático:

∂Ek(t)
∂t

= 2ωi(k, t)Ek(t). (2.51)

É válido salientar que ωi(k, t) é uma função do tempo. Contudo, a sua variação temporal será
lenta, pois esta depende de fα0, a qual depende fracamente do tempo segundo (2.50a).

Em síntese, a teoria quase linear de Vlasov mostra que a evolução da distribuição das partícu-
las do plasma implica consequências que se manifestam como um processo de difusão no espaço
de velocidades de fα0 e alterações na intensidade espectral dos modos normais sustentados pelo
plasma.

9Um estudo aplicando a aproximação quase linear ao fenômeno das flutuações eletromagnéticas em raios
cósmicos extragaláticos em um meio não magnetizado pode ser encontrado em Schlickeiser and Yoon (2014). O
artigo faz uso do formalismo de Klimontovich que, por sua vez, será abordado em detalhes do capítulo 3.

10Essa quantidade representa a densidade espectral das flutuações que ocorrem no plasma. Dada a condição de
realidade das transformadas inversas de Fourier-Laplace, resulta uma condição imposta sobre a frequência ω(k)
(cuja demonstração não será apresentada, embora seja relativamente simples de reproduzir), é possível mostrar
que ω(k) + ω(−k) = 2iωi(k) (Krall and Trivelpiece, 1986).
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2.4.2 Interação não linear onda-onda
Neste momento é importante que sejam apresentadas algumas definições de instabilidades

cuja aplicação será abordada com mais profundidade nos capítulos 3 e 4. Consideremos uma
onda que pode causar uma modulação periódica dos parâmetros que caracterizam os modos
naturais do plasma, a qual chamaremos de indutora, que tenha amplitude finita e que tenha
sido excitada num plasma. Quando a intensidade desta onda indutora excede um certo limiar
necessário para compensar as dissipações naturais do plasma, como o amortecimento de Landau,
por exemplo, os modos naturais deste começam a crescer a partir do nível de ruído, absorvendo
energia e momentum da onda indutora. Tal tipo de instabilidade definimos como instabilidade
paramétrica.

Condições de casamento entre as ondas requerem que todas as ondas envolvidas na interação
satisfaçam às regras de adição vetorial quando representadas como vetores no espaço (ω, k).
A frequência e o número de onda para cada modo devem satisfazer a relação de dispersão
(ω = ω(k)) apropriada.

Instabilidade de decaimento: a onda indutora decai em dois modos naturais do plasma sa-
tisfazendo às condições de casamento de frequências e números de onda, isto é, condições
de conservação de energia e momentum. Um exemplo recorrente na literatura é conhe-
cido como decaimento eletrostático de Langmuir, representado como L → L′ + S. Neste
processo uma onda de Langmuir, a indutora, decai em uma onda de Langmuir contra-
propagante L′ e uma onda íon acústica S propagando na direção da onda indutora. O
diagrama de acoplamento de fase deste processo está representado no painel (a) da figura
2.3.

Instabilidade de coalescência: Neste processo duas ondas se unem, coalescem, para formar
uma terceira onda satisfazendo às mesmas condições de casamento e conservação citadas
acima. Esta instabilidade é muito importante no contexto do estudo do fenômeno de
emissão de plasma nos modos fundamental e seus harmônicos. Como exemplo, o processo
de coalescência L + S → T no qual uma onda de Langmuir L e uma onda íon acústica S
coalescem em uma onda transversal T . O diagrama de acoplamento de fase deste processo
está representado no painel (b) da figura 2.3.

(a) Processo L → L′ + S. (b) Processo L + S → T .

Figura 2.3: Diagrama de acoplamento de fase dos processos L → L′ + S e L + S → T (Guedes,
1995).

2.4.3 Interação não linear onda-partícula.
A interação não linear onda-partícula é importante para o intervalo de velocidades ressonan-

tes e números de onda que são inacessíveis do ponto de vista da interação linear onda-partícula.
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O processo de espalhamento é similar à interação de decaimento, com a diferença que, ao invés
de uma interação ressonante entre três ondas, duas ondas interagem de forma ressonante com
uma terceira onda virtual que representa as partículas. Abaixo, uma breve descrição de três
possíveis interações de espalhamento induzido envolvendo os modos normais sustentados pelo
plasma:

Espalhamento induzido envolvendo duas ondas de Langmuir: Este processo envolve uma
onda de Langmuir sendo espalhada por uma partícula em outra onda de Langmuir, po-
dendo ganhar ou perder energia no decorrer de tal interação. No espalhamento não linear
onda-partícula envolvendo duas ondas de Langmuir a velocidade ressonante é muito menor
que na interação linear e o processo é similar ao caso da emissão induzida. Neste último, as
partículas que se movem no campo de fundo das ondas (background wave field) interagem
de forma ressonante podendo ganhar ou perder energia.
No tratamento algébrico do tipo de espalhamento em questão as partes imaginárias das
susceptibilidades não lineares de segunda e terceira ordem são relevantes para o coeficiente
de espalhamento e o termo dominante é dado pela resposta dos elétrons. O termo principal
na expressão da intensidade das ondas, por sua vez, é o termo de espalhamento induzido
de ondas de Langmuir mediado pelos íons, isto é, espalhamento por íons térmicos. Este
espalhamento pode ser considerado, pois, como um amortecimento de Landau não linear,
e se difere de sua contrapartida linear pelo fato de que no presente caso são os íons, e não
os elétrons, que mediam o espalhamento de duas ondas de Langmuir.

Espalhamento induzido envolvendo ondas de Langmuir e íon-acústica: Neste caso, de-
vido ao fato de que |ωL

k |≫ |ωS
k |, as condições de ressonância não linear praticamente se

sobrepõem àquelas da ressonância onda-partícula na aproximação linear. Por este motivo,
o espalhamento induzido envolvendo ondas de Langmuir de alta frequência e ondas íons-
acústicas de baixa frequência pode, na melhor das hipóteses, ser tratado essencialmente
como uma correção à interação linear onda-partícula e pode, portanto, ser ignorado.

Espalhamento induzido envolvendo duas ondas íon-acústicas: A susceptibilidade não li-
near de segunda ordem, em contraste ao caso envolvendo ondas de Langmuir de alta
frequência, ambas as respostas não lineares dos elétrons e dos íons são importantes. Já a
resposta não linear de terceira ordem, por sua vez, é dominada pelos íons.

2.5 Literatura específica
A escolha do tema desta dissertação é motivada pelo estudo realizado por Iver Cairns nos

anos finais da década de 1980. Em seu artigo “Electrostatic wave generation above and below the
plasma frequency by electron beams” (Cairns, 1989), o autor investiga o crescimento de ondas
eletrostáticas próximas à frequência de plasma em um sistema plasma-feixe. Com este intuito
resolve numericamente a relação de dispersão não magnetizada resultante de um sistema plasma-
feixe. Sua atenção é direcionada principalmente a encontrar as relações de dispersão, frequências
de máximo crescimento e determinar o caráter ressonante (cinético) ou não ressonante (reativo)
das instabilidades geradas por escolhas particulares dos parâmetros dos feixes.11

São apresentadas condições para que as diferentes descrições das instabilidades sejam válidas,
bem como para crescimento significativo acima ou abaixo da frequência de plasma. Conclui que
as ondas instáveis não possuem a relação de dispersão de Langmuir, exceto no limite de feixes
muito diluídos. Conclui também que as propriedades do modo instável dependem fortemente

11Um estudo semelhante aplicado ao fenômeno de electron foreshock pode ser encontrado em Cairns and Fung
(1988).



CAPÍTULO 2. REVISÃO TEÓRICA 24

Figura 2.4: Relações de dispersão e taxas de crescimento (normalizadas pela frequência eletrônica
de plasma) para o modo amplificado (linha cheia), modo feixe amortecido (linha pontilhada),
modo Langmuir (linha tracejada) e modo feixe-Langmuir [linha cheia no painel (f)] para várias
temperaturas do feixe. Para os painéis (a)-(f) Tb/Te é igual a 0.017, 0.067, 0.33, 1.0, 1.5 e
1.67, respectivamente. Os parâmetros fixos do feixe são nb/n0 = 10−3, vb/Ve = 10 e Te/Ti = 3
(Cairns, 1989).

dos parâmetros do feixe (densidade, velocidade e temperatura) e que a frequência de máximo
crescimento ωm pode ser encontrada significativamente acima ou abaixo da frequência de plasma,
diferindo bastante daquela prevista pela relação de dispersão das ondas de Langmuir.

Segundo Cairns, crescimento abaixo de 0.9ωpe requer ou um feixe com nb/n0 > 0.1 para
vb/Ve > 5 (e Tb/Te < 10) ou um feixe mais lento com vb/Ve < 2 e nb/n0 < 10Tb/Te, sendo estes
os mesmos parâmetros físicos já introduzidos na seção 2.3.

O crescimento é cinético (ressonante) se nb/n0 ≥ 0.1Tb/Te com uma condição ótima de
nb/n0 ∼ 0.1Tb/Te. Condições ótimas para crescimento acima de 1.05ωpe são feixes lentos com
2 < vb/Ve < 5, nb/n0 < 0.1 e nb/n0 < 0.1Tb/Te. O autor propõe que processos não lineares
envolvendo ondas próximas à frequência de plasma geradas por feixes podem encontrar dificul-
dades para satisfazer condições cinéticas de conservação de frequência e vetor de onda. Como
exemplo cita o decaimento L → L′ + S (frequentemente discutido como um mecanismo de satu-
ração para a instabilidade gerada pelo feixe) e as emissões fundamental e harmônica. Abaixo,
uma descrição mais aprofundada do artigo supracitado esclarece os resultados obtidos através
das análises das características dispersivas dos sistemas plasma-feixe.

A evolução das curvas de dispersão com o incremento da temperatura relativa do feixe Tb/Te,
mantendo fixos a densidade relativa nb/n0 = 10−3, a velocidade de deriva vb/Ve = 10 e a razão
das temperaturas dos elétrons de fundo e dos íons Te/Ti = 3, é abordada com bastante clareza no
texto. No painel (a) da figura 2.4 é possível identificar as duas raízes quase complexo-conjugadas
que correspondem à instabilidade reativa (ζr = −2.5). Estas apresentam uma dispersão de tipo
feixe (ωr ∼ kvb) para pequenos números de onda (k ≤ ωpe/vb) e se dividem em algum k > ωpe/vb
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quando a taxa de crescimento cai para zero. Nos painéis (b) e (c) vemos que a continuação do
modo amplificado identificado em (a) corresponde à raiz de baixa frequência do feixe para
grandes números de onda. Conforme a temperatura do feixe Tb é incrementada entre os painéis
(b) e (d) observa-se que:

1. As raízes complexo-conjugadas do feixe desaparecem;

2. A curva de dispersão do modo amplificado cruza a curva de dispersão do modo amortecido
num ponto k∗;

3. A relação de dispersão se assemelha à uma dispersão do tipo feixe (ωr ∼ kvb) para números
de onda menores que k∗ e é aproximadamente constante (ωr ∼ A), e da ordem de ωpe,
para números de onda maiores que k∗;

4. O número de onda km e a frequência real ωm que correspondem ao maior crescimento das
ondas aumentam com a temperatura Tb, o que, por sua vez, corresponde a um pico na
curva de taxa de crescimento (como função do número de onda) movendo-se continuamente
em direção e ao longo da porção ωr ∼ A da curva de dispersão com o aumento de Tb;

5. A instabilidade torna-se cada vez mais ressonante com o incremento em Tb e o pico da
taxa de crescimento se move ao longo da curva de dispersão.

A instabilidade é marginalmente ressonante (ζr = −1.6) em (b) e fortemente ressonante
(ζr = −0.86) em (c), correspondendo a instabilidade cinética. No painel (d) a temperatura já é
grande o suficiente para que a região de pequenos números de onda do modo amplificado (porção
linear do tipo feixe) e a região de grandes números de onda do modo de Langmuir sejam forte-
mente amortecidas. Em contraste, o modo de Langmuir para pequenos comprimentos de onda e
o modo feixe-modificado para grandes números de onda são amplificados ou apenas fracamente
amortecidos. Conforme a temperatura aumenta ainda mais as duas porções fortemente amorte-
cidas e as duas porções fracamente amortecidas (ou amplificadas) dos modos feixe-modificado e
Langmuir se conectam formando o chamado modo feixe-Langmuir (BL).

A título de clareza de nomenclatura é conveniente frisar o que caracteriza cada um destes
modos:

Modo feixe: porções das relações de dispersão que apresentam ωr ∼ kvb;

Modo feixe-modificado: modo fortemente modificado identificado entre os painéis (b) e (e)
no qual o crescimento ocorre após a modificação do modo de feixe complexo-conjugado;

Modo feixe-Langmuir: modo conectado de O’Neil-Malmberg observado no painel (f).

Tendo sido esta terminologia apresentada, Cairns afirma que a instabilidade será ressonante
(cinética) nos modos feixe-modificado e feixe-Langmuir, e não ressonante (reativa) no modo
feixe. Afirma também que é possível criar uma figura análoga que apresente a progressão ob-
servada entre os painéis (a) e (f) tanto diminuindo a densidade do feixe (mantendo os demais
parâmetros fixos) quanto diminuindo a velocidade do feixe. A progressão em questão se caracte-
riza justamente pela transição suave do modo no qual a instabilidade atua (do modo feixe para
o modo feixe-modificado para o modo feixe-Langmuir) e pela transição suave da natureza da
instabilidade atuante (reativa para cinética). Esta afirmação é corroborada pela figura 2.5, onde
é apresentado o gráfico da variação da taxa de crescimento máximo γm em função da densidade
relativa do feixe nb/n0. Neste, observa-se a tendência de γm de ser proporcional a (nb/n0)1/3

para densidades maiores (instabilidade reativa, |ζr|> 2) ao passo que na medida em que a densi-
dade diminui a proporcionalidade passa a ser simplesmente com nb/n0 (instabilidade ressonante,
|ζr|< 1). O gráfico apresenta curvas com diferentes temperaturas e velocidades e demonstra que
a transição entre os tipos de instabilidade ocorre de forma suave e no modo feixe-modificado.
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É possível, então, construir uma imagem esquemática representando as mudanças nas carac-
terísticas dispersivas e no caráter ressonante da instabilidade conforme o parâmetro P varia com
a velocidade relativa do feixe (5 < vb/Ve), a temperatura (10−2 < Tb/Te < 102) e a densidade
relativa (10−4 < nb/n0 < 10−2), como apresentado na figura 2.6. Assim, o autor afirma que:
(i) Para P ≳ 6 a instabilidade é não ressonante (reativa), ocorre numa raiz quase complexo-
conjugada e obedece à relação de dispersão do modo-feixe. (ii) Para 0.9 ≲ P ≲ 6 a instabilidade
é ressonante e acontece na raiz feixe-modificado (equação de dispersão é do tipo feixe para pe-
quenos números de onda e aproximadamente constante e da ordem de ωpe para números de
onda maiores). (iii) Para P ≲ 0.8 (correspondendo a s ≳ 1.5) a instabilidade é fortemente
ressonante e ocorre no modo feixe-Langmuir. É, portanto, de extrema importância determinar a
natureza da instabilidade, seja pelo uso do critério do parâmetro P ou pela solução numérica da
equação de dispersão, para que se entenda as características dispersivas dos diferentes sistemas
plasma-feixe.

O autor demonstra que para um determinado conjunto de parâmetros fixos a modificação nas
características dispersivas do modo instável pode se apresentar como um crescimento expressivo
de ondas com frequência abaixo ou acima (geralmente abaixo no modo forward) da frequência
de plasma, e que este desvio do comportamento da relação de dispersão se torna irrelevante na
medida em que o feixe se torna mais tênue [ver equação (2.46)]. Assim, podemos dizer que o
modo feixe-Langmuir tende assintoticamente ao comportamento do modo de Langmuir conforme
a densidade relativa do feixe diminui, sendo esta densidade “crítica”12 dependente dos demais
parâmetros adotados.

Análise análoga feita com o modo contrapropagante (backward) mostra tendências opostas:
a tendência de aumento da frequência de máximo crescimento do modo backward de Langmuir
em um dado número de onda com o aumento da densidade é oposta à tendência de diminuição da
frequência de máximo crescimento do modo forward de Langmuir com o aumento da densidade.
São estas observações que se manifestam como a questão mais importante abordada pelo artigo
Cairns (1989). Estas diferenças nas relações de dispersão implicam uma possível dificuldade em
satisfazer às condições cinéticas de conservação dos processos não lineares de interação entre
ondas no caso de feixes relativamente densos (nb/n0 ≥ 10−3), como apontado por Cairns e
corroborado pelo artigo Thurgood and Tsiklauri (2015).

De forma um pouco mais geral, podemos ignorar os desvios da relação de dispersão do modo
de Langmuir quando a densidade relativa do feixe for um fator de 10 menor do que aquela que
satisfaz o critério de O’Neil-Malmberg13.

Estudando o comportamento da frequência na qual o crescimento é máximo, denotada por
ωm, em função da densidade relativa do feixe observa-se que esta decresce monotonicamente
para valores menores que ωpe na medida em que nb/n0 aumenta, sendo este comportamento
independente do tipo de instabilidade (reativa ou cinética), do modo no qual a instabilidade
opera (modo feixe, feixe-modificado ou feixe-Langmuir) e da velocidade e temperatura do feixe.

Por outro lado, ao investigar o papel da velocidade e da temperatura do feixe na determinação
de ωm nos deparamos com um comportamento um pouco mais complexo, como se observa na
figura 2.7. Neste caso, são mantidos fixos nb/n0 = 10−2 e Te = Ti e varia-se vb/Ve, para diferentes
temperaturas do feixe. Para altas velocidades (vb/Ve > 20), ωm se torna aproximadamente
constante (dependendo apenas de nb/n0). Diminuir progressivamente a velocidade do feixe
faz com que ωm aumente14 gradualmente para valores maiores do que ωpe quando vb/Ve < 10
e subsequentemente diminua para valores cada vez mais próximos de zero quando vb/Ve < 2

12Aqui entende-se densidade “crítica” como aquela na qual o desvio da relação de dispersão observada em
relação ao modo de Langmuir pode ser desprezada.

13O critério de O’Neil-Malmberg (O’Neil and Malmberg, 1968) tem como propósito determinar se a insta-
bilidade ocorre em um modo feixe (incluindo o modo feixe-modificado) ou no modo conectado feixe-Langmuir
s < 1.47 ou s > 1.47, respectivamente, conforme discutido na seção 2.3 e no artigo Cairns (1989).

14Este aumento na frequência de máximo crescimento ωm para valores maiores que ωpe se torna mais expressivo
com a diminuição de nb/n0.
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Figura 2.5: Variação da taxa de crescimento γ
(normalizada pela frequência iônica de plasma)
com nb/n0 para vários feixes: vb/Ve = 100,
Tb/Te = 10 e Te/Ti = 1 (linha cheia); vb/Ve =
50, Tb/Te = 10 e Te/Ti = 1 (linha tracejada);
vb/Ve = 100, Tb = Te = Ti (linha pontilhada).
As linhas tracejadas rotuladas R e K têm gradi-
entes correspondentes às instabilidades reativa
e cinética, respectivamente. A seta rotulada
P2 = 5.8 indica que |ζr|= 2 quando P2 = 5.8
(Cairns, 1989).

Figura 2.6: Ilustração esquemática das mudan-
ças na relação de dispersão e tipo de instabili-
dade conforme P varia com a velocidade e tem-
peratura do feixe para 10−4 < nb/n0 < 10−2

(Cairns, 1989).

(contanto que a temperatura do feixe seja suficientemente baixa). Este resultado expressa a
importância de não assumirmos a priori que o crescimento ocorre em um modo do plasma que
não é afetado pela presença do feixe.

De forma mais sintética podemos dizer que há duas formas principais de se obter crescimento
significativamente abaixo de ωpe: feixes densos ou feixes relativamente tênues, frios e lentos.
Crescimento significativo acima de ωpe, por sua vez, requer feixes lentos e tênues que podem ser
tanto frios quanto quentes.

Dando continuidade à revisão teórico-experimental são apresentados de forma breve alguns
artigos recentes com o intuito de melhor contextualizar o tema de instabilidades em plasmas
e sua relação com a geração da emissão de plasma em seus modos fundamental e harmônicos.
Os resumos abaixo não tem como objetivo substituir a leitura dos artigos, uma vez que estes
contém termos que não são diretamente abordados neste trabalho, mas de apresentar o leitor ao
processo de familiarização com a literatura recente que motiva a escrita da presente dissertação.

Artigo de simulação TT2015

Diversos trabalhos de simulação de um sistema plasma-feixe publicados desde o estudo con-
duzido por Iver Cairns destacam o modo feixe-modificado como o modo instável (Simões Júnior
et al., 2010). Entretanto, poucos se dedicaram a realizar uma análise detalhada das conclusões
do autor, sob o ponto de vista de um experimento numérico, e a verificar as consequências para
a dinâmica das partículas e ondas no plasma no regime não linear.
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Figura 2.7: Frequência de máximo crescimento ωm em função de vb/Ve para nb/n0 = 10−2 e
várias temperaturas do feixe (Cairns, 1989).

Um trabalho de especial interesse para esta dissertação e que tinha estes objetivos está no
artigo “Self-consistent particle-in-cell simulations of fundamental and harmonic plasma radio
emission mechanisms” (Thurgood and Tsiklauri, 2015). Este consiste em duas simulações com-
pletamente cinéticas do tipo particle-in-cell (PIC) eletromagnética e multidimensional de emis-
são de plasma baseada em interação não linear entre três ondas. As simulações foram realizadas
utilizando os seguintes parâmetros para os feixes de elétrons: Run 1 (nb/n0 = 0.0057, vb/Ve = 16)
e Run 2 (nb/n0 = 0.05, vb/Ve = 8). Nestas, os autores reportam terem encontrado evidências
de que a emissão de plasma é permitida na Run 1 e proibida na Run 2. É demonstrado que a
possibilidade de emissão de plasma depende da frequência das ondas eletrostáticas inicialmente
geradas pela instabilidade bump-in-tail e que estas podem ser proibidas de participar nas in-
terações necessárias entre três ondas devido a requerimentos de conservação de frequência. Os
eventos observados nas simulações podem ser sintetizados da seguinte forma:

(i) O crescimento do modo feixe na relação de dispersão das ondas de Langmuir (Run 1) e
o aparente “desacoplamento” dos modos feixe e Langmuir (Run 2), onde a presença do
feixe mais denso modificou significativamente a natureza dos modos de onda eletrostática
de propagação forward.

(ii) A aparente diferença entre a susceptibilidade dos dois sistemas a processos do tipo L →
L′ + S, com consequências para a produção de população seed de ondas eletrostáticas de
Langmuir contrapropagantes (backward).

(iii) São observadas emissões de plasma na frequência fundamental em ambos os casos, entre-
tanto a densidade espectral de energia associada a esta emissão na Run 1 tem seu pico
uma ordem de magnitude mais intenso que o pico associado a emissão fundamental na
Run 2. Portanto, a emissão fundamental é mais fraca no caso do feixe mais intenso, Run
2.

(iv) Emissão no primeiro harmônico claramente distinguível do ruído de fundo inerente ao
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método PIC é observada somente na Run 1, ao passo que na Run 2 apenas sinais fracos
quando comparados ao ruído são detectados. Assim, emissão harmônica é muito menos
eficiente na Run 2, possivelmente ao ponto de ser totalmente proibida.

A demonstração desta inibição do processo de decaimento devido ao não cumprimento dos
requisitos de correspondência entre as frequências das ondas é a primeira verificação dos argu-
mentos feitos a partir de uma perspectiva teórica em Cairns (1989). Por fim, concluem que a
Run 1 apresenta evidências consistentes com todos os estágios do mecanismo de emissão fun-
damental e harmônica baseado na interação entre três ondas. São estes: o acoplamento entre
o modo feixe e o modo Langmuir, o crescimento de uma população de ondas eletrostáticas de
Langmuir contrapropagantes via processos de espalhamento e decaimento, a emissão fundamen-
tal e a coalescência entre as ondas de Langmuir e as ondas contrapropagantes para produzir
emissão harmônica. A Run 2, por sua vez, evidencia que o fato de se tratar de um feixe mais
lento e mais denso faz com que a relação de dispersão (modo feixe) difira daquela de Langmuir.
Isto acaba por suprimir significativamente o processo de geração da população seed, ondas con-
trapropagantes, para o processo L+L′ → H. Portanto, os autores foram capazes de demonstrar
com bastante clareza que é preciso prosseguir com cautela quando se tenta simular sistemas
plasma-feixe astrofísicos usando feixes de densidade não realística. Ao passo que uma razão de
densidade maior pode reduzir tempos de relaxação, isto é, tempo computacional, é improvável
que os resultados sejam fisicamente representativos do sistema que se quer estudar devido à sen-
sibilidade dos parâmetros do feixe. Vale ressaltar que o modelo adotado pelos autores não leva
em consideração efeitos de magnetização, o que é equivalente a assumir que o processo de emis-
são de plasma não é afetado pelo modo Whistler (W) e que o chamado modo eletromagnético
superluminal Z é irrelevante (Chen et al., 2022).

Artigo teórico Z+15

Este artigo se propõe a aprofundar a discussão sobre o processo de emissão de plasma a
partir da solução numérica completa das equações de turbulência fraca eletromagnética. Com
esse intuito, comparam os resultados da simulação de turbulência fraca aos obtidos via simulação
PIC (Ziebell et al., 2015).

A abordagem utilizada resolve o sistema autoconsistente de equações acopladas da Teoria
de Turbulência Fraca desenvolvida a partir do formalismo de Klimontovich, com o intuito de
estudar a evolução temporal da função de distribuição de velocidades dos elétrons e o espectro das
ondas eletrostáticas e transversais. Esta formulação incorpora efeitos de diferentes mecanismos
físicos e possibilita que os papéis dos diferentes processos físicos sejam identificados de forma
inequívoca “ligando” e “desligando” certos termos arbitrariamente. Esta formulação é, pois, uma
ferramenta conveniente para testar a validade de teorias propostas na literatura e o conjunto
completo de equações15 pode ser resolvido sem suposições a priori, com o intuito de analizar
quantitativamente o fenômeno da emissão de plasma.

A simulação PIC, por sua vez, conta com um número menor de restrições teóricas, visto que
esta abordagem basicamente resolve as equações de movimento de Lorentz para um conjunto de
partículas carregadas em conjunto com as equações de Maxwell. No entanto, também possui suas
restrições. Por exemplo, a necessidade de discretização do sistema e o tamanho finito da grade
nos espaços de velocidade e de número de onda, impõem algumas limitações na resolução de
comprimentos de onda muito pequenos. Além disso, este método precisa considerar um grande
número de partículas em cada célula para diminuir o ruído numérico, acarretando um aumento
expressivo dos recursos computacionais requeridos para a obtenção de uma resolução satisfatória
dos dados. Além disso, por se tratar de um experimento numérico, não é uma tarefa fácil criar

15A derivação das equações é feita inteiramente a partir de primeiros princípios (a partir da formulação de
Klimontovich). Este formalismo será discutido em detalhes no capítulo 3.
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um diagnóstico claro dos fenômenos que ocorrem, uma vez que todos os mecanismos agem
simultaneamente e não podem ser arbitrariamente “ligados” e “desligados” para a verificação
de certos processos físicos que operam no sistema. Tal característica se apresenta em contraste
com a Teoria de Turbulência Fraca, na qual estas manipulações se apresentam naturalmente e
os recursos computacionais demandados são bem menores.

Os resultados numéricos discutidos em detalhe no artigo indicam uma grande compatibili-
dade entre a abordagem da Teoria de Turbulência fraca e as simulações PIC. A concordância
entre os resultados é mais notável no caso de feixes com baixas velocidades, o que não é tão sur-
preendente, visto que a Teoria de Turbulência Fraca se baseia na suposição de um crescimento,
ou amortecimento, moderado e baixa densidade de energia das ondas quando comparada com
a densidade térmica de energia das partículas. Para os casos de feixes com velocidades inter-
mediárias ou altas, após a formação do plateau a região de altas velocidades do feixe apresenta
uma componente perpendicular v⊥ um pouco mais larga na Teoria de Turbulência Fraca do
que no caso dos resultados obtidos via PIC. Além disso, no caso de feixes com alta velocidade
(especificamente para o caso Vb/vth = 10), os cálculos realizados utilizando a Teoria de Tur-
bulência Fraca resultam na formação de uma cauda estendida ao longo da direção positiva de
propagação (forward). A mesma não é observada nos resultados da simulação PIC. Este parece
ser um indício de que o caso do feixe com alta velocidade, quando todos os outros parâmetros
são mantidos constantes, corresponde ao limite de aplicabilidade das equações da Turbulência
Fraca.

Acerca dos espectros das ondas, é conveniente salientar que a abordagem da Turbulência
Fraca é capaz de separar o espectro de cada modo normal presente no plasma, sendo esta uma
característica típica deste método. Em contraste, no caso da simulação PIC os diversos modos
normais, como o modo de Langmuir ou as ondas transversais, precisam ser cuidadosamente
interpretados. Para construir o espectro das ondas de Langmuir com base na simulação PIC, por
exemplo, é usual considerar apenas a componente do campo elétrico que está ao longo da direção
paralela à velocidade do feixe. Embora este método de fato separe as ondas eletrostáticas das
ondas transversais, ainda pode haver intensidade associada aos modos harmônicos não lineares
das ondas eletrostáticas. Portanto, a interpretação dos resultados da simulação PIC, no que diz
respeito as ondas de Langmuir, apresenta um grau de ambiguidade (Lee et al., 2019).

No entanto, os resultados obtidos com as duas abordagens distintas são amplamente compa-
tíveis. Nos dois casos os resultados mostram a formação do pico primário das ondas de Langmuir
com larguras comparáveis ao longo das direções paralela e perpendicular dos números de onda,
o crescimento das ondas contrapropagantes e também o alargamento (spread) do pico primário
em direção à região de números de onda menores.

A discrepância entre as abordagens se concentra principalmente nos casos onde o feixe apre-
senta velocidade baixa ou intermediária, isto é Vb/vth = 6 ou 8, onde a simulação PIC mostra
o aparecimento precoce de ondas com k ≃ 0, o chamado efeito de condensação de Langmuir
(Robinson, 1997), ao passo que no caso da Turbulência Fraca a região de pequenos números de
onda só é atingida nos instantes finais de computação. No caso do feixe com alta velocidade
abordado no artigo em questão, por outro lado, a Teoria de Turbulência Fraca também apre-
senta algum crescimento das ondas com k ≃ 0. A razão para esta discrepância localizada entre
as duas abordagens ainda não é completamente compreendida.

Em síntese, com o intuito de obter informações a respeito do espectro das ondas eletro-
magnéticas, os autores comparam o espectro das flutuações do campo magnético resultante da
simulação PIC ao espectro das ondas transversais computadas com base no método da Turbulên-
cia Fraca. Apontam que a compatibilidade entre os resultados apresenta aparente melhora com
o aumento da velocidade do feixe. Concluem, por fim, que sua análise comparativa sugere que
a Teoria de Turbulência Fraca é uma ferramenta confiável e adequada para estudar o problema
das emissões solares de rádio (solar radio bursts), contanto que seja cuidadosamente aplicada a
um conjunto de parâmetros no qual a teoria é válida.
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Artigo observacional S+2019

Observações in situ de funções de distribuição de partículas na magnetosfera terrestre e de
outros planetas e no vento solar já são realizadas há mais de 50 anos (Parks, 2004; Marsch,
2006). Os espectros de emissão observados demonstram que ondas eletrostáticas abaixo e acima
da frequência local de plasma são características das regiões de foreshock. Estas são geradas por
feixes de elétrons que se originam no bow shock e apresentam um espectro composto por ondas
intensas de banda estreita e emissões menos intensas de banda larga.

Em seu artigo “Direct Measurement of Low-Energy Electron Foreshock Beams” (Soucek et al.,
2019), Jan Soucek, David Píša e Ondrej Santolík avaliam a estabilidade de um grande número
de distribuições eletrônicas, observadas individualmente pelas espaçonaves Cluster, usando a
teoria linear e correlacionam estatisticamente as ondas e as propriedades dos feixes. Comparam
a energia dos feixes de elétrons no foreshock com o espectro das ondas eletrostáticas e estabele-
cem uma correspondência entre a energia do feixe e o espectro das ondas. Em seu tratamento
estatístico dos dados observacionais, os autores demonstram que as ondas com frequência obser-
vada abaixo da frequência de plasma são associadas a feixes lentos com velocidades vb/v0 < 2.5
(ou com energias abaixo de 50 eV) enquanto que as ondas com frequência acima da frequência
de plasma são correlacionadas com feixes de alta energia com a distribuição da frequência de
máximo crescimento ωpeak/ωpe (ou ωm/ωpe se usarmos a notação presente em Cairns (1989))
mais estreita nos feixes mais energéticos. Por fim, propõem que o caráter dos diferentes modos
das ondas e suas possíveis instabilidades é completamente determinado por três parâmetros adi-
mensionais: a densidade relativa do feixe nb/n0, sua temperatura relativa Tb/T0 e sua velocidade
relativa vb/v0.

Artigo de simulação S+22

Em artigo mais recente, (Sun et al., 2022), a interação plasma-feixe é classificada em quatro
regimes físicos no espaço dos parâmetros do plasma e dos parâmetros do feixe. No primeiro deles,
o regime No-MI/PDI, não há instabilidades modulacionais16 nem instabilidades paramétricas
de decaimento (PDI), o acoplamento não linear das ondas é muito fraco e os pacotes de ondas
de Langmuir saturam mediante mecanismo de aprisionamento onda-partícula. O regime PDI é
caracterizado pela geração de ondas contrapropagantes (backward waves) a partir da instabili-
dade de decaimento paramétrico e corresponde ao espaço de parâmetros de interesse para esta
dissertação. Esta instabilidade geralmente se apresenta com uma taxa de crescimento pequena
(ωi < ωpi, ou γ < ωpi, dependendo da notação adotada) e a interação entre as ondas ainda é
fraca, portanto este regime ainda pode ser chamado de regime de Turbulência Fraca (WT). No
regime SWMI (standing wave modulational instability) pacotes estacionários de ondas de Lang-
muir são gerados e a instabilidade cresce na escala de tempo dos íons (∼ ω−1

pi ). Neste processo
a força da pressão térmica devida às perturbações da densidade de íons é quase balanceada pela
força ponderomotiva. Este regime determina a fronteira do regime de turbulência forte. Por fim,
o regime EMI, no qual a chamada instabilidade modulacional eletrônica cresce em uma escala
de tempo mais rápida, (< ω−1

pi ), e a dinâmica dos íons desacopla do crescimento das ondas no
estágio inicial da instabilidade.

Artigos de simulação Z+22, C+22 e N+20,21

Numa publicação feita recentemente no periódico The Astrophysical Journal (Zhang et al.,
2022), os pesquisadores observaram emissão fundamental significativa em casos onde a densi-
dade relativa do feixe é suficientemente pequena (digamos, nb/n0 ≤ 0.01). Este resultado está

16Instabilidade modulacional: a onda inicialmente plana se torna modulada e se divide em pacotes de onda
(Robinson, 1997).
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alinhado com os obtidos por estudos anteriores utilizando domínios de simulação muito menores
(Thurgood and Tsiklauri, 2015). Sua simulação também permitiu constatar que a intensidade
relativa de todos os modos, exceto o modo feixe-eletromagnético associado à instabilidade de
Weibel17, decresce com o aumento relativo da densidade do feixe (Zhang et al., 2022). Os au-
tores comparam os resultados encontrados em seu estudo de plasmas não magnetizados aos
resultados obtidos no caso de um plasma de fundo fracamente magnetizado (Chen et al., 2022).
Observam soluções similares, em particular na evolução temporal das funções de distribuição de
velocidades dos elétrons (EVDF), no crescimento e nas características do modo feixe-Langmuir
(BL), e na presença de ondas secundárias do modo generalizado de Langmuir (GL) com propa-
gação forward e backward.

A diferença principal entre as duas abordagens reside no fato de que em Chen et al. (2022)
ocorre a geração dos modos superluminal Z (com frequência de corte abaixo da frequência de
plasma ωpe) e whistler. No caso não magnetizado, por sua vez, o modo Langmuir generali-
zado (GL), que consiste em um modo majoritariamente superluminal de banda estreita e uma
componente contrapropagante de banda mais larga, e o modo eletromagnético induzido pela
instabilidade de Weibel estão presentes. Concluem, pois, que as grandes semelhanças observa-
das concorrem a favor da ideia de que a teoria padrão de emissão de plasma é adequada para
o regime de parâmetros de ambos os casos. Qual seja, o decaimento do modo eletromagnético
para gerar a emissão fundamental (F) e a coalescência não linear do modo feixe-Langmuir (BL)
com a onda de Langmuir contrapropagante para gerar emissão do modo harmônico (H).

Por outro lado, estes resultados não apoiam o mecanismo de emissão de plasma proposto
por Ni et al. (2020, 2021). Neste, o modo fundamental é gerado por modos Z e W quase
contrapropagantes, enquanto que a emissão harmônica é gerada por uma onda de Langmuir
quase contrapropagante com grande ângulo de propagação em relação ao campo magnético de
fundo chamada de modo upper-hybrid (UH). O modelo proposto por Ni et al. (2020, 2021) é
baseado em simulações PIC de plasmas interagindo com elétrons energéticos aprisionados com
funções de distribuição de velocidade do tipo cone de perda (loss-cone-type). O modo primário
UH e os modos secundários Z e W são excitados diretamente pela electron cyclotron maser
instability (ECMI).

Concluem, então, que a comparação entre os diferentes modelos e os resultados obtidos a
partir das respectivas simulações sugere que o mecanismo de emissão de plasma pode ser diferente
para elétrons energéticos com funções de distribuição de velocidade diferentes: Para feixes de
elétrons, o mecanismo padrão de emissão de plasma funciona bem, ao passo que para elétrons
aprisionados, a emissão induzida por ECMI pode ser importante.

17Ondas transversais eletromagnéticas auto-excitadas que envolvem apenas os elétrons de um plasma, desde
que sua distribuição de velocidades seja suficientemente anisotrópica (Weibel, 1959). A instabilidade de Weibel é
caracterizada por uma frequência real nula satisfazendo ωr = 0, ωi ̸= 0 e c2k2/|ωi|2≫ 1 (Yoon, 2019).



Capítulo 3

Teoria de Turbulência Fraca

O presente capítulo apresenta uma revisão da teoria cinética de plasmas, conforme desen-
volvida a partir do formalismo de Klimontovich, o qual é uma extensão da teoria cinética que
inclui os efeitos das flutuações, com os quais é possível estudar fenômenos que não são descritos
na teoria cinética usual.

A partir do formalismo de Klimontovich, será realizada também uma revisão da Teoria de
Turbulência Fraca em plasmas. Esta descreve satisfatoriamente a interação entre as partículas
do plasma e os campos incorporando efeitos não lineares até a terceira ordem e é válida quando
o plasma é fracamente instável e quando a instabilidade resultante da interação onda-partícula
excita uma larga faixa espectral.

Neste contexto, analisamos a evolução temporal da função de distribuição dos elétrons do
sistema plasma-feixe e das intensidades das ondas eletrostáticas de Langmuir e íon-acústicas
incorporando efeitos da teoria de turbulência fraca dos plasmas.

3.1 Formalismo de Klimontovich
O formalismo de Klimontovich foi desenvolvido com o intuito de realizar uma derivação

autoconsistente das equações cinéticas completas de um plasma térmico, a partir de primeiros
princípios (Klimontovich, 1967; Krall and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

3.1.1 A equação de Klimontovich-Dupree
O plasma é assumido ser composto por partículas pontuais, sem momento angular intrín-

seco, cuja dinâmica é determinada pela Mecânica Newtoniana não relativística. As partículas
possuem massa e carga elétrica e sua dinâmica é determinada pela ação da força de Lorentz,
a qual contém campos eletromagnéticos gerados tanto externamente ao plasma quanto os cam-
pos autoconsistentes. As partículas do plasma são divididas em diferentes espécies, cada uma
caracterizada pelas suas massas e cargas elétricas.

Desta maneira, se ra
i (t) e va

i (t) são, respectivamente, a posição instantânea1 da i-ésima
partícula da espécie a e sua correspondente velocidade instantânea, as equações de movimento
desta partícula são

dra
i (t)
dt

= va
i (t), (3.1a)

ma
dva

i (t)
dt

= ea

[
E (ra

i (t), t) + 1
c

va
i (t) × B (ra

i (t), t)
]′

. (3.1b)

1Neste capítulo a notação adotada para o vetor posição instantânea é a mesma utilizada em Yoon (2019) [r(t)]
e irá substituir a notação de Krall and Trivelpiece (1986) presente no capítulo 2 [x(t)].

33
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Em (3.1a) e (3.1b), ma é a massa de uma partícula da espécie a e ea a sua carga elétrica.
Adicionalmente, E (r, t) e B (r, t) são os campos eletromagnéticos totais percebidos pela carga
na sua posição instantânea. O apóstrofe (′) na equação (3.1b) indica que os campos gerados
pela própria partícula devem ser excluídos, evitando assim a ocorrência de autointeração.

Os campos E (r, t) e B (r, t) devem ser determinados a partir das equações2de Maxwell:

∂

∂r
× E(r, t) + 1

c

∂

∂t
B(r, t) = 0, (3.2a)

∂

∂r
· B(r, t) = 0, (3.2b)

∂

∂r · E(r, t) = 4πρ(r, t), (3.2c)
∂

∂r × B(r, t) − 1
c

∂

∂t
E(r, t) = 4π

c
j(r, t). (3.2d)

Nestas equações, os termos de fonte, isto é, as densidades de carga e corrente elétricas, contém
somente as contribuições das partículas do plasma. Devido à natureza discreta das mesmas, os
termos de fonte são dados por

ρ(r, t) =
∑

a

ea

N̄a∑
i=1

δ [r − ra
i (t)] , (3.2e)

j(r, t) =
∑

a

ea

N̄a∑
i=1

va
i (t)δ [r − ra

i (t)] , (3.2f)

sendo N̄a o número total de partículas da espécie a e δ a função delta de Dirac.
Neste ponto, define-se a densidade de pontos representativos no espaço de fase do sistema,

Na (r, v, t) =
N̄a∑
i=1

δ [v − va
i (t)] δ [r − ra

i (t)] . (3.3)

A quantidade Na (r, v, t) é denominada distribuição de Klimontovich (Klimontovich, 1967; Krall
and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019). Na literatura, Na (r, v, t) também é denominada função de
Klimontovich, embora formalmente seja uma distribuição, ou função generalizada. Temos,

ˆ
Na (r, v, t) dr dv = N̄a.

As equações de Maxwell (3.2a) – (3.2d) podem ser reescritas em termos de Na(r, v, t) como:

∂

∂r × E(r, t) + 1
c

∂

∂t
B(r, t) = 0, (3.4a)

∂

∂r · B(r, t) = 0, (3.4b)
∂

∂r · E(r, t) = 4π
∑

a

ea

ˆ
Na(r, v, t) dv, (3.4c)

∂

∂r × B(r, t) − 1
c

∂

∂t
E(r, t) = 4π

c

∑
a

ea

ˆ
vNa(r, v, t) dv. (3.4d)

2Neste momento é feita mais uma modificação na notação. Com o intuito de mantê-la consistente com a
notação de Yoon (2019) os operadores diferenciais divergente e rotacional foram substituídos por ∇· → ∂

∂r · e
∇× → ∂

∂r ×, respectivamente.
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Verifica-se facilmente que Na(r, v, t), em conjunto com as equações de movimento (3.1a) e
(3.1b), satisfazem a equação de Klimontovich-Dupree[

∂

∂t
+ v · ∂

∂r + ea

ma

(
E(r, t) + v

c
× B(r, t)

)′
· ∂

∂v

]
Na(r, v, t) = 0. (3.5)

Entre outras propriedades, (3.5) reflete o fato de que as partículas não podem ser criadas nem
destruídas.

A equação de Klimontovich-Dupree é formalmente idêntica à equação de Vlasov (Krall and
Trivelpiece, 1986), porém com a diferença que Na(r, v, t) não é uma distribuição suave, mas sim
dada por uma coleção de funções delta (3.3). As singularidades associadas às distribuições delta
de Dirac que compõe a função de Klimontovich Na(r, v, t) geram os efeitos discretos, como será
ressaltado posteriormente (Yoon, 2019).

3.1.2 Médias de ensemble e flutuações
Formalmente, as equações de Klimontovich-Dupree (3.5), para todas as espécies de partí-

culas, em conjunto com as equações de Maxwell (3.4a) – (3.4d) descrevem de forma exata e
autoconsistente a dinâmica do plasma como um sistema composto por partículas carregadas
e campos eletromagnéticos. Contudo, estas equações possuem limitada aplicação por serem
demasiado complicadas.

Para simplificar o tratamento matemático da dinâmica do plasma, adota-se neste ponto
uma descrição estatística baseada em médias de ensemble sobre o espaço de fase, aplicadas nas
equações (3.4a) – (3.4d) e (3.5). A descrição adotada aqui segue a abordagem apresentada em
Yoon (2019) a qual, por sua vez, é baseada na derivação realizada por Sitenko (1982).

Seja Γ o espaço de fase de 6N dimensões composto pelas 3N coordenadas e 3N componentes
das velocidades das N = ∑

a N̄a partículas que compõe o plasma. Tratando este plasma como
um sistema estatístico, o conjunto das N partículas que o compõe ocupam, em um determi-
nado instante t, um ponto representativo no espaço de fase Γ, em função tanto das interações
autoconsistentes internas entre as partículas, quanto em função dos campos externos e outros
agentes externos que atuam sobre o plasma. Para um determinado conjunto de valores dos
agentes externos, o número de diferentes estados internos acessíveis às partículas no mesmo ins-
tante de tempo é usualmente muito grande, o que resulta na existência de um número grande
de pontos representativos no espaço de fase que são acessíveis ao plasma. Cada ponto represen-
tativo representa assim um sistema físico fictício possível e a coleção de sistemas idênticos, cada
um ocupando um ponto representativo no espaço de fase Γ sob o mesmo conjunto de agentes
externos, é denominado um ensemble (Huang, 1987; Reichl, 2016).

Para introduzir a descrição estatística, escreve-se as quantidades físicas como uma média e
uma flutuação em torno desta média:

Na (r, v, t) = ⟨Na (r, v, t)⟩ + δNa (r, v, t) , (3.6a)
E(r, t) = ⟨E(r, t)⟩ + δE(r, t), (3.6b)
B(r, t) = ⟨B(r, t)⟩ + δB(r, t), (3.6c)

onde ⟨. . . ⟩ representa a média de ensemble e δ indica as flutuações em torno desta média.
No caso em que as quantidades médias são espacialmente uniformes e os campos médios são

inexistentes, as médias de ensemble resultam escritas

⟨Na(r, v, t)⟩ = fa (v, t) , ⟨E (r, t)⟩ = 0, ⟨B (r, t)⟩ = 0. (3.6d)

A quantidade fa(v, t) é a função de Klimontovich suavizada pela média de ensemble. Por sua
vez, a imposição de médias de ensemble nulas para os campos é consistente com o tratamento
da turbulência em um plasma sem campos externos.
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Por sua vez, as flutuações em torno das médias de ensemble serão supostas serem consequên-
cias de um estado turbulento do plasma que pode ser caracterizado por variações aleatórias das
grandezas físicas. Essas variações aleatórias ocorrem no espaço, no tempo e também nas fases
dos campos microscópicos. Por esta razão, será assumido que

⟨δNa(r, v, t)⟩ = ⟨δE(r, t)⟩ = ⟨δB(r, t)⟩ = 0, (3.7)

sendo que neste caso a média de ensemble pode ser realizada sobre o tempo, o espaço ou sobre as
fases das flutuações. Este tipo de turbulência é denominada incoerente. É importante enfatizar
que nem todos processos turbulentos satisfazem (3.7). Nesta situação, a turbulência é dita
coerente.

De agora em diante, o símbolo ⟨· · ·⟩ irá representar a média de ensemble sobre as fases
aleatórias dos campos em um regime de turbulência incoerente.

3.2 Turbulência eletrostática em plasmas sem campos
O formalismo de Klimontovich introduzido na seção 3.1 para uma turbulência genérica em

um plasma sem campos externos será agora reduzido para o caso particular de turbulência
eletrostática, isto é, turbulência gerada por oscilações longitudinais das partículas que geram
somente campos elétricos (não estacionários) microscópicos autoconsistentes.

3.2.1 Equações de evolução da turbulência eletrostática
Como é bem sabido, neste caso a Lei de Faraday (3.4a) permite escrever

∂

∂r × E (r, t) = 0 =⇒ E (r, t) = −∂

∂rϕ (r, t) ,

sendo ϕ (r, t) o potencial escalar elétrico. Como não há campo elétrico externo, (3.6b) leva a

E(r, t) = δE(r, t) =⇒ ϕ (r, t) = δϕ (r, t) .

Ou seja, ⟨ϕ (r, t)⟩ = 0 e o potencial elétrico é devido unicamente ao potencial flutuante, gerado
pela turbulência eletrostática microscópica. Para simplificar a notação, de agora em diante o
potencial flutuante será representado sem o símbolo “δ”.

Dessa maneira, as equações (3.4c) e (3.5) se tornam

∇2ϕ (r, t) = −4π
∑

a

ea

ˆ
δNa (r, v, t) dv, (3.8a)[

∂

∂t
+ v · ∂

∂r − ea

ma

∂

∂r (ϕ (r, t))′ · ∂

∂v

]
Na (r, v, t) = 0, (3.8b)

sendo ∇2 o operador laplaciano. A forma (3.8a) para a equação de Poisson segue da condição
de quase neutralidade ∑

a

ea

ˆ
fa (v, t) dv = 0.

As equações (3.8a) e (3.8b) não serão manipuladas diretamente nestas formas. Será, ou-
trossim, primeiramente considerada a função de Klimontovich para partículas da espécie a não
interagentes (i.e., livres) N0

a (r, v, t). De (3.1a), (3.1b) e (3.3),

N0
a (r, v, t) =

N̄a∑
i=1

δ [r − ra
i (t)] δ (v − va

i ) ,
dra

i

dt
= va

i , va
i = cte. (3.9a)
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De acordo com (3.5), a função N0
a (r, v, t) satisfaz(

∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)
N0

a (r, v, t) = 0. (3.9b)

Aplicando-se a média de ensemble sobre esta equação, resulta(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)〈
N0

a (r, v, t)
〉

= 0. (3.9c)

Introduz-se também a expansão (3.6a) para N0
a (r, v, t),

N0
a (r, v, t) =

〈
N0

a (r, v, t)
〉

+ δN0
a (r, v, t) . (3.9d)

Lembrando que Na (r, v, t) denota o valor exato da densidade de pontos no espaço de fase para
um sistema de partículas e campos interagindo de uma maneira autoconsistente, a distribuição
N0

a (r, v, t) descreve a mesma densidade de pontos representativos, porém para um gás ideal de
partículas livres. Neste sentido, a diferença Na (r, v, t)−N0

a (r, v, t) denota a evolução do plasma
no espaço de fase enfatizando-se somente os efeitos coletivos das interações entre os objetos do
sistema, após a subtração dos efeitos das partículas independentes.

Por esta razão, é conveniente subtrair-se a equação (3.9b) da equação completa (3.8b), ob-
tendo assim a nova equação(

∂

∂t
+ v · ∂

∂r

) [
Na (r, v, t) − N0

a (r, v, t)
]

= ea

ma

∂

∂r (ϕ (r, t))′ · ∂

∂vNa (r, v, t) .

Introduzindo agora as expansões (3.6a) e (3.9d), resulta

∂

∂t
fa (v, t) +

(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

) [
δNa (r, v, t) − δN0

a (r, v, t)
]

= ea

ma

∂

∂vfa (v, t) · ∂

∂r (ϕ (r, t))′ + ea

ma

∂

∂v ·
[
δNa (r, v, t) ∂

∂r (ϕ (r, t))′
]

, (3.10)

onde foram também empregadas a equação (3.9c) e a identidade

∂

∂v
δNa (r, v, t) · ∂

∂r
(ϕ (r, t))′ = ∂

∂v
·
[
δNa (r, v, t) ∂

∂r
(ϕ (r, t))′

]
.

Tomando-se a média de ensemble de (3.10) resulta

∂

∂t
fa (v, t) = ea

ma

∂

∂v ·
〈

δNa (r, v, t) ∂

∂r (ϕ (r, t))′
〉

, (3.11)

a qual é a equação de evolução da função de distribuição fa (v, t).
Finalmente, subtraindo (3.11) de (3.10), obtém-se a equação de evolução da flutuação,(
∂

∂t
+ v · ∂

∂r

) [
δNa (r, v, t) − δN0

a (r, v, t)
]

= ea

ma

∂

∂vfa (v, t) · ∂

∂r (ϕ (r, t))′

+ ea

ma

∂

∂v ·
[
δNa (r, v, t) ∂

∂r (ϕ (r, t))′ −
〈

δNa (r, v, t) ∂

∂r (ϕ (r, t))′
〉]

. (3.12)

As equações (3.8a), (3.11) e (3.12) formam o núcleo do tratamento adotado neste capítulo.
Manipulações adicionais se fazem necessárias para que sejam obtidas expressões adequadas para
aplicações práticas da teoria de Klimontovich.
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3.2.2 Funções de correlação
Embora as flutuações possuam médias de ensemble nulas, as médias dos produtos das flu-

tuações em geral não são zero. Isto ocorre porque os estados das flutuações em dois instantes
distintos de tempo e em dois pontos distintos do espaço possuem relações do tipo causa-e-efeito
oriundas das interações internas no sistema. Por exemplo, dados os pontos r1 ̸= r2 e os instantes
t1 < t2, o valor de ϕ (r1, t1) poderá afetar o valor de δNa (r2, v, t2) ou de qualquer outra flutuação
em (r2, t2). Por esta razão, correlações estatísticas do tipo ⟨ϕ (r1, t1) δNa (r2, v, t2)⟩ deverão ser
consideradas por serem consequência da natureza estatística da turbulência no plasma.

Figura 3.1: Representação
pictórica da função de corre-
lação entre dois pontos.

Neste trabalho, o plasma é suposto homogêneo e estacionário
e a turbulência que ocorre no mesmo devido às interações entre
as partículas e os campos terá a mesma natureza. Denotando por
δf (r, t), δg (r, t), etc, quaisquer flutuações ocorrendo no plasma,
as funções de correlação de dois corpos ou de dois pontos são
definidas como a média de ensemble ⟨δf (r, t) δg (r′, t′)⟩. A figura
3.1 ilustra a correlação entre dois pontos. A barra conectando
os pontos indica a existência de uma interação não local e causal
entre os mesmos.

Em um regime de turbulência homogênea e estacionária, a função de correlação de dois
pontos deve ter a forma 〈

δf (r, t) δg
(
r′, t′)〉 = ⟨δfδg⟩r−r′,t−t′ , (3.13)

sendo que a segunda forma ressalta o caráter homogêneo e estacionário da turbulência.
Para a função δN0

a (r, v, t), a função de correlação de dois pontos pode ser calculada a partir
de (3.9d), o que leva a〈

δN0
a (r, v, t) δN0

b

(
r′, v′, t′)〉 =

〈
N0

a (r, v, t) N0
b

(
r′, v′, t′)〉−

〈
N0

a (r, v, t)
〉〈

N0
b

(
r′, v′, t′)〉 .

Como esta correlação ocorre para partículas independentes, para espécies distintas
〈
N0

a N0
b

〉
=〈

N0
a

〉 〈
N0

b

〉
, uma vez que as partículas são todas descorrelacionadas, de onde resulta

〈
δN0

a δN0
b

〉
=

0 para b ̸= a.
Por outro lado, se b = a, a partir de (3.9a) e como ra

i (t) = ra
i0 + va

i t, escreve-se

〈
δN0

a (r, v, t) δN0
a

(
r′, v′, t′)〉 = δ

(
v − v′) δ

[
r − r′ − v

(
t − t′)] N̄a∑

i=1
⟨δ (r − ra

i0 − va
i t) δ (v − va

i )⟩

+
N̄a∑

i,j=1
(i ̸=j)

〈
δ (r − ra

i0 + va
i t) δ (v − va

i ) δ
(
r′ − ra

j0 + va
j t′
)

δ
(
v′ − va

j

)〉

−
〈
N0

a (r, v, t)
〉〈

N0
a

(
r′, v′, t′)〉 ,

onde foi empregada a propriedade δ (x − a) δ (y − a) = δ (x − y) δ (x − a). Novamente, como as
partículas são descorrelacionadas, o segundo e o terceiro termo na expressão acima se cancelam.
Já o primeiro termo contém

N̄a∑
i=1

⟨δ (r − ra
i0 − va

i t) δ (v − va
i )⟩ =

〈
N0

a (r, v, t)
〉

≈ fa (v, t) ,

onde foi suposto que
〈
N0

a (r, v, t)
〉

≈ ⟨Na (r, v, t)⟩ e empregada (3.6d). Portanto, obteve-se〈
δN0

a (r, v, t) δN0
b

(
r′, v′, t′)〉 = δabδ

[
r − r′ − v

(
t − t′)] δ

(
v − v′) fa (v, t) . (3.14)
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Introduzindo agora a notação compacta x = (r, v), considera-se a seguir a função de cor-
relação de dois pontos da função de Klimontovich Na (x, t). Inicialmente, a partir de (3.3)
escreve-se 〈

Na (x, t) Nb

(
x′, t

)〉
=

N̄a∑
i=1

N̄b∑
j=1

〈
δ [x − xa

i (t)] δ
[
x′ − xb

j (t)
]〉

.

Deve-se observar que a correlação é tomada entre as funções de Klimontovich no mesmo instante
de tempo.

Esta expressão pode ser escrita da seguinte maneira:

〈
Na (x, t) Nb

(
x′, t

)〉
= δabδ

(
x − x′) fa (v, t) +

N̄a∑
i=1

(i ̸=j)

N̄b∑
j=1

〈
δ [x − xa

i (t)] δ
[
x′ − xb

j (t)
]〉

,

tendo sido empregado (3.6d). Note que a condição i ̸= j somente faz realmente sentido quando
a = b.

Definindo agora a função de distribuição de probabilidades de duas partículas

fab
2
(
x, x′, t

)
=

N̄a∑
i=1

(i ̸=j)

N̄b∑
j=1

〈
δ [x − xa

i (t)] δ
[
x′ − xb

j (t)
]〉

,

obtém-se então 〈
Na (x, t) Nb

(
x′, t

)〉
= δabδ

(
x − x′) fa (v, t) + fab

2
(
x, x′, t

)
.

A função de distribuição de duas partículas fab
2 (x, x′, t) descreve a densidade de probabilidade

de se encontar, no mesmo instante t, uma partícula da espécie a em x e uma partícula da espécie
b em x′. Esta distribuição é muitas vezes escrita como

fab
2
(
x, x′, t

)
= fa (v, t) fb

(
v′, t

)
+ gab

2
(
x, x′, t

)
,

sendo que gab
2 (x, x′, t) = 0 caso as partículas a sejam descorrelacionadas das partículas b. Esta

função contém, portanto, a informação da correlação irredutível entre estas partículas.
Portanto, uma outra expressão para a função de correlação de dois corpos é〈

Na (x, t) Nb

(
x′, t

)〉
= fa (v, t) fb

(
v′, t

)
+ δabδ

(
x − x′) fa (v, t) + gab

2
(
x, x′, t

)
. (3.15)

Figura 3.2: Representação
da função de correlação de
três pontos.

Dado o resultado (3.15), obtém-se facilmente a seguinte ex-
pressão para a função de correlação envolvendo as flutuações
δNa (x, t),〈

δNa (x, t) δNb

(
x′, t

)〉
= δabδ

(
x − x′) fa (v, t) + gab

2
(
x, x′, t

)
,

(3.16)
onde foram novamente empregados (3.6a) e (3.6d).

Define-se agora a função de correlação de três corpos ou três
pontos em um regime de turbulência homogênea e estacionária
como〈

δf (r, t) δg
(
r′, t′) δh

(
r′′, t′′)〉 = ⟨δfδgδh⟩r−r′−r′′,t−t′−t′′ . (3.17)

A correlação de três pontos está representada na figura 3.2. A barra conectando os três pontos
indica a existência de uma interação não local e causal entre os três pontos.
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Para obter a função de correlação de três pontos para a função de Klimontovich e sua
flutuação, procede-se de forma semelhante ao processo de derivação de (3.15) e (3.16). Obtém-
se dessa forma as seguintes funções de correlações de três pontos (Yoon, 2019)

〈
Na (x, t) Nb

(
x′, t

)
Nc
(
x′′, t

)〉
= fa (v, t) fb

(
v′, t

)
fc
(
v′′, t

)
+ fa (v, t) gbc

2
(
x′, x′′, t

)
+ fb

(
v′, t

)
gac

2
(
x, x′′, t

)
+ fc

(
v′′, t

)
gab

2
(
x, x′, t

)
+ δacδ

(
x − x′′) [fa (v, t) fb

(
v′, t

)
+ gab

2
(
x, x′, t

)]
+ δabδ

(
x − x′) [fb

(
v′, t

)
fc
(
v′′, t

)
+ gbc

2
(
x′, x′′, t

)]
+ δbcδ

(
x′ − x′′) [fa (v, t) fc

(
v′′, t

)
+ gac

2
(
x, x′′, t

)]
+ δabδbcδ

(
x − x′) δ

(
x − x′′) fa (v, t)

+ gabc
3
(
x, x′, x′′, t

)
,

(3.18)

〈
δNa (x, t) δNb

(
x′, t

)
δNc

(
x′′, t

)〉
= δabδbcδ

(
x − x′) δ

(
x − x′′) fa (v, t)

+ δacδ
(
x − x′′) gab

2
(
x, x′, t

)
+ δabδ

(
x − x′) gbc

2
(
x′, x′′, t

)
+ δbcδ

(
x′ − x′′) gac

2
(
x, x′′, t

)
+ gabc

3
(
x, x′, x′′, t

)
,

(3.19)

onde gabc
3 (x, x′, x′′, t) descreve a parte irredutível da correlação entre as três espécies de partí-

culas.
Finalmente, a função de correlação de quatro corpos ou quatro pontos pode ser escrita como〈
δf (r, t) δg

(
r′, t′) δh

(
r′′, t′′) δw

(
r′′′, t′′′)〉 = ⟨δfδg⟩r−r′,t−t′ ⟨δhδw⟩r′′−r′′′,t′′−t′′′

+ ⟨δfδh⟩r−r′′,t−t′′ ⟨δgδw⟩r′−r′′′,t′−t′′′

+ ⟨δfδw⟩r−r′′′,t−t′′′ ⟨δgδh⟩r′−r′′,t′−t′′

+ ⟨δfδgδhδw⟩r−r′,r′−r′′,r′′−r′′′;t−t′,t′−t′′,t′′−t′′′ . (3.20)

De forma distinta ao que ocorreu com as correlações de ordem mais baixa, as correlações entre
quatro pontos podem ser divididas por interações entre pares de pontos mais uma correlação
irredutível entre os quatro pontos. A figura 3.3 ilustra essas possibilidades.

Figura 3.3: Representações das possíveis interações que compõe a função de correlação de quatro
pontos.

Em todas as expressões obtidas nesta seção para as correlações da função de Klimontovich
e sua flutuação, ou seja, expressões (3.14) – (3.20), observa-se a presença de pelo menos um
termo semelhante a δ (x − x′) fa (v, t), embora as correlações tenham sido obtidas por cálculos
de médias de ensemble. A permanência de termos como esses é devida a efeitos de partículas
discretas que ainda ocorrem sobre as correlações.
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Se esses termos oriundos dos efeitos de partículas discretas fossem ignorados nas correlações,
as expressões acima ((3.14), (3.15), (3.16), (3.18) e (3.19)) se reduziriam a〈

δN0
a (r, v, t) δN0

b

(
r′, v′, t′)〉 = 0,〈

Na (x, t) Nb

(
x′, t

)〉
= fa (v, t) fb

(
v′, t

)
+ gab

2
(
x, x′, t

)
,〈

δNa (x, t) δNb

(
x′, t

)〉
= gab

2
(
x, x′, t

)
,〈

Na (x, t) Nb

(
x′, t

)
Nc
(
x′′, t

)〉
= fa (v, t) fb

(
v′, t

)
fc
(
v′′, t

)
+ fa (v, t) gbc

2
(
x′, x′′, t

)
+ fb

(
v′, t

)
gac

2
(
x, x′′, t

)
+ fc

(
v′′, t

)
gab

2
(
x, x′, t

)
+ gabc

3
(
x, x′, x′′, t

)
,〈

δNa (x, t) δNb

(
x′, t

)
δNc

(
x′′, t

)〉
= gabc

3
(
x, x′, x′′, t

)
,

e o tratamento acabaria levando à teoria de Vlasov discutida no capítulo 2 (Yoon, 2019). Isto
ocorre justamente porque na teoria de Vlasov os efeitos de partículas discretas são ignorados.

Contudo, não há justificativa a priori para se ignorar esses efeitos e as expressões completas
(3.14) – (3.20) devem ser consideradas. Não obstante, será mostrado a posteriori que esses
termos possuem contribuições da ordem de grandeza do parâmetro de plasma, g = 1/nλ3

D (1.2),
o qual é muito pequeno nas condições típicas do regime de turbulência fraca. Por esta razão,
termos não lineares oriundos dessas contribuições de partícula única podem ser desprezados
frente a termos de maior importância.

3.2.3 Hipótese de duas escalas temporais e formas espectrais
Será realizada agora a hipótese de que a evolução dinâmica do plasma ocorre em duas escalas

temporais típicas, denominadas escala rápida (tr) e escala lenta (tℓ). Se τr é um intervalo de
tempo típico na escala rápida, enquanto que τℓ é um intervalo típico na escala lenta, então
τr ≪ τℓ.

A existência de duas escalas temporais está baseada na suposição de que as médias de
ensemble variam no tempo na escala lenta. Por sua vez, as flutuações em torno das médias
ocorrem nas duas escalas, sendo que as variações nas amplitudes das flutuações ocorrem na
escala lenta, existindo porém oscilações sobrepostas que ocorrem na escala rápida. A concepção
da variação temporal das flutuações ocorrendo em duas escalas temporais pode ser comparada
ao que ocorre com uma onda de rádio de amplitude modulada, na qual a onda portadora é
gerada em uma alta frequência (i.e., na escala rápida), mas com uma amplitude que varia em
uma escala de tempo muito mais lenta.

De acordo com a hipótese das duas escalas temporais, as funções de Klimontovich e o poten-
cial elétrico para o tratamento da turbulência eletrostática em um plasma sem campos passam
a ser formalmente escritos como

Na (r, v, t) = fa (v, tℓ) + δNa (r, v, tr, tℓ) ,

N0
a (r, v, t) =

〈
N0

a (r, v, tℓ)
〉

+ δN0
a (r, v, tr, tℓ) ,

ϕ (r, t) = ϕ (r, tr, tℓ) .

Uma vez estabelecidas as escalas temporais, aplicam-se sobre as flutuações transformações
de Fourier no espaço e transformações de Laplace na escala rápida do tempo, definindo-se dessa
forma as quantidades

δNa
k,ω (v, tℓ) = 1

(2π)4

ˆ
dr

ˆ ∞

0
dtr δNa (r, v, tr, tℓ) e−i(k·r−ωtr) (3.21a)

δNa0
k,ω (v, tℓ) = 1

(2π)4

ˆ
dr

ˆ ∞

0
dtr δN0

a (r, v, tr, tℓ) e−i(k·r−ωtr) (3.21b)
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ϕk,ω (tℓ) = 1
(2π)4

ˆ
dr

ˆ ∞

0
dtr ϕ (r, tr, tℓ) e−i(k·r−ωtr), (3.21c)

sendo que as flutuações no espaço de Fourier-Laplace continuam sendo funções do tempo na
escala lenta.

As quantidades δNa
k,ω, δNa0

k,ω e ϕk,ω são denominadas as formas espectrais das correspon-
dentes quantidades físicas no espaço de configuração.

As correspondentes transformações inversas são:

δNa (r, v, tr, tℓ) =
ˆ

dk
ˆ

L
dω δNa

k,ω (v, tℓ) ei(k·r−ωtr) (3.22a)

δN0
a (r, v, tr, tℓ) =

ˆ
dk

ˆ
L

dω δNa0
k,ω (v, tℓ) ei(k·r−ωtr) (3.22b)

ϕ (r, tr, tℓ) =
ˆ

dk
ˆ

L
dω ϕk,ω (tℓ) ei(k·r−ωtr), (3.22c)

sendo que o caminho de integração L ocorre ao longo da reta sobre o plano complexo de ω,
estendendo-se de ω = −∞ a ω = +∞ e sendo deformado de forma a ficar abaixo de todas as
singularidades no integrando, como descrito pela prescrição de Landau (Krall and Trivelpiece,
1986).

Os caminhos e intervalos de integração escolhidos para as integrações em tr e ω garantem a
causalidade e a irreversibilidade nas interações que ocorrem durante a evolução da turbulência no
plasma. Uma discussão mais aprofundada envolvendo o conceito do amortecimento de Landau
já foi realizada na seção 2.2.3.

Neste ponto é interessante discutir propriedades das formas espectrais das funções de corre-
lação introduzidas na seção 3.2.2. Sem realizar a distinção entre as duas escalas temporais, se
δf (r, t), δg (r, t), etc, forem as partes flutuantes de quaisquer campos físicos em um regime de
turbulência homogênea e estacionária, a função de correlação de dois pontos deve ter a forma
dada por (3.13). Introduzindo as transformadas inversas (3.22), escreve-se

〈
δf (r, t) δg

(
r′, t′)〉 =

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′ 〈δfk,ωδgk′,ω′

〉
ei(k·r+k′·r′−ωt−ω′t′),

onde o integrando
〈
δfk,ωδgk′,ω′

〉
é uma forma espectral para a correlação no espaço de configu-

ração.
Contudo, se a correlação entre pontos distintos no espaço de Fourier-Laplace tiver a forma〈

δfk,ωδgk′,ω′
〉

= δ
(
k + k′) δ

(
ω + ω′) ⟨δfδg⟩k,ω , (3.23a)

obtém-se então〈
δf (r, t) δg

(
r′, t′)〉 =

ˆ
dkdω ⟨δfδg⟩k,ω ei[k·(r−r′)−ω(t−t′)] = ⟨δfδg⟩r−r′,t−t′ . (3.23b)

Ou seja, a forma (3.13) para um regime de turbulência homogênea e estacionária é automatica-
mente obtida.

Portanto, expressão (3.23a) é a forma correta para a forma espectral da correlação entre dois
pontos. Uma expressão equivalente para (3.23a) é

⟨δfδg⟩k,ω =
〈
δfk,ωδg−k,−ω

〉
. (3.23c)

Finalmente, se r = r′ e t = t′, obtém-se uma outra propriedade útil para a correlação entre
duas flutuações no mesmo ponto,

⟨δf (r, t) δg (r, t)⟩ =
ˆ

dkdω
〈
δfk,ωδg−k,−ω

〉
=
ˆ

dkdω ⟨δfδg⟩k,ω ,
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dada diretamente a partir de sua forma espectral.
Realizando um procedimento semelhante para as funções de correlação de três pontos (3.17)

ou de quatro pontos (3.20), obtém-se as expressões (Yoon, 2019)〈
δfk,ωδgk′,ω′δhk′′,ω′′

〉
= δ

(
k + k′ + k′′) δ

(
ω + ω′ + ω′′) ⟨δfδgδh⟩k,ω;k+k′,ω+ω′ , (3.24)〈

δfk,ωδgk′,ω′δhk′′,ω′′δwk′′′,ω′′′
〉

= δ
(
k + k′ + k′′ + k′′′) δ

(
ω + ω′ + ω′′ + ω′′′)

×
[
δ
(
k + k′) δ

(
ω + ω′) ⟨δfδg⟩k,ω ⟨δhδw⟩k′′,ω′′

+ δ
(
k + k′′) δ

(
ω + ω′′) ⟨δfδh⟩k,ω ⟨δgδw⟩k′,ω′

+ δ
(
k + k′′′) δ

(
ω + ω′′′) ⟨δfδw⟩k,ω ⟨δgδh⟩k′,ω′

+ ⟨δfδgδhδw⟩k,ω;k+k′,ω+ω′;k+k′+k′′,ω+ω′+ω′′

]
. (3.25)

Neste ponto é também importante obter a forma espectral da correlação de segunda ordem
entre as funções de partículas livres, dada por (3.14). Em primeiro lugar, observa-se que a mesma
apresenta claramente a dependência espaço-temporal dada por (3.13), a qual é a esperada em
turbulência homogênea e estacionária. Neste caso, de acordo com (3.23b), pode-se escrever

ˆ
dkdω

〈
δN0

a (v) δN0
b

(
v′)〉

k,ω
ei(k·ρ−ωτ) = δabδ (ρ − vτ) δ

(
v − v′) fa (v, t) ,

onde foram definidas as variáveis auxiliares ρ = r − r′ e τ = t − t′ e δab é a função delta de
Kronecker.

Aplica-se agora a transformação de Fourier-Laplace (3.21) em ambos os lados da expressão
acima. É importante mencionar aqui que, embora a transformação no tempo em (3.21) seja
realizada no intervalo 0 ⩽ t < ∞, a correlação contém também a variável 0 ⩽ t′ < ∞. Por esta
razão o intervalo correto de integração em τ é −∞ < τ < ∞. Fazendo uso das identidades

δ (ω) = 1
2π

ˆ ∞

−∞
dτ e±iωτ , δ (a − b) = 1

(2π)3

ˆ
dk e±i(a−b)·k, (3.26)

as quais são válidas para qualquer escolha de sinais, chega-se à forma espectral desejada,〈
δN0

a (v) δN0
b

(
v′)〉

k,ω
= (2π)−3 δabδ

(
v − v′) δ (ω − k · v) fa (v, t) . (3.27)

3.3 Solução perturbativa das equações de evolução na teoria de tur-
bulência fraca de Klimontovich

Serão aplicadas agora as transformações de Fourier-Laplace (3.21a) – (3.21c) sobre as equa-
ções de evolução (3.8a), (3.11) e (3.12).

Iniciando por (3.8a), obtém-se diretamente

ϕk,ω (t) = 4π

k2

∑
a

ea

ˆ
dv δNa

k,ω (v, t) . (3.28)

Por outro lado, em (3.11) introduz-se as transformadas inversas (3.22b) e (3.22c) para obter

∂

∂t
fa (v, t) = iea

ma

ˆ
dk dω

ˆ
dk′dω′ k′ · ∂

∂v

〈
δNa

k,ω (v, t) ϕk′,ω′ (t)
〉

ei[(k+k′)·r−(ω+ω′)tr]. (3.29)

Finalmente, em (3.12) também se faz necessário usar (3.22b) e (3.22c), resultando(
ω − k·v + i

∂

∂t

) [
δNa

k,ω (v, t) − δNa0
k,ω (v, t)

]
= − ea

ma
ϕk,ω (t) k·∂fa

∂v
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− 1
(2π)4

ea

ma

ˆ
dr

ˆ ∞

0
dtr

ˆ
dk′dω′

ˆ
dk′′dω′′ e−i[(k−k′−k′′)·r−(ω−ω′−ω′′)tr]

× k′ · ∂

∂v

[
δNa

k′′,ω′′ (v, t) ϕk′,ω′ (t) −
〈
δNa

k′′,ω′′ (v, t) ϕk′,ω′ (t)
〉]

.

Usando novamente (3.26), obtém-se
ˆ

dr
ˆ ∞

0
dtr e−i[(k−k′−k′′)·r−(ω−ω′−ω′′)tr] = (2π)4 δ

(
k − k′ − k′′) δ

(
ω − ω′ − ω′′) .

Desta maneira, as integrais em k′′ e ω′′ podem ser calculadas, resultando então(
ω − k·v + i

∂

∂t

) [
δNa

k,ω (v, t) − δNa0
k,ω (v, t)

]
= − ea

ma
ϕk,ω (t) k·∂

∂vfa (v, t)

− ea

ma

ˆ
dk′dω′ k′ · ∂

∂v

[
δNa

k−k′,ω−ω′ (v, t) ϕk′,ω′ (t) −
〈
δNa

k−k′,ω−ω′ (v, t) ϕk′,ω′ (t)
〉]

. (3.30)

É importante lembrar que todas as dependências temporais remanescentes em (3.28), (3.29)
e (3.30) ocorrem na escala lenta.

Para iniciar o método perturbativo de solução destas equações de evolução, é conveniente
primeiro definir

ω + i
∂

∂t
−→ ω. (3.31)

A derivada temporal na escala lenta será novamente explicitada durante o procedimento de
derivação das equações cinéticas.

Em seguida, define-se o operador vetorial diferencial

ga
k,ω = − ea

ma

1
ω − k·v + i0+

∂

∂v , (3.32)

no qual a quantidade ω já é dada por (3.31). O símbolo +i0+ indica explicitamente que a
frequência angular ω deve sempre ser interpretada como tendo uma parte imaginária positiva
infinitesimalmente pequena, em conformidade com a definição da transformada inversa de La-
place realizada em (3.22). O símbolo também indica que a prescrição de Landau, conforme
discutida na seção (2.2.3), deve sempre ser obedecida.

Com as definições (3.31) e (3.32), a equação (3.30) pode ser formalmente resolvida como

δNa
k,ω (v, t) = δNa0

k,ω (v, t) + k·ga
k,ωfa (v, t) ϕk,ω (t)

+
ˆ

dk′dω′ k′ · ga
k,ω

[
δNa

k−k′,ω−ω′ (v, t) ϕk′,ω′ (t) −
〈
δNa

k−k′,ω−ω′ (v, t) ϕk′,ω′ (t)
〉]

. (3.33)

Observa-se que esta solução ainda está numa forma transcendental3, uma vez que a flutuação
δNa

k faz parte também dos integrandos.
A equação (3.33) será resolvida aproximadamente de forma perturbativa por meio de um

processo iterativo de solução. Primeiro, para simplificar a notação, define-se q = (k, ω); além
disso, o símbolo “δ” na flutuação será excluído. Nesta notação compacta, (3.33) fica escrita

Na
q = Na(1)

q + T (2+)
{

Na
q−q1 , ϕq1

}
. (3.34)

Em (3.34),

Na(1)
q = Na0

q +
(
k·ga

q

)
faϕq, (3.35a)

3Para diferentes métodos de solução de equações transcendentais ver Boyd (2014).
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T (2+)
{

Na
q−q1 , ϕq1

}
=
ˆ

dq1
(
k1 · ga

q

) [
Na

q−q1ϕq1 −
〈
Na

q−q1ϕq1

〉]
.

Analisando os termos de (3.34) sob o ponto de vista de ordens de grandeza nas flutuações,
a função N

a(1)
q é de primeira ordem, o que é representado por N

a(1)
q ≃ O

(
δ1). Já o termo

remanescente em (3.34) contém contribuições de todas as ordens n ⩾ 2 nas flutuações, uma vez
que o mesmo é um funcional da solução completa multiplicada pela flutuação ϕq1 .

Por outro lado, se forem definidas as novas funções

Na(2)
q =

ˆ
dq1

(
k1 · ga

q

) [
N

a(1)
q−q1ϕq1 −

〈
N

a(1)
q−q1ϕq1

〉]
, (3.35b)

Na(3)
q =

ˆ
dq1

(
k1 · ga

q

) [
N

a(2)
q−q1ϕq1 −

〈
N

a(2)
q−q1ϕq1

〉]
, (3.35c)

...
...

observa-se claramente que N
a(2)
q ≃ O

(
δ2), N

a(3)
q ≃ O

(
δ3), etc.

As funções N
a(2)
q , N

a(3)
q , . . . , podem ser introduzidas em (3.34) ao se escrever

Na
q = Na(1)

q + Na(2)
q + T (3+)

{
Na

q−q1 , ϕq1

}
= Na(1)

q + Na(2)
q + Na(3)

q + T (4+)
{

Na
q−q1 , ϕq1

}
,

Na
q = Na(1)

q + Na(2)
q + Na(3)

q + · · · , (3.36)

onde

T (3+)
{

Na
q−q1 , ϕq1

}
= T (2+)

{
Na

q−q1 , ϕq1

}
− Na(2)

q (ordem n ⩾ 3),

T (4+)
{

Na
q−q1 , ϕq1

}
= T (3+)

{
Na

q−q1 , ϕq1

}
− Na(3)

q (ordem n ⩾ 4),
...

...
...

Assim, a solução formal (3.36) consiste em uma expansão perturbativa da solução transcen-
dental (3.34), escrita em termos de uma série (suposta convergente) cujos coeficientes são de
ordem monotonicamente crescente nas flutuações.

A teoria de turbulência fraca de Klimontovich consiste em obter a solução aproximada de
(3.36) ao se truncar a série, desprezando-se todos os termos de ordem O

(
δ4+). Efetivamente,

isto significa que correlações de quarta ordem e superiores são desprezadas.
A forma explícita para (3.35b) pode ser escrita como

Na(2)
q =

ˆ
dq1

(
k1 · ga

q

) [
Na0

q−q1ϕq1 −
〈
Na0

q−q1ϕq1

〉]
+
ˆ

dq1
(
k1 · ga

q

) [
(k − k1) ·ga

q−q1

]
fa [ϕq−q1ϕq1 − ⟨ϕq−q1ϕq1⟩] .

Já a forma explícita para (3.35c) resulta

Na(3)
q =

ˆ
dq1

ˆ
dq2

(
k1 · ga

q

) (
k2 · ga

q−q1

)
×
[
ϕq1ϕq2Na0

q−q1−q2 − ϕq1

〈
ϕq2Na0

q−q1−q2

〉
−
〈
ϕq1ϕq2Na0

q−q1−q2

〉]
+
ˆ

dq1

ˆ
dq2

(
k1 · ga

q

) (
k2 · ga

q−q1

) [
(k − k1 − k2) ·ga

q−q1−q2

]
fa

× [ϕq1ϕq2ϕq−q1−q2 − ϕq1 ⟨ϕq2ϕq−q1−q2⟩ − ⟨ϕq1ϕq2ϕq−q1−q2⟩] .
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Pode-se obter uma forma mais compacta para as expressões acima definindo-se os operadores

I(2) =
ˆ

dq1

ˆ
dq2 δ (q − q1 − q2) (3.37a)

I(3) =
ˆ

dq1

ˆ
dq2

ˆ
dq3 δ (q − q1 − q2 − q3) . (3.37b)

Em termos destes operadores e adicionando N
a(2)
q e N

a(3)
q em (3.36), obtém-se

Na
q = Na0

q +
(
k · ga

q

)
faϕq

+ I(2)
(
k1 · ga

q

) [
ϕq1Na0

q2 −
〈
ϕq1Na0

q2

〉]
+ I(3)

(
k1 · ga

q

) (
k2 · ga

q−q1

) [
ϕq1ϕq2Na0

q3 − ϕq1

〈
ϕq2Na0

q3

〉
−
〈
ϕq1ϕq2Na0

q3

〉]
+ I(2)

(
k1 · ga

q

) (
k2·ga

q2

)
fa [ϕq1ϕq2 − ⟨ϕq1ϕq2⟩]

+ I(3)
(
k1 · ga

q

) (
k2 · ga

q−q1

) (
k3·ga

q3

)
fa [ϕq1ϕq2ϕq3 − ϕq1 ⟨ϕq2ϕq3⟩ − ⟨ϕq1ϕq2ϕq3⟩] .

No resultado acima, os termos que contêm contribuições não lineares das flutuações das
partículas livres Na0

q serão desprezados. A justificativa está relacionada à discussão realizada no
final da seção 3.2.2 concernente aos efeitos de partículas discretas. Como esses efeitos, no regime
de turbulência fraca, são da ordem de grandeza do parâmetro de plasma g = 1/nλ3

D ≪ 1, os
termos não lineares envolvendo os mesmos na expansão de Na

q serão pequenos em comparação
com os demais.

Adicionalmente, a expansão acima, embora formalmente correta, não é simétrica frente a
troca das variáveis de integração. Entretanto, uma expressão simétrica pode ser obtida levando-
se em conta que os operadores I(2) e I(3) são invariantes frente às permutações q1 ↔ q2 ↔ q3.
Dessa maneira, o termo atuado por I(2) deve ser simetrizado pela permutação q1 ↔ q2, ao passo
que o termo atuado por I(3) deve ser simetrizado pela permutação q2 ↔ q3.

Portanto, a solução perturbada e simétrica para Na
q resulta finalmente

Na
q = Na0

q + α (q) faϕq

+ I(2)α(2) (q1 | q2) fa [ϕq1ϕq2 − ⟨ϕq1ϕq2⟩]
+ I(3)α(3) (q1 | q2 | q3) fa [ϕq1ϕq2ϕq3 − ϕq1 ⟨ϕq2ϕq3⟩ − ⟨ϕq1ϕq2ϕq3⟩] , (3.38)

onde

α (q) = k · ga
q

α(2) (q1 | q2) = 1
2
[(

k1 · ga
q

) (
k2·ga

q2

)
+
(
k2 · ga

q

) (
k1·ga

q1

)]
α(3) (q1 | q2 | q3) = 1

2
(
k1 · ga

q

) [(
k2 · ga

q−q1

) (
k3·ga

q3

)
+
(
k3 · ga

q−q1

) (
k2·ga

q2

)]
.

Observa-se claramente que

α(2) (q2 | q1) = α(2) (q1 | q2) , α(3) (q1 | q3 | q2) = α(3) (q1 | q2 | q3) .

Com a obtenção da solução perturbativa (3.38) é possível prosseguir com a derivação das
equações de evolução da turbulência eletrostática fraca em plasmas sem campos.

3.4 A equação de balanço espectral

Introduzindo (3.38) na equação de Poisson (3.28) obtém-se
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k2ϵ (q) ϕq − iI(2)k1k2 |k1 + k2| χ(2) (q1 | q2) [ϕq1ϕq2 − ⟨ϕq1ϕq2⟩]
− I(3)k1k2k3 |k1 + k2 + k3| χ̄(3) (q1 | q2 | q3) [ϕq1ϕq2ϕq3 − ϕq1 ⟨ϕq2ϕq3⟩ − ⟨ϕq1ϕq2ϕq3⟩]

=
∑

a

4πea

ˆ
dv Na0

q , (3.39)

onde foram introduzidas funções de resposta do plasma

χa (q) = −4πeana

k2

ˆ
dv α (q) Fa (3.40a)

ϵ (q) = 1 +
∑

a

χa (q) (3.40b)

χ(2) (q1 | q2) =
∑

a

χ(2)
a (q1 | q2) (3.40c)

χ(2)
a (q1 | q2) = − 4πieana

k1k2 |k1 + k2|

ˆ
dv α(2) (q1 | q2) Fa (3.40d)

χ̄(3) (q1 | q2 | q3) =
∑

a

χ̄(3)
a (q1 | q2 | q3) (3.40e)

χ̄(3)
a (q1 | q2 | q3) = 4πeana

k1k2k3 |k1 + k2 + k3|

ˆ
dv α(3)

a (q1 | q2 | q3) Fa, (3.40f)

sendo que χa (q) e ϵ (q) são respostas lineares do plasma frente a turbulência. A primeira
é denominada a susceptibilidade linear do plasma, enquanto que a segunda está intimamente
relacionada com a função dielétrica D (k, ω) discutida na seção 2.2.3 e em (Krall and Trivelpiece,
1986). Por esta razão, ϵ (q) é denominada a constante dielétrica do plasma.

Já as respostas χ(2) e χ̄(3) são as respostas não lineares, respectivamente em segunda e em
terceira ordem nas flutuações, denominadas susceptibilidades não lineares do plasma. Como a
equação de Poisson envolve correlações até a terceira ordem nas flutuações, diz-se que a teoria
de turbulência fraca é uma teoria de perturbação de terceira ordem.

Finalmente, foi definida uma nova forma para a função de distribuição de velocidades

fa (v, t) = naFa (v, t) ,

ˆ
dv Fa (v, t) = 1,

sendo na a densidade de número total das partículas da espécie a.
A equação (3.39) determina o potencial elétrico na sua forma espectral. Pode-se introduzir de

volta os operadores integrais (3.37a) e (3.37b) e escrever a mesma equação na forma equivalente

k2ϵ (q) ϕq − i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2) (q1 | q − q1) [ϕq1ϕq−q1 − ⟨ϕq1ϕq−q1⟩]

−
ˆ

dq1

ˆ
dq2 kk1k2 |k − k1 − k2| χ̄(3) (q1 | q2 | q − q1 − q2)

× [ϕq1ϕq2ϕq−q1−q2 − ϕq1 ⟨ϕq2ϕq−q1−q2⟩ − ⟨ϕq1ϕq2ϕq−q1−q2⟩]

=
∑

a

4πea

ˆ
dv Na0

q . (3.41)

A equação (3.41) determina a evolução do potencial elétrico no regime de turbulência fraca.
Contudo, o potencial não é a grandeza de maior interesse na teoria. É mais interessante obter-se
as equações de evolução das intensidades espectrais dos modos normais de oscilação do plasma,
as quais serão definidas mais adiante. Essas intensidades espectrais estão relacionadas com o
módulo quadrado do campo elétrico no espaço de Fourier-Laplace.

Com este intuito, multiplica-se (3.41) por ϕ−q e toma-se a média de ensemble do resultado.
Dessa forma, obtém-se
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k2ϵ (q) ⟨ϕ−qϕq⟩ − i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2) (q1 | q − q1) ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩

−
ˆ

dq1

ˆ
dq2 kk1k2 |k − k1 − k2| χ̄(3) (q1 | q2 | q − q1 − q2)

× [⟨ϕ−qϕq1ϕq2ϕq−q1−q2⟩ − ⟨ϕ−qϕq1⟩ ⟨ϕq2ϕq−q1−q2⟩]

=
∑

a

4πea

ˆ
dv

〈
ϕ−qNa0

q

〉
.

Observa-se a presença de correlações de segunda, terceira e quarta ordens neste resultado. Essas
diferentes correlações serão analisadas separadamente.

Em primeiro lugar, de (3.23c), conclui-se que ⟨ϕ−qϕq⟩ =
〈
ϕ2〉

q. Por outro lado, de (3.23a) e
(3.25),

⟨ϕ−qϕq1⟩ = δ (q − q1)
〈
ϕ2
〉

q
,

⟨ϕq2ϕq−q1−q2⟩ = δ (q − q1)
〈
ϕ2
〉

q2
,

⟨ϕ−qϕq1ϕq2ϕq−q1−q2⟩ ≈ δ (q − q1)
〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q2
+ δ (q − q2)

〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1

+ δ (q1 + q2)
〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1
,

onde a correlação irredutível de quarta ordem foi desprezada. Com estes resultados, obtém-se
então

k2ϵ (q)
〈
ϕ2
〉

q
− i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2) (q1 | q − q1) ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩

− 2
ˆ

dq1 k2k2
1χ̄(3) (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1

=
∑

a

4πea

ˆ
dv

〈
ϕ−qNa0

q

〉
. (3.42)

Observa-se que em (3.42) ainda restam as correlações
〈
ϕ−qNa0

q

〉
e ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩. Para a

primeira, retornando a (3.41) (com q → −q), multiplicando por Na0
q (v) e tomando a média de

ensemble, resulta

k2ϵ∗ (q)
〈
ϕ−qNa0

q

〉
+ i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2)∗ (q1 | q − q1)

〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉
− 2

ˆ
dq1 k2k2

1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)
〈
ϕ2
〉

q1

〈
ϕ−qNa0

q

〉
=
∑

b

4πeb

ˆ
dv′

〈
Na0

q (v) N b0
−q

(
v′)〉 ,

Introduzindo agora a correlação (3.27), resulta

[
k2ϵ∗ (q)

] 〈
ϕ−qNa0

q

〉
=

1 −
2
´

dq1 k2k2
1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2〉

q1

k2ϵ∗ (q)

−1

×
[
(2π)−3 4πeaδ (ω − k · v) fa (v, t)

−i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2)∗ (q1 | q − q1)

〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉]
.

O termo no denominador contém a quantidade∣∣∣∣∣∣
2
´

dq1 k2k2
1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2〉

q1

k2ϵ∗ (q)

∣∣∣∣∣∣ ≪ 1.
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Como esta quantidade é suposta pequena, aproxima-se1 −
2
´

dq1 k2k2
1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2〉

q1

k2ϵ∗ (q)

−1

≈ 1 +
2
´

dq1 k2k2
1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2〉

q1

k2ϵ∗ (q)

no primeiro termo no lado direito. Como o segundo termo do produto
[
k2ϵ∗ (q)

] 〈
ϕ−qNa0

q

〉
contém uma susceptibilidade de segunda ordem, este será simplesmente ignorado.

Obtém-se assim a primeira aproximação〈
ϕ−qNa0

q

〉
= 4πea

(2π)3 k2ϵ∗ (q)

(
1 + 2

ϵ∗ (q)

ˆ
dq1 k2

1χ̄(3)∗ (q1 | −q1 | q)
〈
ϕ2
〉

q1

)
δ (ω − k · v) fa (v, t)

− i

k2ϵ∗ (q)

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2)∗ (q1 | q − q1)

〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉
. (3.43)

Contudo, para empregar este resultado em (3.42), a expansão acima será também aproximada
pela unidade.

Dessa forma, (3.42) resulta escrita

k2ϵ (q)
〈
ϕ2
〉

q
− i

ˆ
dq1 kk1 |k − k1| χ(2) (q1 | q − q1) ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩

− 2
ˆ

dq1 k2k2
1χ̄(3) (q1 | −q1 | q)

〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1

=
∑

a

ˆ
dv (4πea)2

(2π)3 k2ϵ∗ (q)
δ (ω − k · v) fa (v, t)

− i
∑

a

4πea

kϵ∗ (q)

ˆ
dq1

ˆ
dv k1 |k − k1| χ(2)∗ (q1 | q − q1)

〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉
, (3.44)

na qual ainda restam as correlações de terceira ordem ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩ e
〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉
.

Para calcular estas correlações, retorna-se a (3.41) desprezando o termo de terceira ordem,

ϕq ≈ i

kϵ (q)

ˆ
dq1 k1 |k − k1| χ(2) (q1 | q − q1) [ϕq1ϕq−q1 − ⟨ϕq1ϕq−q1⟩]

+ 1
k2ϵ (q)

∑
a

4πea

ˆ
dv Na0

q . (3.45)

Usando esta expressão em cada elemento de ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩, resulta

⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩ = 2ikk1 |k − k1|
(

χ(2) (q1 − q | q)
k2

1ϵ (q1)
〈
ϕ2
〉

q−q1

〈
ϕ2
〉

q

+ χ(2) (q | −q1)
|k − k1|2 ϵ (q − q1)

〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1
− χ(2)∗ (q1 | q − q1)

k2ϵ∗ (q)
〈
ϕ2
〉

q−q1

〈
ϕ2
〉

q1

)

+
∑

a

4πea

ˆ
dv


〈
ϕ−qϕq−q1Na0

q1

〉
k2

1ϵ (q1) +

〈
ϕ−qϕq1Na0

q−q1

〉
|k − k1|2 ϵ (q − q1)

+

〈
ϕq1ϕq−q1Na0

−q

〉
k2ϵ∗ (q)

 . (3.46)

Inserindo em (3.44), chega-se a

ϵ (q)
〈
E2
〉

q
+ 2

ˆ
dq1

[
χ(2) (q1 | q − q1)

(
χ(2) (q | q1 − q)

ϵ (q1)
〈
E2
〉

q−q1

+χ(2) (q | −q1)
ϵ (q − q1)

〈
E2
〉

q1

)
− χ̄(3) (q1 | −q1 | q)

〈
E2
〉

q1

] 〈
E2
〉

q
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− 2
ˆ

dq1

∣∣∣χ(2) (q1 | q − q1)
∣∣∣2

ϵ∗ (q)
〈
E2
〉

q1

〈
E2
〉

q−q1

=
∑

a

(4πea)2

(2π)3 k2ϵ∗ (q)

ˆ
dv δ (ω − k · v) fa (v, t)

+ i
∑

a

4πea

ˆ
dq1

ˆ
dv kk1 |k − k1|

χ(2) (q1 | q − q1)


〈
ϕ−qϕq−q1Na0

q1

〉
k2

1ϵ (q1)

+

〈
ϕ−qϕq1Na0

q−q1

〉
|k − k1|2 ϵ (q − q1)

+

〈
ϕq1ϕq−q1Na0

−q

〉
k2ϵ∗ (q)


−χ(2)∗ (q1 | q − q1)

k2ϵ∗ (q)
〈
ϕ−q1ϕ−q+q1Na0

q

〉 , (3.47)

onde foi reintroduzido o campo elétrico, uma vez que
〈
E2〉

q =
〈
k2ϕ2〉

q.
Ainda restam quatro correlações de terceira ordem do tipo

〈
ϕϕNa0〉 em (3.47). Essas corre-

lações podem ser calculadas de forma conjunta a partir de
〈
ϕq1ϕ−q1+q2Na0

−q2 (v)
〉
. Empregando

novamente (3.45), obtém-se então

〈
ϕq1ϕ−q1+q2Na0

−q2 (v)
〉

= 8πiea

(2π)3 k1k2 |k1 − k2| ϵ (q2)

(
χ(2) (q2 | q1 − q2)

ϵ (q1)
〈
E2
〉

q1−q2

+χ(2) (−q1 | q2)
ϵ (−q1 + q2)

〈
E2
〉

q1

)
δ (ω2 − k2 · v) fa (v, t) . (3.48)

Portanto, (3.47) resulta escrita

ϵ (q)
〈
E2
〉

q
− 2

ˆ
dq1

∣∣∣χ(2) (q1 | q − q1)
∣∣∣2

ϵ∗ (q)
〈
E2
〉

q1

〈
E2
〉

q−q1

+ 2
ˆ

dq1

{[
χ(2) (q1 | q − q1)

]2(〈E2〉
q−q1

ϵ (q1) +
〈
E2〉

q1

ϵ (q − q1)

)

−χ̄(3) (q1 | −q1 | q)
〈
E2
〉

q1

}〈
E2
〉

q

=
∑

a

(4πea)2

(2π)3 k2ϵ∗ (q)

ˆ
dv δ (ω − k · v) fa (v, t)

−
∑

a

ˆ
dq1

ˆ
dv 2 (4πea)2

(2π)3 k2
1 |ϵ (q1)|2


[
χ(2) (q1 | q − q1)

]2
ϵ (q − q1)

〈
E2
〉

q

−

∣∣∣χ(2) (q1 | q − q1)
∣∣∣2

ϵ∗ (q)
〈
E2
〉

q−q1

 δ (ω1 − k1 · v) fa (v, t)

−
∑

a

ˆ
dq1

ˆ
dv 2 (4πea)2

(2π)3 |k − k1|2 |ϵ (q − q1)|2


[
χ(2) (q1 | q − q1)

]2
ϵ (q1)

〈
E2
〉

q

−

∣∣∣χ(2) (q1 | q − q1)
∣∣∣2

ϵ∗ (q)
〈
E2
〉

q1

 δ [ω − ω1 − (k − k1) · v] fa (v, t) , (3.49)
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onde foram empregadas também as propriedades de simetria de χ(2) (Yoon, 2019). No lado
direito, alguns termos de mais alta ordem, proporcionais a δ (ω − k · v) fa (v, t), foram também
desprezados.

Finalmente, no primeiro termo do lado esquerdo será reintroduzida a derivada temporal na
escala lenta, a qual havia sido incorporada a ω em (3.31). Isto é realizado lembrando-se que
a derivada temporal está contida no operador ga

k,ω em (3.32), o qual faz parte da definição da
constante dielétrica ϵ (k, ω), em (3.40b).

O procedimento neste caso seria escrever formalmente o primeiro termo no lado esquerdo de
(3.49) como

ϵ (k, ω)
〈
δE2

〉
k,ω

−→ ϵ

(
k, ω + i

∂

∂t

)〈
δE2

〉
k,ω

.

Contudo, neste ponto é necessário tomar cuidado. Lembrando de todo o desenvolvimento re-
alizado, a equação (3.41) foi multiplicada por δϕ−k,−ω, sendo em seguida tomada a média de
ensemble. Como a constante dielétrica contém a derivada ∂/∂t de forma implícita, o procedi-
mento correto seria fazer〈

δϕ−k,−ωk2ϵ (k, ω) δϕk,ω

〉
=
〈
δE−k,−ωϵ (k, ω) δEk,ω

〉
−→

〈
δE−k,−ωϵ

(
k, ω + i

∂

∂t

)
δEk,ω

〉
.

Como a derivada temporal ocorre na escala lenta, pode-se aproximar a expressão em forma
fechada acima pela expansão em série de Taylor centrada em ω, mantendo somente os dois
primeiros termos da série. Obtém-se então〈

δE−k,−ωϵ

(
k, ω + i

∂

∂t

)
δEk,ω

〉
≈
〈

δE−k,−ω

[
ϵ (k, ω) + i

∂

∂ω
ϵ (k, ω) ∂

∂t

]
δEk,ω

〉
= ϵ (k, ω)

〈
δE2

〉
k,ω

+ i
∂

∂ω
ϵ (k, ω)

〈
δE−k,−ω

∂

∂t

(
δEk,ω

)〉
.

Porém,
∂

∂t

〈
δE2

〉
k,ω

=
〈

∂

∂t

(
δE−k,−ω

)
δEk,ω

〉
+
〈

δE−k,−ω
∂

∂t

(
δEk,ω

)〉
.

Mas, como os termos do lado direito são idênticos, resulta então que

ϵ (k, ω)
〈
δE2

〉
k,ω

−→ ϵ (k, ω)
〈
δE2

〉
k,ω

+ i

2
∂

∂ω
ϵ (k, ω) ∂

∂t

〈
δE2

〉
k,ω

.

Escrevendo assim a equação (3.49) com os argumentos na forma extensa, obtém-se finalmente
a equação não linear de balanço espectral

i

2
∂

∂ω
ϵ (k, ω) ∂

∂t

〈
δE2

〉
k,ω

+ ϵ (k, ω)
〈
δE2

〉
k,ω

+ 2
ˆ

dk′
ˆ

dω′
{[

χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)]2(〈δE2〉
k−k′,ω−ω′

ϵ (k′, ω′) +
〈
δE2〉

k′,ω′

ϵ (k − k′, ω − ω′)

)

−χ̄(3) (k′, ω′ | −k′, −ω′ | k, ω
) 〈

δE2
〉

k′,ω′

}〈
δE2

〉
k,ω

− 2
ˆ

dk′
ˆ

dω′

∣∣∣χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)
∣∣∣2

ϵ∗ (k, ω)
〈
δE2

〉
k′,ω′

〈
δE2

〉
k−k′,ω−ω′

= 2
πk2ϵ∗ (k, ω)

∑
a

e2
a

ˆ
dv δ (ω − k · v) fa (v, t)

− 4
π

ˆ
dk′

ˆ
dω′ 1

k′2 |ϵ (k′, ω′)|2


[
χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)

]2
ϵ (k − k′, ω − ω′)

〈
δE2

〉
k,ω
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−

∣∣∣χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)
∣∣∣2

ϵ∗ (k, ω)
〈
δE2

〉
k−k′,ω−ω′

∑
a

e2
a

ˆ
dv δ (ω1 − k1 · v) fa (v, t)

− 4
π

ˆ
dk′

ˆ
dω′ 1

|k − k′|2 |ϵ (k − k′, ω − ω′)|2


[
χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)

]2
ϵ (k′, ω′)

〈
δE2

〉
k,ω

−

∣∣∣χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)
∣∣∣2

ϵ∗ (k, ω)
〈
δE2

〉
k′,ω′

∑
a

e2
a

ˆ
dv δ

[
ω − ω′ −

(
k − k′) · v

]
fa (v, t) .

(3.50)

A teoria de Vlasov discutida em (Krall and Trivelpiece, 1986) é recuperada se todos os termos
do lado direito de (3.50) forem desprezados. Isto porque os termos no lado direito são justamente
aqueles devidos aos efeitos de partículas discretas, ausentes na teoria de Vlasov.

As partes real e imaginária da equação de balanço espectral devem ser consideradas separa-
damente e cada uma destas irá fornecer informações distintas a respeito da evolução não linear
do campo elétrico das perturbações longitudinais que ocorrem no regime de turbulência fraca
em um plasma sem campos. Esta análise será realizada na seção 3.6.

Antes disso, porém, será discutida a derivação das equações cinéticas para as funções de
distribuição de probabilidade.

3.5 Equações cinéticas para as funções de distribuição de probabili-
dade

Será realizada agora a derivação das equações para as partículas. De (3.23a), (3.23c) e (3.29),
resulta

∂

∂t
fa (v, t) = − iea

ma

ˆ
dq k · ∂

∂v

〈
ϕ−qNa

q (v)
〉

.

Introduzindo a solução (3.38) para Na
q (v) e realizando a média de ensemble, resulta〈

ϕ−qNa
q

〉
=
〈
ϕ−qNa0

q

〉
+ α (q) fa

〈
ϕ2
〉

q
+
ˆ

dq1 α(2) (q1 | q − q1) fa ⟨ϕ−qϕq1ϕq−q1⟩

+ 2
ˆ

dq1faα(3) (q1 | −q1 | q)
〈
ϕ2
〉

q

〈
ϕ2
〉

q1
.

Inserindo agora os resultados (3.43), (3.46) e (3.48), chega-se ao seguinte resultado, após
uma quantidade substancial de álgebra:

∂fa

∂t
= ie2

a

m2
a

∂

∂vi

ˆ
dkdω

kikj

k2

〈
δE2〉

k,ω

ω − k · v
∂fa

∂vj

− 4πie2
a

(2π)3 ma

∂

∂vi

ˆ
dkdω

ki

k2ϵ∗ (k, ω)

(
1 + 2

ϵ∗ (k, ω)

×
ˆ

dk′dω′ χ̄(3)∗ (k′, ω′ | −k′, −ω′ | k, ω
) 〈

δE2
〉

k′,ω′

)
δ (ω − k · v) fa

+ e3
a

m3
a

∂

∂vi

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′ kik

′
j (k − k′)ℓ

kk′ |k − k′|

[
χ(2) (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′)

×
(〈

δE2〉
k−k′,ω−ω′

ϵ (k′, ω′) +
〈
δE2〉

k′,ω′

ϵ (k − k′, ω − ω′)

)〈
δE2

〉
k,ω

−χ(2)∗ (k′, ω′ | k − k′, ω − ω′) 〈δE2〉
k′,ω′

〈
δE2〉

k−k′,ω−ω′

ϵ∗ (k, ω)

]



CAPÍTULO 3. TEORIA DE TURBULÊNCIA FRACA 53

× 1
ω − k · v

(
∂

∂vj

1
ω − ω′ − (k − k′) · v

∂

∂vℓ
+ ∂

∂vℓ

1
ω′ − k′ · v

∂

∂vj

)
fa

− ie4
a

m4
a

∂

∂vi

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′ kik

′
jk′

ℓkr

k2k′2

〈
δE2〉

k,ω

〈
δE2〉

k′,ω′

ω − k · v

× ∂

∂vj

1
ω − ω′ − (k − k′) · v

(
∂

∂vℓ

1
ω − k · v

∂

∂vr
+ ∂

∂vr

1
ω′ − k′ · v

∂

∂vℓ

)
fa,

onde foi empregada a notação de Einstein.
A equação resultante é complexa, mas somente a parte real faz sentido físico, no que concerne

a equação para fa (v, t). Tomando então a parte real, resulta finalmente a equação cinética para
fa (v, t),

∂fa

∂t
= πe2

a

m2
a

ˆ
dkdω

(k
k

· ∂

∂v

)
δ (ω − k · v)

×

 Im maϵ (k, ω)
2π3k |ϵ (k, ω)|2

fa +
〈
δE2

〉
k,ω

(k
k

· ∂fa

∂v

)
+ e2

a

m2
a

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′

(k
k

· ∂

∂v

)
Im 1

π2k [ϵ∗ (k, ω)]2

×χ̄(3)∗ (k′, ω′ | −k′, −ω′ | k, ω
) 〈

δE2
〉

k′,ω′
δ (ω − k · v) fa

+ Re e3
a

m3
a

∂

∂vi

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′ kik

′
j (k − k′)ℓ

kk′ |k − k′|
M (k, ω | k′, ω′)

ω − k · v

×
(

∂

∂vj

1
ω − ω′ − (k − k′) · v

∂

∂vℓ
+ ∂

∂vℓ

1
ω′ − k′ · v

∂

∂vj

)
fa

+ Im e4
a

m4
a

∂

∂vi

ˆ
dkdω

ˆ
dk′dω′ kik

′
jk′

ℓkr

k2k′2

〈
δE2〉

k,ω

〈
δE2〉

k′,ω′

ω − k · v

× ∂

∂vj

1
ω − ω′ − (k − k′) · v

(
∂

∂vℓ

1
ω − k · v

∂

∂vr
+ ∂

∂vr

1
ω′ − k′ · v

∂

∂vℓ

)
fa, (3.51)

onde

M (k1, ω1 | k2, ω2) = χ(2) (k1, ω1 | k2, ω2)
(〈

δE2〉
k2,ω2

ϵ (k1, ω1) +
〈
δE2〉

k1,ω1

ϵ (k2, ω2)

)〈
δE2

〉
k1+k2,ω1+ω2

− χ(2)∗ (k1, ω1 | k2, ω2)
ϵ∗ (k1 + k2, ω1 + ω2)

〈
δE2

〉
k1,ω1

〈
δE2

〉
k2,ω2

.

Em (3.51), os termos destacados em azul e dentro de caixas são aqueles oriundos dos efeitos
de partículas discretas e que não são previstos pela teoria de Vlasov. Os demais termos incluem
os processos de difusão quase linear, devida à interação onda-partícula linear e de difusão não
linear, devida aos processos não lineares de interação onda-onda e onda-partícula. Os efeitos de
colisões binárias entre as partículas também estão incluídos (Yoon, 2019).

Para este trabalho, a forma completa (3.51) é excessivamente complicada para realizar aplica-
ções práticas. Para simplificar, os efeitos não lineares serão ignorados e serão mantidos somente
os efeitos de difusão quase linear e os efeitos oriundos das partículas discretas. As formas resul-
tantes serão apresentadas na seção 3.6.
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3.6 Equações cinéticas para as partículas e para os modos normais
de oscilação

Nesta seção serão derivadas as formas finais para as equações cinéticas, tanto para as partí-
culas quanto para os modos normais de oscilações eletrostáticas que ocorrem em um plasma sem
campos. As derivações serão realizadas para um plasma composto por duas espécies: elétrons e
íons monovalentes.

3.6.1 Equações cinéticas para as ondas
Para deduzir as formas finais das equações cinéticas para os modos eletrostáticos, retorna-se

à equação não linear de balanço espectral (3.50). Trata-se de uma equação complexa, cuja parte
real irá fornecer as equações de dispersão dos modos normais de oscilação e cuja parte imaginária
irá fornecer as equações de evolução das intensidades espectrais destes modos de oscilação.

Começando pela parte real, serão mantidos somente os termos de mais baixa ordem em
(3.50), desprezando-se assim os efeitos dos termos não lineares nas relações de dispersão dos
modos normais. Desta maneira, a parte real de (3.50) resulta escrita

Re ϵ (k, ω)
(〈

δE2
〉

k,ω
− 2

πk2 |ϵ (k, ω)|2
∑

a

e2
a

ˆ
dv δ (ω − k · v) fa (v, t)

)
= 0. (3.52)

As possíveis soluções da equação (3.52) podem ser consideradas sob o ponto de vista de um
diagrama ω × k. Nas regiões desse diagrama onde

Re ϵ (k, ω) ̸= 0,

obtém-se a expressão para a intensidade espectral da radiação eletrostática emitida pelo plasma
(Yoon, 2005, 2007),〈

δE2
〉0

k,ω
= 2

πk2 |ϵ (k, ω)|2
∑

a

e2
a

ˆ
dv δ (ω − k · v) fa (v, t) . (3.53)

A existência da emissão espectral dada por (3.53) é devida aos efeitos de partículas discre-
tas e a mesma é conhecida na literatura como emissão quase térmica, pois está diretamente
relacionada ao fato de que as partículas do plasma possuem velocidades descritas por funções
de distribuição caracterizadas por dispersões de velocidades que no estado de equilíbrio termo-
dinâmico definem a temperatura cinética do sistema. Em outras palavras, (3.53) descreve a
emissão de radiação (eletrostática) de um plasma que está em uma determinada “temperatura”.
A emissão quase térmica de um plasma em equilíbrio termodinâmico será discutida em maiores
detalhes na seção 3.6.3.

Por outro lado, nas regiões do diagrama ω × k onde (3.53) não é válida são justamente as
regiões onde ocorrem as relações de dispersão determinadas pela equação de dispersão

Re ϵ (k, ω) = 0. (3.54)

Observa-se que (3.54) é justamente a equação de dispersão obtida a partir da teoria cinética
linear dos plasmas, em um regime de fraco amortecimento/amplificação (Krall and Trivelpiece,
1986).

Como está sendo considerado um plasma com duas espécies (elétrons e íons monovalentes),
existem somente dois modos normais longitudinais: as ondas de Langmuir (em alta frequência) e
as ondas íon-acústicas (em baixa frequência), as quais já foram discutidas na seção 2.2.5. Neste
caso, as soluções de (3.54) podem ser escritas ω = ωα (k) ≡ ωα

k , onde o índice α = L, S distingue
as ondas de Langmuir (L) das ondas íon-acústicas (S).
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No próximo capítulo será discutida a possibilidade da presença do feixe de elétrons acarretar
no desvio das relações de dispersão em relação ao modos normais usuais. Assim, a relação de
dispersão do modo feixe-modificado, descrito na seção 2.5, desempenhará o papel principal na
dinâmica do sistema plasma-feixe no contexto do modelo de modo único (seção 4.2).

Para a região do diagrama ω × k que satisfaz (3.54), esta equação implica que a média de
ensemble do quadrado da flutuação do campo elétrico da turbulência deve ser escrita como〈

δE2
〉

k,ω
=
∑

σ=±1

∑
α=L,S

Iσα
k δ (ω − ωα

k) , (3.55)

onde Iσα
k é a intensidade espectral da onda propagando-se no modo normal α e σ = +1 (−1)

identifica uma onda longitudinal propagando-se na forma de uma onda plana com velocidade de
fase no sentido paralelo (antiparalelo) ao vetor de onda k.

Inserindo a decomposição (3.55) na parte imaginária da equação de balanço espectral (3.50),
obtém-se a equação cinética para a intensidade espectral

∂Iσα
k

∂t
= γα

k Iσα
k + Sσα

k −
∑

σ′=±1

∑
β=L,S

ˆ
dk′ Aαβ

k,k′I
σ′β
k′ Iσα

k

−
∑

σ′=±1

∑
β=L,S

ˆ
dk′ Bαβ

k,k′

 Iσα
k

ϵ′
(
k′, σ′ωβ

k′

) −
Iσ′β

k′

ϵ′ (k, σωα
k
)


−
∑

σ′,σ′′=±1

∑
β,γ=L,S

ˆ
dk′ Mαβγ

k,k′

 Iσ′′γ
k−k′Iσα

k

ϵ′
(
k′, σ′ωβ

k′

)
+ Iσ′β

k′ Iσα
k

ϵ′
(
k − k′, σ′′ωγ

k−k′

) −
Iσ′β

k′ Iσ′′γ
k−k′

ϵ′ (k, σωα
k
)
 δ

(
σωα

k − σ′ωβ
k′ − σ′′ωγ

k−k′

)
, (3.56)

sendo

ϵ′ (k, σωα
k) = ∂

∂ω
Re ϵ (k, ω)

∣∣∣∣
ω=σωα

k

γα
k = −2Im ϵ (k, σωα

k)
ϵ′ (k, σωα

k
)

Sσα
k =

∑
a

4e2
a

k2 [ϵ′ (k, σωα
k
)]2

ˆ
dv δ (σωα

k − k · v) fa (v, t)

Aαβ
k,k′ = 4

ϵ′ (k, σωα
k
) Im

P
2
[
χ(2)

(
k′, σ′ωβ

k′ | k − k′, σωα
k − σ′ωβ

k′

)]2
ϵ
(
k − k′, σωα

k − σ′ωβ
k′

)

−χ̄(3)
(
k′, σ′ωβ

k′ | −k′, −σ′ωβ
k′ | k, σωα

k

)
Bαβ

k,k′ =
∑

a

16e2
a

ϵ′ (k, σωα
k
)
∣∣∣χ(2)

(
k′, σ′ωβ

k′ | k − k′, σωα
k − σ′ωβ

k′

)∣∣∣2
|k − k′|2

∣∣∣ϵ (k − k′, σωα
k − σ′ωβ

k′

)∣∣∣2
×
ˆ

dv δ
[
σωα

k − σ′ωβ
k′ −

(
k − k′) · v

]
fa (v, t)

Mαβγ
k,k′ = 4π

ϵ′ (k, σωα
k
) ˆ dk′

∣∣∣χ(2)
(
k′, σ′ωβ

k′ | k − k′, σ′′ωγ
k−k′

)∣∣∣2 ,

onde P denota a parte principal de Cauchy das integrais.
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Em (3.56), os termos destacados em caixas e na cor azul são novamente aqueles devidos ao
efeitos de partículas discretas e que estão ausentes na teoria de Vlasov. Para ilustrar a origem
e os efeitos dos diferentes termos nesta equação, a mesma será escrita de forma simbólica como

∂Iσα
k

∂t
= ∂Iσα

k
∂t

∣∣∣∣
em. ind.

+ ∂Iσα
k

∂t

∣∣∣∣
em. esp.

+ ∂Iσα
k

∂t

∣∣∣∣
esp. ind.

+ ∂Iσα
k

∂t

∣∣∣∣
esp. esp.

+ ∂Iσα
k

∂t

∣∣∣∣
decaimento

, (3.57)

onde cada termo é identificado na mesma ordem em que os correspondentes termos aparecem
em (3.56).

O termo (em. ind.) é denominado emissão induzida e é devido à interação linear onda-
partícula no plasma. De fato, este termo, individualmente, compõe a equação de evolução
temporal da densidade espectral do campo elétrico obtida na teoria de Vlasov, sendo que o
coeficiente γα

k é exatamente a taxa temporal de absorção/amplificação obtida pela teoria linear.
O termo (em. esp.) é simplesmente ∂Iσα

k /∂t|em. esp. = Sσα
k e é denominado emissão es-

pontânea. Como mencionado, este termo é devido aos efeitos de partículas discretas e já não
é previsto pela teoria de Vlasov. Este termo, juntamente com (3.53), compõe a emissão quase
térmica gerada por um plasma em um determinado estado termodinâmico.

O termo (esp. ind.) é denominado espalhamento induzido ou espalhamento não linear, sendo
devido aos efeitos não lineares de interação onda-partícula, levando em conta os efeitos coletivos
do plasma. Note que este termo é quadrático nas intensidades espectrais.

O termo (esp. esp.) é denominado espalhamento espontâneo e é também devido aos processos
não lineares de interação onda-partícula, porém agora nos efeitos de partículas discretas. Este
termo também não é previsto pela teoria de Vlasov.

Finalmente, o termo (decaimento) é denominado decaimento não linear ou decaimento de
três ondas e é devido aos processos não lineares de interação onda-onda entre os diversos modos
normais de oscilação, os quais somente são possíveis pela presença do plasma. Este termo tam-
bém é quadrático nas intensidades espectrais e as deltas de Dirac δ

(
σωα

k − σ′ωβ
k′ − σ′′ωγ

k−k′

)
selecionam quais são as interações possíveis entre três ondas, satisfazendo as condições de con-
servação da energia

(Eα
k = h̄ωα

k) =⇒ σh̄ωα
k − σ′h̄ωβ

k′ − σ′′h̄ωγ
k−k′ = 0

e momentum linear
(Pα

k = h̄k) =⇒ h̄k + h̄k′ + h̄
(
k − k′) = 0

nos processos de interação onda-onda. Os processos de decaimento de três ondas fisicamente
possíveis podem ser compreendidos também com o auxílio de diagramas de Feynman4.

A forma genérica (3.56) para a equação cinética das ondas pode ser manipulada para cada
um dos modos eletrostáticos (L e S) em um plasma com duas espécies. Este procedimento é
longo e trabalhoso e não será explicitado aqui. Uma longa descrição das aproximações realizadas
pode ser vista em Yoon (2019).

Escrevendo a função distribuição no espaço de velocidades com a densidade ambiente retirada
da definição fa(v) = naFa(v) = nFa(v), a forma explícita para a equação cinética das ondas de
Langmuir é

∂IσL
k

∂t
=

πω2
pe

k2

ˆ
dv δ

(
σωL

k − k · v
)(ne2

π
Fe + σωL

k IσL
k k · ∂Fe

∂v

)

+ 2σωL
k

∑
σ′,σ′′=±1

ˆ
dk′ V LS

k,k′

(
σωL

k Iσ′L
k′ Iσ′′S

k−k′ − σ′ωL
k′Iσ′′S

k−k′IσL
k − σ′′ωL

k−k′Iσ′L
k′ IσL

k

)
+ σωL

k
∑

σ′=±1

ˆ
dk′

ˆ
dv ULL

k,k′

[
me

mi
Iσ′L

k′ IσL
k
(
k − k′) · ∂Fi

∂v

4Diagramas de Feynman dos processos de decaimento de três ondas, bem como de processos não lineares de
espalhamento, podem ser encontrados em Porkolab and Chang (1978).
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+ ne2

πω2
pe

(
σωL

k Iσ′L
k′ − σ′ωL

k′IσL
k

)
(Fe + Fi)

]
. (3.58)

Já para o modo íon-acústico, o fator µk (abaixo) é primeiro incorporado na intensidade
espectral:

IσS
k
µk

−→ IσS
k .

Neste caso, a equação cinética do modo íon-acústico fica
∂IσS

k
∂t

=
πµkω2

pe

k2

ˆ
dv δ

(
σωS

k − k · v
) [ne2

π
(Fe + Fi) + σωL

k IσS
k

(
k · ∂

∂v

)(
Fe + me
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Fi

)]

+ σωL
k
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dk′ V SL
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]
. (3.59)

Em (3.58) e (3.59), os diversos parâmetros são

ωpe =
√

4πne2

me
, λD =

√
Te

4πne2 , vT e(i) =
√

2Te(i)
me(i)

, cS =
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,

ωL
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√
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δ
(
σωL

k − σ′ωL
k′ − σ′′ωS

k−k′

)
V SL

k,k′ = π

4
e2

T 2
e

µk [k′ · (k − k′)]2

k2k′2 |k − k′|2
δ
(
σωS

k − σ′ωL
k′ − σ′′ωL

k−k′

)
ULL

k,k′ = π

ω2
pe

e2

m2
e

(k′ · k)2

λ4
Dk4k′4 δ

[
σωL

k − σ′ωL
k′ −

(
k − k′) · v

]
USS

k,k′ = π

ω2
pe

e2

memi

(k′ · k)2

λ4
Dk4k′4 Wk,k′δ

[
σωS

k − σ′ωS
k′ −

(
k − k′) · v

]

Wk,k′ = σσ′ k
′

k
+
(

1 + |k − k′|2

(σk − σ′k′)2

)2 [
λ4

D

∣∣k − k′∣∣4 ∣∣∣ϵ (k − k′, σωS
k − σ′ωS

k′

)∣∣∣2]−1

∣∣∣ϵ (k − k′, σωS
k − σ′ωS

k′

)∣∣∣2 =
(

1 + 2 (k · k′ − σσ′kk′)
λ2

D |k − k′|2 (k − σσ′k′)2

)2

+ π

2
me

mi

(k − σσ′k′)2

λ4
D |k − k′|6

[
exp

(
− me

2mi

(k − σσ′k′)2

|k − k′|2

)
√

mi

me

(
Te

Ti

) 3
2

exp
(

− Te

2Ti

(k − σσ′k′)2

|k − k′|2

)]

Y SS
k,k′ = π

ω2
pe

e2

memi

(k′ · k)2

λ4
Dk4k′4

(
Wk,k′ − σσ′ k

′

k

)
δ
[
σωS

k − σ′ωS
k′ −

(
k − k′) · v

]
.

3.6.2 Equações cinéticas para as partículas
Para as equações cinéticas das partículas, a forma geral dada por (3.51) será manipulada para

um plasma de duas espécies, ressaltando novamente que efeitos não lineares serão ignorados.
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Sem apresentar detalhes da longa álgebra necessária, as formas finais das equações cinéticas
para as partículas em um plasma com duas espécies são (Yoon, 2019)

∂fa

∂t
= ∂

∂v ·
(

Aafa + Da · ∂fa

∂v

)
(a = e, i) , (3.60)

onde
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Na equação (3.60), o termo Aa é denominado arraste ou fricção no espaço de velocidades e
é devido aos efeitos de partículas discretas. Já o termo Da é um termo de difusão no espaço de
velocidades, determinado pela ação conjunta das interações onda-partícula linear e não linear.

3.6.3 Níveis iniciais das ondas
A discussão sobre como determinar os níveis iniciais das intensidades das ondas presentes

no plasma permeia o estudo do sistema plasma-feixe e é de fundamental importância para
estudos quantitativos da dinâmica do sistema que se deseja estudar. Sem uma forma sistemática
e autoconsistente de determinar esses níveis é comum autores e pesquisadores recorrerem a
imposições ad hoc para definir as condições iniciais do plasma.

Na teoria de turbulência fraca, os níveis iniciais das intensidades espectrais são determinados
a partir da emissão espontânea de radiação pelo plasma, devida à existência das flutuações em
torno das médias de ensemble. Essas flutuações se manifestam de duas maneiras: (i) como
ondas eletrostáticas ou eletromagnéticas descritas pelas relações de dispersão do plasma ou (ii)
como oscilações nas regiões do plano ω × k disjuntas das relações de dispersão. Neste último
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caso, a frequência (real) ω da oscilação independe do seu vetor de onda k, uma vez que estas
quantidades não são vinculadas por uma relação de dispersão.

De maneira geral, o efeito de flutuações térmicas pode ser ignorado quando o plasma é não
colisional e o parâmetro de plasma (1.2) é insignificantemente pequeno. Entretanto, dependendo
do plasma em questão, o parâmetro de plasma pode ser, ainda que pequeno, grande o sufici-
ente para não poder ser considerado desprezível (Yoon, 2005). Neste caso, efeitos de flutuações
térmicas podem ser incorporados à dinâmica do sistema a partir do uso do formalismo de Kli-
montovich desenvolvido neste capítulo. A incorporação de efeitos de flutuações espontâneas é
indispensável para uma análise quantitativa do ruído inicial. Assim, a emissão espectral devida
aos efeitos de partículas discretas dada por (3.53) (emissão quase térmica) se configura como
um possível ponto de partida para determinar a condição inicial.

Considerando somente as oscilações longitudinais, as duas formas da emissão espontânea
são obtidas a partir da equação de balanço espectral, considerando somente a parte real e
desprezando os termos não lineares; procedimento que levou à equação (3.52).

Nas regiões do diagrama ω × k disjuntas das relações de dispersão, a quantidade
〈
δE2〉0

k,ω
é dada pela equação (3.53). Para um plasma em equilíbrio termodinâmico, i.e., descrito pelas
distribuições de Maxwell-Boltzmann (2.45), esta quantidade resulta (Yoon, 2005, 2007, 2019)

〈
δE2

〉0

k,ω
= T

2π3ω

Im ϵ(k, ω)
|ϵ(k, ω)|2

ϵ(k, ω) = 1 +
∑

a

2ω2
pa

k2v2
T α

[
1 + ω

kvT a
Z

(
ω

kvT a

)]
,

(3.61)

onde Z(ζ) é a função de Fried & Conte (2.48b), T = Ta é a temperatura do plasma e vT a =√
2Ta/ma.

A figura 3.4 mostra a emissão quase térmica dada por (3.61) para um plasma de elétrons e
prótons, na forma de curvas de contorno de

〈
δE2〉0

k,ω em diagramas ω ×k. O painel da esquerda
mostra que a emissão é mais intensa ao longo da relação de dispersão das ondas de Langmuir
ω = ωL(k), mas ocorre emissão também sobre toda a região ilustrada no diagrama. Observa-se
também emissão intensa na região de baixa frequência do espectro, distribuída em torno da
relação de dispersão das ondas íon-acústicas ω = ωS(k). Esta emissão de baixa frequência é
ilustrada no painel da direita.

Figura 3.4: Diagrama ω×k mostrando curvas de contorno da emissão térmica (3.61). (Esquerda)
Incluindo as relações de dispersão das ondas de Langmuir (L) e das ondas íon-acústicas (S).
(Direita) Região de baixa frequência, incluindo a relação de dispersão das ondas S (Yoon, 2019).
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Por sua vez, um método utilizado para determinar a intensidade dos modos normais no
instante inicial consiste em determinar um nível de intensidade espectral em um eventual estado
estacionário.

Isto é realizado assumindo que a dinâmica do sistema composto por partículas e cam-
pos encontra-se, até o instante t = 0−, em um estado fixo onde as intensidades espectrais
Iσα

k,0 = Iσα
k (t = 0) satisfazem a condição ∂Iσα

k /∂t = 0 na equação (3.56), para todo α e σ. Esta
condição é satisfeita em um sistema no equilíbrio termodinâmico. Contudo, em diversos ambi-
entes espaciais, observa-se que o plasma pode se encontrar em um estado (quase) estacionário
turbulento, distante do equilíbrio termodinâmico (Livadiotis and McComas, 2013).

Assim, as intensidades dos modos normais são inicializadas desprezando os termos não line-
ares em (3.56) e balanceando as emissões espontânea e induzida, resultando em

Iσα
k,0 = −Sσα

k
γα

k
. (3.62)

Assume-se também que as mesmas são inicialmente isotrópicas em k, isto é, que os modos
forward (σ = +1) e backward (σ = −1) possuem o mesmo espectro inicial (Ziebell et al., 2015).

Consideramos agora o caso em que um plasma de elétrons e prótons encontra-se inicialmente
no equilíbrio termodinâmico, quando então as distribuições das partículas são Maxwellianas
(2.45) e os modos normais eletrostáticos são as ondas de Langmuir (L) e íon-acústicas (S).
Abaixo, as equações (3.63) e (3.64) descrevem a evolução dos termos de emissão induzida para
as ondas L e S enquanto que (3.65) e (3.66) descrevem a evolução dos termos de emissão
espontânea para os mesmos modos normais

∂IσL
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ˆ
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= µ2
kne2 ω2

pe

k2

ˆ
dvδ(σωS

k − k · v)(Fe + Fi). (3.66)

Introduzindo estas expressões em (3.62), obtém-se para a intensidade espectral inicial dos
modos de Langmuir e íon-acústico, respectivamente (Ziebell et al., 2015)

IσL
k (0) = Te

4π2
1

1 + 3k2λ2
D

, (3.67)

IσS
k (0) = Te

4π2 k2λ2
D

(
1 + k2λ2

D

1 + 3k2λ2
D

)1/2 ´
dvδ(σωS

k − k · v)(Fe + Fi)´
dvδ(σωS

k − k · v)[Fe + (Te/Ti)Fi]
. (3.68)

Por outro lado, em muitas situações a suposição de que os modos normais de oscilação do
sistema partem de um eventual estado estacionário previamente existente não é justificada, uma
vez que com frequência esses sistemas encontram-se em um estado fora do equilíbrio. Um sistema
plasma-feixe, por exemplo, não pode ser assumido como em equilíbrio termodinâmico devido
às suas características não térmicas, viz., a presença do feixe e as diferentes temperaturas das
populações eletrônicas e iônica.

No próximo capítulo retomaremos a discussão sobre a intensidade inicial das ondas no con-
texto do modelo de modo único (Pascoal, 2014). Neste modelo, o qual será abordado em mais
detalhes na seção 4.2, é suposto que o modo instável é identificado como o modo feixe-modificado
discutido na seção 2.5.



Capítulo 4

Aplicação da Teoria de Turbulência
Fraca ao Sistema Plasma-Feixe

Tendo formulado a Teoria de Turbulência Fraca Eletrostática no capítulo 3, a qual inclui os
efeitos da natureza discreta das partículas que compõem o plasma, e que estende a teoria de
Vlasov discutida na seção 2.2, vamos considerar uma aplicação que envolve uma instabilidade
em um sistema plasma-feixe. A Teoria de Turbulência Fraca pode ser aplicada a este sistema
para estudar os diversos estágios de desenvolvimento das instabilidades. Empregando esta teoria
é possível descrever não só o processo de saturação quase linear, que se dá através da formação
de um platô no espaço de velocidades, mas também processos que ocorrem muito após o estágio
de saturação (Yoon, 2019).

Neste capítulo, aplicaremos as equações cinéticas obtidas a partir do formalismo de Kli-
montovich ao estudo da evolução de um sistema plasma-feixe unidimensional. Este sistema é
descrito na seção 4.1 e sua dinâmica é estudada na seção 4.2 sob a perspectiva de um modelo
de modo único (Pascoal, 2014) identificado com o modo feixe-modificado (ver seção 2.5). Ainda
na mesma seção será retomada a discussão a respeito da intensidade inicial das ondas a partir
do modelo de modo único. Por fim, na seção 4.3 é discutido o método de solução das equações
que descrevem a evolução do sistema e apresentados os resultados obtidos a partir das mesmas.

4.1 O sistema plasma-feixe
Em física de plasmas, um dos sistemas mais importantes, tanto no âmbito da pesquisa básica

quanto em aplicações tecnológicas, é o sistema plasma-feixe eletrônico, doravante denominado
simplesmente sistema plasma-feixe (beam-plasma). O sistema plasma-feixe é composto por duas
espécies: elétrons e íons, sendo que os elétrons possuem duas ou mais populações distintas, com
velocidades médias não nulas em um referencial em repouso com a distribuição dos íons.

Desde ponto em diante o sistema plasma-feixe estudado será entendido como composto por

• Uma população de íons positivamente carregados (α = i) com número atômico Zi = 1,
massa mi, densidade ni e em repouso em relação ao referencial do laboratório (vi = 0).

• Uma população de elétrons térmicos de fundo (core) (α = c) com densidade nc e velocidade
de deriva vc.

• Uma população de elétrons térmicos que compões a população do feixe (α = b) com
densidade nb e velocidade de deriva vb.

Conforme comentado em 1 e 3.2.1, as funções de distribuição de probabilidade devem satis-
fazem as condições de um plasma globalmente neutro e com corrente nula

ni − nc − nb = 0, nc

ˆ
d3v vFc(v) + nb

ˆ
d3v vFb(v) = 0.

61
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A relação entre as velocidades é obtida tomando a expressão da segunda condição (corrente
nula) para t = 0

ncvc + nbvb = 0 −→ vc = −nb

nc
vb.

Todas as populações que compõem o sistema podem ser descritas como Maxwellianas Fa(v)
com velocidade térmica dada por vT a

Fa(v) = e−(v−va)2/v2
T a

π3/2v3
T a

, vT a =
√

2Ta

ma
.

Fazendo uso de (3.61) podemos escrever a função dielétrica para o sistema plasma-feixe (com
o feixe orientado no sentido positivo do semieixo z, isto é, vb = vbẑ e vb > 0) como
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ω2

pi

k2v2
T i

Z ′
(

ω

kvT i

)
−

ω2
pc

k2v2
T c

Z ′
(

ω + kzvc

kvT c

)
−

ω2
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Z ′
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ω − kzvb

kvT c

)
= 0. (4.1)

Para escrever a forma adimensional da equação de dispersão apresentada acima começamos
por escrever ni = ne = nc + nb e definir

rT 1 = Tc

Ti
, rT 2 = Tb

Tc
, rn = nb

ne
, rv = vb

vT c
, rm = me

mi
,

z = ω

ωpe
, q = vT c

ωpe
k.

Fazendo uso das definições
nc

ne
= 1 − rn, vc = rnvb

1 − rn
,

ω2
pi = rmω2

pe, ω2
pc = (1 − rn)ω2

pe, ω2
pb = rnω2

pe,

a equação de dispersão fica
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)
= 0.

No caso de oscilações confinadas à direção de propagação do feixe, a expressão se reduz a

ϵ(qz, z) = 1 − rT 1
q2
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Z ′
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)
= 0. (4.2)

O conjunto de modos normais que é solução de (4.2) é apresentado na figura 4.1. Os distintos
modos normais são identificados como

+mL: modo Langmuir modificado com propagação forward,

-mL: modo Langmuir modificado com propagação backward,

+S: modo íon-acústico com propagação forward,

-S: modo íon-acústico com propagação backward,

uB: modo feixe instável,
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Figura 4.1: Gráficos das soluções de (4.2) para rT 1 = rT 2 = 1, rn = 10−1, rv = 4.951, corres-
pondendo a um parâmetro P = 3.25 (2.47a).

dB: modo feixe amortecido.

Os resultados apresentados na figura 4.1 podem ser comparados aos gráficos da figura 2.4,
originalmente discutidos por Cairns (1989). Fazendo esta comparação, na figura 2.4 o modo uB
fica representado por curvas contínuas e os modos dB e +mL representados por curvas ponti-
lhadas e curvas tracejadas, respectivamente. Observa-se também que as condições de realidade
(2.44) são satisfeitas por todos os modos normais ilustrados na figura 4.1.

A geração de turbulência envolvendo ondas longitudinais (e também a radiação eletromag-
nética), bem como o surgimento de processos de amplificação e de absorção de energia das ondas
através da interação entre estas e as partículas que constituem o feixe que atravessa um plasma
de fundo, se devem a efeitos não lineares oriundos de um fenômeno conhecido na literatura como
instabilidade bump-in-tail. Esta, por sua vez, se deve à forma característica da distribuição de
velocidades do sistema plasma-feixe. O sistema em questão é encontrado no estudo de fenômenos
associados a emissões de radiação solar conhecidas como radiação de tipo II e tipo III (Melrose,
2017).

4.2 Modelo de modo único
Uma das formas possíveis de descrever o modo instável em um sistema plasma-feixe é atra-

vés da modelagem de uma relação de dispersão de um único modo do tipo feixe interagindo
consigo mesmo e com as populações de partículas que compõem o plasma. Assim, com o intuito
de simplificar a discussão e enfatizar o papel do modo instável na geração da turbulência, é
considerada a existência de um único modo normal de oscilação, caracterizado pela relação de
dispersão

ωB(k) = vbk

1 + bvbk
, (4.3)

onde b é um parâmetro de ajuste e vb é proporcional a velocidade de deriva do feixe. Este modo
feixe possui uma região de alta frequência e uma região de baixa frequência que desempenham na
dinâmica do sistema o papel das ondas de Langmuir e das ondas íon- acústicas, respectivamente.

A intensidade espectral das ondas é calculada conforme a Teoria de Turbulência Fraca e
o formalismo de Klimontovich, isto é, levando em consideração ambos os termos da interação
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quase linear e linear (termos de emissão espontânea1 e de emissão induzida), da interação não
linear onda-onda e da interação não linear onda-partícula (termos de espalhamento).

Se para simplificar a análise desprezarmos os termos de espalhamento não linear, a equação
cinética para a intensidade espectral das ondas do modo B, relação de dispersão (4.3), fica dada
pela soma do termo de decaimento com os termos de emissão. Quando aplicados ao modelo de
modo único estes termos são dados pelas seguintes equações

∂IσB
k

∂t

∣∣∣∣∣
em. ind.

= π
(σωB

k )3

k

ˆ
dvδ(σωB

k − k · v)∂Fe

∂v IσB
k , (4.4)

∂IσB
k

∂t

∣∣∣∣∣
em. esp.

= (σωB
k )6

ω4
pe

ne2

k2

ˆ
dvδ(σωB

k − k · v)Fe, (4.5)

∂IσB
k

∂t

∣∣∣∣∣
decaimento

= −π
(σωB

k )3

ω4
pe

∑
σ′,σ′′=±1

ˆ
dk′

∣∣∣χ(2)
(
k′, σ′ωB

k′ |k − k′, σ′′ωB
k−k′

)∣∣∣2
×
[(

σ′ωB
k′

)3
Iσ′′B

k−k′IσB
k +

(
σ′′ωB

k−k′

)3
Iσ′B

k′ IσB
k +

(
σωB

k

)3
Iσ′B

k′ Iσ′′B
k−k′

]
× δ(σωB

k − σ′ωB
k′ − σ′′ωB

k−k′). (4.6)

As expressões para os coeficientes de difusão quase linear e de arraste colisional que compõem
a equação cinética para a evolução temporal das partículas, por sua vez, são reescritas para o
modelo de modo único da seguinte forma

D = 2π
e2

m2
e

∑
σ=±1

ˆ ∞

0
dkIσB

k δ(σωB
k − k · v), (4.7a)

A = e2

2πmeω2
pe

∑
σ±1

ˆ ∞

0
dk (σωB

k )3

k
δ(σωB

k − k · v). (4.7b)

Ressaltando que ao analisarmos o modelo de modo único continuaremos desprezando os termos
não lineares na equação cinética para as partículas.

As funções delta que caracterizam os termos de emissão espontânea e emissão induzida na
equação cinética para o modo feixe B e que estão presentes nos coeficientes de difusão e de
arraste podem ser reescritas para o caso unidimensional como segue

δ
(
σωB

k − kv
)

=
∣∣∣∣ vb

σv2 − vbv

∣∣∣∣ δ(k − k∗), k∗ = σvb − v

vbvb
,

δ
(
σωB

k − kv
)

= 1
|k|

δ(v − v∗), v∗ = σvb

1 + bvbk
.

A condição de ressonância entre três ondas proveniente do termo não linear de decaimento,
por sua vez, fica dada, no caso unidimensional, por

δ(σωB
k − σ′ωB

k′ − σ′′ωB
k−k′) =

∣∣∣∣ σ′′vb

[1 + bvb(k − k+)]2 − σ′vb

(1 + bvbk+)2

∣∣∣∣−1
δ(k′ − k+) (4.8)

+
∣∣∣∣ σ′′vb

[1 + bvb(k − k−)]2 − σ′vb

(1 + bvbk−)2

∣∣∣∣−1
δ(k′ − k−).

Na expressão acima, os vetores de onda k′ ressonantes que satisfazem as funções delta são dados
por

k+ = −B +
√

B2 − 4AC
2A

,

1O termo de emissão espontânea não está presente na teoria de Vlasov e é característico de tratamentos nos
quais a natureza discreta das partículas é levada em consideração, a exemplo da formulação de Klimontovich
discutida no capítulo 3.
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k− = −B −
√

B2 − 4AC
2A

,

onde
B − 4AC ≥ 0,

A = bv2
b (σ′ + σ′′) − σb2v3

b k

1 + bvbk
,

B = σb2v3
b k2

1 + bvbk
+ vb(σ′′ − σ′) − bv2

b k(σ′ + σ′′),

C = vbk(σ − σ′′).

Por fim, tendo sido obtidas as raízes que satisfazem a condição de ressonância entre as ondas do
modo B, é considerada a aproximação de onda rápida (Yoon, 2019)

ω′ ≫ k′vT a, ω − ω′ ≫ |k − k′|vT a, ω ≫ kvT a,

e a quantidade χ
(2)
a fica dada, de forma aproximada, em mais baixa ordem por

χ(2)
a (k′, ω′|k − k′, ω − ω′) = − i

2
ea

ma

ω2
pa

ωω′(ω − ω′)
1

kk′|k − k′|

×
[

k2

ω
k′ · (k − k′) + k′2

ω′ k · (k − k′) + (k − k′)2

ω − ω′ k · k′
]

.

Na próxima seção discutiremos a emissão quase térmica como condição inicial adotada para
a dinâmica do sistema plasma-feixe.

Nível inicial das ondas do modo feixe
Retomando a discussão começada na seção 3.6.3, uma vez que o sistema plasma-feixe não

se encontra em um estado de equilíbrio termodinâmico, não é possível adotar o mesmo critério
usado para a dinâmica dos modos eletrostáticos tradicionais (modos L e S), para os quais os
níveis das intensidades espectrais em t = 0 são determinados pelo balanço dos termos de emissão
espontânea e induzida, de tal forma que ∂Iσα

k /∂t = 0 neste instante. Este procedimento leva à
equação (3.62), a qual determina a quantidade Iσα

k,0 = −Sσα
k /γα

k como o nível inicial para essas
ondas.

A determinação do nível inicial da intensidade espectral do modo B será realizada da seguinte
maneira. Supomos que o sistema físico composto por partículas e campos se encontra em um
estado de equilíbrio termodinâmico até o instante t → 0−, quando então o feixe de elétrons
é injetado sobre todo o espaço de configuração do sistema, repentinamente removendo este do
estado de equilíbrio e injetando a energia livre contida no feixe. Por esta razão, os modos normais
de oscilação sustentados pelo sistema plasma-feixe devem colher os seus níveis iniciais de energia
a partir das flutuações (quase) térmicas previamente existentes no sistema.

Esta dissertação se propõe a utilizar a emissão quase térmica ao longo do modo feixe descrito
pelo modelo de modo único como condição inicial das equações cinéticas, isto é, como nível inicial
da intensidade espectral das ondas. Voltando para a expressão da emissão quase térmica para
um plasma em equilíbrio térmico (3.61), apresentada no capítulo 3,

〈
δE2

〉
k,ω

= T

2π3ω

Im ϵ(k, ω)
|ϵ(k, ω)|2

,

ϵ(k, ω) = 1 +
∑

a

2ω2
pa

k2v2
T a

[
1 + ω

kvT a
Z

(
ω

kvT a

)]
,
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e definindo as quantidades

z = ω

ωpe
, κ = kλD, M = mi

me
,

obtemos, para um plasma de elétrons e íons com Ti = Te = T ,2

ϵ(κ, z) = 1+ 2
κ2

[
1 −

√
Mz√
2κ

Di

(√
Mz√
2κ

)
− z√

2κ
Di

(
z√
2κ

)]
+i

√
πz√
2κ3

(√
Me−Mz2/2κ2 + e−z2/2κ2)

.

(4.10)
Como visto anteriormente, a flutuação espectral do campo elétrico se relaciona com a inten-

sidade espectral das ondas segundo (3.55)〈
δE2

〉
k,ω

=
∑

σ=±1

∑
α

Iσα
k δ(ω − ωσα

k ).

Assim, podemos definir Iσα
k,th como a intensidade espectral quase térmica das ondas, sendo dada

por 〈
δE2

〉
k,ωσα

k

.=
Iσα

k,th

ωσα
k

−→ Iσα
k,th = ωσα

k

〈
δE2

〉
k,ωσα

k
= T

2π3
Im ϵ(k, ωσα

k )∣∣∣ϵ(k, ω
σα)
k

∣∣∣2 . (4.11)

Portanto, definindo a intensidade espectral normalizada e um parâmetro proporcional ao parâ-
metro de plasma como

G = 1
23/2(4π)2nλ3

D

= 1
(4π)2n

ω3
pe

v3
T e

, Eσα
κ = 4π2G

mev2
T e

Iσα
κ ,

temos
Iσα

κ,th = T

2π3
Im ϵ(κ, zσα

κ )
|ϵ(κ, zσα

κ )|2
−→ Eσα

κ,th
.= 4π2G

mev2
T e

Iσα
κ,th = G

π

Im ϵ(κ, zσα
κ )

|ϵ(κ, zσα
κ )|2

. (4.12)

Se definirmos as quantidades adimensionais

rv = vb

vT e
, b̃ = bωpe,

podemos reescrever a expressão (4.3) da seguinte forma:

zB
κ = rvκ

1 + b̃rvκ
. (4.13)

A expressão para as intensidades espectrais normalizadas (4.12) das ondas com relação de dis-
persão dada por (4.13)

EB
κ,th = G

π

Im ϵ(κ, zB
κ )

|ϵ(κ, zB
κ )|2

, (4.14)

fornece o nível inicial da intensidade espectral do modo B.
A figura 4.2 mostra, no painel esquerdo, a relação de dispersão do modo B onde este se

situa no diagrama ω × k das flutuações quase térmicas eletrostáticas no estado de equilíbrio
termodinâmico. Já o painel direito mostra o gráfico da intensidade espectral em função do
número de onda. Deve ser ressaltado que o nível apresentado está normalizado ao parâmetro de
plasma g ≪ 1.

Em posse das informações dispostas na figura 4.2, isto é, dos contornos da emissão quase
térmica e da intensidade espectral do modo feixe podemos dar continuidade expondo alguns
resultados.

2A função Di presente na expressão (4.10) é chamada de integral de Dawson e definida como
Di(z) = e−z2 ´ z

0 et2
dt (Abramowitz and Stegun, 1972).
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Figura 4.2: No painel da esquerda é apresentado o gráfico de contorno da emissão quase térmica
(??). Superimpostas são encontradas as relações de dispersão de Langmuir (L), Bohm-Gross
(BG) e do modo feixe (B) (4.13) com rv = 10 e b̃ = 0.6. No painel da direta é apresentada a
intensidade espectral normalizada do modo feixe (4.14), determinado pelo ruído quase térmico.

4.3 Solução numérica e resultados
Com a finalidade de estudar a evolução temporal do sistema plasma-feixe, foi implemen-

tado um código numérico baseado no método Runge-Kutta de 4ª ordem com passo variável
para solução das equações diferenciais ordinárias (Press et al., 1996). A análise é simplificada
considerando o limite unidimensional onde as partículas e as ondas excitadas evoluem em um
espaço unidimensional. Discretizamos o espaço de velocidade u e número de onda q, (onde
q = kvT e/ωpe, assim como u = v/vT e, são variáveis adimensionais), em grades com um grande
número de pontos nos os intervalos definidos no input do programa. Em cada ponto da grade o
sistema é resolvido, considerando-o como um problema de valor inicial. Os parâmetros iniciais
importantes utilizados pelo programa que resolve as equações são rn = nb/nc, rv = vb/vT e,
b̃ = bωpe, juntamente com a condição inicial de equilíbrio termodinâmico (rT 1 = rT 2 = 1).

Reescrevendo os coeficientes e as equações cinéticas em termos das variáveis normalizadas
obtemos

∂EσB
q

∂τ
=
(
CQL

s + CNL
s

)
+
(
CQL

i + CNL
i

)
EσB

q (4.15a)

∂Φ
∂τ

= ∂

∂u

(
AΦ + D

∂Φ
∂u

)
(4.15b)
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,

onde os superíndices “QL” e “NL” e os subíndices “s” e “i” indicam a natureza dos termos como
quase linear, não linear, espontâneo e induzido, respectivamente. Uma derivação mais detalhada
destas expressões pode ser encontrada em Pascoal (2014).

Ainda no contexto da implementação numérica, na figura 4.3 são comparadas as relações
de dispersão dos modos uB e B (com b̃ = 0.6) bem como suas correspondentes velocidades
ressonantes para um conjunto específico de parâmetros. Vemos que no modelo de modo único
zB

q a região de inversão de população (∂Φe/∂u > 0) ocorre nas mesmas velocidades ressonantes
que no caso do modo instável uB, isto é, que o modo instável obtido a partir da solução numérica
da equação de dispersão (4.2). A figura mostra que para os parâmetros adotados esta região
compreende intervalo de velocidades 2.51 ≲ v/vT c ≲ 4.95.

Analisando a relação de dispersão modelada vemos que a velocidade ressonante varia de 0 a
vb na medida em que k varia de ∞ a 0. Para valores típicos de b e kmin (o valor mínimo de k na
grade numérica), o limite superior da velocidade ressonante v∗ é inferior a velocidade do feixe
vb. Portanto, a função de distribuição de velocidades não se modifica para valores de velocidade
superiores a vb.
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Figura 4.3: (Painel superior esquerdo) Gráfico
das relações de dispersão do modo uB (com
rn = 0.1, rv = 4.951, rT 1 = rT 2 = 1) e do
modelo do modo B com b̃ = 0.6. (Painel supe-
rior direito) Gráfico da função de distribuição
normalizada Φe (u) para o mesmo conjunto de
parâmetros, mostrando o intervalo de inversão
de população (∂Φe/∂u > 0). (Painel inferior)
Gráfico das velocidades ressonantes uuB

q e uB
q .

A relação de dispersão (4.3) pode ser ajustada introduzindo um parâmetro a ≥ 1, de modo
que avb é igual ou maior que a velocidade máxima na grade numérica

ωB(k) = avbk

1 + bvbk
. (4.16)

A mesma alteração é realizada na relação de dispersão normalizada (4.13). Os cálculos realizados
com a relação de dispersão original (4.3) permanecem inalterados após uma redefinição de vb e
b

vb −→ avb,real, b −→ breal/a,

onde vb,real e breal correspondem aos parâmetros em (4.16). A figura 4.4 compara a relação de
dispersão redefinida à relação de dispersão de Bohm-Gross para diferentes valores do parâmetro
a. Além disso, podemos comparar a solução numérica da relação de dispersão exata (modo
instável uB) à relação de dispersão do modo único para diferentes valores do parâmetro de
ajuste a, expressão (4.16). Esta comparação é apresentada na figura 4.5. O sistema plasma-
feixe foi simulado para diferentes valores da velocidade relativa do feixe rv = vb/vT e = 7, 8 e 9
e da densidade relativa entre os elétrons do feixe e do core rb = nb/ne = 10−1, 10−2 e 10−3. Os
demais parâmetros, por sua vez, foram definidos como b = 0.8, a = 1.3 e g = 10−6.
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Figura 4.4: Comparação entre a relação de dispersão de Bohm-Gross e a relação de dispersão
(4.16) para diferentes valores do parâmetro de ajuste a.

Começamos por analisar a evolução temporal da função distribuição de velocidades Φe(u)
com a velocidade do feixe e a densidade do feixe mantidas fixas. Estes resultados são apresen-
tados na figura 4.6.

As diferentes curvas identificam diferentes instantes de tempo de modo a demonstrar a
evolução dinâmica e suave do sistema. Observa-se claramente a formação do plateau quase
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Figura 4.5: Comparação entre as relações de dispersão do modo uB e do modo único B para
diferentes valores do parâmetro a com nb/nc = 10−2 e vb/vT e = 4.951.
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Figura 4.6: Evolução temporal da função distribuição de elétrons (vb/vT e = 7 e nb/nc = 10−3).

linear (no lado das partículas com velocidades positivas, as quais entram em ressonância linear
com as ondas) e da cauda supertérmica, no lado das partículas com velocidades negativas. Esta
cauda supertérmica é gerada pelo termo de decaimento na equação cinética do modo B.

Analogamente, a análise da evolução temporal da intensidade espectral EB
q das ondas do

modo B como função do número de onda q é apresentada na figura 4.7. Neste caso, observa-se
excitação dos modos forward e backward. São justamente estas ondas do modo B com propagação
backward (q < 0) que interagem com os elétrons com velocidade negativa ocasionando o fenômeno
de formação da cauda supertérmica na distribuição eletrônica. Além disso, ao comparar as
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Figura 4.7: Evolução temporal do espectro do modo B (vb/vT e = 7 e nb/nc = 10−3).
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figuras 4.4 e 4.7 podemos corroborar a afirmação feita de Cairns (1989) de que a frequência
de máximo crescimento frequentemente fica ou significativamente abaixo ou um pouco acima
da frequência de plasma ωpe. Vemos que a região de maior crescimento das ondas do modo B
ocorre no intervalo −0.2 ≲ q ≲ 0.2.

A seguir, vamos analisar como o sistema se comporta com a variação da velocidade do feixe.
Com esse intuito são sobrepostas as curvas no instante final da simulação para três valores
distintos de velocidade.

Na função distribuição é observada a diminuição do aquecimento da cauda supertérmica
com o aumento da velocidade, sendo a curva que representa o feixe de menor energia aquela que
apresenta um maior aquecimento da cauda, como pode ser visto na figura 4.8. Este fenômeno
se deve ao termo de interação não linear entre as ondas da equação cinética das intensidades
espectrais, descrito pela equação (4.6).
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Figura 4.8: Função distribuição eletrônica para diferentes velocidades do feixe (nb/nc = 10−3 e
ωpet = 3000).

No gráfico da intensidade espectral ilustrado na figura 4.9, por sua vez, ocorre que na medida
em que a velocidade aumenta, a largura do espectro excitado também aumenta e o pico do
espectro se torna maior e mais próximo de q = 0. A relação de dispersão na figura 4.4 indica,
portanto, que o pico do espectro se dá em frequências menores que a frequência de plasma ωpe.

Para demonstrar o nível de saturação da energia das ondas (normalizado pela energia total
inicial das partículas) foi gerado um gráfico da energia associada ao modo B em função do tempo
normalizado (figura 4.10). Neste, vemos que a saturação ocorre em níveis mais altos e instantes
de tempo posteriores na medida em que a velocidade do feixe aumenta. Vemos também que,
confirmando a condição da Teoria de Turbulência Fraca, a energia das ondas representa uma
parcela pequena da energia total do sistema. Isto é, como critério de aplicabilidade da teoria
requer-se que a razão entre a energia total das ondas e a energia total das partículas seja muito
menor que a unidade.

Dando continuidade à exposição dos resultados, é fixada a velocidade do feixe e variada a
densidade do feixe de 10−3 a 10−1.

Na função de distribuição velocidades, na figura 4.11, observamos um comportamento dis-
tinto daquele observado com a variação da velocidade. Na medida em que aumentamos a inten-
sidade do feixe, isto é, que a densidade aumenta, aumenta também o aquecimento da cauda da
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Figura 4.9: Espectro das ondas do modo B para diferentes velocidades do feixe (nb/nc = 10−3

e ωpet = 3000).

distribuição. Observa-se também, naturalmente, que o plateau decorrente da interação linear é
formado em valores maiores de Φe e se estende por um intervalo maior de u.

Voltando a atenção ao espectro do modo B e à energia total associada às ondas que o
compõem, observamos comportamento análogo ao caso da variação da velocidade. Entretanto,
vemos que feixes muito intensos (densidade relativa nb/nc = 10−1 na figura 4.12) apresentam
valores de energia maiores que a unidade. Neste caso, é assumido que a aproximação perturbativa
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Figura 4.10: Evolução temporal da energia total das ondas do modo B para diferentes veloci-
dades do feixe e nb/nc = 10−3.
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Figura 4.11: Função distribuição eletrônica para diferentes densidades do feixe (vb/vT e = 7 e
ωpet = 3000).

perde validade pelo fato de representar uma situação na qual a energia total das ondas é muito
grande para assumirmos a validade da Teoria de Turbulência Fraca.

Enquanto que com o aumento da densidade o espectro se alarga e o pico se torna mais
expressivo em valores de q mais próximos de zero, também ocorre que a curva correspondente
à densidade relativa 10−1 apresenta valores maiores que a unidade, isto é, uma inconsistência
com relação à normalização adotada. Ainda assim, em conformidade com o comportamento
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Figura 4.12: Espectro das ondas do modo B para diferentes densidades do feixe (vb/vT e = 7 e
ωpet = 3000).
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descrito por Cairns (1989), a tendência de diminuição da frequência de máximo crescimento
com o aumento da densidade do feixe é observado.

Da mesma forma, o gráfico da energia das ondas em função do tempo, figura 4.13, apresenta
uma saturação em níveis mais altos e se dá em uma escala mais rápida na medida em que a
densidade aumenta. Entretanto, assim como na figura 4.12, vemos que a teoria perde a validade
no caso de alta densidade uma vez que a energia das ondas rapidamente assume valores maiores
que a unidade.

Fica claro, consequentemente, que em algum valor intermediário entre as densidades relativas
10−2 e 10−1, dados os demais parâmetros adotados, a intensidade do feixe é grande o suficiente
para que o sistema não possa mais ser descrito segundo os pressupostos da Teoria de Turbulência
Fraca.



Capítulo 5

Considerações Finais

O sistema plasma-feixe constitui um campo muito importante dentro da área da física de
plasmas e tem se mostrado complexo e rico em fenômenos de interesse teórico, experimental
e tecnológico. Nesta dissertação foi estudado o sistema plasma-feixe a partir da Teoria de
Turbulência Fraca segundo o formalismo de Klimontovich. Este formalismo permite a inclusão
dos chamados efeitos de partícula única, ou efeitos discretos, mais especificamente a inclusão
dos fenômenos oriundos das flutuações em torno das médias de ensemble e da emissão quase
térmica.

A Teoria de Turbulência Fraca usual, largamente explorada nas últimas décadas, descreve a
dinâmica das oscilações eletrostáticas em um plasma assumindo que as ondas presentes no sis-
tema ocorrem ao longo dos modos normais eletrostáticos de Langmuir e íon-acústico. Contudo,
trabalhos recentes mostram que à medida que os campos associados aos modos normais trocam
energia com as partículas que compõem o plasma através de interações lineares e não linea-
res, a presença do feixe de partículas carregadas no plasma, e a subsequente evolução dinâmica
do sistema, ocasionam a geração do chamado modo feixe. Este modo apresenta modificações
expressivas na sua relação de dispersão que dependem fortemente das características do feixe, ve-
locidade e densidade, por exemplo. As formas particulares do modo feixe modificado, bem como
o caráter reativo ou ressonante das instabilidades que atuam sobre o mesmo, foram estudadas
por Cairns (1989) e continuam sendo tema de grande interesse para as linhas de pesquisa em ins-
tabilidades em plasmas. Ainda sobre as linhas de pesquisa voltadas ao estudo de instabilidades,
é interessante citar a observação do modo feixe nas simulações apresentadas em Thurgood and
Tsiklauri (2015) e em Simões Júnior et al. (2010), mais especificamente no diagrama apresentado
na figura 5 deste último artigo.

De particular interesse para esta dissertação pode ser citado o trabalho de Pascoal (2014),
o qual propõe o modelo de modo único descrito na seção 4.2. Este modelo supõem a existência
de um único modo, o modo feixe modificado B descrito por (4.3), que se propaga em ambos
os sentido do sistema unidimensional interagindo consigo mesmo e com as partículas segundo o
formalismo descrito nos capítulo 3 e 4.

A dinâmica das ondas e das partículas que compõem o sistema plasma-feixe foi descrita a
partir do modelo de modo único tomando a emissão quase térmica (3.61) como nível inicial para
o espectro das ondas do modo B. A inclusão do parâmetro “a” na expressão da relação de
dispersão do modo único, por sua vez, permitiu estender a região ressonante na grade numérica
de modo a incluir todas as partículas que compõem o feixe.

De maneira geral, observa-se que as soluções obtidas segundo o modelo do modo único
apresentam comportamento bastante semelhante quando comparamos a dinâmica envolvendo
feixes de baixa e de alta intensidade. Isto é, a formação do plateau e da cauda supertérmica na
distribuição das partículas, a excitação das ondas via ressonância com as partículas, das ondas
tanto do modo forward quanto backward. Exceção feita ao caso em que a intensidade do mesmo
é grande o suficiente para não estar mais no regime de aplicabilidade da Teoria de Turbulência

76



CAPÍTULO 5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 77

Fraca.
Os resultados obtidos nesta Dissertação suscitam diversos estudos futuros promissores. A

relação entre os parâmetros do feixe e os demais parâmetros que caracterizam o sistema será
objeto de um estudo futuro, em especial no que concerne o limite de aplicabilidade da teo-
ria. Posteriormente também será considerada a possibilidade de reajuste dos parâmetros a e b,
que integram a expressão da relação de dispersão (4.16), a cada troca de parâmetros do feixe
(velocidade e densidade).

Outro desenvolvimento futuro importante será a inclusão dos efeitos de todos os modos nor-
mais eletrostáticos presentes no sistema, ao invés de apenas o modo único. Assim, pretendemos
determinar qual é a sua importância na evolução dinâmica do plasma. Com esta finalidade
vamos trabalhar com as soluções numéricas da equação de dispersão, sem realizar modelagem
dos modos, para incluir os efeitos de todos os possíveis modos normais bem como determinar as
condições de ressonância linear e não linear.

Além disso, a implementação de um código numérico para a solução do sistema plasma-feixe
bidimensional permitirá a inclusão do modo eletromagnético, possibilitando assim a análise
completa da dinâmica do sistema plasma-feixe não magnetizado e a comparação direta com as
simulações computacionais e as observações espaciais relatadas neste trabalho.
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