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Resumo

Este trabalho inicia por revisar os conceitos basicos da Teoria Cinética de Plasmas e da
Teoria de Turbuléncia Fraca. A formulacdo de Klimontovich da Teoria de Turbuléncia Fraca
é aplicada ao sistema plasma-feixe segundo o modelo de modo tnico tendo a emissdo quase
térmica como condicdo inicial da dindmica das ondas do modo feixe. A utilizacdo da emissao
quase térmica como condigdo inicial se justifica porque sistemas cinéticos possuem espectros
caracteristicos de emissdo térmica, os quais podem servir como sementes para a excitagdo de
novos modos normais de oscilagdo.

Solucoes numéricas das equagoes cinéticas sao apresentadas para diferentes valores dos para-
metros do feixe (velocidade e densidade). Observamos que o comportamento do sistema plasma-
feixe com feixe de alta intensidade se aproxima do comportamento do sistema com feixes de baixa
intensidade. Os resultados encontrados para o sistema plasma-feixe segundo o modelo do modo
unico corroboram a consisténcia da Teoria de Turbuléncia Fraca, no sentido de que, em ambos
os casos, envolvendo feixes de baixa ou alta intensidade, a dindmica do sistema néo se altera
expressivamente.

Por fim, sdo consideradas possibilidades de pesquisas futuras a partir de aperfeicoamentos ao
modelo do modo tnico, da inclusdo dos demais modos normais & dindmica do sistema plasma-
feixe e da implementacdo de um cédigo numérico bidimensional.

Palavras-chave: Feixes de elétrons; Instabilidade feixe-plasma; Teoria de Turbuléncia
Fraca.



Abstract

This dissertation begins by reviewing the basic concepts of the Kinetic Theory of Plasmas and
the Weak Turbulence Theory. The Klimontovich formulation of the Weak Turbulence Theory is
applied to the beam-plasma system according to the single-mode model with the quasi-thermal
emission as the initial condition of the beam-mode wave dynamics. The use of quasi-thermal
emission as an initial condition is justified because kinetic systems have characteristic spectra of
thermal emission, which can serve as seeds for the excitation of new normal oscillating modes.

Numerical solutions of the kinetic equations are presented for different values of beam pa-
rameters (velocity and density). We observed that the behavior of the beam-plasma system
with a high-intensity beam resembles the behavior of the system with low-intensity beams. The
results found for the beam-plasma system according to the single-mode model corroborate the
consistency of the Weak Turbulence Theory, in the sense that, in both cases, involving beams
of low or high intensity, the dynamics of the system do not change significantly.

Finally, future research possibilities are considered based on improvements to the single-
mode model, the inclusion of more normal modes to the dynamics of the beam-plasma system,
and the implementation of a two-dimensional numerical code.

Key words: Electron beams; Beam-plasma instability; Weak Turbulence Theory.



Press Release

Instabilidades do sistema plasma-feixe sao estudadas segundo a Teoria de
Turbuléncia Fraca na Universidade Federal do Rio Grande do Sul

A Dissertacao de Mestrado produzida no programa de pés graduagao do Instituto de Fisica
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (IF-UFRGS) aborda o tema das instabilidades
em plasmas segundo a Teoria de Turbuléncia Fraca e o modelo de modo tinico. Intitulada “Tur-
buléncia de Langmuir Gerada por Feixes de Elétrons de Intensidade Arbitraria”, foi realizada
no periodo jul/2021 - jul/2023 por Guilherme Thomas Irumé sob a orientacdo do Dr. Rudi Ga-
elzer com apoio financeiro do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico
(CNPq).

Em poucas palavras, o leitor pode entender um plasma como sendo um sistema composto
por ions e elétrons, podendo conter particulas neutras, que apresenta quase neutralidade e
comportamento coletivo. A interacdo entre um feixe de elétrons e o plasma que o rodeia é
fundamental para muitas aplicacbes em fisica dos plasmas, possuam elas carater de pesquisa
bésica ou aplicada em plasmas espaciais, astrofisicos ou de laboratorio.

Com o intuito descrever de forma mais acurada os fendomenos da dindmica das particulas
e ondas que compdem o chamado sistema plasma-feixe, foram realizadas simulagdes numeéricas
das equagoes que descrevem o comportamento do sistema estudado tendo como condicao inicial
a chamada emissdo quase térmica. De maneira geral, observa-se que as solugoes obtidas segundo
o modelo do modo tnico apresentam comportamento bastante semelhante quando comparamos
a dindmica envolvendo feixes de baixa e de alta intensidade. Isto é, a formacao do plateau e
da cauda supertérmica na distribuicdo das particulas e a excitacdo das ondas, tanto do modo
forward quanto do modo backward, via ressonancia com as particulas.

Os resultados obtidos nesta Dissertacdo motivam diversas pesquisas futuras e se inserem nas
linhas de pesquisas em Fisica de Plasmas da UFRGS, as quais buscam uma melhor compreensao
dos fen6menos que ocorrem no Sol, no Sistema Solar e no ambiente espacial nas vizinhancas da
Terra e sobre como esses fenémenos afetam a humanidade no seu atual estdgio de desenvolvi-
mento.
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Capitulo 1

Introducao

O termo “plasma” foi cunhado por Lewi Tonks e Irving Langmuir, em 1929, no artigo Oscil-
lations in Ionized Gases (Tonks and Langmuir, 1929) para descrever “uma cole¢ao de particulas
carregadas” no estudo de oscilagbes em descargas elétricas. A dindmica do sistema é caracte-
rizada pela interagdo Coulombiana; ou seja, a interagdo entre as particulas ocorre a distancia
permitindo, entdo, um comportamento coletivo que é exibido pelas particulas carregadas que
compoem o plasma. Nesta Dissertagao, a definicdo adotada descreve um plasma como sendo:
um sistema composto por ions e elétrons, podendo conter particulas neutras, que apresenta quase
neutralidade e comportamento coletivo (Bittencourt, 2004). Por quase neutralidade entende-se
que um pequeno elemento de volume do gas deve conter particulas o suficiente para que a dife-
renca entre a densidade de cargas positivas e a densidade de cargas negativas seja considerada
apenas uma flutuacio.

Dos campos elétricos associados aos portadores de cargas e dos campos magnéticos associa-
dos ao movimento, destes surge o comportamento coletivo com muitos graus de liberdade que
caracteriza o sistema, uma vez que através da forca de Lorentz as particulas afetam as trajetérias
umas das outras. O gés ionizado deve também apresentar o que se chama de efeito de blindagem,
através do qual a efetividade da forga elétrica entre qualquer par de particulas carregadas que o
compoem acaba sendo limitada a uma distancia finita, conhecida como comprimento de Debye
e expresso no sistema CGS (ou Gaussiano)! como (Jackson, 1999; Chen, 2018; Yoon, 2019)

Te
4dmne?’

\p = (1.1)
onde n representa a densidade de particulas de uma dada espécie, T é a temperatura, em
unidades de energia, e e é a carga elementar. Para que a blindagem eletroénica ocorra e a
descricao estatistica tenha validade, o niimero de particulas numa esfera de Debye, cujo raio é
dado por (1.1), deve ser enorme e a esta suposi¢do chama-se aprozimagdio de plasma. E comum
em fisica de plasmas encontrar resultados em termos do parametro de plasma g,

1

n)\?b

[Y
onde n)\% é o numero de particulas na esfera de Debye. Este pardmetro é interpretado como
a medida do grau em que o plasma ou os efeitos coletivos influenciam no comportamento das
particulas individualmente, e a aproximacdo de plasma consiste no limite ¢ < 1 (Krall and
Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

A interacio entre um feixe de elétrons e o plasma que o rodeia é fundamental para mui-
tas aplicacOes em fisica dos plasmas, possuam elas carater de pesquisa bésica ou aplicada em
plasmas espaciais, astrofisicos ou de laboratério. Dentre os fenémenos que se enquadram nesta

! Ao longo desta Dissertacio sera adotado o sistema Gaussiano de unidades.
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classe, de particular importancia sdo as emissoes de ondas eletrostaticas longitudinais e/ou ele-
tromagnéticas na vizinhanga da frequéncia eletronica de plasma wp. e no seu primeiro harmoénico
2wpe, sendo

_ [4mne?
Wpe = o

Estas emissoes sdo, em muitas situagoes, acompanhadas da energizagdo/aquecimento da
populacdo eletrénica que compsée o plasma, gerando caudas nao térmicas na sua funcao de
distribuigdo. A emissdo de radiagdo eletromagnética em frequéncias proximas a wpe €/ou 2wpe
tem sido observada (de forma remota ou in situ) por sondas espaciais que se deslocam através
da magnetosfera terrestre e/ou do vento solar. Ondas eletromagnéticas nas mesmas faixas de
frequéncia tém sido também observadas originando-se da coroa solar. Esta classe de fené6menos
de emissdo de radiagdo eletromagnética possui a denominacdo comum de emissao de plasma,
independente do(s) mecanismo(s) emissor(es) especifico(s).

Por sua vez, a observacao de ondas eletrostaticas longitudinais deve ser realizada in situ por
sondas espaciais ou por detectores no laboratério, uma vez que estas se encontram aprisionadas
dentro do plasma por nao existirem no vacuo. A observagao das ondas longitudinais é, muitas
vezes, registrada de forma concomitante com a emissao de plasma de ondas eletromagnéticas.
Na literatura é possivel encontrar diversos mecanismos propostos e simulacoes realizadas ao
longo do tempo para esclarecer estes fenomenos aparentemente correlacionados (Thurgood and
Tsiklauri, 2015; Zhou et al., 2020; Akbari et al., 2021).

Por outro lado, a energizacdo de particulas carregadas eletricamente é reconhecida como
um dos problemas mais importantes na fisica dos plasmas contemporanea. Energizacao de
particulas (aceleragio e aquecimento) pode resultar de campos eletrostaticos de larga escala tais
como ocorrem em ondas de choque nao colisionais ou durante reconexao magnética.

Outro importante mecanismo de energizacdo de particulas carregadas é a turbuléncia no
plasma. Transporte induzido por turbuléncia é importante ndo somente no ambiente espacial,
mas também em dispositivos que buscam a fusdo termonuclear controlada, tais como tokamaks.

Para o ambiente espacial, energizacao de particulas possui uma ramificacdo que transcende
a pesquisa bésica, uma vez que influencia no funcionamento de satélites de comunicagdo e pode
ter uma influéncia significativa na exploracdo humana do espago (Ferguson, 1993; Scime et al.,
1994). Estas questoes se tornam continuamente mais importantes, tanto que justificaram o
nascimento de uma nova area da ciéncia denominada clima espacial (space weather).

Dentre os diversos fendmenos envolvidos na turbuléncia em plasmas, esta Dissertacao esta
particularmente interessada na denominada turbuléncia de Langmuir, a qual se caracteriza jus-
tamente pela emissdo de plasma, emissao de ondas eletrostaticas e pela energizacao eletronica
provocada pela interagdo ndo linear dos elétrons com as ondas geradas pela emissdo. A tur-
buléncia de Langmuir é um dos fendmenos mais estudados na turbuléncia de plasmas, sendo a
maior parte dos trabalhos existentes focados na dindmica das ondas. O aspecto relacionado de
energizacao de particulas tem sido estudado em anos mais recentes.

O presente trabalho se propoe a aprofundar o conhecimento ja existente da turbuléncia de
Langmuir enfocando aspectos tanto da emissao de plasma quanto da energizacao de elétrons bem
como estender a validade da teoria generalizada de turbuléncia fraca para incluir os efeitos tanto
na relacao de dispersao quanto no coeficiente de emissao de um feixe de intensidade arbitréria.

A formulacao tradicional da teoria generalizada de turbuléncia fraca assume tacitamente que
os modos normais que existem em um plasma de elétrons e ions em equilibrio térmico sdo os
modos fon-actustico (S) e de Langmuir (L) (Krall and Trivelpiece, 1986; Sitenko, 1982; Yoon,
2019; Ziebell et al., 2001, 2008a,b, 2012). Entretanto, no caso de um sistema plasma-feixe as
relagoes de dispersao se modificam por consequéncia da presenca do feixe e esta modificacao
implica a existéncia de um novo conjunto de modos normais sustentados pelo plasma (Cairns
and Fung, 1988; Cairns, 1989).
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Neste contexto, estudamos a dindmica do modo feixe-modificado a partir do modelo de modo
tnico (Pascoal, 2014), o qual apresenta uma regido de baixa frequéncia e uma regido de alta
frequéncia, as quais acabam por desempenhar o papel dos modos normais eletrostdticos usuais
(ion-actstico e de Langmuir, respectivamente). Em seguida, é feita uma discussdo acerca da
determinacao da intensidade espectral inicial das ondas. Esta intensidade inicial esta relacionada
ao fendmeno da emissdo quase térmica (Yoon, 2005), que se deve ao fato de que as particulas do
plasma possuem velocidades descritas por funcoes de distribuicao caracterizadas por dispersoes
de velocidades que no estado de equilibrio termodindmico definem a temperatura cinética do
sistema. Descreve, portanto, a emissao de radiagdo (eletrostitica) de um plasma que estd em
uma determinada “temperatura’.

Em poucas palavras, podemos dizer que os resultados apresentados no final desta Dissertagao
sdo obtidos da seguinte maneira: A formulacao de Klimontovich da Teoria de Turbuléncia Fraca
é aplicada ao sistema plasma-feixe segundo o modelo de modo tnico tendo a emissdo quase
térmica como condicdo inicial da dindmica das ondas do modo feixe.

Uma revisdo dos conceitos basicos da Teoria Cinética de Plasmas é apresentada no capitulo
2 para entdo, no capitulo 3, abordar o formalismo de Klimontovich no contexto de oscilagoes
eletrostaticas que se manifestam em plasmas térmicos. O capitulo 4 discute o sistema plasma-
feixe segundo o modelo de modo tUnico tendo como condicao inicial da dindmica das ondas a
emissdo quase térmica. Por fim, sdo apresentados os resultados das solu¢bes numéricas das
equagoes que descrevem a dindmica do sistema. Finalmente, no capitulo 5 é apresentado um
resumo dos conteidos abordados na Dissertacdo e possiveis desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2

Revisao Teorica

2.1 Teoria Cinética de Plasmas

No intuito de descrever a dindmica de um sistema com N particulas no espaco de fase de
seis dimensoes, é fundamental que a posicdo e a velocidade de cada particula sejam conhecidas.
Portanto, se conseguirmos resolver as 6/N equacoes de movimento associadas aos componentes
do sistema poderemos, entao, descrever completamente sua evolugdo temporal. Ao nos debru-
garmos sobre esta tarefa encontramos trés dificuldades principais: O nimero N de particulas que
compoem o sistema é geralmente gigantesco, existe um alto grau de correlagdo entre as equacoes
de movimento devido as interagoes entre as particulas (que se ddo via campos eletromagnéticos
gerados de forma autoconsistente) e as equagoes de movimento sdo altamente nao lineares.

Por estas razoes, o estudo da dindmica dos plasmas é normalmente realizado por duas for-
mulacoes de muitos corpos: a formulacao de fluidos ou a mecénica estatistica.

Embora a Formulacao de Fluidos (Bittencourt, 2004) seja a teoria mais simples que temos
para descrever um plasma, impressiona o quao precisa esta pode ser para descrever um grande
niumero de fené6menos envolvendo plasmas. Entretanto, existe também todo um universo de
fendmenos para os quais o tratamento proposto por esta formulacdo se mostra inadequado. A
exemplo disto pode-se citar o amortecimento nao colisional das ondas de Langmuir, ou amorte-
cimento de Landau, o qual somente pode ser aproximadamente reproduzido na formulacio de
fluidos, uma vez que este amortecimento se deve a um processo nao colisional de transferéncia
de energia entre os campos e as particulas, dependente da forma da funcdo de distribuicdo de
velocidades (Hammett and Perkins, 1990; Hunana et al., 2018). Nestes casos, emprega-se a
Teoria Cinética dos Plasmas (Bittencourt, 2004; Krall and Trivelpiece, 1986). Esta teoria faz
uso de uma fungao de distribuicdo de probabilidades f(x, v,t) para cada espécie que compoe o
plasma, bem como as equagoes que descrevem a dindmica das funcoes de distribuicao e dos cam-
pos eletromagnéticos de uma forma autoconsistente. Seu estudo acrescenta profundidade aos
conceitos de equilibrio, ondas e estabilidade ja explorados sob a 6tica da teoria de fluidos (Krall
and Trivelpiece, 1986). Esta é uma descrigio estatistica onde se pode, com um nimero pequeno
de equagoes, levar em conta as correlagoes entre as particulas, a distribuigcao térmica destas e os
efeitos autoconsistentes das interacoes entre as particulas e os campos eletromagnéticos contidos
no plasma.

Neste trabalho estudamos plasmas quentes e de densidade suficientemente baixa para que
possamos desconsiderar os efeitos de colisbes binarias entre as particulas. Em um primeiro
momento abordaremos as aproximagoes linear e quase linear do formalismo de Vlasov, para pos-
teriormente, no capitulo 3, direcionarmos nossa atencao aos fenémenos nao lineares da dinamica
de plasmas no formalismo de Klimontovich. Neste iltimo, a natureza individual das particulas
que compdem o plasma é mantida de modo que os chamados efeitos de particula discreta (como
a emissao espontanea, por exemplo) desempenham um papel importante na dindmica dos siste-
mas. O formalismo de Vlasov, por sua vez, aborda a dindmica de plasmas fazendo uso de uma
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distribuigdo suave e, portanto, ndo é capaz de reproduzir os efeitos de particula discreta.

Uma abordagem comum em teoria cinética dos plasmas consiste em empregar a equacdo de

Boltzmann nao colisional

M—l—v‘Vfoé(x,v,t)—i—i-vaoé(x,v,t) =0, (2.1)

ot Mo,

a qual é conhecida na literatura como a equagio de Vlasov (Vlasov, 1938; Gurnett and Bhat-
tacharjee, 2005; Bittencourt, 2004; Krall and Trivelpiece, 1986), ou equagdo cinética de ordem
zero, na qual todas as correlagbes entre as particulas sdo desprezadas. Considere que existem
dois tipos de forcas que podem atuar sobre as particulas: de curto alcance (comumente chama-
das de colisoes, estas se originam da intera¢do entre um nimero pequeno de particulas) e de
longo alcance (originam-se dos efeitos coletivos de um grande nimero de particulas). Entéao, a
derivacao da equacao de Boltzmann que levard a equacao de Vlasov assumird apenas forgas de
longo alcance na dindmica do sistema e que todas as particulas em um determinado elemento
infinitesimal de volume do espago de fase estardo submetidas a mesma forca F.

Na equagao (2.1), a quantidade f, = fo(x,v,t) é a funcio de distribuicao de probabilidades
das particulas da espécie a (o = elétrons, prétons, He™™ | etc), derivada de tal forma que
V=L fo(x,v,t)dxdv é a probabilidade de se encontrar, no instante ¢, uma particula da espécie
no elemento de volume dxdv situado no ponto (x,v) do espaco de fase do sistema, sendo V' o
volume do sistema.

A equagao de Vlasov (2.1) pode ser obtida a partir do Formalismo de Klimontovich (Sitenko,
1982; Krall and Trivelpiece, 1986), como sera discutido no capitulo 3. Embora as equagdes do
formalismo de Klimontovich fornecam a solucdo exata da evolugcdo dindmica do sistema de
particulas e campos no plasma, a sua solucao analitica é impossivel. Por esta razdo, as equacoes
exatas sdo substituidas por um sistema de equagoes cinéticas aproximadas, as quais formam uma
cadeia hierarquica de equagbes com um grau crescente de complexidade, denominada hierarquia
BBGKY.

Nas secoes a seguir serao discutidos o sistema Vlasov-Maxwell de equagoes e algumas de suas
aplicacoes no problema da propagacao de ondas eletrostaticas ou eletromagnéticas no plasma. Na
secdo 2.2, o procedimento de linearizacao das equagoes e sua solucdo sdo apresentados de forma
didatica. Serd realizada também uma breve explicacdo acerca do fendémeno do amortecimento
de Landau e apresentados alguns dos modos normais do plasma, que irdo compor o estudo da
Teoria de Turbuléncia Fraca. Dando continuidade a revisao de conceitos importantes, nas se¢oes
2.3 e 2.4 sao definidos de forma qualitativa os diferentes tipos de instabilidades e de processos
nio lineares de interacdo onda-particula e onda-onda, respectivamente. Por fim, na se¢io 2.5,
um compilado de artigos é revisado com o intuito de contextualizar a pesquisa e familiarizar o
leitor aos estudos que motivam o tema desta dissertacao.

2.2 O Sistema Vlasov-Maxwell de Equacées

Como o sistema ¢ caracterizado por interagoes governadas por campos eletromagnéticos, uma
descrigao autoconsistente da dindmica dos constituintes do plasma (as particulas e os campos)
demanda que a equagao de Vlasov deve ser acoplada ao sistema de equacgdes de Maxwell. Assim,
introduzindo a expressao da forga de Lorentz como o termo de forca na equagdo de Boltzmann
nao colisional (2.1), resulta o sistema Viasov-Mazwell de equagoes (Krall and Trivelpiece, 1986)

afa () vx B .
to v Vit 2 (B4 E2) Vg =0 (2.2a)
V-E = 47anaea / fadv (2.2b)

V-B=0 (2.2¢)
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10E  4n
VxB = Ea +? 8 naea/VfadV (22d)
10B
VXE = —EE, (226)

onde E(x,t) e B(x,t) sdo, respectivamente, os campos elétrico e de indugdo magnética no
plasma (Jackson, 1999). Nas equagoes (2.2a) — (2.2e), bem como no restante desta dissertacao,
é empregado o sistema Gaussiano de unidades fisicas.

Nas equagoes de Maxwell (2.2b) — (2.2e), as densidades de carga p(x,t) e de corrente J(x,t)
no plasma sdo dadas pelas seguintes expressoes:

p(x,t) = Znaea/fa(x,v,t)dv, (2.3)

J(x,t) = Znaea/vfa(x,v,t)dv, (2.4)

sendo n, a densidade de niumero, isto é, o nimero de particulas da espécie a por unidade de
volume, e e, é a carga elétrica da espécie . As expressoes (2.3) e (2.4) correspondem aos
valores totais das densidades de carga e corrente, obtidas a partir das somas das contribui¢oes
parciais das particulas das espécies . Finalmente, a definicdo das densidades de carga e corrente
implicam que as fungoes de distribuigao de probabilidade para todas as espécias sdo normalizadas
a unidade; i.e., para todo «,

1
V/fa(x,v,t)dxdv =1.

O sistema Vlasov-Maxwell de equagoes descreve estados estacionarios do plasma, ondas
no plasma, fendémenos de instabilidades bem como outros fenémenos de curta escala de tempo
(escalas mais curtas que o tempo tipico entre colisdes bindrias), em termos da fungao distribuigao

fa(x,v,t).

2.2.1 Linearizacao do Sistema Vlasov-Maxwell

O sistema de equagbes (2.2a) — (2.2e) consiste em um sistema de equagoes acopladas e
altamente ndo linear, por conta dos produtos entre os campos e a funcio de distribui¢do. No
entanto, muitos fenémenos podem ser descritos como pequenas perturbacdes das solucdes de
equilibrio de Vlasov e podem ser tratados pelo método da linearizagao (Krall and Trivelpiece,
1986).

Serd realizado entdo um processo de linearizacdo das equacoes do sistema. As equagoes
linearizadas sdo substancialmente mais simples de resolver e formam a base de grande parte da
fisica de plasmas moderna.

Comegamos o processo realizando um tratamento perturbativo na funcao de distribuicdo e
nos campos elétrico e magnético, que serao descritos como uma soma de seus valores no equilibrio,
com indice “0”, mais uma perturbacdo, com indice “1”. Por exemplo, a fun¢do de distribuicao
exata fqo(X,Vv,t) serd descrita como uma pequena perturbacao fu1(x,v,t) que ocorre em torno
de um estado inicial do plasma f,o(x,v,t), supostamente conhecido. O mesmo ocorrendo com
0s campos.’

Com este intuito, escrevemos entio

fa(x,v,t) = fao(x,v,t) + €fa1(x,v,1) (2.5a)

! Alguns autores se referem aos campos Eq e By e & funcdo fao omitindo suas dependéncias temporais (Gurnett
and Bhattacharjee, 2005; Chen, 2018). Entretanto, como serd discutido na se¢do 3.2.3, a dindmica dos sistemas
estudados neste trabalho serd interpretada como ocorrendo em duas escalas de tempo distintas, identificadas
como escala lenta e escala rdpida (Yoon, 2019). Neste momento, sem entrar em mais detalhes, serd mantida a
dependéncia empregada em Krall and Trivelpiece (1986).
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E(x,t) = Eo(x,t) + eE1(x, t) (2.5b)
B(x,t) = Bo(x,t) + eB1(x,1), (2.5¢)
onde ¢ < 1 é um parametro que explicita o fato de que as perturbagoes possuem intensidade

muito menor que a parte nao perturbada. Em seguida substituimos estas quantidades na equacao
de Vlasov (2.2a), obtendo

0
|: +v- V—|—<Eo+ VV:| fon
ot Mo,

+e {{aat+v V+<EU+V><CBO) .vv] fa1+<E1+VXCBl> .vaao} (2.6)

me

x B
+€267a <E1+v 1) 'vvfal = 0.

Ma c

VXB())

A linearizagao das equagdes (aproximagao linear) consiste em negligenciar os termos de ordem
€2 ou superior em (2.6).
Assume-se que o estado do plasma descrito por f,g satisfaz o sistema de equacoes

8 B
V- -Eg=4r Z NeCoy / faodv (2.7b)
V x By = 18EO — Znaea /vfaodv (2.7¢)
1 0By
Eg=———7-—- 2.7d
V x 0= c 8t ) ( 7 )

o qual é suposto possuir solugdo conhecida. Entao, subtraindo as equacdes de equilibrio das
equacoes perturbadas linearizadas, resultam? as equacoes de Vlasov-Maxwell linearizadas para
a fungao distribuigdo perturbada f,1 e para os campos perturbados E; e By:

8foal

« x B a x B
+V'vfa1+e(EO+v c 0>'vao<1__;l (E1+V c 1>'vaa0 (2'83‘)

ot Me,
V-E; =47 ) naeq / fardv (2.8b)
1 OE 4
VxB) = atl + — > naea/vfaldv (2.8¢)
10B;y
El=———7—1-—-. 2.8d
VB c Ot ( )

Este conjunto de equacées linearizadas para as quantidades perturbadas pode ser solucionado por
métodos convencionais para investigar propriedades do plasma em intervalos de tempo menores
que o tempo tipico entre colisdes binarias.

2A partir deste ponto € serd omitido e as perturbacdes foi, E1 e B1 entendidas como da ordem de e.
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2.2.2 Aproximacao Quase Linear do Sistema Vlasov-Maxwell

A inclusado de efeitos ndo lineares na teoria cinética é usualmente realizada em mais baixa
ordem com a teoria quase linear, a qual serd brevemente discutida para o sistema Vlasov-
Maxwell.

Seja o plasma espacialmente uniforme (homogéneo) e descrito por um fungao distribuicao de
probabilidade que no instante ¢ = 0 é uma solucao de equilibrio da equacao de Vlasov. Entao,
visto que mesmo no equilibrio hé uma distribuicdo térmica das ondas do plasma?, a distribuicdo
média (f,(x,v,t)) para um plasma espacialmente uniforme é definida como a média espacial da
funcao distribuicao f, (Krall and Trivelpiece, 1986), pois

falxovit)) = 5 [ Jaloxov )i (29)
(fa(x,v,1)) = (fao(V, 1)) + (far(x, v, 1)), (2.10)

(onde V representa o volume do plasma). As flutuagoes relacionadas a f,; sdo assumidas
aleatérias. Sendo assim, sua média é nula e resulta que a média espacial da fungdo distribuicao
é igual a distribuigdo homogénea de equilibrio (Gurnett and Bhattacharjee, 2005)

(foc(xav7t)> = fao(V,t).

Assumindo, por simplicidade, o caso de oscilagoes eletrostaticas (E; # 0, B; = 0) em um
plasma livre de campos externos (Eg = 0 e By = 0), e com o termo perturbativo do potencial
elétrico tendendo a zero nas extremidades do sistema, a média espacial do campo elétrico é zero

(B, t) = Bix,0) =~ [ T

Quando particularizado para o caso eletrostatico livre de campos externos, o sistema com-
posto por (2.2a) — (2.2e) pode ser expresso pelo seguinte sistema reduzido:

Ofe Ca
Vi + RV, =0, 2.11
r +v-Vf - 0 (2.11a)
V- -E=A4n g NaCa / fadv. (2.11b)

Fazendo a média espacial, definida em (2.9), da equagdo de Vlasov (2.11a) se obtém uma ex-
pressao para a evolugdo temporal da solucao de equilibrio fag, isto é,

O(fa) Ca o
ot +v- <Vfa> + m7a<E . vvfoz) - 07
8fa0 _ €a
ot — _miavv : <E1fa1>' (212)

Na obtencao da expressao (2.12) foi utilizado o fato de que a média do campo elétrico (E;), o
gradiente da distribuicdo homogénea V f,0 e a média do gradiente da perturbagao na distribuicao
(V fa1) sdo nulos, bem como a homogeneidade da solucdo de equilibrio foo = fao(v,t). A
expressao acima é de segunda ordem em termos perturbados (termo (Ejf,1)), demonstrando
0 porque a teoria linear ndo é capaz de prever qualquer alteragdo em fog, de modo que esta
permanece constante no tempo nesta aproximagao.

3Na secdo 2.2.3 sera discutida a solucio do sistema Vlasov-Maxwell de equagdes e demonstrado que o plasma
sustenta ondas que obedegam a relagdo de dispersdo w(k) apropriada.
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A derivada temporal da solugdo de equilibrio é entao substituida em (2.11a) com o intuito
de obter uma expressao para a evolugao temporal da perturbacio f,1 em termos de fao:

(g +v- V) fol = —~2 By - Vy fap — ~2V, - (E1fa1 — (E1fa1))- (2.13)
t Mg, Mg

O segundo e terceiro termos ao lado direto do sinal de igualdade sdo de segunda ordem em
quantidades perturbadas e por este motivo este é um sistema dito aberto. De forma mais geral
observa-se que sdo necessarios termos de ordem n + 1 para descrever uma perturbacao de ordem
n. No contexto da aproximagao linear os termos de segunda ordem séo desprezados em (2.12)
e (2.13). No tratamento quase linear, por outro lado, o termo de segunda ordem é desprezado
em (2.13), mas mantido na equagao (2.12). A teoria quase linear continuard a ser desenvolvida
na secao 2.4.1.

2.2.3 Solucao do Sistema Vlasov-Maxwell Linearizado

O caso mais simples para demonstrar como a implementacdo do método de linearizacio
fornece resultados interessantes, a despeito da sua simplicidade, é o caso das oscilagoes longi-
tudinais (comumente denominadas eletrostdticas), no qual é suposto que o plasma nao possui
campos no estado de equilibrio (Eg = By = 0) e as perturbagoes dos campos possuem apenas
componente elétrico, sem componente magnético. Visto que as perturbacdes sio eletrostati-
cas, o campo elétrico pode ser descrito pelo gradiente do potencial escalar ®;(x,t), ou seja,
E1 (X, t) == —v<I>1(X, t).

Fazendo uso da aproximacdo eletrostatica no conjunto de equacbes para as quantidades
perturbadas, o sistema de equagoes lineares (2.8a) — (2.8d) é reduzido a

0 o
(875 +v- V> fal = ;—QV% . vaao (2.14&)
V21 = —4Am Y ngea / fardv. (2.14b)

Dentre os possiveis métodos de solucao do sistema de Vlasov-Maxwell linearizado, faremos
uso da abordagem que consiste em realizar, sobre f,1 e ®1, transformagoes de Fourier no espaco,
e de Laplace no tempo (Riley et al., 1999),

_ 1 A oo
Flieovp) = oo [ et [T et pya (2.150)
(2m) 0

. 1 . oo
@k(k,p) = W/dXC_Zk.x/O e_pt(b]_dt, (215b)

salientando que a transformada de Laplace s6 estard definida para Re(p) > pp, onde pg é sufici-
entemente grande para garantir a convergéncia da integral. Em (2.15a) e (2.15b), a quantidade
k é denominada o wvetor de onda das perturbacées que ocorrem no plasma, ao passo que a
quantidade p esta relacionada a frequéncia angular das perturbagoes, conforme serd discutido
abaixo.

Aplicando as transformacoes (2.15a) e (2.15b) sobre o sistema (2.14a) e (2.14b), resulta

(p+ ik - V) forc(p) = fore(k, v,t = 0) + :Taik Ve fao®i(p) (2.16)

E*®y(p) = 4W2naea/fakdv. (2.17)
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E importante ressaltar aqui que em (2.16) o efeito da perturbacdo inicial fu(k,v,t = 0) é
relevante na determinacdo do valor da funcdo de distribuicdo fak(p) no espaco de Fourier-
Laplace.

Eliminando fak das equagOes acima, obtemos uma expressao para ®y, o potencial escalar
no espaco de Fourier-Laplace,

t=10)d
) ATy, Nata Jarlt = 0)dv ‘kO) v
kz(bk — b t+ v (218)
14 47"2 nae / k- Vyfaodv'
me k2 ip—k-v

«

O denominador desta equacao é a funcgao dielétrica D(k,ip) de um plasma livre de campos para
ondas eletrostaticas com frequéncia angular w = ip e vetor de onda k, isto é,

noc k- Vy faodv
D(k, 1p)-1+47r2 - k2 Dokov

(2.19)

A expressio (2.18) para @y pode ser simplificada escolhendo uma sistema de coordenadas
no qual um dos eixos coordenados é orientado na diregdo do vetor de onda k e definindo Fo(u)
como a integral de f,0(v) sobre as outras duas coordenadas (Krall and Trivelpiece, 1986),

Faow) = 3 (u= ) fao(vlav (2:20)

Fo = /5 (u — kkv) fordv. (2.21)

Utilizando estas defini¢bes nas expressoes para as perturbagoes transformadas e para a funcao
dielétrica, obtemos as equacoes

~ 1
fax(v,p) = m |:fak(v t=0)+ 7(11{ vaao)q)k (2.22)
~ Fak u,t =0)
2o , 2.2
Dy = |k:3\D 247171 e / w—ip/k du (2.23)

D(k,ip) =1— Z / iF_‘“Z]/Q (;Z (2.24)

onde foi definida também a frequéncia angular de plasma para particulas do tipo «,

_ |4mnae?
Wpa = || ——
M

Para resolver este sistema ¢é preciso empregar as transformadas inversas. Estas sdo definidas
como

1 ik-x poHioe pt [
far(x,v,t) = 9 dke eP’ foxdp (2.25a)
™ Po—100
1 ik-x poieo t &
Dy (x,t) = — [ dke e’ Oydp. (2.25b)
27 Po—ico

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (2.23) é possivel obter a dependéncia temporal
da transformada de Fourier do potencial elétrico,

Fak(u,t = 0)

100 4 a tata T
o) :/Po—l- Ty 0 Nat / ot ik ueptdﬁ 226)
k » D(k,ip) 2’ )

0—100
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\ . Contorno de integragao
X B deformado
X
 Im (p) gi)
Polos de ¢ X\ /Contorng da 4
rafzes de D(k,ip) . integragao em p
/ Re (p)
_ ——
—X
e B
‘ i
X - B8
X e |
Po fe—a P )
(0) ( b) | () o+ po

Figura 2.1: (a) Contorno de integracao em p na equagao (2.26). (b) Contorno deformado de
integracao.

chamando atencao para o fato que as raizes da funcao dielétrica D(k,ip) sdo polos do potencial
Dy (t).

Visto que pg > 0 foi escolhido de forma que as transformadas de Laplace em (2.15a) e (2.15b)
convirjam, o contorno de integracdo deve ser escolhido de sorte que passe a direita de qualquer
um dos polos de @y, conforme pode ser visto no painel (a) da figura 2.1. Este contorno podera
ser distorcido de maneira conveniente para aplicagdo do Teorema de Residuos (Ablowitz and
Fokas, 2003).

Com excecao de algumas poucas distribuigdes de equilibrio Fo(u) e perturbagdes iniciais
F,;(t = 0), a integral que realiza a transformada inversa de Laplace do potencial ®y nio pode ser
resolvida analiticamente para obter solugoes de @y (¢). Entretanto, é possivel obter a solugao de
tempo assintético (¢ — oo) para uma ampla classe de distribui¢oes de equilibrio. Estas solugoes
descrevem o comportamento do sistema “muito tempo”?* apés a perturbacio inicial, tendo seu
comportamento determinado pelos modos normais de oscilagdo do plasma, sem incluir a resposta
transiente do plasma aos detalhes especificos da perturbacao inicial (Krall and Trivelpiece, 1986).

Para obter uma solucdo assintotica de (2.26), é necessario levar o contorno de integragao na
variavel p para Re(p) < po; mais especificamente, para Re(p) < 0, de tal maneira que o novo
contorno de integracao se encontre agora a esquerda dos polos, porém contornando os mesmos.
Este novo contorno de integragéo é apresentado no painel (b) da figura 2.1, onde é possivel ver
que uma parte do novo contorno de integragao esta ao longo da reta Re(p) = —a < 0.

Como o novo contorno nunca cruza os polos do integrando, é possivel empregar-se o teo-
rema de Cauchy para expressar a integracdo em (2.26) ao longo do novo contorno, desde que
o integrando seja analitico ao longo do mesmo e na regido do plano complexo de p entre os
dois contornos. Em particular, é necessario verificar a analiticidade, para Re(p) < 0, da fungao
dielétrica D(k,ip), originalmente definida em (2.24) para Re(p) > pg, uma vez que suas raizes
sdo os polos do integrando em (2.26).

Isto pode ser realizado analisando-se a analiticidade de integrais do tipo

h(w) = /OO Mdu (Im(w) > 0), (2.27)

o U—w/k

na qual foi empregada a relacio w = ip, observando que a andlise para Re(p) < 0 equivale a
andlise da continuacdo analitica do integrando de h(w) para Im(w) < 0. Em (2.27), a fungao
f(u) foi suposta inteira.

“Instantes de tempo da ordem do tempo de relaxacio 7, do sistema. Este é definido como o tempo necessério
para que o sistema entre no regime estacionario de oscilagGes a partir de alguma perturbagao inicial.
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Escrevendo w = w, + iw;, para fazer w; — 07 a integracdo acima pode ser calculada como

o fw) .
h(W) B /—oo (u - wr/k) - Zw%/kd (228)

[ (u—wr/k)f(u) wi [ f(u)
N /_OO (u — wy/k)2 +wi2/k2du + & /_oo (u — wy/k)? +wi2/k:2du'
Entao,
) [ f(w) N . w;/k
i h(w) = ][ ey e / W i e et (229
onde,

* f(u) L wr/k=e f(u) e f(u)
f L= 1 V_m u—wcd“/wkﬁu—wﬂ“]’ (2:30)

representa o valor principal de Cauchy e, como

€

d(x —x0) = — lim (2.31)

T e—0+ (l’ — xo)Q + €2’

é uma possivel representagao da fungao delta de Dirac, resulta

lim h(w) = ][OO SAC) R (“’) . (2.32)

w;—0+ oo U—wyp /K k

Por outro lado, um processo analogo, porém partindo da suposi¢ao que h(w) é definida original-
mente para Im(w) < 0, leva a:

lim h(w) = ][OO W iny (‘2) . (2.33)

w;i—0~ oo U—wy/k

Existe, portanto, uma descontinuidade em h(w) quando w; — 0. Isto se deve ao polo presente
em u = w/k. A continuidade analitica de h(w), conforme originalmente definida em (2.27), pode
ser obtida somando-se 2i7 f(w, /k) & expressao (2.33). Generalizando este termo aditivo para w;
finito, obtém-se a seguinte forma para h(w):

/Z u]i(z)/kdu, w; >0
h(w) = ][_Z %du +in f (L‘Z) , wi=0 (2.34)
/chzuwmf(“g), wi < 0

a qual é agora uma funcéo inteira, isto é, uma fun¢do holomorfa definida no corpo dos comple-
x0s. Os célculos realizados em (2.34) correspondem aos contornos de integracao descritos na
prescricdo de Landau. Esta prescricdo consiste em realizar a integracdo sempre de tal forma que
o caminho passe sob o polo em u = w/k. Identificando-se em (2.34) a funcao f(u) = 0Fu0/0u,
obtém-se a continuagao analitica da funcdo dielétrica de plasma definida em (2.24).

Uma vez obtida a continuacdo analitica das integrais envolvidas no calculo de ®y(t), o
contorno de integragao de (2.26) pode ser deslocado até o ponto Re(p) = —a < 0, a esquerda
de todas as raizes de D(k,ip), conforme ilustrado no painel (b) da figura 2.1. O Teorema de
Cauchy (Ablowitz and Fokas, 2003) garante solugdo contanto que o caminho de integracdo nao
cruze nenhum dos polos. Neste caso, a expressao (2.26) pode ser escrita
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) po—if3 ) —a—iff ) —a+if
Dy (t) =Y Ryeri Mt — / Dy (p) ePldp + —— / Dy (p) ePldp + — / ) Pt
K (1) Z j€ +2m. k(p)e p+2m. k(p)e p+2m. k (p) e’dp
J po—ico po—iB —a—if
1 po+if ) Po~+1i00
— ) Ptap + — P rtq
foe [ s o [ b,
—a+if3 po+if

sendo 3 > 0 escolhido de tal forma que as partes horizontais do contorno de integracao estejam
abaixo ou acima de todos os polos de @y (p).
Fazendo S — o0, o segundo e o Ultimo termos se anulam, restando

—a—1i00
, 1 ~
‘I)k(t):ZRjepJ(k)tJF% / @y (p) e’'dp
J Do —100
) —a+1i00 1 po+1i00
— P Plip 4+ — P Pldp. (2.
tor [ B [ dp e 23
—Q—100 —a+100

O segundo e o quarto termos de (2.35) tendem a zero para |p|— oo. Isto pode ser verificado
empregando-se uma modificacdo do Lema de Jordan (Ablowitz and Fokas, 2003). Restam entao
as contribuicées do primeiro e do terceiro termos.

O terceiro termo é obtido a partir da integracdo ao longo da reta vertical a esquerda na
figura 2.1(b). Esta integracao implica que o resultado serd proporcional ao fator exp(—at), o
qual é monotonicamente decrescente no tempo. Além disso, a integral resultante contém as
contribuigdes da perturbagao inicial, conforme pode ser visto em (2.26). Este termo, portanto,
descreve os efeitos transientes tipicos de osciladores for¢ados (Thornton and Marion, 2021).

Por fim, o primeiro termo de (2.35) contém a contribuigao dos residuos R;, dados por

R; = lim (p—p;) Pu(p),

nos pontos singulares do integrando em (2.26), os quais sdo as solugbes da equagao
D (k,ip;) = 0, (2.36)

ou seja, sdo as raizes da funcdo dielétrica do plasma (2.24). E importante enfatizar que estas
raizes ndo dependem da perturbacéo inicial, mas somente da forma da distribuicdo de equilibrio,
conforme pode ser visto em (2.19) ou em (2.24).

Conforme ilustrado no painel (b) da figura 2.1 algumas das raizes de D (k,ip) podem estar
localizadas no lado direito do eixo imagindrio, i.e., Re(p;) > 0, enquanto que outras raizes
sao tais que Re(p;) < 0. As raizes com Re(p;) > 0 dao origem a oscilagdes com amplitudes
crescentes do potencial elétrico, ou seja, do campo elétrico. Estas oscilagoes crescentes no tempo
sdo denominadas instabilidades. Contudo, as raizes da fungao dielétrica usualmente ocorrem com
Re (pj) < 0, dando origem a oscila¢oes amortecidas. Porém, mesmo neste tltimo caso, uma vez
que todas as raizes sdo tais que Re (p;) > —a, as contribui¢bes oriundas do primeiro termo de
(2.35) permanecem durante um intervalo de tempo muito maior que a contribuicdo dos efeitos
transientes, dada pelo terceiro termo de (2.35).

Assim sendo, se tians corresponde ao intervalo de tempo tipico de duracao dos efeitos tran-
sientes, oriundos da perturbacao inicial aplicada ao plasma, entdo para t > tyans a evolugao
temporal do potencial elétrico entra no regime estaciondrio dado por

Dy (t) =Y Rjeri M, (2.37)
J
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A expressao (2.37) mostra que no regime estacionario a evolugao do potencial é determinada pela
combinacao linear das oscilagoes descritas pelas raizes da funcdo dielétrica do plasma, obtidas a
partir da equacao (2.36). Em outras palavras, no regime estacionario a evolugao do potencial e,
por conseguinte, da funcao de distribui¢do perturbada, sdo determinadas pelos modos normais
de oscilagio do plasma, obtidos a partir de (2.36).

As expressoes obtidas até este ponto podem ser reescritas em termos da frequéncia angular
(complexa) w = ip = w, + iw;. Em termos da frequéncia, a equagao (2.36), que determina os
modos normais no plasma, passa a ser escrita

D (k,w) =0, (2.38)
sendo entdo denominada equacgdo de dispersdo. As solugoes de (2.38),
wj = wj (k) = wrj (k) +iw (k), (G =1,2,...),

sendo w,; = Re (w;) e w;; = Im (wj), ao serem inseridas na expressao (2.37) para a evolucdo do
potencial no regime estaciondrio, resultam que

Dy (t) =D Rjeviate it (2.39)
j

Em (2.39), observamos que a parte real Re (w;) = wyj(k) é responsavel por uma oscila¢do
harmonica com frequéncia (real) w,;, dependente do vetor de onda k. Por esta razao, a funcao
wyj(k) é denominada a relagio de dispersao do j-ésimo modo normal de oscila¢do do plasma.
Por sua vez, a parte imaginaria Im (w;) = w;;j(k) gera um fator exponencial que determina a
evolucao temporal da amplitude do j-ésimo modo normal. Se w;j(k) < 0, a amplitude deste
modo normal decai com o tempo, o que significa que este é amortecido. Por outro lado, se
wij(k) > 0 a amplitude do modo normal aumenta com o tempo, em cuja situacdo surge uma
instabilidade no plasma.

A analise tradicional acerca das oscilagoes amortecidas de um oscilador harménico mostra
que o movimento resultante somente pode ser classificado como uma oscilacdo quando o oscilador
estd sofrendo um subamortecimento, caracterizado por ter a frequéncia angular maior do que
o pardmetro de amortecimento (Thornton and Marion, 2004). Empregando o mesmo critério
ao regime estaciondrio das perturbagoes longitudinais no plasma, descrito por (2.39), conclui-se
que as mesmas somente podem ser classificadas como oscilagoes se |w;;|< |wy;|, para todos os
modos normais do conjunto {w;}. Nesta situagao, é possivel realizar uma expansao da funcao
D(k,w) em uma série de Taylor centrada em w,

dD(k, w)

ow .

D(k,w) = D(k,w,) + iw; + OW?).

)

Supondo que |w;|< |wy|, trunca-se a série acima, mantendo somente os dois primeiros termos.
Lembrando também que D(k,w,) continua sendo, em geral, uma fungdo complexa, escreve-se

D(k,w,) = D, (k,w,) +iD;(k, w,).

Inserindo esta expressdo na série truncada acima,

D(k,w) ~ D(k,w,) + iw; E)Dék,w) ,
w w=wyr
N - 0D;(k,w) A 0D, (k,w)
~ D, (k,w,) —w; Tow ., +1i | Di(k, wy) + w; T | (2.40)

Dessa forma, a equagdo de dispersao (2.38) é fatorada em duas equagdes reais

D (I ) -y 2P

=0 (2.41a)

wW=wr
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0D, (k,w)

D;(k,w,) + w; R

=0. (2.41b)

w=wr

Na auséncia de amortecimento ou amplificagdo dos modos normais (i.e., se w; = 0), as duas
equagoes acima se reduziriam somente a D, (k,w,) = 0, cujas solugdes seriam as relagoes de
dispersao dos modos normais de oscila¢cbes harmoénicas do plasma. Na presenca de fraco amor-
tecimento/amplificagao, as solugdes de (2.41a) continuam determinando as relagoes de dispersao
e o segundo termo da equacao é usualmente desprezado frente ao primeiro, por ser assumido
que o mesmo tem efeito desprezivel na determinacdo das relagoes de dispersdo. Uma vez deter-
minadas as partes reais, estas sdo empregadas em (2.41b) para a obten¢do das correspondentes
partes imagindrias.

Portanto, o conjunto de equacdes que determina as partes reais e imaginarias das relagdes
de dispersao w(k) = wy (k) + iw; (k) fica escrito

D, (k,w,) =0, (2.42a)
D;(k,w,)
0D, (k,w)/0w|,_,

(2.42b)

W; = —

E importante ressaltar que o sistema (2.42) nao é somente valido para o caso particular de
oscilagoes longitudinais fracamente amortecidas/amplificadas em um plasma sem campos, mas
pode, outrossim, ser aplicado de forma genérica na andlise de ondas propagando-se em um
plasma qualquer, desde que as hipoteses realizadas na sua derivacdo continuem validas.

Para o plasma em consideracdo neste trabalho, as formas especificas das fungdes D, (k,w;)
e D;(k,w,) a serem empregadas em (2.42) sao obtidas pela aplicagdo da expressdo para a con-
tinuacdo analitica da fungdo dielétrica em (2.38), resultando entéao

D,(k,w,) = ][ 2{“2/32 u, (2.43a)
w2, OF,
Di(k,w,) = 1:2 T b (2.43D)

As expressoes genéricas (2.43a) e (2.43b) podem ser empregadas para determinar as relagoes
de dispersao dos modos longitudinais e para interpretar o amortecimento de Landau que se
manifesta tanto em oscilagoes de alta frequéncia (ondas de Langmuir) quanto em oscilagoes de
baixa frequéncia (ondas fon-actusticas).

Por fim, cabe ressaltar que como as transformadas inversas em (2.15a) geram fungoes reais no
espaco e no tempo, as relacoes de dispersao w(k) = wy(k) + iw; (k) devem satisfazer as condigoes
de realidade

(2.44)

2.2.4 O amortecimento de Landau das ondas de Langmuir

O mecanismo fisico responsavel pelo amortecimento nao colisional das ondas longitudinais
de altas frequéncias é a interacdo onda-particula, i.e., a interacdo dos elétrons com os campos
elétricos das ondas. Os elétrons que inicialmente possuem velocidades préximas da velocidade
de fase das ondas sdo aprisionados em pocos de potencial resultando uma troca de energia entre
os elétrons e as ondas.

Matematicamente, o fator de amortecimento de Landau se deve ao polo no integrando da
funcao dielétrica do plasma (2.24), que ocorre quando a componente da velocidade do elétron
que é paralela a k é igual a velocidade de fase das ondas vy = w,/k. Esta propriedade é uma
manifestacdo matematica do fato de que a interacdo onda-particula é efetiva somente quando
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Fy(vy)

oF,
dv,

y'f-u

"

|
| ()]
wlk &

Figura 2.2: A funcao distribuicdo eletronica em funcao da velocidade. Nesta figura, v representa
o fator de amortecimento, sendo este proporcional & inclinacdo da reta que tangencia a curva,
i.e. sua derivada. O fator de amortecimento é dado pela parte imaginaria da frequéncia angular
w(k). Enquanto alguns autores definem w(k) = w, + iw;, outros definem como w(k) = w;, + iy
(Krall and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

a velocidade dos elétrons é muito préxima da velocidade de fase das ondas (Bittencourt, 2004;
Chen, 2018).

Em distribui¢bes cuja amplitude decresce monotonicamente com o aumento do médulo da
velocidade, a exemplo das distribuices Maxwellianas, o critério de instabilidade de Penrose®
(Penrose, 1960) afirma que nao ocorrerdo instabilidades e, portanto, se conclui que ocorrera
exclusivamente o fendmeno de amortecimento descrito por Landau (Landau, 1946). Em distri-
buigdes com estas caracteristicas, ilustradas na figura 2.2, o nimero de particulas movendo-se
um pouco mais devagar do que as ondas é maior do que o nimero de particulas movendo-se um
pouco mais rapido do que as ondas. Particulas com velocidade menor do que a velocidade de
fase sao aceleradas pelas ondas, enquanto que particulas com v, > vy sao desaceleradas. Este
processo resulta no amortecimento das ondas, pois ocorre uma transferéncia liquida de energia
das ondas para as particulas (Akhiezer et al., 1975; Krall and Trivelpiece, 1986).

Podemos dizer, entdao, que o amortecimento de Landau é caracteristico de plasmas nao
colisionais e que consiste num fendmeno de ressonéncia proporcional & inclinacdo da funcéo
distribuicado e caracterizado pela parte imaginédria e negativa da frequéncia.

A figura 2.2 representa a distribuicdo Fy como func¢do da velocidade v,, bem como a regiao
do espago de velocidades na qual 0Fy/0v, < 0. Um plasma descrito por este tipo de fungao de
distribui¢ao de velocidades no equilibrio somente serd capaz de sustentar oscilagées amortecidas.

Por fim, é valido salientar que o mecanismo fisico através do qual o descrito acima se ma-
nifesta no modo longitudinal chamado de ondas fon-acisticas é o mesmo estudado no contexto
das oscilacgbes de alta frequéncia, i.e., nas ondas de Langmuir, e por este motivo as afirmacoes
feitas acerca deste modo longitudinal sdo validas também no contexto de oscilagbes de baixa
frequéncia.

2.2.5 Ondas em plasmas nao magnetizados

Como discutido na se¢ao 2.2.3, a solugao da equacao de dispersao (2.38) fornece os modos
normais de oscila¢ao w(k) sustentados pelo plasma. Abaixo, serd realizada uma breve descrigao
qualitativa a respeito destes modos. Posteriormente, quando estudarmos processos nao lineares
de acoplamento entre ondas na secao 2.4, veremos que estes modos podem interagir entre si de
uma forma que ndo pode ser explicada pela teoria linear. Nas expressoes que serdo apresentadas
a seguir vre, vy, Te, T; € Ap representam a velocidade térmica dos elétrons, a velocidade

SEste critério foi deduzido por Oliver Penrose com a finalidade de determinar se uma dada funcéo de distri-
buicdo de probabilidades pode sustentar modos que crescem exponencialmente. Estd diretamente conectado a
presenca da instabilidade bump-in-tail que serd discutida na secdo 2.3.
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térmica dos ions, a temperatura dos elétrons, a temperatura dos ions e o comprimento de Debye,
respectivamente.

Sera assumido também que as distribuigbes de ambas as espécies sdo Maxwellianas, i.e.,
descritas por

e_UQ/U%a
(e
sendo
2T,
VTa = -
me

a velocidade térmica da espécie/populagao .

Ondas de Langmuir: As ondas de Langmuir® sio oscilacdes rapidas da densidade de elétrons

que ocorrem em meio condutores, dentre eles os plasmas. Em plasmas frios, sua relagao
de dispersao fornece uma frequéncia angular igual a frequéncia de plasma wy,; entretanto,
quando efeitos térmicos da funcdo distribuicio sdo levados em consideracao, hd um desvio
de frequéncia angular que apresenta uma dependéncia com o ntimero de onda k. No limite
de pequenos ntimeros de onda (kAp < 1) (1.1), a relagdo de dispersdao destas ondas pode
ser aproximada pela relagao de dispersio de Bohm-Gross (Bohm and Gross, 1949), cuja
expressao matematica é dada por:

A = w1+ 3R,

No limite de pequeno ntimero de onda é assumido que a velocidade de fase da onda é
grande comparada com a velocidade térmica dos elétrons, vr. < w,/k, de tal forma que
somente elétrons no extremo da cauda da distribuicdo entram em ressonincia com as
ondas. Assume-se também que os ifons estdo em repouso e portanto sua contribuigdo é
desprezada.

Ondas ion-acusticas: Neste caso, o efeito dos ions ndo pode mais ser desprezado como foi su-
posto nas ondas de Langmuir. Se a distribuicao eletrénica é mais quente que a distribuicao
dos fons (Te > T;), o modo eletrostatico que envolve os fons existe em frequéncias mais
baixas (vp; < w/k < vre). A sua relagdo de dispersao é, aproximadamente,

k202 T 1 T, 1/2
A= (1) o2 (B))
1+ k207, T, m;

O nome dado a estas ondas se refere ao fato de que, para kAp < 1, todas as ondas se
propagam com a mesma velocidade Cs, denominada velocidade ion-acistica, em contraste
com as ondas de Langmuir, que possuem todas a mesma frequéncia independentemente
de k quando kAp < 1 (Krall and Trivelpiece, 1986).

Ondas eletromagnéticas: No caso de plasmas nao colisionais e ndo magnetizados, estas ondas
nao sofrem amortecimento de Landau nem sdo excitadas, pois sua velocidade de fase é
superluminal. E importante ressaltar que esta afirmacio nao viola as condi¢des impostas
pela relatividade, pois estas ondas continuam tendo sua velocidade de grupo menor que a
velocidade da luz. Este modo normal obedece a seguinte relagao de dispersao (Krall and

Trivelpiece, 1986):
o0
F
2 _ 272 2 a0
w* =k + Ea wpaw/_ w—kudu’

5 Assim nomeadas em homenagem ao fisico Irving Langmuir (1881-1957).
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que no caso em que a velocidade de fase vy = w/k > vy, pode ser aproximada por
w? = A2k* + wie.

Este é o mesmo resultado obtido pela formulacao de fluidos e representa “ondas luminosas”
em um plasma. Estas ondas sdo dispersivas e o indice de refracdo do plasma é dependente
da frequéncia angular.

Ondas do modo feixe: Este modo se torna relevante no contexto do estudo da dindmica de
sistemas plasma-feixe e tem sido objeto de estudos tedricos e experimentais ha décadas
(O’Neil and Malmberg, 1968; Cairns and Fung, 1988; Cairns, 1989). Inicialmente carac-
terizado por uma relacdo de dispersdo linear, o modo feixe tem se mostrado complexo
e fortemente dependente dos parametros (densidade, velocidade e temperatura) que ca-
racterizam o feixe. Portanto, diferentes regimes de pardmetros apresentaram modos feixe
com diferentes caracteristicas, isto é, diferentes relacdes de dispersao e regioes espectrais
amortecidas e/ou amplificadas. O modo feixe é de importancia fundamental para esta
dissertacao e serd abordado com mais detalhes na secao 2.5.

2.3 Instabilidades

Quando as particulas que compoem o plasma apresentam uma distribuicdo de velocidades
nao Maxwelliana, uma instabilidade pode ser gerada por processos internos e é dita instabilidade
microscopica. Este fenémeno caracteristico de plasmas fora do equilibrio termodinamico atua
como um mecanismo que dissipa a energia livre do plasma e tende a restaurar o equilibrio do
sistema.

Vamos considerar um plasma composto por uma populagao de ions e duas populacoes eletro-
nicas (core e feixe) e cuja fonte de energia livre é a energia cinética dos elétrons do feixe. Estas
instabilidades podem se apresentar nas formas reativa e cinética, as quais caracterizam casos
limites de uma unica instabilidade (weak-beam instability). Para um conjunto de pardmetros
fisicos qualquer, a instabilidade pode ser mista, parcialmente reativa e cinética. Esta instabili-
dade se manifesta quando consideramos um feixe rarefeito de elétrons se propagando por uma
distribuigéo eletrénica suposta estacionaria (Melrose, 1986).

Como discutido na secao 2.2.3, a parte real da contribuicdo do feixe ao tensor dielétrico
fornece a frequéncia real da perturbagdo, ao passo que a parte imaginaria é responsavel pelo
efeito de amplificacdo das ondas. E justamente a contribuicdo vinda do feixe que faz com que a
relagdo de dispersao das ondas sustentadas pelo plasma difira da relagdao de dispersao das ondas
de Langmuir (frequency shift).

Também em Melrose (1986) encontramos uma caracterizagdo possivel e bastante utilizada
no contexto do estudo das instabilidades em plasmas térmicos. Sua classificagdo é baseada nos
pardmetros fisicos considerados no sistema e divide as instabilidades em cinética (ou ressonante)
e reativa (ou nao ressonante). No caso da instabilidade cinética, sao assumidas frequéncias reais
em uma primeira aproximacao para posteriormente incluir efeitos de fraco amortecimento ou
crescimento, de acordo com o método introduzido no final da secdo 2.2.3. No tratamento da
instabilidade reativa a parte imaginaria do tensor dielétrico é ignorada e resolve-se uma relacao
de dispersao real para encontrar solugoes complexas (Melrose, 1986).

O fenoémeno de frequency shift que ocorre por conta da presenga do feixe motiva o ques-
tionamento sobre a validade das relacbes de dispersio teorizadas na auséncia do feixe. Este
questionamento levou O’Neil e Malmberg a deduzirem que a relacdo de dispersdo de Bohm-
Gross é valida somente quando um certo parametro “s” (scaled beam thermal spread) satisfaz a
seguinte condi¢ao (O’Neil and Malmberg, 1968):

1
vp [ 2n0) 3
=—|—] 21,47 2.46
§ Vb(”b) ~ (246)
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sendo vy = (T}/ me)l/ 2 a dispersao térmica de velocidades das particulas do feixe, V4 a velocidade
média do feixe, ng a densidade do plasma de fundo e n; a densidade do feixe. Tendo definido o
parametro desta forma concluem que:

e 5<0,2: A instabilidade é nao ressonante (reativa) e ocorre em pares complexo-conjugados
~Y 9
de raizes da relacao de dispersao.

e 0,2 <5 <1,4: A instabilidade é ressonante, mas ocorre ao longo de um modo de propa-
gagdo denominado modo feize-modificado (modified-beam mode), o qual se caracteriza por
uma relacao linear do tipo w ~ kV} para k pequeno.

e s 2 1,5: A instabilidade é fortemente ressonante e ocorre ao longo de um modo que se
aproxima assintoticamente do modo de Langmuir quando s — oo, ou seja, quando V, — 0
e/ou ny — 0.

Os parametros fisicos muitas vezes adotados nos estudos de turbuléncia fraca geralmente sa-
tisfazem de forma marginal a condigdo s 2 1,5 e, portanto, o uso da relagdo de dispersdo de
Bohm-Gross se justifica em grande parte das aplicagoes.

Uma andlise mais cuidadosa foi realizada posteriormente por Iver Cairns (Cairns, 1989),
resultando em condig¢bes ainda mais restritivas para a validade desta aproximacdo. Em sua
analise o autor divide as caracteristicas dispersivas das oscilagoes eletrostaticas em intervalos
dos pardmetros s (2.46), P (2.47a) e  (2.47b), correspondentes a diferentes graduagoes do
carater ressonante ou nao ressonante da interacdo plasma-feixe. O artigo de Cairns, entretanto,
dé foco maior aos outros dois parametros, cujas defini¢oes sdo:

o (m 1/3
P = Vi <n0> ; (2.47a)
Ca - (wr -k- Va)/\/ikva' (247b)

Em um primeiro momento’, observando que (2.46) e (2.47a) se relacionam como P = 21/3/s,
Cairns afirma que seria possivel inferir que a instabilidade reativa ocorreria somente nos mo-
dos feixe e feixe-modificado, enquanto que a instabilidade cinética ocorreria apenas no modo
feixe-Langmuir (Cairns, 1989). Esta inferéncia se mostrard errada quando confrontada com o
comportamento do pardmetro (, (2.47b), em especial na segao 2.5 e na figura 2.6.

O parametro (, (2.47b), por sua vez, é o argumento da funcdo de Fried e Conte (2.48b)®
(Fried and Conte, 1961). Esta fungao é bastante utilizada no contexto da fisica de plasmas e
comumente empregada para reescrever a equacao de dispersao (2.24) no caso especifico em que
a distribuicdo é Maxwelliana:

w2
Dk,w)=1->" %5‘“/2 Z'((s) =0, (2.48a)
1 > eV
Z(¢) = ﬁ/oo dyﬁ, (2.48b)
Z'(¢) = —2[1 +¢Z(Q)]- (2.48¢)

E importante salientar que na definicio de (2.47b) a hipétese de fraco amortecimento (|w;|<
wy) implica |(;|< |¢,|, em cuja situacao |(|~ |(.|. Serd interpretada como instabilidade reativa
a que apresentar |(.|> 2 (P 2 6), enquanto que quando |(;|< 1 (P < 2) diremos que a insta-
bilidade é fortemente ressonante. Valores do parametro que estejam no intervalo 2 > |(.|> 1

" Antes da publicacio de Cairns (1989) um critério tedrico utilizado para determinar se a instabilidade é reativa
ou cinética era P > 1 e P < 1, respectivamente (Melrose, 1986).

8 A funcdo de Fried e Conte pode ser obtida através da Transformada de Hilbert de uma distribui¢io gaussiana
(Fried and Conte, 1961).
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caracterizam uma instabilidade mista, ou marginalmente ressonante. Cairns define estes valores
a partir do estudo da variacao dos parametros do feixe e sua consequéncia sobre as caracteristicas
dispersivas do plasma. Os valores especificos adotados para definir a natureza da instabilidade
sdo corroborados pelas figuras 2.4 — 2.7, e analisados em detalhes em Cairns and Fung (1988).

De forma mais sintética, desta secdo em diante entenderemos as instabilidades reativa e
cinética como:

Instabilidade Reativa: Do ponto de vista do tratamento matematico, a parte imaginaria do
tensor dielétrico é ignorada e resolve-se uma relacdo de dispersdo real para encontrar
solugbes complexas. Solugdes complexas para o tensor dielétrico de um sistema plasma-
feixe se apresentam na forma de um par de raizes quase complexo-conjugadas. As raizes
apresentam partes imagindrias com sinais opostos, sendo a parte imagindria positiva da
frequéncia responsavel pelo crescimento e a parte imagindria negativa responsavel pelo
amortecimento das ondas.

Em seu artigo, Bohm e Gross, ao estudar os processos microscopicos que levam a um
comportamento do meio (do plasma), observaram que esta instabilidade é uma resposta
do meio que se deve ao mecanismo de agrupamento (bunching) de elétrons ocasionando
um crescimento na densidade de cargas (Bohm and Gross, 1949; Melrose, 1986). Uma
breve discussdo sobre um possivel método para estender a Teoria de Turbuléncia Fraca
para o contexto de instabilidades reativas pode ser encontrada no artigo (Yoon, 2010) e
no “apéndice E” do livro de Peter Yoon (Yoon, 2019). A teoria de turbuléncia fraca sera
discutida com mais profundidade no capitulo 3.

Instabilidade Cinética: A abordagem utilizada para o tratamento deste tipo de instabilidade
determina a contribuicdo do feixe na parte imaginaria do tensor dielétrico para entao
calcular a taxa de crescimento ou amortecimento do modo (Melrose, 1986). Estamos inte-
ressados no caso onde é a presenca de gradientes positivos na distribuicdo de velocidades
das particulas ressonantes que causa a instabilidade cinética. A descricio do mecanismo
fisico por tras da instabilidade cinética é essencialmente a descricdo da ressonancia onda-
particula na condicdo de ressonancia e pela existéncia da inversao de populagio. Ou seja,
0 mecanismo inverso do amortecimento de Landau.

2.4 Processos nao lineares na teoria de turbuléncia fraca

A adaptacao da teoria cinética que leva em consideracao as interacoes nao lineares consiste
em um grande passo no sentido de compreender de forma mais completa o comportamento
complexo da dindmica dos sistemas estudados na fisica de plasmas. Podemos dizer que a teoria
cinética de processos nao lineares fracamente turbulentos ajudou a formar a fundagao da fisica de
plasmas moderna. Nesta secio sao apresentadas formas de interacdo onda-particula e onda-onda
comumente encontradas no contexto dos processos ndo lineares de acoplamento.

Ondas com amplitude finita exibem fenémenos que dependem do produto das amplitudes
das ondas e que sdo necessariamente nao lineares. O balango energético das interagdes onda-
particula, as mudancas nas propriedades médias do plasma e os processos de acoplamento entre
os modos normais do plasma sdo todos exemplos de fendmenos que demandam um tratamento
nao linear para que possam ser completamente compreendidos.

Nesta secao sera realizada uma descricdo qualitativa de alguns processos nao lineares tipicos
que surgem na Teoria de Turbuléncia Fraca, tratada a partir do sistema Vlasov-Maxwell. Uma
derivacao mais detalhada, incluindo também os efeitos de particula tnica, serd realizada a partir
da Teoria de Klimontovich no capitulo 3.
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2.4.1 Interacao quase linear onda-particula

No contexto da aproximacdo quase linear da teoria de Vlasov (ainda no caso eletrostético” e
nao magnetizado, mas nao limitado a este), os termos de segunda ordem serdo desprezados na
equacao (2.13) para a perturbagio f,1, mas mantidos na expressao (2.12) para fu.

Assim, obtemos uma equagao que é formalmente idéntica a (2.14a), com a diferenga que na
aproximacao quase linear f,o varia lentamente no tempo,

(8 +v- V) fa1 + eiaE1 -Vvfao =0, (2.49)
ot Mg,

a0 passo que f,1 varia numa escala de tempo muito mais rapida, da ordem do periodo das
ondas (Gurnett and Bhattacharjee, 2005). E possivel demonstrar que a funcio distribuicao
de equilibrio f,0 obedece a uma equagio de difusio quase linear (Krall and Trivelpiece, 1986)
expressa em termos do coeficiente de difusdao, D,, como segue:

agjo = Vy - Dy - Vyfao(t), (2.50a)
ea \? w;i&k(t) kk
o= () 8”/ kv_w)P 2™ (2.50D)

Na expressdo acima, o coeficiente de difusdo quase linear (2.50b) é definido em termos de
Ex(t), a densidade espectral do campo elétrico'” associada ao vetor de onda k que, por sua vez,
pode ser obtida a partir da expressao para o campo elétrico como funcao do tempo

1 1 E.-E

b V(r)3 8

Ej(t) = Ex (0)e ™M,

1 1 E E_ : .
Exlt) = k(0)E_x(0) e ilw(k)+w(=k)t _ gk(o)emw,;(k)t‘

V (2m)3 8

Por fim, a equagédo diferencial que completa o conjunto de equagdes da aproximacio quase linear
descreve a evolucao temporal da densidade espectral do campo eletrostético:

& (1)
ot

E valido salientar que w;i(k,t) é uma fungdo do tempo. Contudo, a sua variagao temporal serd
lenta, pois esta depende de fu9, a qual depende fracamente do tempo segundo (2.50a).

FEm sintese, a teoria quase linear de Vlasov mostra que a evolugao da distribuigdo das particu-
las do plasma implica consequéncias que se manifestam como um processo de difusdo no espago
de velocidades de fo e alteragoes na intensidade espectral dos modos normais sustentados pelo
plasma.

= 2uw;(k, t)Ex(t). (2.51)

9Um estudo aplicando a aproximacdo quase linear ao fendémeno das flutuacdes eletromagnéticas em raios
césmicos extragaldticos em um meio ndo magnetizado pode ser encontrado em Schlickeiser and Yoon (2014). O
artigo faz uso do formalismo de Klimontovich que, por sua vez, serd abordado em detalhes do capitulo 3.

0Fssa quantidade representa a densidade espectral das flutuacdes que ocorrem no plasma. Dada a condicio de
realidade das transformadas inversas de Fourier-Laplace, resulta uma condi¢io imposta sobre a frequéncia w(k)
(cuja demonstracdo ndo serd apresentada, embora seja relativamente simples de reproduzir), é possivel mostrar
que w(k) + w(—k) = 2iw; (k) (Krall and Trivelpiece, 1986).
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2.4.2 Interacdo nao linear onda-onda

Neste momento é importante que sejam apresentadas algumas defini¢ées de instabilidades
cuja aplicagdo sera abordada com mais profundidade nos capitulos 3 e 4. Consideremos uma
onda que pode causar uma modulacdo periédica dos parametros que caracterizam os modos
naturais do plasma, a qual chamaremos de indutora, que tenha amplitude finita e que tenha
sido excitada num plasma. Quando a intensidade desta onda indutora excede um certo limiar
necessario para compensar as dissipacoes naturais do plasma, como o amortecimento de Landau,
por exemplo, os modos naturais deste comecam a crescer a partir do nivel de ruido, absorvendo
energia e momentum da onda indutora. Tal tipo de instabilidade definimos como instabilidade
paramétrica.

Condigoes de casamento entre as ondas requerem que todas as ondas envolvidas na interagao
satisfacam as regras de adi¢do vetorial quando representadas como vetores no espaco (w,k).
A frequéncia e o nimero de onda para cada modo devem satisfazer a relagdo de dispersao
(w = w(k)) apropriada.

Instabilidade de decaimento: a onda indutora decai em dois modos naturais do plasma sa-
tisfazendo as condigoes de casamento de frequéncias e nimeros de onda, isto é, condi¢oes
de conservagao de energia e momentum. Um exemplo recorrente na literatura é conhe-
cido como decaimento eletrostatico de Langmuir, representado como L — L' + S. Neste
processo uma onda de Langmuir, a indutora, decai em uma onda de Langmuir contra-
propagante L’ e uma onda fon actstica S propagando na direcio da onda indutora. O
diagrama de acoplamento de fase deste processo estd representado no painel (a) da figura
2.3.

Instabilidade de coalescéncia: Neste processo duas ondas se unem, coalescem, para formar
uma terceira onda satisfazendo as mesmas condigoes de casamento e conservacao citadas
acima. Esta instabilidade é muito importante no contexto do estudo do fenémeno de
emissao de plasma nos modos fundamental e seus harménicos. Como exemplo, o processo
de coalescéncia L +.5 — T no qual uma onda de Langmuir L e uma onda ion actstica S
coalescem em uma onda transversal 7. O diagrama de acoplamento de fase deste processo
estd representado no painel (b) da figura 2.3.

(a) Processo L — L' + S. (b) Processo L+ S — T.

Figura 2.3: Diagrama de acoplamento de fase dos processos L — L'+ S e L+ S — T (Guedes,
1995).

2.4.3 Interacao nao linear onda-particula.

A interagdo nao linear onda-particula é importante para o intervalo de velocidades ressonan-
tes e nimeros de onda que sao inacessiveis do ponto de vista da interacdo linear onda-particula.
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O processo de espalhamento é similar & interacdo de decaimento, com a diferenca que, ao invés
de uma interacao ressonante entre trés ondas, duas ondas interagem de forma ressonante com
uma terceira onda virtual que representa as particulas. Abaixo, uma breve descri¢do de trés
possiveis interacdes de espalhamento induzido envolvendo os modos normais sustentados pelo
plasma:

Espalhamento induzido envolvendo duas ondas de Langmuir: Este processo envolve uma
onda de Langmuir sendo espalhada por uma particula em outra onda de Langmuir, po-
dendo ganhar ou perder energia no decorrer de tal interagdo. No espalhamento nao linear
onda-particula envolvendo duas ondas de Langmuir a velocidade ressonante é muito menor
que na interacgao linear e o processo é similar ao caso da emissao induzida. Neste tltimo, as
particulas que se movem no campo de fundo das ondas (background wave field) interagem
de forma ressonante podendo ganhar ou perder energia.

No tratamento algébrico do tipo de espalhamento em questdo as partes imaginarias das
susceptibilidades nao lineares de segunda e terceira ordem sao relevantes para o coeficiente
de espalhamento e o termo dominante é dado pela resposta dos elétrons. O termo principal
na expressao da intensidade das ondas, por sua vez, é o termo de espalhamento induzido
de ondas de Langmuir mediado pelos ions, isto é, espalhamento por ions térmicos. Este
espalhamento pode ser considerado, pois, como um amortecimento de Landau nao linear,
e se difere de sua contrapartida linear pelo fato de que no presente caso sdo os ions, € nao
os elétrons, que mediam o espalhamento de duas ondas de Langmuir.

Espalhamento induzido envolvendo ondas de Langmuir e ion-aciistica: Neste caso, de-
vido ao fato de que |wf|> |wy|, as condigdes de ressonincia ndo linear praticamente se
sobrepoem aquelas da ressondncia onda-particula na aproximacao linear. Por este motivo,
o espalhamento induzido envolvendo ondas de Langmuir de alta frequéncia e ondas ions-
acusticas de baixa frequéncia pode, na melhor das hipdteses, ser tratado essencialmente
como uma corre¢ao a interacdo linear onda-particula e pode, portanto, ser ignorado.

Espalhamento induzido envolvendo duas ondas ion-actsticas: A susceptibilidade nao li-
near de segunda ordem, em contraste ao caso envolvendo ondas de Langmuir de alta
frequéncia, ambas as respostas nao lineares dos elétrons e dos fons sdo importantes. Ja a
resposta nao linear de terceira ordem, por sua vez, é dominada pelos ions.

2.5 Literatura especifica

A escolha do tema desta dissertacdo é motivada pelo estudo realizado por Iver Cairns nos
anos finais da década de 1980. Em seu artigo “Electrostatic wave generation above and below the
plasma frequency by electron beams” (Cairns, 1989), o autor investiga o crescimento de ondas
eletrostaticas préoximas a frequéncia de plasma em um sistema plasma-feixe. Com este intuito
resolve numericamente a relacao de dispersdo ndo magnetizada resultante de um sistema plasma-
feixe. Sua atencao é direcionada principalmente a encontrar as relagoes de dispersao, frequéncias
de méximo crescimento e determinar o carater ressonante (cinético) ou néo ressonante (reativo)
das instabilidades geradas por escolhas particulares dos parametros dos feixes.'!

Sao apresentadas condi¢es para que as diferentes descrigbes das instabilidades sejam validas,
bem como para crescimento significativo acima ou abaixo da frequéncia de plasma. Conclui que
as ondas instaveis ndo possuem a relacdo de dispersdo de Langmuir, exceto no limite de feixes
muito diluidos. Conclui também que as propriedades do modo instavel dependem fortemente

1Um estudo semelhante aplicado ao fendmeno de electron foreshock pode ser encontrado em Cairns and Fung
(1988).
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Figura 2.4: Relagoes de dispersao e taxas de crescimento (normalizadas pela frequéncia eletronica
de plasma) para o modo amplificado (linha cheia), modo feixe amortecido (linha pontilhada),
modo Langmuir (linha tracejada) e modo feixe-Langmuir [linha cheia no painel (f)] para varias
temperaturas do feixe. Para os painéis (a)-(f) Tp,/Te é igual a 0.017, 0.067, 0.33, 1.0, 1.5 e
1.67, respectivamente. Os pardmetros fixos do feixe sdo ny/ng = 1073, v/Ve = 10 e T./T; = 3
(Cairns, 1989).

dos parametros do feixe (densidade, velocidade e temperatura) e que a frequéncia de maximo
crescimento wy, pode ser encontrada significativamente acima ou abaixo da frequéncia de plasma,
diferindo bastante daquela prevista pela relacdo de dispersdo das ondas de Langmuir.

Segundo Cairns, crescimento abaixo de 0.9wp. requer ou um feixe com ny/ng > 0.1 para
vp/Ve > 5 (e Ty /Te < 10) ou um feixe mais lento com v,/Ve < 2 e ny/ng < 1073/T, sendo estes
os mesmos parametros fisicos ja introduzidos na secao 2.3.

O crescimento é cinético (ressonante) se ny/ng > 0.17,/T, com uma condigdo étima de
np/ng ~ 0.1T}/T,. Condicoes 6timas para crescimento acima de 1.05wy,. sao feixes lentos com
2 < wp/Ve <5, mp/ng < 0.1 e np/ng < 0.17T,/T,.. O autor propde que processos nao lineares
envolvendo ondas préximas a frequéncia de plasma geradas por feixes podem encontrar dificul-
dades para satisfazer condi¢Oes cinéticas de conservacgao de frequéncia e vetor de onda. Como
exemplo cita o decaimento L — L'+ S (frequentemente discutido como um mecanismo de satu-
ragdo para a instabilidade gerada pelo feixe) e as emissoes fundamental e harmoénica. Abaixo,
uma descricdo mais aprofundada do artigo supracitado esclarece os resultados obtidos através
das analises das caracteristicas dispersivas dos sistemas plasma-feixe.

A evolugao das curvas de dispersao com o incremento da temperatura relativa do feixe Ty /T,
mantendo fixos a densidade relativa ny,/ng = 1073, a velocidade de deriva v /Ve =10 e a razao
das temperaturas dos elétrons de fundo e dos fons T /T; = 3, é abordada com bastante clareza no
texto. No painel (a) da figura 2.4 é possivel identificar as duas raizes quase complexo-conjugadas
que correspondem & instabilidade reativa (¢, = —2.5). Estas apresentam uma dispersao de tipo
feixe (w, ~ kuvp) para pequenos nimeros de onda (k < wpe/vp) e se dividem em algum k > wpe/vp
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quando a taxa de crescimento cai para zero. Nos painéis (b) e (c) vemos que a continuacao do
modo amplificado identificado em (a) corresponde a raiz de baixa frequéncia do feixe para
grandes nimeros de onda. Conforme a temperatura do feixe T é incrementada entre os painéis
(b) e (d) observa-se que:

1. As raizes complexo-conjugadas do feixe desaparecem;

2. A curva de dispersao do modo amplificado cruza a curva de dispersdo do modo amortecido
num ponto ky;

3. A relagao de dispersao se assemelha a uma dispersao do tipo feixe (w, ~ kuvy) para niimeros
de onda menores que k, e é aproximadamente constante (w, ~ A), e da ordem de wy.,
para numeros de onda maiores que ky;

4. O numero de onda k,, e a frequéncia real w,, que correspondem ao maior crescimento das
ondas aumentam com a temperatura T, 0 que, por sua vez, corresponde a um pico na
curva de taxa de crescimento (como fungao do niimero de onda) movendo-se continuamente
em direcao e ao longo da porcéo w, ~ A da curva de dispersao com o aumento de Tp;

5. A instabilidade torna-se cada vez mais ressonante com o incremento em T}, e o pico da
taxa de crescimento se move ao longo da curva de dispersao.

A instabilidade é marginalmente ressonante (¢, = —1.6) em (b) e fortemente ressonante
(¢r = —0.86) em (c), correspondendo a instabilidade cinética. No painel (d) a temperatura ja é
grande o suficiente para que a regido de pequenos ntimeros de onda do modo amplificado (porgao
linear do tipo feixe) e a regiao de grandes nimeros de onda do modo de Langmuir sejam forte-
mente amortecidas. Em contraste, o modo de Langmuir para pequenos comprimentos de onda e
o modo feize-modificado para grandes niimeros de onda sdo amplificados ou apenas fracamente
amortecidos. Conforme a temperatura aumenta ainda mais as duas porgoes fortemente amorte-
cidas e as duas por¢oes fracamente amortecidas (ou amplificadas) dos modos feixe-modificado e
Langmuir se conectam formando o chamado modo feize-Langmuir (BL).

A titulo de clareza de nomenclatura é conveniente frisar o que caracteriza cada um destes
modos:

Modo feixe: porgoes das relagoes de dispersdo que apresentam w, ~ kvp;

Modo feixe-modificado: modo fortemente modificado identificado entre os painéis (b) e (e)
no qual o crescimento ocorre apds a modificacdo do modo de feixe complexo-conjugado;

Modo feixe-Langmuir: modo conectado de O’Neil-Malmberg observado no painel (f).

Tendo sido esta terminologia apresentada, Cairns afirma que a instabilidade serd ressonante
(cinética) nos modos feixe-modificado e feixe-Langmuir, e ndo ressonante (reativa) no modo
feixe. Afirma também que é possivel criar uma figura andloga que apresente a progressao ob-
servada entre os painéis (a) e (f) tanto diminuindo a densidade do feixe (mantendo os demais
pardmetros fixos) quanto diminuindo a velocidade do feixe. A progressao em questao se caracte-
riza justamente pela transigdo suave do modo no qual a instabilidade atua (do modo feixe para
o modo feixe-modificado para o modo feixe-Langmuir) e pela transi¢do suave da natureza da
instabilidade atuante (reativa para cinética). Esta afirmagao é corroborada pela figura 2.5, onde
é apresentado o grafico da variacdo da taxa de crescimento maximo -, em funcdo da densidade
relativa do feixe ny/ng. Neste, observa-se a tendéncia de 7, de ser proporcional a (ny/ng)'/?
para densidades maiores (instabilidade reativa, |(,|> 2) ao passo que na medida em que a densi-
dade diminui a proporcionalidade passa a ser simplesmente com ny/ng (instabilidade ressonante,
|¢r|< 1). O grafico apresenta curvas com diferentes temperaturas e velocidades e demonstra que
a transicao entre os tipos de instabilidade ocorre de forma suave e no modo feixe-modificado.
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E possivel, entdo, construir uma imagem esquemética representando as mudancas nas carac-
teristicas dispersivas e no carater ressonante da instabilidade conforme o parametro P varia com
a velocidade relativa do feixe (5 < v/Ve), a temperatura (10~2 < T}/T. < 10%) e a densidade
relativa (10*4 < np/ng < 10*2)7 como apresentado na figura 2.6. Assim, o autor afirma que:
(i) Para P 2 6 a instabilidade é nao ressonante (reativa), ocorre numa raiz quase complexo-
conjugada e obedece a relacdo de dispersao do modo-feixe. (ii) Para 0.9 < P < 6 a instabilidade
é ressonante e acontece na raiz feixe-modificado (equagao de dispersao é do tipo feixe para pe-
quenos nimeros de onda e aproximadamente constante e da ordem de wy. para ntimeros de
onda maiores). (iii) Para P < 0.8 (correspondendo a s 2 1.5) a instabilidade é fortemente
ressonante e ocorre no modo feixe-Langmuir. E, portanto, de extrema importancia determinar a
natureza da instabilidade, seja pelo uso do critério do pardmetro P ou pela solu¢do numérica da
equacao de dispersdo, para que se entenda as caracteristicas dispersivas dos diferentes sistemas
plasma-feixe.

O autor demonstra que para um determinado conjunto de parametros fixos a modificagdo nas
caracteristicas dispersivas do modo instavel pode se apresentar como um crescimento expressivo
de ondas com frequéncia abaixo ou acima (geralmente abaixo no modo forward) da frequéncia
de plasma, e que este desvio do comportamento da relagdo de dispersdo se torna irrelevante na
medida em que o feixe se torna mais ténue [ver equagdo (2.46)]. Assim, podemos dizer que o
modo feixe-Langmuir tende assintoticamente ao comportamento do modo de Langmuir conforme
a densidade relativa do feixe diminui, sendo esta densidade “critica”'? dependente dos demais
parametros adotados.

Anélise anéloga feita com o modo contrapropagante (backward) mostra tendéncias opostas:
a tendéncia de aumento da frequéncia de maximo crescimento do modo backward de Langmuir
em um dado ntimero de onda com o aumento da densidade é oposta a tendéncia de diminuicao da
frequéncia de maximo crescimento do modo forward de Langmuir com o aumento da densidade.
Sao estas observagoes que se manifestam como a questdo mais importante abordada pelo artigo
Cairns (1989). Estas diferengas nas relagoes de dispersdo implicam uma possivel dificuldade em
satisfazer as condicOes cinéticas de conservacao dos processos nédo lineares de interacdo entre
ondas no caso de feixes relativamente densos (np/ng > 107%), como apontado por Cairns e
corroborado pelo artigo Thurgood and Tsiklauri (2015).

De forma um pouco mais geral, podemos ignorar os desvios da relagao de dispersdo do modo
de Langmuir quando a densidade relativa do feixe for um fator de 10 menor do que aquela que
satisfaz o critério de O’Neil-Malmberg!?.

Estudando o comportamento da frequéncia na qual o crescimento é méximo, denotada por
wm, em funcdo da densidade relativa do feixe observa-se que esta decresce monotonicamente
para valores menores que wp. na medida em que ny/ng aumenta, sendo este comportamento
independente do tipo de instabilidade (reativa ou cinética), do modo no qual a instabilidade
opera (modo feixe, feixe-modificado ou feixe-Langmuir) e da velocidade e temperatura do feixe.

Por outro lado, ao investigar o papel da velocidade e da temperatura do feixe na determinagao
de w,, nos deparamos com um comportamento um pouco mais complexo, como se observa na
figura 2.7. Neste caso, sio mantidos fixos ny/ng = 1072 e T, = T} e varia-se vy,/ V., para diferentes
temperaturas do feixe. Para altas velocidades (vy/Ve > 20), wy, se torna aproximadamente
constante (dependendo apenas de my/ng). Diminuir progressivamente a velocidade do feixe
faz com que w,, aumente'* gradualmente para valores maiores do que wpe quando v /Ve < 10
e subsequentemente diminua para valores cada vez mais préximos de zero quando v,/V, < 2

12 Aqui entende-se densidade “critica” como aquela na qual o desvio da relacio de dispersdo observada em
relagdo ao modo de Langmuir pode ser desprezada.

130 critério de O’Neil-Malmberg (O’Neil and Malmberg, 1968) tem como propésito determinar se a insta-
bilidade ocorre em um modo feixe (incluindo o modo feixe-modificado) ou no modo conectado feixe-Langmuir
s < 1.47 ou s > 1.47, respectivamente, conforme discutido na se¢do 2.3 e no artigo Cairns (1989).

14Fste aumento na frequéncia de maximo crescimento w,, para valores maiores que Wpe S€ torna mais expressivo
com a diminuigdo de np/no.
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Figura 2.5: Variacdo da taxa de crescimento v Figura 2.6: Ilustracdo esquematica das mudan-
(normalizada pela frequéncia i6nica de plasma) ¢as na relagdo de dispersao e tipo de instabili-
com np/ng para varios feixes: wvp/V. = 100, dade conforme P varia com a velocidade e tem-
T,/T. = 10 e T./T; = 1 (linha cheia); v,/V, = peratura do feixe para 107% < ny/ng < 1072
50, Tp/T. = 10 e T./T; = 1 (linha tracejada); (Cairns, 1989).

vp/Ve = 100, Ty, = T, = T; (linha pontilhada).

As linhas tracejadas rotuladas R e K tém gradi-

entes correspondentes as instabilidades reativa

e cinética, respectivamente. A seta rotulada

P, = 5.8 indica que |(;|= 2 quando P» = 5.8

(Cairns, 1989).

(contanto que a temperatura do feixe seja suficientemente baixa). Este resultado expressa a
importancia de nao assumirmos a priori que o crescimento ocorre em um modo do plasma que
nao é afetado pela presenca do feixe.

De forma mais sintética podemos dizer que ha duas formas principais de se obter crescimento
significativamente abaixo de wp.: feixes densos ou feixes relativamente ténues, frios e lentos.
Crescimento significativo acima de wy,, por sua vez, requer feixes lentos e ténues que podem ser
tanto frios quanto quentes.

Dando continuidade a revisao teérico-experimental sdo apresentados de forma breve alguns
artigos recentes com o intuito de melhor contextualizar o tema de instabilidades em plasmas
e sua relacdo com a geracgdo da emissdo de plasma em seus modos fundamental e harmonicos.
Os resumos abaixo nao tem como objetivo substituir a leitura dos artigos, uma vez que estes
contém termos que nao sao diretamente abordados neste trabalho, mas de apresentar o leitor ao
processo de familiarizacdo com a literatura recente que motiva a escrita da presente dissertacao.

Artigo de simulagao TT2015

Diversos trabalhos de simulag¢io de um sistema plasma-feixe publicados desde o estudo con-
duzido por Iver Cairns destacam o modo feixe-modificado como o modo instével (Simées Junior
et al., 2010). Entretanto, poucos se dedicaram a realizar uma andlise detalhada das conclustes
do autor, sob o ponto de vista de um experimento numérico, e a verificar as consequéncias para
a dindmica das particulas e ondas no plasma no regime nao linear.
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Vp /Ve

Figura 2.7: Frequéncia de maximo crescimento w,, em funcio de v,/V. para ny/ng = 1072 e
varias temperaturas do feixe (Cairns, 1989).

Um trabalho de especial interesse para esta dissertacdo e que tinha estes objetivos estd no
artigo “Self-consistent particle-in-cell simulations of fundamental and harmonic plasma radio
emission mechanisms” (Thurgood and Tsiklauri, 2015). Este consiste em duas simulagdes com-
pletamente cinéticas do tipo particle-in-cell (PIC) eletromagnética e multidimensional de emis-
sao de plasma baseada em interacido nao linear entre trés ondas. As simulagoes foram realizadas
utilizando os seguintes parametros para os feixes de elétrons: Run 1 (ny/ng = 0.0057,v,/Ve = 16)
e Run 2 (np/ng = 0.05,v,/Ve = 8). Nestas, os autores reportam terem encontrado evidéncias
de que a emissdo de plasma ¢é permitida na Run 1 e proibida na Run 2. E demonstrado que a
possibilidade de emissao de plasma depende da frequéncia das ondas eletrostaticas inicialmente
geradas pela instabilidade bump-in-tail e que estas podem ser proibidas de participar nas in-
teragOes necessarias entre trés ondas devido a requerimentos de conservacao de frequéncia. Os
eventos observados nas simulacdes podem ser sintetizados da seguinte forma:

(i) O crescimento do modo feixe na relagdo de dispersdao das ondas de Langmuir (Run 1) e
o aparente “desacoplamento” dos modos feixe e Langmuir (Run 2), onde a presenga do
feixe mais denso modificou significativamente a natureza dos modos de onda eletrostatica
de propagacao forward.

(ii) A aparente diferenga entre a susceptibilidade dos dois sistemas a processos do tipo L —
L' + S, com consequéncias para a producdo de populacio seed de ondas eletrostiticas de
Langmuir contrapropagantes (backward).

(iii) Séo observadas emissoes de plasma na frequéncia fundamental em ambos os casos, entre-
tanto a densidade espectral de energia associada a esta emissdo na Run 1 tem seu pico
uma ordem de magnitude mais intenso que o pico associado a emissdo fundamental na
Run 2. Portanto, a emissdo fundamental é mais fraca no caso do feixe mais intenso, Run
2.

(iv) Emissdo no primeiro harménico claramente distinguivel do ruido de fundo inerente ao
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método PIC é observada somente na Run 1, ao passo que na Run 2 apenas sinais fracos
quando comparados ao ruido sdo detectados. Assim, emissdo harmonica é muito menos
eficiente na Run 2, possivelmente ao ponto de ser totalmente proibida.

A demonstragdo desta inibicdo do processo de decaimento devido ao ndo cumprimento dos
requisitos de correspondéncia entre as frequéncias das ondas é a primeira verificacdo dos argu-
mentos feitos a partir de uma perspectiva teérica em Cairns (1989). Por fim, concluem que a
Run 1 apresenta evidéncias consistentes com todos os estidgios do mecanismo de emissdo fun-
damental e harmoénica baseado na interacio entre trés ondas. Sao estes: o acoplamento entre
o modo feixe e 0 modo Langmuir, o crescimento de uma populacdo de ondas eletrostaticas de
Langmuir contrapropagantes via processos de espalhamento e decaimento, a emissdo fundamen-
tal e a coalescéncia entre as ondas de Langmuir e as ondas contrapropagantes para produzir
emissdo harmonica. A Run 2, por sua vez, evidencia que o fato de se tratar de um feixe mais
lento e mais denso faz com que a relagao de dispersao (modo feixe) difira daquela de Langmuir.
Isto acaba por suprimir significativamente o processo de geragao da populagao seed, ondas con-
trapropagantes, para o processo L+ L' — H. Portanto, os autores foram capazes de demonstrar
com bastante clareza que é preciso prosseguir com cautela quando se tenta simular sistemas
plasma-feixe astrofisicos usando feixes de densidade nao realistica. Ao passo que uma razao de
densidade maior pode reduzir tempos de relaxacao, isto é, tempo computacional, é improvavel
que os resultados sejam fisicamente representativos do sistema que se quer estudar devido a sen-
sibilidade dos parametros do feixe. Vale ressaltar que o modelo adotado pelos autores nao leva
em consideracdo efeitos de magnetizagdo, o que é equivalente a assumir que o processo de emis-
sao de plasma nao é afetado pelo modo Whistler (W) e que o chamado modo eletromagnético
superluminal Z ¢é irrelevante (Chen et al., 2022).

Artigo teérico Z+15

Este artigo se propoe a aprofundar a discussdo sobre o processo de emissdo de plasma a
partir da solugcdo numérica completa das equagoes de turbuléncia fraca eletromagnética. Com
esse intuito, comparam os resultados da simulagao de turbuléncia fraca aos obtidos via simulacao
PIC (Ziebell et al., 2015).

A abordagem utilizada resolve o sistema autoconsistente de equagdes acopladas da Teoria
de Turbuléncia Fraca desenvolvida a partir do formalismo de Klimontovich, com o intuito de
estudar a evolucgao temporal da funcao de distribuicao de velocidades dos elétrons e o espectro das
ondas eletrostédticas e transversais. Esta formulagdo incorpora efeitos de diferentes mecanismos
fisicos e possibilita que os papéis dos diferentes processos fisicos sejam identificados de forma
inequivoca “ligando” e “desligando” certos termos arbitrariamente. Esta formulacio é, pois, uma
ferramenta conveniente para testar a validade de teorias propostas na literatura e o conjunto
completo de equacbes'® pode ser resolvido sem suposicdes a priori, com o intuito de analizar
quantitativamente o fendémeno da emissao de plasma.

A simulacao PIC, por sua vez, conta com um niimero menor de restrigoes tedricas, visto que
esta abordagem basicamente resolve as equacoes de movimento de Lorentz para um conjunto de
particulas carregadas em conjunto com as equagoes de Maxwell. No entanto, também possui suas
restricoes. Por exemplo, a necessidade de discretizacdo do sistema e o tamanho finito da grade
nos espagos de velocidade e de nimero de onda, impdem algumas limitagoes na resolugao de
comprimentos de onda muito pequenos. Além disso, este método precisa considerar um grande
numero de particulas em cada célula para diminuir o ruido numérico, acarretando um aumento
expressivo dos recursos computacionais requeridos para a obtencao de uma resolugao satisfatoria
dos dados. Além disso, por se tratar de um experimento numérico, ndo é uma tarefa facil criar

15A derivacio das equagdes é feita inteiramente a partir de primeiros principios (a partir da formulagao de
Klimontovich). Este formalismo serd discutido em detalhes no capitulo 3.
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um diagnéstico claro dos fendmenos que ocorrem, uma vez que todos os mecanismos agem
simultaneamente e ndo podem ser arbitrariamente “ligados” e “desligados” para a verificacao
de certos processos fisicos que operam no sistema. Tal caracteristica se apresenta em contraste
com a Teoria de Turbuléncia Fraca, na qual estas manipulagoes se apresentam naturalmente e
os recursos computacionais demandados sdo bem menores.

Os resultados numéricos discutidos em detalhe no artigo indicam uma grande compatibili-
dade entre a abordagem da Teoria de Turbuléncia fraca e as simulagbes PIC. A concordéancia
entre os resultados é mais notavel no caso de feixes com baixas velocidades, o que nao é tao sur-
preendente, visto que a Teoria de Turbuléncia Fraca se baseia na suposicdo de um crescimento,
ou amortecimento, moderado e baixa densidade de energia das ondas quando comparada com
a densidade térmica de energia das particulas. Para os casos de feixes com velocidades inter-
mediarias ou altas, apds a formacao do plateau a regiao de altas velocidades do feixe apresenta
uma componente perpendicular v; um pouco mais larga na Teoria de Turbuléncia Fraca do
que no caso dos resultados obtidos via PIC. Além disso, no caso de feixes com alta velocidade
(especificamente para o caso V, /vy, = 10), os célculos realizados utilizando a Teoria de Tur-
buléncia Fraca resultam na formacdo de uma cauda estendida ao longo da direcdo positiva de
propagacao (forward). A mesma nao é observada nos resultados da simulagao PIC. Este parece
ser um indicio de que o caso do feixe com alta velocidade, quando todos os outros pardmetros
sao mantidos constantes, corresponde ao limite de aplicabilidade das equagoes da Turbuléncia
Fraca.

Acerca dos espectros das ondas, é conveniente salientar que a abordagem da Turbuléncia
Fraca é capaz de separar o espectro de cada modo normal presente no plasma, sendo esta uma
caracteristica tipica deste método. Em contraste, no caso da simulacao PIC os diversos modos
normais, como o modo de Langmuir ou as ondas transversais, precisam ser cuidadosamente
interpretados. Para construir o espectro das ondas de Langmuir com base na simulagao PIC, por
exemplo, é usual considerar apenas a componente do campo elétrico que estd ao longo da direcao
paralela a velocidade do feixe. Embora este método de fato separe as ondas eletrostaticas das
ondas transversais, ainda pode haver intensidade associada aos modos harmonicos nao lineares
das ondas eletrostaticas. Portanto, a interpretacao dos resultados da simulagdo PIC, no que diz
respeito as ondas de Langmuir, apresenta um grau de ambiguidade (Lee et al., 2019).

No entanto, os resultados obtidos com as duas abordagens distintas sdo amplamente compa-
tiveis. Nos dois casos os resultados mostram a formacao do pico priméario das ondas de Langmuir
com larguras comparaveis ao longo das dire¢oes paralela e perpendicular dos niimeros de onda,
o crescimento das ondas contrapropagantes e também o alargamento (spread) do pico primério
em direcdo a regido de nimeros de onda menores.

A discrepancia entre as abordagens se concentra principalmente nos casos onde o feixe apre-
senta velocidade baixa ou intermedidria, isto é Vj/vy, = 6 ou 8, onde a simulagdo PIC mostra
o aparecimento precoce de ondas com k ~ 0, o chamado efeito de condensacdo de Langmuir
(Robinson, 1997), ao passo que no caso da Turbuléncia Fraca a regido de pequenos nimeros de
onda s6 é atingida nos instantes finais de computagdo. No caso do feixe com alta velocidade
abordado no artigo em questao, por outro lado, a Teoria de Turbuléncia Fraca também apre-
senta algum crescimento das ondas com k ~ 0. A razdo para esta discrepancia localizada entre
as duas abordagens ainda nao é completamente compreendida.

Em sintese, com o intuito de obter informagoes a respeito do espectro das ondas eletro-
magnéticas, os autores comparam o espectro das flutuacées do campo magnético resultante da
simulacao PIC ao espectro das ondas transversais computadas com base no método da Turbulén-
cia Fraca. Apontam que a compatibilidade entre os resultados apresenta aparente melhora com
o aumento da velocidade do feixe. Concluem, por fim, que sua andlise comparativa sugere que
a Teoria de Turbuléncia Fraca é uma ferramenta confidvel e adequada para estudar o problema
das emissoes solares de radio (solar radio bursts), contanto que seja cuidadosamente aplicada a
um conjunto de parametros no qual a teoria é valida.
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Artigo observacional S+2019

Observacoes in situ de funcoes de distribuicdo de particulas na magnetosfera terrestre e de
outros planetas e no vento solar ji sdo realizadas hd mais de 50 anos (Parks, 2004; Marsch,
2006). Os espectros de emissao observados demonstram que ondas eletrostéaticas abaixo e acima
da frequéncia local de plasma sao caracteristicas das regioes de foreshock. Estas sdo geradas por
feixes de elétrons que se originam no bow shock e apresentam um espectro composto por ondas
intensas de banda estreita e emissdes menos intensas de banda larga.

Em seu artigo “Direct Measurement of Low-Energy Electron Foreshock Beams” (Soucek et al.,
2019), Jan Soucek, David Pisa e Ondrej Santolik avaliam a estabilidade de um grande nimero
de distribuigbes eletrénicas, observadas individualmente pelas espagonaves Cluster, usando a
teoria linear e correlacionam estatisticamente as ondas e as propriedades dos feixes. Comparam
a energia dos feixes de elétrons no foreshock com o espectro das ondas eletrostaticas e estabele-
cem uma correspondéncia entre a energia do feixe e o espectro das ondas. Em seu tratamento
estatistico dos dados observacionais, os autores demonstram que as ondas com frequéncia obser-
vada abaixo da frequéncia de plasma sao associadas a feixes lentos com velocidades vp/vg < 2.5
(ou com energias abaixo de 50 e€V) enquanto que as ondas com frequéncia acima da frequéncia
de plasma sdo correlacionadas com feixes de alta energia com a distribuicdo da frequéncia de
mAaximo crescimento Wyeqk/Wpe (0U Wiy /Wpe se usarmos a notacdo presente em Cairns (1989))
mais estreita nos feixes mais energéticos. Por fim, propdem que o carater dos diferentes modos
das ondas e suas possiveis instabilidades é completamente determinado por trés parametros adi-
mensionais: a densidade relativa do feixe ny,/ng, sua temperatura relativa T3,/Tj e sua velocidade
relativa vy, /v.

Artigo de simulagao S+22

Em artigo mais recente, (Sun et al., 2022), a interacao plasma-feixe é classificada em quatro
regimes fisicos no espaco dos pardmetros do plasma e dos parametros do feixe. No primeiro deles,
o regime No-MI/PDI, nio h4 instabilidades modulacionais'® nem instabilidades paramétricas
de decaimento (PDI), o acoplamento néo linear das ondas é muito fraco e os pacotes de ondas
de Langmuir saturam mediante mecanismo de aprisionamento onda-particula. O regime PDI é
caracterizado pela geracao de ondas contrapropagantes (backward waves) a partir da instabili-
dade de decaimento paramétrico e corresponde ao espaco de parametros de interesse para esta
dissertagao. Esta instabilidade geralmente se apresenta com uma taxa de crescimento pequena
(wi < wpi, ou ¥ < wp;, dependendo da notagao adotada) e a interagdo entre as ondas ainda é
fraca, portanto este regime ainda pode ser chamado de regime de Turbuléncia Fraca (WT). No
regime SWMI (standing wave modulational instability) pacotes estacionérios de ondas de Lang-
muir sao gerados e a instabilidade cresce na escala de tempo dos fons (~ w;il). Neste processo
a forga da pressao térmica devida as perturbagoes da densidade de fons é quase balanceada pela
forca ponderomotiva. Este regime determina a fronteira do regime de turbuléncia forte. Por fim,
o regime EMI, no qual a chamada instabilidade modulacional eletrénica cresce em uma escala
de tempo mais répida, (< w;il), e a dindmica dos fons desacopla do crescimento das ondas no
estagio inicial da instabilidade.

Artigos de simulagao Z+22, C+22 e N+20,21
Numa publicacao feita recentemente no periédico The Astrophysical Journal (Zhang et al.,

2022), os pesquisadores observaram emissao fundamental significativa em casos onde a densi-
dade relativa do feixe é suficientemente pequena (digamos, ny/ng < 0.01). Este resultado estd

16Tnstabilidade modulacional: a onda inicialmente plana se torna modulada e se divide em pacotes de onda
(Robinson, 1997).
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alinhado com os obtidos por estudos anteriores utilizando dominios de simulagdo muito menores
(Thurgood and Tsiklauri, 2015). Sua simulacao também permitiu constatar que a intensidade
relativa de todos os modos, exceto o modo feixe-eletromagnético associado a instabilidade de
Weibel', decresce com o aumento relativo da densidade do feixe (Zhang et al., 2022). Os au-
tores comparam os resultados encontrados em seu estudo de plasmas ndo magnetizados aos
resultados obtidos no caso de um plasma de fundo fracamente magnetizado (Chen et al., 2022).
Observam solucoes similares, em particular na evolugdo temporal das fungoes de distribuicao de
velocidades dos elétrons (EVDF), no crescimento e nas caracteristicas do modo feixe-Langmuir
(BL), e na presenca de ondas secundarias do modo generalizado de Langmuir (GL) com propa-
gagao forward e backward.

A diferenga principal entre as duas abordagens reside no fato de que em Chen et al. (2022)
ocorre a geracao dos modos superluminal Z (com frequéncia de corte abaixo da frequéncia de
plasma wy.) e whistler. No caso ndo magnetizado, por sua vez, o modo Langmuir generali-
zado (GL), que consiste em um modo majoritariamente superluminal de banda estreita e uma
componente contrapropagante de banda mais larga, e o modo eletromagnético induzido pela
instabilidade de Weibel estdo presentes. Concluem, pois, que as grandes semelhancas observa-
das concorrem a favor da ideia de que a teoria padrdo de emissdo de plasma é adequada para
o regime de parametros de ambos os casos. Qual seja, o decaimento do modo eletromagnético
para gerar a emissdo fundamental (F) e a coalescéncia nao linear do modo feixe-Langmuir (BL)
com a onda de Langmuir contrapropagante para gerar emissao do modo harmoénico (H).

Por outro lado, estes resultados nao apoiam o mecanismo de emissao de plasma proposto
por Ni et al. (2020, 2021). Neste, o modo fundamental é gerado por modos Z e W quase
contrapropagantes, enquanto que a emissdo harmonica é gerada por uma onda de Langmuir
quase contrapropagante com grande angulo de propagacdo em relagdo ao campo magnético de
fundo chamada de modo upper-hybrid (UH). O modelo proposto por Ni et al. (2020, 2021) é
baseado em simulagoes PIC de plasmas interagindo com elétrons energéticos aprisionados com
funcoes de distribuigao de velocidade do tipo cone de perda (loss-cone-type). O modo primério
UH e os modos secundarios Z e W sao excitados diretamente pela electron cyclotron maser
instability (ECMI).

Concluem, entdo, que a comparacio entre os diferentes modelos e os resultados obtidos a
partir das respectivas simulacdes sugere que o mecanismo de emissao de plasma pode ser diferente
para elétrons energéticos com funcées de distribuicdo de velocidade diferentes: Para feixes de
elétrons, o mecanismo padrdo de emissao de plasma funciona bem, ao passo que para elétrons
aprisionados, a emissdo induzida por ECMI pode ser importante.

17Ondas transversais eletromagnéticas auto-excitadas que envolvem apenas os elétrons de um plasma, desde
que sua distribui¢ao de velocidades seja suficientemente anisotrépica (Weibel, 1959). A instabilidade de Weibel é
caracterizada por uma frequéncia real nula satisfazendo w, = 0, w; # 0 e 2k?/|w;|*> 1 (Yoon, 2019).



Capitulo 3

Teoria de Turbuléncia Fraca

O presente capitulo apresenta uma revisdo da teoria cinética de plasmas, conforme desen-
volvida a partir do formalismo de Klimontovich, o qual é uma extensdo da teoria cinética que
inclui os efeitos das flutuacgoes, com os quais é possivel estudar fendmenos que nao sdo descritos
na teoria cinética usual.

A partir do formalismo de Klimontovich, serd realizada também uma revisao da Teoria de
Turbuléncia Fraca em plasmas. Esta descreve satisfatoriamente a interacdo entre as particulas
do plasma e os campos incorporando efeitos ndo lineares até a terceira ordem e é vilida quando
o plasma é fracamente instavel e quando a instabilidade resultante da interacdo onda-particula
excita uma larga faixa espectral.

Neste contexto, analisamos a evolucdo temporal da funcdo de distribuicdo dos elétrons do
sistema plasma-feixe e das intensidades das ondas eletrostaticas de Langmuir e ion-acusticas
incorporando efeitos da teoria de turbuléncia fraca dos plasmas.

3.1 Formalismo de Klimontovich

O formalismo de Klimontovich foi desenvolvido com o intuito de realizar uma derivacio
autoconsistente das equagcdes cinéticas completas de um plasma térmico, a partir de primeiros
principios (Klimontovich, 1967; Krall and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019).

3.1.1 A equacao de Klimontovich-Dupree

O plasma é assumido ser composto por particulas pontuais, sem momento angular intrin-
seco, cuja dindmica é determinada pela Mecanica Newtoniana nao relativistica. As particulas
possuem massa e carga elétrica e sua dindmica é determinada pela acdo da forga de Lorentz,
a qual contém campos eletromagnéticos gerados tanto externamente ao plasma quanto os cam-
pos autoconsistentes. As particulas do plasma sdo divididas em diferentes espécies, cada uma
caracterizada pelas suas massas e cargas elétricas.

Desta maneira, se ré(t) e v¥(t) sdo, respectivamente, a posi¢io instantdnea! da i-ésima
particula da espécie a e sua correspondente velocidade instantanea, as equagoes de movimento
desta particula sao

dri(t) _ a
@ Vi) (3.1a)
Ma dvjt(t) =e, |E(rf(t),t) + %vg‘(t) x B (r?(t),t)| . (3.1b)

!Neste capitulo a notagio adotada para o vetor posicio instantdnea é a mesma utilizada em Yoon (2019) [r(t)]
e ird substituir a notagdo de Krall and Trivelpiece (1986) presente no capitulo 2 [x(t)].
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Em (3.1a) e (3.1b), m, é a massa de uma particula da espécie a e e, a sua carga elétrica.
Adicionalmente, E (r,t) e B (r,¢) sdo os campos eletromagnéticos totais percebidos pela carga
na sua posigdo instantdnea. O apdstrofe (') na equagdo (3.1b) indica que os campos gerados
pela prépria particula devem ser excluidos, evitando assim a ocorréncia de autointeragao.

Os campos E (r,t) e B (r,t) devem ser determinados a partir das equacdes®’de Maxwell:

O B+ OB ) =0, (3.2)
aar -B(r,t) =0, (3.2b)
(981' -E(r,t) = 4mp(r,t), (3.2¢)
gr « B(r, 1) — igtE(r, £ = %j(r,t). (3.24)

Nestas equagoes, os termos de fonte, isto é, as densidades de carga e corrente elétricas, contém
somente as contribuicbes das particulas do plasma. Devido a natureza discreta das mesmas, os
termos de fonte sdo dados por

N,
=3 e r—ri1), (3.2¢)
a =1

Na
t) = ea) vi(t)o[r—ri(t)], (3.2f)
a i=1

sendo N, o nimero total de particulas da espécie a e § a funcdo delta de Dirac.
Neste ponto, define-se a densidade de pontos representativos no espaco de fase do sistema,

(r,v,t) Zé v —vi(t)]d[r —ri(t)]. (3.3)
A quantidade N, (r,v,t) é denominada distribuicio de Klimontovich (Klimontovich, 1967; Krall
and Trivelpiece, 1986; Yoon, 2019). Na literatura, N, (r,v,t) também é denominada funcio de
Klimontovich, embora formalmente seja uma distribuicdo, ou fungdo generalizada. Temos,

/Na (r,v,t) drdv = N,

As equagoes de Maxwell (3.2a) — (3.2d) podem ser reescritas em termos de Ng(r,v,t) como:

OB+ OB ) =0, (3.42)
% B(r,t) =0, (3.4b)
% E(r,t) = 4wzea/Na(r,v,t) dv, (3.4c)
;I_ x B(r,t) — igtE r,t Mzea/VN r,v,t)d (34d)

2Neste momento é feita mais uma modificacdo na notacio. Com o intuito de manté-la consistente com a

notagdo de Yoon (2019) os operadores diferenciais divergente e rotacional foram substituidos por V- — 2. e

or
Vx — a%x, respectivamente.
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Verifica-se facilmente que N,(r,v,t), em conjunto com as equagdes de movimento (3.1a) e
(3.1b), satisfazem a equagdo de Klimontovich-Dupree

0 0 eq v "0
vt (E(r, 0+ x B(r,t)) - av] Na(r, v, 1) = 0. (3.5)

or  my,
Entre outras propriedades, (3.5) reflete o fato de que as particulas ndo podem ser criadas nem
destruidas.

A equacgao de Klimontovich-Dupree é formalmente idéntica a equagao de Vlasov (Krall and
Trivelpiece, 1986), porém com a diferenca que N, (r,v,t) ndo é uma distribuigdo suave, mas sim
dada por uma colecdo de fungoes delta (3.3). As singularidades associadas as distribuicoes delta
de Dirac que compoe a funcao de Klimontovich N, (r,v,t) geram os efeitos discretos, como serd
ressaltado posteriormente (Yoon, 2019).

3.1.2 Médias de ensemble e flutuacées

Formalmente, as equagoes de Klimontovich-Dupree (3.5), para todas as espécies de parti-
culas, em conjunto com as equagoes de Maxwell (3.4a) — (3.4d) descrevem de forma exata e
autoconsistente a dindmica do plasma como um sistema composto por particulas carregadas
e campos eletromagnéticos. Contudo, estas equagbes possuem limitada aplicagdo por serem
demasiado complicadas.

Para simplificar o tratamento matematico da dindmica do plasma, adota-se neste ponto
uma descricao estatistica baseada em médias de ensemble sobre o espago de fase, aplicadas nas
equagoes (3.4a) — (3.4d) e (3.5). A descrigao adotada aqui segue a abordagem apresentada em
Yoon (2019) a qual, por sua vez, é baseada na derivagao realizada por Sitenko (1982).

Seja I' o espaco de fase de 6N dimensdes composto pelas 3NN coordenadas e 3N componentes
das velocidades das N = )", N, particulas que compde o plasma. Tratando este plasma como
um sistema estatistico, o conjunto das N particulas que o compde ocupam, em um determi-
nado instante ¢, um ponto representativo no espago de fase I', em funcao tanto das interacoes
autoconsistentes internas entre as particulas, quanto em funcdo dos campos externos e outros
agentes externos que atuam sobre o plasma. Para um determinado conjunto de valores dos
agentes externos, o nimero de diferentes estados internos acessiveis as particulas no mesmo ins-
tante de tempo é usualmente muito grande, o que resulta na existéncia de um nimero grande
de pontos representativos no espaco de fase que sdo acessiveis ao plasma. Cada ponto represen-
tativo representa assim um sistema fisico ficticio possivel e a colegao de sistemas idénticos, cada
um ocupando um ponto representativo no espago de fase I' sob 0 mesmo conjunto de agentes
externos, é denominado um ensemble (Huang, 1987; Reichl, 2016).

Para introduzir a descricdo estatistica, escreve-se as quantidades fisicas como uma média e
uma flutuacdo em torno desta média:

Ng (r,v,t) = (Ng (r,v,t)) + 0Ny (r,v, 1), (3.6a)
E(r,t) = (E(r,t)) + 6E(r, 1), (3.6b)
B(r,t) = (B(r,t)) + dB(r, 1), (3.6¢)

onde (...) representa a média de ensemble e § indica as flutuagdes em torno desta média.
No caso em que as quantidades médias sdo espacialmente uniformes e os campos médios sdo
inexistentes, as médias de ensemble resultam escritas

(No(r,v,t)) = fa(v,t), (E(r,t))=0, (B(r,t))=0. (3.6d)

A quantidade f,(v,t) é a fungdo de Klimontovich suavizada pela média de ensemble. Por sua
vez, a imposicao de médias de ensemble nulas para os campos é consistente com o tratamento
da turbuléncia em um plasma sem campos externos.
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Por sua vez, as flutuagoes em torno das médias de ensemble serdo supostas serem consequén-
cias de um estado turbulento do plasma que pode ser caracterizado por variagoes aleatérias das
grandezas fisicas. Essas variagdes aleatérias ocorrem no espago, no tempo e também nas fases
dos campos microscopicos. Por esta razao, serd assumido que

(ONg4(r,v,t)) = (0E(r,t)) = (dB(r,t)) =0, (3.7)

sendo que neste caso a média de ensemble pode ser realizada sobre o tempo, o espago ou sobre as
fases das flutuacoes. Este tipo de turbuléncia é denominada incoerente. E importante enfatizar
que nem todos processos turbulentos satisfazem (3.7). Nesta situagdo, a turbuléncia é dita
coerente.

De agora em diante, o simbolo (---) ird representar a média de ensemble sobre as fases
aleatérias dos campos em um regime de turbuléncia incoerente.

3.2 Turbuléncia eletrostatica em plasmas sem campos

O formalismo de Klimontovich introduzido na se¢do 3.1 para uma turbuléncia genérica em
um plasma sem campos externos serd agora reduzido para o caso particular de turbuléncia
eletrostdtica, isto é, turbuléncia gerada por oscilagoes longitudinais das particulas que geram
somente campos elétricos (ndo estacionérios) microscépicos autoconsistentes.

3.2.1 Equacdes de evolucao da turbuléncia eletrostatica

Como é bem sabido, neste caso a Lei de Faraday (3.4a) permite escrever

0 0
or xE(r,t)—O:E(r,t)——agé(r,t),

sendo ¢ (r,t) o potencial escalar elétrico. Como nao ha campo elétrico externo, (3.6b) leva a
E(r,t) = 6E(r,t) = ¢ (r,t) = ¢ (r,t) .

Ou seja, (¢ (r,t)) = 0 e o potencial elétrico é devido unicamente ao potencial flutuante, gerado
pela turbuléncia eletrostatica microscépica. Para simplificar a notacao, de agora em diante o
potencial flutuante sera representado sem o simbolo “4”.

Dessa maneira, as equagoes (3.4c) e (3.5) se tornam

V2 (r,t) = —4772%/5]\@ (r,v,t) dv, (3.8a)
0 0 eq 0 , 0
[875 +v- o m.or (¢ (r,t)) - av] Ng (r,v,t) =0, (3.8b)

sendo V2 o operador laplaciano. A forma (3.8a) para a equacdo de Poisson segue da condicio

de quase neutralidade
Zea/fa (v,t) dv =0.

As equagoes (3.8a) e (3.8b) ndo serdo manipuladas diretamente nestas formas. Serd, ou-
trossim, primeiramente considerada a funcdo de Klimontovich para particulas da espécie a nao
interagentes (i.e., livres) N0 (r,v,t). De (3.1a), (3.1b) e (3.3),

Ng a
NY(r,v,t) = Z dr—ri(t)]d(v—vy), dri _ v v = cte. (3.9a)
i=1

dt v



CAPITULO 3. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA 37

De acordo com (3.5), a funcio N (r,v,t) satisfaz

3} 3} 0 B
<8t +v- (91') N, (r,v,t) = 0. (3.9b)

Aplicando-se a média de ensemble sobre esta equacgao, resulta

0 0 0
((% v ar) (N2 (x,v,1)) =0. (3.9¢)
Introduz-se também a expansdo (3.6a) para N (r,v,t),
NO(r,v,t) = <N2 (r,v,t)> + O6NO (r,v,1). (3.9d)

Lembrando que N, (r, v, t) denota o valor exato da densidade de pontos no espago de fase para
um sistema de particulas e campos interagindo de uma maneira autoconsistente, a distribuicao
N? (r,v,t) descreve a mesma densidade de pontos representativos, porém para um gés ideal de
particulas livres. Neste sentido, a diferenca N, (r,v,t)—N? (r,v,t) denota a evolugdo do plasma
no espaco de fase enfatizando-se somente os efeitos coletivos das interagoes entre os objetos do
sistema, apds a subtracao dos efeitos das particulas independentes.

Por esta razdo, é conveniente subtrair-se a equacao (3.9b) da equagdo completa (3.8b), ob-
tendo assim a nova equagao

(gt +v- gr) [Na (r,v,t) — N? (r,v,t)} =——(¢(r,1)- gNa (r, v, ).

Introduzindo agora as expansoes (3.6a) e (3.9d), resulta

d 0 0 0
afa (v,t) + (815 +v- 81‘) {5Na (r,v,t) — 0N, (r,v,t)}
eq 0 0 , eq O 0 '
= e ) @)+ S [N v ) O (6 )| (3.10)
onde foram também empregadas a equacao (3.9¢) e a identidade
a 8 I a 8 /
8—V<SNG (r,v,t)- g (¢ (r,t)) = e [5Na (r,v,t) o (¢ (r,t)) ] .
Tomando-se a média de ensemble de (3.10) resulta
a - €q 8 8 /
o (vit) = 22 (5N, v, 0) S (6 0)) ), (3.11)

a qual é a equacao de evolugao da fungao de distribuicao f, (v,t).
Finalmente, subtraindo (3.11) de (3.10), obtém-se a equacao de evolugdo da flutuagao,

(gt tv g) (68, (rv.8) = ON? (v, 1)) = ;gvf (v.1) - % (6 (r,1)
sl v 2 o) -~ (vavn & 0wy )

As equagoes (3.8a), (3.11) e (3.12) formam o nicleo do tratamento adotado neste capitulo.
Manipulagoes adicionais se fazem necessarias para que sejam obtidas expressdes adequadas para
aplicacOes praticas da teoria de Klimontovich.
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3.2.2 Funcdes de correlacao

Embora as flutuacées possuam médias de ensemble nulas, as médias dos produtos das flu-
tuagdes em geral ndo sdo zero. Isto ocorre porque os estados das flutuagbes em dois instantes
distintos de tempo e em dois pontos distintos do espago possuem relacdes do tipo causa-e-efeito
oriundas das interagoes internas no sistema. Por exemplo, dados os pontos r; # ro e os instantes
t1 < tg, o valor de ¢ (r1,t;) poderd afetar o valor de N, (ra, v, t2) ou de qualquer outra flutuagao
em (ro,ty). Por esta razdo, correlagoes estatisticas do tipo (¢ (r1,t1) 0N, (r2,v,t2)) deverdao ser
consideradas por serem consequéncia da natureza estatistica da turbuléncia no plasma.

Neste trabalho, o plasma é suposto homogéneo e estaciondrio
e a turbuléncia que ocorre no mesmo devido as interacoes entre o—
as particulas e os campos terd a mesma natureza. Denotando por r v
Of (r,t), dg (r,t), etc, quaisquer flutuagdes ocorrendo no plasma,
as funcoes de correlagio de dois corpos ou de dois pontos sao Figura 3.1: Representacao
definidas como a média de ensemble (§f (r,t)dg (r',¢')). A figura pictorica da funcao de corre-
3.1 ilustra a correlacio entre dois pontos. A barra conectando lacdo entre dois pontos.
os pontos indica a existéncia de uma interacao nao local e causal
entre os mesmos.

Em um regime de turbuléncia homogénea e estacionaria, a funcdo de correlagdo de dois
pontos deve ter a forma

(0f (r,)dg (', t)) = (6.£09) s » (3.13)

sendo que a segunda forma ressalta o carater homogéneo e estacionario da turbuléncia.
Para a funcio 6N? (r,v,t), a funcdo de correlacdo de dois pontos pode ser calculada a partir
de (3.9d), o que leva a

<(5Ng (r,v,t) 6N} (r’,v',t')> = <N3 (r,v,t) N? (r',v',t')> - <N3 (r,v,t)> <N£ (r’,v’,t’)>.

Como esta correlagao ocorre para particulas independentes, para espécies distintas (IV, SNI? )
(N2) (N?), uma vez que as particulas sdo todas descorrelacionadas, de onde resulta (SN2IN) =
0 para b # a.

Por outro lado, se b = a, a partir de (3.9a) e como r? (t) = rf + v{t, escreve-se

Nq
<5Ng (r,v,t) 6N? (r’,v',t/)> =0(v-vV)o[r—1 —v({t—t)]D (0(r—rfH—vit)s(v—v))
i=1
N
+ Z <5 (r—rig+vit)d(v—vi)d (r' — 1y + V?t/> 4] (V/ — V?)>
ij=1
(i#9)

- <N2 (r,v, t)> <N2 (r',v',t')>,
onde foi empregada a propriedade § (z —a) o (y —a) = 0 (z — y) 6 (x — a). Novamente, como as

particulas sdo descorrelacionadas, o segundo e o terceiro termo na expressao acima se cancelam.
Ja o primeiro termo contém

Na
Do (Er -~ Vi (v —vi)) = (N (1. v,0)) = fu (v, 1),

onde foi suposto que (N2 (r,v,t)) ~ (N, (r,v,t)) e empregada (3.6d). Portanto, obteve-se

<(5Ng (r,v,t) 6N} (r’,v’,t’)> =0ud [t =1 —v (t—t)]0(v—V) fa(v,1). (3.14)
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Introduzindo agora a notagdo compacta z = (r,v), considera-se a seguir a fungdo de cor-
relagdo de dois pontos da funcdo de Klimontovich N, (z,t). Inicialmente, a partir de (3.3)
escreve-se B

No Ny
(Ng (z,t) Ny (2, 1)) ZZ< x—zf ]5[m'—m§(t)}>.
i=17j=1
Deve-se observar que a correlagao é tomada entre as func¢des de Klimontovich no mesmo instante
de tempo.
Esta expressdo pode ser escrita da seguinte maneiras:

V. &
(N (2,8) Ny (2/,£)) = 600 (2 — ') fa (v, 1) + %: f: (3w — =g (1)]8 [ — b ®)]),
5
tendo sido empregado (3.6d). Note que a condigdo ¢ # j somente faz realmente sentido quando
’ _Il;.eﬁnindo agora a func¢do de distribuicao de probabilidades de duas particulas
Na Np
(z,2',t) ZZ< x — ]5[x’—x?(t)}>,

i=17=1
(1753)

obtém-se entao
(No (2,t) Ny (2/,8)) = 6ap0 (x — @) fo (v, t) + f30 (z,2, 1) .

A funcao de distribuicao de duas particulas fgb (z,2',t) descreve a densidade de probabilidade
de se encontar, no mesmo instante ¢, uma particula da espécie a em x e uma particula da espécie
b em z’. Esta distribuicdo é muitas vezes escrita como

S0 (z,2/,t) = fo (v, 1) fo (V1) + g5° (z,2/,1),

sendo que ggb (z,2',t) = 0 caso as particulas a sejam descorrelacionadas das particulas b. Esta
funcdo contém, portanto, a informacdo da correlacdo irredutivel entre estas particulas.
Portanto, uma outra expressao para a funcao de correlagdao de dois corpos é

(N (x,t) Ny (2',1)) = fa (v, 1) fo (V. 1) 4+ 6apd (x — 2') fo (v, 1) + ggb (z,2',t). (3.15)

Dado o resultado (3.15), obtém-se facilmente a seguinte ex-

pressdo para a funcdo de correlagdo envolvendo as flutuacoes r
ONa (,1),

2

(SN, (2,8) SNy (27,1)) = a0 (x — 2') fo (v, 1) + g (z, 2, 1),
(3.16)
onde foram novamente empregados (3.6a) e (3.6d).
Define-se agora a funcao de correlacio de trés corpos ou trés r r
pontos em um regime de turbuléncia homogénea e estacionaria
como

»

Figura 3.2: Representacao
da funcdo de correlacdo de
<5f (I', t) 59 (I'/, t/) oh (I'//, t//)> = <5f595h>r—r’—r”,t—t’—t” : (317) trés pontos.

A correlagdo de trés pontos esta representada na figura 3.2. A barra conectando os trés pontos
indica a existéncia de uma interacao nao local e causal entre os trés pontos.
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Para obter a funcdo de correlagdo de trés pontos para a funcdo de Klimontovich e sua
flutuagdo, procede-se de forma semelhante ao processo de derivagao de (3.15) e (3.16). Obtém-
se dessa forma as seguintes funcoes de correlagoes de trés pontos (Yoon, 2019)

(Na (2,8) Ny (¢, t) Ne (2",8)) = fa (v, 1) 5 (V', 1) fo (V1) + fa (v, 1) g5 (2, 2", 1)
+ o (V1) g5° (z, 2" t) + fo (V1) 950 (2,27, t)
+ dacd (z — ") [fa (v.t) fo (V1) + g2 (2,2, t)}
+ 0l (2 =) [fo (V1) Fo (V) + gb (o, 2", 1)] (3.18)
+ 0ped (2 = 2") [fa (v, 1) fe (V" 1) + g5° (2, 2", 1)]
+ 8ap0ped (z — ') 6 (z — 2") fo (v, 1)

abc

+ 93
(0N (z,t) SNy (@, t) SN, (2,1)) = Sapped (x — 2') 6 (x — ) fa (v, 1)
+ 8acd (@ — 2") g%b (z,2,t)

(l’, $/7 37”, t) ’

+ 00 (z — o) gb¢ (2, 2" 1) (3.19)
+ 8ped (2 — 2") g5 (z, 2", ¢)
+ g§%¢ (z, 2/, 2" 1)

onde g4 (z, ', 2" t) descreve a parte irredutivel da correlacio entre as trés espécies de parti-

culas.
Finalmente, a funcdo de correlagio de quatro corpos ou quatro pontos pode ser escrita como

(81 (x.8) 0 (1, ') 01 (x", ") 61 (+"", ")) = (8£69)s s (B0 1
(SO iy (OGOW) s _yrrr g1y
+ (O SOW) o g yr (OGON) g _yir g1y
+ (6.fog6héw), _,/ /=yttt (3.20)

De forma distinta ao que ocorreu com as correlacées de ordem mais baixa, as correlagoes entre
quatro pontos podem ser divididas por interacdes entre pares de pontos mais uma correlacao
irredutivel entre os quatro pontos. A figura 3.3 ilustra essas possibilidades.

2 2 3

r r’ r r r r r r

o—eo

*—o

r » F 2 r

w » 92 E1] 399 7 2

r r r

Figura 3.3: Representagoes das possiveis intera¢des que compde a fungao de correlagdo de quatro
pontos.

Em todas as expressoes obtidas nesta secdo para as correlagoes da funcao de Klimontovich
e sua flutuagdo, ou seja, expressoes (3.14) — (3.20), observa-se a presenga de pelo menos um
termo semelhante a § (x — 2’) f, (v, ), embora as correlagoes tenham sido obtidas por célculos
de médias de ensemble. A permanéncia de termos como esses é devida a efeitos de particulas
discretas que ainda ocorrem sobre as correlagoes.
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Se esses termos oriundos dos efeitos de particulas discretas fossem ignorados nas correlagoes,
as expressoes acima ((3.14), (3.15), (3.16), (3.18) e (3.19)) se reduziriam a

<6N0 (r,v,t) SNY (v/, v t)>

(Ng (2, t) Ny (2',8)) = fo (v, 1) fo (V) + g5° (z,2/, 1),
(§Ng (z,t) SNy (2',1)) = g (2,2,
(Ng (2, ) Ny (2',8) Ne (27,)) = fa (v, 1) o (V1) fo (V') 8) + fu (v, 1) g5 (2, 2", 1)
+ fo (v, 1) g5 (z, 2" ,t)—i—fc(v”,t)ggb(a:,a:’,t)

+ gabc (l‘,:ﬂl,xﬂ, t) ’
(6N, (2,t) SNy, (2/,t) SN, (2", 1)) = g§%° (2,2’ 2" 1),

e o tratamento acabaria levando & teoria de Vlasov discutida no capitulo 2 (Yoon, 2019). Isto
ocorre justamente porque na teoria de Vlasov os efeitos de particulas discretas sdo ignorados.

Contudo, ndo ha justificativa a priori para se ignorar esses efeitos e as expressoes completas
(3.14) — (3.20) devem ser consideradas. N&o obstante, serd mostrado a posteriori que esses
termos possuem contribuigdes da ordem de grandeza do pardmetro de plasma, g = 1/n\3, (1.2),
o qual é muito pequeno nas condigoes tipicas do regime de turbuléncia fraca. Por esta razao,
termos nao lineares oriundos dessas contribui¢cbes de particula tnica podem ser desprezados
frente a termos de maior importéncia.

3.2.3 Hipétese de duas escalas temporais e formas espectrais

Sera realizada agora a hipdtese de que a evolugido dindmica do plasma ocorre em duas escalas
temporais tipicas, denominadas escala rdpida (t,) e escala lenta (tg). Se 7, é um intervalo de
tempo tipico na escala rapida, enquanto que 7, é um intervalo tipico na escala lenta, entdo
T <K Typ.

A existéncia de duas escalas temporais estd baseada na suposicdo de que as médias de
ensemble variam no tempo na escala lenta. Por sua vez, as flutuacées em torno das médias
ocorrem nas duas escalas, sendo que as variacbes nas amplitudes das flutua¢des ocorrem na
escala lenta, existindo porém oscilacoes sobrepostas que ocorrem na escala rapida. A concepcao
da variacdo temporal das flutuagdes ocorrendo em duas escalas temporais pode ser comparada
ao que ocorre com uma onda de radio de amplitude modulada, na qual a onda portadora é
gerada em uma alta frequéncia (i.e., na escala rdpida), mas com uma amplitude que varia em
uma escala de tempo muito mais lenta.

De acordo com a hipétese das duas escalas temporais, as func¢ées de Klimontovich e o poten-
cial elétrico para o tratamento da turbuléncia eletrostiatica em um plasma sem campos passam
a ser formalmente escritos como

Ny (r,v,t) = fo (v,tg) + N, (v, v, t,, t0),
NY(r,v,t) = <N3 (I’,V,tg)> + 6N (v, v, t., 1),
¢ (I', t) = (b (I', tr, té) .

Uma vez estabelecidas as escalas temporais, aplicam-se sobre as flutuagoes transformagoes
de Fourier no espago e transformagoes de Laplace na escala rapida do tempo, definindo-se dessa
forma as quantidades

ONg, (v, te) = /dr/ dt, SN, (v, v, t,, tg) e KT—wtr) (3.21a)

SN, (v, te) = 4/dr/ dty SNY (r,v, by, tg) e HkT i) (3.21b)
’ (2m) 0
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1 > —i(kr—w
Prew (tg):w/dr/o dt, ¢ (v, 1, tg) e T—wt) (3.21c)

sendo que as flutuagdes no espaco de Fourier-Laplace continuam sendo fungées do tempo na
escala lenta.

As quantidades 5Nﬁ’w, (5N1C{L,(()U e ¢k sao denominadas as formas espectrais das correspon-
dentes quantidades fisicas no espaco de configuragao.

As correspondentes transformagdes inversas sdo:

ONg (r,v, b, ty) = /dk / dw INg , (v, t0) eilker—wir) (3.22a)

L
SNO (1, v, b, 1) = / ik / duo SNEY, (v, 1) efkr =) (3.22D)

L
b (r,ty, tg) = / dk / dw iy (tg) eT—wtn) (3.22¢)

L
sendo que o caminho de integracdo L ocorre ao longo da reta sobre o plano complexo de w,
estendendo-se de w = —0c0 a w = +0 e sendo deformado de forma a ficar abaixo de todas as
singularidades no integrando, como descrito pela prescrigdo de Landau (Krall and Trivelpiece,

1986).

Os caminhos e intervalos de integragao escolhidos para as integracdes em ¢, e w garantem a
causalidade e a irreversibilidade nas interacoes que ocorrem durante a evolucao da turbuléncia no
plasma. Uma discussdo mais aprofundada envolvendo o conceito do amortecimento de Landau
ja foi realizada na segdo 2.2.3.

Neste ponto é interessante discutir propriedades das formas espectrais das func¢ées de corre-
lacdo introduzidas na secdo 3.2.2. Sem realizar a disting¢do entre as duas escalas temporais, se
Of (r,t), dg (r,t), etc, forem as partes flutuantes de quaisquer campos fisicos em um regime de
turbuléncia homogénea e estacionaria, a funcido de correlagdo de dois pontos deve ter a forma
dada por (3.13). Introduzindo as transformadas inversas (3.22), escreve-se

<6f (I', t) 59 (r/,t,)> _ /dkdw /dk/dw/ <5fk,w5,gk/7o_)’> ei(k~r+k/.r/_wt—w’t/)’

onde o integrando (0 fx ,dgk’ ov) ¢ uma forma espectral para a correlagdo no espaco de configu-
racao.
Contudo, se a correlagdo entre pontos distintos no espago de Fourier-Laplace tiver a forma

<5fk,w5gk’,w’> =0 (k + k/) 4] (W + W/) <5f5g)k’w y (323&)

obtém-se entao
(0f (x,t) b9 (x', ') = / dkdw (5f3g)y, M = (§£6g), iy (3.23D)

Ou seja, a forma (3.13) para um regime de turbuléncia homogénea e estaciondria é automatica-
mente obtida.

Portanto, expressao (3.23a) é a forma correta para a forma espectral da correlagao entre dois
pontos. Uma expressdo equivalente para (3.23a) é

(0f09)k o = (0 fi w09k, —w) - (3.23¢)

Finalmente, se r = v’ e t = ¢/, obtém-se uma outra propriedade 1til para a correlacao entre
duas flutuacées no mesmo ponto,

(57 (x.1) g (v, 1)) = / dkdes (6 fiewsdg o) — / dkdes (515},
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dada diretamente a partir de sua forma espectral.
Realizando um procedimento semelhante para as fungoes de correlagdo de trés pontos (3.17)
ou de quatro pontos (3.20), obtém-se as expressoes (Yoon, 2019)

(8 fiewlgic wrOhier o) = 6 (k + K + k") 8 (w0 + ' + ") (8 F590h) e iicrsar + (3:24)
(8 freao0 it cor Ol oS 'y = 6 (k + kK + k" + k") § (w+ ' + o + ")
[ (k+ k)6 (w+w') (5£59) ., (OhOWYer
+8 (k+K") 8 (w+w") (§f0R), (090w)e
+8 (k+K") 8 (w+w") (§f5w)y, (3g8h) .
- (8 FOGTRTUO Nk kst e b 407 (3.25)

Neste ponto é também importante obter a forma espectral da correlacdo de segunda ordem
entre as fungoes de particulas livres, dada por (3.14). Em primeiro lugar, observa-se que a mesma
apresenta claramente a dependéncia espago-temporal dada por (3.13), a qual é a esperada em
turbuléncia homogénea e estacionaria. Neste caso, de acordo com (3.23b), pode-se escrever

/dkdw <5Ng (v)ON? (v')>kw elkP=wT) — 5.5 (p—v7) 8 (v — V') fu (v, 1),

onde foram definidas as varidveis auxiliares p = r —1r' e 7 =t —t' e d4 ¢ a funcdo delta de
Kronecker.

Aplica-se agora a transformacao de Fourier-Laplace (3.21) em ambos os lados da expressao
acima. E importante mencionar aqui que, embora a transformagdo no tempo em (3.21) seja
realizada no intervalo 0 < t < oo, a correlacao contém também a varidvel 0 < ¢’ < co. Por esta
razdo o intervalo correto de integracdo em 7 é —oo < 7 < o0. Fazendo uso das identidades

1 [ ,
:/ dr e, d(a—Db)=
2 J_ o

as quais sdo validas para qualquer escolha de sinais, chega-se a forma espectral desejada,

:I:i(a—b)~k7 (326)

(ONG(V)ONY (V) = (2m) P68 (v = V) S (w =k ) fu (v, ). (3.27)

,w

3.3 Solucao perturbativa das equacoes de evolucao na teoria de tur-
buléncia fraca de Klimontovich

Serao aplicadas agora as transformacoes de Fourier-Laplace (3.21a) — (3.21c) sobre as equa-
¢oes de evolugao (3.8a), (3.11) e (3.12).
Iniciando por (3.8a), obtém-se diretamente

bres (1 Zea / dvONE, (v.1). (3.28)

Por outro lado, em (3.11) introduz-se as transformadas inversas (3.22b) e (3.22c) para obter

gt _ /dkdw /dk’dw k' - <5]\kaJ (v, 1) dw, /(t)>ei[(kJrk/)'l'*(erw/)tr]' (3.29)

Finalmente, em (3.12) também se faz necessario usar (3.22b) e (3.22c¢), resultando

a a a0 _ ea 8fa
(w —kv+ Zat> [5]\71{7“J (v,t) = dNi, (v, t)} = —m—aqﬁkw (t) k- v
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2 / / dtr /dk/dw /dk//dw/e—l[(k k' — k”)I‘ (w w’ w”)tr]
7I‘ ma

x K- af[éNku 0 (Vo) 1 (8) = (SN (v, 1) o r ()]

Usando novamente (3.26), obtém-se
/dr / dt, efi[(kfk’7k”)-r7(w7w’7w”)tr] _ (271')4 5 (k K - k//) 5 (w - w//) )
0

Desta maneira, as integrais em k” e w” podem ser calculadas, resultando entao

(w ~kv+ i?) [5N§w (v.1) = ONE, (v, )] = —%qﬁkw () k-gv fa (v,t)
/ K ' K - [5Nk s (V1) 0 () = (ONE 0 (Vi) b0 ()] . (3:30)

E importante lembrar que todas as dependéncias temporais remanescentes em (3.28), (3.29)
e (3.30) ocorrem na escala lenta.

Para iniciar o método perturbativo de solucdo destas equacdes de evolugdo, é conveniente
primeiro definir

w—i—zgt — w. (3.31)

A derivada temporal na escala lenta serd novamente explicitada durante o procedimento de
derivacao das equacdes cinéticas.

Em seguida, define-se o operador vetorial diferencial

« _  €aq 1 0
Bkw = T kv 10T av (3.32)

no qual a quantidade w ji é dada por (3.31). O simbolo +i0" indica explicitamente que a
frequéncia angular w deve sempre ser interpretada como tendo uma parte imaginaria positiva
infinitesimalmente pequena, em conformidade com a definicdo da transformada inversa de La-
place realizada em (3.22). O simbolo também indica que a prescricdo de Landau, conforme
discutida na segao (2.2.3), deve sempre ser obedecida.

Com as defini¢oes (3.31) e (3.32), a equacao (3.30) pode ser formalmente resolvida como

5Nkw(v t)*é (V t)+kgkwfa(v t)¢k,w()

+ / dK' duw’ k’-ggw [N i somr (V1) 1 (1) = (SN (V1) 10 (8))] . (3.33)

Observa-se que esta solucao ainda estd numa forma transcendental®, uma vez que a flutuacio
0Ny faz parte também dos integrandos.

A equagao (3.33) serd resolvida aproximadamente de forma perturbativa por meio de um
processo iterativo de solugdo. Primeiro, para simplificar a notagdo, define-se ¢ = (k,w); além
disso, o simbolo “¢” na flutuagio serd excluido. Nesta notagdo compacta, (3.33) fica escrita

Ng = NgW + 7@ Ne g} (3.34)

m (3.34),

N2 = N3O 4 (k-gg> fatbg, (3.35a)

3Para diferentes métodos de solucdo de equacdes transcendentais ver Boyd (2014).
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7+ { 17¢q1} /dQI ( )[ ¢ P _< a- m‘bqlﬂ'

Analisando os termos de (3.34) sob o ponto de vista de ordens de grandeza nas flutuagoes,

a funcao Nq( ) ¢ de primeira ordem, o que é representado por Na(l) ~ QO ((51). Ja o termo
remanescente em (3.34) contém contribuicoes de todas as ordens n > 2 nas flutuagdes, uma vez
que o mesmo é um funcional da solugdo completa multiplicada pela flutuacao ¢, .

Por outro lado, se forem definidas as novas funcoes

N;(Q) :/dQ1 (kl 'gg) { q— q1¢q1 < q— q1¢f11>}7 (3.35b)
N;(S) - /dq1 (kl ’ gg) [N;£2q)1¢q1 - <Nqa£2q)1¢(h>] ) (3.35¢)

observa-se claramente que N;(Z) ~ O (4?), Ng(s) ~ O (§3), etc.

a2) Na®)

As funcgoes Ny , podem ser introduzidas em (3.34) ao se escrever

N Na(l) + NG(Q) + T(3+) {Na o sth}
Na(l) + Na(2) + NGL(3) + T(4+) {Na l,qbql} )

NG = N;(l) + N;(Q) + N;(?’) 4o, (3.36)
onde
7(3+) {N“ 0 ¢q1} — 7(2+) {Na q1’¢q1} - Ng@) (ordem n > 3),
T(4+) {Néiql,éql} = 73+ {N;7q17¢q1} — Ng(g) (ordem n > 4),

Assim, a solugao formal (3.36) consiste em uma expansao perturbativa da solucdo transcen-
dental (3.34), escrita em termos de uma série (suposta convergente) cujos coeficientes sdo de
ordem monotonicamente crescente nas flutuagoes.

A teoria de turbuléncia fraca de Klimontovich consiste em obter a solucdo aproximada de
(3.36) ao se truncar a série, desprezando-se todos os termos de ordem O (§4T). Efetivamente,
isto significa que correlagoes de quarta ordem e superiores sdo desprezadas.

A forma explicita para (3.35b) pode ser escrita como

Ny = [ () [N — (N0
b [ (k- g5) [ = ko)) a0 — G4m0
J4 a forma explicita para (3.35¢) resulta
NI® = / dqy / dg> (ki -g) (ko - g5y,
% (00100 Ve 1 — S (02 Ne%01 -0 ) — (0000 N s )|

+ /d(h /dCJ2 k1 . gf}) (kz . gf;_ql) {(k —ki — ko) 'gg_ql_qz} fa
X [ PgoPg—aq1—g2 — Par (Pa2Pa—a1—a2) — (P Pz Pa—q1—a2)] -
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Pode-se obter uma forma mais compacta para as expressoes acima definindo-se os operadores
¥ = /d(h /dQQ5(q —q1—q2) (3.37a)
1% = /dQ1/dQ2/dQ35(q —q1—q2—G3) - (3.37b)

Em termos destes operadores e adicionando N2 e NZ® em (3.36), obtém-se
N& = N2 + (k : gg) Fatbg
ki - g5) [0 Mgy = (00 V)]
7)o 50, ) |00 00 NG = 00 (00 N3) = (000N
hg)®&Jﬁ%%—m%M
-85 (ko 85, ) (kg5 ) fa [0 Saabas — bur (BaBus) — (G410 s)] -

No resultado acima, os termos que contém contribui¢des nao lineares das flutuagoes das
particulas livres N, go serao desprezados. A justificativa estd relacionada a discussao realizada no
final da secao 3.2.2 concernente aos efeitos de particulas discretas. Como esses efeitos, no regime
de turbuléncia fraca, sdo da ordem de grandeza do parametro de plasma g = 1 /n)\% < 1, os
termos nao lineares envolvendo os mesmos na expansao de Ng' serao pequenos em comparagao
com os demais.

Adicionalmente, a expansdo acima, embora formalmente correta, nao é simétrica frente a
troca das varidveis de integracdo. Entretanto, uma expressao simétrica pode ser obtida levando-
se em conta que os operadores [ 2) ¢ 1B g30 invariantes frente as permutacoes q; <> g2 <> g3.
Dessa maneira, o termo atuado por I(2) deve ser simetrizado pela permutacdo q; <+ g2, a0 passo
que o termo atuado por I®) deve ser simetrizado pela permutacdo gz <> g3.

Portanto, a solugao perturbada e simétrica para IN¢' resulta finalmente

N“=N“O+a( ) fa®q
+ 10D (g1 | g2) fu [Parbas — (Parbas)]
HW%@MM@M%%%—%@W@%%%%W (3.38)

onde

a(q) =k-

a(2) (q1 | QQ) % [(kl ) (k2-g32) + (k2 . g;) (kl-ggl)}
1
2

a® ( (k1 gg) KkQ . gg_ql) (k3'g33) + (k3 . gg_q1> (k2'g32):| '

alala)=
Observa-se claramente que

a® (g2 | 1) = @ (q1 | @2), a® (g gz a)=a® (q1] a2 a).

Com a obtencao da solu¢ao perturbativa (3.38) é possivel prosseguir com a derivacao das
equagoes de evolugao da turbuléncia eletrostatica fraca em plasmas sem campos.

3.4 A equacao de balanco espectral

Introduzindo (3.38) na equacao de Poisson (3.28) obtém-se



CAPITULO 3. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA 47

( )¢q k1k2 k1 + ko X (Q1 | q2) [¢q1¢qz - <¢q1 quz)]
- 1(3)k1k2k3 ‘kl + ko + k3| X (Q1 ’ q2 ‘ Q3) [¢Q1¢Q2¢q3 - ¢Q1 <¢q2¢Q3> - <¢Q1¢Q2¢¢I3>]

= dre, / dv N°, (3.39)

onde foram introduzidas fungoes de resposta do plasma

dmeqng
Xa(g) = ——3 / dva(q) Fa (3.40a)
q) =1+ Z Xa (9) (3.40b)
X (a1 | ¢2) ZXa (q1 ] g2) (3.40¢)
4dmieqn
(2) —__ "7"ae | iva® F, 3.40d
Xo (@11 g2) ekt k) VO (a1 ] q2) Fa ( )
X (@1 a2 | gs) = Z)E({O’) (1| a2 | g3) (3.40¢)
4megn,
e (3) F, 40f
W lele) = e [ ool e @) B @400

sendo que X, (¢q) e €(g) sdo respostas lineares do plasma frente a turbuléncia. A primeira
¢ denominada a susceptibilidade linear do plasma, enquanto que a segunda estd intimamente
relacionada com a fungao dielétrica D (k, w) discutida na segao 2.2.3 e em (Krall and Trivelpiece,
1986). Por esta razao, € (q) é denominada a constante dielétrica do plasma.

J4 as respostas Y2 e y(3) sdo as respostas ndo lineares, respectivamente em segunda e em
terceira ordem nas flutuacoes, denominadas susceptibilidades nao lineares do plasma. Como a
equacao de Poisson envolve correlagoes até a terceira ordem nas flutuagoes, diz-se que a teoria
de turbuléncia fraca é uma teoria de perturbacao de terceira ordem.

Finalmente, foi definida uma nova forma para a funcao de distribuicdo de velocidades

fa (v,t) = ngFy (v, t), /dv F,(v,t) =1,

sendo n, a densidade de niimero total das particulas da espécie a.
A equacao (3.39) determina o potencial elétrico na sua forma espectral. Pode-se introduzir de
volta os operadores integrais (3.37a) e (3.37b) e escrever a mesma equagao na forma equivalente

ke (q) pg — i / da kk1 [k — k1| X (a1 | ¢ — @1) [0 Pg—an — (Par Bg—an )]

- /dfh /dCJ2 kkiks |k — ki —ko| X (q1 | @2 | ¢ — @1 — @2)
X [0g1Pa Pa—a1—a2 — Par (PasPa—a1—a2) — ( Py Pz Pg—q1—2)]
= Z47rea/va;O. (3.41)

A equagdo (3.41) determina a evolugao do potencial elétrico no regime de turbuléncia fraca.
Contudo, o potencial ndo é a grandeza de maior interesse na teoria. E mais interessante obter-se
as equagoes de evolugao das intensidades espectrais dos modos normais de oscilagdo do plasma,
as quais serao definidas mais adiante. Essas intensidades espectrais estdo relacionadas com o
médulo quadrado do campo elétrico no espago de Fourier-Laplace.

Com este intuito, multiplica-se (3.41) por ¢_, e toma-se a média de ensemble do resultado.
Dessa forma, obtém-se



CAPITULO 3. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA 48

ke (q) <¢—q¢q> —1 / dqy kky |k — kl‘ X(2) (1 ]qg—aq) <¢—q¢q1 ¢q—q1>

- /dfh /dQ2 kkiko |k — ki —ko| X (1 | @2 | ¢ — @1 — o)
X [<¢*Q¢Q1 ¢q2¢q7QI7q2> - <¢*Q¢Q1> <¢Q2¢Q*Q1*QQ>]
=S ane, [ v (o-ami0).

Observa-se a presenga de correlacoes de segunda, terceira e quarta ordens neste resultado. Essas
diferentes correlagoes serdo analisadas separadamente.

Em primeiro lugar, de (3.23c), conclui-se que (¢p_q¢q) = <¢2> Por outro lado, de (3.23a) e
(3.25),

(D-aba) =6 (g~ a) ().
(G0:00-01-0) = 8 (0= m) (&),
(O—a00 b bu-ai-2) = 8 (@ —@1) (#) (&*) +8(a—a)(¢") (&)
+3(q1+a2) (@ >q<¢2>q1’

onde a correlacao irredutivel de quarta ordem foi desprezada. Com estes resultados, obtém-se
entao

%

ke (q) <¢2>q - i/d(n kk1 |k — k1| X (g1 ] ¢ — 1) (D— 01 Pg—an)

2 [ PR (@ | - ) (7)),
_ Z47rea/dv <¢_qNgO>. (3.42)

Observa-se que em (3.42) ainda restam as correlacoes <¢_qN;0> e (p_qgbg Pg—q,). Para a

primeira, retornando a (3.41) (com ¢ — —q), multiplicando por Nq“0 (v) e tomando a média de
ensemble, resulta

B (@) (6-4Ng) +1 [ daa ks =l @ a1 | = @) (91600 N°)
d k2k2 (3)* o 2 NaO
/(h (q1 | Q1|Q<¢>ql< >
=> 47Teb/ <N;O (v) N (v’)> :
b
Introduzindo agora a correlagao (3.27), resulta

[1 2 [ da RO (@ |~ | 0 <¢2>q1] )

2 @) (9-00) - e
X [(277)_3 4Ameyd (w —k - v) fu (v, 1)
—i / dqi ki |k = Ja| x®* (a1 | ¢ — 1) <¢—q1¢—q+q1Ngo>} :

O termo no denominador contém a quantidade

2 [ dgy K2R (1 | —a1 | q) (6%),,
k2e* (q)

< 1
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Como esta quantidade é suposta pequena, aproxima-se

-1
[1 2 [dg BRXP" (0 | —a [ 9) <¢2>q1} oy, 2 XD (a1 | a1 [ 9) (67),,

k2e* (q) k2e* (q)

no primeiro termo no lado direito. Como o segundo termo do produto [k?e* (q)] <<;5_qNgO>

contém uma susceptibilidade de segunda ordem, este sera simplesmente ignorado.
Obtém-se assim a primeira aproximagao

(6-N") = G (1 g [ 405 @ o) (), )0 —tev) futv.t)

1 * a
/ dqy Ky [k — K| X (a1 |4 = 01) (600610 NE°) (343)

k2% (q)

Contudo, para empregar este resultado em (3.42), a expansdo acima serd também aproximada
pela unidade.
Dessa forma, (3.42) resulta escrita

e (q) (¢°), i / dgy ks [k — ki | XP (a1 ¢ = 41) (¢-g601 Gg-a)
~2 [ gy K3 <q1 —ar o) () (%)

47rea a
- Z /dql/dvkl\k k| X (g1 | g — QI)<¢—q1¢—q+q1NqO>v (3.44)

na qual ainda restam as correlagdes de terceira ordem (¢_q¢q, ¢g—q,) € <¢>,ql¢,q+ql N;O>.
Para calcular estas correlagoes, retorna-se a (3.41) desprezando o termo de terceira ordem,

Pg = k:ei(q) /dQ1 k1 [k — kl‘ X(Q) (@1 ]qg—aq) [¢q1¢q—q1 - <¢q1¢q—q1>}
1 a
+ m Ea 47T€a/dv Nqo. (345)

Usando esta expressao em cada elemento de (¢_qPq, dg—q,), resulta

. X (@1 —qlq)
<¢—q¢q1¢q—q1> = 2ikky ‘k — k| (kz%e(ql) <¢2>q—Q1 <¢2>q

(2) — (2)* —
+]k f kl(\ge‘(qqi)ql) <¢2>q <¢2>q1 -= k(:;]i*|(c(]1) = <¢2>q7q1 <¢2>q1>
+Z47Tea/dv ( q¢q QIN;O> " <¢*Q¢q1Nggq1> n <¢q1¢qq1];73?1>) . (3.46)

¢ (q) k—kil*e(q—q) k2e* (g

Inserindo em (3.44), chega-se a
(gl —0)
E2 9 d (2) _ X q|q q E2
(o) (E%), +2 [ da [x (o a) | =250 F)

S E) a2, |2,
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X (a1 g —a)|
o fant ) (),

47?6,1
Ly PO

O—qPg—q NG,
thea/dql /dvkkl [k — ki {x(g) (1] qg—aq) (< ! (“>

kie(q1)
<¢*Q¢Q1N;Oql> <¢q1¢q qlNa0>>

[k —kil*e(¢—aq) k?e (q)

X (q1 | g — 1) )
N kZe* (q) <¢fQ1¢fq+q1Nq0> , (3.47)

onde foi reintroduzido o campo elétrico, uma vez que <E2>q = <k‘2¢2>q.
Ainda restam quatro correlagoes de terceira ordem do tipo (¢ppN “0> em (3.47). Essas corre-

lagbes podem ser calculadas de forma conjunta a partir de <¢q1¢_ql+QQN,?12 (v )> Empregando
novamente (3.45), obtém-se entao

(271')3]{?1]452“{1 *k2|6 6(Q1)

X (a1l @) /0 (v
€(—q1 + ¢) <E >q1>5(w2 ko - v) fa(v,t). (3.48)

u 8mieq X (g2 | q1 — @2)
<¢q1¢fq1+Q2N—32 (V)> = (g2) < <E2>q1—q2

Portanto, (3.47) resulta escrita
, X® (a1 | q—ql)‘2 ) )
<(9) <E >q B 2/dq1 €* (q) <E >q1 <E >q—q1
2 2
2/dq1 {[x(z) (@1 ]q- QI)F <<b; (i]ql—)‘“ + GEqE_>‘;)>
x@wqu1|@<ﬂﬁhl}<ﬂﬂg

—Z 47Tea /dvé(w—k-v)fa(v,t)

€ (q)
2 (4me,)? [X(Q) (q1 ] q— ql)}2
_Z/m/“ Sl | eama

@) )l
i g‘(z) @) (8% |5t~

V) fa(v,1)

2 (4eq)? [X(Z) (1| q— ql)}2
—Z/déh/ 27)% |k — ki |*|e (g — q1)? e(q1) <E2>q
X® (g1 | q—ql)‘2 )
_ D (B >q1 Slw—wi— (K—K1)-v] fa(v,t), (3.49)
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onde foram empregadas também as propriedades de simetria de (2 (Yoon, 2019). No lado
direito, alguns termos de mais alta ordem, proporcionais a ¢ (w — k - v) f, (v,t), foram também
desprezados.

Finalmente, no primeiro termo do lado esquerdo seré reintroduzida a derivada temporal na
escala lenta, a qual havia sido incorporada a w em (3.31). Isto é realizado lembrando-se que
a derivada temporal estd contida no operador gﬁ,w em (3.32), o qual faz parte da defini¢ao da
constante dielétrica e (k,w), em (3.40b).

O procedimento neste caso seria escrever formalmente o primeiro termo no lado esquerdo de

(3.49) como
e (k,w) <5E2>kw (k W+ zgt> <5E2>kw.

Contudo, neste ponto é necessario tomar cuidado. Lembrando de todo o desenvolvimento re-
alizado, a equacao (3.41) foi multiplicada por d¢_x _,, sendo em seguida tomada a média de
ensemble. Como a constante dielétrica contém a derivada 0/0t de forma implicita, o procedi-
mento correto seria fazer

(801 wke (k,w) 66x ) = (6B ke (K,w) 6 Fi ) — <6E ke (k w + zg) 5Ekw> .

Como a derivada temporal ocorre na escala lenta, pode-se aproximar a expressdao em forma
fechada acima pela expansdo em série de Taylor centrada em w, mantendo somente os dois
primeiros termos da série. Obtém-se entao

.0 .0 0
<5E—k,—w€ (k,w + Zat> 5Ek,w> ~ <5E—k,—w |:€ (k,w) + Zafwe (k ) 8t] 5Ekw>
0

= ¢ (k,w) <5E2> + ige (k,w) <6E_k7_wat (5Ek7w)> .

k,w w
Porém,
0 9 0 0
o (6B >k7w < o (OB k) 5Ekw> + <5E_k,_w8t (6Ek7w)> .
Mas, como os termos do lado direito sdo idénticos, resulta entdo que

— e(k,w) <(5E2> + 36—6 (k,w) gt <5E2>k,w'

e (k,w) <5E2> 5 90

k,w

Escrevendo assim a equagao (3.49) com os argumentos na forma extensa, obtém-se finalmente
a equagdo ndo linear de balango espectral

;g e (k,w) gt <5E2>kw + e (k,w) (6E2)

2 <5E2>k—k’ w—w’ <6E2>k’ w’
+2/dk//dw { (2) W | k—k/,w—w/)} ( e(k’,w;) + e(k—k’,w’— W)
_2(3) (k/’w/ ’ _k/7 _w/ ’ k,(.U) <5E2>k/ ’ } <5E2>k

2
DK, | k-K,w—u)

_2/dk//d / e* (k,w) <5E2>k/ '<5E2>k_k/7w_w/

_mz /dv6 (w—=k-v) fo(v,t)

2
2) (1 .y 1/ o
4 1 X (KW k=K, w =)
- /dk’/dw’ ; [ ) (sE7)
7T k2 |e (K, w')] ek —kK,w—uw) kw

)

W
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’(2) Wk -k w-— w)2

a e* (k,w) <6E2>k_k/7w_w/ Z%/dvé (w1 — ki V) fo (v, 1)

ax | [X(Q)( W lk—kK w— w)r -
_/ / k- K2 |e(k K,w— o) e (K, ') { >k,w

X(2 / ’ k k/ W —w )
. (k@) OB ) | 2t / v w—o = (k=K)-v] fa (v,1).

(3.50)

A teoria de Vlasov discutida em (Krall and Trivelpiece, 1986) é recuperada se todos os termos
do lado direito de (3.50) forem desprezados. Isto porque os termos no lado direito sdo justamente
aqueles devidos aos efeitos de particulas discretas, ausentes na teoria de Vlasov.

As partes real e imagindria da equacgao de balanco espectral devem ser consideradas separa-
damente e cada uma destas ira fornecer informagoes distintas a respeito da evolucdo nao linear
do campo elétrico das perturbacdes longitudinais que ocorrem no regime de turbuléncia fraca
em um plasma sem campos. Esta andlise sera realizada na secdo 3.6.

Antes disso, porém, sera discutida a derivacdo das equagodes cinéticas para as funcoes de
distribuicdo de probabilidade.

3.5 Equacodes cinéticas para as funcoes de distribuicao de probabili-
dade

Ser4 realizada agora a derivagao das equagdes para as particulas. De (3.23a), (3.23¢) e (3.29),
resulta

0 ieq 0 a
gpfatvit)y == [ dak. o (0-alg (v).

Introduzindo a solugdo (3.38) para Ng (v) e realizando a média de ensemble, resulta
<¢_qN;> = <q§_qNgO> +a(q) fa <¢2>q + /dQl a®? (@ lqg—aq1) fa <¢—q¢q1¢q—q1>

/dq1fa (QI | —a | q)< >q <¢2>q1

Inserindo agora os resultados (3.43), (3.46) e (3.48), chega-se ao seguinte resultado, apos
uma quantidade substancial de algebra:

2
Ofa _ ic2 d /dkd kikj OE? )10, 0fa
ot m2 v, k? w—k-v v

dmie; O k; 2
e >maavl/ Kl e tow) (”e*<k,w>

/dk’dw (KL W =K, W |k, w) <5E2>k,w,> S(w—k-v)fa

3 Kk, (k — K/
%38 /dkd /dk’d / )i [x@) (K,o |k - K, w—w)

m3 o kK |k — K|

% <6E2>k—k’,w—w’ + <6E >k’,w’ <5E2>
e (k' w') ek -k w—uw) k,w
<6E2>k’,w’ <5E2>k7k’,w7w’
e* (k,w)

P (KW | k- K w— )
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O N ¢ N DR N N B
w—k-v\ow—uw —(k-k)- vy Oy -k -vov;|""
kil Kk (OE?), o, (OE®) 0 o
_£8 /dkd /dk/d/ ¢ < >k,w< >k,w
m4 Ov; k2k"2 w—k-v

1 0

( 0 1 d
8ij—w —(k—k’)-v Oovpw —k - vov,

Gvrw’—k’-v%

)£
onde foi empregada a notagdo de Einstein.
A equacéao resultante é complexa, mas somente a parte real faz sentido fisico, no que concerne
a equagao para f, (v,t). Tomando entéo a parte real, resulta finalmente a equagdio cinética para

Jfa (V7t);

aaia:wé dkdw ( ) (w—k-v)
a€ (k, w) k 0f
- [ImszZyee( et (0F°),.. <k av>]

e2 k 0 1
+2o | dkd /dk’d / ( : ) m——
m2 v YR Tov) Rk e (kw)?

xx 3" (K, k', - | k,w) <5E2> /w,5(w—k-v)fa
kiki (k — k'), M (k,w | K/, )
Re~2 2 [ dkdw [ dk'dw’ :
- m3 6111/ / k:k:’|k k| w—k-v
" 0 d +8 1 0 s
8vjw—w —(k—k’)-vaw Ovpw' —k’- v@vj ¢
kil Kk (OB?), , (OE?)y
k K dw' Z k,w Kk’ w
m48vz/d dw/d dw kzk’Q w—k-v

1 0

< g 0 1 0
3vjw—w —(k—k’)-v Oovyw —k v ov,

vy w' — K - v Ouy

(3.51)

) Jo

> <5E2 >k1 +ka,w1+w2

onde

<5E2>k2,w2 <6E2>k1,w1
€ (ki,w1) € (ka,w)

<5E2>k1,w1 <5E2>k2,w2 )

Em (3.51), os termos destacados em azul e dentro de caixas sdo aqueles oriundos dos efeitos
de particulas discretas e que nao sdo previstos pela teoria de Vlasov. Os demais termos incluem
os processos de difusdo quase linear, devida a interacdo onda-particula linear e de difusdo nao
linear, devida aos processos nao lineares de interacao onda-onda e onda-particula. Os efeitos de
colisbes bindrias entre as particulas também estao incluidos (Yoon, 2019).

Para este trabalho, a forma completa (3.51) é excessivamente complicada para realizar aplica-
¢Oes praticas. Para simplificar, os efeitos ndo lineares serdao ignorados e serdao mantidos somente
os efeitos de difusdo quase linear e os efeitos oriundos das particulas discretas. As formas resul-
tantes serdo apresentadas na secao 3.6.

M (k1,wi | ko,ws) = x@ (ki,wi | ko, wo) (

X" (ki wr | ke, wo)
e* (k1 + ko, w1 + w2)
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3.6 Equacoes cinéticas para as particulas e para os modos normais
de oscilacao

Nesta secao serao derivadas as formas finais para as equagoes cinéticas, tanto para as parti-
culas quanto para os modos normais de oscilagoes eletrostaticas que ocorrem em um plasma sem
campos. As derivagoes serao realizadas para um plasma composto por duas espécies: elétrons e
ions monovalentes.

3.6.1 Equacoes cinéticas para as ondas

Para deduzir as formas finais das equacoes cinéticas para os modos eletrostaticos, retorna-se
a equagao nao linear de balanco espectral (3.50). Trata-se de uma equagdo complexa, cuja parte
real ird fornecer as equacoes de dispersdo dos modos normais de oscilacdo e cuja parte imagindria
ird fornecer as equacoes de evolucao das intensidades espectrais destes modos de oscilacao.

Comecando pela parte real, serdo mantidos somente os termos de mais baixa ordem em
(3.50), desprezando-se assim os efeitos dos termos nado lineares nas relagoes de dispersao dos
modos normais. Desta maneira, a parte real de (3.50) resulta escrita

Ree (k,w) <<5E2> 2z Z e? / dvo (w—k-v) fu (v, t)) =0. (3.52)

ko wk? e (k,w)|”

As possiveis solugoes da equagao (3.52) podem ser consideradas sob o ponto de vista de um
diagrama w x k. Nas regides desse diagrama onde

Ree (k,w) # 0,

obtém-se a expressdo para a intensidade espectral da radiacdo eletrostatica emitida pelo plasma
(Yoon, 2005, 2007),

A existéncia da emissdo espectral dada por (3.53) é devida aos efeitos de particulas discre-
tas e a mesma é conhecida na literatura como emissdo quase térmica, pois esta diretamente
relacionada ao fato de que as particulas do plasma possuem velocidades descritas por funcoes
de distribuicdo caracterizadas por dispersdes de velocidades que no estado de equilibrio termo-
dindmico definem a temperatura cinética do sistema. Em outras palavras, (3.53) descreve a
emissdo de radiagdo (eletrostatica) de um plasma que estd em uma determinada “temperatura”.
A emissdo quase térmica de um plasma em equilibrio termodinamico seré discutida em maiores
detalhes na segao 3.6.3.

Por outro lado, nas regides do diagrama w x k onde (3.53) nao é valida sao justamente as
regioes onde ocorrem as relacoes de dispersao determinadas pela equagdo de dispersao

Ree(k,w) = 0. (3.54)

Observa-se que (3.54) é justamente a equacao de dispersdo obtida a partir da teoria cinética
linear dos plasmas, em um regime de fraco amortecimento/amplificagdo (Krall and Trivelpiece,
1986).

Como estd sendo considerado um plasma com duas espécies (elétrons e fons monovalentes),
existem somente dois modos normais longitudinais: as ondas de Langmuir (em alta frequéncia) e
as ondas fon-acisticas (em baixa frequéncia), as quais j& foram discutidas na segio 2.2.5. Neste
caso, as solugoes de (3.54) podem ser escritas w = w® (k) = wg, onde o indice a = L, S distingue
as ondas de Langmuir (L) das ondas ion-actsticas (.59).
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No préximo capitulo sera discutida a possibilidade da presenca do feixe de elétrons acarretar
no desvio das relagbes de dispersao em relagdo ao modos normais usuais. Assim, a relacdo de
dispersao do modo feixe-modificado, descrito na seg¢ao 2.5, desempenhard o papel principal na
dindmica do sistema plasma-feixe no contexto do modelo de modo tnico (se¢ao 4.2).

Para a regido do diagrama w x k que satisfaz (3.54), esta equagao implica que a média de
ensemble do quadrado da flutuagdo do campo elétrico da turbuléncia deve ser escrita como

<<5E2> =3 Y BU(w-uwp), (3.55)

o=+1a=L,S

onde I7* é a intensidade espectral da onda propagando-se no modo normal o e 0 = +1(—1)
identifica uma onda longitudinal propagando-se na forma de uma onda plana com velocidade de
fase no sentido paralelo (antiparalelo) ao vetor de onda k.

Inserindo a decomposigao (3.55) na parte imaginaria da equacao de balango espectral (3.50),
obtém-se a equacdo cinética para a intensidade espectral

oIz — -
o P+ Se |- / 0 o e

o= il,B LS
Joo ]0:5
- /dk/ k. k/ . 8\ > a
o= 113 LS € (k’,a’wk,) ¢ (k,owy)
U 'y Iaa
_ dk/ CY,B’Y k k’/
Micie o (k.0
o’ 0” 1157_L s o'Wy
15, rge TA0 N
- kK5 (Uwf(‘ - U’wﬁ, - U"wlz_k,> , (3.56)
(k k/, o’ w k) ¢ (k,owg)

sendo

¢ (k,owy) = g—wRee (k,w) o

o 2Ime(k,owy)

]
4e2

=Y e ] MR e A )

2
o8 4 . P2 {X@) (k’,a'wﬁ, |k — K, owg — a’wﬁ,)}
k’k,_e’(ko'wa)m 1 a_ 1, B
» Ok ek —K,owy —o'wy,

—x® (k’,a'wﬁ, | —K/, —G’wf, | k, awﬁ‘)

2
1662 ‘X(2) (1{/7 O'/wlf, ‘ k — k/,awﬁ — O-/wlé/)
2

B _
Blié,k’ - Z 6/(
a

k, owg) k — k/|? ‘e (k -k, owp — a’wg,)
/dv5 [awk — 0w — (k—K)- }fa (v,t)

4
MY = / dk’ |x
k.k ¢ (k,owy)

2

i

(2) (k' ka, |k —X, o"w]_ k’)

onde P denota a parte principal de Cauchy das integrais.
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Em (3.56), os termos destacados em caixas e na cor azul sdo novamente aqueles devidos ao
efeitos de particulas discretas e que estdo ausentes na teoria de Vlasov. Para ilustrar a origem
e os efeitos dos diferentes termos nesta equacao, a mesma serd escrita de forma simbdlica como

oIz OIge oIz oIz oIz oIz
ot ot em. ind. ot em. esp. ot esp. ind. ot esp. esp. ot decaimento

, (3.57)

onde cada termo é identificado na mesma ordem em que os correspondentes termos aparecem
m (3.56).

O termo (em. ind.) ¢é denominado emissdo induzida e é devido & interagao linear onda-
particula no plasma. De fato, este termo, individualmente, compoe a equacdo de evolucao
temporal da densidade espectral do campo elétrico obtida na teoria de Vlasov, sendo que o
coeficiente 74 é exatamente a taxa temporal de absorcao/amplificacdo obtida pela teoria linear.

O termo (em. esp.) ¢ simplesmente OIZ*/0t],, . = SE* e ¢ denominado emissio es-
pontdinea. Como mencionado, este termo é devido aos efeitos de particulas discretas e ja nao
é previsto pela teoria de Vlasov. Este termo, juntamente com (3.53), compobe a emissdo quase
térmica gerada por um plasma em um determinado estado termodinamico.

O termo (esp. ind.) é denominado espalhamento induzido ou espalhamento nao linear, sendo
devido aos efeitos nao lineares de interacdo onda-particula, levando em conta os efeitos coletivos
do plasma. Note que este termo é quadratico nas intensidades espectrais.

O termo (esp. esp.) é denominado espalhamento espontineo e é também devido aos processos
nao lineares de interacdo onda-particula, porém agora nos efeitos de particulas discretas. Este
termo também nao é previsto pela teoria de Vlasov.

Finalmente, o termo (decaimento) é denominado decaimento ndo linear ou decaimento de
trés ondas e é devido aos processos nao lineares de interacdo onda-onda entre os diversos modos
normais de oscilagdo, os quais somente sdo possiveis pela presenca do plasma. Este termo tam-
bém é quadratico nas intensidades espectrais e as deltas de Dirac ¢ (ka — U’wﬁ, —o"w] k’)
selecionam quais sdo as interagoes possiveis entre trés ondas, satisfazendo as condig¢ées de con-
servacao da energia

(2 = hwf) = ohwf — o'hwl, — o' Tw] ., =0

e momentum linear

(P = hk) = hk + Ak’ + h (k — k') =0

nos processos de interacdo onda-onda. Os processos de decaimento de trés ondas fisicamente
possiveis podem ser compreendidos também com o auxilio de diagramas de Feynman®.

A forma genérica (3.56) para a equagdo cinética das ondas pode ser manipulada para cada
um dos modos eletrostédticos (L e S) em um plasma com duas espécies. Este procedimento é
longo e trabalhoso e ndo sera explicitado aqui. Uma longa descricdo das aproximagoes realizadas
pode ser vista em Yoon (2019).

Escrevendo a funcao distribuicdo no espaco de velocidades com a densidade ambiente retirada
da defini¢ao fo(v) = neFy(v) = nF,(v), a forma explicita para a equagao cinética das ondas de
Langmuir é

oIzt mw?,

2 Fe
dv i (owl —k-v) <mFe+awﬁffng-8 )
™

ot k:2 ov
+ 20'(4.}1[(/ /dk/ Vk k’ kalﬁ/LIk, — U,WIE/IﬁZk/IﬁL — U’lwﬁ_kflﬁ/’LIﬁL)
o=+1
+ owg Z /dk’/dvULL, [I, I7 (k—k’)-aF"
k = k.k k' ov

4Diagramas de Feynman dos processos de decaimento de trés ondas, bem como de processos néo lineares de
espalhamento, podem ser encontrados em Porkolab and Chang (1978).
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7’L€2

+W2@%I —mwf)wﬁwﬂ. (3.58)

pe

J& para o modo fon-acistico, o fator py (abaixo) é primeiro incorporado na intensidade
espectral:

IIC:S oS
= — 1"
Mk

Neste caso, a equagao cinética do modo ion-acustico fica

oIS T w2€ 2 o .
L~ /lwa(awﬁ—k-v) Ti(E,+E)+awﬁms<k-av><E,+ZiFQ]

ot ;
+ owlk /ﬁwnycmggﬁg w@m;ﬁ?—dwﬁwmﬂf)
o, 0!"=%1
/ aS / OF;
+ukowy > [ dk [ dvue |ULRIZS T (k —K') - 5
o/=%+1 v
ne® m;
m&mjn«mg S = B ITY) (Fo+ F)| . (3.59)

Em (3.58) e (3.59), os diversos pardmetros sao

47rn62 2T T
47T’I’L€2 ’ Me(i)

V14 3T;/T,
wE = Wpe <1 + g)%k?) , wi = csk—l—\/i?;/ . =\ k?’,/ 1 +
1+ \3)k? m;

L _Weﬂkk’(k k,) L ', L n .S
Vk,k’ = 2 T2 m(s (O'(.dk — g wk/ — 0 wk_k/)

P~

Te’

™ e i k- (k- k/)]z S L L
Vk Kk = ZT—g 12572 |k — k/|2 1) (awk — O'/wk/ — O'”Cdk_k/)

T e (k' k)2 L ’
Ukk/:wgem27A4 k4kl45{awk—awk/—(k k) i|

r e (K -k)? s ,
Uie = w2, mem; Ap kA" ok [ka —olwiy = (k=K }

,

K k-k? 0\
Wk,k/ = UU,E + (]. + (O-|k_0-/l|€/)2> |: |k k/| ’ (k k/ O'(A}k - O'/WEI)

2(k-K —oo'kk) \’
=1+ 2 2y 17.\2
My k =K/|"(k—od'k!)

mme (k — UJ/k/)2[ ( Me (k‘—aa’k’)2>
$ I P90 T exp [ —

‘e (k K le‘f — U’wl‘f,)

2m; X4 [k — k/|° 2m; |k — K/|?
i (Te)ge T (k—od'k)’
m \T,) “P\ 72 k- kP
2 / 2 /
Ss e (k' -k) k S
Yk,k’ Z%e MW Wk7k/ — O'O',E 6 {owk — 0' wk, — (k k/) :|

3.6.2 Equacodes cinéticas para as particulas

Para as equagdes cinéticas das particulas, a forma geral dada por (3.51) serd manipulada para
um plasma de duas espécies, ressaltando novamente que efeitos ndo lineares serao ignorados.
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Sem apresentar detalhes da longa algebra necessaria, as formas finais das equagoes cinéticas
para as particulas em um plasma com duas espécies sao (Yoon, 2019)

Ofs O 0fa ,
af; :aV.(Aa‘fa—i_Da. 8{’) (a:eaz)a (360)

onde

A-_© Ls k-
e — 47rme/ kj2 O_Zilo-wk (awk V)

2 2 N2 o' L
1 k)7 I
1 = peP dk/ k
% m2 T, " e (k,owl) / k2k2 o1 (0w£>3 (oc'wl)

A; = e? / 3 Z oW pucd (ka k- V)

o==+1

2 2 L K')? o'S
x 1_%@]3 ! S /dk/ (ka/Q) Z I:l; 1
m; T; e (k,owy) RERE 2 (owy)” (0'wi)

9

7T€
D.=— 6 (owk —k-v) IZE
m UZ:I:I ( )
(k - K)? (k —K) (k- k’)IULIUZL
T / ac a2l S
2m4 K2k =1 (owg — k- v)?

oo’
<<wkv) L)l ot 0]
g k pe

D; = 7;; dk — Z 4] (ka v) g8

o==+1
(k - K')? (k —K) (k- k’)IUSIfg,’S
+ /dk /dk’ BT >
o,0'==+1 (ka k- V)
1 200" A%Y,
X % l;’k 5{aw1€—a’w1€/—(k—k’)-v},
(owi — k- v) s
vo! K2+ E?—k-X —oo'kk 1

KO3 k=K (k- oo’k € (k — K 0wy — o'w)

Na equagao (3.60), o termo A, é denominado arraste ou fric¢ao no espago de velocidades e
é devido aos efeitos de particulas discretas. Ja o termo D, é um termo de difusdo no espaco de
velocidades, determinado pela acdo conjunta das interagoes onda-particula linear e nao linear.

3.6.3 Niveis iniciais das ondas

A discussao sobre como determinar os niveis iniciais das intensidades das ondas presentes
no plasma permeia o estudo do sistema plasma-feixe e é de fundamental importancia para
estudos quantitativos da dindmica do sistema que se deseja estudar. Sem uma forma sistematica
e autoconsistente de determinar esses niveis é comum autores e pesquisadores recorrerem a
imposicoes ad hoc para definir as condigoes iniciais do plasma.

Na teoria de turbuléncia fraca, os niveis iniciais das intensidades espectrais sdo determinados
a partir da emissao espontinea de radiacdo pelo plasma, devida a existéncia das flutuacées em
torno das médias de ensemble. Essas flutuagoes se manifestam de duas maneiras: (i) como
ondas eletrostéticas ou eletromagnéticas descritas pelas relagoes de dispersao do plasma ou (7i)
como oscilacoes nas regides do plano w x k disjuntas das relagoes de dispersdo. Neste dltimo
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caso, a frequéncia (real) w da oscilagdo independe do seu vetor de onda k, uma vez que estas
quantidades nao sao vinculadas por uma relagdo de dispersao.

De maneira geral, o efeito de flutuacoes térmicas pode ser ignorado quando o plasma é nao
colisional e o pardmetro de plasma (1.2) é insignificantemente pequeno. Entretanto, dependendo
do plasma em questdo, o pardmetro de plasma pode ser, ainda que pequeno, grande o sufici-
ente para nao poder ser considerado desprezivel (Yoon, 2005). Neste caso, efeitos de flutuagoes
térmicas podem ser incorporados & dindmica do sistema a partir do uso do formalismo de Kli-
montovich desenvolvido neste capitulo. A incorporacio de efeitos de flutuacoes espontaneas é
indispensavel para uma andlise quantitativa do ruido inicial. Assim, a emissao espectral devida
aos efeitos de particulas discretas dada por (3.53) (emissao quase térmica) se configura como
um possivel ponto de partida para determinar a condicao inicial.

Considerando somente as oscilagoes longitudinais, as duas formas da emissdo espontanea
sao obtidas a partir da equagdo de balanco espectral, considerando somente a parte real e
desprezando os termos néo lineares; procedimento que levou a equagao (3.52).

Nas regides do diagrama w x k disjuntas das relacées de dispersdo, a quantidade <5E2>ﬁ’w
é dada pela equagdo (3.53). Para um plasma em equilibrio termodinamico, i.e., descrito pelas
distribuigoes de Maxwell-Boltzmann (2.45), esta quantidade resulta (Yoon, 2005, 2007, 2019)

0 T 1 k
<5Eu2> _ - me( 7(")2)
kw 2mw ’€(k7w)’ (3 61)
e(kw)—1+z 20 {1—1— d Z( d )] |
T — k27, kvre \kvre/|’

onde Z(() é a fungao de Fried & Conte (2.48b), T' = T, é a temperatura do plasma e vy, =

V2T, /my.

A figura 3.4 mostra a emissdo quase térmica dada por (3.61) para um plasma de elétrons e

protons, na forma de curvas de contorno de <5E2>ﬁ , em diagramas w x k. O painel da esquerda
mostra que a emissdo é mais intensa ao longo da fela(;éo de dispersao das ondas de Langmuir
w = wr,(k), mas ocorre emissdo também sobre toda a regido ilustrada no diagrama. Observa-se
também emissdo intensa na regiao de baixa frequéncia do espectro, distribuida em torno da
relagdo de dispersdo das ondas fon-acusticas w = wg(k). Esta emissdo de baixa frequéncia é
ilustrada no painel da direita.

0.1

0.08 -

20.06

z=wlw

0.04 ¢

0.02 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
K= k)\De

Figura 3.4: Diagrama w x k mostrando curvas de contorno da emissao térmica (3.61). (Esquerda)
Incluindo as relagoes de dispersdo das ondas de Langmuir (L) e das ondas fon-acusticas (5).
(Direita) Regiao de baixa frequéncia, incluindo a relacao de dispersao das ondas S (Yoon, 2019).
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Por sua vez, um método utilizado para determinar a intensidade dos modos normais no
instante inicial consiste em determinar um nivel de intensidade espectral em um eventual estado
estacionario.

Isto é realizado assumindo que a dindmica do sistema composto por particulas e cam-
pos encontra-se, até o instante ¢ = 07, em um estado fixo onde as intensidades espectrais
g5 = I7*(t = 0) satisfazem a condig¢do OI{*/0t = 0 na equacao (3.56), para todo o e 0. Esta
condicdo é satisfeita em um sistema no equilibrio termodinamico. Contudo, em diversos ambi-
entes espaciais, observa-se que o plasma pode se encontrar em um estado (quase) estaciondrio
turbulento, distante do equilibrio termodindmico (Livadiotis and McComas, 2013).

Assim, as intensidades dos modos normais sdo inicializadas desprezando os termos nao line-
ares em (3.56) e balanceando as emissoes espontanea e induzida, resultando em

oo
Sk

g% = —
90 '
Vi

(3.62)

Assume-se também que as mesmas sdo inicialmente isotrépicas em k, isto é, que os modos
forward (o = +1) e backward (o = —1) possuem o mesmo espectro inicial (Ziebell et al., 2015).

Consideramos agora o caso em que um plasma de elétrons e prétons encontra-se inicialmente
no equilibrio termodinadmico, quando entdo as distribuigoes das particulas sdao Maxwellianas
(2.45) e os modos normais eletrostaticos sao as ondas de Langmuir (L) e {on-acusticas (.5).
Abaixo, as equagoes (3.63) e (3.64) descrevem a evolucao dos termos de emissao induzida para
as ondas L e S enquanto que (3.65) e (3.66) descrevem a evolucao dos termos de emissiao
espontanea para os mesmos modos normais

oIzt wpe OF,
81; = ﬂawﬁk—g /dv&(awﬁ —k-vk- 8VeIUL, (3.63)
em. ind.
org® L %he S 0 Me oS
ot = THOW S5 dvo(owy —k-v)k- v F, + HFz ", (3.64)
em. ind. )
org" 2 Whe S(owk
o | . =ne’—3 dvé(owy — k- v)F,, (3.65)
Yo w26
881; = pgne? ka /dvé(awl‘f —k-v)(F. + F;). (3.66)
em. esp.

Introduzindo estas expressoes em (3.62), obtém-se para a intensidade espectral inicial dos
modos de Langmuir e {on-acustico, respectivamente (Ziebell et al., 2015)

T, 1

M0) = —S5——o 3.67
K (0) 4m2 1 + 3k203)’ (3.67)
s Tooos (1R P [dve(owd — k- v)(F. + F))
IZ75(0) = =S k%23, ) - . (3.68)
472 1+ 3k2)%, [ dvé(owy —k-v)[F. + (T./T;) F}]

Por outro lado, em muitas situagoes a suposicao de que os modos normais de oscilacdo do
sistema partem de um eventual estado estacionario previamente existente nao é justificada, uma
vez que com frequéncia esses sistemas encontram-se em um estado fora do equilibrio. Um sistema,
plasma-feixe, por exemplo, ndo pode ser assumido como em equilibrio termodinamico devido
as suas caracteristicas nao térmicas, viz., a presenca do feixe e as diferentes temperaturas das
populagoes eletrénicas e ibnica.

No préximo capitulo retomaremos a discussao sobre a intensidade inicial das ondas no con-
texto do modelo de modo tnico (Pascoal, 2014). Neste modelo, o qual serd abordado em mais
detalhes na secao 4.2, é suposto que o modo instavel é identificado como o modo feixe-modificado
discutido na se¢do 2.5.



Capitulo 4

Aplicacao da Teoria de Turbuléncia
Fraca ao Sistema Plasma-Feixe

Tendo formulado a Teoria de Turbuléncia Fraca Eletrostdtica no capitulo 3, a qual inclui os
efeitos da natureza discreta das particulas que compodem o plasma, e que estende a teoria de
Vlasov discutida na sec¢ao 2.2, vamos considerar uma aplicacdo que envolve uma instabilidade
em um sistema plasma-feixe. A Teoria de Turbuléncia Fraca pode ser aplicada a este sistema
para estudar os diversos estagios de desenvolvimento das instabilidades. Empregando esta teoria
é possivel descrever nao sé o processo de saturacao quase linear, que se da através da formacao
de um plato no espaco de velocidades, mas também processos que ocorrem muito apods o estagio
de saturacao (Yoon, 2019).

Neste capitulo, aplicaremos as equagbes cinéticas obtidas a partir do formalismo de Kli-
montovich ao estudo da evolucdo de um sistema plasma-feixe unidimensional. Este sistema é
descrito na secao 4.1 e sua dindmica é estudada na secdo 4.2 sob a perspectiva de um modelo
de modo tnico (Pascoal, 2014) identificado com o modo feixe-modificado (ver se¢do 2.5). Ainda
na mesma sec¢ao serd retomada a discussdo a respeito da intensidade inicial das ondas a partir
do modelo de modo tinico. Por fim, na se¢ao 4.3 é discutido o método de solucdo das equagdes
que descrevem a evolucao do sistema e apresentados os resultados obtidos a partir das mesmas.

4.1 O sistema plasma-feixe

Em fisica de plasmas, um dos sistemas mais importantes, tanto no &mbito da pesquisa bésica
quanto em aplicagbes tecnoldgicas, é o sistema plasma-feixe eletronico, doravante denominado
simplesmente sistema plasma-feixe (beam-plasma). O sistema plasma-feixe é composto por duas
espécies: elétrons e ions, sendo que os elétrons possuem duas ou mais populagoes distintas, com
velocidades médias nao nulas em um referencial em repouso com a distribuicao dos ions.

Desde ponto em diante o sistema plasma-feixe estudado sera entendido como composto por

e Uma populagao de fons positivamente carregados (o« = i) com numero atéomico Z; = 1,
massa m;, densidade n; e em repouso em relagdo ao referencial do laboratério (v; = 0).

» Uma populagao de elétrons térmicos de fundo (core) (v = ¢) com densidade n. e velocidade
de deriva v,.

o Uma populagao de elétrons térmicos que compdes a populacido do feixe (o = b) com
densidade ny e velocidade de deriva vy,

Conforme comentado em 1 e 3.2.1, as fungdes de distribuicdo de probabilidade devem satis-
fazem as condigoes de um plasma globalmente neutro e com corrente nula

n; — ne —ny = 0, nc/d?’v vE.(v)+ nb/d3v vEy(v) =0.

61
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A relagao entre as velocidades é obtida tomando a expressao da segunda condigdo (corrente
nula) para t =0

NeVe +mpvp =0 — Ve = ——Vp.
(&

Todas as populagoes que compoem o sistema podem ser descritas como Maxwellianas F,(v)
com velocidade térmica dada por vy,

ef(vaa)Q/v%a 2T,

Fa(v) = g e
a

Fazendo uso de (3.61) podemos escrever a funcao dielétrica para o sistema plasma-feixe (com
o feixe orientado no sentido positivo do semieixo z, isto é, vy, = vpz € vp > 0) como

w2, w w? w+ kv w? w — kv
kw)=1— -2 Z’( )- pe Z’( “)- pb Z’( “’):0. 4.1
c(k, w) k2v3., kvr; k2v3., kv, k2v2, kvr, (4.1)

Para escrever a forma adimensional da equacao de dispersdo apresentada acima comegamos
por escrever n; = ne = N + ny e definir

T, T np Up Me
T =7, M=, Tn=—5 Ty= y T'm = )
T; T: Te UTc my
w VTe
z = , q= k.
Wpe Wpe
Fazendo uso das defini¢oes
c 1 T'nUp
— = Tn, Vec= )
Te 1—r,
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
Wi = TmWpe, Wpe = (1= 70)Whes  Wpp = TnWpe,

a equacao de dispersao fica

rr1 o, ( [TT1 2 L, (2, Talv ¢
=1 (D) 1 (2 e )
(.2) q2 ma) " UTEE T
rn 1 P 1 =z Ty Q)
rr2q* \VTT24 /T2 q
No caso de oscilagoes confinadas a direcdo de propagacao do feixe, a expressdo se reduz a

1
=1 (Y L (2 e ey
z

T'm ‘q,z| |q,z’ 1- Tn ‘q,z|

rn 1 1 z Ty Qs

——— / —_—
T2 2 (\/TTQ l¢:| /72 g2

O conjunto de modos normais que é solucao de (4.2) é apresentado na figura 4.1. Os distintos
modos normais sao identificados como

> —0. (4.2)

+mL: modo Langmuir modificado com propagacao forward,
-mL: modo Langmuir modificado com propagacao backward,
+S: modo ion-acustico com propagacao forward,

-S: modo fon-actstico com propagacao backward,

uB: modo feixe instéavel,



CAPITULO 4. TEORIA DE TURBULENCIA DO SISTEMA PLASMA-FEIXE 63
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Figura 4.1: Graficos das solucdes de (4.2) para rpy = rpo = 1, r, = 1071, 7, = 4.951, corres-
pondendo a um pardmetro P = 3.25 (2.47a).

dB: modo feixe amortecido.

Os resultados apresentados na figura 4.1 podem ser comparados aos graficos da figura 2.4,
originalmente discutidos por Cairns (1989). Fazendo esta comparagio, na figura 2.4 o modo uB
fica representado por curvas continuas e os modos dB e +mL representados por curvas ponti-
lhadas e curvas tracejadas, respectivamente. Observa-se também que as condigoes de realidade
(2.44) sao satisfeitas por todos os modos normais ilustrados na figura 4.1.

A geragao de turbuléncia envolvendo ondas longitudinais (e também a radiagao eletromag-
nética), bem como o surgimento de processos de amplificagdo e de absorcao de energia das ondas
através da interacdo entre estas e as particulas que constituem o feixe que atravessa um plasma
de fundo, se devem a efeitos nao lineares oriundos de um fenémeno conhecido na literatura como
instabilidade bump-in-tail. Esta, por sua vez, se deve & forma caracteristica da distribuicao de
velocidades do sistema plasma-feixe. O sistema em questao é encontrado no estudo de fenémenos
associados a emissoes de radiagao solar conhecidas como radia¢ao de tipo II e tipo IIT (Melrose,
2017).

4.2 Modelo de modo unico

Uma das formas possiveis de descrever o modo instavel em um sistema plasma-feixe é atra-
vés da modelagem de uma relacdo de dispersdo de um unico modo do tipo feixe interagindo
consigo mesmo e com as populagdes de particulas que compdem o plasma. Assim, com o intuito
de simplificar a discussao e enfatizar o papel do modo instavel na geragdo da turbuléncia, é
considerada a existéncia de um tnico modo normal de oscilagao, caracterizado pela relacao de
dispersao
. Ubk‘
1+ bupk’

onde b é um parametro de ajuste e v, € proporcional a velocidade de deriva do feixe. Este modo
feixe possui uma regido de alta frequéncia e uma regido de baixa frequéncia que desempenham na
dindmica do sistema o papel das ondas de Langmuir e das ondas {on- aciisticas, respectivamente.

A intensidade espectral das ondas é calculada conforme a Teoria de Turbuléncia Fraca e
o formalismo de Klimontovich, isto é, levando em consideragdo ambos os termos da interacao

wB (k) (4.3)
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quase linear e linear (termos de emissdo espontdnea' e de emissdo induzida), da interacio nio
linear onda-onda e da interacdo nao linear onda-particula (termos de espalhamento).

Se para simplificar a andlise desprezarmos os termos de espalhamento nao linear, a equagao
cinética para a intensidade espectral das ondas do modo B, relagao de disperséo (4.3), fica dada
pela soma do termo de decaimento com os termos de emissdo. Quando aplicados ao modelo de
modo Unico estes termos sao dados pelas seguintes equacoes

81’0’3 awB)3 8F
ot em. ind :W(kk/ Avdlowy V)G Y
oI°B owB)6 ne?
8kt = (wi‘)]{;/dvé(awk k-v)F,, (4.5)
em. esp. pe
8[03 2
k — _W(O—wir /dk/ awk/]k k/ g WE k/)‘
ot decaimento wp ¢ olo==%1

x [(U’wf/) 158 o8 + (a”wf,k,) 158128 (o—wf) 151",

x 8(owP — o'wl — "Wl ). (4.6)

As expressoes para os coeficientes de difusdo quase linear e de arraste colisional que compoem
a equacao cinética para a evolucdo temporal das particulas, por sua vez, sdo reescritas para o
modelo de modo tnico da seguinte forma

D= wa / dkIZBS(owd — k- v), (4.72)
e o==1
e? (owP)?
A= — dk~—EL §(owf —k-v). 4.7b
e 2 /0 %) 50wl ~ k) (4.70)

Ressaltando que ao analisarmos o modelo de modo tinico continuaremos desprezando os termos
nao lineares na equacao cinética para as particulas.

As fungoes delta que caracterizam os termos de emissdo espontinea e emissdo induzida na
equacao cinética para o modo feixe B e que estdo presentes nos coeficientes de difusao e de
arraste podem ser reescritas para o caso unidimensional como segue

o ovp — U

ool — ko) = o O =k, k=T
gUp

5 (owf — ko) = o —w), ve= 7

A condicdo de ressonancia entre trés ondas proveniente do termo néo linear de decaimento,
por sua vez, fica dada, no caso unidimensional, por

B B B o vy o'vy -1

(5 —0 ’ " ) = - 5 :IC/ - k 4

(ka 0 Wy, 0 Wik ) ‘ [1 + bvb(k? _ k+)]2 (1 + bUkar)Q ( "r) ( 8)
oy o'y, -1

+ ‘ [+ bop(k—k ) (L4 bogk)?

Na expressao acima, os vetores de onda k' ressonantes que satisfazem as funcoes delta sao dados
por

—B+ B2 —4AC
2A ’

10O termo de emissdo espontanea nio esti presente na teoria de Vlasov e é caracteristico de tratamentos nos
quais a natureza discreta das particulas é levada em consideracdo, a exemplo da formulacdo de Klimontovich
discutida no capitulo 3.

hy =
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onde
B —4AC > 0,

ob?vik
A=bvi(o "N =
b (U to ) 1+ bvbk

sz’l)g’ICQ " , 9
=_— 2 tu(c’ =) —bvjk(c + 0",

T (o = o) = k(o' + ")
C = vpk(o —o").
Por fim, tendo sido obtidas as raizes que satisfazem a condicio de ressonancia entre as ondas do
modo B, é considerada a aprozimagdo de onda rdpida (Yoon, 2019)

W' Korg, w—uw' > |k —K|vp,, w > kurg,

e a quantidade X( ) fica dada, de forma aproximada, em mais baixa ordem por

, 2
1
(2) k/ /k_k/ . :_Eei wpa
Xa (K, | w =) 2mg ww'(w — w') kk' |k — K|
k2 k/2 (k k/)

k’ (k — k’)+—k (k — k') + k-k

w—w

Na proxima se¢ao discutiremos a emissdo quase térmica como condicdo inicial adotada para
a dindmica do sistema plasma-feixe.

Nivel inicial das ondas do modo feixe

Retomando a discussdo comegada na secao 3.6.3, uma vez que o sistema plasma-feixe nao
se encontra em um estado de equilibrio termodindmico, ndo é possivel adotar o mesmo critério
usado para a dindmica dos modos eletrostaticos tradicionais (modos L e S), para os quais os
niveis das intensidades espectrais em ¢t = 0 sdo determinados pelo balancgo dos termos de emissao
espontanea e induzida, de tal forma que 0I7*/0t = 0 neste instante. Este procedimento leva a
equacao (3.62), a qual determina a quantidade ko= —S¢" /Y como o nivel inicial para essas
ondas.

A determinacao do nivel inicial da intensidade espectral do modo B seréa realizada da seguinte
maneira. Supomos que o sistema fisico composto por particulas e campos se encontra em um
estado de equilibrio termodindmico até o instante t — 07, quando entdo o feixe de elétrons
é injetado sobre todo o espago de configuragao do sistema, repentinamente removendo este do
estado de equilibrio e injetando a energia livre contida no feixe. Por esta razao, os modos normais
de oscilagao sustentados pelo sistema plasma-feixe devem colher os seus niveis iniciais de energia
a partir das flutuagdes (quase) térmicas previamente existentes no sistema.

Esta dissertacio se propoe a utilizar a emissao quase térmica ao longo do modo feixe descrito
pelo modelo de modo tinico como condicao inicial das equacdes cinéticas, isto é, como nivel inicial
da intensidade espectral das ondas. Voltando para a expressdo da emissdo quase térmica para
um plasma em equilibrio térmico (3.61), apresentada no capitulo 3,

T Ime(k
<5E2> S m €( ,w2>7
kw 21w e(k, w)]

kw—1+zk22 { wZ(wﬂ,

kv, kvr,
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e definindo as quantidades
m;

w
z=—), k= k\p, M=—,
Wpe Me

obtemos, para um plasma de elétrons e fons com T; = T, = T,

VMz VMz z z /262 | 22 /262
1- ﬂKDi<ﬁﬁ>—ﬂKDi(\[ﬂ>] ﬁg(\ﬁ ~M22/252 2.
(4.10)

Como visto anteriormente, a flutuagdo espectral do campo elétrico se relaciona com a inten-
sidade espectral das ondas segundo (3.55)

<5E2> = 3 S (W - W),

o=+1 «

2
€(k,z) = 1—|—?

Assim, podemos definir I}, como a intensidade espectral quase térmica das ondas, sendo dada
b

por
I T Tme(k,wl®
(OF%), .= =% — Rh=l*(0E)_ . =5 Il wi”) "*’1; ). (4.11)
o g ) ,UJ”Q T oo
k k ‘e(k,wk ‘

Wk

Portanto, definindo a intensidade espectral normalizada e um parametro proporcional ao para-
metro de plasma como

G = 1 _ 1 e goa _ AT°G 10
23/2(4m)2nXy,  (4m)%n o’ " mevd, "

temos

T Ime(k,22%) Am?G o Glme(k,23%)

o (o))
Kyth — 3 2 Kyth — 2 trith — 2 (412)
2 ’6(’%1 Zga)’ MeVT, T |6(szga)‘
Se definirmos as quantidades adimensionais
Vp ~
Ty = , b = bwpe,
UTe
podemos reescrever a expressao (4.3) da seguinte forma:
Tok
zf = — (4.13)
14 brys

A expressdo para as intensidades espectrais normalizadas (4.12) das ondas com relagdo de dis-
persao dada por (4.13)
B G Ime(r, zB)
Kth — 2
T |e(r, 2Pl

fornece o nivel inicial da intensidade espectral do modo B.

A figura 4.2 mostra, no painel esquerdo, a relacdo de dispersdao do modo B onde este se
situa no diagrama w X k das flutuagdes quase térmicas eletrostaticas no estado de equilibrio
termodinamico. Ja o painel direito mostra o grafico da intensidade espectral em funcao do
nimero de onda. Deve ser ressaltado que o nivel apresentado estd normalizado ao parametro de
plasma g < 1.

Em posse das informagoes dispostas na figura 4.2, isto é, dos contornos da emissdo quase
térmica e da intensidade espectral do modo feixe podemos dar continuidade expondo alguns
resultados.

(4.14)

A fungao D; presente na expressio (4.10) é chamada de integral de Dawson e definida como
D,( j ¥ dt (Abramowitz and Stegun, 1972).
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Figura 4.2: No painel da esquerda é apresentado o grafico de contorno da emissao quase térmica
(?7). Superimpostas sdo encontradas as relagoes de dispersao de Langmuir (L), Bohm-Gross
(BG) e do modo feixe (B) (4.13) com 7, = 10 ¢ b = 0.6. No painel da direta é apresentada a
intensidade espectral normalizada do modo feixe (4.14), determinado pelo ruido quase térmico.

4.3 Solucao numérica e resultados

Com a finalidade de estudar a evolugdo temporal do sistema plasma-feixe, foi implemen-
tado um codigo numérico baseado no método Runge-Kutta de 4* ordem com passo varidvel
para solucao das equagdes diferenciais ordindrias (Press et al., 1996). A andlise é simplificada
considerando o limite unidimensional onde as particulas e as ondas excitadas evoluem em um
espago unidimensional. Discretizamos o espago de velocidade u e nimero de onda ¢, (onde
q = kvrpe/wpe, assim como u = v/vr,, sa0 varidveis adimensionais), em grades com um grande
numero de pontos nos os intervalos definidos no input do programa. Em cada ponto da grade o
sistema é resolvido, considerando-o como um problema de valor inicial. Os pardmetros iniciais
importantes utilizados pelo programa que resolve as equagdes sdo 1, = np/Ne, Ty = Vp/U7e,
b= bwpe, juntamente com a condigao inicial de equilibrio termodinamico (rrq = rr2 = 1).

Reescrevendo os coeficientes e as equagoes cinéticas em termos das varidveis normalizadas
obtemos

oEgP

e (S el R (e AR P (4.15a)

o5 0 0P
=-2 <A<I> 4 Dau) (4.15D)

A-gy U

o==+1 G+

D= Y &P"
o==%1

Z£ )3 Up

ou? — upu

Up
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B3
QL — 7T(U?«‘q )7 0P (u.)
qlgl  Ou.

O =GB Y (0o [oPPeg et ] v Ox [~oedeg ey L))
ol ol =41

e (L VI CHI(CEa b R

ol,o"=%1

+ O (022 el 1+ (0722, )% ")

o - ‘ o uy o' up
T T4+ bup(g—q-)]2 (1 + bupg-)?
2
1 1 l ¢ ¢ lg—q|
X — q-sign(q —q-) + gsign(q —q-) + ——5—
B B B B
sza’zg 0"zl . 49— | 0] o'zl oz
a“ub o’ub
Cy = 2 2
[1+bup(q —q+)* (14 bupgy)
2
1 1 l ¢ @ lg — g+
X — q+sign(q — q4) + gsign(q —q4+) + =5 —
B B B B
sza’zcﬁ 0"z q, 10+ |07 o'z, 0"z qs
ieq 1 Wi, 1

2) (S / n_ _ 272
Xe QA2 d—q,2—2)=—
a ( | ) 2mg wiore (2 — 2') q¢'lq — |

X

2 /2 N2
q q q—dq')
fq’-(q—q’)+f,q-(q—q’)+7( p q-q’],
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onde os superindices “QL” e “NL” e os subindices “s” e “i” indicam a natureza dos termos como
quase linear, nao linear, espontaneo e induzido, respectivamente. Uma derivacdo mais detalhada
destas expressoes pode ser encontrada em Pascoal (2014).

Ainda no contexto da implementacao numérica, na figura 4.3 sdo comparadas as relagoes
de dispersio dos modos uB e B (com b = 0.6) bem como suas correspondentes velocidades
ressonantes para um conjunto especifico de pardmetros. Vemos que no modelo de modo tinico
zf a regidao de inversao de populacdo (0P./0u > 0) ocorre nas mesmas velocidades ressonantes
que no caso do modo instavel uB, isto é, que o modo instavel obtido a partir da solugao numérica
da equacao de dispersao (4.2). A figura mostra que para os parametros adotados esta regiao
compreende intervalo de velocidades 2.51 < v/vp. < 4.95.

Analisando a relacao de dispersdo modelada vemos que a velocidade ressonante varia de 0 a
vp na medida em que k varia de oo a 0. Para valores tipicos de b e ki (0 valor minimo de k na
grade numérica), o limite superior da velocidade ressonante v, ¢ inferior a velocidade do feixe
vp. Portanto, a funcéo de distribuicao de velocidades nao se modifica para valores de velocidade

superiores a vp.
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A relagao de dispersdo (4.3) pode ser ajustada introduzindo um parametro a > 1, de modo
que avy é igual ou maior que a velocidade méxima na grade numérica

avpk

k)= ————.
wp(k) 1+ bupk

(4.16)
A mesma alteragao é realizada na relagao de dispersao normalizada (4.13). Os calculos realizados
com a relagao de dispersao original (4.3) permanecem inalterados apés uma redefini¢ao de vy e
b

Vp — avb,reah b— breal/a7

onde Up reqi € breqr correspondem aos parametros em (4.16). A figura 4.4 compara a relagdo de
dispersao redefinida a relagao de dispersao de Bohm-Gross para diferentes valores do parametro
a. Além disso, podemos comparar a solu¢do numérica da relagdo de dispersdo exata (modo
instdvel uB) a relagdo de dispersdo do modo tunico para diferentes valores do parametro de
ajuste a, expressao (4.16). Esta comparacao é apresentada na figura 4.5. O sistema plasma-
feixe foi simulado para diferentes valores da velocidade relativa do feixe r, = vp/vp. = 7,8 € 9
e da densidade relativa entre os elétrons do feixe e do core ry, = ny/ne = 1071,1072 e 1073. Os
demais pardmetros, por sua vez, foram definidos como b = 0.8, a = 1.3 e g = 1075,
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Figura 4.4: Comparagao entre a relagdo de dispersao de Bohm-Gross e a relacdo de dispersao
(4.16) para diferentes valores do parametro de ajuste a.

Comegamos por analisar a evolugdo temporal da funcdo distribuicdo de velocidades ®(u)
com a velocidade do feixe e a densidade do feixe mantidas fixas. Estes resultados sdo apresen-

tados na figura 4.6.

As diferentes curvas identificam diferentes instantes de tempo de modo a demonstrar a

evolugao dindmica e suave do sistema.

1.5

0.25

Observa-se claramente a formacio do plateau quase
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Figura 4.5: Comparagdo entre as relagées de dispersdo do modo uB e do modo tnico B para
diferentes valores do pardmetro a com ny/n. = 1072 e vy Jvre = 4.951.



CAPITULO 4. TEORIA DE TURBULENCIA DO SISTEMA PLASMA-FEIXE 71

T T =
wpet = 0000 ———— ]
=0200 ———
= 0400

100 £

1072 1
107 L

2

& 1076 |

1078 b

10710

Figura 4.6: Evolugio temporal da funcio distribuicio de elétrons (vy/vre = 7 € np/ne = 1073).

linear (no lado das particulas com velocidades positivas, as quais entram em ressonancia linear
com as ondas) e da cauda supertérmica, no lado das particulas com velocidades negativas. Esta
cauda supertérmica é gerada pelo termo de decaimento na equacao cinética do modo B.
Analogamente, a andlise da evolucao temporal da intensidade espectral SqB das ondas do
modo B como func¢do do niimero de onda ¢ é apresentada na figura 4.7. Neste caso, observa-se
excitagdo dos modos forward e backward. Sao justamente estas ondas do modo B com propagacao
backward (g < 0) que interagem com os elétrons com velocidade negativa ocasionando o fenémeno
de formacdo da cauda supertérmica na distribuicdo eletronica. Além disso, ao comparar as

100 ¢ ‘
£ wpet = 0000 —————

1072

1074

1078

10710 L

Figura 4.7: Evolugao temporal do espectro do modo B (v,/vre = 7 € ny/ne = 1073).
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figuras 4.4 e 4.7 podemos corroborar a afirmacao feita de Cairns (1989) de que a frequéncia
de méaximo crescimento frequentemente fica ou significativamente abaixo ou um pouco acima
da frequéncia de plasma wy.. Vemos que a regiao de maior crescimento das ondas do modo B
ocorre no intervalo —0.2 < ¢ < 0.2.

A seguir, vamos analisar como o sistema se comporta com a variacdo da velocidade do feixe.
Com esse intuito s@o sobrepostas as curvas no instante final da simulagdo para trés valores
distintos de velocidade.

Na funcao distribuicdo é observada a diminuicdo do aquecimento da cauda supertérmica
com o aumento da velocidade, sendo a curva que representa o feixe de menor energia aquela que
apresenta um maior aquecimento da cauda, como pode ser visto na figura 4.8. Este fen6meno
se deve ao termo de interacdo nao linear entre as ondas da equacdo cinética das intensidades
espectrais, descrito pela equagao (4.6).

100 ¢ : : ‘
F v Ve = T,np/ne = 1073 bl
vy /e = 8, mp/ne = 1073

10_2 | vp/vre = 9,mp/ne = 1073 i
1074 | N\
f NN\ ]

O . \
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10°8 /// \\ ‘"»\ 3
fw‘ \ |
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| \ \
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Figura 4.8: Funcio distribuicdo eletronica para diferentes velocidades do feixe (ny/n. = 1073 e
wpet = 3000).

No grafico da intensidade espectral ilustrado na figura 4.9, por sua vez, ocorre que na medida
em que a velocidade aumenta, a largura do espectro excitado também aumenta e o pico do
espectro se torna maior e mais proximo de ¢ = 0. A relacdo de dispersdo na figura 4.4 indica,
portanto, que o pico do espectro se d4 em frequéncias menores que a frequéncia de plasma wpe.

Para demonstrar o nivel de saturacdo da energia das ondas (normalizado pela energia total
inicial das particulas) foi gerado um grafico da energia associada ao modo B em fun¢ao do tempo
normalizado (figura 4.10). Neste, vemos que a saturagao ocorre em niveis mais altos e instantes
de tempo posteriores na medida em que a velocidade do feixe aumenta. Vemos também que,
confirmando a condi¢do da Teoria de Turbuléncia Fraca, a energia das ondas representa uma
parcela pequena da energia total do sistema. Isto é, como critério de aplicabilidade da teoria
requer-se que a razao entre a energia total das ondas e a energia total das particulas seja muito
menor que a unidade.

Dando continuidade a exposi¢ao dos resultados, é fixada a velocidade do feixe e variada a
densidade do feixe de 1073 a 10~".

Na funcao de distribuicao velocidades, na figura 4.11, observamos um comportamento dis-
tinto daquele observado com a variagao da velocidade. Na medida em que aumentamos a inten-
sidade do feixe, isto é, que a densidade aumenta, aumenta também o aquecimento da cauda da
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Figura 4.9: Espectro das ondas do modo B para diferentes velocidades do feixe (ny/n. = 1073

e wyet = 3000).

distribui¢do. Observa-se também, naturalmente, que o plateau decorrente da interacio linear é
formado em valores maiores de ®. e se estende por um intervalo maior de w.

Voltando a atencdo ao espectro do modo B e a energia total associada as ondas que o
compoOem, observamos comportamento analogo ao caso da variacdo da velocidade. Entretanto,
vemos que feixes muito intensos (densidade relativa n,/n. = 107! na figura 4.12) apresentam
valores de energia maiores que a unidade. Neste caso, é assumido que a aproximacao perturbativa

3000

0.045 | | |
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003 ]
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Figura 4.10: Evolugdo temporal da energia total das ondas do modo B para diferentes veloci-

dades do feixe e ny/n. = 1073.
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Figura 4.11: Funcio distribuigdo eletrénica para diferentes densidades do feixe (vp/vre = 7 €

wpet = 3000).

perde validade pelo fato de representar uma situacido na qual a energia total das ondas é muito

grande para assumirmos a validade da Teoria de Turbuléncia Fraca.

Enquanto que com o aumento da densidade o espectro se alarga e o pico se torna mais
expressivo em valores de ¢ mais préximos de zero, também ocorre que a curva correspondente
a densidade relativa 10~ apresenta valores maiores que a unidade, isto é, uma inconsisténcia
com relacdo & normalizacdo adotada. Ainda assim, em conformidade com o comportamento
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Figura 4.12: Espectro das ondas do modo B para diferentes densidades do feixe (vp/vre =7 €

wpet = 3000).
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Figura 4.13: Evolucgédo temporal da energia total das ondas do modo B para diferentes densidades
do feixe e vy /vpe = 7.

descrito por Cairns (1989), a tendéncia de diminui¢do da frequéncia de maximo crescimento
com o aumento da densidade do feixe é observado.

Da mesma forma, o grafico da energia das ondas em fun¢do do tempo, figura 4.13, apresenta
uma saturagdo em niveis mais altos e se da em uma escala mais rapida na medida em que a
densidade aumenta. Entretanto, assim como na figura 4.12, vemos que a teoria perde a validade
no caso de alta densidade uma vez que a energia das ondas rapidamente assume valores maiores
que a unidade.

Fica claro, consequentemente, que em algum valor intermediario entre as densidades relativas
1072 ¢ 107!, dados os demais pardmetros adotados, a intensidade do feixe é grande o suficiente
para que o sistema nao possa mais ser descrito segundo os pressupostos da Teoria de Turbuléncia
Fraca.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

O sistema plasma-feixe constitui um campo muito importante dentro da area da fisica de
plasmas e tem se mostrado complexo e rico em fendémenos de interesse tedrico, experimental
e tecnolégico. Nesta dissertagao foi estudado o sistema plasma-feixe a partir da Teoria de
Turbuléncia Fraca segundo o formalismo de Klimontovich. Este formalismo permite a inclusao
dos chamados efeitos de particula tnica, ou efeitos discretos, mais especificamente a inclusao
dos fenémenos oriundos das flutuagoes em torno das médias de ensemble e da emissao quase
térmica.

A Teoria de Turbuléncia Fraca usual, largamente explorada nas ultimas décadas, descreve a
dindmica das oscilacoes eletrostaticas em um plasma assumindo que as ondas presentes no sis-
tema ocorrem ao longo dos modos normais eletrostaticos de Langmuir e ion-actistico. Contudo,
trabalhos recentes mostram que a medida que os campos associados aos modos normais trocam
energia com as particulas que compdem o plasma através de interacdes lineares e nao linea-
res, a presenca do feixe de particulas carregadas no plasma, e a subsequente evolugao dindmica
do sistema, ocasionam a geracdo do chamado modo feixe. Este modo apresenta modifica¢oes
expressivas na sua relacdo de dispersao que dependem fortemente das caracteristicas do feixe, ve-
locidade e densidade, por exemplo. As formas particulares do modo feixe modificado, bem como
o carater reativo ou ressonante das instabilidades que atuam sobre o mesmo, foram estudadas
por Cairns (1989) e continuam sendo tema de grande interesse para as linhas de pesquisa em ins-
tabilidades em plasmas. Ainda sobre as linhas de pesquisa voltadas ao estudo de instabilidades,
¢ interessante citar a observacdo do modo feixe nas simulagoes apresentadas em Thurgood and
Tsiklauri (2015) e em Simoes Junior et al. (2010), mais especificamente no diagrama apresentado
na figura 5 deste dltimo artigo.

De particular interesse para esta dissertacdo pode ser citado o trabalho de Pascoal (2014),
o qual propoe o modelo de modo tinico descrito na se¢ao 4.2. Este modelo supéem a existéncia
de um tunico modo, o modo feixe modificado B descrito por (4.3), que se propaga em ambos
os sentido do sistema unidimensional interagindo consigo mesmo e com as particulas segundo o
formalismo descrito nos capitulo 3 e 4.

A dindmica das ondas e das particulas que compoem o sistema plasma-feixe foi descrita a
partir do modelo de modo tinico tomando a emissao quase térmica (3.61) como nivel inicial para
o espectro das ondas do modo B. A inclusdo do pardmetro “a” na expressdo da relagdo de
dispersao do modo tUnico, por sua vez, permitiu estender a regido ressonante na grade numérica
de modo a incluir todas as particulas que compoem o feixe.

De maneira geral, observa-se que as solugoes obtidas segundo o modelo do modo tinico
apresentam comportamento bastante semelhante quando comparamos a dindmica envolvendo
feixes de baixa e de alta intensidade. Isto é, a formacao do plateau e da cauda supertérmica na
distribuicdo das particulas, a excitacdo das ondas via ressonancia com as particulas, das ondas
tanto do modo forward quanto backward. Excecao feita ao caso em que a intensidade do mesmo
é grande o suficiente para nao estar mais no regime de aplicabilidade da Teoria de Turbuléncia
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Fraca.

Os resultados obtidos nesta Dissertacao suscitam diversos estudos futuros promissores. A
relagdo entre os parametros do feixe e os demais parametros que caracterizam o sistema serd
objeto de um estudo futuro, em especial no que concerne o limite de aplicabilidade da teo-
ria. Posteriormente também serd considerada a possibilidade de reajuste dos pardmetros a e b,
que integram a expressao da relagdo de dispersdo (4.16), a cada troca de parametros do feixe
(velocidade e densidade).

Outro desenvolvimento futuro importante sera a inclusio dos efeitos de todos os modos nor-
mais eletrostaticos presentes no sistema, ao invés de apenas o modo tnico. Assim, pretendemos
determinar qual é a sua importdncia na evolugdo dindmica do plasma. Com esta finalidade
vamos trabalhar com as solu¢ées numéricas da equacao de dispersdo, sem realizar modelagem
dos modos, para incluir os efeitos de todos os possiveis modos normais bem como determinar as
condigOes de ressonancia linear e nao linear.

Além disso, a implementagao de um cédigo numérico para a solucdo do sistema plasma-feixe
bidimensional permitird a inclusdo do modo eletromagnético, possibilitando assim a analise
completa da dindmica do sistema plasma-feixe ndo magnetizado e a comparacao direta com as
simulagoes computacionais e as observagoes espaciais relatadas neste trabalho.
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