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RESUMO

Neste trabalho estuda-se analiticamente um modelo de turbuléncia com
condicoes de fronteira 2m-periddicas. Para isso, considera-se uma familia de modelos
de Simulagao em Grandes Escalas (LES) que é baseada na deconvolugao aproximada
de Van Cittert, onde especifica-se o filtro diferencial e suas propriedades. Para co-
nhecer melhor os modelos de fecho, especifica-se os requisitos para um modelo de
fecho ser satisfatorio. Define-se uma norma e mostra-se que esta é equivalente a
norma L?, sendo usada no estudo da estabilidade (solugao satisfazendo uma desi-
gualdade de energia) e da existéncia de solugoes fracas do modelo. Para mostrar
a existéncia de solugoes, além de usar a norma definida neste trabalho, usa-se o
método de Faedo-Galerkin e a propriedade antissimétrica pertinente ao termo nao

linear do modelo.
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ABSTRACT

In this work we study analytically a model of turbulence with 27-
periodic boundary conditions. To that end, we consider a family of Large Eddy
Simulation (LES) models based on the van Cittert approximate deconvolution pro-
cedure, and we also specify a differential filter and its properties. To learn more
about the closure models, we specify the requirements of a satisfactory closure mo-
del. We define a norm which is shown to be equivalent to the L?-norm and is used
to study stability (solutions satisfy an energy inequality) and existence of weak so-
lutions of the model. To show the existence of solutions, we use the Faedo-Galerkin

method and the model’s nonlinear term skew-symmetry property.
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INTRODUCAO

Movimento turbulento ou turbuléncia em fluidos é um fenémeno fa-
miliar de nosso dia a dia. No entanto é algo extremamente dificil para definir
quantitativamente e, além disso, é considerado um dos problemas mais dificeis da
fisica moderna. Na maioria dos casos, a melhor forma de definir turbuléncia é
mencionando algumas de suas caracteristicas: fluxo cadtico instével, aparentemente
aleatorio, com movimentos do fluido distribuidos sobre uma ampla faixa de escalas
de comprimento e de tempo. A complicada estrutura espago-tempo de velocidades
turbulentas torna impossivel a sua descricao analitica. O grande ntimero de graus de
liberdade e a ampla faixa de escalas em fluxos turbulentos dificultam a analise numé-
rica, somando-se a isso a velocidade e a capacidade de memoéria dos computadores
na atualidade. Do comportamento efetivamente aleatério de fluxos turbulentos é
natural tentar fazer uma formulacao estatistica. Esta é a abordagem classica da te-
oria de turbuléncia. A ideia é decompor o espaco de velocidade turbulenta em uma
parte média e uma parte flutuante, na tentativa de extrair as quantidades médias

fisicamente relevantes. A "média" nesta tentativa pode ser espacial ou temporal.

E sabido que, desde o meteorologista Richardson, esquemas numéricos
permitem resolver de maneira deterministica as equagoes do movimento, comecando
com um estado inicial dado e com condi¢oes de fronteira estipuladas. Estes sao ba-
seados no balanco de momento e de energia. No entanto, uma resolucao completa,
Simula¢do Numérica Direta (DNS), requer poder de computagao formidavel e é so-
mente possivel para um baixo ntimero de Reynolds. Essas simulagoes numéricas
diretas podem envolver um ntimero de calculos muito grande. Geralmente, confi-
guragoes industriais, naturais ou experimentais envolvem ntmeros de Reynolds que
sao grandes demais para permitir simulagoes diretas, e uma boa alternativa ¢é a
Simulagao em Grandes Escalas (Large Eddy Simulation-LES), ver [35], onde as flu-

tuagoes turbulentas de pequena escala sao modeladas via hipoteses de viscosidade
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turbulenta e de difusividade. A historia de LES comegou no inicio da década de

1960 com o famoso modelo de Smagorinsky.

Smagorinsky, em seus estudos meteorologicos, procurava representar
efeitos de pequena escala de turbuléncia, em duas dimensoes, baseado nas grandes
escalas em efeito cascata, de acordo com os mecanismos descritos por Rocha em
1926 e formalizados pelo famoso matematico Kolmogorov em 1941. E interessante
notar que o modelo de Smagorinsky, apesar do sucesso em aplica¢oes a fluxo in-
dustrial, nao foi o esperado para modelos atmosféricos, porque ele dissipa demais
o movimento das grandes escalas. Um pouco depois, no ano 1970 o fisico tedrico
Kraichnan desenvolveu o importante conceito de viscosidade turbulenta espectral,
que nos permite ir além da suposicao de separacao de escalas inerente no conceito ti-
pico de viscosidade turbulenta de Smagorinsky. Desde entao, a histéria de LES vem
se desenvolvendo seguindo basicamente duas escolas: Stanford-Torino, onde uma
versao dindmica do modelo de Smagorinsky foi desenvolvida; e Grenoble, que seguiu
os passos de Kraichnan. Logo os pesquisadores, incluindo pessoas da indistria, ao
redor do mundo, ficaram interessados nessas técnicas, estando cientes dos limites dos

métodos de modelagem classica baseados na média das equagoes do movimento,|26].

LES é atualmente uma das mais promissoras e conhecidas aproximacoes
para modelar turbuléncia. Em LES, procura-se calcular somente as grandes escalas
do espaco do fluxo enquanto a influéncia das pequenas escalas é modelada em termos
das grandes escalas. As grandes estruturas dos fluxos sao definidas por uma média
espacial do campo do fluxo. Este processo é chamado filtragem e existem muitos
filtros diferentes que podem ser usados para obter a média em LES. Para maiores
detalhes ver Sagaut [35], John [18] e Berselli, Iliescu e Layton [4]. Um dos filtros

mais conhecidos e um dos mais analisados é o filtro Gaussiano.

Na simulagao numérica de fluidos turbulentos, procuramos aproximar
adequadamente a velocidade pontual do fluido através de uma média [30]. A ideia
de LES é decompor a velocidade em uma média espacial local e uma flutuagao

sobre essa média. A média é definida por filtragem ou molificagao (convolugao com



uma identidade apropriada). Acredita-se que isto seja possivel baseado na ideia de
que como as flutuagoes tém carater aleatério, seus efeitos sobre a média podem ser

modelados satisfatoriamente [24].

Tomando a média da equacao de Navier-Stokes origina-se o problema
de modelagem de fecho. Para ser mais especifico, seja (u, p) a velocidade e a pressao

do fluido, que satisfaz a equacao de Navier-Stokes para fluido incompressivel:

w+ V- (uu) —vAu+Vp = f, (x,t) € 2 x (0,T)
V-ou = 0, (x,t) € Q2 x(0,7)

Aplicando o filtro que, sob condic¢oes periddicas, comuta com a diferen-

ciagao, tem-se:

w+V-(au)-vAu+Vp = f

V-u = 0.
A equacao obtida serda chamada de equacao de Navier-Stokes nao fechada. Como a
equacao de Navier-Stokes nao fechada ¢ mais complicada do que a propria equagao
de Navier-Stokes, é necessario obter uma equacao em termos de 1, ou seja, substituir

uu por um tensor dependendo s6 de u.

Ha varios modelos de fecho usados em LES, ver Sagaut [35], John [18],
Lesieur, Metais e Comte [27] e Berselli, Iliescu e Layton [4]. Entre os mais comuns
modelos LES apresentados na literatura estao os modelos dindmicos de Smagorinsky,
modelos do tipo de pequenas escalas (por exemplo: Modelo de Smagorinsky Dina-
mico [14], Modelo Misto Dinamico |31, 41|, Modelo Dinamico Lagrangeano [29],
Modelos Dinamico de Dois Parametros [36]) e o de similitude de escala, introduzido

por Bardina, Ferziger e Reynolds [3] explicado por Sagaut [35].

A operagao média u — u ¢é formalmente denotada por G, definida
como: u := Gu. No caso mais interessante G nao é inversivel. Nao obstante, o
problema do fecho é resolvido uma vez que o problema de deconvolugao aproximada

(acdo de aproximar a G~') é resolvido. Neste trabalho consideraremos o modelo de
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fecho estudado por W. Layton e R. Lewandowski em [20], utilizando o método de

Van Cittert para deconvolucao aproximada.

A aproximacao de Van Cittert para G~! pode ser desenvolvida de vérias
maneiras. A mais simples é encontrar uma aproximacao para u por extrapolagao
das escalas resolvidas de u as de u. O método de Van Cittert de deconvolugao
aproximada (ver [5]) constr6i uma familia Gy de inversas para G. Denota-se por

Gnu o N-ésimo grau de precisao da inversa aproximada.

Este trabalho estd dividido em 4 capitulos e é apresentado como se-
gue: no capitulo 1 apresenta-se a notacao e as preliminares do trabalho, onde sao
especificados os espagos de fungoes, defini¢oes e algumas propriedades importantes
que serao usadas ao longo do trabalho. No capitulo 2 considera-se a formulacao do
problema, onde pode-se observar como chega-se ao problema do fecho. Para resolver
este tipo de problema existem os chamados modelos de fecho e para conhecer algo
desses modelos especifica-se os requisitos para um modelo de fecho ser satisfatorio.
No capitulo 3 estuda-se o operador GG e suas propriedades. Além disso, realiza-se um
pequeno estudo das propriedades do filtro Gaussiano, do filtro diferencial e da rela-
¢ao que existe entre estes filtros. No capitulo 4 define-se a familia Gy de operadores,
descreve-se o método de Van Cittert de deconvolugao aproximada e especifica-se as
propriedades do operador Gn. E neste capitulo 4 que é definida uma norma em
funcao de G, equivalente & norma usual de L?, a qual é usada neste trabalho para
o estudo da estabilidade (solugao satisfazendo uma desigualdade de energia) e na
deducao da existéncia de solugoes fracas do modelo. Esta norma torna as desi-
gualdades mais diretas, facilitando bastante o estudo. No capitulo 5 sao dadas as

conclusoes do trabalho.



1 NOTACAO E PRELIMINARES

Neste capitulo sao definidos os espacos de funcoes e defini¢oes que serao
utilizados ao longo do trabalho, tendo como referéncia R. A. Adams [1], E. C.

Lawrence [19].

1.1 Espacos de Funcgoes
Seja © = (0,27)3; assim definem-se os seguintes espagos:

C(Q):={u:Q— R®:ué continua},

C(Q) :={u € C(Q) : u é uniformemente continua },

CF(Q) :={u:Q — R3: u é k-vezes continuamente diferenciavel },

C>®(Q2) :={u:Q— R3: u ¢ infinitamente diferencidvel },

D(Q):={P®eC>®(Q):V-P=0em Qe [,Pdx=0},

D) :={P €C>([0,T) x Q) : paratec [0,T),P(-,t) é periddica, com periodo 27
e tem suporte compacto na variavel ¢ € [0,7) }.

O produto interno usual em L?(2) é denotado por (-,-) e ¢ dado por

(u,v) = /Qu-vdx.

A norma L?(Q) é denotada por || - ||, e é definida como

] = [/medxr.

L3 ={u: Q>R :uel* Qe [judx=0}.

Uma fungdo u tem derivadas fracas em LP({2), se e somente se

ja
/u-DO‘CDdX— (—1)le 97 B dx VO € C5°(9).
Q Q 8Xa

Wk? = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) para |a| < k, no sentido fraco} é um espago de
Sobolev.



H*(Q) = W"%(Q) é um espago de Hilbert com o produto escalar definido por

olel olel
e oY)

(u,v)yr =
laf <k

A norma de H*(Q) é denotada por || - ||, e é definida por

[alle:= | > I|3 au||2

la|<k

D=

H(Q):={ue HQ): [,udx =0}

H(Q):={uel*Q):V-u=0em Q}
H3(Q) :={ue L*Q): Vu € L*() e you= 0}, onde ypu ¢ a restrigao de u a 9.
V(Q):={ue H}(Q): V-u =0em Q}.

Se f ¢ um elemento do espaco dual H~1(Q2) de H}(£2), sua norma ¢ definida como

fl|l.1 = sup . 1.1

Como consequéncia de (1.1), tem-se:

(£, V)] < [[£ll-1[VV]], onde v € Hy(€). (1.2)

Se X é um espacgo de Banach e a,b € R tais que —oo < a < b < 400,
L*(a,b, X) & o espago das (classes de) fungoes de L? de (a,b) até X, é um espago de

Banach e a norma é definida como

£l z2(a,3) = {/ | f(t det}

De forma analoga define-se L>°(a, b, X') como o espago das (classes de) fungdes men-
suraveis de (a,b) até X as quais sdo essencialmente limitadas, é também um espago

de Banach e a norma é definida como

(11122 (ap.x) 7= sup essye(ap [ ()]]x-



1.2 Definicoes e Propriedades Adicionais

No trabalho serao consideradas algumas desigualdades e defini¢oes con-

forme especificado a seguir.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
((w,v)| < |[ul|||v|| onde wu,v e L*Q).

Desigualdade de Young:

q
iz 1 1
abgiaq—i—sz, 1<pqg<oo, a,be>0, -+ -=1
q p p q

Um caso particular da desigualdade de Young é a Desigualdade de Cauchy.

Desigualdade de Cauchy:

(l2 2

b
< — 4+ — .
ab_2+2 onde a,b>0
Desigualdade de Poincaré-Friedrichs
VIl < CprIIVV]l, Vv e Hy(Q).

onde a constante C'pp(§2) depende de €.
Desigualdade de Korn

Ivlly < C@QIIVVIl, VveH Q)

onde C(£2) é uma constante que depende de 2.

Seja u € CH(R), define-se:
Ju
on

onde n é o vetor normal exterior unitario.

=n-Vu

Formulas de Green:

Sejam u,w € C3(Q). Entao:

1. [, Audx = [,,92dS,



2. [Vu-Vwdx = — [uAwdx + [,, T¥uds,

3. fﬂ uAw — wAudx = [, u‘g—vr‘l’ — g—ﬁw ds.

Definicao 1.2.1. Dizemos que um operador linear T : Ny — Ny € compacto se a
imagem de qualquer conjunto limitado (de Ny) tem fecho compacto (em Ns). Ou

equivalentemente, se de cada seqiéncia limitada (V) em Ny, se pode obter uma

subseqiiéncia (V;,) tal que (T'V;,) seja convergente em Ns.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Plancherel)
Se f € L'(R™)N L*R"), entio sua transformada de Fourier f € L2(R") e se

satisfaz a formula de Plancherel:
[[£[] = [1£]]

Teorema 1.2.2. (Transformada de Fourier do Gaussiano) E. H. Lieb e M.
Loss [28].

Para X\ > 0, denotemos por gy a funcao Gaussiano em R"™ dado por

para x € R™. Entao

onde K € a varidvel dual da transformada de Fourier.

Teorema 1.2.3. (Teorema de Rellich) Moura, Carlos A. de [32].

Seja Q@ C R™ um aberto limitado. Dada uma seqiiéncia arbitraria (V;) em HE(Q),
k > 1, eviste uma subsegiiéncia (V) que converge em Hy (), 1 <1< k.

O resultado € vdlido para H*(QY) (em lugar de HE(Q)) desde que OS) tenha certa

reqularidade.

Definigao 1.2.2. Para u € V(Q) e v,w € Hj(Q), define-se a forma trilinear

b(u,v,w) como seque:

b(u,v,w) := /Q(u -V)v - wdx.



ou equivalentemente,
b(u,v,w) = Z/ u;(D;v;)w; dx, i,g=1,...,d.
ij Y8
Lema 1.2.1. A forma trilinear b(u,v,w) definida acima satisfaz:
1. b(u,v,w) = —b(u,w,v),
2. b(u,v,v) =0,
ondeu e V(Q) ev,we H}D).

Demonstragao.

Prova de (1):
b(u,V,W) = Z/uz(Dle)Wj dx
ij 7%
Q

Z'Ij

= —Z/ [Vj(Diui)Wj—l-ui(Din)Vj] dx
ij 78
ig 78

= —b(u,w,v)

Prova de (2): Consequéncia direta de (1), com w = v.



2 O PROBLEMA DO FECHO

2.1 Formulagao do Problema

Existem muitos operadores comumente chamados de filtros que sao usa-
dos para obter a média em LES, para ter uma idéia maior disto ver Sagaut [35],
John [18] e Berselli, Iliescu e Layton [4]. Um dos filtros mais conhecidos e um dos

mais analisados é o filtro Gaussiano. Seja u a funcao a ser filtrada e seja

3
g — (i) R (2.1)
02w

a fungao filtro Gaussiano, onde |x| é a norma Euclidiana de x € R®. A fungao
filtrada u é definida através da3 convolugao de u com gz como segue: U = gz * U ou,
equivalentemente, u = <%>§ fe_%‘x_xlpu(x’,t)dx’, onde o parametro 5 & cha-

mado largura do filtro, para maiores detalhes ver [8].

Para fixar as idéias neste trabalho, especifica-se um filtro diferencial,
ver [12], [25] e [33], associado com o tamanho da escala 6 > 0, introduzido em
[11] e [12] e relacionado & regularizacao de Yoshida (algumas vezes chamado filtro
de Helmholz na literatura dos modelos alfa, por exemplo Cheskidov, Holm, Olson e
Titi [7]). Definimos a operagao de filtragem como a solugao do problema de Poisson.

Dada uma funcéo ¢, existe ¢, a tnica solucio de
—*Ap+d = ¢ em Q, (2.2)

com condigbes de fronteira periodicas (a prova da unicidade é feita usando a repre-

sentagdo por série de Fourier e a unicidade da série no espago L?).

Em [42], foi discutido que o filtro diferencial @ (o qual também é cha-
mado filtro exponencial em [42]) tem algumas vantagens em relacao ao filtro Gaussi-
ano u, especialmente uma representacao mais simples das aqui chamadas pequenas

escalas, u — W, em comparagao com u — u, ver [8]. O uso do filtro diferencial para



célculos em LES em dominios 3D ¢é recomendado em [33|. Existe uma relagao entre

o filtro Gaussiano e o filtro diferencial, a qual sera mostrada na secao 3.

Tomando a média da equacgao de Navier-Stokes origina-se o problema
de modelagem de fecho. Para ser mais especifico, seja (u, p) a velocidade e a pressao
do fluido, que satisfaz a equacao de Navier-Stokes para fluido incompressivel

w+ V- (uu) —vAu+Vp = f, (x,t) € 2 x (0,7

V-u = 0, (x,t) € Q2 x (0,7

(2.3)

onde Q = (0,27)?, f ¢ a forga externa e v > 0 ¢ a viscosidade cinematica.

O sistema (2.3) esta sujeito a condigoes de fronteira periddicas, com
condigao inicial ( velocidade inicial ) u(x,0) = uy(x), com a condigao usual de média
zero [ou = [,f =0 e com uma condi¢do de normaliza¢do da pressao, [,p =0, a

qual é necesséaria para a unicidade da pressao.

Aplicando o filtro em (2.3) que, sob condigdes periddicas comuta com

a diferenciacao, conforme veremos na se¢ao 3.3, tem-se

o, +V-(uu)—vAu+Vp = f
V-u = 0.

Podemos notar que a equagao (2.4) esta dada em termos da funcao filtrada ou filtro

(2.4)

diferencial e em termos da funcdo u. A esse tipo de problema chamaremos de
problema do fecho (conhecido também como problema de fechamento) e a equagao de
Navier-Stokes dada em (2.4) sera chamada de equagao de Navier-Stokes nao fechada.
Tendo a equacao de Navier-Stokes nao fechada o problema fica mais complicado do
que a propria equacao de Navier-Stokes dada em (2.3), por isso é necessario obter
uma equacao em termos do filtro diferencial .

Somando o termo —V - (uu) a ambos lados da equacgao (2.4), tem-se

u+V-(uu)-vAu+Vp-V.(uu) = f-V.(uu)

u
(2.5)
V-u = 0.

Definindo o tensor de tensao de Reynolds como:

R(u,u) :=uu—uu, (2.6)



e substituindo (2.6) na equagao (2.5) obtém-se a equagdo de Navier-Stokes nao
fechada, no espago filtrado, para (4, p) como segue:
W+ V- (au)—-vAu+Vp = f— V- -R(u,u)
V-ua =

(2.7)

=

com condigoes de fronteira periodicas e com condigao inicial U(x,0) = Ty(x).

Na equacao (2.7) podemos ver que o lado esquerdo esta unicamente em termos de @
e quem ainda preserva o problema de fecho é R(u,u). Tendo em considera¢ao que
estamos procurando obter a equagao (2.7) s6 em termos de W, temos que aproximar

R(u,u) por um modelo que dependa somente de .

Um modelo de fecho é o de similitude de escala, introduzido por Bar-

dina, Ferziger e Reynolds [3] e bem explicado por Sagaut [35]:

:I‘
=]
el
gl

R(u,u) ~S(u,u) := — (2.8)
Os modelos de similitude de escala tipicamente sao usados satisfatoriamente em
simulagoes de fluxo turbulento (6, 35, 37, 40].

Neste trabalho, considera-se um modelo mais simples que o modelo (2.8) o qual
tem uma propriedade de estabilidade forte segundo [20]. Para explicar o modelo,

primeiro considera-se uma forma alternativa do termo néo linear em (2.7):
V-(uu)+V- -R(u,u)=V-(uu).
Modelando-o por similitude de escala com
V-(au)~ V- (uu), (2.9)
este é equivalente ao modelo de R dado por

R(u,u) ~S(w,u):=1u

=]

—uu (2.10)

Chamando (w,q) as aproximagbes para (U,p) resultantes de (2.9) e (2.10) entdo

temos
w,+V-(ww)—-vAw+Vq = f

V-w = 0,
com condigoes de fronteira 2m-periddicas (com média zero) e com condigao inicial

w(x,0) = up(x).

(2.11)



2.2 Requisitos para um Modelo de Fecho Satisfatoério

Como existem muitos modelos SGS (Subgrid Scale) possiveis, qualquer
orientacao matematica, fisica e experimental sobre a sele¢cao do modelo é valiosa.
Muitas destas orientacoes vem das propriedades basicas do tensor de tensao de Rey-

nolds, R, e de u que deveriam ser preservadas por & e w, respectivamente.

Condicao 1: Reversibilidade(Germano [13]).

Os tensores de tensao de Reynolds R(uy, uy) sdo reversiveis, isto é,
R(—lll, —112) = R(lll, ng).

Assim, uma importante condigao é que o tensor aproximado de Reynolds seja rever-

sivel também:

S(—uy, —uy) = S(uy, uy).

Condigao 2: Realizabilidade(Ghosal [15], Sagaut [35]|, Vreman, Geurts e Kuerter
[39].)
Se o nucleo do filtro é nao-negativo, i.e. gs > 0 para todo x, entao os tensores de

tensao de Reynolds sao positivos semi-definidos:
¢R(uu)é >0, VEeER

Assim, é natural impor como uma condi¢ao algébrica sobre qualquer modelo procu-

rado que
gSmu) € >0, VEER (2.12)

Realizabilidade é uma condigao simples e clara, mas sua importancia no modelo final

nao ¢ bem entendida, ja que V - R(u, u) aparece no modelo, ao invés de R(u,u).
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Condigao 3: Energia Cinética Finita (Iliescu, John, Layton, Matthies e To-
biska [21], Layton [22]).

A desigualdade de Young para convolugoes implica imediatamente que % fQ |[u?dx <
C'1 [, |a]?dx, que ¢ limitada sob a hipotese u € L*(Q2). Como w = U, é natural,
mesmo essencial, que a energia cinética do modelo seja limitada (ndo exploda) em

tempo finito para dados gerais do problema

1
—/\W|2dx§C*<oo
2 Ja

onde C* = constante é limitada uniformemente em 9.
Ha muitos modelos para os quais testes praticos tém revelado problemas de estabi-

lidade que sao tipicamente corrigidos pela adi¢ao de uma viscosidade de escala extra.

Condigao 4: Uma Relacao do Balanco de Energia Global.
A conexao entre a descricao matemaética mais geral de escoamento de fluidos e a
fisica de movimento do fluido é através da desigualdade de energia global para a

equagao de Navier-Stokes (ENS). Definamos

1
kpns(t) = §/|u|2dx,
Q
eens(t) = V/|Vu|2dx,
Q

PENS(t) = /f-udx,
Q

onde kgys € a energia cinética da ENS, egng é a taxa de dissipacao de energia da
ENS e Pgys € a energia potencial da ENS.

A desigualdade de energia estipula o seguinte:

t t
kENS(t)Jr/ eens(t') dt’gk;ENS(o)Jr/ Pgns(t')dt'.
0 0
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Definamos

1
Entodero(t) == = /!W\de+52/\Vw\2dx ,
2 lJa Q
€Modelo(t) = I//|VW|2dx+1/(52/|Aw|2dx,
Q Q

PModel0<t) = / f- dea
Q

onde Knsodelo, €Modelo € Priodelo S0 @ energia cinética, a taxa de dissipacao de energia
e a energia potencial do modelo, respectivamente.
A condigao necessaria associada ¢ que a solu¢ao do modelo (2.11) satisfaca o balango

de energia global relacionado,

t t
kModelo(t) + / 6Modelo(t/) dt/ S kModelo(O) + / PMOdelO(t,) dt,7 (213)
0 0

e que quando 6 — 0,

Enodelo — kENns,
€Modelo — €ENS,

PModelo — PENS-

Condicao 5: Consisténcia da Modelagem.

Em estudos computacionais a consisténcia da modelagem é freqiientemente chamada
de precisao e é avaliada experimentalmente como segue. Um campo de velocidade
u ¢é obtido ou de uma Simula¢do Numérica Direta (DNS) com nimero moderado
de Reynolds ou de dados experimentais e u é calculada explicitamente. Depois, a

consisténcia da modelagem ¢ avaliada a posteriori calculando-se
|| R<u7u) - S(ﬁaﬁ) ||

A informagao sobre a consisténcia pode (e deveria) também ser obtida a priori. Por
exemplo, para a parte flutuante de u, a consisténcia do modelo poderia ser expressa
pelo modelo total possuindo uma propriedade de suavidade.

Para os componentes suaves de u uma condig¢ao razoéavel é que

| R(u,u) — S(T1)|| < C(u)6° (2.14)
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para u suave e para a > 2.
A razao da restrigao o > 2 é que para u suave, || R(u,u)|| < C(u)d? ie. a=2¢
minima para a consisténcia.
A expressao de consisténcia (2.14) para uma solugao fraca Leray-Hopf u da equagao

de Navier-Stokes é

T
/ || R(u,u) —S(u,u)|*dt -0 quando § — 0.
0

Condigao 6: Existéncia de Solugoes para Dados Grandes e para Tempo
Longo.

Sabe-se que as solucoes fracas globais no tempo, das equagoes de Navier-Stokes exis-
tem para dados grandes e nimeros de Reynolds arbitréarios,|9]. Um modelo para que
w aproxime u deveria no minimo preservar essas propriedades. Na verdade, ji que
u é mais regular ou mais suave que u, o modelo para w deveria ter propriedades

matemaéticas mais apropriadas do que as equacgoes de Navier-Stokes.

Condigao 7: Suavidade.

Dada uma solugao fraca u para a equagao de Navier-Stokes, sua média local satisfaz:
ueC*(), vt >0.

Como w = u, uma condi¢ao razoavel (e minima) é que a solu¢gdo w para o modelo
seja suficientemente regular, i.e., para 0 > 0, que a solucao fraca do modelo, w, seja
uma solugao forte unica globalmente, e a desigualdade de energia do modelo (2.13)

seja na verdade uma igualdade de energia.

Condicao 8: Consisténcia no Limite.

Quando 0 — 0, @ — u, tem-se uma solucao fraca da equacao de Navier-Stokes.
Assim, duas condi¢bes minimas para ter consisténcia (a segunda estudada em [23])
sao:

Quando § — 0, existe uma seqiiencia §; tal que w(d;) — u, uma solugdo fraca da

equacao de Navier-Stokes, e se uma solucao fraca u da equacao de Navier-Stokes é
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suficientemente regular e ¢ tinica, w — u quando ¢ — 0.

Condicao 9: Verificagao.
J& que a precisao de um modelo ¢é avaliada experimentalmente checando se || R(u, u)—
S(u,u) || é pequeno, esta necessidade implica que ||@ — w || seja pequeno. Em ou-

tras palavras tem-se
[T = wWllzeom2e) < Cl|R(u,u) = S(W,°) [[r20m;22(0)) + L(9),

onde L é um termo que depende de ¢ que satisfaz L(d) — 0 quando 6 — 0.

Condicao 10: Precisao.

Uma solugao fraca u da equagao de Navier-Stokes satisfaz
|td—w]| — 0 quando d — 0.

Condigao 11: Condigoes Experimentais Importantes.

Em experimentos com um minimo de algoritmos ou modelos afins, a solugao do mo-
delo deveria mostrar: o espectro de energia k’g, turbuléncia isotrépica homogénea
e com k., o nimero de onda de corte, modificado apropriadamente, estatisticas de
canal de fluxo turbulento e alguns funcionais turbulentos importantes dirigidos por

interacao de um fluxo laminar com uma fronteira complexa maior.
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3 O OPERADOR G, ALGUMAS
PROPRIEDADES DO GAUSSIANO E DO
FILTRO DIFERENCIAL

3.1 O operador GG

Definigao 3.1.1. Define-se o operador G := (I — §*A)~! : L*(Q) — H*(Q) N
HY(Q) C L*(Q) como Gé = ¢ e a sua norma por:

G
Gl = sup IGoll
ser2q) ol
370

Lema 3.1.1. O operador G é compacto, auto-adjunto, positivo definido e satisfaz

1G]l <1

Demonstragao.
Consideremos u, v € L*() que satisfazem (2.2), entdo esta garantida a existéncia
de U, v.€ H*(Q) N HJ (). Multiplicando (2.2) por u e fazendo uso das formulas de

Green tem-se:

(—PAV+v, 1) = (v, 1),
(*°Vv, V) + (v, 1) = (v, u),
(v, =6*Au) + (v,u) = (v, 1),

(v, —6*Au+u) = (v,n),

V,u) = (v, 1),

ou seja, (Gv,u) = (v, Gu), Vu, v € L*(Q), mostrando que G ¢ um operador

auto-adjunto.
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Multiplicando (2.2) por V e integrando sobre () tem-se:

(—PAV+V, V) = (v, V),
(8*°VV, VV)+ (v, V) = (v, V),

CIVVIF+IFIE = (v, 9),

dai tem-se que (v,Gv) = (v, V) > 0, com igualdade acontecendo apenas para
v = 0, provando que G ¢ positivo definido. Além disso, de &*|| VV > + || V[]* <
SV + [¥][? em Q, tem-se que ||V ][|? < i||v|[* + 5|[¥]]*>. Simplificando essa

expressao tem-se :

e de acordo como a Defini¢ao 3.1.1, tem-se que || G || < 1.

Para mostrar a compacidade do operador GG considera-se uma sequéncia limitada
{wi} C L*(Q), assim tem-se que {Gw,} C H*(Q) ¢é limitada, logo pela definigao
1.2.1 e usando o teorema de Rellich 1.2.3, o qual nos garante que existe {G'wy, }

convergente em LQ(Q), mostra-se que G' é compacto. O]

3.2 DMotivacao para o uso do Filtro Diferencial

Aqui seré estudada a motiva¢do para o uso do filtro diferencial (2.2),
delineando como este pode ser obtido do filtro Gaussiano. Para u nao periddica

definida para x € R3, define-se o filtro Gaussiano u por
u=g;*u, (3.1)

onde

g5(x) = (i)ge—;‘zxﬁ_ (3.2)

52

Usando a linearidade da transformada de Fourier e o Teorema 1.2.2, considerando

7I'2PV2 .
A= <& tem-se que g5(K) = e’T(s'K‘Q, onde K ¢é a variavel dual da transformada

527’
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de Fourier.

Aplicando a transformada de Fourier a ambos lados da igualdade (3.1), tem-se

~

u(K) = gz+u(K) = gi(K)u(K). (3:3)

Para obter a funcao u, a primeira idéia é inverter a transformada de
Fourier do Gaussiano, i.e., 4(K) = g ' (K) ﬁ(K) Fazer isso implica resolver o
problema diretamente, mas isso traz questionamentos, pois gfg_l(K) — 0o quando
|K| — 0. Entdo a ideia é aproximar gAg_l(K), i.e., obter um método de deconvolucao
e assim obter um modelo de fecho. A propriedade do Gaussiano que é fundamental

para LES é sua propriedade de suavidade e o decaimento no infinito em K, ou seja
| 95(K) | = 0, quando | K| — oo.

E natural pensar na expansao de Taylor como uma aproximacio para g5(K), dada
por:

w262

s IK|? + O(6%).

95(K) =1 -

E possivel observar que por (3.2), |G;(K)| — 0 quando |K| — oo, mas (1 —
%P\KP) — —oo quando |K| — oo, de forma que a aproximagcao de Taylor nos
leva a um modelo que nao preserva o decaimento do Gaussiano. Assim é necessario

pensar em outra aproximacao. Para isto consideremos a seguinte definicao tomada
de [2]:
Definig¢ao 3.2.1. Denota-se por {L,M} a aproximagao de Padé de funcao suficien-

temente suave ou reqular, A(x), por:

PL (X)
Qu(x)’

onde Pr(x) é um polinémio de grau no mdzimo L e Qp(x) € um polindmio de grau

{L,M} =

no mdximo M, sendo os coeficientes de Pr(x) e Qu(X) determinados através da

equacao:
DX — L0 gt
= Qu(x)

onde a; sao os coeficientes da expansao em série de poténcias de A(X) .
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A mais simples aproximagao da exponencial que preserva a propriedade
de decaimento no infinito em |K| é a aproximacao de Padé {0, 1}-subdiagonal |2, 34]

e segundo a tabela dada em [2]| tem-se

1

~
~

14+ x

—X

Fazendo a expansao de Taylor do Gaussiano g5 tem-se

7252 5|2 7r252 F4g4
) 2 4
e 6 =1-—|K["+ —|K|*"+ ...,

KPR

e analogamente a expansao de T resulta em

o
1 7262 ot
1+ =~ |K]|

Subtraindo as duas igualdades tem-se

454
e P
1+ == |K|?
que pode ser escrita como:

PR o),
1+ =2 K[
Desta maneira pode-se escrever a fungao g3(K) como
1

GHK) = e K
gg = € = ————
1+ Z2 K2

+0(0%).
Substituindo este resultado em (3.3), tem-se

-~ J— - - 1 ~
u(K) =gz xu(K) = :(K)u(K) =~ WU(K)

e aplicando-se a transformada inversa resulta em
~ —1
252
U~ (1 - ”6 A) u. (3.4)

Considerando § = \7;—% em (3.4), tem-se:

u=~(1-0°A) "y, (3.5)

o que seria a versao de (2.2) para fung¢oes nao periddicas.
Isto pode ser usado para construir um modelo para as pequenas escalas (SGS,

Subgrid Scale ) seguindo [10].
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3.3 Algumas Propriedades do Filtro Diferencial

Nesta se¢ao algumas das propriedades do filtro diferencial sao demons-
tradas. Sabe-se que (2.2) admite uma tnica solugao u € H}(Q). A formulacao
variacional (fraca) de (2.2), leva ao seguinte problema: Encontrar u € Hj(Q) tal
que:

S(Vu, Vv)+ (u,v)=(u,v), Vv e Hy(Q) (3.6)

Como €2 é convexo, entao tem-se que u € H?(R2), ver Grisvard [17], Teorema 3.2.1.2.

Os seguintes dois lemas dao estimativas para algumas normas de u.

Lema 3.3.1. Para toda u € L*(2), a solugio de (3.6) satisfaz
oYl Au +o*f va|® + [[al* < 5fu|®. (3.7)
Além disso, existe uma constante C(Q) tal que

oflully < C(2)[full (3:8)

Demonstragao.

Considerando v =1 em (3.6), tem-se
*(vVu,vu)+ (u,u) = (u,u)
clval*+af* = (uwu)

e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Cauchy na tdltima

igualdade,
20 vrag |2 —= 12 — Lo 1o
offfvalm + =l < fralilimll < Slall” + S l1=] (3.9)

De (3.9)
[al < lluf, (3.10)

substituindo (3.10) em (3.9),

OPIIVE|® + [ < JJulf®. (3.11)
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Além disso, de (2.2), aplicando a desigualdade triangular e (3.10)
Pllau| = [lu—al < [fuf + =] < 2[ul,
elevando ao quadrado a tltima desigualdade,
5 AT 2 < 4lfu. (3.12)

De (3.11) e (3.12), obtém-se a prova completa da estimativa (3.7).
Da desigualdade de Korn,

[l < c@)vall, vue H'Y(Q)

e da estimativa (3.11) segue || VT || < ¥|ul|, substituindo isto na desigualdade de

Korn
1
Jufls < €)= ull

Multiplicando por ¢ a ambos lados da desigualdade obtém-se a prova da estimativa

(3.8). 0

Lema 3.3.2. Para toda u € L*() existe uma constante C () independente de &

tal que
Ialls < C(Q2)672[lull. (3.13)
Demonstracgao.
De (2.2) segue que,
_ 1 —
—Auzﬁ(u—u) € Q, (3.14)

(u—u)
52 -

i.e. 1 é a solucao do problema de Poisson com lado direito
O operador Laplaciano —A : FQ(Q) C H(2) — H(Q) é um operador linear limitado
e é um isomorfismo, ver Teorema 3.2.1.2. em Grisvard [17], ou Girault e Raviart
[16], no Capitulo I, Observagao 1.2. Uma aplica¢ao do Teorema da Aplicacao Aberta
garante que

(AL H(Q) — HA(Q) C HOQ)
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¢ um operador linear continuo e limitado. Conseqiientemente, existe uma constante
C' = C(Q) tal que
[ulz < C|Aul

para cada u € ﬁZ(Q) C H(Q). De (3.14) e aplicando a desigualdade triangular

segue,
_ c(Q) _ C(Q) _
Il = =5~ u -l < —=(llull+[I@l),
e usando a estimativa (3.10) prova-se o lema. [

Teorema 3.3.1. Seja § constante (nao varia com a posi¢ao ). Entao,

(a) Sob condi¢oes de fronteira periddicas, se u € L*(2),  — u quando

d— 0, ie,|lu—1a|| = 0.

(b) Sob condi¢oes de fronteira periddicas, se u € L*(Q) e Vu € L*(Q)

entao |[u —1l|; — 0 quando § — 0.

(c) Se o campo de velocidade u tem energia cinética limitada, entao também

o temu:
[Tl < lull-

(d) Sob condigdes periddicas, filtragem comuta com diferencia¢do:

olel ol
oxo (Gxa u) '

(e) Sob condigdes periddicas, parau suave, u = u+QO(§?). Especificamente,

ju—1|| < CH®||ull, para ue€ H*(Q).

Demonstragao.

Seja Z3 = {m : m = (my, my, m3) onde my, my, m3 € Z}.

Prova de (a):

Usando o fato que a funcao u é 27-periddica entao u pode ser escrita como

u(x,t) = Z Crn ()™,

meZ3
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Pela hipétese tem-se que u € L*(2), o que implica que |[u]] < oo e, usando a
Identidade de Parseval, temos
D 1Cm®F = [lulf? < oo (3.15)
meZ3
Analogamente tem-se para u
U(x,t) = »  Dm(t)e™>
meZ3
De (2.2) tem-se

SN

Pl = T o O

mas como o termo P2 < 1, tem-se

1
1102[m[?
[ Din ()| < [Caa(t)]-

Entao afirmamos que [[@| < oo, pois

=Y Du®P < Y [Cul®)f = [u]*

meZ3 meZ3

Tendo essas consideragoes e usando a Identidade de Parseval tem-se

lu—T® = ) |Cm— Dl

meZ3
1 2
- - ———| [Cul,
2 | T | O
B 52|m|2 2
meZ3

Considerando que

62|m? 2 )
T5ozm ) |Oml" =0 auando 6 =0,

5?|m|? 2
—— | [Cul® < 1Cul’,
(1 + 02|m|? [Conl” < [Conl
e sabendo que Y s [Cin(t)|* é convergente por (3.15) e como um somatoério pode

ser interpretado como uma integral, entao aplicando o Teorema de Convergéncia
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Dominada de integrais para o somatorio, tem-se
52’m‘2 2
1' =12 — 1 Z R el B 2
meZ3

52’”]‘2 2
= i —_— Cm 2l =0.
0 (1 +52|m|2) [Co

6—0
73

me

Prova de (b):

A prova sera feita usando o mesmo fato considerado na prova de (a).

Vu(x,t) = Z imCi, (t)e™ >

meZ3

Pela hipotese tem-se que u € L*(2) e Vu € L*(Q2), logo u € H*(Q) e conseqiiente-
mente tem-se

lafly < oo = [lu* + [[Vu]* < oo,

e usando a Identidade de Parseval tem-se

Y Cwl + D imCy* < o

meZ3 meZ3

E possivel verificar que |[T]|; < oo, através da comparagao das séries > s [im Dy, |?
€ > mezs [IMCy|?. Como ||u — 1|} = [Ju—Tl® + |[V(u — @)|]?, entdo mostrar
que |[lu —a|l; — 0quando § — 0 é equivalente a mostrar que [|[V(u — )| —
0 quando 6 — 0, pois usando o item (a) tem-se que ||u —u|| - 0 quandod — 0.

Usando a Identidade de Parseval tem-se

IVu-m)* = ) [imCn —imDu|*,

meZ3
m 2
= g mCy, — ——C
m 1+52‘m|2 m )
meZ3

52|m|2 2 . 2
— Z (—1+52|m|2) limCiy |~

meZ3
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Considerando que limCp|? < oo e

meZ3

2lmf> \* ,
m limCp|* — 0 quando § — 0,
m

0*|m/? ’ 2
—_ imChy|? < limCiy|?
(1 +52|m|2 | m| — | m| )
e da mesma forma que foi feita em (a), aplicando o Teorema de Convergéncia Do-
minada de integrais para o somatoério, tem-se

i V-0 = tm S (22 ) e,
lim u—1u = lim 3 B imCy,

6—0 1+ 52|m
meZ

52|m|2 2 »
(m) mCmf*| = 0.

= lim
6—0
Z3

me

Prova de (c):
A prova de (c) é obtida diretamente de (3.6) e ja foi mostrada em (3.10).

Prova de (d):

Chamando B = 2 para qualquer valor de ||, tem-se

ox«

u—5°Au = u, por(2.2)
Bu — B&*Au = Bu,

Bu—§’ABu = Bu.
Chamando w = Bu, de (2.2), tem-se que o problema
w — 0°Aw = Bu,

com condic¢oes de fronteira 2m-periddica, tem solugao tnica dada por w = Bu.

Assim tem-se que Bu = Bu.

Prova de (e):
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Usando o operador G, temos Gu = U ou, equivalentemente, U — §2AU = u, porém

lu—g|? < [ -éAT|P
< §'flAT|f
= Y| Aul|?>, pois a operacao de filtragem comuta com a diferenciacio
< C16*||Aulf’, pela parte (c)

< GG ot |ull,
dai que temos:

lu—1] < C&|[ull, ue HXQ), C=+/CCs.

]

Definicao 3.3.1. Seja u a velocidade do fluido e U sua respectiva funcao filtrada,

define-se a flutuacao turbulenta u’ por v’ :=u — u.

O seguinte lema é 1til para estimar os tamanhos dos termos individuais
a serem modelados e permite comparar (2.10) com o modelo de Bardina (2.8). Como
u=T1u+u tem-se

u=uu+uu +uvu+uu. (3.17)

Lema 3.3.3. Em (3.17), para u suave, tem-se

u

o(1)

=]
|

au +uvu = 0% e

vu = 0.

Demonstragao.

Como u é suave e |[]| < ||ul| pelo Teorema 3.3.1 , tem-se que |[u]| < C'(u) = O(1),
o que mostra a primeira igualdade do lema.

Como U = O(1) tem-se que Au = O(1) e sabendo que W = u — U = §*AuU tem-

se que v’ = O(6?) portanto uu’ + u'w = O(6?) com o qual verifica-se a segunda
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igualdade.
Sabendo que se u’ = O(4?%) tem-se que u’u’ = O(¢*), prova-se a tltima igualdade

do lema. O

Observacao 3.3.1. O modelo de Bardina (2.8), aproxima dois termos em R en-
quanto (2.10) s6 um termo em R. Além disso, na expansio de R até O(1), O(5?)
e O(6%) temos R(u,u) =

qu-—uu+ (uw +uT) +u'd, (2.10) € também a apro-
zimagao mais simples de O(6%), quando os termos de O(6%) e de ordem maior sao

descartados.
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4 ESTIMATIVAS

4.1 Estimativa Basica

A principal estimativa é dada no seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (Estabilidade de w). Seja f € L*(0,T, H'(R2)). Se (w,q) €

solugao de (2.11) entdo tem-se que w satisfaz
w e L>(0,T; H'(Q)) N L* (0, T; H*(Q)) .

Demonstragao.

Multiplicando (2.11) pelo termo w — 62Aw, e integrando em €, tem-se

(Wi + V- (WW) —vAw + Vg, w — ’Aw) = (f,w—§?Aw).

° (wt, W — 52Aw) = (w,w) — 0% (W, Aw)

1d

= L - v aw)

. 1d 2 2 2/ ow

= 53 |lwl||* + 0 (Vwy, VW) — 6 agwtan as
e

=0
C1d, ., 8%d ,
= Sy wlm+ 52 IVwll™.
o (—vAw,w—8Aw) = —v(Aw,w)+vd* (Aw,Aw)

V|| Vwl|® — v w45 v |Aw]?
P
o0 n

=0
= v|Vw|]® + vo? ||Aw].
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e (Vg w—0Aw) = — (¢, V- (w—5Aw))
= (g A(T W),

= 0

o (fw-oaw) = (f,w—Aw)
— (r.w-5aw)
= (f,w— §*°AW)

=w por (2.2)

= (f,w).

o (V-(ww),w-—45Aw) = (W,W—(VAW)
= (V- (ww),w—=97Aw)
= (V- (ww),w—5AW)

=w por (2.2)

= (V- (ww),w)
= b(w,w,w) jd que w € V(Q)

= 0 (pelo Lema 1.2.1).

Assim temos

Lo+ Z L w o VWl 4 v AW = (W)
2 dt g gz v I VIV e iawil = AL W

e, integrando no tempo, obtemos
1 2, 0° 2 ! 2 2 2 /
5 IWIT+ S IVWIF| + [ {vIVw]™ + v [Aw|["} dt
1 , o2 0 , ¢ (4.1)
- [+ S vl + [ ew)
2 2 0

ja que w(x,0) = Tp(x).

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré-Friedrichs e Young no tltimo
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termo da igualdade (4.1) tem-se, para € > 0

t t
/O<f,w> at < /Oufuuwndt'

t
< ch/ 8 1wl d#

C
/ < PF||f||2+CpF€||VW||2) dt'.
0

Assim da equagao (4.1) tem-se a seguinte estimativa:

IA

1 52 t )
I+ S| + [ (= Cor ) [TwI + 8 aw]}

9 4.2)
1, 6 C (
< [l + 5 1wl + <2 [ japar
De (4.2), escolhendo € = 57— tem-se
1 2, 07 2 ' 2
S Iwl + 5 ||un [ AG IV o0 A}
(4.3)
{— ool + 2 ||V110|| |+ Le [
0 que prova o lema. ]

4.2 A Familia Gy de Operadores

4.2.1 Modelos de Deconvolugao

Conforme Germano [12], o filtro diferencial, parece dispensar a decon-
volugdo: pode-se escrever exatamente ¢ := (I — 02A)¢, o que levaria ao modelo

exato para u dado por:

u+V-((I-8cA)u(l—-82A)u)-vAu+Vp = f (4.4)

sob condi¢oes de fronteira periddicas. Um problema em usar o modelo de deconvolu-
gao exato (4.4) para predizer U é que da transformacao da equagao de Navier Stokes
em (4.4) nao ha perda da informacao. Desta maneira, nao ha razao para acreditar
que (4.4) possa ser aproximada com menos graus de liberdade do que a propria

equagao de Navier Stokes. Outra dificuldade com (4.4) é que qualquer modelo que
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aumente a ordem da equagao diferencial devera ser apresentado com condigoes de
fronteira extras. Assim, para problemas nao periodicos, modelos tais como (4.4)
mudam o problema essencial de fecho interior para problemas mais dificeis de espe-
cificar, como condigoes de fronteira incluindo derivadas de alta ordem da velocidade
turbulenta na fronteira. Logo, deconvolucao aproximada, na qual havera perda de

informacao, é utilizada.

O método de Van Cittert de deconvolugao aproximada (ver [5]) constroi
uma familia G de inversas para G' como segue. Se G = [ — (I — (), uma inversa

para G pode ser escrita como a série de poténcias,

o0

> I-a)

n=0
Truncando esta série obtém-se, para N > 0 inteiro,

N

Gy=>» (I-G)" (4.5)

n=0
Denota-se por Gyu a N-ésima aproximacao de G~1. As primeiras trés aproximacoes

sao dadas como segue:

u ~ Gpou:=u (extrapolagao constante em o)
u ~ Giu:=2u—1u (extrapolacdo linear em §) (4.6)
U~ Gou:=3u—3u+u (extrapolacdo quadratica em 0)

Logo, o caso N = 0 corresponde ao modelo (2.11), o mais simples da familia.

Lema 4.2.1. O operador Gy : L*(2) — L*(Q) € inversivel, autoadjunto e positivo
definido.

Demonstragao.
O operador G : L?(Q) — L*(Q) é compacto, autoadjunto, positivo definido e
|G|| < 1, ver Lema 3.1.1. Seja hy(x) = SN (1 — x)". Pela defini¢io de Gy

tem-se que

Gy = hn(G)
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e como hy é positivo em [0, 1], intervalo que contém o espectro de G, tem-se que
Gy é também um operador autoadjunto e positivo definido.

Como hy(x) < SN 1" = N + 1 e como hy(x) > 1 para x € [0, 1], tem-se que o
espectro de hy(G) esta contido no intervalo [1, N + 1. Equivalentemente o espectro
de G esta contido no intervalo [1, N + 1]. Consequentemente Gy é inversivel e o

espectro de Gy esta contido no intervalo [7>1]- O

Lema 4.2.2. Para u suave a deconvolu¢ao aproximada (4.5) tem erro de consistén-

cia O(§°N+2),
u— GNﬁ — (—1)N+152N+2AN+1GN+1ﬁ7 (47)
localmente em ). Além disso,

la— Gyl < 842 vy,

Demonstragao.

Seja A := (I — G), que satisfaz

Au=(I-Gu=GG - DHu= (-0 (I~-35A)-1u
= (I —6°A)"(=6%Au) = —6*Au.

Definindo e := u — Gy, e de acordo com a definicao de Gy, tem-se
u=u+Au+ Au+.. +ANu+te (4.8)
Aplicando o operador A em ambos lados da igualdade (4.8) tem-se
Au = Au+ A%u+ A%+ ...+ AV A+ Ae (4.9)
e, subtraindo (4.9) de (4.8), tem-se
(I —Au=u—A""a+ (I - Ae,

ou, equivalentemente,

Gu =1 — AVt + Ge.
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Como Gu = 1, tem-se Ge =€ = AN*T1q.

Aplicando G~ = (I — §?A) a ambos lados tem-se
(I — 32A)Gu = (I — AT — (I — B2A) AN 4 (I — 52A)Ge,

que € 0 mesmo que

e= ANy,
e de onde se tem a seguinte identidade
GyG=1—(I-G)N.
Lembrando que Au = —§%2Au entao AV Tlu = (—§2A)V T4, assim tem-se
e=u— Gyi = (—0?A)NTIF = (—1)NHZNHFD AN+,
finalizando a prova da igualdade do lema.
Para provar a desigualdade, tem-se
lu—Gyal| = [|(-)¥HEVHIAN ]|

52(N+1) | | AN—i—lﬁ ||

IA

G| vz

]

O Lema 4.2.2 mostra que Gyt da uma aproximacao para u com preci-

sao O(6*N*2) numa regidao de fluxo suave, o que justifica sua utilizagdo em
V. (uu)=V-(GyuGyu) + O(5*"*?).

De acordo como foi definido o tensor de Reynolds R(u,u) em (2.6), a aproximagcao

fechada é equivalente para o modelo do fecho
R(u, 11) %RN<ﬁ,ﬁ> = GNﬁGNﬁ—ﬁﬁ. (410)

O tensor de Reynolds R(u,u) é reversivel e Galileu invariante (R(u,u) = R(u +
U,u+U) onde U é vector arbitrario uniforme no espago e constante no tempo). Na

continuagao mostra-se que o modelo (4.10) tem as duas propriedades.
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Lema 4.2.3. Para cada N=0,1,2,... 0o modelo de fecho (4.10) € reversivel e Galileu

muvariante.

Demonstracgao.
A reversibilidade ¢ imediata. Galileu invaridncia segue notando que Uw = Uw e

também Gy (Uu) = UGy(u). Usando estas e outras propriedades andlogas tem-se

V'RN(U+U,U—|—U) =

v [GNuHJ Gy+U)— (u+U)(ﬁ+U)}
= V. [GyuGyu+UGyu+GyuU +UU — (u+U)(u+U)]
V- [GyuGyu—uu]+ (V-Gyu)U+UV-Gyu

jaquev-ﬁ:V-GN(ﬁ):V-GNﬁZO,UU:UUGV'(UU):O. O]

4.3 Os Modelos e a Existéncia de Solucoes Fracas

Definicao 4.3.1. A forma forte do modelo de Stolz-Adams que serd analisada neste

trabalho é a sequinte: Encontrar (w,q) tais que

w € HQ(Q) NH(Q), para quase todot € [0,T]
w € HY0,T), para quase todox € (4.11)
q € HYQ)NL3Q), sete(0,T]

wt+V‘<(GNW)(GNW))—1/Aw+Vq = f em (0,7) xQ,
V- =0 0, 7] x €,
v m (0, 7] (4.12)
Wl = Uy emQ,

Joaqdx = 0 em (0,T].
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Definigao 4.3.2. Sejam £ € L*(0,T; V') e wo =1 € ﬁQ(Q). Uma fun¢ao mensu-

ravel w : [0,T] x Q — R3 € uma solugdo fraca de (4.12) se

w e L2(0,T; H (Q) N L=(0,T; H(Q)) (4.13)

/0°° [(W %2 —~ U(Vw, V) - ((Grw) (GNW)7¢)] dt
= [ €0yt~ (w0000, v € D).

0

(4.14)

Lema 4.3.1. Seja w € L*(Q2), entdo a fungdo
I llay = L7(2) = R

definida por

HWHGN = (W>GNW)1/2

€ uma norma.

Demonstracao.

Sejam o € R e w como na hipotese.

e A propriedade de ser nao negativa segue do fato que a familia de ope-
radores (G)y € positiva definida (ver Lema 4.2.1).
|Wllgy = (W,Gyw)Y?2 =0 & w=0ouGyw = 0.
Como o nucleo do operador Gy é w = 0 para cada N, pode-se concluir
que

|Wlley =0 & w=0.

o [law|[g, = (aw,Gyaw) = (aw,aGyw ) = a*(wW,Gyw ),
ou seja,

l|aw||lay = o] || W]|lay, YW EL*(Q) eaekR.
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e Aproveitando a propriedade que Gy é positivo definido e autoadjunto,

/2 .
G N/ existe e tem-se

(w,Gyu) = (G}fw,G}\{Qu) Vw, u € L*(9)

W%, = (w,Gyw) = (Gy°w,GY’w) = ||GY*w %, (4.15)

onde GJI\{Q preserva as propriedades de Gy .

Assim, considerando w, u € L*(Q) arbitrarios tem-se

lw+ullg, = (w+u,Gy(w+u))
= (w+u,Gyw+ Gyu)
= (w,Gyw)+ (u,Gyu) + (w,Gyu) + (u,Gyw)
= [wllg, +llullg, + (w,Gyu) + (Gyu,w)
= [[wllgy +lullz, +2(w,Gyu)

1/2 1/2
= [|w|k, +]lull, +2(GY w, Gy u)

1/2 1/2
< lwlE, +llullz, + 2l GYPw|]| Gy ull

= NIwlley +1lulléy + 2l wlley [lulley

= (Iwlley + llullay ),

ou seja, |[w +ullgy < [[wllay +|[ullay,

provando que || - ||¢, ¢ uma norma. O

Lema 4.3.2. A norma || - ||y definida no Lema 4.3.1 € equivalente a norma || - ||.
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Demonstragao.

Com efeito,

Iwllc, (w,Gyw)

IN

W [ Grw ]

< lwlllGu [l w]

= |IGxlllIw]]*

IN

Crlfwlf?,

ja que || Gy || < C1. Assim, tem-se || w ||g, < C||w]|, com C = +/C}.

Como w = G;,lm G%z w, tem-se

—1/2 1/2
Iwl < Gy GRw

—1/2
= Gy W ey

Assim, tem-se ||w|| < a||w ||y, com [|G5"?|] < a, o que completa a prova do

lema. O

Lema 4.3.3. Se w € uma solugao forte de (4.12) como na Defini¢ao 4.53.1 entao w

satisfaz a sequinte desigualdade de energia:

1 52 v t t
SIW O, + SITWOE, +5 [ IVw(lE, ds+ o8 [ lawo)l, ds

T
SK(/O ||f<s>||21ds+62||onr|éN+|er||éN),
(4.16)

para todo t € [0,T] com K:max{ o2 7%} e Wy = .

Demonstragao.

Multiplicando (4.12) pela fungao teste ¥ := (I — §?A)Gyw, tem-se

(wt + V- ((Gyw) (Gaw) ) — vAW + Vg, (I — 52A)GNW> = (£.(I - ®A)Gyw)
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e usando o fato que:
o (Vq,(I-8A)Gyw) = —(q,V-((I—-86A)Gyw))
= —(¢.(I = 8A)Gn(V-w))

= 0,

o (F.(I-0A)Gyw) = (f, = 52A)GNW>
— (£.(1 - A)Tw)
= (f7 GNW) )

o (V- (GrwI G, (1 - 58)Gaw) =

= b(GNW, GNW, GNW)

= 0, pelo Lema 1.2.1,
tem-se
(wi, (I = 8A)Gyw) + (—vAw, (I — 8*°A)Gyw) = (f,Gyw),

ou equivalentemente,

1d 6% d
§EHW||2GN+EE(VW,VGNW)—FV(VW,VGNW)+IJ(52(AW,AGNW) = (f,Gyw).

Usando a propriedade que o operador Gy comuta com a diferenciacao, tem-se

1d 6 d

Sl + SN TWIR vl Vw |, + s Aw [, = (£, Gyw)

e integrando a igualdade obtida em [0,¢], onde 0 < ¢ < T, fica-se com
1 t d 52 t d t
3 | G I ds+ 5 [ VW oy ds v [ 119w, ds
t

+1/52/0 HAW(S)HQGNds—/O (f(s), Gnw(s))ds,
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1 62 t t
SO+ SV [y + v [ 1Vw(s) [ st 08 [ ] Avw(s) |,

t 1 52
= [ (1w s+ gliwal, + Sl Vol

(4.17)

mas, usando as desigualdades (1.2) e a de Young com € > 0, tem-se

/O (£(s), Gyw(s)) ds < / ()| [V Garwis)]| ds
- / £(5) |1 |Gy V' (s)]| ds

<[RGN T s
< [ (IR IGE + dIvw? ) ds
<

Gl [ > ' 2
e /) [£(s)[|21 ds + € i [Vw(s)||"ds
HGNH2 ! 2 ! 2
< [£(s)[|21 ds + Ce | [[Vw(s)l[c, ds,
0 0

onde C' é uma constante tal que ||[Vw(s)|| < C||VwW(s)||ay-

Substituindo isto na igualdade (4.17), chega-se a

1 52 t t
SIWO I + S VwO) [+ [ 19w(s) [, ds 08 [ ][ Aw(s) [, ds
52

G 2 t t 1
< lIGnIl® 4NH / ||f(s)||2_1ds+C’e/ ||VW(S)||2GNds+§||W0||éN+E||vWO||éN’
€ 0 0

3 __ Vv
logo, considerando € = 35 tem-se

1 62 t
SV, + SITWOE, + [ VW), s
5 [ Naw(s)z, ds < LYE ez s+ 2 [ vwis)z, d
st [ |aw(s)f ds < S IR ds + 5 [ 9w, ds
1 2
+3llwolly + 11 Vwo |2,

Simplificando a desigualdade tem-se

1 52 v [t t
SV, + SIVw Ol + 5 [ ITWIE, ds+ 08 [ aws), d

0
CllGNl* [7 1 52
< S [ URR ds+ 5wl + 11 Twoll,.
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Como [|f(s)||*, ¢ uma funcao nao negativae 0 <t < T, tem-se que fo [|1£(s)]|%, ds <

[ 1£(s)||2, ds, portanto

1 52
SIw O, + SIVwZ, + /IIVW 2, ds+w52/ |Aw(s)l[%, ds
C’ Gn||? 52
< UG iy as + 3l wollt, + 51 ¥l

ou equivalentemente

1 52 v t t
IV, + SITWOE, +5 [ IVw(lE, ds+ o [ lawo)lf, ds

T
SK(/O ||f<s>||21ds+62||onr|éN+|err|éN),

_ CIGNIP 1
onde K = max {T, 3 (> com o qual se completa a prova.

O

Observacao 4.3.1. Como a inclusao HQ(Q) — H(Q) € compacta, a inversa do
operador Laplaciano (—A)™' @ H(Q) — HQ(Q) C H(Q2) € um operador limitado,
autoadjunto e compacto. Isto implica que existe uma base ortonormal (V;);en de

H(Q) que consiste das autofungdes do operador Laplaciano.

Proposicao 4.3.1. Seja T > 0 e V' o espago dual de V(Q2). Entio para wog €
EQ(Q) NH(Q) ef e L*(0,T;V’), existe uma solugdo fraca w de (4.12) no sentido
da Definicao 4.3.2. Esta solugio w € L2(0,T;F2(Q)) N L>*(0,T;V(Q)) e satisfaz

a sequinte desigualdade de energia

1 52 v t t
SIW O, + SITWOE, +5 [ IVw(l, ds+ o8 [ AWl ds

T
SK(/O ||f<s>||21ds+52||VW0H%,~N+HW0H2~N>
(4.18)

_ CllGN? 1
para todo t € [0, T comK—max{ S ,5}.

Demonstragao.
Na prova usa-se o método de Faedo Galerkin e segue-se Galdi [9]. Levando (4.12) a

sua forma variacional tem-se:

(%_Vtv + V- ((Gyw) (Gyw)) — vAw + Vq,v) = (f, V) . YW eVv(Q). (4.19)
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Usando as identidades de Green tem-se:

(Grov) + (- (@wIGaw)v) - (rdw) + (Tav) = (Ev)

(aa_;"’v> + (V- ((Gyw) (Gaw))v) + 0 (YW, V) + (0.9 V) = (Ev),

obtendo assim uma expressao equivalente a igualdade (4.19):

0 _
(a—‘;v,v) + (V - ((Gyw) (Gyw) ),V) +v(Vw,Vv) = (f,v). (4.20)

Seja {W;}; € D(2) de H(2) uma base ortonormal formada pelas auto-
fungoes do operador Laplaciano, onde a existéncia da base é explicada na Observacao

4.3.1, e seja S = span{¥;},_, . Definamos uma solugdo aproximada de (4.20) em

.....

Sy; isto é wy, € Sy, dada por

wi(x,t) = Z i ()W (x) (4.21)

para k € N fixo, satisfazendo:

(%,V) + (V - ((Gnwg) (Grwyg) ),V) +v (Vwi, Vv) = (F,v). (4.22)

Como a igualdade (4.22) ¢é valida Vv € V(Q), em particular, também ¢é vélida para

a autofuncao W, :

<%,xpr) (V- (Cw) @vwi) ) 0, ) + v (Vwi V) = (E.0,), (4.23)

onde r =1,...,k. Fazendo o mesmo com a condi¢ao inicial, tem-se

(Wi(x,0),¥,) = (wo,¥,) Vr=1,... k.
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Mas, como wg(x,t) = Zle Ner (1) V,.(X), tem-se que:
ow 0
o (a—tkﬂl’v) = &an%?%)
=1
k
d
= Z\:[IZ ‘Ijr
DURIRS

=1

~

dnpi
- (2 \If\If)
k
= Z LD, )
=1
_ d77k
dt

k k
o (V(Gywo)(@ywi))w,) = (v (G ) (G o)) w)
= (Z nkznkj GN\I/ ) (GN\II]) )7 \Pr)

zyl

S s (V- (GE G, 0,

i,j=1

k
o (Vw,, V¥, = (vznkiqfi,vqu)
i=1
k

Z Nki (V\I/l, V\I/T) .
i=1

Logo, substituindo isto na igualdade (4.23), tem-se

dny. k k -
WZ > i (V- (Gr) (Gh¥)), 0, ) + 0 > (V8. V) = (£, 0,)
i=1

1,7=1

ou, equivalentemente,

k k
dnkr ra
e D apinig + Y awny = £ (4.24)

ij=1 i=1
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com condigao inicial

k- (0) = Cor, (4.25)

onde a5, = (v NERDIERD) )\1:) a = v (VU, VT, £, = (F,1,), Gy =
(wo, V) comr=1,... k.

Consequentemente, tem-se que os coeficientes 7y, satisfazem o sistema de equa-
¢oes diferenciais ordinarias (EDO) (4.24) com condigdes iniciais (4.25) e como f, €

L?[0,T) para qualquer r, tem-se que (4.24) tem uma tnica solugao perto de 0,

Nkr € Hl(oaTk)a
onde T, < T. Como wy € ﬁQ(Q) N H(Q), existe uy € H() tal que Wy = wy.
Denotemos wy(x,0) = wyg.

Para a EDO definida em (4.24) tem-se que (wWgo, ¥,.) = (wo, ¥,), para todo r =

1,..., k. Assim, tem-se
(Wk07 \Dr) = (ﬁ(]? \Ijr)a (426)

para todo r = 1,..., k. Mas wyy € Sp e S; é um subespaco invariante do ope-
rador Laplaciano. Entao (I — 62A)Gywyy € Sy e ¢ possivel substituir ¥, por

(I — A)Gywio em (4.26), de forma que

(Wko, ([ — (52A)GNWk0) = ﬁo, ([ — 52A)GNWk0)

(

= (1107 ([ — (52A)GNW]€0)
(g, (I — 5*A)Grywio)
(

Uy, GNWio).
Integrando por partes (W, (I — §2A)Grywyo), tem-se

(Wko, (I - 52A)GNW1<;0) = (Wk07 GNWkO) - 52(Wk0> AGNWkO)
= |lwiollz, + 6*(VWio, VG N Wyo)
= |lwiollz, + 6°(VWio, GnVwy)

= lwiollc, + 0*[IVWioll -
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Usando (4.15) e a desigualdade de Cauchy, tem-se

(u()aGNWkO) = (G%QUQ,G%QWM))

IA

1 1/2 1 1/2
SICN woll” + 1 GN Wil

IA

1
§HUOH%;N + QHWkOH%;N-

Portanto,

1 1

(ug, GywWio) < §||u0||%;N+§||Wko||?;N-

Consequentemente

1 1
[Wioll%, + 02V wiol%, < 5lluollf, + 5 lIwial,.

com o qual chega-se a seguinte estimativa:
1 2 2 2 1 2
SlIwolley + 071V wiolle, < Slluoll, - (4.27)

Precisamos mostrar que é possivel considerar Ty, = T. Como (I — §?A)Gywy € Si
para qualquer ¢ € [0,7T), entao é possivel substituir ¥, por (I — §*A)Gywy em
(4.23), obtendo assim

(%1 = a)6ww ) + (7 - (Gawi) Gawid ) (1 = #8)Gww)

+v (Vwk, V(I — 52A)GNWk> = (?, (I — 52A)GNWk) .

Do mesmo jeito que foi deduzida a desigualdade de energia para solugoes fortes

(4.16), obtém-se

1 62 v t t
51O, + ST, +5 [ IVwa(s)lE, ds+ o8 [ lAwi(oll, ds < b1
(4.28)

onde

T
M= K ( [ IR s+ 219w 2, + HkaHéN) (4.29)

2
eK:mM{ﬂ@Ll}

2v 72

De (4.29) tem-se que M nao depende de t e de (4.27) tem-se que M também néo

depende de k. Da ortonormalidade da familia {¥;}, em H(2) tem-se uma estimativa
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a priori dos coeficientes ny,.:

De (4.21),

(Wi, ¥;) = (inm(tﬂ%(X),%> = s
porém .

|(Wi(x, 1), Ur (%)) ] = |ner (B)] < (Wi (D),
e de (4.28),

e (07 < (Wi ()| < 2M,

consequentemente, pela equivaléncia das normas,
[ ()] < Cllwi()E,, < 20M,

para todot € [0,7),r=1,...,k e k € N, o qual implica que para qualquer k existe
uma solugao global (em [0,77)) do sistema de EDO (4.24),

Nk € WH2[0,T),

onder=1,... k.

Do mesmo jeito que em Galdi [9], usando a estimativa (4.28) é possivel mostrar que
existe uma subseqiiéncia de wy, wy;, a qual converge fracamente em V/(€2) e unifor-
memente em ¢ para uma fungdo w € L>(0,7,V(Q)). Da estimativa (4.28) tem-se
que a seqiiéncia wy, é limitada em L?(0, T, FQ(Q)), o que implica que tem uma sub-
seqiiéncia wy,, convergente, a qual converge para uma funcao w’ € L*(0,7, FQ(Q)).
Tomando o limite de wy, no espago L*(0,7,L*(2)) tem-se w = w’, com o que
obtém-se que w € FZ(Q) N H(Q).

Como em Galdi [9], tomando o limite na igualdade (4.23) tem-se que w satisfaz a
igualdade (4.14). No caso dos modelos de Stolz-Adams, quando é tomado o limite,

¢é preciso mostrar que para uma autofuncao ¥, dada, o termo nao linear satisfaz,

/0 t(v (Caw) (Gawr), (I — 2A)T,) — (V- (Gyw)(Gyw), (I — 6°A)W,) ds — 0.
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Mas,

/0 t(v (Gywi) (Gawy), (I — 2A),) — (V- (Gaw)(Gyw), (I — 2A)W,) ds

t
_ / (Cowr - Gwwr, (I — 2A)0,) — (Guw -V Gww, (I — 62A)0,) ds
0

t - -
= / (GNWk . VGNWk, (I — 52A)\Ifr) — (GNW : VGNW, (I — (SQA)\IJT) ds
0

t

(Gywy - VGywy, (I — 6°A)W,) — (Gyw - VGyw, (I — 2A)V,) ds

t

(GNWk . VGNWk, \Ifr) — (GNW : VGNW, \I/T> ds

t

(Gy(wW, — W) - VGywy, U,) + (Gyw - VG (Wi — W), ¥,.) ds

1
S—

t t
S / (GN(Wk — W) . VGNWk, ‘Ifr) ds + / (GNW : VGN(Wk — W), ‘IJT) ds
0 0

-\ (Gl = w) Gy ) ds| | [ (G G (Vs = w) ) s

/Ot(GNW . GN(V(Wk — W)), \IJT) ds

< N GulP Wi = Wl 20,7, I VWil 22 0,7,02) [ W [0 +

O primeiro termo converge para 0, pois wy — w em L?(0,T, L*(2)), e o segundo
termo converge para 0 pelo fato que Vwy, — Vw fracamente em L*(0,T, L*(Q)) e
porque o operador Gy é auto-adjunto.

A desigualdade de energia (4.18) ¢é obtida da mesma forma como no caso da equagao

de Navier-Stokes, tomando o limite em (4.28). O
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5 CONCLUSAO

O proposito inicial do presente trabalho foi realizar um estudo dos co-
nhecimentos bésicos de LES, de sua importancia para o estudo de problemas de
turbuléncia, dos problemas de fecho que surgem ao usar LES e dos modelos de
Stolz-Adams. Foi através dessas idéias que decidiu-se fazer um estudo analitico de
um modelo de turbuléncia, usando os operadores Gy, dada a importancia destes
operadores, especialmente do ponto de vista computacional. Foi definida uma fun-
¢ao || - ||gy, em termos destes operadores, que ¢ uma norma equivalente a norma
usual de L?. Foi possivel entao usa-la para o estudo da estabilidade e da existéncia
de solucgoes, o que é apresentado no capitulo 4. Esta técnica é diferente do comu-
mente usado para o estudo da estabilidade e existéncia de solucoes, tornando esse
estudo claro e objetivo. Além disso, é verificado que os modelos de deconvolucao de
Stolz-Adams analisados tem interessantes propriedades em comparagao com outros
modelos de LES. Eles foram testados e as suas vantagens comprovadas nos estudos

computacionais de Stolz, Adams e Kleiser [38].

Como posteriores estudos, pode-se considerar, por exemplo, a analise da
modelagem do erro da aproximacao e a simulagao computacional, o que seria impor-
tante para a verificacao dos resultados analiticos e a aplicacao de LES a problemas

praticos.
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