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RESUMO

Este trabalho estuda o problema de análise de estabilidade exponencial da origem
de um sistema linear a tempo discreto realimentado por uma rede neural (RN) do tipo
ReLU. Primeiramente é mostrado que o sistema em malha fechada (MF) é equivalente a
um sistema afim por partes (PWA) que pode ser descrito por uma representação implícita
baseada em funções rampa. A partir desta representação, condições LMI para a certificação
de estabilidade da origem do sistema em MF operado com o controle por RN são propostas.
Além disso, as restrições de amplitude sobre o sinal de controle são levadas em consideração
na análise de estabilidade em forma de uma saturação (potencialmente assimétrica) da
saída da RN. Por fim, um exemplo numérico demonstra a aplicação das condições propostas.

Palavras-chave: Redes Neurais, Controle Preditivo por Modelo, Métodos de Lyapunov.



ABSTRACT

This work studies the problem of exponential stability analysis of the origin of a
discrete-time linear system controlled by a ReLU-type neural network (NN). Firstly, it
is shown that the closed-loop system is equivalent to a piecewise affine (PWA) system
that can be described by an implicit representation based on ramp functions. Using this
representation, conditions in the form of LMIs for the stability certification of the origin of
the closed-loop system operated with NN control are derived. In addition, the amplitude
constraints on the control signal are taken into account in the stability analysis in the form
of a (potentially asymmetric) saturation in the NN output. Finally, a numerical example
demonstrates the application of the proposed conditions.

Keywords: Neural Network; Model Predictive Control; Lyapunov methods.
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1 INTRODUÇÃO

Redes neurais e aplicações de inteligência computacional não são algo novo, a base
teórica e conceitos sobre o assunto existem desde os anos 60 (sanger; baljekar, 1958).
Porém, somente com os avanços recentes nas áreas de tecnologia da informação, em especial
o aumento do poder computacional e a otimização dos processos para gerar/obter, analisar
e armazenar dados, se tornou possível a aplicação de RNs para soluções de problemas
reais (aggarwal, 2019). Devido a isto, a utilização de RNs para o controle de sistemas
dinâmicos vem sendo amplamente explorada na área acadêmica, em especial para controle
de sistemas não lineares ou sistemas lineares sujeitos a não linearidades como a saturação
zona morta (lee et al., 2020; zhou et al., 2019; bose, 2007).

Apesar dos avanços nas áreas de inteligência computacional e do aumento do
interesse acadêmico na utilização de RNs para aplicações de controle, os controladores
baseados em RN ainda sofrem com a falta de certificação de estabilidade e segurança devido
à complexidade da estrutura das RNs. Uma possível forma de certificar a estabilidade da
origem para sistemas controlados por RN é utilizar as condições apresentadas em (yin;
seiler; arcak, 2022). Porém, tais condições são baseadas em condições de setor ao
invés de uma representação exata do sistema, o que pode acrescentar conservadorismo
na análise. Outro problema surge quando o sistema a ser controlado apresenta limitações
na sua entrada de controle: como essas restrições de amplitude do sinal de controle não
são explicitamente garantidos pela RN, mesmo que a estabilidade da origem do sistema
realimentado pela RN possa ser certificada, tal conclusão não é válida para a RN sujeita
aos limites na entrada de controle.

Com isso em vista, este trabalho propõe o uso da representação implícita baseada
em rampas para sistemas afins por partes (PWA, do inglês Piecewise Affine) (groff;
valmorbida; gomes da silva jr., 2023) para analisar a estabilidade exponencial
da origem do sistema em MF realimentado por uma RN ReLU sujeita à saturação
(potencialmente assimétrica) na entrada de controle. Nesta abordagem os limites impostos
na entrada de controle pelas possíveis restrições do atuador são levados em consideração
na análise de estabilidade na forma de uma saturação de entrada, a qual é incorporada no
modelo PWA. Assim, qualquer certificado de estabilidade exponencial da origem obtido é
válido para a entrada de controle limitada, algo que não é diretamente obtido com técnicas
de RN. Outra vantagem da análise de estabilidade proposta neste trabalho deriva do fato
de que a representação implícita se mostrou menos conservadora do que abordagens que
usam condições de setor para levar em conta o comportamento não linear induzido pelas
funções rampa de ativação da RN na análise de estabilidade de sistemas sujeito à saturação,
conforme visto em (cabral; valmorbida; gomes da silva jr., 2022).

Para ilustrar a abordagem proposta, ao final deste trabalho são realizados exemplos
numéricos onde uma RN é treinada para emular o comportamento de um MPC ( do
inglês Model Predictive Control) no controle de um sistema linear sujeito à saturação
do sinal de controle. Este exemplo tem aplicações práticas, já que para sistemas onde o



11

período de amostragem é muito pequeno ou o cálculo de otimização do MPC é muito
complexo computacionalmente, pode não ser possível computar a solução do MPC em
tempo hábil. Neste caso, a aproximação do MPC por uma RN reduzida pode diminuir
substancialmente o esforço computacional para o cálculo do sinal de controle sem grandes
perdas de desempenho. Além disso, é possível garantir um limitante superior para o erro
entre a lei de controle do MPC e a aproximação da RN (ross et al., 2022).

Com este escopo, a organização deste trabalho se dá seguinte forma: no Capítulo
2 é realizada uma revisão dos conceitos necessários para execução do trabalho, os quais
envolvem MPC, RNs e técnicas para representação e certificação de estabilidade de sistemas
PWA. No Capítulo 3 são descritos os passos realizados para formulação das condições de
estabilidade do sistema, passando pela definição matemática do problema a ser explorado,
pela representação do sistema linear controlado por RN sujeito à saturação no formato
PWA e por último apresentando o teorema proposto para certificação da estabilidade do
sistema. No Capítulo 4 são apresentados os exemplos numéricos realizados como forma de
ilustrar a abordagem proposta. Por fim, no Capítulo 5 são apresentadas conclusões sobre
os resultados e possíveis trabalhos futuros.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

Neste capítulo faz-se uma breve revisão de conceitos que serão utilizados ao longo do
desenvolvimento deste trabalho. Primeiramente conceitos gerais sobre MPC são abordados,
bem como alguns dos problemas que este controle apresenta e que espera-se mitigar com
a utilização de RNs. Depois é apresentada uma revisão sobre RN, a sua estrutura e sua
representação matemática. Por fim, são abordados conceitos referentes sistemas PWA e são
apresentados os métodos e os lemas utilizados para desenvolver as condição para certificar
a estabilidade assintótica destes sistemas.

2.1 Controle preditivo baseado em modelo

Técnicas MPC consistem em utilizar o modelo dinâmico do processo para controlá-lo
satisfazendo restrições de estado e/ou entrada de controle. Dado um sistema linear a tempo
discreto representado por

xk+1 = Axk +Buk, (1)
onde xk e xk+1 ∈ Rn são, respectivamente, o estado atual e sucessor em uma dada amostra
k ≥ 0 ∈ N, uk ∈ Rnu é a entrada de controle nesta mesma amostra k e as matrizes
A ∈ Rn×n e B ∈ Rn×nu definem o sistema. O MPC pode ser definido a partir de um
problema de Programação Quadrática (QP, do inglês Quadratic Programming) como, por
exemplo (herceg et al., 2013),

min
U

Nh−1∑
k=0

x⊤
k Qxxk + u⊤

k Quuk,

sujeito à (1), GU ≤ R + Ex0,

(2)

onde Qx ≥ 0 ∈ Sn e Qu > 0 ∈ Snu são matrizes de ponderação do problema e Nh é o
tamanho do horizonte de predição. O vetor U⊤ =

[
u⊤

0 . . . u⊤
Nh−1

]
∈ RNhnu representa

a sequência de entradas de controle e as matrizes G ∈ Rnc×Nhnu , E ∈ Rnc×n e R ∈ Rnc

representam as nc restrições de (2), que podem representar limites nas entradas e/ou
estados. Uma vez que a sequência de controle ótima U∗ é computada, seu primeiro elemento,
ou seja, u∗

0, é aplicado no processo e uma política de horizonte deslizante é empregada
(camacho; bordons, 2007; maciejowski, 2000).

A política de horizonte deslizante do MPC exige que o problema QP (2) seja
resolvido a cada período de amostragem, o que pode ser proibitivo em casos onde o mesmo
é insuficiente para que a solução de (2) seja computada. Para contornar esse problema
pode-se usar o MPC explícito (bemporad et al., 2002), onde a lei de controle ótima
resultante de (2), que é uma função continuamente Afim por Partes (PWA, do inglês
Piecewise Affine), é calculada offline. Desta forma, durante o controle em tempo real do
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sistema (1), o controlador deverá encontrar em uma tabela de consulta qual expressão
da lei de controle PWA é válida para o estado atual. Entretanto, por vezes, mesmo a
tarefa de busca da equação afim adequada pode não ser temporalmente possível dentro do
período de amostragem definido, o que limita o MPC explícito para sistemas de tamanho
moderado (valmorbida; hovd, 2023).

Outra abordagem é utilizar RNs para computar a ação de controle proveniente de um
MPC, visto que funções continuamente PWA podem ser representadas de forma exata por
uma RN com função de ativação ReLU (do inglês, Rectifier Linear Unit) (he et al., 2020).
Entretanto, tal representação exata pode implicar em uma RN demasiadamente grande e,
com isso, ainda pode não ser factível computar sua saída no período de amostragem. Para
contornar esse problema pode-se utilizar RNs reduzidas para aproximar a lei de controle
proveniente de um MPC. Neste caso, é possível garantir um limitante superior para o
erro entre a lei de controle do MPC e a aproximação da RN (ross et al., 2022), mas
isso não implica imediatamente em uma garantia de estabilidade da origem do sistema
em malha fechada (MF) operando com a RN. Para certificar a estabilidade da origem,
pode-se utilizar os resultados apresentados em (yin; seiler; arcak, 2022). Porém,
tais resultados fazem uso de condições de setor ao invés de uma representação exata da
função de ativação da RN, o que pode acrescentar conservadorismo na análise, já que, ao
usar condições de setor, acaba-se certificando a estabilidade para todas as possíveis não
linearidades no setor. Outro problema surge da possível violação dos limites da entrada de
controle por uma RN treinada para aproximar a lei de controle emergente de um MPC.
Dessa forma, mesmo que a estabilidade da origem do sistema realimentado pela RN possa
ser certificada, tal conclusão não é válida para a RN sujeita aos limites na entrada de
controle.

2.2 Redes neurais artificiais

As redes neurais artificiais (neste trabalho chamadas apenas de RNs por simplici-
dade) são modelos inspirados no comportamento das redes neurais biológicas do cérebro
humano e buscam modelar as capacidades de processamento de informações dos sistemas
nervosos (rojas, 1996). Segundo (haykin, 2001), uma RN é um processador distribuído
paralelamente constituído de unidades de processamento simples, com propensão natural
para armazenar conhecimento experimental e torná-lo disponível para o uso. Uma RN é
composta de diversos neurônios baseados no modelo Perceptron de um neurônio artificial
(sanger; baljekar, 1958). Esse neurônio, apresentado na Figura 1 é composto por
um conjunto n de entradas xi, i = 1, . . . , n, seus respectivos pesos pi, i = 1, . . . , n, um
valor de bias b e uma função de ativação f , a qual pode ser uma função ReLU, sigmoide,
tangente hiperbólica, entre outras.

A saída desse neurônio é o resultado da função de ativação do mesmo aplicada a
uma variável u a qual corresponde ao somatório das n entradas multiplicadas pelos seus
pesos e somadas ao bias. Em uma RN, esses neurônios são conectados de forma que as
entradas de um neurônio são compostas das saídas de outros. A alta complexabilidade
desses sistemas, gerada pela interconexão dos diferentes neurônios, torna as RNs uma
ótima ferramenta para aproximação e/ou controle de sistemas dinâmicos não lineares como
visto em (lee et al., 2020; zhou et al., 2019; bose, 2007; li et al., 2015).

Como visto em (jain; mao; mohiuddin, 1996), existem diversas formas de
realizar a conexão dos neurônios em uma RN e dentre estas formas de conexão pode-se
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Figura 1: Exemplo de neurônio artificial.

Fonte: Autor

separar as RNs em dois tipos principais:

• RNs feedfoward: têm seus neurônios agrupados em camadas e a conexão entre eles
dá-se de forma que as entradas dos neurônios de uma camada i são as saídas dos
neurônios da camada anterior i− 1. Nesta configuração a camada 0 é chamada de
camada de entrada e é composta das entradas propriamente ditas da RN, a última
camada é chamada de camada de saída e sua saída é a saída propriamente dita da
RN e as camadas intermediárias são chamadas de camadas ocultas.

• RNs recorrentes: possuem certo grau de realimentação entre seus neurônios de forma
a possuir dinâmica interna tornando-as mais “poderosas” mas também tornando-as
mais complexas e de difícil análise.

No escopo deste trabalho serão utilizadas RNs feedfoward. Um exemplo deste tipo
de RN pode ser visto na Figura 2.

Figura 2: Exemplo de uma RN feedfoward com 3 entradas (x1, x2, x3),
2 saídas (y1, y2) e 1 camada oculta com 4 neurônios.

Fonte: Autor

Além disso, será utilizada a seguinte representação matemática para uma RN
feedfoward de ℓ camadas ocultas (ℓ ≥ 1 ∈ N) (yin; seiler; arcak, 2022):

w0 = x,

wi = ϕ(Wiwi−1 + bi),
v = ψ(Wℓ+1wℓ + bℓ+1), i = 1, . . . , ℓ,

(3)

onde x ∈ Rn é o vetor de entradas da RN, v ∈ Rnv é o vetor de saída da RN, e para a
i-ésima camada wi ∈ Rnwi é o vetor de saída (ou seja, a saída dos nwi

neurônios da i-ésima
camada), bi ∈ Rnwi é o vetor dos bias e Wi ∈ Rnwi ×nwi−1 é a matriz dos pesos. Para definir
o valor dos pesos e bias de uma RN, esta passa por um processo de treinamento o qual é
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descrito no Apêndice B. Além disso, ϕ : Rny → Rny representa a função de ativação da
camada oculta para uma entrada y ∈ Rny e ψ : Rny → Rnv representa a função de ativação
da camada de saída da RN. Tanto a função de ativação das camadas ocultas quanto
a função de ativação da camada de saída da RN pode variar dependendo da aplicação,
podendo ser uma função Sigmoide, tangente hiperbólica (Tanh), ReLU, entre outras. Na
Figura 3 são apresentados os gráficos de algumas dessas funções de ativação.

Figura 3: Gráfico de funções de ativação tipicas de RN.

0.5

1

x

f(x)

(a) Sigmoide

−1

1

x

f(x)

(b) Tanh

x

f(x)

(c) ReLU

Fonte: Autor

No caso da função de ativação da camada de saída, para problemas de regressão
normalmente são utilizadas funções de ativação Softmax,

ψ(j)(y) = ey(j)∑ny

i=0 e
y(i)
, j = 1, . . . , nv, (4)

onde nv = ny, de forma que cada uma das saídas da camada final da RN apresentará um
resultado entre 0 e 1 que indicará a probabilidade dos dados de entrada serem de uma
determinada classe e então a classe com maior probabilidade é escolhida como resultado
da classificação. Já, para problemas de regressão/emulação, são normalmente utilizadas
funções de ativação lineares, ou seja

ψ(y) = y, (5)

pois se deseja que a saída da RN não seja restringida (como é o caso quando utilizada as
funções de ativação como sigmoide e Softmax) e possa assumir qualquer valor.

Um ponto importante a ser ressaltado sobre as funções de ativação das RN é que
algumas delas são não linearidades de setor, como é o caso da função ReLU e função Tanh e,
portanto, podem ser modeladas como tal e utilizadas técnicas desenvolvidas para essa classe
de não linearidades para derivar condições de estabilidade para sistemas que contenham
tais redes neurais (yin; seiler; arcak, 2022). Porém, como já dito anteriormente na
Seção 2.1, esta abordagem envolve certo conservadorismo na análise, pois acaba certificando
a estabilidade para todas as possíveis não linearidades no setor.

Por fim, é importante destacar que existem vários atributos que influenciam no
treinamento e performance do modelo da RN. Todos esses atributos selecionados antes
do treinamento da RN são considerados hiperparâmetros, os quais consistem no número
de neurônios e camadas ocultas da RN, função de ativação de cada camada, algoritmo
de treinamento escolhido, parâmetros do algoritmo de treinamento escolhido, critérios de
parada para o treinamento da RN, entre outros. A escolha dos hiperparâmetros utilizados
para a RN é uma etapa muito importante para o desenvolvimento da RN e tem grande
influência na performance da mesma, existindo vários estudos e métodos de otimização para
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estes, como busca por grade, busca aleatória, algoritmo de enxame e algoritmo genético
(man; tang; kwong, 1996). Porém, como o foco deste trabalho é na obtenção de
critérios para análise da estabilidade de sistemas controlados por RN e não em obter a
melhor RN possível para um certo problema, a maioria dos hiperparâmetros utilizados
foram selecionados de forma empírica.

2.3 Sistemas PWA

Sistemas PWA em tempo discreto pertencem a uma classe de sistemas que podem
ser representados por

x+ = f(x) (6)

onde f(x) é uma função PWA, x é o vetor de estados do sistema no instante atual e x+ é
o vetor de estados do sistema no próximo instante. Segundo (arfken; weber, 2005),
uma função PWA é uma função definida em L regiões Γi, i = 1, . . . , L, onde em cada
uma dessas regiões a função PWA é representada por uma função afim. Funções afins
vetoriais são função do tipo f(x) = Ax+ b, onde x é o vetor de entrada, A é uma matriz e
b é um vetor. Um exemplo de função PWA de uma dimensão pode ser dado por

f(x) =


−2x− 3 se x ≤ −1
x se − 1 < x ≤ 2
−4x+ 10 se x > 2,

(7)

e seu correspondente gráfico é apresentado na Figura 4.

Figura 4: Gráfico da função PWA (7).

−1 2 x

f(x)

Fonte: Autor

A classe de sistemas PWA tem sido usada para representar uma grande variedade de
sistemas não lineares, desde circuitos (tesu; dartu, 1992; julian; desages; aga-
mennoni, 1999) sistemas pneumáticos (andrikopoulos et al., 2014) e biossistemas
(azuma; yanagisawa; imura, 2008) até sistemas com não linearidades oriundas
de sensores e atuadores, tais como saturações e zonas mortas (gomes da silva jr.;
tarbouriech, 1999), já que essas não linearidades são funções PWA.
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2.3.1 Representação implícita de sistemas PWA

Diferentes representações para funções PWA existem na literatura, cada uma tem
suas vantagens e desvantagens e são aplicadas em diferentes áreas de interesse. Algumas
das representações mais importantes são a representação PWA padrão (sontag, 1981)
e a representação PWA canônica (chua; kang, 1977). Neste trabalho será usada a
representação PWA implícita apresentada em (groff; valmorbida; gomes da
silva jr., 2019), na qual uma função PWA f(x) pode ser descrita por{

f(x) = F1x+ F2ϕ(y)
y = F3x+ F4ϕ(y) + F5,

(8)

onde x ∈ Rn, y ∈ Rny , F1 ∈ Rn×n, F2 ∈ Rn×ny , F3 ∈ Rny×n, F4 ∈ Rny×ny e F5 ∈ Rny . Além
disso, ϕ : Rny → Rny representa a função de ativação rampa vetorial, também chamada
de ReLU, para uma entrada y ∈ Rny , a qual é definida elemento a elemento pela função
rampa escalar r : R → R, ou seja,

ϕ(j)(y) = r(y(j)) :=
0 se y(j) < 0,
y(j) se y(j) ≥ 0, j = 1, . . . , ny.

(9)

Na Figura 5 é apresentado o gráfico da função rampa r.

Figura 5: Gráfico da função rampa r.

y

r(y)

Fonte: Autor

A principal vantagem de utilizar (8) é a caracterização não conservadora da função
de rampa de valor vetorial ϕ em termos de identidades e desigualdades, as quais serão
expostas a seguir (groff; valmorbida; gomes da silva jr., 2019).

Lema 1. A função rampa r satisfaz:

r(−y)r(y) = 0

Prova. caso y < 0, r(y) = 0, já caso y > 0, r(−y) = 0, por fim caso y = 0,
r(y) = r(−y) = 0 .

Lema 2. A função rampa r satisfaz:

r(−y) = r(y) − y

Prova. caso y < 0, r(−y) = −y e r(y) = 0 resultando na igualdade −y = −y, já
caso y > 0, r(−y) = 0 e r(y) = y resultando na igualdade 0 = 0, por fim caso y = 0,
r(−y) = 0, r(y) = 0 e y = 0.
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Lema 3. Para qualquer matriz T ∈ Dny a função ϕ definida em (9) satisfaz:

s1(T, y) := ϕ⊤(y)Tϕ(−y) = 0 ∀y ∈ Rny .

Prova. Usando o Lema 1 e a definição da função rampa vetorial (9) deriva-se o
Lema 3.

Lema 4. Para qualquer vetor ξ ∈ Rnξ e matriz R ∈ Rnξ×ny a função ϕ definida em (9)
satisfaz:

s2(ξ, R, y) := ξR(y − (ϕ(y) − ϕ(−y))) = 0 ∀y ∈ Rny .

Prova. Usando o Lema 2 e a definição da função rampa vetorial (9) deriva-se o
Lema 4.

Lema 5. Para qualquer matriz M ∈ P1+2ny a função ϕ dada em (9) satisfaz:

s3(M, y) :=

 1
ϕ(y)
ϕ(−y)


⊤

M

 1
ϕ(y)
ϕ(−y)

 ≥ 0 ∀y ∈ Rny .

Prova. Observando que r(θ) ≥ 0 e usando a definição da função rampa vetorial (9)
deriva-se o Lema 5.

As propriedades enunciadas nos lemas acima provém diretamente da definição da
função rampa vetorial e aplicam-se única e exclusivamente a este tipo de função. Além
disso, a partir destas propriedades é enunciada a seguinte proposição para certificar a
positividade de uma função quadrática por partes (PWQ, do inglês Piecewise Quadratic,
apresentada no Apêndice A) descrita genericamente usando funções rampa.

Proposição 1. Dada uma função PWQ h : Rn → Rn representada por

h(x) = χ(x)⊤Hχ(x)

com
χ⊤(x) =

[
1 x⊤ ϕ⊤(y(x)) ϕ⊤(−y(x))

]
,

se existirem matrizes T ∈ Dny , R ∈ R(1+n+2ny)×ny e M ∈ P1+2ny que satisfaçam

h(x) + s1(T, y(x)) + s2(R,χ(x), y(x)) − s3(M, y(x)) ≥ 0, (10)

então h(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn.

A prova da Proposição 1, apresentada em (groff; valmorbida; gomes
da silva jr., 2023), baseia-se na aplicação dos Lemas 3, 4 e 5 em (10). Com isto,
dada uma função PWQ V (x), é possível usar a Proposição 1 para derivar condições LMIs
(a definidão de LMIs é apresentada no Apêndice A.1) para provar que V (x) > 0 e que
∆V (x) = V (x+) − V (x) < 0 e consequentemente certificar estabilidade exponencial global
da origem de um sistema PWA.
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3 METODOLOGIA

Neste capítulo, inicialmente é realizada a definição matemática do problema a ser
abordado, definindo o sistema a ser controlado, as características da RN a ser utilizada e as
restrições de controle envolvidas. Posteriormente, é desenvolvida a representação implícita
baseada em rampa para sistemas PWA em malha fechada a partir da representação
implícita da RN, da representação implícita da saturação e da formulação da interconexão
de dois sistemas PWA. Por fim, a partir da representação implícita do sistema em MF são
desenvolvidas condições LMIs para verificar a estabilidade global exponencial da origem
do sistema.

3.1 Definição do problema

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por
x+ = Ax+Bu, (11)

onde x e x+ ∈ Rn são, respectivamente, o estado atual e sucessor do sistema, u ∈ Rnu é a
entrada de controle e as matrizes A ∈ Rn×n e B ∈ Rn×nu definem o sistema.

Este sistema é controlado por uma RN, descrita por
w0 = x,

wi = ϕ(Wiwi−1 + bi),
v = ψ(Wℓ+1wℓ + bℓ+1), i = 1, . . . , ℓ,

(12)

onde x ∈ Rn é o estado atual da planta, v ∈ Rnv é o sinal de controle da planta não
saturado, e para a i-ésima camada wi ∈ Rnwi é o vetor de saída (ou seja, a saída dos
nwi

neurônios da i-ésima camada), bi ∈ Rnwi é o vetor dos bias e Wi ∈ Rnwi ×nwi−1 é a
matriz dos pesos. Além disso, ϕ é uma função ReLU definida em (9) e como a RN está
sendo empregada para um problema de regressão/emulação, considera-se que a função de
ativação da saída da RN ψ é uma função puramente linear (5).

Devido a restrições na ação de controle impostas pelo atuador, considera-se que
o sinal aplicado à planta é uma versão saturada da saída v calculada pela RN. Seja
sat : R → R a função saturação escalar, a saída limitada u ∈ Rnu da RN é dada por

u(j) = sat(v(j)) :=


u(j) se v(j) < u(j)

v(j) se u(j) ≤ v(j) ≤ u(j)

u(j) se v(j) > u(j)
(13)

para j = 1, . . . , nu, onde u ≼ u ∈ Rnu são, respectivamente, os vetores que concatenam os
limites inferior e superior da saturação. Desta forma, sendo a origem do sistema em MF,
dado por (11), (12) e (13), um ponto de equilíbrio, o seguinte problema é considerado.
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Problema 1. Certificar a estabilidade exponencial global da origem do sistema em MF
dado por (11), (12) e (13).

3.2 Representação do sistema PWA em MF

Observa-se que o sistema em MF dado por (11), (12) e (13) é um sistema PWA.
Assim, para verificar a estabilidade do mesmo, será considerada a representação implícita
baseada em rampas para sistemas PWA proposta em (groff; valmorbida; gomes
da silva jr., 2023). Neste caso o sistema em MF será reescrito na forma{

x+ = F1x+ F2ϕ(y)
y = F3x+ F4ϕ(y) + F5

(14)

onde y ∈ Rny , F1 ∈ Rn×n, F2 ∈ Rn×ny , F3 ∈ Rny×n, F4 ∈ Rny×ny e F5 ∈ Rny . Uma
vez obtida a representação (14), pode-se então utilizar os resultados apresentados em
(groff; valmorbida; gomes da silva jr., 2023) para certificar a estabilidade
exponencial global da origem do sistema em MF. Para reescrever o sistema no formato
dado por (14), primeiramente são desenvolvidas as representações implícitas da RN (12)
e da saturação (13) e, em sequência, é desenvolvida a formulação de funções compostas
PWA para representar a interconexão em série da RN e da saturação.

3.2.1 Representação implícita da RN

Definindo qi := Wiwi−1 +bi como a entrada da função de ativação da i-ésima camada
e os vetores q ∈ Rnw e w ∈ Rnw (onde nw = nw1 + · · · + nwℓ

) como, respectivamente, a
concatenação das entradas e saídas da função de ativação de cada camada da RN, ou seja,

q :=


q1
...
qℓ

 e w :=


w1
...
wℓ

 , (15)

temos que w = ϕ(q). Dessa forma, a RN (12) pode ser expressa como

[
v
q

]
= N

xw
1

 , (16)

onde

N : =



0nu,n 0nu,nw1
. . . 0nu,nwℓ−1

Wℓ+1 bℓ+1

W1 0nw1 ,nw1
. . . 0nw1 ,nwℓ−1

0nw1 ,nwℓ
b1

0nw2 ,n W2 . . . 0nw2 ,nwℓ−1
0nw2 ,nwℓ

b2
... ... . . . ... ... ...

0nwℓ
,n 0nwℓ

,nw1
. . . Wℓ 0nwℓ

,nwℓ
bℓ


=

[
Nvx Nvw Nvb

Nqx Nqw Nqb

]
(17)
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com Nvx ∈ Rnu×n, Nvw ∈ Rnu×nw , Nvb ∈ Rnu , Nqx ∈ Rnw×n, Nqw ∈ Rnw×nw e Nqb ∈ Rnw .
Assim, a representação implícita da RN (12) com base na função rampa vetorial ϕ é dada
por 

v = Nvxx+
[
Nvw Nvb

]
ϕ

q
1


q
1

 =
Nqx

01,n

x+
Nqw 0nw,1

01,nw 0

ϕ
q

1

 +
Nqb

1

 .
(18)

3.2.2 Representação implícita da saturação

Com o intuito de representar os limites de saída da RN como uma saturação, deve
ser notado que a função saturação é também uma função PWA contínua e, portanto, pode
ser escrita na forma implícita baseada na função rampa vetorial ϕ como (groff, 2020)

u = v +
[
−Inu Inu

]
ϕ(ys)

ys =
 Inu

−Inu

 v +
−u
u

 (19)

Para demonstrar a equivalência entre (13) e (19), primeiramente nota-se que se a
entrada v(j) da saturação estiver na região linear, ou seja, u(j) < v(j) < u(j), temos que

ϕ(v(j) − u(j)) = 0
ϕ(−v(j) + u(j)) = 0

e, consequentemente, u(j) = v(j).
Por outro lado, v(j) > u(j) implica em

ϕ(v(j) − u(j)) = v(j) − u(j)

ϕ(−v(j) + u(j)) = 0

e, portanto, u(j) = v(j) − v(j) + u(j) = u(j).
Por fim, se v(j) < u(j), temos que

ϕ(v(j) − u(j)) = 0
ϕ(−v(j) + u(j)) = −v(j) + u(j)

o que implica em u(j) = v(j) − v(j) + u(j) = u(j).
Dessa forma, a função implícita da saturação dada por (19) equivale à saturação

aplicada elemento a elemento de v(j) dada por (13).

3.2.3 Função composta PWA

Considerando duas funções PWA fa : Rnxa → Rnfa e fb : Rnxb → Rnfb na represen-
tação implícita baseada em rampas dadas por{

fa(xa) = F1axa + F2aϕ(ya)
ya = F3axa + F4aϕ(ya) + F5a,

(20)
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{
fb(xb) = F1bxb + F2bϕ(yb)

yb = F3bxb + F4bϕ(yb) + F5b.
(21)

A função composta fc := fb(fa(xa)) pode então ser escrita como uma única função PWA
com a seguinte representação implícita baseada em rampas


fc(xa)=(F1bF1a)xa +

[
F1bF2a F2b

]
ϕ

ya

yb


ya

yb

=
 F3a

F3bF1a

xa+
 F4a 0
F3bF2a F4b

ϕ
ya

yb

+
F5a

F5b

.
(22)

3.2.4 Representação implícita do sistema em MF

Usando (22) e considerando que as funções fa e fb são, respectivamente, dadas pela
RN (18) e pela saturação (19), a seguinte representação implícita é obtida para a RN
sujeita à saturação em sua saída:



u = F̄1x+ F̄2ϕ



q

1
ys





q

1
ys

 = F̄3x+ F̄4ϕ



q

1
ys


 + F̄5

(23)

onde
F̄1 = Nvx, F̄2 =

[
Nvw Nvb −Inu Inu

]
,

F̄3 =


Nqx

01,n

Nvx

−Nvx

, F̄4 =


Nqw 0nw,1 0nw,2nu

01,nw 0 01,2nu

Nvw Nvb 0nu,2nu

−Nvw −Nvb 0nu,2nu

,
F̄⊤

5 =
[
N⊤

qb 1 −u⊤ u⊤
]
.

Com isso, a representação implícita do sistema em MF dado por (11), (12) e (13) é dado
por (14) com

F1 = A+BNvx, F2 = B
[
Nvw Nvb −Inu Inu

]
,

F3 =


Nqx

01,n

Nvx

−Nvx

, F4 =


Nqw 0nw,1 0nw,2nu

01,nw 0 01,2nu

Nvw Nvb 0nu,2nu

−Nvw −Nvb 0nu,2nu

,
F⊤

5 =
[
N⊤

qb 1 −u⊤ u⊤
]
.

(24)

Na próxima seção, condições LMIs para a análise de estabilidade exponencial da
origem do sistema em MF dado por (14) e (24) são apresentadas.
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3.3 Certificação de estabilidade

Nesta seção, são apresentadas condições LMIs que certificam a estabilidade expo-
nencial da origem do sistema em MF dado por (14) e (24). Para derivar essas condições,
são utilizados os lemas e proposições expostos em 2.3.1.

Teorema 1. Considerando um sistema em MF representado por (14) com as matrizes F1,
F2, F3, F4 e F5 dadas em (24) e supondo que a origem x = 0 é um ponto de equilíbrio,
se existirem matrizes P1 ∈ Sn, P2 ∈ Rn×ny , P3 ∈ Sny , T1 ∈ Dny , T2 ∈ Dny , T̃ ∈ D2ny ,
M1 ∈ P1+2ny , M2 ∈ P1+2ny , M̃ ∈ P1+4ny , R1 ∈ R(1+n+2ny)×ny , R2 ∈ R(1+n+2ny)×ny e
R̃ ∈ R(1+n+4ny)×2ny e escalares positivos ϵ1, ϵ2 e η < 1 de forma que as seguintes inequações
matriciais sejam satisfeitas

H(ϵ1) + He{Ψ(T1) +R1Ξ} − ΥM1Υ⊤ ≥ 0, (25a)
−H(ϵ2) + He{Ψ(T2) +R2Ξ} − ΥM2Υ⊤ ≥ 0, (25b)

−H̃(η) + He{Ψ̃(T̃ ) + R̃Ξ̃} − Υ̃M̃Υ̃⊤ ≥ 0, (25c)

onde ny = nw + 2nu + 1,

H(ϵj) :=


0 01,n 01,ny 01,ny

0n,1 P1 − ϵjIn P2 0n,ny

0ny ,1 P⊤
2 P3 0ny

0ny ,1 0ny ,n 0ny 0ny

, H̃(η) :=


0 01,n 01,2ny 01,2ny

0n,1 P̃1(η) P̃2(η) 0n,2ny

02ny ,1 P̃⊤
2 (η) P̃3(η) 02ny

02ny ,1 02ny ,n 02ny 02ny

,

Ψ(Tj) :=


0 01,n 01,ny 01,ny

0n,1 0n 0n,ny 0n,ny

0ny ,1 0ny ,n 0ny Tj

0ny ,1 0ny ,n 0ny 0ny

, Ψ̃(T̃ ) :=


0 01,n 01,2ny 01,2ny

0n,1 0n 0n,2ny 0n,2ny

02ny ,1 02ny ,n 02ny T̃
02ny ,1 02ny ,n 02ny 02ny

,

Υ :=

 1 01,2ny

0n,1 0n,2ny

02ny ,1 I2ny

, Υ̃ :=

 1 01,4ny

0n,1 0n,4ny

04ny ,1 I4ny

, Ξ :=
[
F5 F3 F4 − Iny Iny

]
,

Ξ̃ :=
[
F̃5 F̃3 F̃4 − I2ny I2ny

]
, F̃3 :=

[
F3
F3F1

]
, F̃4 :=

[
F4 0ny

F3F2 F4

]
, F̃5 :=

[
F5
F5

]
,

P̃1(η) := F⊤
1 P1F1 − (1 − η)P1, P̃2(η) :=

[
F⊤

1 P1F2 − (1 − η)P2 F⊤
1 P2

]
,

P̃3(η) :=
[
F⊤

2 P1F2 − (1 − η)P3 F⊤
2 P2

P⊤
2 F2 P3

]
,

para j ∈ {1, 2}, então a origem do sistema em MF é globalmente exponencialmente estável.

Prova. Considerando uma função de Lyapunov quadrática por partes V : Rn → R
dada por

V (x) =
[

x
ϕ(y(x))

]⊤[
P1 P2
P⊤

2 P3

][
x

ϕ(y(x))

]
. (26)

A partir da Proposição 1 considerando h(x) como

h1(x) := V (x) − ϵ1x
⊤x = χ⊤(x)H(ϵ1)χ(x)

e
h2(x) := −V (x) + ϵ2x

⊤x = −χ⊤(x)H(ϵ2)χ(x)
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as inequações (25a) e (25b) garantem limitantes quadráticos inferior e superior, respecti-
vamente, tal que

ϵ1||x||2 ≤ V (x) ≤ ϵ2||x||2. (27)
Portanto, V (x) é definida positiva e radialmente ilimitada.

Note agora que a partir de (41), V (x+), isto é, o valor da função de Lyapunov na
amostra seguinte, é dada por

V (x+) =
[

x+

ϕ(y(x+))

]⊤ [
P1 P2
P⊤

2 P3

] [
x+

ϕ(y(x+))

]
,

onde x+ é o estado sucessor da amostra atual. Observando que a partir de (14) temos que

y(x+) = y(F1x+ F2ϕ(y(x))
= F3F1x+ F3F2ϕ(y) + F4ϕ(y+) + F5,

a expressão para V (x+) pode ser reescrita como

V (x+)=

 x
ϕ(y)
ϕ(y+)


⊤F

⊤
1 P1F1 F⊤

1 P1F2 F⊤
1 P2

F⊤
2 P1F1 F⊤

2 P1F2 F⊤
2 P2

P⊤
2 F1 P⊤

2 F2 P3


 x
ϕ(y)
ϕ(y+)

,
onde, por simplicidade, y+ := y(x+). Portanto, definindo

ỹ(x) :=
[
y(x)
y(x+)

]
= F̃3x+ F̃4ỹ(x) + F̃5

e χ̃⊤(x) :=
[
1 x⊤ ϕ(ỹ(x))⊤ ϕ(−ỹ(x))⊤

]
a condição

V (x+) ≤ (1 − η)V (x) (28)

é equivalente a
h3(x) = χ̃⊤(x)H̃(η)χ̃(x) ≤ 0,

de forma que a partir da Proposição 1 com h(x) = h3(x), a inequação (25c) garante (28)
ao longo das trajetórias do sistema dado por (14) e (24). Assim, (27) e (28) permitem
concluir que ||x|| ≤ ceδk||x0|| com c = ( ϵ2

ϵ1
) 1

2 e δ = ln(
√

1 − η),∀x0 ∈ Rn, o que implica na
estabilidade exponencial global da origem.

Observa-se que, uma vez fixado um valor para η (ou seja, o decaimento exponencial),
as inequações matriciais (25a), (25b) e (25c) se tornam LMIs.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Com o objetivo de ilustrar a aplicação das condições propostas, foram realizados
dois exemplos numéricos nos quais é treinada uma RN com o objetivo de emular o
comportamento de um MPC para um sistema linear a tempo discreto sujeito à saturação
na saída de controle. Posteriormente, é verificada a estabilidade exponencial global do
sistema em MF fazendo uso do Teorema 1.

4.1 Exemplo 1

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por (11) com

A =
[
0.7326 −0.0861
0.1722 0.9909

]
, B =

[
0.6090
0.0640

]
(29)

e com uma saturação no sinal de controle dada por (13) com u = 1 e u = −2. Para
controlar esse sistema, deseja-se implementar um MPC levando em conta as restrições
de amplitude (i.e. saturação) sobre a entrada de controle. Porém, devido ao potencial
alto custo computacional para o cálculo da ação de controle do MPC, será treinada uma
RN reduzida para aproximar o comportamento do mesmo. Por fim, para certificar a
estabilidade do sistema em MF controlado pela RN reduzida, as condições do Teorema 1
são empregadas.

4.1.1 Projeto do MPC

Foi projetado um MPC para o sistema dado por (11) e (29) considerando a saturação
assimétrica (13) com u = 1 e u = −2. O MPC resolve o problema QP (2) para calcular
o valor da entrada de controle u, considerando Qx = I2, Qu = 0.5, Nh = 5, E = 010,2,
R⊤ =

[
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

]
e G⊤ =

[
I5 −I5

]
.

4.1.2 RN reduzida

Com o objetivo de reduzir o custo computacional para utilização do MPC projetado,
foi treinada uma RN a partir do MPC com objetivo de aproximar o comportamento do
mesmo. Foi utilizada uma RN ReLU com 2 entradas, 1 saída e 2 camadas ocultas com o
seguinte número de neurônios {2 2}. Para treinar essa rede, foram calculadas as saídas do
MPC para diferentes estados do sistema. Foi feita uma varredura no espaço de estados
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do sistema usando um quadrado onde os valores de cada um dos estados varia de -5 até
5 com espaço de 0.1 entre eles. Esses valores foram então utilizados para o treinamento
da RN com o uso do algoritmo Levenberg-Marquardt backpropagation (apresentado no
Apêndice B.4), a Tabela 1 descreve os hiperparâmetros utilizados para o treinamento da
RN e a Tabela 2 descreve os critérios de parada utilizados para tal treinamento, onde α é a
velocidade de aprendizado (descrita no Apêndice B.1) e σ é o parâmetro de amortecimento
(descrito no Apêndice B.4).

Tabela 1: Hiperparâmetros utilizados para o treinamento da RN.

Hiperparâmetro Valor
α 1

σ inicial 10−3

Decréscimo de σ 0.1
Incremento de σ 10

Fonte: Autor

Tabela 2: Critérios de parada do treinamento da RN.

Critério de parada Valor
Número máximo de épocas 103

Erro mínimo 0
Gradiente mínimo 10−7

σ máximo 1010

Fonte: Autor

Após o treinamento da RN, o valor do bias da camada de saída da mesma (bℓ+1) foi
ajustado para a garantir que saída da RN tenha valor zero para uma entrada nula, assim
garantindo que a origem do sistema em MF é um ponto de equilíbrio. Para isso o valor de
bℓ+1 foi atualizado da seguinte forma:

bℓ+1 = b̄ℓ+1 − v0 (30)

onde b̄ℓ+1 é o valor do bias da última camada obtido a partir do processo de treinamento e
v0 é o valor da saída da RN treinada para uma entrada nula.

A RN obtida é descrita por (12) com as matrizes apresentadas no Apêndice C.1. A
Figura 6 apresenta a comparação de uma trajetória do sistema controlado pelo MPC (2)
parametrizado de acordo com a Seção 4.1.1 e pela RN que emula seu comportamento. Na
Figura 7 pode-se observar a comparação do sinal de controle gerado pelo MPC com o sinal
de controle da RN.

Nas duas figuras pode-se observar que a RN treinada tem o desempenho desejado
tendo uma performance próxima do MPC projetado mesmo para condições iniciais fora
do quadrado utilizado para o treinamento da mesma. Nos pontos das amostar de 5 a 10,
onde ocorre a saturação do sinal de controle em −2, ocorreu a maior diferença entre o
sinal de controle da RN e sinal de controle do MPC, indicando que a RN treinada não
conseguiu emular tão bem o comportamento do MPC para estes valores, o que ocorre
devido ao baixo número de neurônios da RN. Também destaca-se que o tempo necessário
para calcular a ação de controle do MPC, calculada usando pacote MPT3 (herceg et al.,



27

Figura 6: Evolução dos estados do sistema do exemplo 1 em MF para
uma condição inicial de x1 = x2 = 20. O sistema com controlador MPC
é representado pelos círculos azuis, enquanto o sistema com controlador
de RN é representado pelas cruzes vermelhas.
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Fonte: Autor

Figura 7: Sinal de controle ao longo da trajetória do sistema do exemplo
1 em MF para uma condição inicial de x1 = x2 = 20. A ação de controle
do MPC e da RN são representados, respectivamente, por círculos azuis
e por cruzes vermelhas.
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2013), foi da ordem de grandeza de milissegundos, já o tempo necessário para calcular a
ação de controle da RN, calculada através de (12) e (13), foi da ordem de grandeza de
microssegundos, de forma a cumprir o objetivo de reduzir o custo computacional para o
cálculo da ação de controle.

4.1.3 Estabilidade Global da Origem

Por fim, utilizando as matrizes do Apêndice C foi certificada a estabilidade exponen-
cial global da origem do sistema em MF utilizando as LMIs (25a), (25b) e (25c) obtidas
para η = 0.0001 e uma função de Lyapunov quadrática por partes (41). As LMIs foram
resolvidas utilizando YALMIP (löfberg, 2004), MOSEK (aps, 2021) e MATLAB. A

Matriz P =
[
P1 P2
P⊤

2 P3

]
obtida é apresentada no Apêndice D.1.

4.2 Exemplo 2

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por (11) com

A =

0.9210 0.000 0.0410
0.0000 0.918 0.0000
0.0000 0.000 0.9240

 , B =

0.0170 0.0010
0.0010 0.0230
0.0000 0.0610

 (31)

e com uma saturação no sinal de controle dada por (13) com u =
[
1 2

]⊤
e

u =
[
−2 −4

]⊤
. Para controlar esse sistema, deseja-se implementar um MPC levando

em conta as restrições de amplitude (i.e. saturação) sobre a entrada de controle. Porém,
devido ao potencial alto custo computacional para o cálculo da ação de controle do MPC,
será treinada uma RN reduzida para aproximar o comportamento do mesmo. Por fim,
para certificar a estabilidade do sistema em MF controlado pela RN reduzida, as condições
do Teorema 1 são empregadas.

4.2.1 Projeto do MPC

Foi projetado um MPC para o sistema dado por (11) e (31) considerando a saturação
assimétrica (13) com u =

[
1 2

]⊤
e u =

[
−2 −4

]⊤
. O MPC resolve o problema QP (2)

para calcular o valor da entrada de controle u, considerando Qx = I3, Qu = 0.2I2, Nh = 5,
E = 020,3,

R⊤ =
[
R⊤

1 R⊤
2

]
com

R⊤
1 =

[
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

]
e R⊤

2 =
[
2 2 2 2 2 4 4 4 4 4

]
e

G⊤ =
[
I5 −I5 05 05
05 05 I5 −I5

]
.



29

4.2.2 RN reduzida

Com o objetivo de reduzir o custo computacional para utilização do MPC projetado,
foi treinada uma RN a partir do MPC com objetivo de aproximar o comportamento do
mesmo. Foi utilizada uma RN ReLU com 3 entradas, 2 saída e 2 camadas ocultas com o
seguinte número de neurônios {5 6}. Para treinar essa rede, foram calculadas as saídas do
MPC para diferentes estados do sistema. Foi feita uma varredura no espaço de estados do
sistema usando um cubo onde os valores de cada um dos estados varia de -5 até 5 com
espaço de 0.1 entre eles. Esses valores foram então utilizados para o treinamento da RN
com o uso do algoritmo Levenberg-Marquardt backpropagation (apresentado no Apêndice
B.4) e os mesmos hiperparâmetros e critérios de parada para o treinamento utilizados no
exemplo anterior apresentados respectivamente nas tabelas 1 e 2.

Após o treinamento da RN, o valor do bias da camada de saída da mesma (bℓ+1)
foi ajustado para a garantir que saída da RN tenha valor zero para uma entrada nula,
conforme (30), assim garantindo que a origem do sistema em MF é um ponto de equilíbrio.

A RN obtida é descrita por (12) com as matrizes apresentadas no Apêndice C.2. A
Figura 8 apresenta a comparação de uma trajetória do sistema controlado pelo MPC (2)
parametrizado de acordo com a Seção 4.1.1 e pela RN que emula seu comportamento. Na
Figura 7 pode-se observar a comparação do sinal de controle gerado pelo MPC com o sinal
de controle da RN.

Figura 8: Evolução dos estados do sistema do exemplo 2 em MF para
uma condição inicial de x1 = x2 = 20. O sistema com controlador MPC
é representado pelos círculos azuis, enquanto o sistema com controlador
de RN é representado pelas cruzes vermelhas.
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Pode-se observar que a RN treinada tem o desempenho desejado tendo um desem-
penho próxima do MPC projetado mesmo para condições iniciais fora do cubo utilizado
para o treinamento da mesma. Aqui, diferentemente do exemplo 1, a performance da RN
continua muito próxima da performance do MPC inclusive quando o sinal de controle
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Figura 9: Sinal de controle ao longo da trajetória do sistema do exemplo
2 em MF para uma condição inicial de x1 = x2 = 20. A ação de controle
do MPC e da RN são representados, respectivamente, por círculos azuis
e por cruzes vermelhas.
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satura, o que provavelmente ocorre devido à utilização de uma RN com um maior número
de neurônios. Também destaca-se que o tempo necessário para calcular a ação de controle
do MPC, calculada usando pacote MPT3 (herceg et al., 2013), foi da ordem de grandeza
de milissegundos, já o tempo necessário para calcular a ação de controle da RN, calculada
através de (12) e (13), foi da ordem de grandeza de microssegundos, de forma a cumprir o
objetivo de reduzir o custo computacional para o cálculo da ação de controle.

4.2.3 Estabilidade Global da Origem

Por fim, utilizando as matrizes do Apêndice C foi certificada a estabilidade exponen-
cial global da origem do sistema em MF utilizando as LMIs (25a), (25b) e (25c) obtidas
para η = 0.0001 e uma função de Lyapunov quadrática por partes (41). As LMIs foram
resolvidas utilizando YALMIP (löfberg, 2004), MOSEK (aps, 2021) e MATLAB. A

Matriz P =
[
P1 P2
P⊤

2 P3

]
obtida é apresentada no Apêndice D.2.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi abordado o problema da certificação de estabilidade global de
um sistema linear a tempo discreto controlado por uma RN ReLU. Para isso, foi utilizada
representação implícita baseada em rampas para sistemas afins por partes, a qual foi
apresentada no Capítulo 2.

No Capítulo 3, foi desenvolvida a representação implícita baseada em rampas para
um sistema linear controlado por RN. Para isto foram desenvolvidas a representação
implícita da RN, a representação implícita da saturação e a composição de dois sistemas
PWA interligados. Então, com a representação implícita de um sistema linear controlado
por RN em mãos, foram derivadas condições LMIs que certificam a estabilidade global da
origem do sistema em malha fechada.

No Capítulo 4, como forma de ilustrar a aplicação das condições propostas, foram
realizados dois exemplos numéricos onde se utiliza o teorema apresentado para verificar
a estabilidade exponencial global da origem de um sistema em malha fechada onde o
controlador é uma RN treinada para aproximar a ação de controle de um MPC.

As principais vantagens da abordagem proposta são a redução do custo computaci-
onal para o cálculo da ação de controle comparado a métodos como o MPC, a certificação
da estabilidade do sistema em malha fechada e a consideração explícita dos limites da
ação de controle como uma saturação na saída da RN.

Destaca-se que apesar do trabalho utilizar uma RN treinada para aproximar um
MPC para ilustrar o problema, os resultados obtidos neste trabalho são válidos para
qualquer controlador que faça uso de RNs ReLU.

Os resultados desse trabalho foram aceitos para apresentação no SBAI 2023 (za-
nette et al., 2023). Possíveis trabalhos futuros incluem:

• A análise da estabilidade local de sistemas lineares a tempo discreto controlados por
RNs ReLU, para isso pode-se utilizar os resultados desenvolvidos em (cabral;
valmorbida; gomes da silva jr., a ser submetido);

• A generalização do trabalho para sistemas não-lineares controlados por RNs. possíveis
abordagens para esse problema são a utilização de uma modelagem LPV para o
sistema não linear, ou considerar sistemas com não linearidades de setor e utilizar as
técnicas desenvolvidas para esse tipo de não linearidades;

• A expansão do trabalho para um sistema com seguimento de referência e realimenta-
ção da saída, para isso pode-se treinar uma RN para emular um MPC que tenha
como entrada as saídas do sistema ao longo do tempo como o descrito em (nguyen
et al., 2021);

• A expansão do trabalho para outros tipos de RN, como, por exemplo, RNs recorrentes,
as quais podem ser utilizadas para aproximar um MPC com um observador de
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estados. A expansão do trabalho para RN recorrentes implicaria em uma matriz de
representação da RN (17) com diferentes matrizes de pesos Wij no lugar dos zeros,
as quais representariam ligações da camada oculta i para a camada oculta j e não
apenas ligações de uma camada oculta para a sua sucessora.
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Apêndice A - ESTABILIDADE NO SENTIDO DE LYA-
PUNOV

Uma das características mais importantes para qualquer sistema é a sua estabilidade,
tendo em vista que sistemas instáveis, em geral, tem pouca utilidade e muitas vezes
podem ser perigosos (j. -j e. slotine; li, 1990). A principal ferramenta para a
análise de estabilidade de sistemas não lineares é a utilização dos métodos de Lyapunov
(khalil, 2002). Desta forma, neste apêndice, é revisado o conceito de estabilidade no
sentido de Lyapunov para sistemas a tempo discreto com base no exposto em (astrom;
wittenmark, 2011).

A estabilidade de um sistema baseado na teoria de Lyapunov está relacionada
com os pontos de equilíbrio do mesmo. Assim, considerando a seguinte sistema de tempo
discreto:

x+ = g(x). (32)
Um ponto de equilíbrio pode ser definido como:
Definição 1. Um estado x∗ é considerado um ponto de equilíbrio do sistema se, uma vez
que x = x∗ em um instante k = k1, x permanece igual a x∗ para qualquer instante seguinte,
ou seja, temos que g(x∗) = x∗ ∀k ≥ k1.

Normalmente, por conveniência, é considerado que o ponto de equilíbrio do sistema
é a origem do mesmo, ou seja x∗ = 0. Quando isso não ocorre, o ponto pode ser transferido
para a origem através de uma mudança de variáveis.
Definição 2. Seja x = 0 um ponto de equilíbrio do sistema (32). Ele é

• considerado estável se para todo ϵ > 0 existe γ > 0 tal que

||x0|| < γ ⇒ ||x|| < ϵ, ∀k > 0; (33)

• considerado instável se não for estável;

• considerado assintoticamente estável se for estável e γ pode ser escolhido de forma
que

||x0|| < γ ⇒ lim
k→∞

||x|| = 0 (34)

Esta definição de estabilidade, chamada de estabilidade no sentido de Lyapunov,
significa que, se um ponto de equilíbrio é estável, as trajetórias do sistema podem ser
mantidas arbitrariamente próximas ao ponto de equilíbrio caso comecem suficientemente
próximas dele. Uma forma de verificar a estabilidade no sentido de Lyapunov de um
sistema, consiste em utilizar uma função escalar dos estados do sistema V . Se essa função
for positiva e decrescente no tempo em uma região em torno do ponto de equilíbrio, as
trajetórias irão se aproximar deste ponto e ele será assintoticamente estável. Este é o
teorema da estabilidade Lyapunov, o qual é formalizado a seguir.
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Teorema 2. Seja x = 0 um ponto de equilíbrio do sistema (32) e D ∈ Rn é um domínio
contendo x = 0, o ponto de equilíbrio é considerado estável se existe uma função escalar
V : D → R contínua em x, tal que

V (0) = 0
V (x) > 0, ∀x ̸= 0 ∈ D
∆V (x) = V (x+) − V (x) ≤ 0, ∀x ∈ D

(35)

Além disso, x = 0 é considerado assintoticamente estável se

∆V (x) < 0, ∀x ̸= 0 ∈ D. (36)

Tanto a estabilidade quanto a estabilidade assintótica podem ser consideradas
globais se D = Rn e V (x) for radialmente ilimitado, ou seja

lim
||x||→∞

V (x) = ∞. (37)

Uma função V que satisfaz as condições (35) é chamada de função de Lyapunov e
de maneira geral podem existir diferentes funções de Lyapunov para um mesmo sistema. É
importante destacar que as condições do Teorema 2 são apenas suficientes e não necessárias
para a estabilidade da origem do sistema. Caso uma função candidata verifique as condições
do teorema o ponto de equilíbrio é considerado estável, mas caso a função candidata não
verifique as condições do teorema nada pode ser afirmado.

Uma classe de funções escalares normalmente utilizadas como candidatas de Lyapu-
nov são as funções quadráticas, dadas por

V (x) = x⊤Px, (38)

onde P é uma matriz simétrica positiva definida de forma a satisfazer V (x) > 0.
Segundo, (groff; valmorbida; gomes da silva jr., 2023) uma extensão

da funções quadráticas, que deriva condições de estabilidade menos conservadoras que
essas para sistemas PWA devido a estas incorporarem informações sobre as regiões do
sistema, são função quadráticas por partes (PWQ, do inglês Piecewise Quadratic).

Considerando um sistema PWA na sua representação padrão dado por

f(x) = Aix+ bi ∀x ∈ Γi ⊂ Rn, i = 1, . . . L, (39)

onde L é o número de regiões do sistema e Γi é um poliedro convexo que representa uma
das L regiões do sistema, pode-se usar uma função PWQ candidata de Lyapunov como

V (x) = Vi(x) = x⊤Pix ∀x ∈ Γi, i = 1, . . . L, (40)

onde Pi são matrizes simétricas positiva definidas de forma a satisfazer V (x) > 0.
Nota-se que as função PWQ também podem ser escritas utilizando uma representa-

ção implícita baseada em rampas de forma que

V (x) =
[

x
ϕ(y(x))

]⊤[
P1 P2
P⊤

2 P3

][
x

ϕ(y(x))

]
. (41)

onde P1 = P⊤
1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rn×ny e P3 = P⊤

3 ∈ Rny×ny .
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A.1 Linear Matrix Inequalities

Segundo (boyd et al., 1994), referência usada para o descrito nessa sessão, pode-se
reduzir uma grande variedade de problemas na teoria de área de controle de sistemas (como
por exemplo a verificação do Teorema de Lyapunov) a alguns problemas de otimização
convexos ou quase convexos envolvendo desigualdades matriciais lineares (do inglês, LMI).

Uma LMI, tem a seguinte forma

F (x) = F0 +
m∑

i=1
xiFi > 0, (42)

onde x ∈ R é um vetor de variáveis a serem computadas e as matrizes Fi = F⊤
i ∈

Rn×n, i = 0, . . . ,m são conhecidas. Uma LMI é equivalente a um conjunto de desigual-
dades polinomiais e pode ter a forma de uma desigualdade estrita como em (42) ou não
estrita F (x) ≥ 0. É importante observar que (42) é um restrição convexa em x, ou seja, o
conjunto {x|F (x) > 0} é convexo de forma que uma LMI pode ser formulada como um
problema de otimização convexo passível de solução computacional e consequentemente
pode-se resolver de forma confiável muitas LMIs para as quais nenhuma “solução analítica”
foi encontrada (ou provavelmente será encontrada) (boyd et al., 1994).
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Apêndice B - TREINAMENTO DE RN

Para utilizar uma RN de forma proveitosa é preciso ajustar os valores de seus pesos
e bias para que a mesma gere os valores desejados, este processo de ajuste de pesos e bias
é chamado de treinamento da RN.

Existem duas principais classificações de métodos de treinamento de RNs, aprendi-
zado supervisionado e aprendizado não supervisionado, sendo o aprendizado supervisionado
ainda dividido em aprendizado por reforço e aprendizado corretivo. Nesta seção focaremos
em métodos de aprendizado corretivo já que estes são os mais utilizados para o treinamento
de RN feedfoward, as quais são o escopo deste trabalho.

Em aprendizado supervisionado são utilizados dados rotulados, conjuntos de entradas
e saídas com os valores esperados da RN. No aprendizado corretivo, a RN é alimentada
com esses dados e, a partir de uma análise do valor do erro e da saída a RN

e(i) = v(i) − v∗
(i) i = i, . . . , nv (43)

onde v é a saída de RN e v∗ é o valor esperado, o algoritmo realiza correções nos valores
dos pesos e bias da RN em cada iteração (chamada de época) do mesmo até que ocorra
algum critério de parada do treinamento (número máximo de épocas, erro mínimo, mínimo
ganho de performance entre as épocas, entre outros).

Por fim, com o objetivo de verificar se a RN treinada foi capaz de generalizar o
aprendido e gerar os valores esperados para novos dados não utilizados no treinamento da
mesma, costuma-se dividir os dados disponíveis para o treinamento da RN em dois grupos:
dados de treinamento e dados de teste (normalmente 70% dos dados são utilizados para
treinamento e 30% para teste, mas essa divisão é um hiperparâmetro do treinamento da
RN). Deste forma os dados de treinamento são utilizados para treinar a RN e os dados
de teste são utilizado para analisar o “real” desempenho da mesma, verificando se ela
realmente aprendeu o que gostaria-se ou se ela apenas “decorou” os dados de treinamento
(fenômeno chamado de overfitting).

B.1 Backpropagation

O principal método de treinamento corretivo de RN é conhecido como backpropaga-
tion (rumelhart; hinton; williams, 1986). Este algorítimo busca reduzir o erro
da saída da RN através da retro-propagação do mesmo para suas camadas internas. Assim
o algoritmo de Backpropagation atualiza os valores dos pesos e bias da RN a cada iteração
sua de acordo com a parcela de erro de cada um dos neurônios, propagando o erro medido
na saída da RN para os pesos e bias de cada um dos neurônios da mesma. Desta forma,
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considerando a representação matemática da RN dada em (3), a atualização das matrizes
de pesos (Wi) e bias (bi) de uma camada i pode ser dada por:

Wi = Wi − αδiw
⊤
i−1 (44)

bi = bi − αδi (45)

onde α ∈ R é o parâmetro de velocidade de aprendizado e δi ∈ Rnwi é o vetor do erro
retro-propagado até a camada i. Nas próximas seções serão explicados alguns dos métodos
mais comuns para o cálculo desse erro retro-propagado.

De maneira geral o algoritmo de Backpropagation, tem as seguintes fases:

1. Inicialização dos pesos da RN (normalmente de forma aleatória);

2. Cálculo da saída da RN a partir das entradas do treinamento;

3. Cálculo do erro da RN a partir da comparação dos valores da saída da RN com os
valores esperados pelos dados de treinamento;

4. Propagação do erro para as camadas internas da RN;

5. Atualização dos pesos e bias da RN de acordo com o erro retro-propagado de cada
camada buscando diminuir o mesmo;

6. Repetição dos passos de 2 a 5 até que algum dos critérios de parada de treinamento
seja alcançado.

B.2 Método do gradiente descendente

Um dos principais métodos para a atualização dos parâmetros da RN por Backpro-
pagation, o qual é amplamente utilizado e serve de base para muitos dos métodos mais
sofisticados é o método do gradiente descendente. Nele o erro retro-propagado até a i-ésima
camada δi é calculado pelo gradiente do mesmo (rojas, 1996)

δi = J⊤
i e, (46)

onde Ji é a matriz jacobiana da i-ésima camada, dada por

Ji = ∂qi+1

∂qi

Ji+1 = ∂qi+1

∂wi

∂wi

∂qi

Ji+1 = Wi+1diag(ϕ′(qi))Ji+1 e

Jℓ+1 = ∂v

∂qℓ+1
= diag(ψ′(qℓ+1)),

(47)

onde
qi = Wiwi−1 + bi. (48)
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B.3 Método de Gauss-Newton

Uma evolução do método do gradiente descendente é o método de Newton, o qual
usa uma expansão de Taylor de segunda ordem da função de ativação para calcular δi

δi = H−1
i J⊤

i e. (49)

Realizar o cálculo da matriz Hessiana para RNs feedforward é complexo e custoso com-
putacionalmente. Como forma de contornar esse problema, o método de Gauss-Newton
aproxima a matriz Hessiana por (rojas, 1996)

Hi = J⊤
i Ji, (50)

desta forma o erro retro-propagado pode ser dado de forma recorrente por

δi = (J⊤
i Ji)−1J⊤

i e. (51)

B.4 Método de Levenberg-Marquardt

Um dos métodos de atualização dos parâmetros de RNs considerado um dos métodos
mais rápidos para o treinamento de RN feedforward de tamanho moderado é o algorítimo
de Levenberg-Marquardt (marquardt, 1963). Este método varia adaptativamente as
atualizações dos parâmetros entre a atualização por gradiente descendente e a atualização
de Gauss-Newton, através de um parâmetro de amortecimento σ (gavin, 2013). Assim,
o valor do erro propagado para a camada anterior é dado de forma recorrente por

δi = (J⊤
i Ji + σI)−1J⊤

i e, (52)

de forma que quando σ = 0 o método de Levenberg-Marquardt é equivalente ao método de
Gauss-Newton e quando σ é muito grande o método de Levenberg-Marquardt é equivalente
ao método do gradiente descendente. A ideia é utilizar o método do gradiente descendente
quando o erro da RN estiver longe de um ponto mínimo, onde o erro de aproximação da
matriz Hessiana pode ter mais efeito, e, conforme o erro se aproxima de um ponto mínimo,
ir transicionado para o método de Gauss-Newton já que este é considerado mais rápido e
preciso que o método do gradiente descendente (gavin, 2013). Desta forma, o algorítimo
de Levenberg-Marquardt funciona da seguinte forma:

• O valor de σ é inicialmente alto;

• Quando uma iteração do Backpropagation resulta em um menor valor para função
de desempenho, o valor de σ é reduzido e os pesos são atualizados;

• Quando uma iteração do Backpropagation resulta em um maior valor para função de
desempenho, o valor de σ é aumentado e os pesos não são atualizados.

Desta forma, o método de Levenberg-Marquardt inicia próximo do método do
gradiente descendente e se aproxima do método de Gauss-Newton ao se aproximar do
ponto mínimo, assim acelerando até o mínimo local.
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Apêndice C - MATRIZES DA RN

C.1 Exemplo 1

W1 =
[

1.0445 0.5765
−0.3736 0.1259

]
, W2 =

[
0.3493 0.0131
1.4562 −0.5387

]
, W3 =

[
1.8936 −0.4543

]
,

b1 =
[

2.1176
−2.7835

]
, b2 =

[
−1.7966
−0.8850

]
, b3 = 0.9987.

C.2 Exemplo 2

W1 =


0.3141 0.3595 0.9386
0.2753 0.2846 −0.7928
0.0261 −0.0233 −0.0494
0.3716 0.0195 0.0342
0.0247 0.1236 0.3390

 ,

W2 =



−0.3501 −0.8820 −0.2053 0.4176 −0.2186
0.5329 0.6324 0.6689 1.5067 −1.0365

−0.1514 −0.4387 1.2276 0.1016 −0.6413
0.2337 −0.0236 −1.0584 1.3184 −0.4586

−0.4352 0.7806 0.7412 0.1597 1.2993
−0.2614 0.7720 0.0271 0.1683 −0.2683


,

W3 =
[
0.0028 0.0002 −0.2239 −0.4732 −0.2551 0.1171
0.0004 0.0007 0.6239 −0.1034 −1.2361 1.6013

]
,

b1 =


1.2488

−0.2518
0.1790
1.5078
0.8362

 , b2 =



0.7744
−1.8967
2.3672
0.4077
1.4410
1.8960


, b3 =

[
1.8631

−0.6930

]
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Apêndice D - MATRIZ P

D.1 Exemplo 1

P1 =
[
13.7229 6.7768
6.7768 5.3596

]
, P⊤

2 =



0.9840 0.5517
0.0767 0.0099
6.1991 3.2368

−1.2966 −0.6940
2.3240 1.2170

−2.5178 −1.2305
3.2880 1.8005


,

P3 =



−0.6861 0.1372 −2.4933 0.9644 −0.0649 0.8271 −1.9503
0.1372 1.5509 0.3641 −0.5836 0.0694 −0.6583 −0.6766

−2.4933 0.3641 0.1354 0.6501 3.5684 0.1569 −0.4453
0.9644 −0.5836 0.6501 −0.9828 −1.3189 −0.8260 0.4245

−0.0649 0.0694 3.5684 −1.3189 4.9215 −0.9800 0.1006
0.8271 −0.6583 0.1569 −0.8260 −0.9800 −0.5372 −0.5376

−1.9503 −0.6766 −0.4453 0.4245 0.1006 −0.5376 −2.0095


.

D.2 Exemplo 2

P1 =

 83.5509 9.9806 −6.5458
9.9806 164.9132 −0.0820

−6.5458 −0.0820 177.4515

 ,
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P⊤
2 =



0.0368 −0.0634 −0.3695
−6.6937 −6.3379 18.4951
−0.1122 1.5784 −1.9121
2.5984 −0.3941 −1.0942

−1.2382 1.5603 0.5778
−0.2576 −0.0096 0.6076
−0.5725 −0.1656 1.3526
0.0863 0.7508 2.6212

−0.6225 0.3271 0.1755
−0.4769 −1.8599 −4.0551
0.6345 1.1073 4.9735
0.4451 −0.2225 −2.3551

−0.7991 0.4915 0.0949
−0.3397 −0.2084 −3.6179
0.6242 0.3463 −0.6208
1.0152 1.1700 2.5735



, P3 =
[
P3a P3b

P⊤
3b P3c

]
,

P3a =



0.9415 2.5051 −0.1143 0.3682 1.9414 1.1892 0.1527 −0.2435
2.5051 42.5335 −2.8889 −1.3879 1.4313 3.2236 1.0373 1.7005

−0.1143 −2.8889 −19.5318 0.2663 0.3383 0.1562 −0.2538 −2.1241
0.3682 −1.3879 0.2663 −4.0502 2.0917 −0.2759 1.6811 2.2900
1.9414 1.4313 0.3383 2.0917 0.3261 −0.4346 −2.3686 0.7756
1.1892 3.2236 0.1562 −0.2759 −0.4346 4.5493 −0.4847 −0.4106
0.1527 1.0373 −0.2538 1.6811 −2.3686 −0.4847 −1.8221 −0.6131

−0.2435 1.7005 −2.1241 2.2900 0.7756 −0.4106 −0.6131 4.6442


,

P3b =



−2.9151 −0.0984 0.0755 −0.2932 −0.9229 0.4295 0.1315 −1.1382
−0.1991 0.1307 1.5765 −0.0387 −0.6534 −1.1549 −0.5074 −0.8544
8.7130 −1.7487 −1.4003 1.3990 −0.7357 −0.1565 0.4052 0.3402

−10.5547 0.6394 −1.5703 1.7467 0.7316 0.9662 1.3601 −0.5687
2.0771 −2.2706 3.5235 −1.9218 −0.9326 −0.6267 −0.1284 1.1483

−0.7300 −0.3045 0.3876 −0.5343 −1.0960 −0.4639 −0.2031 −0.0407
−0.0676 0.2887 1.5742 −2.1478 −0.0940 −0.8197 −1.1758 0.3761
−1.4279 −1.6869 0.0320 −1.0490 −0.7873 −1.0537 −0.0620 1.0975


,

P3c =



15.8576 −0.0999 −0.5604 −0.0518 −1.5949 0.6929 −0.2854 0.4541
−0.0999 2.9069 −1.9643 −0.2449 −1.2982 2.3589 −0.9912 −0.6575
−0.5604 −1.9643 2.7131 −0.1458 −0.2999 −3.1377 0.4359 −0.9492
−0.0518 −0.2449 −0.1458 −2.6895 3.2045 1.1189 1.4578 1.2685
−1.5949 −1.2982 −0.2999 3.2045 −4.4482 −0.4154 −0.4174 0.0131
0.6929 2.3589 −3.1377 1.1189 −0.4154 2.8902 −0.4273 0.1006

−0.2854 −0.9912 0.4359 1.4578 −0.4174 −0.4273 1.4467 0.5503
0.4541 −0.6575 −0.9492 1.2685 0.0131 0.1006 0.5503 −0.8160


.
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