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RESUMO

Este trabalho estuda o problema de andlise de estabilidade exponencial da origem
de um sistema linear a tempo discreto realimentado por uma rede neural (RN) do tipo
ReLU. Primeiramente é mostrado que o sistema em malha fechada (MF) é equivalente a
um sistema afim por partes (PWA) que pode ser descrito por uma representagao implicita
baseada em fungoes rampa. A partir desta representagao, condi¢oes LMI para a certificagao
de estabilidade da origem do sistema em MF operado com o controle por RN sao propostas.
Além disso, as restrigoes de amplitude sobre o sinal de controle sao levadas em consideragao
na andalise de estabilidade em forma de uma saturagao (potencialmente assimétrica) da
saida da RN. Por fim, um exemplo numérico demonstra a aplicagdo das condigdes propostas.

Palavras-chave: Redes Neurais, Controle Preditivo por Modelo, Métodos de Lyapunov.



ABSTRACT

This work studies the problem of exponential stability analysis of the origin of a
discrete-time linear system controlled by a ReLU-type neural network (NN). Firstly, it
is shown that the closed-loop system is equivalent to a piecewise affine (PWA) system
that can be described by an implicit representation based on ramp functions. Using this
representation, conditions in the form of LMIs for the stability certification of the origin of
the closed-loop system operated with NN control are derived. In addition, the amplitude
constraints on the control signal are taken into account in the stability analysis in the form
of a (potentially asymmetric) saturation in the NN output. Finally, a numerical example
demonstrates the application of the proposed conditions.

Keywords: Neural Network; Model Predictive Control; Lyapunov methods.
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1 INTRODUCAO

Redes neurais e aplicagoes de inteligéncia computacional nao sao algo novo, a base
tedrica e conceitos sobre o assunto existem desde os anos 60 (SANGER; BALJEKAR, 1958).
Porém, somente com os avangos recentes nas areas de tecnologia da informagao, em especial
o aumento do poder computacional e a otimiza¢ao dos processos para gerar/obter, analisar
e armazenar dados, se tornou possivel a aplicacdo de RNs para soluc¢oes de problemas
reais (AGGARWAL, 2019). Devido a isto, a utilizagdo de RNs para o controle de sistemas
dindmicos vem sendo amplamente explorada na area académica, em especial para controle
de sistemas nao lineares ou sistemas lineares sujeitos a nao linearidades como a saturagao
zona morta (LEE et al., 2020; ZHOU et al., 2019; BOSE, 2007).

Apesar dos avancos nas areas de inteligéncia computacional e do aumento do
interesse académico na utilizacao de RNs para aplicacoes de controle, os controladores
baseados em RN ainda sofrem com a falta de certificacao de estabilidade e seguranca devido
a complexidade da estrutura das RNs. Uma possivel forma de certificar a estabilidade da
origem para sistemas controlados por RN ¢é utilizar as condigoes apresentadas em (YIN;
SEILER; ARCAK, 2022). Porém, tais condigbes sao baseadas em condigoes de setor ao
invés de uma representacao exata do sistema, o que pode acrescentar conservadorismo
na analise. Outro problema surge quando o sistema a ser controlado apresenta limitacoes
na sua entrada de controle: como essas restrigoes de amplitude do sinal de controle nao
sao explicitamente garantidos pela RN, mesmo que a estabilidade da origem do sistema
realimentado pela RN possa ser certificada, tal conclusao nao é valida para a RN sujeita
aos limites na entrada de controle.

Com isso em vista, este trabalho propoe o uso da representacao implicita baseada
em rampas para sistemas afins por partes (PWA, do inglés Piecewise Affine) (GROFF;
VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., 2023) para analisar a estabilidade exponencial
da origem do sistema em MF realimentado por uma RN ReLU sujeita a saturacao
(potencialmente assimétrica) na entrada de controle. Nesta abordagem os limites impostos
na entrada de controle pelas possiveis restrigoes do atuador sao levados em consideracao
na andlise de estabilidade na forma de uma saturacao de entrada, a qual é incorporada no
modelo PWA. Assim, qualquer certificado de estabilidade exponencial da origem obtido é
valido para a entrada de controle limitada, algo que nao é diretamente obtido com técnicas
de RN. Outra vantagem da analise de estabilidade proposta neste trabalho deriva do fato
de que a representagao implicita se mostrou menos conservadora do que abordagens que
usam condicoes de setor para levar em conta o comportamento nao linear induzido pelas
funcoes rampa de ativagdo da RN na andlise de estabilidade de sistemas sujeito a saturagao,
conforme visto em (CABRAL; VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., 2022).

Para ilustrar a abordagem proposta, ao final deste trabalho sao realizados exemplos
numéricos onde uma RN é treinada para emular o comportamento de um MPC ( do
inglés Model Predictive Control) no controle de um sistema linear sujeito a saturagao
do sinal de controle. Este exemplo tem aplicagoes praticas, ja que para sistemas onde o
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periodo de amostragem é muito pequeno ou o cédlculo de otimizacao do MPC é muito
complexo computacionalmente, pode nao ser possivel computar a solugao do MPC em
tempo habil. Neste caso, a aproximacao do MPC por uma RN reduzida pode diminuir
substancialmente o esfor¢o computacional para o célculo do sinal de controle sem grandes
perdas de desempenho. Além disso, é possivel garantir um limitante superior para o erro
entre a lei de controle do MPC e a aproximacao da RN (ROSS et al., 2022).

Com este escopo, a organizacao deste trabalho se da seguinte forma: no Capitulo
2 ¢ realizada uma revisao dos conceitos necessarios para execucao do trabalho, os quais
envolvem MPC, RNs e técnicas para representacao e certificacao de estabilidade de sistemas
PWA. No Capitulo 3 sao descritos os passos realizados para formulacdo das condigoes de
estabilidade do sistema, passando pela definicao matematica do problema a ser explorado,
pela representagao do sistema linear controlado por RN sujeito a saturagao no formato
PWA e por ultimo apresentando o teorema proposto para certificacdo da estabilidade do
sistema. No Capitulo 4 sao apresentados os exemplos numéricos realizados como forma de
ilustrar a abordagem proposta. Por fim, no Capitulo 5 sao apresentadas conclusées sobre
os resultados e possiveis trabalhos futuros.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo faz-se uma breve revisao de conceitos que serao utilizados ao longo do
desenvolvimento deste trabalho. Primeiramente conceitos gerais sobre MPC sao abordados,
bem como alguns dos problemas que este controle apresenta e que espera-se mitigar com
a utilizacao de RNs. Depois ¢é apresentada uma revisao sobre RN, a sua estrutura e sua
representacao matematica. Por fim, sdo abordados conceitos referentes sistemas PWA e sao
apresentados os métodos e os lemas utilizados para desenvolver as condigdo para certificar
a estabilidade assintdtica destes sistemas.

2.1 CONTROLE PREDITIVO BASEADO EM MODELO

Técnicas MPC consistem em utilizar o modelo dinamico do processo para controlé-lo
satisfazendo restri¢oes de estado e/ou entrada de controle. Dado um sistema linear a tempo
discreto representado por

Tpe1 = Az, + Buy, (1)

onde xy e T+ € R™ sdo, respectivamente, o estado atual e sucessor em uma dada amostra
k>0¢€eN, u, € R"™ é a entrada de controle nesta mesma amostra k e as matrizes
A e R"™ e B € R""™ definem o sistema. O MPC pode ser definido a partir de um
problema de Programagcao Quadrética (QP, do inglés Quadratic Programming) como, por
exemplo (HERCEG et al., 2013),

Np—1
- T T

min T, QT + up Oy ug,
u ];) k Quty + Uy Quu @)

sujeito a (1), GU < R+ Euxy,

onde Q, > 0 € S"e @, >0 € S™ sao matrizes de ponderacao do problema e N, é o

tamanho do horizonte de predigdao. O vetor U = [ug o uJT\,r1 € RMwm representa

a sequéncia de entradas de controle e as matrizes G € R"*Nue | ¢ R"%X" ¢ R € R"
representam as n, restrigoes de (2), que podem representar limites nas entradas e/ou
estados. Uma vez que a sequéncia de controle 6tima U* é computada, seu primeiro elemento,
ou seja, ug, ¢ aplicado no processo e uma politica de horizonte deslizante é empregada
(CAMACHO; BORDONS, 2007; MACIEJOWSKI, 2000).

A politica de horizonte deslizante do MPC exige que o problema QP (2) seja
resolvido a cada periodo de amostragem, o que pode ser proibitivo em casos onde o mesmo
é insuficiente para que a solucao de (2) seja computada. Para contornar esse problema
pode-se usar o MPC explicito (BEMPORAD et al., 2002), onde a lei de controle 6tima,
resultante de (2), que é uma fungdo continuamente Afim por Partes (PWA, do inglés
Piecewise Affine), é calculada offline. Desta forma, durante o controle em tempo real do
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sistema (1), o controlador deverd encontrar em uma tabela de consulta qual expressao
da lei de controle PWA ¢é vélida para o estado atual. Entretanto, por vezes, mesmo a
tarefa de busca da equacao afim adequada pode nao ser temporalmente possivel dentro do
periodo de amostragem definido, o que limita o MPC explicito para sistemas de tamanho
moderado (VALMORBIDA; HOVD, 2023).

Outra abordagem é utilizar RNs para computar a agdo de controle proveniente de um
MPC, visto que fungoes continuamente PWA podem ser representadas de forma exata por
uma RN com fungdo de ativagdo ReLU (do inglés, Rectifier Linear Unit) (HE et al., 2020).
Entretanto, tal representacao exata pode implicar em uma RN demasiadamente grande e,
com isso, ainda pode nao ser factivel computar sua saida no periodo de amostragem. Para
contornar esse problema pode-se utilizar RNs reduzidas para aproximar a lei de controle
proveniente de um MPC. Neste caso, é possivel garantir um limitante superior para o
erro entre a lei de controle do MPC e a aproximacao da RN (ROSS et al., 2022), mas
isso nao implica imediatamente em uma garantia de estabilidade da origem do sistema
em malha fechada (MF) operando com a RN. Para certificar a estabilidade da origem,
pode-se utilizar os resultados apresentados em (YIN; SEILER; ARCAK, 2022). Porém,
tais resultados fazem uso de condic¢oes de setor ao invés de uma representacao exata da
funcao de ativacao da RN, o que pode acrescentar conservadorismo na analise, ji que, ao
usar condigoes de setor, acaba-se certificando a estabilidade para todas as possiveis nao
linearidades no setor. Outro problema surge da possivel violagao dos limites da entrada de
controle por uma RN treinada para aproximar a lei de controle emergente de um MPC.
Dessa forma, mesmo que a estabilidade da origem do sistema realimentado pela RN possa
ser certificada, tal conclusao nao é valida para a RN sujeita aos limites na entrada de
controle.

2.2 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

As redes neurais artificiais (neste trabalho chamadas apenas de RNs por simplici-
dade) sao modelos inspirados no comportamento das redes neurais biologicas do cérebro
humano e buscam modelar as capacidades de processamento de informagoes dos sistemas
nervosos (ROJAS, 1996). Segundo (HAYKIN, 2001), uma RN é um processador distribuido
paralelamente constituido de unidades de processamento simples, com propensao natural
para armagzenar conhecimento experimental e torna-lo disponivel para o uso. Uma RN ¢é
composta de diversos neurénios baseados no modelo Perceptron de um neurénio artificial
(SANGER; BALJEKAR, 1958). Esse neur6nio, apresentado na Figura 1 é composto por
um conjunto n de entradas z;, ¢ =1,...,n, seus respectivos pesos p;, ¢=1,...,n, um
valor de bias b e uma funcao de ativacao f, a qual pode ser uma funcao ReL.U, sigmoide,
tangente hiperbdlica, entre outras.

A saida desse neurdnio é o resultado da funcao de ativagdo do mesmo aplicada a
uma variavel u a qual corresponde ao somatorio das n entradas multiplicadas pelos seus
pesos e somadas ao bias. Em uma RN, esses neurdnios sao conectados de forma que as
entradas de um neurénio sdo compostas das saidas de outros. A alta complexabilidade
desses sistemas, gerada pela interconexao dos diferentes neurdnios, torna as RNs uma
6tima ferramenta para aproximagao e/ou controle de sistemas dindmicos nao lineares como
visto em (LEE et al., 2020; ZHOU et al., 2019; BOSE, 2007; L1 et al., 2015).

Como visto em (JAIN; MAO; MOHIUDDIN, 1996), existem diversas formas de
realizar a conexao dos neurénios em uma RN e dentre estas formas de conexao pode-se
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Figura 1: Exemplo de neurédnio artificial.

f(u) |

Fonte: Autor

separar as RNs em dois tipos principais:

e RNs feedfoward: tém seus neurdnios agrupados em camadas e a conexao entre eles
da-se de forma que as entradas dos neuronios de uma camada i sao as saidas dos
neurdnios da camada anterior ¢ — 1. Nesta configuracao a camada 0 é chamada de
camada de entrada e é composta das entradas propriamente ditas da RN, a tltima
camada é chamada de camada de saida e sua saida é a saida propriamente dita da
RN e as camadas intermediarias sao chamadas de camadas ocultas.

o RNs recorrentes: possuem certo grau de realimentacdo entre seus neurdnios de forma
a possuir dinamica interna tornando-as mais “poderosas” mas também tornando-as
mais complexas e de dificil analise.

No escopo deste trabalho serao utilizadas RNs feedfoward. Um exemplo deste tipo
de RN pode ser visto na Figura 2.

Figura 2: Exemplo de uma RN feedfoward com 3 entradas (x1, x2, x3),
2 saidas (y1, y2) e 1 camada oculta com 4 neurénios.

X1 —p

—» V1
X2 —p

—» V2
X3 —p

Fonte: Autor

Além disso, sera utilizada a seguinte representacao matematica para uma RN
feedfoward de ¢ camadas ocultas (¢ > 1 € N) (YIN; SEILER; ARCAK, 2022):

Wy =T,
w; = ¢(Wiw;—1 + b;), (3)
U:¢(Wg+1UJg+bg+1), 1= 17"'7£a

onde x € R™ é o vetor de entradas da RN, v € R™ é o vetor de saida da RN, e para a
i-ésima camada w; € R™i é o vetor de saida (ou seja, a saida dos n,, neurdnios da i-ésima,
camada), b; € R™:i é o vetor dos bias e W; € R"i*™wi-1 é a matriz dos pesos. Para definir
o valor dos pesos e bias de uma RN, esta passa por um processo de treinamento o qual é
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descrito no Apéndice B. Além disso, ¢ : R™ — R™ representa a funcao de ativa¢ao da
camada oculta para uma entrada y € R™ e ¢ : R™ — R™ representa a funcao de ativacao
da camada de saida da RN. Tanto a fungao de ativagdo das camadas ocultas quanto
a funcao de ativagdo da camada de saida da RN pode variar dependendo da aplicagao,
podendo ser uma fungao Sigmoide, tangente hiperbélica (Tanh), ReLLU, entre outras. Na
Figura 3 sao apresentados os graficos de algumas dessas fungoes de ativacao.

Figura 3: Grafico de func¢ées de ativacao tipicas de RN.

(@) ) f@)

1z 1%’
0.5 -
Xz

| 1

T —

(a) Sigmoide (b) Tanh (c) ReLU
Fonte: Autor

No caso da funcao de ativacao da camada de saida, para problemas de regressao
normalmente sao utilizadas fungoes de ativagdo Softmax,

w(])(y): ) j:L"'anw (4)

Z?:Uo e’®
onde n, = n,, de forma que cada uma das saidas da camada final da RN apresentard um
resultado entre 0 e 1 que indicara a probabilidade dos dados de entrada serem de uma
determinada classe e entao a classe com maior probabilidade é escolhida como resultado
da classificagdo. J&, para problemas de regressao/emulagdo, sdo normalmente utilizadas
funcoes de ativacao lineares, ou seja

Y(y) =y, (5)

pois se deseja que a saida da RN nao seja restringida (como é o caso quando utilizada as
fungoes de ativagdo como sigmoide e Softmax) e possa assumir qualquer valor.

Um ponto importante a ser ressaltado sobre as func¢oes de ativagao das RN é que
algumas delas sao nao linearidades de setor, como é o caso da func¢ao ReLU e funcao Tanh e,
portanto, podem ser modeladas como tal e utilizadas técnicas desenvolvidas para essa classe
de nao linearidades para derivar condi¢oes de estabilidade para sistemas que contenham
tais redes neurais (YIN; SEILER; ARCAK, 2022). Porém, como ja dito anteriormente na
Secao 2.1, esta abordagem envolve certo conservadorismo na andlise, pois acaba certificando
a estabilidade para todas as possiveis nao linearidades no setor.

Por fim, é importante destacar que existem varios atributos que influenciam no
treinamento e performance do modelo da RN. Todos esses atributos selecionados antes
do treinamento da RN sao considerados hiperparametros, os quais consistem no ntimero
de neurtnios e camadas ocultas da RN, fun¢ao de ativacao de cada camada, algoritmo
de treinamento escolhido, parametros do algoritmo de treinamento escolhido, critérios de
parada para o treinamento da RN, entre outros. A escolha dos hiperparametros utilizados
para a RN ¢ uma etapa muito importante para o desenvolvimento da RN e tem grande
influéncia na performance da mesma, existindo varios estudos e métodos de otimizagao para
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estes, como busca por grade, busca aleatoria, algoritmo de enxame e algoritmo genético
(MAN; TANG; KWONG, 1996). Porém, como o foco deste trabalho é na obtengao de
critérios para analise da estabilidade de sistemas controlados por RN e nao em obter a
melhor RN possivel para um certo problema, a maioria dos hiperparametros utilizados
foram selecionados de forma empirica.

2.3 SISTEMAS PWA

Sistemas PWA em tempo discreto pertencem a uma classe de sistemas que podem
ser representados por

vt = f(x) (6)

onde f(x) é uma fungdo PWA, z é o vetor de estados do sistema no instante atual e z é
o vetor de estados do sistema no préximo instante. Segundo (ARFKEN; WEBER, 2005),
uma funcado PWA é uma funcao definida em L regices I';, ¢=1,...,L, onde em cada
uma dessas regioes a fungdo PWA ¢é representada por uma fungao afim. Fungoes afins
vetoriais sao fungao do tipo f(z) = Az + b, onde = é o vetor de entrada, A é uma matriz e
b é um vetor. Um exemplo de funcdo PWA de uma dimensao pode ser dado por

—2r—3 sex < —1
flx)=<x se —l<x<2 (7)
—4r+10 sex > 2,

e seu correspondente grafico é apresentado na Figura 4.

Figura 4: Gréfico da funcao PWA (7).

/()

Fonte: Autor

A classe de sistemas PWA tem sido usada para representar uma grande variedade de
sistemas nao lineares, desde circuitos (TESU; DARTU, 1992; JULIAN; DESAGES; AGA-
MENNONI, 1999) sistemas pneumaticos (ANDRIKOPOULOS et al., 2014) e biossistemas
(AZUMA; YANAGISAWA; IMURA, 2008) até sistemas com nao linearidades oriundas
de sensores e atuadores, tais como saturagoes e zonas mortas (GOMES DA SILVA JR.;
TARBOURIECH, 1999), ja que essas nao linearidades sao fungoes PWA.
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2.3.1 Representacao implicita de sistemas PWA

Diferentes representacoes para fungbes PWA existem na literatura, cada uma tem
suas vantagens e desvantagens e sao aplicadas em diferentes areas de interesse. Algumas
das representagdes mais importantes sao a representagdo PWA padrao (SONTAG, 1981)
e a representacdo PWA candnica (CHUA; KANG, 1977). Neste trabalho serd usada a
representacao PWA implicita apresentada em (GROFF; VALMORBIDA; GOMES DA
SILVA JR., 2019), na qual uma funcdo PWA f(z) pode ser descrita por

{f(iﬂ) = Fiz + Fyo(y)

y = Fyz + Fio(y) + F5, (8)

onde x € R" y € R™, [} € R™" Fy € R F3 € R " Fy € R™*™ e [y € R™. Além
disso, ¢ : R™ — R™ representa a funcao de ativagdo rampa vetorial, também chamada
de ReLU, para uma entrada y € R™, a qual ¢ definida elemento a elemento pela fungao
rampa escalar 7 : R — R, ou seja,

0 seyy <0,
oY) = r(yy)) = . ()
’ ’ Yy seyy =0, J=1,...,n.

Na Figura 5 é apresentado o grafico da fungdo rampa r.

Figura 5: Grafico da funcao rampa .

r(y)

Fonte: Autor

A principal vantagem de utilizar (8) é a caracterizagdo nao conservadora da fungao
de rampa de valor vetorial ¢ em termos de identidades e desigualdades, as quais serao
expostas a seguir (GROFF; VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., 2019).

Lema 1. A fung¢do rampa r satisfaz:

r(=y)r(y) =0

Prova. caso y < 0, r(y) = 0, jd caso y > 0, r(—y) = 0, por fim caso y = 0,
r(y) =r(=y)=0. O

Lema 2. A funcdo rampa r satisfaz:

Prova. caso y < 0, r(—y) = —y e r(y) = 0 resultando na igualdade —y = —y, ja
caso y > 0, r(—y) = 0 e r(y) = y resultando na igualdade 0 = 0, por fim caso y = 0,
r(—y)=0,r(y) =0ey=0. O
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Lema 3. Para qualquer matriz T € D™ a fungao ¢ definida em (9) satisfaz:

si(T,y) ==  (y)Top(—y) =0 Vy € R™.

Prova. Usando o Lema 1 e a defini¢do da fun¢ao rampa vetorial (9) deriva-se o
Lema 3. [

Lema 4. Para qualquer vetor £ € R™ e matriz R € R™*™ qa fungdo ¢ definida em (9)
satisfaz:

s52(&, R, y) = ER(y — (o(y) — ¢(—y))) =0 Vy e R"™,

Prova. Usando o Lema 2 e a defini¢do da fun¢ao rampa vetorial (9) deriva-se o
Lema 4. [

Lema 5. Para qualquer matriz M € P12 q funcdo ¢ dada em (9) satisfaz:

1 1" 1

ss(M,y) == | é(y) | M| ¢y) | 20 VyeR™.
P(—y) P(—y)

Prova. Observando que r(f) > 0 e usando a definigdo da funcdo rampa vetorial (9)
deriva-se o Lema 5. [J

As propriedades enunciadas nos lemas acima provém diretamente da definicdo da
funcao rampa vetorial e aplicam-se tnica e exclusivamente a este tipo de funcao. Além
disso, a partir destas propriedades é enunciada a seguinte proposicao para certificar a
positividade de uma func¢ao quadratica por partes (PWQ, do inglés Piecewise Quadratic,
apresentada no Apéndice A) descrita genericamente usando fungoes rampa.

Proposicao 1. Dada uma funcio PWQ h : R® — R" representada por
h(z) = x(z)" Hx(x)

com

X (@) =[1 27 ¢"(y@) ¢ (~y()),

se existirem matrizes T € D™, R € RU+n2m)xny o N e P20 gye satisfacam

W) +s1(T, y(x)) + s2(R, (), y(2)) — s5(M,y(x)) = 0, (10)
entio h(z) >0 Vr e R™.

A prova da Proposicao 1, apresentada em (GROFF; VALMORBIDA; GOMES
DA SILVA JR., 2023), baseia-se na aplicacdo dos Lemas 3, 4 ¢ 5 em (10). Com isto,
dada uma fungdo PWQ V' (x), é possivel usar a Proposigdo 1 para derivar condigoes LMIs
(a definidao de LMIs é apresentada no Apéndice A.1) para provar que V(z) > 0 e que
AV (z) =V (zt) — V(z) < 0 e consequentemente certificar estabilidade exponencial global
da origem de um sistema PWA.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, inicialmente é realizada a definicdio matematica do problema a ser
abordado, definindo o sistema a ser controlado, as caracteristicas da RN a ser utilizada e as
restricoes de controle envolvidas. Posteriormente, é desenvolvida a representacao implicita
baseada em rampa para sistemas PWA em malha fechada a partir da representacao
implicita da RN, da representacao implicita da saturacao e da formulacao da interconexao
de dois sistemas PWA. Por fim, a partir da representacao implicita do sistema em MF sao
desenvolvidas condi¢oes LMIs para verificar a estabilidade global exponencial da origem
do sistema.

3.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por
T = Az + Bu, (11)

onde x e x7 € R" sdo, respectivamente, o estado atual e sucessor do sistema, u € R™ é a
entrada de controle e as matrizes A € R"*" e B € R"*" definem o sistema.
Este sistema é controlado por uma RN, descrita por

Wy = T,
v:w(W€+lw€+bK+l)7 L= 17"'7£7

onde x € R™ é o estado atual da planta, v € R™ é o sinal de controle da planta nao
saturado, e para a i-ésima camada w; € R™i é o vetor de saida (ou seja, a saida dos
N, neurdnios da i-ésima camada), b; € R™ é o vetor dos bias e W; € R"™i*™wi-1 é g
matriz dos pesos. Além disso, ¢ é uma fun¢do ReLU definida em (9) e como a RN esta
sendo empregada para um problema de regressao/emulagao, considera-se que a funcao de
ativagao da saida da RN 1) é uma fungdo puramente linear (5).

Devido a restri¢coes na acao de controle impostas pelo atuador, considera-se que
o sinal aplicado a planta é uma versao saturada da saida v calculada pela RN. Seja
sat : R — R a funcao saturacao escalar, a saida limitada v € R™ da RN é dada por

Ygy  S€ V() < U
u@g) = sat(vg)) = v se ug) < vy < Tg) (13)
UGy  S€ UGy > Ug)
para j =1,...,n,, onde u < u € R™ sao, respectivamente, os vetores que concatenam os

limites inferior e superior da saturacao. Desta forma, sendo a origem do sistema em MF,
dado por (11), (12) e (13), um ponto de equilibrio, o seguinte problema é considerado.
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Problema 1. Certificar a estabilidade exponencial global da origem do sistema em MF
dado por (11), (12) e (13).

3.2 REPRESENTACAO DO SISTEMA PWA EM MF

Observa-se que o sistema em MF dado por (11), (12) e (13) é um sistema PWA.
Assim, para verificar a estabilidade do mesmo, sera considerada a representacao implicita
baseada em rampas para sistemas PWA proposta em (GROFF; VALMORBIDA; GOMES
DA SILVA JR., 2023). Neste caso o sistema em MF sera reescrito na forma

{x+ = Fyz + Fo(y) (14)

y = Fsx + Fyo(y) + F;

onde y € R™, F; € R™" F, € R [F3 € RWw*" Fy € Rw*™ e Iy € R™. Uma
vez obtida a representacao (14), pode-se entdo utilizar os resultados apresentados em
(GROFF; VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., 2023) para certificar a estabilidade
exponencial global da origem do sistema em MF. Para reescrever o sistema no formato
dado por (14), primeiramente sao desenvolvidas as representagoes implicitas da RN (12)
e da saturagao (13) e, em sequéncia, é desenvolvida a formulagao de fungoes compostas
PWA para representar a interconexao em série da RN e da saturacao.

3.2.1 Representacao implicita da RN

Definindo ¢; := W;w;_1+b; como a entrada da funcao de ativagdao da i-ésima camada
e os vetores ¢ € R™ e w € R™ (onde n, = ny, + -+ + ny,,) como, respectivamente, a
concatenacao das entradas e saidas da funcdo de ativagdo de cada camada da RN, ou seja,

gi=|:] e w:i=]|:], (15)

Qe Wy

temos que w = ¢(q). Dessa forma, a RN (12) pode ser expressa como

v T
1 1
onde
[ Onu,n Onu,nwl Onu7nw271 Wg+1 bg_;,_l i
W Ny Mwy 00 YN, Ry Onwl,nw[ by
N: = Onwz,n W, s Onw2,nw271 Oan,nwe ba
: : : : (17)
- Onwg,n Onwe,nwl Wy Onwe,nwZ by i
_ vi va va
_qu Ngw  Ngb
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com N,, € R"™*" N,, € Rt*™ Ny € R"™, N, € R"™*" N, € Rt e Ny € R".
Assim, a representagao implicita da RN (12) com base na func¢do rampa vetorial ¢ é dada

0= Noatt + [Nowy Nag] 6 ([ﬂ)
) n

N, N, 0
q _ qz z+ qu Ny, 1 (b
1 Ol,n Ol,nw 0
3.2.2 Representacao implicita da saturacao

Com o intuito de representar os limites de saida da RN como uma saturagao, deve
ser notado que a fungao saturagao é também uma funcao PWA continua e, portanto, pode
ser escrita na forma implicita baseada na funcao rampa vetorial ¢ como (GROFF, 2020)

(18)
q
1

Ny
1 .

u=v-+ {—Inu Inu] o(ys)
_ { I,
Ys = I,

Para demonstrar a equivaléncia entre (13) e (19), primeiramente nota-se que se a
entrada v(;) da saturagao estiver na regiao linear, ou seja, u;) < v(j) < U, temos que

(19)

—Uu

v+

u

P(v) —Ugy) =0
P(—vg) +ug)) =0

e, consequentemente, u;y = V).
Por outro lado, v(;) > % implica em

O(vi) — ) = vy — Ug)
d(—v() +ug) =0
€, portanto, u() = v() — V(5 + U = U()-
Por fim, se v < u;), temos que
d(vg) — Ug)) =0
¢(=v() +ug)) = —v) + ug)
o que implica em ug;) = v(j) — V(j) + Uy = Ugj)-

Dessa forma, a fungao implicita da saturacao dada por (19) equivale a saturacao
aplicada elemento a elemento de v(;) dada por (13).

3.2.3 Funcao composta PWA

Considerando duas fungbes PWA f, : R"« — R"fa e f, : R"» — R"% na represen-
tagao implicita baseada em rampas dadas por

{fa(xa) - Flaxa + F2a¢(ya)

20
Yaq = FSaa:a + F4a¢<ya) + F5a7 ( )
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{fb(ﬂl?b) = Fuay, + Foud(yp)

1)
Yo = Fapxp + Fapd(ys) + Fro.

A funcao composta f.:= fy(fu(z4)) pode entdo ser escrita como uma tnica fungdo PWA
com a seguinte representacao implicita baseada em rampas

o) = (FuFia)za + [P F}¢([y])

Yp
Ya
Yo

()

3.2.4 Representacao implicita do sistema em MF

(22)
F?)a

FSbFla

Fya 0
FsyFaq  Fap

F5a
Fxy,

a

Usando (22) e considerando que as fungoes f, e fj, sdo, respectivamente, dadas pela
RN (18) e pela saturagao (19), a seguinte representagao implicita é obtida para a RN
sujeita a saturacao em sua saida:

_q_
U:F1$+F2¢ 1
Vs (23)
q - - q -
1 :F3$+F4¢ 1 +F5
Ys LYs]

onde
1:Nv:c7 FQZ[NMU va _I’flu Inu:|7

qu qu Onw,l Onw,2nu

FS — Ol,n ’ F4 — Ol,nw 0 01,2nu
Nvm va va Onu 2N, ’

_er _va _va Onu,2nu

Fi=[N 1 -u" o).

Com isso, a representagao implicita do sistema em MF dado por (11), (12) e (13) é dado
por (14) com
F :A+BN1)3:7 Fy :B{va va _[nu [nu:|7

N(n qu Onw,l Onw 12N,
Ol,n 0 0172nu
va va Onu,Qnu
_sz _va _va Onu,2nu

FT=[Np 1 ]

Fg - ’ (24)

Na proxima secao, condigoes LMIs para a analise de estabilidade exponencial da
origem do sistema em MF dado por (14) e (24) sdo apresentadas.
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3.3 CERTIFICACAO DE ESTABILIDADE

Nesta secao, sao apresentadas condigoes LMIs que certificam a estabilidade expo-
nencial da origem do sistema em MF dado por (14) e (24). Para derivar essas condigoes,
sao utilizados os lemas e proposigoes expostos em 2.3.1.

Teorema 1. Considerando um sistema em MF representado por (14) com as matrizes F},
Fy, Fs, Fy e F5 dadas em (24) e supondo que a origem x = 0 € um ponto de equilibrio,
se existirem matrizes P, € S*, P, € R™™ Py € Sw, T, € D, Ty € D, T € D,
M, € ]P>1+2ny’ M, € ]P>1+2ny’ M c P1+4ny7 R, € R(1+n+2ny)><ny’ Ry, € RA+n+2ny)xny
R € RO+nH4m)x2ny ¢ oseqlares positivos €1, €5 en < 1 de forma que as sequintes inequagoes
matriciais sejam satisfeitas

H(ey) + He{U(T\) + R Z} — TM,T" >0, (25a)
—H(ey) + He{W(Ty) + RyZ} — TM,YT >0, (25b)
—H(n) + He{¥(T) + RZ} — TMYT >0, (25¢)

onde Ny = Ny, + 20, + 1,

[0 Ol,n Ol,ny Ol,ny 0 ~Ol,n 0~1,2ny Ol,2ny
Ot Pl_e'In P2 (. r7 On1 Pl(’?) PQ(U) On,2n
H(e;) = ' J Ml H(n) = ’ ~ s v
() On, 1 Py P30, () Ogn,1 Py () Pa(n)  Oan,
_Ony,l Ony,n Ony Ony 02ny,1 OZny,n OZny OQny
[0 Ol,n Ol,ny Ol,ny 0 Ol,n 01,2ny 01,2ny

101 0, 0ppy Opn, = = | Opt O0n  On2n, Onon,
UT) =" o, 0. T, | U(T) = Oyt Ooyw Oy T |

Y

_Ony,l Ony,n Ony Ony 02ny,1 02ny,n 02ny OQny
[ 1 01,2ny 5 1 01,4ny
T = On,l On,2ny ) T:= On,l On,4ny ) = [FS F3 Fy — Iny ]ny}a
_OQny,l IQny 04ny,1 ]4ny
= .| B R .| I3 5o | fa Ony 5o | I5
— = [F5 F3 Fy IQny ]2ny}7 F3 = [F3F1]7 F4 = [F?,FQ F4]’ F5 T [F;|7

Pi(n) = F PR —(1=n)P, By = |FAF—(1—-nP F B,

F'PF,—(1—nP; F]P
O T

para j € {1,2}, entdo a origem do sistema em MF é globalmente exponencialmente estdvel.

Prova. Considerando uma fun¢ao de Lyapunov quadratica por partes V : R® — R

dada por e TR Al
V@)—[ay(x))] [PJ PJ Lzs(y(:c))]' (26)

A partir da Proposicao 1 considerando h(x) como

hi(z) =V (z) —ear'z=x"(2)H(e)x(z)

ho(x) := =V (z) + e 2w = —x " (2)H(e3)x ()
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as inequagoes (25a) e (25b) garantem limitantes quadréticos inferior e superior, respecti-
vamente, tal que
allz]* < V(2) < el (27)

Portanto, V(x) é definida positiva e radialmente ilimitada.
Note agora que a partir de (41), V(x™), isto é, o valor da fungdo de Lyapunov na
amostra seguinte, é dada por

V(") = Lb(ygg;))r UD} ]]zj l¢(ya(7;))17

onde 2 é o estado sucessor da amostra atual. Observando que a partir de (14) temos que

y(a™) = y(Fra + Fag(y(x))
= FsFix + FsFo0(y) + Fao(y™) + F,

a expressao para V(xh) pode ser reescrita como

¢ 1'[FTPF, F'PF, F'P][ =
V(x+): gb y) FJPlFl FJPle FQTPQ ¢<y) )
oM | AR PIE, Py | |o(y™)

onde, por simplicidade, y* := y(x™). Portanto, definindo

y(z™)
eX'(z):=[1 =7 &(§(x))" ¢(~§(z))"] a condigao
V() < (1-n)V(z) (28)

é equivalente a .
ha(z) = X' (2)H()x (=) <0,

de forma que a partir da Proposigao 1 com h(z) = h(z), a inequagao (25c) garante (28)
ao longo das trajetérias do sistema dado por (14) e (24). Assim, (27) e (28) permitem
concluir que ||z|| < ce®*||xg|| com ¢ = (i—j)% e d =1In(y/1—1n),Vzg € R", o que implica na
estabilidade exponencial global da origem. [J

Observa-se que, uma vez fixado um valor para 7 (ou seja, o decaimento exponencial),
as inequagoes matriciais (25a), (25b) e (25¢) se tornam LMIs.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Com o objetivo de ilustrar a aplicagao das condigoes propostas, foram realizados
dois exemplos numéricos nos quais ¢ treinada uma RN com o objetivo de emular o
comportamento de um MPC para um sistema linear a tempo discreto sujeito a saturagao
na saida de controle. Posteriormente, é verificada a estabilidade exponencial global do
sistema em MF fazendo uso do Teorema 1.

4.1 EXEMPLO 1

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por (11) com

0.7326 —0.0861 0.6090
A= [0.1722 0.9909 ]  B= [0.064()] (29)
e com uma saturagao no sinal de controle dada por (13) com @ = 1 e u = —2. Para

controlar esse sistema, deseja-se implementar um MPC levando em conta as restri¢oes
de amplitude (i.e. saturagdo) sobre a entrada de controle. Porém, devido ao potencial
alto custo computacional para o calculo da acao de controle do MPC, sera treinada uma
RN reduzida para aproximar o comportamento do mesmo. Por fim, para certificar a
estabilidade do sistema em MF controlado pela RN reduzida, as condi¢oes do Teorema 1
sao empregadas.

4.1.1 Projeto do MPC

Foi projetado um MPC para o sistema dado por (11) e (29) considerando a saturagao
assimétrica (13) com @ =1 e u = —2. O MPC resolve o problema QP (2) para calcular
o valor da entrada de controle u, considerando @, = I, @, = 0.5, N, = 5, & = 0192,

RT:[1 11112222 2}eGT=[I5 —1'5].

4.1.2 RN reduzida

Com o objetivo de reduzir o custo computacional para utilizacao do MPC projetado,
foi treinada uma RN a partir do MPC com objetivo de aproximar o comportamento do
mesmo. Foi utilizada uma RN ReLLU com 2 entradas, 1 saida e 2 camadas ocultas com o
seguinte niimero de neurénios {2 2}. Para treinar essa rede, foram calculadas as saidas do
MPC para diferentes estados do sistema. Foi feita uma varredura no espaco de estados
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do sistema usando um quadrado onde os valores de cada um dos estados varia de -5 até
5 com espaco de 0.1 entre eles. Esses valores foram entao utilizados para o treinamento
da RN com o uso do algoritmo Levenberg-Marquardt backpropagation (apresentado no
Apéndice B.4), a Tabela 1 descreve os hiperpardmetros utilizados para o treinamento da
RN e a Tabela 2 descreve os critérios de parada utilizados para tal treinamento, onde « ¢é a
velocidade de aprendizado (descrita no Apéndice B.1) e ¢ é o pardmetro de amortecimento
(descrito no Apéndice B.4).

Tabela 1: Hiperpardmetros utilizados para o treinamento da RN.

Hiperparametro | Valor
« 1

o inicial 1073
Decréscimo de o 0.1
Incremento de o 10

Fonte: Autor

Tabela 2: Critérios de parada do treinamento da RN.

Critério de parada Valor
Nimero maximo de épocas | 103
Erro minimo 0
Gradiente minimo 1077
0 MAaximo 1010

Fonte: Autor

Apés o treinamento da RN, o valor do bias da camada de saida da mesma (by;) foi
ajustado para a garantir que saida da RN tenha valor zero para uma entrada nula, assim
garantindo que a origem do sistema em MF é um ponto de equilibrio. Para isso o valor de
bey1 foi atualizado da seguinte forma:

begr = begr — v (30)

onde byi1 é o valor do bias da tltima camada obtido a partir do processo de treinamento e
vp € o valor da saida da RN treinada para uma entrada nula.

A RN obtida é descrita por (12) com as matrizes apresentadas no Apéndice C.1. A
Figura 6 apresenta a comparagao de uma trajetéria do sistema controlado pelo MPC (2)
parametrizado de acordo com a Secao 4.1.1 e pela RN que emula seu comportamento. Na
Figura 7 pode-se observar a comparacao do sinal de controle gerado pelo MPC com o sinal
de controle da RN.

Nas duas figuras pode-se observar que a RN treinada tem o desempenho desejado
tendo uma performance proxima do MPC projetado mesmo para condigoes iniciais fora
do quadrado utilizado para o treinamento da mesma. Nos pontos das amostar de 5 a 10,
onde ocorre a saturacao do sinal de controle em —2, ocorreu a maior diferenca entre o
sinal de controle da RN e sinal de controle do MPC, indicando que a RN treinada nao
conseguiu emular tdao bem o comportamento do MPC para estes valores, o que ocorre
devido ao baixo nimero de neurdnios da RN. Também destaca-se que o tempo necessario
para calcular a acdo de controle do MPC, calculada usando pacote MPT3 (HERCEG et al.,



Figura 6: Evolucao dos estados do sistema do exemplo 1 em MF para
uma condigao inicial de x1 = xo = 20. O sistema com controlador MPC
é representado pelos circulos azuis, enquanto o sistema com controlador
de RN é representado pelas cruzes vermelhas.
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Fonte: Autor

Figura 7: Sinal de controle ao longo da trajetéria do sistema do exemplo
1 em MF para uma condi¢ao inicial de x1 = xo = 20. A acgao de controle
do MPC' e da RN sao representados, respectivamente, por circulos azuis
e por cruzes vermelhas.
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2013), foi da ordem de grandeza de milissegundos, ja o tempo necessario para calcular a
agao de controle da RN, calculada através de (12) e (13), foi da ordem de grandeza de
microssegundos, de forma a cumprir o objetivo de reduzir o custo computacional para o
calculo da acgao de controle.

4.1.3 Estabilidade Global da Origem

Por fim, utilizando as matrizes do Apéndice C foi certificada a estabilidade exponen-
cial global da origem do sistema em MF utilizando as LMIs (25a), (25b) e (25¢) obtidas
para 17 = 0.0001 e uma fung¢dao de Lyapunov quadrética por partes (41). As LMIs foram
resolvidas utilizando YALMIP (LOFBERG, 2004), MOSEK (APs, 2021) e MATLAB. A

Matriz P = lpl P

T ] obtida ¢ apresentada no Apéndice D.1.

4.2 EXEMPLO 2

Considerando um sistema linear a tempo discreto dado por (11) com

0.9210 0.000 0.0410 0.0170 0.0010
A =10.0000 0.918 0.0000f, B = [0.0010 0.0230 (31)
0.0000 0.000 0.9240 0.0000 0.0610
e com uma saturagao no sinal de controle dada por (13) com uw = [1 Q}T e

-
u = [—2 —4} . Para controlar esse sistema, deseja-se implementar um MPC levando

em conta as restrigoes de amplitude (i.e. saturagdo) sobre a entrada de controle. Porém,
devido ao potencial alto custo computacional para o calculo da acao de controle do MPC,
sera treinada uma RN reduzida para aproximar o comportamento do mesmo. Por fim,
para certificar a estabilidade do sistema em MF controlado pela RN reduzida, as condi¢oes
do Teorema 1 sao empregadas.

4.2.1 Projeto do MPC

Foi projetado um MPC para o sistema dado por (11) e (31) considerando a saturagao

T T
assimétrica (13) com u = {1 2} eu= [—2 —4} . O MPC resolve o problema QP (2)
para calcular o valor da entrada de controle u, considerando @, = I3, ), = 0.215, N, =5,
E = 093,

R" = |R] R]]
Ccom

Ri=[1111122222 e R=[222224444 4

a7 — Iy —I; 05 O3
05 05 s —I5|°
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4.2.2 RN reduzida

Com o objetivo de reduzir o custo computacional para utilizacao do MPC projetado,
foi treinada uma RN a partir do MPC com objetivo de aproximar o comportamento do
mesmo. Foi utilizada uma RN ReLLU com 3 entradas, 2 saida e 2 camadas ocultas com o
seguinte nimero de neurdnios {5 6}. Para treinar essa rede, foram calculadas as saidas do
MPC para diferentes estados do sistema. Foi feita uma varredura no espaco de estados do
sistema usando um cubo onde os valores de cada um dos estados varia de -5 até 5 com
espaco de 0.1 entre eles. Esses valores foram entao utilizados para o treinamento da RN
com o uso do algoritmo Levenberg-Marquardt backpropagation (apresentado no Apéndice
B.4) e os mesmos hiperpardmetros e critérios de parada para o treinamento utilizados no
exemplo anterior apresentados respectivamente nas tabelas 1 e 2.

Ap6s o treinamento da RN, o valor do bias da camada de saida da mesma (bpy1)
foi ajustado para a garantir que saida da RN tenha valor zero para uma entrada nula,
conforme (30), assim garantindo que a origem do sistema em MF é um ponto de equilibrio.

A RN obtida é descrita por (12) com as matrizes apresentadas no Apéndice C.2. A
Figura 8 apresenta a comparagao de uma trajetoria do sistema controlado pelo MPC (2)
parametrizado de acordo com a Secao 4.1.1 e pela RN que emula seu comportamento. Na
Figura 7 pode-se observar a comparacao do sinal de controle gerado pelo MPC com o sinal
de controle da RN.

Figura 8: Evolucao dos estados do sistema do exemplo 2 em MF para
uma condi¢ao inicial de x1 = xo = 20. O sistema com controlador MPC
é representado pelos circulos azuis, enquanto o sistema com controlador
de RN é representado pelas cruzes vermelhas.
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Pode-se observar que a RN treinada tem o desempenho desejado tendo um desem-
penho préxima do MPC projetado mesmo para condigoes iniciais fora do cubo utilizado
para o treinamento da mesma. Aqui, diferentemente do exemplo 1, a performance da RN
continua muito proxima da performance do MPC inclusive quando o sinal de controle



Figura 9: Sinal de controle ao longo da trajetéria do sistema do exemplo
2 em MF para uma condigao inicial de x1 = xo = 20. A agao de controle
do MPC e da RN sao representados, respectivamente, por circulos azuis

e por cruzes vermelhas.
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4.2.3 Estabilidade Global da Origem

] obtida é apresentada no Apéndice D.2.
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satura, o que provavelmente ocorre devido a utilizacdo de uma RN com um maior niimero
de neurdnios. Também destaca-se que o tempo necessario para calcular a agdo de controle
do MPC, calculada usando pacote MPT3 (HERCEG et al., 2013), foi da ordem de grandeza,
de milissegundos, ja o tempo necessario para calcular a acao de controle da RN, calculada
através de (12) e (13), foi da ordem de grandeza de microssegundos, de forma a cumprir o
objetivo de reduzir o custo computacional para o célculo da agdo de controle.

Por fim, utilizando as matrizes do Apéndice C foi certificada a estabilidade exponen-
cial global da origem do sistema em MF utilizando as LMIs (25a), (25b) e (25¢) obtidas
para 17 = 0.0001 e uma fungao de Lyapunov quadrética por partes (41). As LMIs foram
resolvidas utilizando YALMIP (LOFBERG, 2004), MOSEK (APs, 2021) e MATLAB. A

Matriz P = l
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi abordado o problema da certificacdo de estabilidade global de
um sistema linear a tempo discreto controlado por uma RN ReLU. Para isso, foi utilizada
representacao implicita baseada em rampas para sistemas afins por partes, a qual foi
apresentada no Capitulo 2.

No Capitulo 3, foi desenvolvida a representagao implicita baseada em rampas para
um sistema linear controlado por RN. Para isto foram desenvolvidas a representacao
implicita da RN, a representagao implicita da saturagao e a composicao de dois sistemas
PWA interligados. Entao, com a representacao implicita de um sistema linear controlado
por RN em maos, foram derivadas condigbes LMIs que certificam a estabilidade global da
origem do sistema em malha fechada.

No Capitulo 4, como forma de ilustrar a aplicagdo das condigoes propostas, foram
realizados dois exemplos numéricos onde se utiliza o teorema apresentado para verificar
a estabilidade exponencial global da origem de um sistema em malha fechada onde o
controlador é uma RN treinada para aproximar a acao de controle de um MPC.

As principais vantagens da abordagem proposta sao a reducdo do custo computaci-
onal para o calculo da acdo de controle comparado a métodos como o MPC, a certificagao
da estabilidade do sistema em malha fechada e a consideracao explicita dos limites da
acao de controle como uma saturagao na saida da RN.

Destaca-se que apesar do trabalho utilizar uma RN treinada para aproximar um
MPC para ilustrar o problema, os resultados obtidos neste trabalho sao validos para
qualquer controlador que faca uso de RNs ReLU.

Os resultados desse trabalho foram aceitos para apresentacao no SBAT 2023 (zA-
NETTE et al., 2023). Possiveis trabalhos futuros incluem:

A andlise da estabilidade local de sistemas lineares a tempo discreto controlados por
RNs ReLU, para isso pode-se utilizar os resultados desenvolvidos em (CABRAL;
VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., a ser submetido);

o A generalizacao do trabalho para sistemas nao-lineares controlados por RNs. possiveis
abordagens para esse problema sao a utilizacao de uma modelagem LPV para o
sistema nao linear, ou considerar sistemas com nao linearidades de setor e utilizar as
técnicas desenvolvidas para esse tipo de nao linearidades;

o A expansao do trabalho para um sistema com seguimento de referéncia e realimenta-
¢ao da saida, para isso pode-se treinar uma RN para emular um MPC que tenha
como entrada as saidas do sistema ao longo do tempo como o descrito em (NGUYEN
et al., 2021);

e A expansao do trabalho para outros tipos de RN, como, por exemplo, RNs recorrentes,
as quais podem ser utilizadas para aproximar um MPC com um observador de



32

estados. A expansao do trabalho para RN recorrentes implicaria em uma matriz de
representacao da RN (17) com diferentes matrizes de pesos W;; no lugar dos zeros,
as quais representariam ligagoes da camada oculta ¢ para a camada oculta j e nao
apenas ligacoes de uma camada oculta para a sua sucessora.
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Apéndice A - ESTABILIDADE NO SENTIDO DE LYA-
PUNOV

Uma das caracteristicas mais importantes para qualquer sistema ¢ a sua estabilidade,
tendo em vista que sistemas instaveis, em geral, tem pouca utilidade e muitas vezes
podem ser perigosos (J. -J E. SLOTINE; LI, 1990). A principal ferramenta para a
analise de estabilidade de sistemas nao lineares ¢ a utilizacao dos métodos de Lyapunov
(KHALIL, 2002). Desta forma, neste apéndice, é revisado o conceito de estabilidade no
sentido de Lyapunov para sistemas a tempo discreto com base no exposto em (ASTROM;
WITTENMARK, 2011).

A estabilidade de um sistema baseado na teoria de Lyapunov esta relacionada
com os pontos de equilibrio do mesmo. Assim, considerando a seguinte sistema de tempo
discreto:

= g(z). (32)
Um ponto de equilibrio pode ser definido como:

Definicao 1. Um estado x* é considerado um ponto de equilibrio do sistema se, uma vez
que x = x* em um instante k = ky, x permanece igual a r* para qualquer instante sequinte,
ou seja, temos que g(xz*) = x* Yk > ky.

Normalmente, por conveniéncia, é considerado que o ponto de equilibrio do sistema
é a origem do mesmo, ou seja z* = 0. Quando isso nao ocorre, o ponto pode ser transferido
para a origem através de uma mudanca de variaveis.

Definigao 2. Seja z = 0 um ponto de equilibrio do sistema (32). Ele é

o considerado estdvel se para todo € > 0 existe v > 0 tal que

lwol| < v = llzf] <€, VE>0; (33)
e considerado instdavel se ndo for estdvel;

o considerado assintoticamente estdvel se for estavel e v pode ser escolhido de forma
que
||lzol] <y = lim [|z|| =0 (34)
k—o0

Esta definicao de estabilidade, chamada de estabilidade no sentido de Lyapunov,
significa que, se um ponto de equilibrio é estavel, as trajetérias do sistema podem ser
mantidas arbitrariamente proximas ao ponto de equilibrio caso comecem suficientemente
proximas dele. Uma forma de verificar a estabilidade no sentido de Lyapunov de um
sistema, consiste em utilizar uma func¢ao escalar dos estados do sistema V. Se essa fun¢ao
for positiva e decrescente no tempo em uma regiao em torno do ponto de equilibrio, as
trajetorias irao se aproximar deste ponto e ele serd assintoticamente estavel. Este ¢ o
teorema da estabilidade Lyapunov, o qual é formalizado a seguir.
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Teorema 2. Seja x =0 um ponto de equilibrio do sistema (32) e D € R™ é um dominio
contendo x = 0, o ponto de equilibrio é considerado estdavel se existe uma fungdo escalar
V :D — R continua em x, tal que

V(z)>0, Vr#0e€D (35)
AV(z)=V(z") =V (z) <0, VzeD

Além disso, © = 0 € considerado assintoticamente estdvel se
AV(z) <0, Vx#0eD. (36)

Tanto a estabilidade quanto a estabilidade assintotica podem ser consideradas
globais se D = R™ e V(z) for radialmente ilimitado, ou seja

V(z) = oo. (37)

||| |00
Uma fungao V' que satisfaz as condigoes (35) é chamada de fungao de Lyapunov e
de maneira geral podem existir diferentes fungdes de Lyapunov para um mesmo sistema. £
importante destacar que as condi¢des do Teorema 2 sdo apenas suficientes e ndo necessarias
para a estabilidade da origem do sistema. Caso uma fun¢ao candidata verifique as condigoes
do teorema o ponto de equilibrio é considerado estavel, mas caso a funcao candidata nao

verifique as condigoes do teorema nada pode ser afirmado.

Uma classe de fungbes escalares normalmente utilizadas como candidatas de Lyapu-

nov sao as func¢oes quadraticas, dadas por

V(z)=2z"Px, (38)

onde P é uma matriz simétrica positiva definida de forma a satisfazer V' (z) > 0.
Segundo, (GROFF; VALMORBIDA; GOMES DA SILVA JR., 2023) uma extensao
da fungoes quadraticas, que deriva condi¢oes de estabilidade menos conservadoras que
essas para sistemas PWA devido a estas incorporarem informagoes sobre as regides do
sistema, sao fungdo quadraticas por partes (PWQ, do inglés Piecewise Quadratic).
Considerando um sistema PWA na sua representagao padrao dado por

flz)=Aix+b Veel, CR"i=1,...L, (39)

onde L é o nimero de regioes do sistema e I'; é um poliedro convexo que representa uma
das L regides do sistema, pode-se usar uma fungdo PWQ candidata de Lyapunov como

V(z)=Vix)=2"Pa Vrel,i=1,...1L, (40)

onde P; sdo matrizes simétricas positiva definidas de forma a satisfazer V' (z) > 0.
Nota-se que as funcdo PWQ também podem ser escritas utilizando uma representa-
¢ao implicita baseada em rampas de forma que

Vie) = [¢(yaéx))]T Uj zjjj Lb(ﬁx»]' (4D

Onde P1 - PlT c R’HXH’ P2 c Rnxny e P3 = P3T & Rnyxny‘



39

A .1 LINEAR MATRIX INEQUALITIES

Segundo (BOYD et al., 1994), referéncia usada para o descrito nessa sessao, pode-se
reduzir uma grande variedade de problemas na teoria de area de controle de sistemas (como
por exemplo a verificagdo do Teorema de Lyapunov) a alguns problemas de otimizacao
convexos ou quase convexos envolvendo desigualdades matriciais lineares (do inglés, LMI).

Uma LMI, tem a seguinte forma

i=1

onde x € R é um vetor de variaveis a serem computadas e as matrizes F; = E-T S
R™"™ 4 =0,...,m sao conhecidas. Uma LMI ¢ equivalente a um conjunto de desigual-
dades polinomiais e pode ter a forma de uma desigualdade estrita como em (42) ou nao
estrita F((z) > 0. E importante observar que (42) é um restricdo convexa em z, ou seja, o
conjunto {z|F(z) > 0} é convexo de forma que uma LMI pode ser formulada como um
problema de otimizacdo convexo passivel de solugao computacional e consequentemente
pode-se resolver de forma confidvel muitas LMIs para as quais nenhuma “solucdo analitica”
foi encontrada (ou provavelmente sera encontrada) (BOYD et al., 1994).
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Apéndice B - TREINAMENTO DE RN

Para utilizar uma RN de forma proveitosa é preciso ajustar os valores de seus pesos
e bias para que a mesma gere os valores desejados, este processo de ajuste de pesos e bias
¢ chamado de treinamento da RN.

Existem duas principais classificagoes de métodos de treinamento de RNs, aprendi-
zado supervisionado e aprendizado nao supervisionado, sendo o aprendizado supervisionado
ainda dividido em aprendizado por reforco e aprendizado corretivo. Nesta secao focaremos
em métodos de aprendizado corretivo ja que estes sdo os mais utilizados para o treinamento
de RN feedfoward, as quais sdo o escopo deste trabalho.

Em aprendizado supervisionado sao utilizados dados rotulados, conjuntos de entradas
e saidas com os valores esperados da RN. No aprendizado corretivo, a RN é alimentada
com esses dados e, a partir de uma anélise do valor do erro e da saida a RN

€)= V@) — Vg L=l M (43)

onde v é a saida de RN e v* é o valor esperado, o algoritmo realiza correcoes nos valores
dos pesos e bias da RN em cada iteragao (chamada de época) do mesmo até que ocorra
algum critério de parada do treinamento (nimero maximo de épocas, erro minimo, minimo
ganho de performance entre as épocas, entre outros).

Por fim, com o objetivo de verificar se a RN treinada foi capaz de generalizar o
aprendido e gerar os valores esperados para novos dados nao utilizados no treinamento da
mesma, costuma-se dividir os dados disponiveis para o treinamento da RN em dois grupos:
dados de treinamento e dados de teste (normalmente 70% dos dados sao utilizados para
treinamento e 30% para teste, mas essa divisao é um hiperparametro do treinamento da
RN). Deste forma os dados de treinamento sdo utilizados para treinar a RN e os dados
de teste sao utilizado para analisar o “real” desempenho da mesma, verificando se ela
realmente aprendeu o que gostaria-se ou se ela apenas “decorou” os dados de treinamento
(fenémeno chamado de overfitting).

B.1 BACKPROPAGATION

O principal método de treinamento corretivo de RN é conhecido como backpropaga-
tion (RUMELHART; HINTON; WILLIAMS, 1986). Este algoritimo busca reduzir o erro
da saida da RN através da retro-propagacao do mesmo para suas camadas internas. Assim
o algoritmo de Backpropagation atualiza os valores dos pesos e bias da RN a cada iteragao
sua de acordo com a parcela de erro de cada um dos neurdnios, propagando o erro medido
na saida da RN para os pesos e bias de cada um dos neurdonios da mesma. Desta forma,
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considerando a representacao matematica da RN dada em (3), a atualizacdo das matrizes
de pesos (W;) e bias (b;) de uma camada i pode ser dada por:

Wi = W; — adw, (44)

onde o € R é o parametro de velocidade de aprendizado e 9; € R™i é o vetor do erro
retro-propagado até a camada 7. Nas proximas sec¢oes serao explicados alguns dos métodos
mais comuns para o calculo desse erro retro-propagado.

De maneira geral o algoritmo de Backpropagation, tem as seguintes fases:

1. Inicializa¢do dos pesos da RN (normalmente de forma aleatéria);
2. Calculo da saida da RN a partir das entradas do treinamento;

3. Calculo do erro da RN a partir da comparacao dos valores da saida da RN com os
valores esperados pelos dados de treinamento;

4. Propagacao do erro para as camadas internas da RN;

5. Atualizagao dos pesos e bias da RN de acordo com o erro retro-propagado de cada
camada buscando diminuir o mesmo;

6. Repeticdo dos passos de 2 a 5 até que algum dos critérios de parada de treinamento
seja alcancado.

B.2 METODO DO GRADIENTE DESCENDENTE

Um dos principais métodos para a atualizacao dos parametros da RN por Backpro-
pagation, o qual é amplamente utilizado e serve de base para muitos dos métodos mais
sofisticados é o método do gradiente descendente. Nele o erro retro-propagado até a i-ésima
camada 0; é calculado pelo gradiente do mesmo (ROJAS, 1996)

6 =J e, (46)

(2

onde J; ¢ a matriz jacobiana da i-ésima camada, dada por

J; = Hit1 i+t1 = i1 Jiy1 = VVinmg(gb (QZ))‘]H‘l €
9q; ow; g (47)
ov )
Jerr = 57— = diag({(qe+1));
qr+1

onde
¢ = Wiw;—1 + b;. (48)
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B.3 METODO DE GAUSS-NEWTON

Uma evolucao do método do gradiente descendente é o método de Newton, o qual
usa uma expansao de Taylor de segunda ordem da funcao de ativagao para calcular §;

6 =H'J e. (49)

Realizar o célculo da matriz Hessiana para RNs feedforward é complexo e custoso com-
putacionalmente. Como forma de contornar esse problema, o método de Gauss-Newton
aproxima a matriz Hessiana por (ROJAS, 1996)

H; = J'J, (50)

(2

desta forma o erro retro-propagado pode ser dado de forma recorrente por

6= (J ) e (51)

B.4 METODO DE LEVENBERG-MARQUARDT

Um dos métodos de atualizacdo dos parametros de RNs considerado um dos métodos
mais rapidos para o treinamento de RN feedforward de tamanho moderado é o algoritimo
de Levenberg-Marquardt (MARQUARDT, 1963). Este método varia adaptativamente as
atualizagoes dos parametros entre a atualizacao por gradiente descendente e a atualizagao
de Gauss-Newton, através de um parametro de amortecimento o (GAVIN, 2013). Assim,
o valor do erro propagado para a camada anterior é dado de forma recorrente por

6= Ji+o) e, (52)

de forma que quando o = 0 o0 método de Levenberg-Marquardt é equivalente ao método de
Gauss-Newton e quando ¢ é muito grande o método de Levenberg-Marquardt é equivalente
ao método do gradiente descendente. A ideia é utilizar o método do gradiente descendente
quando o erro da RN estiver longe de um ponto minimo, onde o erro de aproximacao da
matriz Hessiana pode ter mais efeito, e, conforme o erro se aproxima de um ponto minimo,
ir transicionado para o método de Gauss-Newton ja que este é considerado mais rapido e
preciso que o método do gradiente descendente (GAVIN, 2013). Desta forma, o algoritimo
de Levenberg-Marquardt funciona da seguinte forma:

e O valor de o ¢ inicialmente alto;

e Quando uma iteracao do Backpropagation resulta em um menor valor para fungao
de desempenho, o valor de ¢ é reduzido e os pesos sdo atualizados;

e Quando uma iteragdo do Backpropagation resulta em um maior valor para fungao de
desempenho, o valor de ¢ é aumentado e os pesos nao sao atualizados.

Desta forma, o método de Levenberg-Marquardt inicia proximo do método do
gradiente descendente e se aproxima do método de Gauss-Newton ao se aproximar do
ponto minimo, assim acelerando até o minimo local.



Apéndice C - MATRIZES DA RN

C.1 ExEMPLO 1

—0.3736 0.1259 1.4562 —0.5387

2.1176 ~1.7966
h = l—2.7835] s [_0.88501 , by = 0.9987.

W — l 1.0445 0.5765] W, = [0.3493 0.0131

], Wy = [1.8936 —0.4543},

C.2 EXEMPLO 2

0.3141 0.3595  0.9386
0.2753 0.2846 —0.7928
Wi = 10.0261 —0.0233 —0.0494
0.3716 0.0195  0.0342
10.0247  0.1236  0.3390

[—0.3501 —0.8820 —0.2053 0.4176 —0.2186]
0.5329  0.6324  0.6689 1.5067 —1.0365
—0.1514 —0.4387 1.2276 0.1016 —0.6413

Y

Wa=1 109337 00236 —1.0584 1.3184 —0.4586]
—0.4352  0.7806  0.7412 0.1597 1.2993
—0.2614 0.7720  0.0271 0.1683 —0.2683]

W — [0.0028 0.0002 —0.2239 —0.4732 —0.2551 0.1171

7 10.0004 0.0007 0.6239 —0.1034 —1.2361 1.6013|"
1 9488 0.7744
09518 —1.8967

- 01790 h _ | 23672 . _ | 1.8631

L 27104077 |0 3T 1 =0.6930
1.5078
08362 1.4410
L | 1.8960 |




Apéndice D - MATRIZ P
D.1 EXEMPLO 1
[ 0.9840  0.5517 ]
0.0767  0.0099
13.7229 6.7768 T 0.1991  3.2368
P = 67768 53596 P = [-1.2966 —0.6940] ,
' ' 2.3240  1.2170
~92.5178 —1.2305
| 3.2880  1.8005 |
[—0.6861 0.1372 —2.4933 0.9644 —0.0649
0.1372  1.5509 0.3641 —0.5836 0.0694
—2.4933  0.3641  0.1354  0.6501  3.5684
Py= 1009644 —0.5836 0.6501 —0.9828 —1.3189
—0.0649 0.0694 3.5684 —1.3189 4.9215
0.8271 —0.6583 0.1569 —0.8260 —0.9800
|—1.9503 —0.6766 —0.4453 0.4245  0.1006

D.2 EXEMPLO 2

83.5509  9.9806
P, = 199806 164.9132
—6.5458 —0.0820

—6.5458
—0.0820 | ,
177.4515

0.8271
—0.6583
0.1569
—0.8260
—0.9800
—0.5372
—0.5376

—1.9503]

—0.6766
—0.4453
0.4245
0.1006
—0.5376
—2.0095
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[0.0368 —0.0634 —0.3695]
—6.6937 —6.3379 18.4951
~0.1122  1.5784 —1.9121
2.5984 —0.3941 —1.0942
~1.2382  1.5603  0.5778
—0.2576 —0.0096  0.6076
—0.5725 —0.1656 1.3526
pT_ | 00863 07508 26212 P l
2 7 [-0.6225 03271  0.1755 | %7
—0.4769 —1.8599 —4.0551
0.6345  1.1073  4.9735
0.4451 —0.2225 —2.3551
—0.7991  0.4915  0.0949
~0.3397 —0.2084 —3.6179
0.6242  0.3463 —0.6208
| 1.0152  1.1700  2.5735 |

[0.9415 25051 —0.1143 0.3682  1.9414  1.1892  0.1527 —0.2435]
2.5051 42.5335 —2.8889 —1.3879 1.4313 3.2236 1.0373  1.7005
—0.1143 —2.8889 —19.5318 0.2663  0.3383  0.1562 —0.2538 —2.1241
0.3682 —1.3879 0.2663 —4.0502 2.0917 —0.2759 1.6811  2.2900

P3a P3b
PSTb P’

Psa = 1.9414  1.4313 0.3383 2.0917 03261 —0.4346 —2.3686 0.7756
1.1892  3.2236 0.1562  —0.2759 —0.4346 4.5493 —0.4847 —0.4106
0.1527  1.0373 —0.2538 1.6811 —2.3686 —0.4847 —1.8221 —0.6131
|—0.2435 1.7005 —2.1241 2.2900 0.7756 —0.4106 —0.6131 4.6442 |
[—2.9151 —0.0984 0.0755 —0.2932 —0.9229 0.4295 0.1315 —1.1382]
—-0.1991  0.1307  1.5765 —0.0387 —0.6534 —1.1549 —0.5074 —0.8544
8.7130  —1.7487 —1.4003 1.3990 —0.7357 —0.1565 0.4052  0.3402
Py — —10.5547 0.6394 —1.5703 1.7467  0.7316  0.9662  1.3601 —0.5687
20771 —=22706 3.5235 —1.9218 —-0.9326 —0.6267 —0.1284 1.1483
—0.7300 —0.3045 0.3876 —0.5343 —1.0960 —0.4639 —0.2031 —0.0407
—0.0676  0.2887  1.5742 —2.1478 —-0.0940 —-0.8197 —1.1758 0.3761
| —1.4279 —1.6869 0.0320 —1.0490 —-0.7873 —1.0537 —0.0620 1.0975 |
[15.8576 —0.0999 —0.5604 —0.0518 —1.5949 0.6929 —0.2854 0.4541 |
—0.0999 29069 —1.9643 —0.2449 —-1.2982 2.3589 —0.9912 —0.6575
—0.5604 —1.9643 2.7131 —0.1458 —0.2999 -3.1377 0.4359 —0.9492
Py — —0.0518 —0.2449 —0.1458 —2.6895 3.2045 1.1189  1.4578  1.2685

—1.5949 —1.2982 —-0.2999 3.2045 —4.4482 —-0.4154 —-0.4174 0.0131
0.6929 23589 —3.1377 1.1189 —0.4154 2.8902 —0.4273 0.1006
—0.2854 —0.9912 04359 14578 —0.4174 —-0.4273 1.4467  0.5503

| 0.4541 —0.6575 —0.9492 1.2685 0.0131  0.1006  0.5503 —0.8160]
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