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RESUMO

Apesar do inconteste sucesso tedrico e pratico do modelo de precificacdo de opgdes
proposto em Black e Scholes (1973), diversas incompatibilidades empiricas foram veri-
ficadas ao longo do tempo. Dentre essas, se destaca a suposi¢ao variancia constante
para todos os precos de exercicio e vencimentos, que contrasta com a existéncia do
chamado “sorriso de volatilidade”. O modelo descrito e implementado nessa monogra-
fia, originalmente desenvolvido por Borland (2002a), concilia a obtencao de uma forma
analitica para os precos de op¢des de compra com a suposi¢cdo de uma distribuicéo
com “fat-tails” para o ativo subjacente, em conssonancia com a existéncia do “sorriso de
volatilidade”. Utilizando da distribuicdo ndo-Gaussiana de Tsallis, amplamente utilizada
no campo da termoestatistica ndo extensiva, obtém-se, para parametros de difusdo o
constantes, precos maiores para opgdes de compra “fora-do-dinheiro” com o modelo
proposto.

Palavras-chaves: Tsallis. Derivativos. Opcdes. Precificacao.



ABSTRACT

Despite the undeniable theoretical and practical success of the option pricing model
proposed by Black e Scholes (1973), various empirical inconsistencies have been
observed over time. Among these, the assumption of constant variance for all strike
prices and maturities stands out, contrasting with the existence of the so-called "volatility
smile." The model described and implemented in this thesis, originally developed by
Borland (2002a), reconciles the attainment of an analytical form for call option prices
with the assumption of a "fat-tails" distribution for the underlying asset, in line with the
existence of the "volatility smile." Utilizing the non-Gaussian Tsallis distribution, widely
used in the field of non-extensive thermodynamics, the proposed model yields higher
prices for "out-of-the-money" call options for constant diffusion parameters o-.
Keywords: Tsallis. Derivatives. Options. Pricing.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6

Figura 7
Figura 8
Figura 9

LISTA DE FIGURAS

Payoff de Ci: MaX (St — K) vovneeii e 16
Payoff de Pr: MaX(K — S) covvrrii i 17
EDE Linear de Coeficientes Constantes ..............ccoovvviiiiiinnn.. 24
EDE Geométrica .......ciiiii 25
Distribuicdo de Tsallis para diferentes coeficientes de entropia, g ..... 51
Caudas da Distribuicao de Tsallis para diferentes coeficientes de

=Y 1 (o] o= VAo 52
Precos Coparag=1.5e g=1. . i i 64
Diferenca dos precos Copara T=06e T=0.05...........cccoeeee.... 65

Diferenca dos pregos Cy para T =0.6 e T = 0.05, em maior intervalo. 66

Figura 10 — Logaritmo da raz&o dos pregos Cp para T = 0.6 e T = 0.05, em maior

101 (=Y 7= 1[0 T 67

Figura 11 — Precos para diferentes tempos para o vencimento, T, com S; =50.... 68
Figura 12 — Volatilidades implicitas pelos precgos aferidos por (BORLAND, 2002a) 69
Figura 13 — Comparacao dos precos para opcdes de compracom 7T =0.05....... 70
Figura 14 — Comparacao dos precos para op¢des de compra “dentro-do-dinheiro”

COM T = 0.05 o e 71

Figura 15 — Comparacao dos precos para opcoes de compra “fora-do-dinheiro”

COM T = 0.05 . e e e e e 72



2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
214
2.2

2.2.1
2.2.2

3.1
3.1.1
3.2
3.3
3.3.1
3.3.2
3.4
3.4.1
3.4.2
3.4.3
3.5
3.6
3.6.1
3.6.2
3.7
3.7.1
3.7.2

SUMARIO

1\ 2T 0 11 Lo o X 10
CONCEITOS BASICOS ... cuiuiuinininieieeteeeenenrnraeeeeassnensnrnnnnes 12
OP GCOES ... e 12
TiPOS AE OPCOES . ...ttt 12
Estratégias basicasdeopgées ..., 14
Payoffs de Uma OPCaA0 ...........iiiiiiiiiiii i 15
Resultados de uma OpPCao ......... ...t 15
TERMINOLOGIAS RELEVANTES ..o 15
Valor intrinseco e Valor Tempo ... 16
Relacao com o preco de eXerciCio ................coiiiiiiiiiiiiiiineaann.. 16
METODOS MATEMATICOS EM DERIVATIVOS .......ccuvvuieniiniennennenn 18
O AMBIENTE ESTOCASTICO .. ..o 18
Convergéncia média-quadratica..........................L. 20
MARTINGALES CONTINUOS .. ..o 20
PROCESSOS ESTOCASTICOS RELEVANTES ........covvviviiiiieeenen. 21
O Processode WIeNner ...........ooviiiiiiiiiii i e i a e 21
Movimento Browniano ............. ... 22
EQUAGOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS RELEVANTES.............. 22
EDE Linear de Coeficientes Constantes .................................... 23
EDE GeOMEtrica ........cooiiiiiiiiii e 23
Square-RoOot EDE . ....... ... 25
LEMA DE ITO ..ttt 26
METODOS GERAIS DE PRECIFICACAO DE DERIVATIVOS ............... 29
Portfolios livres de riSCO..............cooii e 29
Medidas equivalentes de Martingale ......................................... 31
MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE ..o 33
Funcao geradorade momentos ..., 34

Expectativa condicional de um processo geométrico .................... 35



3.7.3
3.74

411

4.1.2
4.2

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.6.1

6.1
6.1.1
6.1.2
6.2

Conversao de precosem martingales ... 36
Medidas de probabilidade e suas EDES..................................... 38
O MODELO DE BLACK, SCHOLES E MERTON.........cccvvviiiiiininnnnns 40
A SOLUGAO DE BLACK E SCHOLES VIA PORTFOLIOS LIVRES DE

RIS C O e 40
Hipoteses - Condicoes ideais para o mercado do ativo subjacente e

A OPCA0 ... o i 40
Portfolios livres de FiSCO............coooiiiiiii e 41
DERIVACAO POR MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE ......... 44
O MODELO DE BORLAND......cciiiiiiiiisniniannsssasnnsssnaannnssnnnns 49
INTRODUGAO, MOTIVACAO E FATOS ESTILIZADOS.........cccevveeenn 49
A DISTRIBUICAO DOS RETORNOS ... .ot 49
PORTFOLIOS LIVREDE RISCO ... e 53
MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE ..........ooiiiiii 54
A FORMA GERAL DAS SOLUGOES ......cuiiiiiiiiie e 56
OPCOES DE COMPRA ... e 57
Solucoes como processos aleatorios (0,1) ..............coiiiiiiiiian, 59
IMPLEMENTACAO E RESULTADOS ......cuiuieieiieenenrnrarereneenenenns 60
IMPLEMENTACAO DA FERRAMENTA DE CALCULO ............cevenenn... 60
As equacoes auxiliares ...............o i 60
Equacado fundamental ...................... . 63
REPLICACAO DOS RESULTADOS .....vieeie e 63
(7o ] N o I U 1= Yo R 73

REFERENCIAS ..cnnitie et e e e e e e e e ea e aaan e eaaneenn 74



10
1 INTRODUGAO

Apesar do seu inconteste sucesso, medido tanto pela sua aprovacao entre aca-
démicos de financas quanto pelo seu papel de ponto-focal de qualquer proposicao
alternativa para a precificagdo de um derivativo, diversas suposi¢cdes do modelo pro-
posto por Black e Scholes (1973) sdo contestadas empiricamente. Se, por um lado,
algumas delas sao de faceis conciliacdo — as suposi¢des de “hedges” continuos e de
auséncia de custos de transacao, por exemplo — e implicam em pequenas e pontuais
alteragdes no modelo original, outras apontam para dindmicas mais fundamentais. Em
especifico, a suposicao de dinamica para o ativo subjacente (Movimento Browniano
Geomeétrico) e a consequente “log-normalidade” dos retornos sob essa dinamica, sao
de mais dificil compatibilizacdo com retornos que apresentam saltos e, especialmente,
“fat-tails” (ERAKER; JOHANNES; POLSON, 2003). Como consequéncia, temos uma
inescapavel subestimacao dos precos de opc¢des fora-do-dinheiro, ou, 0 que € a mesma
coisa, observamos a existéncia de um “sorriso de volatilidade”.

N&o é surpreendente, portanto, que abordagens alternativas de diversas na-
turezas tenham sido propostas para a precificacao de opcdes. Comumente, essas
abordagens envolveram uma combinacao de diferentes processos estocasticos para o
ativo subjacente, sua volatilidade e até para o ativo livre de risco (COX; ROSS, 1976;
HULL; WHITE, 1987; JARROW, 1998; DERMAN; MILLER, 2016). Em geral, as diferen-
tes solucdes se assemelhavam por destacar uma dinamica em especifico a conciliar
com o modelo anterior (BLACK; SCHOLES, 1973), frequentemente abrindo méao de
uma forma analitica — isto €, de uma solucédo que nao dependa de implementacao
numeérica.

O modelo apresentado neste trabalho, proposto originalmente por Borland
(2002a), se destaca pela suposi¢cao de uma nova dindmica para o ativo subjacente que,
por sua vez, obtém naturalmente as caracteristicas “fat-tails” observadas na distribuicao
dos retornos de diversas classes de ativos (TALEB, 2020) enquanto resulta em formas
analiticas para o preco de opgdes de compra europeias. Essa dindmica é descrita
por meio de uma equacao diferencial estocastica em que o termo de difusdo segue
a distribuicao de Tsallis, ou distribuicao g-Gaussiana (TSALLIS, 1988), originalmente
utilizada no campo da termoestatistica nao extensiva.

Os resultados obtidos por esse modelo sdo coerentes com seu proposito. Opgcdes
“fora-do-dinheiro” possuem maior valor em comparagao com o modelo original de Black
e Scholes (1973), e essa diferenca € maior quao menor for o tempo para o vencimento,
em coeréncia com a existéncia de um “sorriso de volatilidade”. O parametro o, porém,
assume significado obscuro, perdendo seu significado de “escala de difusdo”, uma vez
que precisa ser normalizado para obtencao de precos comparaveis.

O objetivo deste trabalho € descrever de forma analitica 0 modelo proposto por
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Borland (2002a) e implementa-lo computacionalmente para a analise dos resultados
obtidos. Para tanto, o trabalho é organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo,
conceitos basicos de derivativos sdo explicados, assim como € descrita a terminologia
comumente utilizada no mercado de opcdes; no capitulo que segue, uma introducao
ampla e no rigor que se julgou adequado ¢ feita dos métodos matematicos que permitem
o desenvolvimento do modelo; no terceiro capitulo, € dada atengéo especial ao modelo
proposto por Black e Scholes (1973) — por vezes chamado de “modelo tradicional”
— com foco nos pontos a serem comparados posteriormente no trabalho; por fim, é
apresentado o modelo proposto por Borland (2002a) e os resultados obtidos em sua
implementacado computacional, feita em Python.
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2 CONCEITOS BASICOS

Derivativos séo ativos cujo valor deriva de sua relacao contratual com outra varia-
vel subjacente. Frequentemente, essa variavel toma a forma de um preco de um ativo
ja existente. Como instrumentos financeiros, derivativos possibilitam a transferéncia de
risco por meio da troca de fluxos de pagamento entre agentes, que podem tanto ser
risco-avessos, desejando transferir o risco para outra contraparte, especulativos, que
buscam obter um retorno ajustado ao risco favoravel, ou arbitradores, que buscam obter
retornos livres de risco por meio da exploragéo de anomalias de precos. A determinacao
da troca de fluxos de caixa é fundamentada pela relacdo contratual predeterminada e
pela performance da variavel subjacente no periodo de interesse.

2.1 OPCOES

Opcdes sao derivativos financeiros que estabelecem uma relagdo contratual com
um ativo subjacente ao qual da o direito de comprar ou vender a um determinado preco
de exercicio e em uma determinada data futura. Dentre os possiveis ativos subjacentes
estdo acgodes, indices, titulos de divida e commodities tanto no mercado a vista como no
mercado futuro. Para seu comprador, op¢des representam o pagamento de um prémio
em troca de um direito de comprar ou vender o ativo subjacente com conhecidas
condi¢Oes; para seu vendedor - chamado langador, - representam o recebimento
desse prémio em troca da obrigacao de vender ou comprar o ativo subjacente caso o
comprador opte pelo exercicio.

2.1.1 Tipos de Opcoes

Opcoes sao diferenciadas por sua relacdo com o ativo subjacente de trés formas
concomitantes. A primeira delas diz respeito a natureza do exercicio da opcéao, se
caracterizando como uma opc¢ao de compra ou de venda. A segunda delas determina
a relacao contratual entre a data de exercicio e a op¢ado de compra ou venda, que
assumem principalmente duas formas. Sao elas:

a) Opcodes Europeias: opgdes cujo exercicio do direito de compra ou de venda se da
somente no vencimento predeterminado do contrato;

b) Opcbdes Americanas: opgdes cujo exercicio pode se dar em qualquer momento
entre a compra da op¢ao e seu vencimento.

Por fim, a diferenciacao pode ser realizada pela forma como é determinada a
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relacao contratual entre a variavel subjacente e a opcao, que pode assumir inimeras
(e criativas) formas, dentre as quais:

a)

Opcdes com Barreira: op¢des cuja validade passa a existir (chamadas de op¢des
knock-in) ou deixa de existir (opgdes knock-out) uma vez atingida uma certa
barreira para o preco da variavel subjacente, podendo ter diferentes periodos de
validade ou até multiplas barreiras (envolvendo o ativo subjacente ou outros);

Opcodes Binarias: opg¢des com liquidacéo financeira de um valor financeiro pre-
determinado (opgdes binarias do tipo cash-or-nothing) ou do valor financeiro do
ativo no vencimento (do tipo asset-or-nothing) de acordo com a ocorréncia ou nao
de um evento binario, geralmente relacionando o prec¢o do ativo no vencimento
ao prego de exercicio;

Opcdes Asiaticas: opcoes cuja liquidacao financeira ao vencimento depende da
média aritmética dos valores de fechamento da variavel subjacente ao longo da
vida da op¢ao;

Opcdes Lookback: opcodes cuja liquidacao financeira ao vencimento dependem
da diferencga entre os pregcos maximos e minimos da variavel subjacente ao longo
da vida da opcéo (opcdes lookback do tipo floating) ou da diferenca desses para
o preco de exercicio (opcoes lookback do tipo fixed);

Opc¢des Chooser: proporcionam ao seu comprador o direito de escolher se a
opcao sera de compra ou de venda ao final de um periodo apds o pagamento do
prémio.

Sao chamadas de opgdes exdticas aquelas estruturas de opgdes, algumas das

quais ja citadas, cuja relagao contratual € ndo convencional. Essa distingcdo entre
opcoes vanilla (simples) e exéticas é muito comum, mas abre espago para uma inter-
pretacao equivocada quanto a natureza Unica da opcionalidade (contingent claim). Em
Taleb (1997), uma forma geral é apresentada para a opgao como um instrumento Unico,
distinguindo op¢oes por diversas sec¢oes de sua estrutura contratual. Nessa estrutu-
racao generalizada, uma opcéo pode assumir distintas funcionalidades a respeito de

sua:

a)

b)

homogeneidade temporal: isto €, de sua estrutura de payoff permanecer a mesma
durante o tempo de vida de opgéo ou se alterar conforme a opgéo se aproxima
do vencimento;

continuidade de payoff: ou seja, da continuidade ou n&o do payoff como funcéao
do prec¢o do ativo subjacente. Sado exemplos de diferentes continuidades de

— payoff em rampa: quando o payoff decresce linearmente conforme o ativo
subjacente, como nas op¢des vanilla de compra ou venda;
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— payoff em digital: quando o payoff tem uma descontinuidade do tipo “tudo-
ou-nada”, como nas opg¢des bindrias (também conhecidas como digitais).

estrutura de barreiras: isto €, de sua estrutura de payoff se alterar conforme o
ativo subjacente ou um outro ativo ou preco atinge determinado valor (chamado
de barreira) em também determinado intervalo de tempo.

dependéncia de caminho: de sua estrutura de payoff depender somente de
eventos que ocorrem no momento do vencimento da opcao (no caso mais comum,
depender somente de seu preco no vencimento) ou de eventos que ocorrem
em toda a existéncia da opcéo, sendo subdivida em graus de dependéncia de
caminho.

Embora ndo exaustivamente descrita, a forma geral de concepcédo de uma

opcao como um ativo com relacao contingente e nao linear com outro ativo nos ajuda
a entender, principalmente, de que forma as opg¢des se destacam como amplamente
flexiveis em transformar as expectativas de diversos agentes econémicos em precos e
possibilidades de negociacao. Particularmente, as diferentes estruturas presentes sob
essa forma geral de concepgéao de uma opg¢ao vao impactar, além de seu preco justo e
sua metodologia de precificagdo, sua forma especifica de replicacdo em teoria e na
pratica (DERMAN; ERGENER; KANI, 1995)".

2.1.2 Estratégias basicas de opcoes

a)

long call: comprador de uma op¢ao de compra - realiza o pagamento do prémio
em troca do direito de exercer a compra do ativo subjacente pelo preco de
exercicio acordado;

long put: comprador de uma op¢ao de venda - realiza o0 pagamento do prémio em
troca do direito de exercer a venda do ativo subjacente pelo pregco de exercicio
acordado;

short call: lancador de uma opg¢ao de compra - recebe o pagamento do prémio
em troca da potencial obrigacao de ser exercido, caso em que deve vender o ativo
subjacente pelo preco acordado;

short put: lancador de uma opc¢ao de compra - recebe o0 pagamento do prémio
em troca da potencial obrigacao de ser exercido, caso em que deve comprar 0
ativo subjacente pelo preco acordado;

O que é a mesma coisa. Veremos nos capitulos que seguem como a precificacdo de uma opcao

pode se dar justamente utilizando um portfélio que a replique em todo seu payoff e que tenha preco
conhecido.
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2.1.3 Payoffs de uma Opcao

Os payoffs, valores devidos no vencimento de uma opg¢ao, sao, por definicao,
de soma-zero. Isto é, a soma dos payoffs das pontas compradora e lancadora é nula.
Podemos descrevé-los da seguinte forma:

a) Opcéo de compra: max(S; — K, 0)
b) Opcao de venda: max(K — S;,0)

sendo S; o preco do ativo subjacente no momento t e K o preco de exercicio da opcao.
2.1.4 Resultados de uma Opcao

Uma vez conhecidos os payoffs possiveis para opgdes de compra e de venda,
os resultados sao a simples somatdria dos mesmos com os respectivos prémios a
pagar ou a receber no momento da efetivacao do negdcio, assim sendo, 0s possiveis
resultados para as quatro estratégias basicas de op¢des sao:

a) long call: max(S; — K,0) — Cy;
b) long put: max(K — St,0) — Py;
c) short call: C; — max(S; — K, 0);
d) short put: P — max(K — S;,0);

para os quais C; e P; sao, respectivamente, os preco (ou prémios) das op¢des de
compra e de venda ho momento t.

2.2 TERMINOLOGIAS RELEVANTES

Algumas terminologias séo relevantes na descricdo de uma opc¢ao e suas ca-
racteristicas. A primeira delas, ja descrita anteriormente, diz respeito aos agentes
que compde as duas contrapartes em uma negociacdo de uma opc¢ao, sendo eles: o
comprador, agente que realiza 0 pagamento do prémio em troca do direito de exercicio;
o lancador, agente a quem € pago o prémio da opcao em troca do passivo da potencial
obrigagcao de comprar ou vender. Assim sendo, uma op¢ao possui naturalmente quatro
estratégias primitivas, sobre as quais as mais diversas estruturas de op¢des podem ser
elaboradas:



Figura 1 — Payoff de C;: max(S; - K)
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Fonte: elaboragao do autor

2.2.1 Valor intrinseco e Valor Tempo

O valor intrinseco de uma opc¢ao € definido como o payoff da op¢ao considerando
que o preco atual do ativo subjacente vai ser o preco no exercicio. Logo, o valor
intrinseco é definido de forma analoga ao payoff, mas considerando o preco do ativo
subjacente no vencimento, St.

Por sua vez, o valor tempo de uma opcéao pode ser definido como a diferenca
entre o valor a ser pago pela opg¢ao - o prémio - e seu valor intrinseco, de tal forma que
se estabelece a identidade:

Valor da Opgéao = Valor intrinseco + Valor tempo

2.2.2 Relacao com o preco de exercicio

Diretamente relacionada com o valor intrinseco de uma opgéo esta uma termino-
logia extremamente relevante e de uso corriqueiro que também diz respeito a relagao



Figura 2 — Payoff de P;: max(K - S)
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Fonte: elaboragao do autor

entre o atual preco do ativo subjacente e o preco de exercicio da op¢do em questdo. A

respeito da distancia entre o prego atual e o de exercicio, em inglés conhecida como
sua moneyness, uma opcao pode ser caracterizada de trés formas:

a) “dentro-do-dinheiro” (in-the-money): opgao com valor intrinseco maior que zero —
isto €, que se exercida hoje teria payoff positivo;
— Para uma opgao de compra, essa relacao € caracterizada por S; > K;

— Para uma opcéao de venda, essa relagcao é caracterizada por S; < K.
b) “no-dinheiro” (at-the-money): opgao com valor intrinseco nulo — isto é, que se
exercida hoje teria payoff nulo;

— Tanto para uma op¢ao de compra quanto para uma opgao de venda, essa
relagdo é caracterizada por K = S;.

c) “fora-do-dinheiro” (out-of-the-money): opgédo com valor intrinseco negativo — se
exercida hoje também teria payoff nulo;

— Se diferencia de uma opcéao “no-dinheiro” por ter, para uma opcao de compra
St < K e para uma opc¢éao de venda S; > K.

17
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3 METODOS MATEMATICOS EM DERIVATIVOS

Neste capitulo, abordaremos brevemente e com o grau de rigor julgado adequado
algumas das ferramentais centrais para a derivagdo matematica proposta em Borland
(2002a), que por sua vez nos permite similar capacidade de apresentar o modelo
intrudozido por Black e Scholes (1973), tanto como originalmente propostos quanto em
adaptacdes posteriores.

O capitulo sera organizado da seguinte forma. Inicialmente, descrevemos a
existéncia de um ambiente estocastico — isto €, com perturbagdes aleatérias — e
seu contraste com o ambiente deterministico mais familiar. Isso sera feito com espe-
cial foco em apresentar o Lema de lto, e sua justificagcdo como serie de Taylor em
ambiente estocastico. A apresentacédo formal do Lema de lto, porém, sé sera feita
apo6s a descricao de alguns dos processos estocasticos mais relevantes — isto é,
mais comumente utilizados na precificacdo de derivativos — assim como algumas
das equacgdes diferenciais estocéasticas utilizadas que deles derivam. Por fim, serdo
apresentadas os dois métodos mais comuns de modelagem de derivativos — o método
dos portfélios livres de risco e 0 método das medidas equivalentes de martingale.

A referéncia principal deste capitulo é a de Hirsa e Neftci (2013), e para evitar
repeticbes desnecessarias, referéncias serdo feitas somente quando estritamente
necessario.

3.1 O AMBIENTE ESTOCASTICO

Em geral, os elementos que compde o mercado financeiro ndo sao deterministi-
cos. As variaveis de interesse possuem variagdes caracteristicamente aleatérias, com
excecao do tempo. No contexto da precificacdo de um derivativo, isso significa que seu
ativo subjacente €, do ponto de vista matematico, uma variavel aleatéria, e portanto o
derivativo assume mesma caracteristica. Uma vez que o tempo é uma variavel continua,
temos a necessidade de realizar operacbes matematicas em tempo continuo atuando
sob variaveis com perturbacdes aleatérias. O conjunto de regras matematicas sob
esse ambiente, o conceito de risco assume papel central, é conhecido como calculo
estocastico.

Heuristicamente, podemos descrever a diferenca entre os dois ambientes —
deterministico e estocastico — ao tentar estimar o impacto de uma pequena variagao
do preco de um derivativo, F(S;, t) ocasionada por uma pequena variagao de seu ativo
subjacente, S;. A variacao de preco do ativo subjacente, S;, €, por sua vez, ocasionada
por uma variagao de tempo, t, essa sim deterministica. Em ambiente deterministico,
essa estimativa € conhecida como a derivada do derivativo em relagéo ao tempo, obtida
por meio da “regra da cadeira”:
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(1)

dF (S t) _ (dF(S:, b)) (dS;
at ‘( dSy )(dt)

Essa estimativa de calculo deterministico é consequéncia da convencao de considerar
todos os termos de uma série de Taylor

df(xo)
ax

(X = Xo)?

f(x) = f(xo0) +
+1¥Km)

(X — Xo)

com ordem de magnitude ((Ax?) ou maiores — ou seja, com expoentes maiores —
como despreziveis para a estimativa’.

Em um ambiente estocastico, x passa a ser uma variavel aleatoéria, o que por
sua vez significa que possui variancia positiva

E[AX]? > 0 (3)

e, portanto, o mesmo uso da derivada de primeira ordem se torna, neste ambiente,
inadequado ao propdsito. Com isso, um natural candidato para a série de Taylor em
ambiente estocastico €, simplesmente,

df(xo) 1 d?f(xo)
dX (AX) + E dx2

f(x) = f(xo) + E[(AX)?] (4)

no qual podemos substituir E[(Ax)?] por uma variavel aleatdria convergente a (Ax)2. A
forma definitiva sera obtida quando da apresentacao do Lema de Ito, topico da secao

3.5.
A subsecdo abaixo possui como objetivo descrever a convergéncia média-

1A troca de variaveis (x — xo) = Ax foi realizada para simplificar a notagao, por se tratar de uma
pequena variacao em X.
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quadratica. Comumente, se opta por obter uma variavel aleatéria x* que tenha conver-
géncia média-quadratica em relagdo a x pois com isso, e com x* martingale, os termos
de ordem maior que (Ax)? sdo despreziveis sem suposicdes adicionais.

3.1.1 Convergéncia média-quadratica

Alguns resultados importantes a serem apresentados no ambito do calculo
estocastico dependem de um entendimento da forma pela qual variaveis aleatorias
convergem, isto é, de que e para que forma suas distribuicbes mudam conforme o
intervalo € particionado em um numero maior de subintervalos.

Supondo uma sequéncia de variaveis aleatérias de n elementos, X, Xo, ..., X,
definimos que X, converge de forma média-quadratica para X se:

lim E[(Xh - X)?] =0 (5)

Isto €, na convergéncia média-quadratica a variancia da diferenca entre as variaveis
Xn e X tende a zero. Temos, entdo, que conforme o parametro n tende a infinito, os
valores assumidos por uma variavel aleatéria X, podem ser aproximados pelos valores
assumidos pela variavel aleatéria limite X.

3.2 MARTINGALES CONTINUOS

A forma especifica que caracteriza a relagdo de um determinado processo esto-
castico, S;, e diferentes expectativas que podem dele ser obtidas utilizando diferentes
conjuntos de informacoes, /i, possui papel central na precificagcdo de derivativos e
na modelagem dos retornos de seus ativos subjacentes. Nesse contexto, processos
martingales continuos® sdo amplamente utilizados por proporcionarem caracteristicas
desejaveis tanto do ponto de vista empirico quanto do ponto de vista matematico.

De forma geral, dizemos que um processo estocastico continuo, S;, é martingale
em relacdo ao conjunto de informacéo, /;, caso satisfaca:

a) S; seja exatamente conhecido dado /;;
b) Expectativas incondicionais sao finitas — E[S;] < oo;

c) A expectativa para o valor assumido pelo processo estocastico em um momento
futuro, T, € o valor assumido no momento t — em notacao matematica, P(E[St1] =

2 O conceito anélogo existe em ambiente discreto.
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St =1.

Entado, S; é dito martingale em relacdo ao conjunto de informacgdes /; caso para todo
t < T, a melhor expectativa de St seja seu ultimo valor observado S;.

3.3 PROCESSOS ESTOCASTICOS RELEVANTES

Nesta secao, discorreremos sobre processos estocasticos relevantes para o
ferramental de célculo estocastico, especialmente no que diz respeito aos métodos
matematicos para precificacdo de derivativos.

3.3.1 O Processo de Wiener

Processos de Wiener sdo processos estocasticos comumente utilizados para
modelar incrementos aleatérios continuos para pregos de ativos.

3.3.1.1 Processo de Wiener como somas de variaveis aleatorias i.i.d.

Podemos apresentar um Processo de Wiener como a soma de subsequentes
variaveis aleatérias i.i.d.3 Considerando uma variavel aleatéria, W;, cujos incrementos
(descorrelacionados), AW;, podem assumir os valores +Vh ou —vVh no intervalo

O=fhh<h<b<..<th=T (6)

no qual os subintervalos, t; — ti_, possuem tamanho h). Com isso, temos que conforme
limp_ e (limp_g) a soma:

n
W; = Z AW, (7)
i

converge fracamente para um processo de Wiener.

3 Do inglés, independent, identically distributed. Isto é, soma de observacdes subsequentes de variaveis
aleatérias com mesma distribuigdo de probabilidades.
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3.3.1.2 Processos de Wiener como Martingales

Em relacao a um conjunto de informacgao, /;, um processo de Wiener, W;, € um
processo estocastico continuo partindo de Wy = 0 tal que para os instantes t e s (com
s < t) vale que

E[(W: - We)’l =t-s (8)

3.3.1.3 Propriedades do processo de Wiener

O Teorema de Levy define que, sendo um processo continuo, com variancia
finita e martingale em relagdo ao conjunto de informagdes /;, processos de Wiener s&o
normalmente distribuidos com média zero e variancia o-?dt

3.3.2 Movimento Browniano

O chamado Movimento Browniano, B;, € uma forma explicitamente assumida
para o processo de Wiener da secao anterior. Expressamente, é da seguinte forma:

a) O processo € continuo e comeca em By =0

b) Incrementos aleatérios independentes e estacionarios com média zero e variancia
|t - s

Bs - Bt~ N(0, |t - sl) (9)
3.4 EQUAGOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS RELEVANTES

Em relacdo a um determinado conjunto de informacdes (/) disponiveis em um
momento t, podemos construir uma equacao diferencial estocastica (EDE) genérica

as; = a(St, f)dt+ O'(St, T)th (10)

entendida como uma simplificacao de notacdo em relacao a integral de Ito, discutida
mais amplamente na sec¢ao (3.5)
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t+h t+h t+h
dSu:/ a(Su,U)du+/ O-(Su,u)qu (11)
t t t

E importante observar que para a construgao dessa forma geral de equacio
diferencial estocastica nenhuma suposicao de teoria de financgas foi utilizada. O desen-
volvimento foi realizado unicamente segmentando o incremento de um preco (variavel
aleatoria) em componentes deterministicos e estocasticos.

Com essa forma geral, diferentes definicbes para o conjunto de informacdes, /;,
e para o processo de Wiener, dW;, podem ser utilizadas de modo a explorar inumeros
fatos estilizados atribuidos a ativos financeiros. As sequentes subsecdes serdao dedi-
cadas a apresentar algumas classes de EDEs para a modelagem e precificacao de
derivativos, observando que todas elas respeitam a condi¢ao de variagao limitada dos
parametros a(S;, t) e o (S, t).

3.4.1 EDE Linear de Coeficientes Constantes

Com parametros de tendéncia e difusdo constantes e independentes do conjunto
de informacgdes disponiveis /;, assume a forma:

dStZ/Jdt+O'th (12)

onde por definicdo os termos u e o ndo sdo acompanhados pelo subscrito denotando
tempo, uma vez que dele independem. Assim, seu comportamento se resume a flutua-
cdes de magnitude inalterada ao longo do tempo em torno de uma reta com inclinacéo
dada pelo parametro u, conforme apresentado na Figura 3.

3.4.2 EDE Geométrica

Com termos de tendéncia e difusdo dependentes da informagéo disponivel em |/ -
mais precisamente, dependentes do nivel do preco S; no momento t -, esses processos
geométricos sdo os explorados por (BLACK; SCHOLES, 1973) para a dindmica da
acao subjacente. E da forma
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Figura 3 — EDE Linear de Coeficientes Constantes
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dSt = ﬂStdt+ O'Stth (13)
ou, alternativamente,
d?st = pdt + cdW; (14)
t

onde o lado direito da equacgéo preserva a forma descrita na subsecao anterior, refe-
rente as EDEs Lineares de Coeficientes Constantes. Sua notacéo alternativa também
esclarece que, uma vez entendida como uma equacao para o0s retornos (d?ff), 0s
parametros u € o retomam a independéncia em relacéo a /;.

Esse modelo descreve precos que oscilam em torno de uma tendéncia exponen-
cial, o que pode ser uma caracterizagcado mais realista para determinados ativos, vide

Figura 4. Cabe notar, porém, que sua variancia se amplia de acordo com o quadrado
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Figura 4 — EDE Geométrica
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dos precos S;,

VISk ~ Sk-1] = o (Sk-1, k~ 1)2SZ., (15)

podendo criar incompatibilidades.
3.4.3 Square-Root EDE

Para contornar a incompatibilidade de variagdes que escalam em proporgao ao
quadrado dos niveis de precos, 0 modelo proposto pela Square-Root EDE propde a
seguinte (e simples) dinamica:

dS; = uSidt + o/ SidW; (16)
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Assim, se mantém a tendéncia exponencial para 0s precos enquanto as vari-
acdes escalam de forma proporcional ao pre¢o (e ndo ao seu quadrado). Se perde,
contudo, a interpretacdo comum de desvio-padrao percentual do parametro o-.

3.5 LEMADE ITO

As Ultimas secbes trataram da inadequacao dos resultados do céalculo deter-
ministico em universos estocasticos por meio das dificuldades da integracao nesse
ambiente e por meio das convengdes para a determinagao do carater desprezivel de
uma variavel na interpretacdo de sua convergéncia em meédia quadratica. Devido a
inadequacao do método de integracao e diferenciacdo do calculo deterministico no
contexto dos processos estocasticos de interesse, o Lema de 1td, andlogo estocastico
da regra da cadeia, adquire papel central na matematica dos instrumentos financeiros.

Para um dado processo estocastico continuo, S;, definido no conjunto discreto
k=1,2,...,n e dependente do processo de Wiener, W;, da forma:

Sk = axh + o dW (17)

no qual os termos a; e o} sdo abreviagcdes dos parametros temporais a(Sx_1, k) €
o (Sk_1, k), determinados dado o conjunto de informacdes Ix_1, € h € um pequeno
intervalo de tempo. Com isso, temos interesse em aproximar o valor de uma funcéo,
F(S;, 1), em torno de um pequeno intervalo h do momento k. Para isso, utilizamos a
serie de Taylor da fungao F(S;, t) truncada nos termos de segunda ordem, observando
novamente que essa aproximagao € valida no sentindo médio-quadratico.

AF(Sk, K) = (8/:8(—2;,0) [akh+ ok AW] + (—aF(astt’ t)) [h]
1(0°F(Stb) 1 (92F(Sy, 1)
"2 Tf;) [akh+akAWk]2+§ (Tz’) [h]? (18)
2
+ D o+ A W) ()] + B

onde R é um termo de resto que agrupa as derivadas de ordem maior que dois.

A insignificancia dos termos da série de Taylor acima € definida para uma fungéo
9(St, t) de uma variavel aleatoria dependente de um processo de Wiener, W;, quando
o limite
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a(St, b _
im =

se anula.

Os termos de primeira ordem da série de Taylor sdo nao-despreziveis no limite
médio-quadratico do processo estocastico. Os termos envolvendo a derivada parcial
de F emrelagédo a S;,

IF (St

- Hetakh  gF(S, b

h—0 h B 681‘ Pk (20)
AF (St OF (S, t)

im as: kAW _ as,t

h—0 h vh

sdo nao-nulos. O segundo resultado € possivel seguindo as secdes anteriores onde
vimos que os incrementos de um processo de Wiener sdo de ordem de magnitude Vh.
Os termos envolvendo a derivada parcial aF(S’ Y de forma consistente com o carater
deterministico da variavel tempo, também nao se anulam no limite

6F(S[ f)h
im aF(St, )

h—0 h ot

(21)

Para os termos de segunda ordem, observamos que a segunda derivada de
F (S, t) em relacdo ao tempo é desprezivel por conta do carater deterministico da
variavel tempo. Formalmente, podemos observar que o limite

;52/:(;51 1)) h2
lim =2 _ 22
hinoo h 0 (22)

se anula uma vez que é proporcional a h. O termo envolvendo a segunda derivada de
F (S, t) emrelagéo a Sy, por sua vez, envolve termos despreziveis e ndo-despreziveis.
Expandindo o quadrado, temos ele reescrito como:

1PF(Su D) |G (kWP 2ayaychaW
2 982 h h h
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Partindo dos termos da direita, observamos que

2 a2 h?
10°F(Su b)) @ _ 24)
h—0\ 2 08? h
por ser proporcional a h. Ja o limite do termo intermediario
. 1 02F(St, t) (UKAWk)z
/!,ILno (5 082 h (29)

envolve o termo (oA Wj)?. Demonstramos na seg&o 3.3.1 que V[oxAW] = o2h.

O termo restante, tal qual a derivada cruzada da regra de Taylor, € um produto
cruzado, e € portanto considerado desprezivel*. Os termos no termo de resto R, sdo
igualmente despreziveis, uma vez que um processo de Wiener e martingales continuos
possuem momentos de ordem maior que dois nulos. Assim sendo, restam como nao-
despreziveis (no sentido de convergirem de forma média-quadratica a zero) envolvendo
a segunda derivada de F(S;, t) em relacéo a S;:

162F (S, 1) | eh? L (TKAW? 20 okhAW | 10°F(Sit)

_ 2
2" 932 h h h 2 952 K (26)
O Lema de It, entao, nos diz que, em um momento t:
oF OF 1 ,0°F
dFt— a—StdSt'l'a—tdt'i' EO-T 8_Stzdt (27)

O diferencial ainda pode ser reescrito em termos de seu processo estocastico
caracteristico, de tal modo que,

OF  OF 1 ,0°F oF
oMttt o W, 28
(?St'uﬁ ot +2O't aStZ dt+aStO'td t ( )

dF; =

4 O fato dos termos cruzados serem despreziveis é consequéncia do carater continuo dos processos
de Wiener. Pode-se observar que todos eles serdo o processo estocastico caracteristico (ou alguma
poténcia dele) multiplicados por h.
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3.6 METODOS GERAIS DE PRECIFICACAO DE DERIVATIVOS

Em geral, pode-se precificar derivativos de duas formas especificas:

1. Construindo portfélios livre de risco - isto €, cuja parcela aleatéria dos retornos
€ eliminada por meio de uma escolha especifica de pesos para um portfélio
contendo diferentes ativos - e deles obter equacgdes diferenciais parciais determi-
nisticas;

2. Construindo diretamente as chamadas medidas equivalentes de martingale, sob
diferentes distribui¢cdes de probabilidades.

As préximas subsecdes serao destinadas a desenvolver essas duas possibilida-
des primeiro heuristicamente e, quando plausivel, formalmente.

3.6.1 Portfolios livres de risco

Uma vez desenvolvida a equacgao diferencial estocastica

as; = a(St, t)dt + O'(St, t)th (29)

que rege as flutuagdes de um determinado ativo ao longo do tempo, e considerando
que temos como instrumental o célculo de It6 para a derivacao de equacdes diferenciais
estocasticas, podemos usar o Lema de t6°

6FtdSt 6Ftd+1 2(9Ft

d’ast ot 27 58?2

—at (30)

para achar a equagéao diferencial estocastica para a dindmica de um portfélio

Pi=01Ft+0>S; (31)

composto por um derivativo, F; e seu ativo subjacente, S;, onde o par (61, 62) representa
as respectivas propor¢des da alocagao dos recursos do portfélio entre os ativos F; e S;.

5 Para simplificacdo de notacéo, trataremos a partir daqui F(S;, t), a(Ss, t) e o(Sy, t) simplesmente
como Fi, a; € oy.
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Sendo o derivativo, F;, um instrumento cujo retorno no vencimento, T, é determi-
nado unicamente pelo nivel do ativo subjacente, St no vencimento

Fr=G(Sr, T) (32)

podemos observar que na EDE que descreve os incrementos do portfélio P;

OF¢
0S;

6Ft 2aFt

dP; =64 | —=dS; + —df 2 o o ——dt| + 0-dS; (33)

€ possivel escolher um par (64,62) = (1,- aFf) tal que os termos contendo dS; se
anulam,

dP; = Fiot + 1%
2 ot2

oldt (34)
anulando por consequéncia os termos envolvendo o processo de Wiener, dW;, e
toda fonte de incerteza. E preciso notar que isso s6 foi possivel por conta de duas
simplificagoes fundamentais: assumimos que 3 5Ff nao é funcao de S;; ignoramos, como
formalmente necessario, a condicdo de auto- flnanciamento do portfélio, considerando
61 > 0, caracterizando dispéndio no momento da aquisi¢ao.

Mesmo assim, com essa constru¢do podemos observar que, em nao possuir
termo estocastico, a condicdo de nao-arbitragem nos da para um portfélio P; que seu
retorno é da forma:

dP; = rPdt (35)

onde r € a taxa de retorno livre de risco. Em outras palavras, ndo existindo risco, o
retorno do portfélio ha de ser o retorno livre de risco. Assim, podemos concluir que a
dindmica para o portfélio nos induz a

rPdt = Ftdt+ 192 olat (36)
20982

t

onde podemos observar que o portfélio P; também pode ser caracterizado em termos
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da equacao original e seus pesos dados (61, 02) = (1, —g—g)

OF: .| _ OF , 18°F
r|F(S:, t)_a_stst =5 dt+268t2<7 dt (37)

sendo essa sua equacao diferencial parcial caracteristica e

F(Sr,T)=G(St,T) (38)

sua condicao final, dada pela sua forma fundamental no vencimento, T.
3.6.2 Medidas equivalentes de Martingale

Ao desenvolver ou aplicar um modelo de precificacdo de derivativos, eventu-
almente pode-se optar por um caminho distinto do tradicional método de criagao de
portfélios ndo-arbitraveis. Nomeadamente, pode-se trabalhar diretamente com as distri-
buicdes dos retornos dos ativos subjacentes. Um problema imediato ao adotar essa
abordagem é o da existéncia de prémios de risco - isto &, da existéncia de um retorno
esperado, u, tal que

mE[StH] = St(1+ ) (39)

3.6.2.1 Teorema de Girsanov

Nesse contexto, o Teorema de Girsanov nos fornece o instrumental para a transforma-
cao de uma medida de probabilidade em outra equivalente, chamada nesse objetivo
especifico de risco-neutra. Sob essa nova medida de probabilidade podemos tratar um
ativo cuja expectativa de retorno contém um prémio de risco ndo-nulo como um ativo
livre de risco.

Em outras palavras, o teorema propde sob quais condi¢ées para um determinado
processo estocastico continuo z; podemos encontrar uma funcao £(z;) que permita a
transformacao de uma medida de probabilidade P para a nova medida risco-neutra Q
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dQ(zy) = £(z1)dP(zy) (40)

transformacgéo essa que assume forma notavelmente util quando reescrita como:

dQ(z)
dP(z)

=&(zy) (41)

conhecida como derivada de Radon-Nikodym. Intuitivamente, essa derivada caracteriza
a funcao ¢ em um valor possivel z; como a razéo entre as distribui¢cdes transformada e
original.

3.6.2.1.1 Proposicao do Teorema de Girsanov

Dado um intervalo finito [0, t], podemos definir o conjunto de informacodes /; € 0
processo estocastico

£ = eh XeIWa} fy X (42)

onde X; é conhecido exatamente uma vez conhecido /; e, por sua vez, W; é um
processo de Wiener com distribuicdo de probabilidade P.
Adicionalmente, X; tem a magnitude de sua variacao limitada em

Bleh X%] < (43)

em condicdo conhecida como condicdo de Novikov. Satisfeita essa condicao, &; é
martingale quadrado integravel (square integrable, em inglés).
Com isso, sendo &;

£ = efo' XuaWy=3 [ X2du (44)

um processo martingale em relagcéao a /; e em relacao a distribuicao de probabilidade P,
pode-se definir um novo processo de Wiener
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t
W =W, - / X, dW, (45)
0

em relacdo a /s e sua (nova) respectiva distribuicao de probabilidade Q

Q(A) =E" (1) (46)

onde 14 representa uma funcao que assume valor 1 caso o evento A ocorra.
Os dois processos séo vinculados por

aW; = dW; — X;dt (47)
3.7 MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE

Vimos que para calcular o prego néo arbitravel de uma opgédo de compra euro-
peia, C;, podemos adotar dois caminhos. Podemos formar um portfélio livre de risco
com pesos® dindmicos na acdo subjacente S; e em C;, com as quais obtemos uma
equacao diferencial parcial para os retornos - que, com a condicao final dada pelo valor
de Cr, é suficiente para obtermos os precgos corretos. Alternativamente, podemos usar
os métodos equivalentes de Martingale para construir uma medida de probabilidade
sintética Q tal que,

C; = EQ [e’(T") [max(St - K,0)] (48)

isto €, definir uma medida Q com a qual o preco da opcao de compra C; se torne a
expectativa do seu payoff descontado pela taxa livre de risco. As préximas subsecgdes
sao destinadas a formalizar ferramentais intermediarios e, por fim, demonstrar a forma
de obtencao dessas novas medidas de probabilidade.

6 Subdivisdes da exposi¢do do portfélio em cada ativo
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3.7.1 Funcao geradora de momentos

Sendo Y;, com Y, dado, um processo continuo da forma

~ N(ut,ot) (49)

com o qual podemos definir o processo continuo S; que, com Sy dado, é tal que

St = Spe"t (50)

Com isso, a fungdo geradora de momento para o processo Y:;, M(1), € uma
funcéo envolvendo Y; e um parametro arbitrario A tal que

M) =E [e”r] (51)

Para sua obtencao, observamos que, pela definicdo dada em (49), a distribuicao
de Y; é conhecida e podemos calcular explicitamente sua esperanga integrando

eﬂ\/t / 1 (Y[ 21) dY (5 )
e o<t 2
V27T0'

A expresséo a direita da igualdade pode ser simplificada agrupando os expoentes

o0 1 (Yt .ut)
Y: — 2 +AY:
B|et| [ = Dy (53)

Podemos, ainda, multiplicar o lado direito da equagéo por

e—(/l,ut+%o'21/l2) e(/lpt+%0'2t/12) (54)

propositalmente escolhidos para que a expressao resultante
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_1(Yruf>2 _ 1,292
[e’lYt] gtz szz)/ — 2 gz Atz ott) gy (55)
NZTTo

possa ter como expoente da funcdo exponencial integrada um quadrado perfeito,
podendo, portanto, ser reescrita como

1 (Y- (ut+a?t2))?

E|ett| = elnt+s 0'21/12)/ 2 o2t dY (56)
2] - o

Por fim, podemos observar que estamos integrando a densidade de uma variavel
aleatéria normalmente distribuida. Ou seja,

1 (Y= (ut+a?t2))?
-

dy =1 (57)
v 2710'21‘

Assim, obtemos o importante resultado que a expectativa para a exponencial de um
processo generalizado de Wiener, Y;, € dada por:

M(1) = E|e'] = gliuteartt® (58)

A funcado M(1) nos permite, quando obtida sua k-ésima derivada, e essa por sua
vez é avaliada em A = 0, obter o k-ésimo momento da funcao Y;.

3.7.2 Expectativa condicional de um processo geométrico

Nos métodos equivalentes de Martingale, € comum precisarmos avaliar a expec-
tativa condicional

E[St|Sy, u < 1] (59)

do processo geométrico S; descrito em (50). Como S, é conhecido no momento u,
podemos, considerando o processo estocastico em questao, observar que
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E I%Su] -E [eAYf|Su] (60)

onde AY;’ é dado por

AYt~N(,u(t—s),o-2(t—s)) (61)

Nesse ponto, podemos utilizar a funcéo geradora de momentos M(1), avaliada
em A =1, para obtermos

u

Por fim, podemos multiplicar os dois lados por S, para obtermos

E[Si|Sy] = Sye(-927 (=9 (63)
3.7.3 Conversao de precos em martingales

Dizemos que P € a medida de probabilidade real de um processo estocastico
como o definido em 50. E verdade, em geral, que se S; ndo & livre de risco, temos que

EF [e_rtst|sus uc< t] + e S, (64)

Mais comum é observarmos um prémio de risco positivo tal que, especificamente

EF [e"S|Sy, u<t] <e™S, (65)

A ideia fundamental do método de medidas (de probabilidade) equivalentes de
Martingale é alterar o termo de tendéncia do processo descontado Z;

. . P . t
7 Para isso, precisamos observar que é sempre verdadeiro que Y; = Ys + fs dY,, e portanto os
incrementos sdo independentes de um dado Y
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Zi = e‘”St (66)

de tal forma que, sob certas condi¢des, a variavel resultante possa ter uma nova medida
de probabilidade Q

E% eSSy, u< t] =2, (67)

Pela definicdo de um processo martingale, o termo de tendéncia de Z; dado Z, se
anula quando da troca do processo de ruido original W; para o novo Wsx.

Para determinar Q, tal que o processo (50) se torne Martingale sob essa nova
medida, definimos

Y ~ N (pt, 0'21‘) (68)

observando que Q, em relagdo a medida de probabilidade real P, mantém forma e
parametros iguais com excecao do termo de difusdo que passa a ser pt. Com isso,
podemos avaliar a expectativa condicional do processo (50) sob a nova medida Q
utilizando novamente M(1) da equacéo (58)

EQ | g r(t-u)SiSuu<t :Sue—r(t—u)e—rp(t—u)+%o-2(t—s) (69)

Com a qual podemos observar que escolhendo

p=r- 10'2 (70)

0s expoentes do lado direito da equacéao (69) se anulam de tal forma que Z; anterior-
mente definido se torna Martingale sob a nova medida de probabilidade Q

Y; ~ N((r— %02) t, 0'21‘) (71)

Isto é, se diferenciando da medida de probabilidade sob P unicamente pelo
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primeiro momento de cada uma das distribuigoes.
3.7.4 Medidas de probabilidade e suas EDES

A definicdo da medidade de probabilidade Q, vimos, foi feita com o propésito
de obter um processo estocastico martingale com um novo processo de Wiener dWV;.
E interessante, por isso, contrastarmos os dois processos estocasticos de modo a
elucidar as diferencas obtidas.

Lembramos que, sob P, S; era dado por

S; = Spe't (72)

no qual o processo Y; era definido sob a medida de probabilidade P, cuja EDE era
representada por

dYt:ﬂdt+0'th (73)

Na sec¢éao (3.5), obtivemos a expressao (28) para a derivagao no sentido esto-
castico (de Ito) de uma fungao F(S;, t) de um processo estocastico S;. Da mesma
forma, S; definido nas expressdes (72) e (73) também é uma fungédo de um processo
estocastico conhecido, Y;. Assim, podemos descrever a EDE de S; por meio do Lema
de Ito (28)

dS; = S |uadt + %UZ at + SiocdW; (74)

Para obter a EDE do mesmo processo sob a medida Q, retomamos que a
distribuicao de probabilidades se diferencia unicamente pelo seu primeiro momento
— u, paralP; p =r- %02, sob Q. Dessa forma, com 0s mesmos passos podemos
simplesmente substituir 4 por p para obtermos a EDE

dSt = I’Stdl' + StO'dWI:k (75)

Ao obter a nova EDE para dS; por meio de uma medida equivalente martingale



39

para o processo descontado Z; = e~"'S;, temos que o processo dS; tem como termo de
tendéncia a taxa livre de risco, r, conhecida ex-ante.
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4 O MODELO DE BLACK, SCHOLES E MERTON

Neste capitulo, abordaremos a celebrada solucédo atribuida a Fischer Black,
Myron Scholes e Robert Merton, cuja publicacao original foi dada em Black e Scholes
(1973) para a precificacdo de opcoes. A precificacao resultante é celebrada até hoje
como um dos avangos seminais de finangas, principalmente por conta da robustez
de suas hipéteses, por meio das quais foi possivel suprimir de parametros arbitrarios
existente nas propostas de ent&o."

O capitulo seréa dividido em apresentar a solugédo proposta pelos autores em
sua forma original, por meio da criacdo de portfélios livres de risco, e em sua forma
alternativa, via medidas equivalentes de martingale?.

4.1 A SOLUCAO DE BLACK E SCHOLES VIA PORTFOLIOS LIVRES DE RISCO

Nesta secdo, desenvolveremos a solugao original para a precificagédo de opgdes
de acdes realizada por Black e Scholes (1973) que utiliza 0 método dos portfélios livres
de risco.

4.1.1 Hipéteses - Condicoes ideais para o mercado do ativo subjacente e da
opcao

A construcao original da precificacdo de op¢des europeias feita em Black e
Scholes (1973) tem como suposicao principal a de nao arbitragem. Por essa razao,
a precificacdo se da supondo a existéncia de um portfélio composto por uma opgéo
de compra europeia, um ativo livre de risco e a acédo subjacente que, em equilibrio,
deve proporcionar ao seu detentor o retorno livre de risco. Especificamente, a forma
fechada para uma opgéao de compra europeia de um ativo, S, que nao paga dividendos
é vélida em condicdes hipotéticas® para o mercado (e especificamente para o conjunto
de informacgdes disponiveis no momento t, /;). Precisamente, supomos que:

a) Conhecemos a taxa livre de risco, r, que é constante (é ndo estocastica) para o
intervalo (t — T);

' Em Black e Scholes (1973), os autores destacam esse feito especifico como o principal avanco

de suas formas fechadas para os precgos, contrastando com autores como Samuelson (1965), que
obtiveram resultados no espirito do modelo de precificacdo de ativos CAPM. E de se destacar que a
principal dificuldade de modelos dessa classe é a existéncia de um termo « que representa o retorno
esperado para o ativo subjacente. Isso, claro, remove essa classe de solugées daquelas que buscam
solugbes via a presunc¢ao de nao arbitragem, como a que veremos nesse capitulo.

Essa solugcdo é chamada de alternativa pois ndo estava no conteddo original dos autores. Os
resultados, porém, sédo idénticos, mudando somente a metodologia de obtengao.

3 No artigo, os autores tratam essas condicdes como “ideais”.
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b) A EDE para os retornos € da forma dS; = S; [udt + ocdWs] (3.4.2), com o conhe-
cido e constante para o intervalo. Ou seja, a trajetéria para o preco do ativo possui
variancia proporcional a Sea distribuicdo para os precos no vencimento, S, é
lognormal;

c) Nao existem custos de transacao, significando que € possivel comprar e vender
qualquer fracdo de quantidade de ac¢des e que ndo existem penalidades para
posicoes vendidas.

Essas premissas sao suficientes para garantir que o preco a ser calculado da
opcao dependa somente do preco, S;, do tamanho do intervalo de tempo, t — T, e de
parametros (como o, por exemplo). Mais especificamente, somente o preco da acgéo,
S;, é variavel estocastica nesse cenario, por meio do termo aleatério dW; de sua EDE
caracteristica.

Algumas dessas hipéteses foram posteriormente relaxadas sem deterioracéo
significativa dos resultados propostos pelo modelo. Perceberemos, posteriormente, a
condicao de nao distribuicdo de dividendos pode ser relaxada com pouco prejuizo das
formas analiticas funcionais resultantes. Por sua vez, a hip6tese (1.) pode ser relaxada
usando entendimentos mais sofisticados da estrutura a termo da taxa de juros e formas
estocasticas especificas para seu comportamento.*

4.1.2 Portfolios livres de risco

Na secao (3.6.1), demonstramos como portfélios compostos por um derivativo,
F(S:, 1), e seu ativo subjacente, S;, pode, em condi¢cdes especificas, ter seus pesos
definidos de modo a eliminar a aleatoriedade de seus retornos. No contexto da secéo, é
por meio do Lema de It6, definido na se¢éo (3.5), que podemos observar precisamente
qual par de pesos (61, 82) € capaz de anular o termo aleatorio dW; da EDE caracteristica
do ativo subjacente.

Em Black e Scholes (1973) tal portfélio é proposto a partir da observacao que,
dadas as hipéteses da secao (4.1.1), um portfolio composto por uma agéo, S;, e —%5
opcoes possui a propriedade de nao ter seu valor alterado para um movimento pequeno
dS; no preco do ativo subjacente. Se esse portfélio for reajustado continuamente
conforme t e S; oscilam, seu retorno se torna livre de risco.®

Em geral, temos que o portfélio

4 A construgéo alternativa do modelo para os retornos das agdes subjacentes de (BORLAND, 2002a),
€, claro, o contraponto ao item (ii) em questéo.

5 Em outras palavras, vendido a descoberto em m opcoes

6 Mais ainda, intervalos de ajuste discretos, se pequenos, possuem risco de igual magnitude e que
podem ser mitigados entre si por meio da construcéo de diversos desses portfolios de ajuste discreto.
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Pt:St—( L )Ct (1)

c’)Ct/(-;St

tem sua oscilacdo em um intervalo pequeno de tempo dt dada por:

1
dPt = dSt - (m) dCt (2)

Em (28), vimos que dC; é dado por:

e 162G
dCt = a—StdSt+ 5 6St2

v2S2dt + aa—ctfdt (3)

onde o termo VZStZ retoma o papel de o2 explicitamente demonstrando que a variancia
€ proporcional ao quadrado de S;, como vimos na sec¢ao (3.4.2). Assim, o retorno do
portfélio (1) € dado por:

_[12%C\2g2 | 3G
(2085‘/ St + at)dt

OCt/aSt

(4)

Um portfdlio cujo retorno é certo €, por defini¢cao, livre de risco. Desse modo,
para que nao existam oportunidades de arbitragem, é necessariamente valido que:

20
- (%%—Stzfﬁsi? + Ct) dt

301/(93[

= r (st - %) dt (5)

condicao essa difundida em diversos autores de finangas, mas comumente atribuida
a Sharpe (1964) e Markowitz (1952). Com essa forma, eliminando os termos dt e
reagrupando, podemos obter a equacao diferencial parcial

90,
ot

_ aC[ 1 2 28201‘
= I’Ct rStaSt 2V St astz
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para a qual retomamos que, no vencimento, T, uma opcao de compra com preco de
exercicio K deve valer

Ct = max [ST—K,O] (7)

sendo essa a condicao terminal da EDP.
Por fim, em Black e Scholes (1973) € proposta a substituicdo de variaveis

woff)--3) o)
(E)a e

de modo que se obtenha a EDP fundamental do modelo:

Ci=e Ny [(%) (r— %vz)

ay _ iy o)
at - 982

A condigao terminal, por sua vez, € reescrita como:

y(u,0)=0, u<0

e Vs) (17%) (r-4%) _ (10)

y(1,0) = K |6l tle?e 450

A equacéo (9), ou equagéao da difusdo, como é conhecida, tem sua solugéo da
forma:

(o)

Y, ) = / K
—1/\2s

Substituindo a sua solugcédo em (8), obtemos a forma fechada conhecida para o prego
de uma opgao

@

1v2)
(u+qV2s) -2
e ez (11)

(54 _ 1

Ct(St, T) = SiN(dy) — Ke " T-ON(dy) (12)
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na qual os limites de integracéo d; e d» sao

Iog%+(r+1§v2)(T—t)

di =
1 vVT -t (13)
Iog%+(r—%v2)(T—t)
b =
vVT -t

e a funcédo N(x) é a distribuicao de probabilidade acumulada de uma observagao x
para uma observacao de uma variavel X

XA 12
N(x):/ —e2X°KX (14)
—00 V27T
4.2 DERIVAQAO POR MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE

As formulas fechadas para opg¢des europeias também podem ser obtidas por
meio do método apresentado na secao (3.7). Ou seja, a expressao para o preco de
uma opcao de compra C; obtida em (12) pode ser construida obtendo uma medida de
probabilidade Q sob a qual o valor da op¢ao de compra descontado pela taxa livre de
risco em t < T satisfaz a propriedade martingale

Cr = EQ [e—r<T—f> cT] (15)

substituindo a medida de probabilidade P utilizada na constru¢do da EDE original
proposta por Black e Scholes (1973).

A expressao acima nos diz que em um momento arbitrario t anterior ao seu
vencimento T, Ct é o valor esperado de seu payoff no vencimento” obtido conforme a
medida de probabilidade Q. Sem perda de generalidade, podemos simplificar a notacao
usando t = 0 para obter a expectativa E2 em sua forma integral,

Co = /_m [e—fT max[S7 — K, 0]| da (16)

Novamente, retomamos os resultados da secéo (3.7) na qual obtemos que a

7 Definido na sec¢éo 2.1.3
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medida de probabilidade Q segue

N(r—%O'Zt,O't) (17)

e, por sua vez, sua distribuicdo de probabilidade dQ segue

2
= ororT 1779_2!—2r‘<”‘("%”2)” dYr (18)
To

Substituindo por dQ, entéo, a forma integral completa passa a ser

00 2
Co = / |6 max(S7 - K,0] ﬁe‘zi—h‘(”‘(“%“z)” ayr  (19)
—c0 no

A integracao pode ser simplificada manipulando os limites de modo a evitar o
operador max. Podemos realizar isso observando que a integral € nula para Sy < K

2
Voro?T 1TT9_ZJ—ZT‘(YT‘(“%“2>T) dYr=0  (20)
o

(o)

K
/ [e"T max[S7 — K, 0]

e St pode ser reescrita como sua EDE fundamental e como fungéo de Y7, portanto.
Assim, podemos mudar o dominio dos limites reescrevendo

Sr=5e" > K (21)

e, notando que a desigualdade acima pode ser reescrita como

Yt > log (Sﬁo) = —log (%) (22)

de tal forma que possamos reescrever a integral a ser avaliada considerando somente
a parcela onde assume valores nao nulos como
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® _ 1 L (Yr=(r-10?)T)?
C :/ e T(Spe" - K)| ——e 2027 (Yr-(r-2 dYr (23)
0 /og(s—’g) [ 0 V2ro?2T

Por fim, podemos dividir essa integral em duas explicitando o termo entre parén-
teses (Spe’™ — K), de modo a termos a somatéria de

lo,

g(& V2ro2T
_ ® 1 —(Yr=(r-30?)T)?
—Ke fr/ ez (2T gy
log(s—’g) Veno2T

Para a forma conhecida da solucao analitica para C; é necessario mais uma
troca de variavel:

Yr - (r - %02) T
oNT

Z- (24)

e, consequentemente

2
o (i) -

. K . log(sﬂ)—(r—%o-z)T
Uma vez que conforme Y7 esta no intervalo de log (go) — o0, Z vaide E gy

oo, podemos reescrever a segunda integral (envolvendo o prego de exercicio K) como

e 1 152
Ke '™ ﬁ,g K)-(r-302)7 e 2% dZ (26)
(S(’)Tf N

Mais ainda, podemos utilizar da igualdade em (22) para definir o parametro ds
em termos de Z

log (%) + (r - %02) T
VT

= 0> (27)
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em conjunto com a propriedade de simetria da funcédo densidade da distribuicdo normal
padrao f(x)

(0] —L
/L f(x)dx:'[oo f(x)dx (28)

com 0s quais obtemos que a integral avaliada passe a ser

_rT az 1 12
Ke L e t24z (29)

o o
Na expressao acima podemos observar que a troca de variavel fez com que

0 expoente da segunda integral fosse convenientemente reescrito como a funcao
distribuicdo acumulada de Z em d», N(d>). Ou seja, na forma mais sintética possivel,

Ke T N(db) (30)

Para a transformagé&o da primeira integral na forma conhecida, observamos que
conforme aa troca de variaveis (25), ela passa a ter a forma

0 1
TS0 fulg)-(-g0yr 750 7 02 (31)

oNT

com os limites de integragdo modificados, conforme explicado anteriormente. Além
disso, podemos manipular a equagao que definiu a troca de variavel para que, em
termos de Z, Y7 passe a ser reescrito como

1
Yr=ZoVT + (r - 502) T (32)
Reutilizando a propriedade de simetria da distribuicdo normal padrao (28) que delimitou
a integral anteriormente manipulada em termos de d», € mantendo dentro da integral
em questao somente os termos que envolvem Z, vemos que passamos a ter
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d21

LIPS (22+220VT)
o 2T

e(I-20%)Tg1T g, / dz (33)

. v e ~ . o2T o2T
Concluindo, podemos observar que multiplicando a expressédo acimapore z e~ 2z ,

convenientemente transformamos os termos do expoente dentro da integral na poténcia
de uma soma ao mesmo tempo que anulamos a exponencial que multiplica a integral.
Reescrevemos, portanto, como

b
So / 2 g bV (34)

00 27T

Assim, com uma ultima troca de variavel

H=Z+oVT (35)

por conta da qual os limties de integracéo novamente s&o alterados®, obtemos a integral
como

d 2 1152
S / — e gH 36
o o (36)
onde de imediato definimos
di=do+0VT (37)

para finalizar com a forma anteriormente definida

Co = SoN(dy) — Ke™"TN(db) (38)

8 Novamente, conforme Z vai de —co — db, H vai de —co — d2 + o VT, que claro, definiremos como
—o0 — dq de imediato.
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5 O MODELO DE BORLAND

Este capitulo é dedicado a apresentacao e derivacdo do modelo proposto por
Borland (2002a), objeto principal deste trabalho de concluséo.

5.1 INTRODUGAO, MOTIVAGCAO E FATOS ESTILIZADOS

Apesar do ja citado sucesso tedrico e pratico do modelo proposto por Black,
Scholes e Merton, diversas inconsisténcias empiricas foram verificas ao longo do tempo.
Derman e Miller (2016), por exemplo, explica como ja nos anos 1980 a existéncia de um
“sorriso de volatilidade” entrava em contraste com a suposi¢ao de volatilidade constante
do modelo de Black e Scholes (1973). Em outras palavras, os precos verificados
empiricamente para opcgdes “fora-do-dinheiro” € consistentemente superior ao aferido
usando 0 mesmo parametro (o) para todos os diferentes precos de exercicio. O modelo
que sera apresentado nesta secédo busca especificamente uma dinamica alternativa
para o ativo subjacente capaz de corrigir essa inconsisténcia.

Em Borland (2002a), Lisa Borland propée um modelo’? de precificacdo de
op¢des com base em uma classe de processos estocasticos com feedbacks estatisticos
caracteristicos desenvolvidas no contexto da Termoestatistica ndo-extensiva de Tsallis.
Esses processos apresentam “fat-tails” em relacéo a distribuicado normal, e portanto
impactam a precificacdo de opcoes “fora-do-dinheiro” em relagéo aos precos aferidos
no capitulo anterior.

5.2 A DISTRIBUICAO DOS RETORNOS

O modelo proposto por Borland (2002a) para a dinamica dos retornos do ativo
subjacente é da forma

dY = udt + odQ (1)

onde Y(t) = 'E]SS(J)) - ou seja, Y(t) representa o logaritmo dos retornos em um intervalo

[t, T]. O incremento aleatério dQ2 segue o processo de feedback estatistico

1
2

Eventualmente trataremos desse modelo como “Modelo de Borland”.
Adicionalmente ao modelo, uma correcgao foi proposta por Adams, Yuan e Kelly (2007) e reconhecida
por Borland na errata Borland (2002b)
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dQ = P(Q) 7" dW 2)

no qual dW é o incremento de um processo de Wiener, conforme explorado em segbes
anteriores. Dessa forma, podemos considerar dQ uma forma generalizada do processo
de Wiener, assumindo distribuicbes de diferentes perfis conforme o valor assumido
por g, seu coeficiente (ou indice) de entropia, e retomando o processo de Wiener
quando g = 1. E de especial interesse a observacdo de que o incremento aleatério dQ
assume valores de magnitude consideravel com maior probabilidade quao maior for g,
significando que a distribuicdo de uma variavel cujo processo estocastico envolver o
termo dQ tenha caudas largas quando comparada com uma distribuicdo Gaussiana.

Por sua vez, a funcao de densidade de probabilidade da variavel Q, Pq(Q)3, é
dada por

Py(. T) = % 1-Q2B(T)(1 - )| 3)

na qual, sem perda de generalidade, Q(0) e t foram anulados.* A funcéo (4) é conhecida
como Distribuicao de Tsallis, ou distribuicao g-Gaussiana. Sua forma assume um grau
de “fat-tails” maior quao maior for o parametro q, como mostram as Figuras 6 e ??.A
funcéo B(T) é dada por

B(T) = c54(T(2- q)(3 - q))¥3 (4)

sendo

400 . 2
c:k(/ (1 - k(1 -g)Q?)™adQ (5)

(o)

e k uma constante ndo-nula.® Intuitivamente, a equacéo (4) representa a distribuicdo
de probabilidade da parcela imprevisivel (Q) em relacado ao conjunto /; dos log-retornos

8 O subscrito g é apresentado pois a distribuicdo é dependente de forma direta do coeficiente g
assumido

Antes da simplificagio, a equagio assume a forma Pq(Q) = ﬁ“ -B(T)Y(1 - q)(Qr —Q4)), naqual
0s subscritos de Q se referem aos valores assumidos pela soma acumulada dos incrementos dQ nos
momentos te T.

5k é uma constante neutra, uma vez que 3(t) assume o mesmo valor independente do k escolhido.

4
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Figura 5 — Distribuicao de Tsallis para diferentes coeficientes de entropia, q
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Fonte: elaboragao do autor

da acao subjacente. Por fim, a fungdo Z(T) é dada por:

Z(T) = ((2-q)(3 - g)cT)¥ (6)

Com isso, chegamos em uma EDE geométrica para os pregos que é da forma:

2
ds = (,1 + %P;‘q) Sdt + ¢ SdQ (7)

2 - , A . . . s a4
onde o termo %P; 9 é um termo de tendéncia induzido pelo processo estocéstico
do incremento dQ. E relevante observar que Pq(Q) é fungéo de Q, e, sendo assim, o
termo de tendéncia

o2

o= (M + P;‘q(g)) (8)
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Figura 6 — Caudas da Distribuicdo de Tsallis para diferentes coeficientes de entropia, q
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Fonte: elaboragao do autor

€ dependente do momento t.
Com essa dindmica para os precos obtemos que, para periodo [0, T]8, o loga-
ritmo dos retornos € distribuido conforme:

1

1-q

T S(T 2
1-(’%)(1 ~9q) (In%— T)

S(T)|O) 1 9)

& ('” 50") " ZM

Em contraste com a equacao (4), a equacao (9) nos da a distribuicédo de probabilidade
das parcelas previsivel e imprevisivel dos log-retornos da acdo S dado o conjunto de
informagao /.

Analiticamente, esse processo € dado de tal modo que a distribuicdo dos logarit-
mos dos retornos em um dado intervalo € dada pela distribuicdo de Tsallis, evoluindo
de forma anémala para os intervalos de tempo. Essa distribuicao tem a propriedade
de ter sua parcela central aproximada pela distribuicdo Gaussiana para intervalos de

6 Essatroca de variaveis entre t e 0 é feita para simplificagdo de notacéo. Nesse caso, as fungdes que
se referem ao momento T, na notacgdo original, se refeririam ao periodo (T — t)
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tempo grandes, além de atribuir uma maior probabilidade para retornos extremos.
5.3 PORTFOLIOS LIVRE DE RISCO

Reaproveitando a abordagem utilizada na secéo 3.6.1, sabemos que tanto a
EDE (7) para a dindmica dos precos quanto a dinamica de um derivativo F(Sy, t)7, dada
por meio do lema de It6

dFt = —dSt+—dt+—— o°P

(‘)St S2 q

)dt (10)

compartilham de uma unica fonte de incerteza, oriunda do termo de ruido dQ. Assim
sendo, novamente € possivel construirmos um portfolio

Pt=91Ft+9281 (11)

cuja dindmica € dada por

2
dPt 01 l£d3t+%df+ 10'2a F

0S 2 32 dt

+ 0-dS; (12)

permite a escolha de um par (61, 62) que elimine esse ruido.

Desse modo, o mesmo par (01, 62) = (1, ——) € tal que o portfélio resultante
aP; = |F; + 57 SZS P, 7| dt (13)

tem retorno exatamente conhecido dado o conjunto de informacéao /;, sendo portanto
livre de risco. Disso podemos concluir que seu retorno deve se igualar ao retorno livre
de risco, r, tal que

OF 1 1
Pt = | = + 202F338t2Pq 9| dt (14)

Para simplificar a notacdo, F(S;, t) passa a ser simplesmente F, e o subscrito t denota 0 momento.

7
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que pode ser reescrita considerando a forma original de P; e anulando os termos dt
como

OF . 0F 1 ,0°F o 1-q
rF_ra_‘StSt_a_t_EO- a_StZSth —O (15)

sendo essa a EDP resultante do método dos portfélios livres de risco. Em contraste com
a obtencéao das solugdes analiticas no caso do modelo proposto por Black e Scholes
(1973), o método dos portfélios livre-de-risco nao elimina por completo a influéncia do
termo u uma vez obtida a EDP fundamental. No caso da equagéo (15), ainda temos o
termo P;‘q, dependente de Q e p.

5.4 MEDIDAS EQUIVALENTES DE MARTINGALE

Na secéo (3.6.2), foi destacado que € comum abordar o problema de S; ser
submartingale por meio da criagéo, a partir da medida de probabilidade original P, de
uma medida de probabilidade sintética Q na qual S; se comporte como martingale. No
contexto da precificacdo de opcoes de compra, C(S;, t), isso significa uma mudancga
da medida de probabilidade original para uma, Q, em que

e "("VC =B Crlh] (16)

Nesse contexto, uma vez obtida essa medida Q é necessariamente verdade que:

E% e T-087S] = St (17)

Ou seja, em relacao a medida de probabilidade Q, S; € martingale quando descontado
pela taxa livre de risco r8.

Uma vez satisfeita a condicao de Novikov o teorema de Girsanov® garante que
podemos reescrever a dinamica do ativo subjacente por meio de um novo incremento
aleat6rio

8 Mais precisamente, S; é submartingale, e pode ser Doob-Meyer decomposto em um termo martingale
e um termo de tendéncia simples, nesse caso r.
9 Tanto a condigéo de Novikov quanto o teorma de Girsanov foram expostos na subsegéo 3.6.2.1
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dz = (Ldn dW) (18)

(1-9)/2
Pq

com o qual o processo estocastico dY para os log-retornos passa a ser, simplesmente:

dY =oP,? dz (19)

O novo termo aleatério z retém a relagédo direta com o processo de Wiener, que
agora assume a forma:

" ow
t O'Pq

Sob a medida de probabilidade original, P, o novo termo de ruido é tal que sua média é
nado-nula 1%, mas tem sua variancia idéntica a do processo original, sendo proporcional
a t. Propositalmente, esse termo, sob a nova medida de probabilidade, Q, tem média
nula e variancia t.

As duas medidas de probabilidade, Q e P, podem ser relacionadas por meio da
derivada de Radon-Nikodym, que é da forma:

dQ

2
T u e M
o (—0P<1q>/2dw)ds‘§fr (—qu)/z) ds
= = e q o q
dpP

£(t) = (21)
A equagédo (21) nos da a razdo das probabilidades de um determinado retorno sob as
distribuigbes Q e P, respectivamente numeradoras e denominadoras da derivada.

Com isso, temos que de acordo com o Teorema de Girsanov os log-retornos dY
se relacionam com a nova medida martingale dz pela identidade tripla

dY = ( K dt+ dW) - odz (22)

ocP7z

onde implicitamente retemos a relagédo entre o0 novo termo de ruido z e o Processo de

10 Precisamente, ¢ igual a £ P, **dt para um intervalo df.

q
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Wiener W como dada por

oy
z= W,+/ —ds (23)
0 2

oP=
5.5 A FORMA GERAL DAS SOLUQC)ES

Com os resultados das secdes anteriores, podemos obter a forma geral de
precificacdo de op¢des da forma até aqui exposta. Lembramos que, sob a nova medida
equivalente de martingale, Q, € necessariamente verdade que o0 preco em um momento
arbitrario (t = 0) de uma opg¢ao com vencimento em um momento futuro T é dado
simplesmente por

Co=E [e—rTcT] (24)

Além disso, sabemos que o valor de uma opg¢ao no vencimento é fung¢ao do preco da
acao subjacente no vencimento

Cr=h(Sr) (25)

de tal forma que, quando suposto o seu comportamento estocastico como em (1),
possamos detalhar a equacao (24) em

Cr=e"TE2 [h (SoejoT UP‘(71_q)/2sz+/°T(r_%2P:’_q)ds)] (26)

Podemos observar que com g = 1 retomamos a solucao de Black e Scholes
(1973), uma vez que a dindmica para a agcao subjacente, expoente da equacao que
define S, € 0 mesmo que representa a dindmica proposta no contexto do modelo.

Sob a medida equivalente de martingale Q, a variavel aleatéria

-
X(T)=0c /0 P, "Pdze = Q(T) (27)
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no expoente da equacao anterior deixa de ser normalmente distribuida com média
zero e variancia o2, como no caso tradicional de Black e Scholes (1973), e passa a
ser distribuida conforme a distribuicdo de Tsallis, exposta na equagao (4). Podemos
portanto obter uma forma geral para o aprecamento de opcdes sob essa medida de
probabilidade, Q e supondo a dindmica (1) para o ativo subjacente que é da forma:

—rT .
=2 [ 1 eo-9<T>+rT—%2aT2/<3-q><1—<1—q>/s<r>92<r>>] (1-B(D( - 22(N)) ™ de(T)
(28)
na qual @ assume:
1 g-1
@=53-9(2-9B-g))* (29)

5.6 OPCOES DE COMPRA

Com a medida equivalente de martingale Q, podemos usar os payoffs de uma
opcao de compra da secdo (2.1.3) para observarmos que, a partir da medida Q e,
consequentemente de (24),

Ci=E%e " Srlp-E¥e " Klp=TF1 - J (30)

onde D é o subconjunto dos possiveis valores assumidos por St em que o payoff é
nao-nulo.
Sob Q, %> pode ser reduzido a:

Jo = € "TKPo{D} (31)

onde Pq{D} é a integral sob a distribuicao de Tsallis no conjunto D em que St >
K. Usando a forma explicita que Sy assume partindo do processo estocastico aqui
proposto, definida em (50), temos que a expressao anterior pode ser delimitada a:

2
o= & TKPo(G-aTH5(1 ~ (1~ B(TIZ) + 0@+ 1T > log + (32)
0
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que, por sua vez, é satisfeita entre as raizes:

1 1

S1 = 2 - 4 -
L aTE(—qeB(T)  laTe9(1 - g2a?B(T)? 1 o)
2 »\ |2
22 (rT+Iog@—a—aTﬁ)
(1-q)aT%23(T) K 2
e,
1 1
So = 5 + 7] —
aTSi(1 - q)oB(T) |aT3a(1 - q)202B(T)? 1 .
2 >\ |2
22 (rT+Iog@—a—aTﬁ)]
(1-q)aTFi024(T) K 2

Como K € constante e conhecido em Iy, essa integracdo se torna simplesmente

e—rTK Sp 11q )
dQ = e """ Ny(s1, 52) (35)

~Z(M Js,

P (1- (1 -2

De forma similar, podemos obter J; por meio da mesma integracao da distribui-
¢ao de Tsallis ja definida sob a medida de probabilidade Q:

Ji = &7 SrPo{D} (36)

com o qual, com a forma definida anteriormente de St, temos que:

% o g E %
Jr = z?OT) g7 T aT30+(1-q)a T34 5(T) 5 &7 (1 -(1- q)/a’(T)QZ)1 '
S

(37)
= SoMg(e*, 51, 5)

Essas formas obtidas ja sdo solu¢des analiticas para os precos das opgdes sob
o0 modelo aqui proposto, mas para fins de uniformizacao, podemos elaborar posterior-
mente essa solugdes em termos de processos aleatorios (0, 1).
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5.6.1 Solucdes como processos aleatérios (0, 1)

Para a obtencéo de solucbes como as que obtemos para o modelo de Black e
Scholes (1973) em (13), podemos utilizar o termo aleatdrio normalizado Qy

Qy=Q(T) AT (38)

BN

com o qual os limites de integragcéo s1 e sy se transformam em

S1_
dip= —=2 (39)

onde

BN =g (40)

Com isso, podemos obter a forma analitica para o preco das opcdes sob a
dinamica proposta sendo, simplificadamente:

Co = SoMy (P, dy, db) — "7 KNy (dy, db) (41)
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6 IMPLEMENTACAO E RESULTADOS

Este capitulo se dedica a implementacdo computacional do modelo proposto
por Borland (2002a), cuja derivagao foi realizada no capitulo anterior.

6.1 IMPLEMENTACAO DA FERRAMENTA DE CALCULO

A utilizacdo de um determinado modelo de precificagdo envolve, necessaria-
mente, o desenvolvimento e implementagédo de uma ferramenta de calculo que trans-
forme os parametros determinados pelos modelos na forma de resultado desejada.
Nas préximas secdes, uma proposta de implementacdo do modelo proposto em Bor-
land (2002a) e abordado nos capitulos anteriores sera apresentada e utilizada para
aplicacao demonstrativas em diferentes casos de interesse. Principalmente, o objetivo
sera elucidar os diferentes resultados do modelo proposto quando contraposto com o
mais familiar modelo proposto em Black e Scholes (1973).

No contexto da implementacéo, a ordem de desenvolvimento das equacdes nao
seguira a ordem exposta anteriormente, nem qualquer ordem necessariamente légica
ou correta, mas sim seguira a orientacao procedural de desenvolvimento da ferramenta
de célculo. Além disso, a implementacao sera realizada com a notagdo mais simples
possivel, portanto obtendo Cy para uma opg¢ao com vencimento em T (portanto com
duracéo de T anos).

6.1.1 As equacoées auxiliares

Do ponto de vista da implementagéo, a ordem das equacdes segue sua relacédo
de dependéncia, de modo que todas as equacdes sejam definidas usando somente
resultados ja obtidos. Esses resultados ja obtidos, aqui tidos como resultados de
equacdes auxiliares, servem de proposito a sustentar uma equacéo final, nesse caso
(41). Assim sendo, comegamos por definir:

+00 ] 2
c:k(/ (1 - k(1 -q)Q?)TadQ (1)

[o0)

onde k é uma constante qualquer. Com a equacao para ¢ podemos obter as equacdes

Z(T)=((2-q)(3- g)cT)¥3 (2)
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e, também,

B(T) = c54(T(2- q)(3 - q))%5 (3)

Uma vez implementadas as equagdes (2) e (3), podemos obter a equacao para
a distribuicao de probabilidade da variavel Q

1

Py(@) = o [1- 28T (1 - )| 4)

conhecida como distribuicdo de Tsallis ou distribuicdo g-Gaussiana.
Paralelamente, precisamos realizar a implementagdo das equagbes para M, e
Ny, além de obter seus limites de integragéo d; e db. Para isso, primeiro definimos:

q-1

@ =382~ q) B~ o) ®

a partir do qual obtemos as raizes

1 1

S1= 2 - 4 -
U aTR(1-qrp(D) |e?TH(1 - qro2p(T2 ©
2 ,\]2
22 (rT+Iog§—U—aTﬁ)
(1 - @aT=a02p(T) K2
e!
1 1
So = > + 7 -
aT33(1-q)op(T) [a?TFa(1-q)202p(T)?

1
2 2
(rT+ log % - %QT%?)

)
(1= g)aTxa028(T)

que por sua vez nos permite, com,
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(8)

retomar as formas normalizada para os resultados. Com isso, é possivel definir a funcao

Z(T) em sua forma normalizada Zy, sendo ela:

zy=2(r |2 ©
BN
e definir os limites de integragao:
S4
di = (10)
VAN/B(T)
e,
S
a2 = (11)
VANB(T)
Para a implementagdo Ny e Mg, nos resta somente definir o termo b(y), que €
da forma:

2 2
b(Qy) = 0 Q - ‘%arﬁ (1= q)arﬁﬁ(r)%gﬁ

Com isso, podemos calcular Ny como:

1

No(ch, &) = - /dd2 (1 —(1- q)ﬁNQ,zV)

s aQ

e, de forma similar, My, sendo:

1

o)) 11
Ma(b(@), 0h,ck) = 5= [ e (1= (1= qp(T)a2) "

(13)
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6.1.2 Equacao fundamental

A (ltima etapa é, naturalmente, a de implementar a equagao fundamental que
mapeia os parametros do modelo com o resultado desejado da implementagao. Na-
turalmente, o ponto de partida (parametros) e de chegada (resultados) sao os de
maior interacdo quando da utilizacdo do modelo, entdo merecem atencao especial. Em
especifico, os parametros do modelo sao:

a) Sp: preco da acdo S no momento t = 0;

b) K: preco de exercicio (também conhecido como strike);

)

)
c) T:tempo até o vencimento;
d) r:taxa de juros livre de risco entre os periodos (0 — T), suposta constante;
)

e) o: desvio-padrdao (como esse parametro € nao observavel, convencionou-se
utilizar a estimativa amostral);

f) g: coeficiente de entropia (esse parametro é o que diferencia os parametros para
calculo dos utilizados no modelo proposto em Black e Scholes (1973)).

Com isso, finalizamos com a forma fechada para o preco de uma opc¢ao de
compra do tipo europeia como funcéo dos parametros (6.1.2):

Co = SoMy(b(Q), d, db) — €T KNg(d}, db) (15)
6.2 REPLICACAO DOS RESULTADOS

Com as formas analiticas concluidas, podemos replicar os resultados de Borland
(2002a). Na Figura 7, por exemplo, comparamos a implementacdo do modelo de
precificacdo de opg¢des de compra europeias abordado pela autora com o modelo
proposto em Black e Scholes (1973) para precos de exercicio, K, no intervalo 20 — 80.
Para isso, normalizamos o parametro, o, para que as opgdes “no dinheiro” possuam
mesmo valor'.

Nela (Figura 7), podemos observar que para maior parte do intervalo observado
de precos de exercicio os valores assumidos para a opgao de compra, Cp, S0 parecidos.
Diferencas em termos absolutos comegam a surgir para opgdes longe do ponto Sy = K,
ponto em que as opc¢des estdo “no-dinheiro”. Para opgdes dentro do dinheiro, essa
diferenca é pequena em termos absolutos e em relativos, e € uniformemente negativa

' Na Figura 7, temos o =0.299 parag=1.5e 0 =0.3parag=1
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Figura7 — Precos Cop parag=1.5eqg=1
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Fonte: elaboragao do autor

(isto €, o0 modelo como proposto em Borland (2002a) subestima os precos quando
comparados com o proposto em Black e Scholes (1973)). Em contraste, o oposto ocorre
com as op¢oes “fora-do-dinheiro”, caso em que embora a diferenga entre os precos
aferidos siga pequena em termos absolutos, a diferenga em termos relativos € maior, e
com sinal positivo (precos como suposto em Borland (2002a) s&o maiores).

Com o objetivo de observar com mais detalhe a o comportamento relativo
dos precos das opc¢des de compra sob diferentes modelos, replicamos na Figura 8
explicitamente a diferenca de pregos entre os precos calculados para os dois modelos
em dois cenarios: para uma comparagao o tempo para o vencimento, T, assume
T = 0.6 enquanto para a outra assume T = 0.05. Novamente normalizamos (isto €&,
escolhemos parametros o) para que as opcoes “no-dinheiro” tenham mesmo preco?.

Com a Figura 8, podemos observar mais claramente a descrigdo anterior da
diferenca entre os precos para T = 0.6. Utilizando esse tempo para o vencimento, 0s
precos sao menores para opgdes “dentro-do-dinheiro” e maiores para opcodes “fora-
do-dinheiro”. Além disso, pode-se destacar o carater localizado dessa discrepancia
de precos nominais - a diferenca de pregos atinge dois maximos locais em termos

2

Note que o caso em que T = 0.6 € o mesmo da Figura 7, enquanto para T = 0.05 utilizamos o = 0.41
para tal propdsito.
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Figura 8 — Diferenca dos precos Co para T =0.6 e T =0.05

— T =0.6
034 — T=0.05

=
]
"-"IJ 0.2
=
=
S
5 0.1+
a
7]
E"‘ 00_
a .
=3
5
m _'U.l _
[
=
u
£ 0.2 -
(]

_'U.3 .

T T T
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Razao do Preco de Exercicio

Fonte: elaboragao do autor

absolutos quando K ~ 40 e quando K ~ 70. Para T = 0.05, por sua vez, as diferencas
em valores absolutos sdo menores, e exclusivamente positivas (mesmo para opgoes
“dentro-do-dinheiro”), embora mantendo dois méaximos locais e a tendéncia de aproxi-
macao entre os precos aferidos pelos diferentes modelos. Nesse sentido, a Figura 9,
expande o intervalo apresentado em Borland (2002a), demonstrando o comportamento
convergente dos pregcos em termos absolutos.

Essa convergéncia, todavia, ndo é observada para os precos relativos®. Na
Figura 10 podemos observar, por meio do logaritmo das razdes entre os pregos, que
essas razdes sao, para 0s precos de exercicio observados (K no intervalo 20 — 120)
crescentes. Além disso, se a diferenca em termos absolutos era maior para T = 0.6, 0
inverso ocorre para as razdes, maiores quao menor for T,

Podemos também comparar especificamente a dindmica dos prec¢os ao longo
de um intervalo de tempos para o vencimento, como na figura (11), replicada do
artigo original. Nela, vemos a dinamica para Cy, conforme o tempo para vencimento,
T, percorre o intervalo 1 — 0, para diferentes precos de exercicio (K =45, K =50, e
K =55).

Podemos utilizar os precos obtidos por meio do modelo de Borland para obter

8 Por pregos relativos se entende, neste contexto, a razio dos precos aferidos por ambos os modelos
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Figura 9 — Diferenca dos precos Cy para 7T = 0.6 e T = 0.05, em maior intervalo
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Fonte: elaboragao do autor

a volatilidade implicita pelo modelo de Black e Scholes (1973). Essa é a proposta da
Figura (12), na qual a volatilidade implicita para tempos para o vencimento T =0.1 e
T = 0.4 pode ser observada ao longo de precos de exercicio que partem de K = 40
a K = 60. Nela, novamente podemos observar a curva se tornando mais “aguda”
conforme T — O, refletindo as ja citadas “fat-tails” da distribuicdo de Tsallis.

Essa dindmica para tempos para o vencimento mais curtos é de particular
interesse. Um modelo que propde “fat-tails” é ainda mais importante quando tratamos de
periodos curtos de tempo, uma vez que diferentes probabilidades de exercicio impactam
de maneira mais forte o preco aferido. A Figura 13 mostra os precos calculados
utilizando o modelo de Borland (2002a) para T = 0.05 ao longo de precos de exercicio
em K = [40 : 60]. Por fim, podemos observar nas Figuras 14 e 15 como precos para
opcodes “dentro-do-dinheiro” sdo, no geral, similares, mas precos de opc¢oes “fora-do-
dinheiro” sdo marcadamente superiores, tendo em consideragdo os pequenos valores
de Cy observados.



Figura 10 — Logaritmo da razao dos precos C, para 7T = 0.6 e T = 0.05, em maior intervalo
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Preco das opcées de compra

Figura 11 — Precos para diferentes tempos para o vencimento, 7, com S; = 50.
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Tempo para o vencimento

Figura 12 — Volatilidades implicitas pelos precos aferidos por (BORLAND, 2002a)
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Preco da opcao de compra

Figura 13 — Comparacao dos precos para op¢coes de compra com T = 0.05
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Figura 14 — Comparacao dos precos para opcoes de compra “dentro-do-dinheiro” com 7 = 0.05
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Figura 15 — Comparacao dos precos para opcoes de compra “fora-do-dinheiro” com T = 0.05
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, revisamos o ferramental mateméatico necessario para o trata-
mento de diversos modelos de precificacido de derivativos, além de valiosos para
diversas areas de financas. Com ele, pudemos comparar com maior detalhe a solugao
de dois modelos de precificacao de opgdes, o proposto por Black e Scholes (1973) e o
proposto por (BORLAND, 2002a). A implementacao do ultimo, objetivo principal deste
trabalho de concluséo de curso, foi feita partindo desse ferramental e contrastando
etapa a etapa com o primeiro.

O carater alternativo de um modelo de precificacao de derivativos nos permite
ampla comparacao com o modelo de Black e Scholes (1973). Dessa forma, foi inevitavel
ao longo deste trabalho demonstrar a derivagéo e implementacdo do modelo proposto
por Borland (2002a) sempre contrastando suas peculiaridades com aquelas caracteris-
ticas presentes no modelo mais “familiar’. Da mesma forma, quaisquer conclusdes a
respeito desse modelo devem ser também de carater comparativo.

No que diz respeito a dindamica do ativo subjacente, o Modelo de Borland para
os retornos €, como idealizado, mais propenso a movimentos de maior magnitude.
O processo estocastico por ela proposto, como descrevemos, parte de incrementos
oriundos da distribuicdo de Tsallis, ou g-Gaussiana, cujo coeficiente de entropia, q,
possui relagdo direta com qudo largas sdo as caudas da distribuicdo. E, portanto,
passivel de estimacao e capaz de corresponder a diferentes processos estocasticos de
mesma caracteristica (“fat-tails”).

Os precos para opcdes de compra européias obtidos no contexto da implemen-
tacao do modelo refletem diretamente essa peculiaridade da distribuicdo subjacente
para os retornos. Quando estes precos sao utilizados para a obtencao das volatilidades
implicitas pelo modelo de Black e Scholes (1973), obtemos o “sorriso de volatilidade” —
em outras palavras, o0 modelo, ao atribuir maior valor a opgdes “fora-do-dinheiro” reflete
diretamente as “fat-tails” supostas no escopo da distribuicao.

Por fim, se modelos em gerais sao instrumentos que partem do que nos é
conhecido em maior grau para aquilo que, por conhecermos em menor grau, buscamos
investigar, um modelo de precificacao de opcdes que efetivamente implementa uma
forma generalizada de incorporar um fato estilizado (novamente, as “fat-tails”) a um
ferramental ja familiar é por si sé valioso. A despeito de sua implementacao nao evitar
maior custo computacional e de ferramental matematico, que em contraste se encontra
plenamente estabelecido para a utilizacdo do modelo tradicional, sua utilizagdo é
facilitada pela obtencao de formas fechadas para os precos das opcdes de compra
europeias.
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