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Resumo

Dominios formados durante a evolucao de misturas possuem grande importancia tanto
tedrica quanto experimental. Diversos estudos das propriedades de crescimento de dominios
podem ser vistos no contexto de espumas, tecidos celulares, dominios magnéticos, super-
condutores, absorcao de dtomos em superficies, etc. Particularmente, na ciéncia metaltr-
gica e de superficies, entender a formacao das microestruturas policristalinas e suas respec-
tivas evolucoes temporais é importante na determinacao das propriedades do material. O
modelo de Potts permite representar a estrutura multicelular dos sistemas mencionados
e, por esta razao, é¢ muito empregado em seus estudos.

Nesta tese apresentamos os resultados do estudo do ordenamento de fases dinamico
do modelo de Potts puro e com desordem ferromagnética fraca, do ponto de vista ge-
ométrico, através de simulagoes computacionais. Basicamente, estudamos a distribuicao
das areas dos hulls do modelo com g > 2 estados, ap6s ser submetido a um subito resfria-
mento a partir da fase de alta temperatura (paramagnética) para dentro da fase ordenada
(ferromagnética). Nesta fase, dominios com diferentes orientagdes se formam devido a
intensidade das interacoes locais. A evolucao temporal de cada dominio é regida basica-
mente pela curvatura da interface e a lei de crescimento depende, em geral, de fatores
como a conservagao (ou nao) do parametro de ordem, da presenca de desordem e da
dimensao do parametro de ordem.

Uma vez que a solucao analitica para a distribuicao das areas dos hulls obtida para o
modelo de Tsing (¢ = 2) nao pode ser facilmente extrapolada para o modelo de Potts com
q > 2, nossa analise é baseada em simulagoes numéricas. Surpreendentemente, alguns
resultados permanecem validos (como por exemplo, quando a transi¢ido é continua e o
sistema esta equilibrado em 7T, antes do quench). Além das distribuigoes das areas dos
hulls para varios valores de g e diferentes condicoes iniciais, apresentamos uma visao
geral, geométrica, do processo de crescimento de dominios no modelo de Potts, tanto

para o modelo puro quanto na presenca de desordem ferromagnética.

il



Abstract

Domains formed during the evolution of mixtures are of both theoretical and techno-
logical importance, applications including foams, cellular tissues, superconductors, mag-
netic domains, adsorbed atoms on surfaces, etc. In particular, in metallurgy and surface
science, understanding the formation of the polycrystalline microstructure, and its time
evolution are important in determining the material properties. The Potts model, being
able to represent the multicellular structure of these systems, is widely used in their study.

In this thesis we present results for the phase ordering dynamics of the Potts model
with and without weak quenched disorder, from a geometrical point of view, through com-
puter simulations. Basically we studied the hull-enclosed area distributions of the model
with ¢ > 2 states, after a sudden quench from the high temperature phase (paramagnetic)
into the ordered phase (ferromagnetic). In this phase, domains with different orientations
are formed due to the strenght of local interactions. The temporal evolution of a single
domain is essentially ruled by curvature-driven processes, and the growth law depends,
in general, on features such like the conservation (or not) of the order parameter, the
presence of quenched disorder, and the dimension of the order parameter.

Once the analytical solution for the hull-enclosed areas obtained for the Ising model
(¢ = 2) cannot be easily extrapolated to the ¢ > 2 Potts model, our analysis is based on
numerical simulations. Surprinsingly, some of the results remain valid (as, for example,
when the equilibrium state before the quench is the second-order transition critical tem-
perature). Besides the hull-enclosed areas, we present an overall, geometric description
of the domain growth process for the Potts model, both with and without ferromagnetic

disorder.

v



Capitulo 1

Introducao

Uma grande variedade de sistemas naturais apresentam estruturas particularmente
semelhantes, com padroes morfologicos que geram grande interesse em diferentes areas
como na biologia, medicina, quimica, fisica e nas ciéncias de materiais. Em alguns sistemas
a presenca de desordem topoldgica (estrutural) é regra e nao exce¢ao. Esta “desorganiza-
¢ao” estrutural do material dificulta o estudo destes tipos de sistemas, uma vez que uma,
ordem cristalina global ou algum tipo de homogeneidade nao se faz presente.

Nas tltimas décadas grandes avancos foram obtidos no intuito de caracterizar estes
sistemas por meio de modelos simples, e com isso estudar as propriedades dinamicas
tanto teorica quanto computacionalmente. No entanto, uma das primeiras questoes a ser
abordada diz respeito a anélise e caracterizagao da geometria das estruturas. Muitas leis
(empiricas ou nao) foram formuladas e tentam descrever as semelhangas entre as diversas
estruturas.

A figura 1.1 apresenta uma série de imagens de sistemas que apresentam padroes mor-
fologicos semelhantes. A figura em (a) corresponde a estrutura formada por células do
tecido adiposo de camundongos [1]; em (b) temos a imagem obtida de um microscopio
eletronico de varredura, da estrutura do ago dopado com titanio durante o processo de sol-
dagem [2]; em (c¢) temos o padrao formado por espumas secas (bolhas de sabao!) em duas
dimensdes (entre placas); em (d) temos a imagem de uma espuma supercondutora [3];
em (e) temos uma imagem microscopica de uma se¢ao transversal que mostra a estru-
tura celular do pepino [4]; em (f) temos uma fotomicrografia (obtida de um microscopio
Kerr) de um material magnético (NdFeB) mostrando o padrao dos dominios magnéticos®.
Em todos estes sistemas as interfaces delimitam os dominios, sendo que algumas destas
imégens correspondem a fatias (ou secgoes retas) do material.

Algumas dessas estruturas evoluem no tempo em funcao de parametros externos como

temperatura, campo magnético, etc. Entender o mecanismo relevante por tras da evolucao

Tmagens de dominio piblico obtidas em http://commons.wikimedia.org
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Figura 1.1: Imagens de diversos sistemas que apresentam morfologia semelhantes. As figuras mostram:
(a) células do tecido adiposo; (b) ago dopado; (c) bolhas de sabao; (d) espuma supercondutora; (e) células
de pepino; (f) dominios magnéticos.
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de uma estrutura especifica permite determinar as propriedades estatisticas do sistema a
longo prazo. Naturalmente, a observacao e a descricao do crescimento celular, de agrega-
dos metéalicos, das espumas de sabao, etc, é de grande interesse.

Diversos estudos das propriedades geométricas de crescimento de dominios podem ser
vistos no contexto de espumas [5], tecidos celulares [6], supercondutores [3], sistemas
magnéticos |7,8], &tomos absorvidos em superficies, etc. Particularmente, em metalurgia,
entender a formacao de estruturas policristalinas e sua respectiva evolugao temporal é
importante na determinacao de muitas das propriedades do material.

Apo6s uma sibita diminui¢ado da temperatura (ou uma adequada mudanga em algum
outro parametro de controle), levando o sistema da fase de alta temperatura para a
regiao de coexisténcia de fases, o sistema tende a se organizar progressivamente formando
estruturas ordenadas. A evolucao temporal do sistema é governada por processos térmicos,
difusivos, ou devido a curvatura da interface. A lei de crescimento depende, em geral, da
presenca de desordem, da dimensao do parametro de ordem e se ele é conservado ou nao.

Atualmente muito se conhece a respeito de misturas binarias e sistemas com duplo grau
de degenerescéncia [9], mas muito pouco é conhecido sobre polimisturas e sistemas com
multiplos graus de degenerescéncia. No altimo caso, a dinamica das paredes dos dominios
é afetada pelas baixas temperaturas, sendo necessério fazer uso de ativagao térmica para

sobrepor as barreiras de energia.

1.1 Estrutura e resultados apresentados neste manuscrito

Neste trabalho estudamos o ordenamento de fases dinamico de um sistema em duas
dimensoes do ponto de vista geométrico, através de simulagoes computacionais. Partimos
de uma base analitica e numérica conhecida para um sistema com degenerescéncia dupla
(modelo de Ising) e generalizamos para o caso de um sistema com multiplos graus de
degenerescéncia (modelo de Potts).

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

e Na continuacao deste capitulo sera feita uma breve revisao e apresentacao de con-

ceitos fundamentais para o entendimento do trabalho.

e No capitulo 2 serao apresentados alguns modelos magnéticos e naturalmente o mo-
delo no qual baseamos nosso estudo. Discutiremos alguns pontos relativos ao tra-
balho computacional, principalmente sobre a metodologia ligada a simulagao de

sistemas fora do equilibrio.

e No capitulo 3 apresentaremos uma breve sintese do crescimento de dominios de um

sistema com duplo grau de degenerescéncia, com énfase nos resultados exatos para a
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Figura 1.2: A figura representa um sistema de dois estados (branco e vermelho) que evoluiu dentro da
fase ferromagnética apos ser submetido a um quench a partir de um estado de equilibrio na fase paramag-
nética. As fronteiras que separam os aglomerados de cada fase correspondem aos defeitos topolégicos.

distribuicao das areas das estruturas definidas como hulls e a excelente concordancia

com as simulagoes numeéricas.

e O capitulo 4 expoe os resultados a respeito da dinamica de crescimento de um modelo
bidimensional com maultiplos graus de degenerescéncia e parametro de ordem nao
conservado. Neste caso, onde a forma analitica das distribuicoes nao é conhecida, a

hipotese de escala se mantém valida.

e No capitulo 5 serao apresentados os resultados para o modelo de Potts com desordem
ferromagnética fraca. Uma caracteristica importante de sistemas que apresentam
transicao de fase descontinua é que a presenca de desordem muda a ordem da tran-
sicao. Nossa analise nos permite determinar o limite da validade da hipdtese de
super-universalidade em sistemas com diferentes graus de degenerescéncia. Vere-
mos que a presenca de desordem influencia diretamente a forma da distribuicao das

areas dos dominios e hulls.

e Finalmente, no tltimo capitulo apresentaremos um resumo das conclusoes bem como

as perspectivas futuras.

Os resultados apresentados neste trabalho foram publicados em [10, 11].
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1.2 Conceitos fundamentais

1.2.1 Efeitos da dinAmica em sistemas fora do equilibrio

Quando uma rapida mudanca em um dos parametros de controle forca o sistema a sair
de uma situacao de equilibrio, levando-o para uma nova fase, o sistema ira relaxar para
o novo estado de equilibrio correspondente aos novos valores do parametro de controle.
Geralmente, este processo de relaxacao exibe uma dinamica lenta e o tempo de relaxacao

diverge no limite termodinamico.

O processo de relaxacao ird depender da natureza da transicao sofrida. Em sistemas
magnéticos, onde o parametro de controle usualmente é a temperatura, é conhecido como
quench o rapido processo de resfriamento que leva o sistema da condicao de equilibrio na
fase paramagnética para a regiao de coexisténcia abaixo da temperatura critica. No caso
de uma transicao de segunda ordem, devido a quebra de simetria, a fase de baixa tempera-
tura apresenta diversos estados fundamentais no qual o parametro de ordem pode assumir
diferentes valores. Por exemplo, no caso do ferromagneto de Ising a fase ferromagnética é
caracterizada por dois minimos de energia livre, onde cada minimo corresponde a um es-
tado fundamental. Quando o sistema é subtamente resfriado, diferentes resgioes comecam
a formar estruturas correspondentes a cada um dos estados fundamentais. Surgem entao
os defeitos topologicos, que correspondem as fronteiras que separam os diferentes aglo-
merados (dominios) de spins. Para alcangar o estado de equilibrio uniforme, o sistema
precisa eliminar os defeitos topologicos. Este processo correspondente ao ordenamento de

fase dinamico é chamado de coarsening.

A figura 1.2 mostra o padrao formado por um sistema de dois estados submetido a
um quench para o interior da fase ordenada. O parametro de ordem apresenta diferentes
valores em diferentes regioes do espaco e, consequentemente, defeitos topologicos aparecem
(interfaces entre dominios). Para um sistema infinito, o equilibrio nunca sera alcangado,

pois o tempo para atingir o equilibrio cresce com o tamanho do sistema.

O comportamento descontinuo do parametro de ordem nas transi¢oes de primeira or-
dem gera, em torno do ponto de transi¢ao, estados metaestaveis correspondentes a regiao
do diagrama de fases definida pela linha espinodal. A metaestabilidade é consequéncia
da barreira de energia que o sistema precisa superar para alcancar a fase de baixa tempe-
ratura. Dentro desta regido o processo de relaxamento se da por meio de nucleagao [12],
apos o sistema superar a barreira de energia gracas as flutuacgoes térmicas. Novamente,
defeitos topologicos surgem formando um mosaico de fases ordenadas correspondentes a

cada um dos minimos de energia livre.
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() (b)

Figura 1.3: A figura apresenta duas configuragoes diferentes de dominios. Em (a) temos dois dominios

de raios Ry e Rs. O dominio de raio Ry possui area igual a Ag) = FR%. O hull corresponde a fronteira do

dominio. Como nao existem outros dominios dentro do dominio Ry, a area do hull de raio R; corresponde

< s . 1 1 " . . ) .
4 area do dominio, A;l) = AEI ). O domfnio mais externo, de raio Ro, tem uma Aarea equivalente a

AEIQ) = m(R3 — R?). A &rea do hull de raio Ry corresponde & toda érea englobada, ou seja, Agf) = 7R3.
Em (b) temos um outro exemplo de configuracdo de dominios. Dentro do dominio de raio R; existe
a primeira geragao de dominios (os de raio Ry e Ry) sendo que dentro do dominio de raio Ry existe a
segunda geracao do dominio de raio R; (primeira geragido do dominio de raio Ra).

1.2.2 Definigoes geométricas: dominios e hulls

Apos ser submetido a um quench, o sistema se encontra em um estado de nao-equilibrio
dentro da fase ordenada. A competicao entre os estados acessiveis promovem o apareci-
mento de aglomerados de spins correspondentes a cada uma das fases. Estes aglomerados,
onde todos os spins apontam na mesma direcao, sao chamados de dominios. Usualmente,

dé-se o nome de cluster ao aglomerado de spins correlacionados entre si |13, 14].

A presenca de defeitos topologicos limita as areas dos dominios, que corresponde ao
numero total de spins que formam o aglomerado. Em um modelo continuo, o dominio é
definido como a regiao onde o parametro de ordem tem o mesmo sinal, e a &rea corresponde
a superficie da regiao. Dentro de um dominio podem existir “buracos”, correspondentes a
presenca de outros dominios, chamados de geracoes de dominios. O contorno mais externo
de um dominio, a fronteira, é chamado de hull e a area do hull corresponde a toda area do
dominio mais as areas de todas as geragoes presentes no seu interior. A figura 1.3 ilustra

estes conceitos.

Manter as interfaces dos dominios demanda um alto custo energético, relacionado a
tensao superficial. O processo de crescimento dos dominios estd associado ao movimento
das interfaces, resultando na diminuicao da curvatura e por sua vez da tensao superficial.
A analise das estruturas definidas pelos hulls é interessante pois se tratam de quantidades

que dependem apenas do movimento de uma tnica interface.
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1.2.3 A hipétese de escala

Uma caracteristica comum de alguns sistemas que evoluem em um estado de nao-
equilibrio é a observacao experimental e numérica de que o padrao das estruturas se
mantém estatisticamente o mesmo em diferentes tempos, a menos de uma correcao global
associada a um fator de escala. Esta observacao deu origem a chamada hipotese de escala-
mento dinamico (dynamical scaling hypothesis). Sistemas que apresentam crescimento de
dominios sao, em geral, bem descritos por esta teoria fenomenoldgica de escalas na qual
h& um tnico comprimento caracteristico R(t) (por exemplo, raio médio) que cresce com
o tempo. A morfologia dos dominios é estatisticamente a mesma em todos os tempos
quando os comprimentos sao medidos em unidades de R().

Apesar do sucesso da hipotese de escala em descrever resultados experimentais e de
simulacgao, sua validade foi provada analiticamente apenas para modelos bastante simples,
de limitada relevancia experimental, incluindo o modelo de Ising unidimensional com
dindmica de Glauber [15,16], o modelo n-vetorial O(n) no limite em que n — oo [17] e 0
modelo XY unidimensional [18|. A lei de crescimento depende da natureza e da dimensao
do parametro de ordem, bem como da presenca de leis de conservacao. Os tamanhos

caracteristicos médios dos dominios crescem com o tempo na forma de lei de poténcia,
R~ t*. (1.1)

Um dos primeiros resultados consistentes sobre a teoria de escalas foi apresentado por
Lifshitz-Slyozov [19,20] em 1961. O expoente que descreve o crescimento dos dominios
depende do mecanismo cinético, embora possa ser necessario um certo transiente de tempo
para que o comportamento assintotico apareca. Para modelos onde o parametro de ordem
nao é conservado, o raio médio dos dominios cresce na forma de lei de poténcia com
a = 1/2. Por outro lado, para modelos onde o parametro de ordem é conservado o
crescimento dos dominios torna-se mais lento, ainda como lei de poténcia, mas com o

expoente de crescimento o = 1/3.

1.2.4 Tamanho tipico dos dominios

Existem diversas formas de estimar o valor do comprimento caracteristico dos dominios.
Uma delas consiste em medir a area de todos os dominios do sistema num certo tempo
e dividir a soma destes valores pelo nimero de dominios, obtendo assim a area média e
consequentemente uma aproximacgao para o raio médio dos dominios. Outra forma seria
através da densidade de defeitos topologicos, onde o tamanho tipico dos dominios pode
ser encontrado dividindo o comprimento total das paredes pelo nimero de dominios. En-

tretanto, todas estas formas fornecem apenas pobres estimativas para o valor de R, devido
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r

Figura 1.4: Comportamento da fungao de correlacao C(r,t) para o modelo de Potts com dois estados
(¢ = 2), medido em diversos tempos (2! até 2!°). A pequenas distancias o valor da correlagdo ¢ devido
a maior probabilidade dos spins estarem num mesmo estado. Para r maiores, a probabilidade dos spins
estarem correlacionados diminui e o valor da correlacao cai. Os detalhes a respeito da simulagao serao
apresentados nos capitulos seguintes. O detalhe mostra o comprimento caracteristico em fun¢iao do tempo,
R2(t) ~t.

a fragilidade das medidas frente, por exemplo, a flutuacoes térmicas.

A melhor maneira de se estimar o comprimento caracteristico dos dominios é através
da medida da fun¢ao de correlagao C(r,t), que mede a correlagao entre duas variaveis em
dois diferentes pontos do espaco distantes de r no mesmo instante de tempo. Entre duas
variaveis idénticas a correlagdo ¢ maxima e naturalmente C(0,¢) = 1. Dada uma variavel

escalar ¢(r,t) a funcdo de correlacdo é definida como

C(I‘, t) = <¢(X—|—I‘, t)¢(xa t))? (1'2)

onde o valor entre (- --) representa a média sobre duas variaveis escalares distantes de r.
De acordo com a hipotese de escala, a existéncia de um tnico comprimento caracteristico

permite escrever a funcao de correlacao reescalada na forma

r
C(r,t) ~m*(T , 1.3
)~ (f (5 ) (1)
onde m(T') corresponde ao valor de equilibrio do parametro de ordem a temperatura 7.
O estado de equilibrio a temperatura nula corresponde a uma configuracao homogénea
da variavel escalar e, neste caso, o comprimento caracteristico é da ordem do tamanho

do sistema. O regime de escala é definido por r > &, R > & e r/R arbitrario, onde &
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corresponde ao comprimento de correlagao no equilibrio, que fornece a escala do alcance
das correlagoes entre flutuagoes [21,22].

O comprimento caracterisitico pode ser obtido a partir da escolha de um certo valor
constante da funcao de correlacao. A figura 1.4 ilustra o comportamento da correlacao de
um modelo magnético de spins conhecido como modelo de Potts. Neste caso, o grau de
degenerescéncia do estado fundamental é duplo, correspondendo ao modelo de Ising. Estes
modelos serao devidamente apresentados no capitulo 2. Durante a evolucao do sistema, a
correlagao entre os spins aumenta. Os respectivos valores de R(t) foram obtidos a partir do
valor da correlagao C'(R,t) = 0.3. Como previsto pela hipotese de escala, o comprimento
caracteristico dos dominios cresce com o tempo na forma de lei de poténcia, R(t) ~ t'/2,

como pode ser visto no detalhe da figura.



Capitulo 2

Modelos magnéticos e o método

computacional

Muitos sistemas encontrados na natureza podem ser representados por modelos teori-
cos que simplificam a anélise e ajudam no entendimento de eventos que ocorrem em tais
sistemas. Diversos materiais compostos por metais de transicao (Fe, Co e Ni), que apre-
sentam magnetizagcao espontanea abaixo da temperatura de Curie, sao descritos através
de modelos microscopicos importantes como o modelo de Heisenberg e suas generaliza-
¢oes. Apesar de parecerem super simplificados, os modelos magnéticos formam a base
dos estudos dos fendmenos criticos e, gracas a universalidade, diferentes modelos podem
levar ao mesmo conjunto de expoentes criticos.

Os spins em sistemas magnéticos podem apresentar uma grande variedade de estru-
turas ordenadas, tao diversas quanto as encontradas no ordenamento atéomico cristalino.
Isto se deve aos diferentes tipos de interagoes existentes entre os spins: as interacoes de
troca, as interagoes dipolares e as interagoes spin-Orbita. Na presenca destas trés formas
de interacoes magnéticas o sistema pode apresentar diferentes estruturas no estado fun-
damental, dependendo da intensidade relativa de cada interacao e transicoes de fase entre
diferentes tipos de ordem magnética podem surgir & temperatura finita.

Dentre as interacoes, a principal responsével pelo surgimento do ferromagnetismo é a
interacao de troca entre os spins. O modelo mais bem sucedido para descrever uma série de
propriedades dos materiais ferromagnéticos, como a transicao de fase para-ferromagnética,
correlacao entre spins, susceptibilidade magnética, calor especifico, etc, é o modelo de

Heisenberg descrito pelo Hamiltoniano,
~H =) JySi-S; (2.1)
i,J

onde as constantes de troca J;; interagem com todos os pares de spins primeiro vizinhos.

10
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A modulagao de J define o tipo de alinhamento do estado fundamental, dando origem a
configuragao ferromagnética (spins alinhados apontando no mesmo sentido) para J > 0
ou antiferromagnética (spins alinhados antiparalelamente) para J < 0.

Uma das generalizacoes do modelo de Heisenberg é conhecida como modelo n-vetorial
(ou simplesmente modelo O(n)), onde os graus de liberdade do vetor que representa o
parametro de ordem estao dentro do grupo de simetria O,,. Isto significa que o nimero
de componentes que definem o vetor de spin S é limitado pelo espaco n-dimensional
do parametro de ordem. Na fase desordenada, o Hamiltoniano deste modelo torna-se
invariante frente a rotacoes neste espaco. O modelo n-vetorial se reduz ao modelo de
Ising no caso n = 1, ao modelo XY para n = 2, ao modelo de Heisenberg para n = 3, e é
exatamente solivel no limite de n — co. O modelo XY (ou modelo planar) corresponde
a um ferromagneto com um “plano facil”, ou seja, onde o vetor magnetizacao é forcado
a estar sobre o plano. Este modelo encontra-se na mesma classe de universalidade da
transicao superfluida. O modelo de Ising representa a classe dos ferromagnetos uniaxiais
(ou de “eixo facil”) como Y FeOs, CrBrs, ou LiHoF).

2.1 O modelo de Ising

O modelo de Ising corresponde, talvez, ao modelo simplificado mais estudado da
mecanica estatistica. Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado
Ernest Ising, tinha como objetivo compreender o fendmeno do ferromagnetismo através
do estudo de um sistema de spins dispostos nos N sitios de uma rede linear. A solucao
exata do modelo unidimensional foi obtida por Ising em 1925 mas nao apresentou nenhum
tipo de transicao a temperatura nao nula. Em 1944 Lars Onsager obteve a solucao exata
do modelo em duas dimensées (na rede quadrada a campo externo nulo) onde finalmente
foi detectada a transicao ferromagnética. Em trés dimensoes o modelo nao possui solucao
analitica conhecida mas, através de resultados numéricos, ji se sabe basicamente todas
as suas caracteristicas.

A liberdade uniaxial dos spins forca o modelo a ter apenas dois estados, representados
pelos dois minimos da energia livre do estado fundamental. De maneira geral, assume-se
o vetor de spins S como uma variavel escalar S = +1, e o Hamiltoniano de Ising pode ser
escrito como

~H=1J) SiS; (2.2)

(i.3)
onde o termo (7, j) representa as interag¢oes entre os z = 2d spins primeiros vizinhos. Em
duas dimensoes (d = 2), a transicao ferromagnética é continua e ocorre a temperatura

critica bem definida, T, = 1/In(1 + v/2). Diversas interpretaces sio dadas ao modelo de
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Ising gracas a sua natureza binéria, e suas aplicacoes vao desde modelos de gas de rede a

modelos celulares (neur6nios).

2.2 O modelo de Potts com ¢ estados

O modelo de Potts [23] é a generaliza¢ao do modelo de Ising, onde o estado fundamental
é descrito em termos de ¢ minimos de energia livre. Trata-se de um modelo mais rico e
geral, que apresenta diferentes tipos de transicoes e estruturas de fases. O modelo, que
foi estudado por Renfrey B. Potts como parte de seu trabalho de doutorado em 1952,
possui solugao exata em uma dimensao e em duas dimensoes para ¢ = 2 (solucao de
Onsager). Embora tenha sido proposto inicialmente para estudos dos fenémenos criticos
em fisica estatistica, o modelo também se destacou devido a sua grande variedade de
aplicagoes; entre elas, o estudo do crescimento de graos metéalicos, espumas de sabao,
espumas magnéticas, células biologicas, etc.
O modelo de Potts padrao com interacoes entre primeiros vinhos e campo externo nulo
é descrito pelo Hamiltoniano,
—H =Y Jiibs.s,. (2.3)
(i.3)
onde a variavel de spin S; = 0,1,2,---,(¢ — 1) especifica o estado do spin do i-ésimo
sitio. O simbolo ¢ representa a funcao delta de Kronecker que vale 1 quando o par de
spins vizinhos encontram-se no mesmo estado e 0 caso os spins encontram-se em estados
diferentes. A constante de acoplamento J;; define a natureza da transigao: ferromagnética
para J > 0 e antiferromagnética para J < 0. O valor constante J;; = J caracteriza o
modelo puro. Apesar de nao possuir solu¢ao exata em duas e trés dimensoes (para ¢ > 2
e Vq respectivamente), as propriedades criticas do modelo sdao bem conhecidas. O ponto
critico é rigorosamente conhecido na rede quadrada, triangular e honeycomb para todos

os estados ¢ > 2 (d = 2), sendo a temperatura de transi¢ao na rede quadrada dada por,

2

T.(q) = m(+ va) (2.4)
A figura 2.1 mostra o comportamento do parametro de ordem (magnetizagao) em fungao
da temperatura para o modelo de Potts com diversos graus de degenerescéncia. Fica clara

a dependencia do ponto de transicao com o ntimero ¢ de estados.
De acordo com a dimensionalidade do sistema e o grau de liberdade do parametro de
ordem, o modelo de Potts apresenta diferentes tipos de transicoes. Em duas dimensoes
e degenerescéncia ¢ < 4 o modelo apresenta transicao de segunda ordem; para g > 4

transicao ¢ de primeira ordem. Em trés dimensoes e degenerescéncia ¢ > 2 as transicoes
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Figura 2.1: Curvas de magnetizagdo do modelo de Potts com ¢ = 2,---, 8 estados. A presenca de duas

fases distintas pode ser claramente observada. A transicdo ocorre quando a temperatura estd proxima da
temperatura critica exata do modelo para cada estado. Esta figura é resultado de uma simulacdo numa
rede quadrada de tamanho linear L = 1000 usando a dinamica de Swendsen-Wang.

sao todas de primeira ordem. Fora do limite termodinamico, nao é possivel distinguir
o tipo de transicao observando, por exemplo, o comportamento do parametro de ordem
quando o numero de estados esta proximo do valor critico. As transi¢coes tornam-se muito
fracas e a afirmacao sobre a ordem da transicao se da através do conhecimento prévio dos
resultados analiticos.

Dada a possibilidade do sistema ser multiplamente degenerado, a estrutura padrao dos
dominios no modelo de Potts torna-se mais complexa que no modelo de Ising (¢ = 2). A
densidade de defeitos topologicos varia e, em alguns casos, influencia diretamente o com-
portamento da lei de crescimento. Sob condicoes especificas o modelo com degenerescén-
cia ¢ > 2 apresenta novas caracteristicas que influenciam a dinamica, como a variagao
do niimero de lados, metaestabilidade termodinamica e estabilidade de pontos localizados
em triplice fronteira. Também estao presentes efeitos como dissociacao e coalescéncia de

dominios.

2.3 O método computacional

A simulacdo de modelos magnéticos tras uma visao quase microscopica a respeito
do crescimento das estruturas, onde o interior de cada grao ou dominio é composto por
uma rede de “Atomos” e seus respectivos perimetros correspondem & interface entre cada

dominio. Como em um sistema real, o crescimento do dominio esta associado a curvatura
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de sua interface, ou seja, da quantidade de energia associada a curvatura.

Dentre as técnicas computacionais usadas no estudo de sistemas fisicos reais destaca-se
o método de Monte Carlo [13,14], que consiste na determinacao das propriedades termo-
dinamicas do sistema através de processos estocasticos (como uma cadeia de Markov?).
Numa simulacao computacional a evolucao do sistema se da de acordo com a dinamica
pré-estabelecida. Cada unidade de tempo a que se refere corresponde a um ciclo de Monte
Carlo (Monte Carlo step, MCs), que implica em uma atualizagao (em média) de todos os
sitios da rede.

Embora muito ja se conheca a respeito das propriedades de sistemas em equilibrio,
comparativamente pouco se sabe a respeito das propriedades dos sistemas fora do equi-
librio. O interesse neste tipo de sistema leva, em geral, a duas vertentes: ou se procura
entender como o sistema relaxa apos ser submetido a um quench para uma dada tempe-
ratura T' (em geral em uma fase diferente da inicial); ou se estuda o comportamento de
um sistema que nunca atinge o estado de equilibrio devido & presenca de forcas motrizes
que o afasta deste estado. A simulagao computacional possibilita a realizacao explicita da
evolucao temporal do sistema através de seus muitos microestados. A escolha da dinamica
que rege a evolucao e feita, em geral, com base em argumentos de eficiéncia. Algumas
propriedades dinamicas nao variam com a escolha da dinamica de atualizacao individual,
como por exemplo o expoente dinamico z. Neste sentido, os algoritmos de atualizagao
individual (single flip) como o algoritmo de Metropolis e o algoritmo de banho térmico
encontram-se na mesma classe de universalidade dinamica.

A precisao dos resultados obtidos por técnicas de simulacao computacional esté rela-
cionada, entre outros fatores, com o tamanho do sistemas com o qual trabalhamos. O
nimero de particulas que compode os sistemas reais € muito superior a quantidade de
particulas que sao usadas em simulacoes numéricas. Ainda que fosse possivel aumentar
indefinidamente o tamanho do sistema, as simulagoes nas proximidades dos pontos criti-
cos tornariam-se inviaveis. Os tempos de relaxacao poderiam divergir, uma vez que t
cresce com o tamanho linear L do sistema?, t > 7 ~ L*. Algoritmos de atualizacao indivi-
dual como o de Metropolis e o de banho térmico produzem grandes expoentes dinamicos
(2 ~ 2.0).

Uma forma de contornar o problema ¢ utilizar algoritmos de atualizacao coletiva como

o algoritmo de Wolf e o algoritmo de Swendsen-Wang. FEstes algoritmos possibilitam

LA cadeia de Markov é um caso particular de processo estocastico com estados discretos onde a
predicao do novo estado é obtida através das informacoes referentes ao estado atual independentemente
dos estados anteriores.

2Nas proximidades da temperatura critica o tempo de autocorrelacio exibe um comportamento de
escala da forma 7 ~ &%, onde z é o expoente critico dinAmico e £ é o comprimento de correlacao. Para
sistemas finitos, como os utilizados nas simulagoes computacionais, £ nao diverge, mas escala com o
tamanho linear do sistema, £ ~ L. Portanto, na regiao de criticalidade temos que 7 ~ L*.
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maior eficiéncia nas simulacoes computacionais de grandes sistemas na regiao da critica-
lidade, diminuindo o valor do expoente dinamico, z ~ 0.25. Em particular, o algoritmo
de Swendsen-Wang se baseia na construcao de aglomerados fisicos® por meio do mapea-
mento de Fortuin-Kasteleyn. Cada passo de Monte Carlo (que neste caso chamaremos
de Swendsen-Wang step, SWs) consiste em formar todos aglomerados fisicos dentro do
sistema e flipar um a um com probabilidade 1/q.

Neste trabalho estudamos as propriedades geométricas dos hulls através da simulacao
do modelo de Potts com ¢ estados, em duas dimensoes na rede quadrada com condicoes
periddicas de contorno. Cada sistema (correspondente a uma amostra) foi criado (salvo
as excegoes anunciadas no texto) com um namero N de spins correspondente ao tamanho
do sistema, N = 103 x 103 sitios. A estatistica correspondente a cada distribuicao foi
obtida da média de 1000 amostras.

Antes do quench o sistema foi preparado de forma a reproduzir dois estados de equi-
librio: & temperatura infinita, 7o — oo; e a temperatura critica, Ty = T,.. O estado a
temperatura infinita foi reproduzido sorteando, aleatoriamente, um dos possiveis ¢ estados
do modelo de Potts em cada um dos NV sitios da rede. A aleatoriedade garante a auséncia
de correlacao, caracteristica deste estado de equilibrio. A densidade de spins correspon-
dente a um determinado estado é 1/¢q. Ja o estado de equilibrio em Ty = T, foi obtido
ap6s um processo de termalizacao, correspondente a suficientes ciclos de atualizagao do
sistema na temperatura critica através da dinamica de Swendsen-Wang. Quanto maior
¢ o grau de degenerescéncia do sistema, maior é a entropia a uma dada temperatura.
Um dos efeitos desta maior entropia é sentido diretamente no tempo de termalizacao.
Para o modelo com ¢ = 2 estados o tempo de termalizacao foi de ¢ = 200 SWs. Para
q=3—t=>500SWseq=8— 4000 SWs.

Apos criado o estado inicial, o sistema é submetido a um quench para uma determinada
temperatura 7Ty. Nesta temperatura o sistema evolui de acordo com a dinamica descrita
pelo algoritmo de banho térmico. A escolha desta dinamica foi puramente convencional.
Apesar do algoritmo de Metropolis ser mais eficiente que o algoritmo de banho térmico, na
escala de tempo em que focamos este trabalho (~ 2! MCs) a eficiéncia de ambos é similar
(lembrando que nao estamos interessados em alcangar o estado de equilibrio do sistema
apos o quench). Quando afirmamos que um determinado evento nao ocorre, estamos nos
referindo a nossa escala de tempo t ~ 20 MCs.

As medidas geométricas foram realizadas nos instantes de tempo, t = 0,2!,22 -,

durante a evolucao do sistema. A cada medida todos os dominios foram identificados por

30s aglomerados fisicos correspondem ao conjunto de sitios conectados com probabilidade P = 1 —
%555 sendo K = Jij/(ksT). O aglomerado geométrico corresponde a todo conjunto de spins vizinhos
no mesmo estado. Portanto, um aglomerado geométrico ¢ formado por um (7' = 0) ou varios aglomerados
fisicos (T' > 0) desconectados uns dos outros.
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rotulos através do algoritmo de Hoshen-Kopelman [24], o que permitiu a determinagao de

suas areas. As areas dos hulls foram determinadas através do algoritmo descrito em [25].



Capitulo 3

Crescimento de dominios

3.1 Introducao

Quando um sistema é rapidamente resfriado (quenched), passando por uma transi¢ao
de segunda ordem, o surgimento de defeitos topologicos se da devido ao processo de
decomposicao espinodal. As fases se separam espontaneamente gracas aos efeitos dos
campos locais que superam os efeitos da agitacao térmica, minimizando assim a energia
livre do sistema. O sistema torna-se heterogéneo gerando o padrao conhecido como gra-
nulado grosso (coarse graining). A heterogeneidade associada a formagao dos dominios
correspondentes aos diferentes estados acessiveis permite definir um parametro de ordem
local ¢(Z,t) efetivamente constante numa escala entre a constante de rede a e o compri-
mento de correlacao ¢ do sistema. O processo de relaxacao se d4 por meio da aniquilacao
dos defeitos, correspondentes as interfaces que separam os dominios, onde o parametro de
ordem assume um dos possiveis valores de equilibrio. O processo dinamico de separacao

de fases é conhecido como crescimento de dominios ou coarsening.

Dentro da fase ordenada, em um estado de nao equilibrio, o sistema adquire uma
dinamica relacionada com o movimento das paredes dos dominios a fim de eliminar estes
defeitos topoldgicos, pois manter estas interfaces demanda um custo energético. Este
excesso de energia é caracterizado por uma tensao superficial o, isto é, pela energia por
unidade de area da parede. Apoés atingir o regime de escala, o padrao dos dominios se man-
tém estatisticamente similar em qualquer intervalo de tempo, a menos de uma correcao
global associada ao fator de escala, e o crescimento passa a ser governado exclusivamente

pelos efeitos de curvatura das interfaces.

17
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3.2 Sistema com o parametro de ordem nao conservado

A natureza das transicoes de fase continuas é posta em bases mais solidas e gerais pela
teoria de Landau. A fase ordenada de um sistema continuo com dupla degenerescéncia
pode ser descrita, em termos do parametro de ordem escalar ¢(Z,t), pelo funcional da

energia livre de Landau [9],
1
F [ate | 5907+ Lo+ 0], 1)

comr ~ (T'—1T,) < 0eg > 0sendo constante. O termo de energia livre de Lan-

dau, f[¢(Z,t),T] = $¢* + £¢*, apresenta dois minimos correspondentes aos microestados
acessiveis da fase ordenada. O termo (V¢)? corresponde ao custo energético associado a

interface entre os possiveis estados de equilibrio.

O processo de crescimento do sistema com parametro de ordem nao conservado pode
ser comparado ao processo de reacao-difusao presente nas reacoes quimicas. A dinamica
pode ser descrita em termos do variacional em ¢ do funcional da energia livre de Landau,
assumindo que o parametro de ordem muda a uma taxa proporcional a forca termod-
inamica local. O sistema caminha para um dos seus minimos através de uma dindmica
dissipativa. A equacao que descreve a evolucao temporal do campo ¢ é dada por

9¢(, t) 6F 9]

5 = semy t @Y (3.2)

O termo 7(Z,t) refere-se ao ruido branco gerado pela agitagao térmica devido ao banho
térmico a temperatura 7. Este ruido corresponde a uma distribuicao Gaussiana de um

campo escalar aleatorio com média nula e correlagao dada por,
(n(@, (@, t)) = 20'6(F — Z')é(t —t). (3.3)

onde a constante I' corresponde ao coeficiente cinético. A equacao 3.2, sem o termo de
ruido branco, é conhecida como equacao de Ginzburg-Landau dependente do tempo. Um
sistema descrito por um campo escalar nao conservado evolui devido a curvatura das
interfaces dos dominios. A lei de crescimento é R(t) ~ t'/2, independente da dimen-
sionalidade. Este mecanismo de crescimento induzido pela curvatura é conhecido como
curvature driven coarsening. A presenca de uma tensao superficial implica em uma forca
por unidade de area proporcional a curvatura média, que por sua vez é proporcional
ao inverso do comprimento da interface. Materiais como ligas e magnetos anisotropicos

pertencem a esta classe de universalidade dinamica [26].
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3.2.1 Fronteira entre dominios e a equacao de Allen-Cahn

Do ponto de vista energético os dominios podem ser separados em duas regioes dis-
tintas. A primeira consiste no interior do dominio, regiao onde o parametro de ordem
encontra-se completamente alinhado. O custo energético referente a esta configuracao é
minimo, tornando-a mais favoravel. A outra regiao refere-se a fronteira que separa difer-
entes dominios, onde o custo energético é, na maioria das vezes, alto, tonando-a menos
favoravel. No entanto, existe uma configuracao de fronteira que é estavel, embora des-
favoravel, resultado da auséncia de curvatura da interface (plana). Quando o sistema
atinge esta configuracao, o movimento das fronteiras, e consequentemente a evolugao dos

dominios, deixa de existir.

A temperatura nula, a evolucao de um sistema onde o parametro de ordem, descrito por
um campo escalar ¢(Z,t), nao é conservado, é determinada pela equagdo de Guinzburg-
Landau, B

WD _ () - 75‘;2,%1). (3.4)
A simetria do termo de potencial V[¢] envolve dois minimos referentes a cada um dos
estados correspondente a fase ordenada, ¢(Z,t) = ¢y, e no limite em que ¢(7,t) — +oo
o potencial vai a infinito. A auséncia do termo de ruido térmico na equacao 3.4 indica
que o sistema encontra-se efetivamente na temperatura 7' = 0. Quando o quenching é
feito para qualquer temperatura abaixo de 7T, o sistema se comporta, no limite de escala
(R(t) > 1), como se estivesse em T = 0. Isto significa que as flutuagoes térmicas tornam-
se relevantes apenas para dominios muito pequenos. De maneira similar, as correlacoes
de curto alcance existentes acima de 7T, tornam-se irrelevantes no regime de escala, ou

seja, qualquer temperatura acima de T, é equivalente a T" — oo.

No equilibrio estatico, a tensao superficial é nula e as interfaces entre os dominios
deixam de se mover. Os primeiros a comprovarem a hipotese que relaciona a tensao
superficial com o movimento das fronteiras dos dominios foram S. Allen e J. Cahn [27]
em 1979. Eles mostraram que em qualquer dimensao a velocidade v de cada elemento da

interface é proporcional a curvatura local, k:
v = ——ﬂ_l‘i, (35)

onde A é uma constante com dimensao da constante de difusao. A velocidade é normal a
cada ponto da interface e aponta na direcao correspondente a reducao da curvatura. A
dinamica a temperatura nula é governada puramente pela curvatura das fronteiras entre
os dominios, ou seja, dominios ou regioes de dominios com maior curvatura evoluem a

uma taxa maior devido a maior velocidade associada as suas interfaces. Isto implica, por
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Figura 3.1: Esquema da relacdo entre a curvatura e a velocidade da inteface do dominio. A figura
(a) mostra a sequéncia evolutiva de uma fronteira. Quanto maior é a curvatura do dominio no tempo
t, maior é sua velocidade local v, ou seja, v1 > va > v3 > v4. A figura (b) elucida melhor a razao pela
qual quanto menor for dominio, mais rapido ele colapsa. Dominios pequenos possuem grande curvatura
média local e consequentemente maior velocidade de interface (v4 < vp).

exemplo, que dominios pequenos tendem a desaparecer mais rapidamente devido a sua

maior curvatura (figura 3.1).

3.3 Solucao analitica para a distribuicao das areas dos

hulls

Os resultados analiticos apresentados até aqui correspondem a solucao do problema
onde a parametro de ordem ¢ é um campo escalar nao conservado, com dois minimos
simétricos de energia livre a temperatura nula. Em um sistema discreto esta descrigcao é
compativel com o modelo de Potts com ¢ = 2 estados acessiveis (modelo de Ising), nao
sendo exatamente estendiveis para o modelo com muiltiplos graus de degenerescéncia (q >
2). Os resultados analiticos que serdo apresentados no restante deste capitulo referem-se

apenas ao modelo com dupla degenerescéncia.

3.3.1 A equacao da area do hull para ¢ =2

Uma vez que a velocidade em cada ponto da fronteira é conhecida (equacao 3.5), a
taxa de variacao da area relativa a qualquer hull de tamanho finito é obtida através da

integragao da velocidade em torno de cada elemento dl da interface,

dA, Y B
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O resultado da integral é dado pelo teorema de Gauss-Bonnet: ¢ kdl = 2r. Integrando no
tempo a equacao 3.6, partindo do tempo inicial ¢;, obtém-se a area de um hull a qualquer
tempo t,

Ap(t, Ay) = Ai — Mp(t — 1;). (3.7)

Este resultado mostra que em qualquer tempo ¢, hulls com &rea menor que At desapare-
cerao, e as areas dos restantes diminuirao de um fator igual a \,t. Desta forma, sendo
ny(A;, t;) o numero de hulls com area A; no instante ¢;, entao a distribuigao das areas dos

hulls em qualquer tempo serd dada por

= np(A+ (L= 1), 1) (3.8)

Assim, conhecendo a forma da distribuicao em qualquer tempo ¢; a distribuicao num

instante posterior qualquer fica completamente determinada.

A derivagao deste resultado supoe que um dominio nao pode se dividir em dois (ou
mais), como também dois (ou mais) dominios ndo podem coalescer. Realmente, um
sistema que apresenta apenas dois estados na fase ordenada a temperatura nula nao
terd, apos ter alcancado o regime de escala, a possibilidade de sofrer com os efeitos da
dissociacao ou coalescéncia dos dominios. Isto porque as velocidades atuam sempre em
sentidos opostos nas regioes onde podem ocorrer estes efeitos. No entanto, sob o efeito de
flutuacoes térmicas ou devido ao maior grau de degenerescéncia tais mecanismos podem

estar presentes e influenciar o processo de crescimento.

3.3.2 A distribuicao de areas dos hulls para g = 2

Na secao anterior foi mostrado que, uma vez conhecida a distribuicao das areas dos
hulls num instante qualquer, a distribuicao num instante posterior é exatamente deter-
minada, desde que a dinamica do sistema seja governada unicamente pela curvatura das
interfaces do dominio. A forma da distribuicao inicial para o modelo de dois estados na
temperatura de transicao e o modelo de percolacao aleatoria foi obtida exatamente por J.
Cardy e R. Ziff [28] em 2003. O modelo de percolagio aleatoria é composto por particulas
e vacancias, onde as particulas sao dispostas aleatoriamente de maneira a preencher os
sitios do sistema. Quando a densidade de particulas atinge o valor critico do modelo de
percolacao de sitio aleatoria, p. = 0.5927 (na rede quadrada), um dominio percolante

surge no sistema.

Em duas dimensoes, a distribuicao inicial das areas dos hulls para a percolacao
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aleatoria e o modelode Ising na temperatura critica é dada respectivamente por

2

(A, 0) ~ A— (3.9)
C

nn(A,0) ~ A—’;. (3.10)

Estes resultados sao validos para Ay < A < L?, sendo A o valor correspondente a 4rea de
uma tinica particula e L? o tamanho do sistema. A constante adimensional ¢;, = 1/(87/3)

é uma quantidade universal.

A forma analitica da distribuicao inicial para o modelo de dois estados na temperatura
infinita nao é conhecida. Entretanto, Arenzon et al. [29] mostraram que o estado de per-
colagao critica aleatoria se aproxima do estado do modelo com dupla degenerescéncia em
poucos passos (MCs), tornando a distribui¢do neste caso idéntica a dada por 3.9. Isto se
deve ao fato da configuracao inicial 75 — oo ser obtida através de um sorteio aleatorio de
modo que todos os possiveis estados correspondentes aos microestados acessiveis estejam
igualmente presentes, e assim a densidade de estados no sistema seja de p = 1/¢q. Em um
modelo de dois estados a densidade é p = 1/2. Mesmo inicialmente fora da criticalidade,
em pouco tempo grandes estruturas se formam e a distribuicao aproxima-se da forma
esperada no modelo de percolagao critica [25]. Isto ocorre porque apods o sistema ser sub-
metido ao quench para uma temperatura dentro da fase ordenada (T < T,), a correlagao
entre os spins aumenta e os dominios, antes descorrelacionados, coalescem e crescem. A
presenca de correlacao entre os spins faz com que a a densidade critica do modelo de
percolacao aleatéria diminua e se compare a densidade do modelo de percolacao continua,
pe = 0.5.

Finalmente, conhecendo-se a forma da distribuicao inicial, é possivel, de acordo com
a equacao 3.8, determinar a forma da distribuicao a qualquer tempo ¢. Substituindo as

equacoes 3.9 e 3.10 em 3.8 para t > t;, obtem-se

QCh
np(At) = ———— Ty — o0, 3.11
S vvaw Il (3.11)
Ch
np(At) = ———— Ty =T.. 3.12
e vvsw (312)

As distribuigoes apresentam uma forma de escala do tipo n,(A,t) = t2f(A/t) correspon-
dendo a um sistema com uma area caracteristica proporcional a ¢, ou a um comprimento
caracteristico R(t) ~ t!/2, como previsto pela hipotese de escala. No entanto, em mo-
mento algum tal hipotese foi assumida (ela surge naturalmente dos célculos). Além disso,
a teoria fenomenologica de escala convencional é restrita ao limite de scaling: A — oo

et — oo com A/t fixo. Entretanto as equages 3.11 e 3.12 sdo validas sempre que ¢
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for suficientemente grande e A > Ag, limites impostos pelos resultados de Allen-Cahn
e Cardy-Ziff. Além disso, o uso dos resultados de Allen-Cahn deveria ser restrito a um
sistema a temperatura nula pois foi derivado de um sistema continuo sem flutuagoes tér-
micas. No entanto, mesmo para temperaturas diferentes de zero este resultado é valido,

pois os efeitos das flutuagoes sao absorvidos pela constante A, = A, (T') [25].

3.4 Concordancia com os resultados numéricos

As distribuicoes das areas dos dominios e hulls do modelo com dois estados, o modelo
de Tsing, foram significativamente estudadas em [25,29-32].

Os resultados analiticos referentes as distribuigoes das areas dos hulls (equagoes 3.11
e 3.12) foram obtidos a partir da consideragao inicial de que o tinico processo responsavel
pela dinamica das fronteiras esta relacionado com a velocidade da interface a temperatura
nula, dada pela equagao de Allen-Cahn (equagao 3.5). Entretanto, flutuagoes térmicas
sao responsaveis pela formacao de dominios que nao estao relacionados com o processo de
crescimento. Estas flutuacoes aumentam a rugosidade das paredes dos dominios alterando
a curvatura e, consequentemente, a velocidade da fronteira. Contudo, como foi mostrado
em [25], o mesmo mecanismo que controla o crescimento a temperatura nula, controla o
crescimento em 0 < T < T,. Os efeitos das flutuagoes térmicas sao irrelevantes para a
dinamica assintotica de ordenamento do sistema, e toda a relacao com a temperatura é
absorvida pela constante \, = A\, (7).

A figura 3.2 mostra a distribui¢ao temporal das areas dos hulls (em escala logarit-
mica) para o modelo de Potts com ¢ = 2 estados, apos o quench do estado de equilibrio
a temperatura infinita, 7 — oo, para a temperatura Ty = 0. A forte dependéncia tem-
poral da distribuicao é resultado do desaparecimento dos dominios com areas pequenas.
As linhas cheias representam a forma analitica da distribuicao dada pela equacao 3.11.
Uma excelente concordancia é observada considerando como tnico parametro de ajuste a
constante A\, = 2.1. O detalhe da figura mostra a distribui¢ao inicial (t = 0) desviando
completamente da lei de poténcia. Como foi discutido nas secoes anteriores, o estado
inicial a temperatura infinita nao corresponde ao estado critico de percolacao aleatoria.
No entanto, devido ao rapido aumento da correlacao local entre os spins, a distribuicao
logo adquire a forma da lei de poténcia (~ 2 MCs). Na presenca de flutuagoes térmicas
os novos dominios que surgem causam um desvio (para pequenas areas) na distribuigao
em relacao ao resultado obtido para a temperatura nula. Apesar de nao estar sendo
mostrado aqui, este desvio é relativo apenas ao efeito da temperatura, sendo indepen-
dente do niimero ¢ de estados. No proximo capitulo, onde serao estudados os casos com

miultipla degenerescéncia (¢ > 2), tais desvios serao observados nas distribui¢oes das area
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Figura 3.2: Distribuicao temporal das areas dos hulls para o modelo de Potts com ¢ = 2 estados, apos
o quench do estado de equilibrio & temperatura infinita, 7y — oo, para a temperatura 75 = 0. Neste
caso, a temperatura final do quench (Ty < T.) ndo influencia a dindmica de crescimento. As linhas cheias
representam a forma da distribuicao dada pela equagao 3.11 nos diversos tempos sendo A\, = 2.1. O
detalhe mostra a distribuicdo nos tempos iniciais (¢t = 0,2,4 e 8). O estado a t = 0 nao corresponde
ao estado critico de percolacao aleatoria e, naturalmente, a distribuicao nao obedece a forma dada pela
equacao 3.9. Entretanto, apds o sistema evoluir por pouco tempo (~ 2 MCs) a distribuicdo ji assume a
forma da distribuicao do estado critico percolativo.

dos hulls.

A figura 3.3 apresenta o colapso da distribuicao temporal das areas dos hulls para o
modelo de Potts com dois estados partindo de diferentes configuracoes iniciais. A figura da
esquerda corresponde ao colapso da distribuicao da figura 3.2, onde o sistema foi resfriado
do estado de equilibrio a temperatura infinita para o estado de equilibrio a temperatura
nula. A figura da direita exibe o colapso da distribuicao de um sistema que sofreu um
quench do estado de equilibrio a temperatura critica, Ty = T, para a temperatura nula,
Tr = 0. A linha cheia (em vermelho) corresponde a forma da distribuicdo dada pela
equagao 3.12. A linha pontilhada (em azul) representa a equacao 3.11. Os desvios obser-
vados no final das distribui¢oes, em ambos os casos, sao devido aos efeitos de tamanho
finito do sistema. O detalhe mostra a concordancia entre o resultado analitico, dado
pela equacao 3.10, e o resultado numérico. Tal concordancia garante que o sistema foi

devidamente termalizado na temperatura critica.

A distribuicao dos dominios geométricos também foi analisada, embora os resultados
nao tenham sido apresentados neste manuscrito por razoes que ficarao claras no préximo
capitulo. Apenas vale a pena ressaltar que os resultados analiticos obtidos nas se¢oes

anteriores sao validos somente para a distribuicao das areas dos hulls. Diferentemente
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Figura 3.3: A figura mostra a distribui¢do temporal colapsada das areas dos hulls para o modelo
de Potts com ¢ = 2 estados. A esquerda: sistema configurado & temperatura infinita, Ty, — oo, e
instantaneamente resfriado para T = 0 (colapso referente a figura 3.2). A direita: sistema configurado
& temperatura critica, Top = T,, e instantaneamente resfriado para T' = 0. A linha cheia (em vermelho)
representa a equagao 3.12. A linha pontilhada (em azul) representa a equagio 3.11. O detalhe mostra a
coeréncia entre distribuicao inicial & temperatura critica e o resultado analitico dado pela equagao 3.10.

do que ocorre para as areas dos hulls, a area de um dominio depende nao somente do
movimento de sua interface externa mas também de uma possivel interface interna cor-
respondente a presenca de dominios internos. De fato, um sistema com dois estados
apresenta muitas geragoes de dominios, presenca que diminui significativamente & medida
que a degenerescéncia aumenta. Entretanto, o resultado da distribuicao das areas dos
dominios geométricos (percolantes ou nao) ¢ efetivamente o mesmo da distribuicao dos
hulls |25]. A corre¢ao na forma da distribui¢ao envolve basicamente uma mudanga na

constante ¢, — ¢4 (sendo ¢q >~ ¢;,) e no expoente,

(2)6h (2)Cd
nh(A, O) ~ Ve — nd(A, O) ~ A (313)
onde 7 = 187/91 ~ 2.055 para o modelo de percolagao critica aleatoria [21] e 7 =

379/187 ~ 2.027 para o estado critico do modelo com dupla degenerescéncia [33].

Além da excelente concordancia entre os resultados numéricos e analiticos que vali-
daram a hipotese de escala para o modelo de dois estados, a teoria foi aplicada aos padroes
experimentais de crescimento de dominios em cristais liquidos [31]. A figura 3.4 mostra
a evolugao dos dominios quirais formados em alguns tipos de cristais liquidos (banana
shaped) quando submetidos a um campo elétrico externo. A semelhancga entre os padroes
dos cristais liquidos com os padroes do modelo com ¢ = 2 estados nos diversos tempos fica
clara na sequéncia de imagens. Foi mostrado que o processo de crescimento dos dominios
quirais é regido basicamente pela curvatura das fronteiras, como ocorre no modelo teorico.
A analise das imagens foi feita e os resultados mostraram-se de acordo com a teoria. A lei

de crescimento encontra-se na mesma classe de universalidade de Allen-Cahn. A forma
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(h)

Figura 3.4: Sequéncia de imagens (a, --,d) que mostram a evolu¢do dos dominios quirais em alguns
tipos de cristais liquidos (banana shaped) quando submetidos a um campo elétrico externo. Os tempos
correspondem a ¢ = 60, 300, 2700, 7200 segundos. Abaixo temos imagens (e, - -,h) do sistema com ¢ = 2
estados. Os respectivos tempos sao t = 2,5, 25,200 MCs.

analitica obtida para a distribuicao das areas dos hulls de um modelo com parametro
de ordem nao conservado descreve a distribuicao das areas dos dominios dos cristais,

corroborando a hipotese dinamica de escala.



Capitulo 4

Sistema com miiltiplos graus de

degenerescéncia

Representamos um sistema de polimisturas através do modelo de Potts com ¢ esta-
dos. Cada estado, referente a um minimo de energia livre na fase de baixa temperatura,
representa um dos elementos da mistura. Generalizagoes do modelo de Potts também
sao usadas para simular o processo de crescimento em metais e espumas. Uma das mais
importantes generalizacoes, desenvolvida por J. Glazier e F. Graner [34-36], é conhecida
como modelo de Potts celular. Esta generalizacao se tornou umas das principais ferramen-
tas no estudo de morfogénese biologica, pois permite descrever com facilidade processos
celulares como a diferenciagao, crescimento, morte, mudanca de forma, migragao, secrecao

e absorcao de materiais extra celulares.

De maneira geral, o modelo de Potts é bastante usado na simulacao do crescimento
de graos. Estudos recentes do modelo puro com ¢ estados e parametro de ordem nao
conservado, mostraram que a lei de crescimento é analoga ao caso Ising (nao conservado),
onde no regime de escala o comprimento caracteristico mantém a forma predita pela lei
de Allen-Cahn [37,38], R(t) ~ t'/2, independente do grau de degenerescéncia. No entanto,
para ¢ > 2 e T = 0 o crescimento como lei de poténcia nao se mantém por muito tempo,
e a escala do comprimento caracteristico converge para um valor limite. Este fato esta de
acordo com o critério de Lifshitz-Safran [20,39] que afirma que quando a degenerescéncia
do estado fundamental ¢ > d+1, onde d é a dimensionalidade do sistema, podera haver um
trancamento das paredes dos dominios dependendo da geometria da rede e da densidade

de defeitos topologicos.

27
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4.1 A lei de von Neumann

O modelo de espumas secas tem a caracteristica de formar padroes (ou estruturas) onde
cada interface de dominio (ou célula) se move de acordo com uma certa tensao superficial.
Tal movimento permite que o dominio cres¢a, diminua ou até mesmo desapareca. O
padrao geométrico tipico das estruturas possui niimero de coordenacao igual a 3, ou seja,
cada vértice do dominio é triplamente conectado. A dinamica durante a evolucao destas
estruturas é bem descrita pelos processos que envolvem somente os efeitos de curvatura,
sendo os efeitos térmicos menos relevantes. O crescimento dos dominios segue a forma de
escala prevista pela equacao de Allen-Cahn. A velocidade em cada ponto da interface,
fora os pontos de interseccao entre trés dominios, é proporcional a curvatura local x,
v = —(\/2m)K; A é uma constante que depende da temperatura, da dimensao e do niimero
de estados. O sinal negativo indica que a velocidade tem sentido contrario ao vetor normal,
de maneira que a interface caminha no sentido de diminuir sua curvatura.

Em duas dimensoes a taxa de variacao da area de um hull é obtida integrando a

velocidade em cada ponto da interface e usando o teorema geral de Gauss-Bonnet,

dA A 1
5_7{ dl_—%%mdl_—)\ 1—%;% : (4.1)

onde q; corresponde ao angulo formado entre duas retas tangentes a superficie em qualquer
um dos n vértices ou juncoes triplas, como mostra a figura 4.1a. Em alguns sistemas,
como o modelo de Potts com ¢ = 2 estados, a soma dos angulos é nula (> . co; = 0)
uma vez que nao existem vértices ou jungoes triplas [29,40]. Sendo assim, o resultado do
teorema de Gauss-Bonnet é exatamente o apresentado na se¢ao 3.3 (equagao 3.6). Em
sistemas altamente anisotropicos, que é o caso do modelo de Potts com ¢ > 2 estados na
rede quadrada, os angulos a; sao todos diferentes. Alguns sistemas, como o modelo de
espumas, produzem estruturas tipicas com angulos entre as interfaces igual a 27 /3, sendo
a; = m/3 para todo i (figura 4.1b).

Considerando um sistema onde a correspondéncia entre o nimero de lados e a quan-
tidade de vértices é de um para um, a taxa de crescimento das areas dos hulls reduz-se a
lei de von Neumann [40,41],

d;;n = % (n—6), (4.2)

onde A,, corresponde a area de um hull com n > 1 lados. Note que, no caso do modelo

com dupla degenerescéncia nao existem vértices pois cada dominio encontra-se imerso em
outro, sendo o nimero de lados sempre constante e igual a n = 1. A lei de von Neumann
deixa de ser valida neste caso sendo a taxa de crescimento dada pela equacao 3.6. A lei de

von Neumann também pode ser estendida para sistemas onde o angulo interno depende
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(a) (b)

Figura 4.1: Esquema representando o vértice de uma configuracio de diferentes dominios. Na figura
(a) vemos o angulo «; formado entre as duas retas tangentes & fronteira entre dois dominios. Na figura
(b) temos a mesma configuracio no limite em que os dngulos entre os dominios no ponto de tripla jungiao
é2n/3 (ay =7/3).

do numero de lados [42] e para sistemas em trés dimensoes [43].

Um dominio cresce, diminui ou mantém sua area constante dependendo do ntimero de
lados, respectivamente maior, menor ou igual a 6. Considerando que toda a dependéncia
da dinamica do sistema esta relacionada com o niimero de lados de cada hull, o problema
poderia ser visto como trivial, levando em conta apenas uma simples correcao na taxa
de crescimento com relagio ao caso com ¢ = 2 estados (n = 1). Entretanto, durante a
evolucao o numero de lados de um hull muda, o que significa que o hull pode crescer
durante um certo intervalo de tempo e diminuir no intervalo seguinte, uma vez que outros
dominios podem surgir ou mesmo desaparecer. Isto implica em nao ser possivel escrever
uma relacao simples como a equagao 3.8 para o modelo de Potts com degenerescéncia
miultipla (¢ > 2). A distribui¢do das areas dos hulls num tempo ¢ qualquer pode nao ter

nenhuma relacao direta com a distribuicao num tempo t; anterior.

4.2 Condicoes iniciais

Os resultados das distribuicoes das areas dos dominios e hulls para o modelo de dois
estados mostram que o efeito da escolha da configuracao inicial de equilibrio nao altera
a forma final da distribuicao, a qual nos dois casos é uma lei de poténcia. Entretanto,
como foi visto no capitulo 3, esta particularidade esta relacionada com o fato da densidade
de spins de cada estado estar proxima da densidade critica p. do modelo de percolagao
aleatoria. Quando se trata de um modelo de spins com maior grau de degenerescéncia,
como o modelo de Potts com ¢ > 2 estados, a densidade de spins correspondente a
cada estado diminui a medida que a degenerescéncia aumenta. O primeiro passo entao
é compreender a relagao entre a condicao inicial e a forma da distribuicao. Veremos

um pouco mais adiante que, em alguns casos, diferentes condicoes iniciais resultam em
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diferentes distribuicoes iniciais.

Nao se conhece uma solucao analitica que descreva a forma da distribuicao inicial
para o modelo de Potts puro com ¢ > 2 estados. Ainda sim, as tinicas condi¢oes iniciais
relevantes a serem estudadas sao a temperatura critica, Ty = T,, ou a temperatura infinita,
Ty — oo. No caso ¢ = 2 existe solucao analitica apenas para a distribuicao inicial das
areas dos hulls para Ty = T, [28]. A solucao para Ty — 0o nao é conhecida, mas no caso
com dupla degenerescéncia, em pouco tempo a distribuicao se aproxima da distribuicao
analitica conhecida para o modelo de percolacdo aleatoria (capitulo 3).

Antes do quench, o sistema é entao preparado em um dos dois diferentes estados
iniciais de equilibrio. Efeitos da ordem da transicao serao observados ja na distribuicao
inicial quando o sistema é preparado em 7,.. Quando o sistema é preparado a temperatura
infinita, a densidade média de spins referente a cada estado vale p = 1/¢. Isto implica
que quanto maior for o nimero de estados, mais distantes estamos do valor da densidade
critica do modelo de percolagao aleatoria p. ~ 0.59. Este distanciamento proporcional a

q afeta diretamente a forma da distribuicao inicial neste caso.

4.3 A forma da distribuicao inicial

4.3.1 Equilibrio a temperatura infinita

Quando o sistema parte da condicao inicial a temperatura infinita, 7y — 00, 0s spins
encontram-se descorrelacionados. A figura 4.2 mostra a distribuicao inicial das areas dos
dominios geométricos e dos hulls, n(A,0) = n,,(A,1/q), onde n,,(A,p) é a distribuicao
correspondente & percolagao aleatoria com probabilidade de ocupagao p = 1/q. O fator ¢
corresponde ao nimero de espécies que contribuem igualmente na distribuigao, enquanto
no problema de percolagio, a fragdo (1 —1/q) corresponde aos sitios vazios. Infelizmente,
nyp nao é conhecida analiticamente para valores de p longe de p.. Para ¢ = 2, o sistema
encontra-se proximo ao ponto de percolacao critica e a distribuicao é tipo lei de poténcia!,
n(A,0) ~ A7, com 7 = 2 para as areas dos hulls e 7 = 187/91 para as areas dos
dominios?. Este comportamento se mantém até grandes areas, A ~ L2, onde ocorre uma
mudanca de comportamento devido ao tamanho finito do sistema e a distribuicao decai
exponencialmente.

Para ¢ > 2, o desvio da lei de poténcia é observado desde pequenas &reas, tanto

para as areas dos dominios quanto dos hulls. Para densidades p suficientemente baixas

LComo foi visto no capitulo 3 a distribuicio nio é lei de poténcia em ¢t = 0 mas adquire esta forma
em poucos passos (~ 2 MCs).

20 expoente de crescimento para a distribuicio dos hulls é 7 = 2 independente da condicdo inicial.
Entretanto, o expoente para a distribui¢do inicial dos dominios varia, sendo 7 = 187/91 para Ty — oo [21]
e T =379/187 para Ty = T. [33].



CAPITULO 4. SISTEMA COM MULTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCENCIA
4.3 A forma da distribuicao inicial 31

(provavelmente vélido para todo p < p.) a cauda da distribuigao é exponencial [44-49] e
os resultados das simulagdes sao compativeis com [21,50], n,, ~ A% exp[—f(p)A], onde

o expoente 0 depende apenas da dimensdo (f = 1 para d = 2).

log A, (A, 0)

Figura 4.2: Distribuicao inicial das dreas dos dominios geométricos e hulls na temperatura infinita para
diversos valore de ¢, correspondendo ao problema de percolacao aleatéria com densidade de ocupacgao
igual a 1/¢q. O tamanho do sistema ¢ N = L? (L = 5000) e as médias foram feitas sobre mais de 1000
amostras. Para grandes valores de ¢, a curva se aproxima de uma exponencial. Na verdade, para g = 3,
desvios da linearidade ja sdo perceptiveis e, além disso, ambas as distribui¢oes (dominios e hulls) podem
ser resolvidas, o que néo é possivel para grandes valores de ¢q. Para ¢ = 2 (ndo mostrado), como o sistema
estd mais proximo do ponto critico de percolacao, um forte desvio do comportamento exponencial é
observado.

Uma vez que todos os estados estao igualmente presentes no estado inicial, os dominios
sao, em geral, cada vez menores quanto maior for o valor de ¢, e o coeficiente de ocu-
pacdo f(p) também aumenta a medida que ¢ aumenta (ou p diminui). O resultado da
distribuicao inicial para diferentes valores de ¢ é mostrado na figura 4.2. As areas dos
dominios e hulls s6 se distinguem para grandes valores de A e pequenos valores de ¢.
Esta distincao é devida aos dominios que encontram-se imersos dentro de outros dominios
(geragoes de dominios) desde o estado inicial e que permanecem assim por algum tempo
durante a evolucao. Para grandes valores de ¢ a distribuicao se aproxima de uma expo-

nencial e se torna cada vez mais dificil distinguir as areas dos dominios e hulls.

4.3.2 Temperatura critica e transicao de segunda ordem

Quando a transicao é de segunda ordem e o sistema é equilibrado na temperatura

critica T, a distribuicao das areas tanto dos dominios quanto dos hulls tém a forma de
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Figura 4.3: Distribui¢do de equilibrio das areas dos hulls na temperatura critica para ¢ = 2 a 8. A

linha cheia corresponde a cf) /A? da equagdo 4.3. Considerando que as diferengas entre as constantes c§f)

sao pequenas, as curvas tém um bom colapso. De fato, quando consideramos cglq) como um parametro de

ajuste, os valores sao muito similares, sendo que 0514) < 0513) < cf). Para g > 4 a transicao é descontinua,

mas apesar disso a distribui¢ao segue como lei de poténcia até um ponto de crossover que marca um forte
desvio deste comportamento. O detalhe mostra que a cauda da distribuicdo para ¢ > 4 tem a forma de
uma exponencial, ausente para ¢ < 4 (que pode ser visto no comportamento horizontal dos dados para

q=2).

uma lei de poténcia, como pode ser visto na figura 4.3 para ¢ = 2,3 e 4. Para ¢ = 2 em
duas dimensoes, a forma analitica da distribuicao de equilibrio para os hulls é dada pela
equacao 3.10. Entretanto, a forma generalizada para ¢ > 2 nao é conhecida. Com base
na coeréncia entre os resultados numéricos e analiticos no caso ¢ = 2 e semelhanca das

distribuicoes iniciais para ¢ > 2, sugerimos a forma

(q—1)c?

nh(Aa O) - A2 )

(4.3)

valida para todo g < 4, como pode ser visto na figura 4.3. A escolha do prefator ¢ — 1
foi baseada na reducao da forma geral ao resultado analitico quando ¢ = 2. Entretanto,
pode ser feita uma pequena modificagdo na constante (¢ — 1)c¢;, — ¢c¢j, de modo que cada

espécie contribua com a mesma proporc¢ao na distribuicao total. Observe que, a menos do

)

caso ¢ = 2, o valor de c§f nao é conhecido exatamente. Uma estimativa aproximada das

contantes, considerando-as como parametro de ajuste, é ¢®® ~ 0.0203 e ¢® ~ 0.0192. O

ajuste para ¢ = 2 produz ¢ ~ 0.0227, que é muito proximo do valor exato. As contantes

obedecem a inequacao 024) < CS’) < cf).

Para os dominios geométricos, uma relagao similar a equagao 4.3 é obtida para a
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distribuicao das areas em T, e 2 < g < 4. O expoente é ligeiramente maior que 2,
7 = 379/187 para ¢ = 2 [21,25,33] e parece ser independente de ¢ para ¢ = 3,4. Os
coeficientes, no entanto, ndo sdo exatamente conhecidos (numericamente, para ¢ = 2, é

proximo de cf) [25]).

4.3.3 Temperatura critica e transicao de primeira ordem

Quando a transicao é descontinua e o sistema é termalizado em T, a distribuicao inicial
apresenta dois comportamentos: um para valores de areas tipicamente menores que o
comprimento de correlacao & e outro para grandes areas. Para A < £ a distribuicao inicial
das areas dos dominios e hulls tem a forma de uma lei de poténcia. Para areas maiores
que &, o comportamento da distribuicio muda e segue a forma de uma exponencial.
Dependendo do valor de £ e do tamanho do sistema L a mudanga no comportamento da
distribuicao inicial pode nao ser observada, como no caso ¢ = 5. Neste caso o sistema
apresenta uma transicao de fase “fraca” e o comprimento de correlacao é grande, maior
que o tamanho do sistema utilizado. Por exemplo, para ¢ = 5,6 e 8, uma estimativa para
o valor de £ é, respectivamente, 2512, 159 e 24 [51,52].

A figura 4.3, também apresenta a forma da distribui¢ao inicial das areas dos hulls para
o modelo com ¢ = 6,8 e 10 estados. Os desvios da lei de poténcia sao claramente obser-
vados. O detalhe mostra o claro comportamento exponencial da cauda da distribuicao.

A forma geral para a distribuicao inicial das areas dos hulls, aparentemente valida
para todos os valores de ¢ quando o sistema encontra-se em equilibrio na temperatura
critica é

(9)
- 1 *
nn(A,0) = la=bey Q)Ch e~/ (4.4)

onde oy = 0 para g < 4.
A distribuicao inicial das areas dos dominios geométricos é muito similar a dos hulls.

Neste caso, nenhum dos coeficientes c((jq) sao exatamente conhecidos. Os resultados numeéri-

) & muito préoximo a c,(lq) e os estudos para

cos obtidos em [25]| sugere que o valor de cg]
q = 3 e 4 sugerem que esta similaridade entre os coeficientes permanecem vélidas para

todos os ¢ estados.

4.4 Correlacao ao longo da evolucao

Uma importante quantidade usada para caracterizar as propriedades de um sistema
estatistico é o comprimento de correlacao &, que pode ser obtido do decaimento exponen-
cial da funcao de correlagao C'(r) no limite em que a distancia linear entre dois pontos da

rede, r = (r; —r;), é grande. Existem poucos modelos onde o comprimento de correlacao
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de equilibrio é exatamente conhecido, entre eles o modelo de Ising bidimensional, onde o
comprimento de correlacao é exatamente conhecido para todas as temperaturas tanto da
fase ordenada quanto da desordenada, e o modelo de Potts na rede quadrada [51].

A evolucao do sistema estd diretamente relacionada com as correlagoes presentes no

estado inicial, podendo ser:
e nula, se Ty — oo;
e de curto alcance, se T, < Ty < oo independente de ¢, ou se Ty = T, para g > 4;
e ou de longo alcance, se Ty =T, para q < 4.

Quando as correlacoes sao de longo alcance, o sistema exibe um dominio percolante
em t = 0 desde que a transicao critica também corresponda a transicao de percolacao
em duas dimensoes. Por outro lado, quando as correlacoes iniciais sao nulas ou de curto
alcance, tais dominios podem ser formados muito rapidamente, como é o caso de g = 2,
ou simplesmente nao se formarem durante a evolugao (pelo menos nao nos tempos que
considerados neste trabalho).

O grau de correlacao entre os spins ¢ medido por meio da funcao de correlagao espacial

q 1
C(r,t) = —q — (<5si(t)sj(t)>|ij|=7’ - g) ) (4.5)
onde a média é feita sobre todos os pares de spins vizinhos separados por uma distancia
r. Longe da temperatura critica, onde as correlagoes iniciais sao de curto alcance, apos
o quench de Ty > T, para Ty < T, estas correlacoes tornam-se irrelevantes em um tempo
finito e o sistema perde a memoria do estado inicial. Assim, todos os estados de equilibrio

acima da temperatura critica tornam-se equivalentes.

4.4.1 Correlagao nula no estado inicial

Os estados descorrelacionados gerados na condicgao inicial a temperatura infinita apre-
sentam um comportamento universal para a correlagao, quando esta é reescalada pelo
comprimento caracteristico R(t). E o que pode ser visto na figura 4.4, que mostra C(r, t)
em funcao da distancia reescalada, r/R(t), apos um quench de Ty — oo (onde a correlagio
¢ nula independentemente de ¢) para a temperatura 7y = T./2 e ¢ = 2, 3 e 8. O excelente
colapso observado é mais um indicio da validade da hipdtese de scaling dinamico para
este sistema.

E importante ressaltar que as temperaturas finais apos o quench sao diferentes, de-
pendendo do namero de estados: Ty = T.(q)/2 (ver segao 2.2). Mesmo assim a correla¢ao

C(r, t; q) colapsa quando reescalada pelos respectivos comprimentos caracteristicos R(t; q),
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Cr/R(t))

r/R(t)

Figura 4.4: Funcio de correlagio dos estados ¢ = 2,3 e 8, reescalada para vérios tempos (de t = 2%
a 2'1) apés um quench de Ty — oo para Ty = T./2. Um bom colapso ¢ obtido em todos os casos
quando reescalamos a funcio pelo comprimento caracteristico R(t). No detalhe temos R?(t) para ¢ = 2,3
e 8 obtido da condigdo C(R,t) = 0.3. O comprimento caracteristico, associado com o raio médio dos
dominios, depende fracamente do nimero de estados ¢ e da temperatura 7.

indicando um comportamento universal para os valores de ¢ estudados. Este resultado
esta de acordo com evidéncias anteriores [38,53, 54|, que sugerem que a forma reesca-
lada da funcao de correlagao espago-tempo (e sua transformada de Fourier, o fator de
estrutura), sao insensiveis aos detalhes microscopicos do Hamiltoniano. Se esta aparente
independéncia de ¢ é apenas aproximada ou exata, e no tltimo caso, se ela continua valida
para valores muito grandes de ¢, ainda sao questoes em aberto [55,56]. Assim como ocorre
no modelo de Ising [57], o comportamento para pequenos r é linear para todos os ¢, de

acordo com a lei de Porod |9, 55].

O detalhe da figura 4.4 mostra o comprimento de escala R(t) para diversas configura-
coes de estado ¢, em funcao da distancia r, obtido do valor da correlagao quando a mesma,
vale 0.3, ou seja, para o valor fixo C(r,t) = 0.3. O comportamento linear R? ~ t é clara-
mente visto para ¢ = 2. Para ¢ > 2 existe um pequeno desvio do comportamento de /2
a tempos curtos, que desaparece para tempos longos como foi observado em [37,38|. Os
desvios nos tempos iniciais sao de fato esperados, devido a presenca de defeitos topologicos
que ocorrem a baixas temperaturas. Na secao 4.5 sera feita uma discussao mais detalhada

a respeito de tais defeitos.
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Figura 4.5: Correlagio C(r,t) medida em diversos tempos (¢t = 22, ---,2'0)  reescalada em fungao do

comprimento caracteristico R(t), para um sistema de ¢ = 2 estados submetido a um quench do estado
de equilibrio & temperatura critica para a temperatura final 7y = 7./2. O comprimento caracteristico
R(t) foi obtido a partir da C(R,t) = 0.7. Em ¢t = 0 a correlagdo decai como r~" sendo n = 1/4 para
q = 2 em duas dimensoes. Para t > 0 a memoéria do estado inicial altamente correlacionado é preservada,
mantendo assim o comportamento de lei de poténcia. O detalhe mostra a mesma correlagao C(r,t) sem
estar reescalada. A correlagdo em t = 0 é mostrada (primeira curva de baixo para cima) e os desvios da
lei de poténcia ja aparecem devido as fortes flutuacoes na magnetizacao em 7.

4.4.2 Correlacao infinita no estado inicial

A divergéncia no comprimento de correlacdo é uma das caracteristicas principais das
transicoes de segunda ordem. Partindo do estado inicial de equilibrio & temperatura
critica o sistema mantém a memoria da correlacao de longo alcance durante a evolucao.
Em T, a funcio de correlacio obedece a lei de poténcia, C(r,0) ~ 727977 onde o expoente
critico n (dimensao an6mala) depende do grau de degenerescéncia ¢ do sistema. Em duas
dimensoes, n = 1/4 para ¢ = 2 e n = 4/15 para ¢ = 3 [23].

A figura 4.5 mostra o excelente colapso da funcdo de correlagdo C(r,t) quando re-
escalada pelo comprimento caracteristico R(t), para um sistema de ¢ = 2 estados sub-
metido a um quench do estado de equilibrio & temperatura critica para a temperatura
final Ty = T,./2. O comprimento caracteristico foi obtido a partir do valor fixo da fungao
de correlacao, C'(r,t) = 0.7. O desvio inicial da lei de poténcia ocorre para distancias
r < R(t), resultado do crescimento dos dominios que implica numa diminui¢ao mais lenta
da correlacao para pequenos r. Para grandes distancias os desvios ocorrem devido a pos-
sibilidade dos estados iniciais serem magnetizados (em 7, a magnetizacio vai com L5/V).
A medida que a distancia aumenta e os spins se descorrelacionam, a correlacao atinge um

plato em m?(t), onde m é a magnetizagao de equilibrio. Partindo entao de um estado
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Figura 4.6: Correlagio C(r,t) medida em diversos tempos (¢t = 22, ---,2'0)  reescalada em fungio do

comprimento caracteristico R(t), para um sistema de ¢ = 3 estados submetido a um quench do estado de
equilibrio & temperatura critica para a temperatura final Ty = T,./2. A correlacdo decai como r~" sendo
n =4/15 para ¢ = 3 em duas dimensoes. O detalhe mostra a relacdo entre o comprimento caracteristico
R(t) e o tempo ¢ compativel com a lei de Allen-Cahn, R?(t) ~ t, para ¢ = 2 (abaixo) e ¢ = 3 (acima)
estados. O comprimento caracteristico foi obtido para o valor da correlacdo C(R,t) = 0.7.

inicial de equilibrio com magnetizacao nao nula, durante a evolucao a magnetizacao tende
a aumentar, aumentando consequentemente o platd. Apesar de nao ter sido considerada
neste trabalho, a mesma abordagem pode ser feita considerando apenas estados iniciais
de equilibrio com magnetizac¢oes proximas de zero, com foi feito por Humayun e Bray [58|
que introduziram um fator de correcao para eliminar os efeitos das fronteiras, devido ao
tamanho do sistema ser muito menor que o comprimento de correlacao L < & em 7.
Basicamente o mesmo comportamento da correlacdo C(r,t) é observado para um sis-
tema com ¢ = 3 (figura 4.6) e ¢ = 4 estados, sendo n = 4/15 e n = 1/2 respectivamente.
A mesma fungao de escala foi obtida para diferentes temperaturas finais (nao mostrado),

indicando que o super-scaling independe da temperatura.

4.4.3 Correlacgao finita no estado inicial

Diferentemente do que ocorre nas transicoes de segunda ordem, a correlacao no ponto
critico de um sistema com transigdo de primeira ordem é finita (curto alcance). Em
particular, neste ponto o comprimento de correlacao & é exatamente conhecido para o
modelo de Potts [51].

Se um sistema em equilibrio é resfriado para uma temperatura abaixo do limite de

estabilidade do estado paramagnético, o comprimento de correlacao finito presente no
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Figura 4.7: Funcdo de correlacdo do modelo com ¢ = 8 estados, reescalada para vérios tempos, apos
um quench de Ty = T, para Ty = T./2. Um bom colapso ¢ observado para tempos longos (de ¢ = 21°
a 2'), quando o sistema se aproxima do regime de escala. A correlacdo finita presente no estado inicial
desaparece apés um transiente de tempo, e o sistema se comporta como se partisse de um estado de
correlagao nula. O detalhe mostra o comprimento caracteristico R(t) se aproximando (para tempos
longos) do comportamento previsto pela lei de Allen-Cahn, R?(t) ~ t.

estado inicial (¢ = 0) desaparece apés um transiente de tempo e o regime de escala é
atingido. Este comportamento pode ser observado na figura 4.7 para um sistema com
q = 8 estados, termalizado na temperatura critica 7. Neste caso, apdés um transiente de
tempo, a funcao de escala torna-se indistinguivel quando comparada a obtida do modelo
com ¢ = 8 estados termalizado em Ty — oo (figura 4.4). O colapso de C(r,t) ndo é tao
bom para tempos curtos (nao mostrado), uma vez que o sistema leva mais tempo para se
aproximar do regime de escala no caso ¢ = 8 (devido aos efeitos do pinning), como pode

ser visto no detalhe da figura 4.7.

4.5 Efeitos da temperatura na dinidmica de crescimento

Como foi visto na secao 1.2.1, apds o sistema ser submetido a um quench da fase de
alta temperatura (paramagnética) para a regido abaixo da temperatura critica (ferromag-
nética), defeitos topologicos surgem devido a competicao entre os microestados acessiveis,
resultando na formagcao de dominios. Diferentemente do que ocorre no caso com dupla de-
generescéncia, quando o nimero de estados acessiveis é ¢ > 3 fatores como a temperatura
final do quench e o tipo de transicao afetam diretamente o regime de crescimento.

Uma caracteristica fundamental em sistemas com mais de dois estados acessiveis,
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sendo cada um deles termodinamicamente equivalentes, é o aparecimento de regices (ou
pontos) estéveis do ponto de vista cinético sempre que a temperatura final do quench for
suficientemente baixa. Estas regioes, conhecidas como regioes de pinning, estao presentes
em sistemas onde a relagao entre a dimensionalidade d e o niimero de estados ¢ é dada
por ¢ > d+1 [20,39]. Por outro lado, em uma transigao de primeira ordem, o processo de
crescimento é dominado por difusao seguido de nucleagao quando a temperatura do quench
for suficientemente proxima da temperatura critica. Flutuagoes de temperatura em torno
do ponto critico geram configuracoes termodinamicamente metaestaveis, caracterizadas
dentro de uma regiao conhecida como regiao espinodal.

A fim de evitar tais problemas, a temperatura final do quench foi definida como sendo
Ty = T./2 para todos os casos estudados. E importante notar que, como foi visto na
secao 2.2, a temperatura critica diminui a medida que o grau de degenerescéncia do
sistema aumenta. No entanto, esperamos que a escolha da temperatura final do quench

evite os problemas que ocorrem na dinamica de baixas e altas temperaturas.

4.5.1 Regime de crescimento a baixas temperaturas

Uma consequéncia de se trabalhar no modelo de Potts na rede quadrada com interacoes
entre primeiros vizinhos estd associada a forte anisotropia ligada a energia da interface.
O efeito da anisotropia é absorver a curvatura das paredes nos vértices, reduzindo a forca
responsavel pelo movimento da fronteira, e consequentemente, o expoente de crescimento.

O trancamento dos vértices, também conhecido como pinning, se configura por regides
de fronteira entre trés diferentes dominios. A figura 4.8 mostra como tal configuracao se
apresenta na rede quadrada. Quando a temperatura do sistema é suficientemente baixa,
as interacoes entre os spins tornam-se mais relevantes que as flutuacoes térmicas. A forte
interacao local entre os spins de mesmo estado “congela” o ponto de tripla juncao de
dominios. A dinamica do sistema torna-se muito lenta e o sistema passa a apresentar
uma configuragido metaestavel®, relacionada com o estado vitreo [59,60].

Sendo a temperatura do sistema nula e a densidade de defeitos topoldgicos grande,
a lei de crescimento deixa de apresentar um comportamento tipo lei de poténcia e o
comprimento caracteristico R(t) tende para um valor assintotico. Durante a evolucio, a
densidade de defeitos topologicos torna-se desprezivel quando a degenerescéncia é ¢ < 4
e o sistema relaxa para a forma policristalina. No entanto, para ¢ > 4 a densidade
de defeitos deixa de ser desprezivel e o sistema relaxa para uma forma nao-cristalina

dando origem ao chamado estado vitreo [61]. Na presenca de flutuagGes térmicas, o

3Esta configuracio metaestavel corresponde a uma metaestabilidade cinética, ou seja, um estado quase
estatico que ndo apresenta uma estrutura energeticamente favoravel, e ndao a regido de metaestabilidade
termodindmica que existe proximo a temperatura critica 7, em sistemas cuja transicao é de primeira
ordem.
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Figura 4.8: A figura a esquerda mostra um esquema de uma tipica configuracao de dominios (represen-
tados pelos nameros 1,2 e 3) que pode apresentar pinning na rede quadrada. A temperaturas suficien-
temente baixas, a regido onde trés fronteiras distintas coincidem tende a ficar dinamicamente trancada
devido a forte interagao local causada pelos vizinhos de mesmo estado. A direita temos a imagem de um
sistema de tamanho L = 50 x 50, com ¢ = 8 estados (cada um representado por uma cor), que evoluiu a
partir da temperatura Ty — co ap6s ser submetido a um gquench para 7y = 0. Os tempos relacionados
as configuragdes (a), (b), (c¢) e (d) sdo, respectivamente, ¢t = 0,10%,103,10* MCs. Note que em pouco
tempo o sistema ja atinge uma configuracao estavel que se mantém durante a evolugao.

excesso de energia devido as fronteiras entre os muitos dominios desaparece apds um
transiente de tempo [62,63]. O expoente efetivo da lei de crescimento tende a 0.5 gragas
as flutuacoes térmicas serem capazes de “descongelar” o sistema permitindo a evolucao
dos dominios. Os efeitos do pinning também se minimizam quando as interacoes na rede
vao além dos primeiros vizinhos, ou quando diferentes tipos de redes (como a triangular)
sao utilizadas [37,64].

4.6 A distribuicao das areas

No capitulo anterior, onde analisamos a dinamica de um sistemas de dois estados, vi-
mos que a evolucao das areas dos dominios e hulls dependem exclusivamente da curvatura
de suas interfaces. Isto faz com que o problema seja substancialmente mais simples, sendo
possivel determinar a forma analitica exata da distribuicao das areas dos hulls a partir da
conhecida distribuicao inicial. No entanto, quando o sistema apresenta miiltiplos graus de
degenerescéncia, como é o caso do modelo de Potts, o problema torna-se muito mais difi-
cil. A forma analitica da distribuicao de equilibrio para ¢ > 2, em qualquer temperatura,
nao é conhecida. Como o nimero de lados de um determinado hull de area A pode variar
durante a evolucao, nao é possivel determinar qual serd a adrea de um hull num tempo ¢

qualquer, como foi possivel no caso ¢ = 2 (equagao 3.7). Isto implica que no caso com
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q > 2 estados, nao temos informagao sobre o comportamento da distribuicao durante a

evolucao.

A figura 4.9 mostra como o sistema com diferentes graus de degenerescéncia, ¢ = 3 e
g = 7 estados, se apresenta apo6s evoluir por 2! MCs, partindo das diferentes condicoes
iniciais de equilibrio, Ty — oo e Ty = T,.. Como ocorre no caso com ¢ = 2 estados, para
g = 3 partindo da configuracao de equilibrio em T, o sistema apresenta um dominio
percolante desde ¢t = 0 que se mantém durante toda a evolugao (figura (b)). De fato, para
transicoes de segunda ordem partindo do estado inicial de correlacao infinita, o sistema
sempre apresenta um dominio percolante desde ¢t = 0. Para transicoes de primeira ordem
onde o estado de equilibrio em T, possui correlacao finita, a presenca do dominio percolante
nao é observada em nenhuma escala de tempo. O padrao de dominios se assemelha com
o caso partindo de correlagao nula, Ty — oo, e pode ser observado nas figuras (c) e (d)
para o modelo com ¢ = 7 estados. Outra diferenca com relacao ao modelo com dupla
degenerescéncia ocorre quando ¢ > 2 e o estado de equilibrio é a temperatura infinita.
Como foi visto no capitulo 3, partindo de Ty — oo o sistema com ¢ = 2 estados logo
apresenta um dominio percolante pelo fato de estar muito préximo ao estado critico de
percolacao aleatoria. Entretanto, a medida que a degenerescéncia aumenta, mais o sistema,
se afasta deste limite e consequentemente tal dominio percolante deixa de existir (figuras
(a) e (¢)). A presenca de um dominio percolante parece estar relacionada com o fato da
distribuicao se comportar como lei de poténcia. Nos casos onde nenhum dominio percola,

a distribuicao das areas dos dominios e hulls tem um comportamento exponencial.

Outra caracteristica observada em sistemas com miltiplos graus de degenerescéncia
é, a menos dos dominios correspondentes a flutuagoes térmicas, a quase inexisténcia de
geracoes de dominios, como ocorre frequentemente no caso ¢ = 2. As poucas vezes que
sao encontrados, sao geralmente resultado do processo de coalescéncia entre dominios
de mesmo estado, como pode ser visto na figura 4.10. Este fato explica o por que da
distribuicao das areas dos dominios geométricos e hulls nao apresentarem diferencas sig-

nificativas.

A coalescéncia nao interfere no crescimento dos dominios no caso ¢ = 2 porque estéa
presente somente no inicio da evolucao, onde os dominios sao em geral pequenos. Pouco
apos do inicio da evolucao o sistema ja apresenta uma morfologia que é mantida por
grandes intervalos de tempo, e o crescimento passa a ser governado somente pela cur-
vatura das interfaces. Entretanto, para ¢ > 2 tanto a coalescéncia quanto a dissociacao
de dominios torna-se mais frequente, ocorrendo mesmo em tempos longos. Isto pode acar-
retar, devido ao maior tamanho dos dominios, grandes variacoes de area de um instante
para o outro. Por outro lado, quanto maior for a degenerescéncia, menor serd a chance

de dois dominios coalescerem, uma vez que menor serd a probabilidade de dois dominios
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Figura 4.9: Configuracoes de um sistema com diferentes graus de degenerescéncia (¢ = 3 para (a) e
(b); ¢ = 7 para (c) e (d)), que evoluiram durante ¢ = 2! MCs, ap6s um quench dos estados de equilibrio
em Ty — oo ((a) e (¢)) e Ty = T. ((b) e (d)) para T = T./2. As diferentes cores representam cada
um dos estados acessiveis. As flutuacoes térmicas aparecem na forma de pontos por toda a estrutura.
Diferentemente do que ocorre para ¢ = 3, o padrdo dos dominios no caso com ¢ = 7 estados, mesmo
partindo das diferentes condigoes iniciais, mantém o mesmo tipo de morfologia.

de mesmo estado se encontrarem.

Por fim, fora raras excecoes, os dominios de um sistema com muiltiplos graus de de-
generescéncia estao sempre cercados por dois ou mais dominios, o que, de acordo com
a lei de von Neumann (equacdo 4.2), influencia diretamente sua evolugdo. Todos estes
fatores tornam dificil a extrapolacao do que se conhece a respeito da evolucao das areas

dos dominios e hulls no caso ¢ = 2, para o caso com miiltipla degenerescéncia.

4.6.1 Transicao de segunda ordem e correlagao nula

Sistemas com grau de degenerescéncia ¢ < 4 apresentam semelhancas que vao além
da ordem da transicao. A funcao de correlacao reescalada do modelo parece ter a mesma,
forma universal e o comprimento caracteristico cresce com o tempo na mesma poténcia,
t1/2. Entretanto, tais semelhancas nio dao suporte a conclusoes a respeito da distribuicio
das areas dos dominios e hulls com base no que se conhece para o caso com dupla de-
generescéncia. Diferentemente do que ocorre quando ¢ = 2, onde um dominio percolante

se forma rapidamente apos o quench da temperatura infinita (capitulo 3), a presenca de
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Figura 4.10: Evolucido de um sistema com ¢ = 3 estados ap6s um quench de Ty — oo para Ty = T,./2.
Ag diferentes cores correspondem aos diferentes estados acessiveis. O detalhe acompanha a evolucao de
uma parte do sistema. E possivel ver a coalescéncia entre diferentes dominios de mesmo estado (branco) e
consequentemente o aparecimento de uma geracao de dominio (verde) completamente cercado em ¢ = 800.

tal dominio nao é observada quando ¢ > 2 uma vez que, com o aumento do nimero de
estados, o sistema se afasta cada vez mais do limite critico de percolacao aleatoria.
Apos o quench o sistema mantém a memoria da condicao inicial, configuracao corres-
pondente & percolagao aleatoria com probabilidade p = 1/¢. Por nao se aproximar do
ponto de percolacao critica, a distribuicao nao se torna critica e, consequentemente, nao
desenvolve a forma da lei de poténcia, como pode ser visto na figura 4.11 para o caso
g =3 e Ty — oco. Existe, no entanto, um envelope A~2 que é uma consequéncia direta do
scaling dinamico, presente também para outros valores de q. De acordo com a hipdtese
de scaling, a distribuigao das areas dos hulls satisfaz a relagio ny(A,t) = tn,(A/t).
Como consequéncia, a linha formada pelo envelope tem uma declividade de -2. Para
compreender melhor este fato, consideramos duas curvas quaisquer (correspondentes aos
tempos t] e t5) e definimos A* como a localizagdo do ponto que é tangente ao envelope.
Usando este valor para reescalar a distribuigdo, obtemos R*(t%)n} = R*(t3)n3, onde n} é
n(Af/R%*(t;)). Temos entdo, ni/n; = (Aj/A3)?. Tomando o logaritmo em ambos os lados
obtemos a inclinagao -2. O ponto tangente nos fornece entao uma forma alternativa de

obter o comprimento caracteristico destes sistemas.

4.6.2 Transicao de segunda ordem e correlacao infinita

Quando submetido ao quench partindo do estado inicial altamente correlacionado,
Ty = T,., um sistema que apresenta uma configuracao de estados correspondente a uma

transi¢do de segunda ordem no modelo de Potts (2 < ¢ < 4), gera uma distribui¢do de
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Figura 4.11: Distribuicdo das areas dos hulls em diversos tempos, para o modelo com ¢ = 3 estados,
apos o quench do estado de equilibrio a temperatura infinita, Ty — oo, para a temperatura 7y = T,./2.
As curvas formam um envelope com inclinacéo -2 devido ao fato da distribuicao obedecer a lei de escala.

areas de dominios e hulls que acompanha a forma da distribuicao inicial, ou seja, uma
lei de poténcia. A figura 4.12 mostra a distribuicao das areas dos hulls para um sistema
com g = 3 estados. O comportamento geral é semelhante ao caso ¢ = 2, onde o colapso
das curvas em diferentes tempos demonstra a existéncia de uma escala de comprimento
tinica que segue a lei de Allen-Cahn, R(t) ~ t*/2. A distribuicdo das areas dos dominios
geométricos (percolados ou ndo) ¢ basicamente idéntica a dos hulls (figura 4.13) uma vez
que a presenca de geracoes de dominios é quase nula, indicacao forte de que os parametros
que aparecem em ambas as distribuicoes pouco se diferem. O mesmo ocorre para o caso

com g = 4 estados.

A tnica forma analitica conhecida para a distribuicao das areas dos hulls é para o caso
g = 2 (capitulo 3). Considerando a semelhanca entre as distribuigoes, assumimos que o
nimero de lados de cada dominio na lei de von Neumann pode ser substituido por um
valor médio constante, n — (n). Usando uma forma analoga da equagao 4.3, definimos a
forma geral da distribuicao das areas dos hulls para ¢ < 4, dentro desta aproximacao de

campo médio, como sendo

i _ (g—1)e?
W(At) = AT AT (4.6)

Para o caso ¢ = 3 mostrado a figura 4.12 o parametro de ajuste )‘23) ~ 1.4. Os desvios

observados para pequenos valores de A/t correspondem aos efeitos das flutuagoes térmicas.

A validade da aproximacao de campo médio para o numero n de lados na equacao
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Figura 4.12: Distribuicao das areas dos hulls, colapsada em diversos tempos, para o modelo de Potts
com ¢ = 3 estados, apos ser submetido a um quench do estado de equilibrio a temperatura critica,
Ty = T¢, para a temperatura Ty = T./2. A linha cheia (vermelho) corresponde a forma da equagio (4.6)
onde o parametro de ajuste foi )\23) ~ 1.4. Os pontos em A/t < 1 que se desviam da fungao de escala
correspondem aos dominios formados pelas flutuacoes térmicas, representados pela linha cheia no detalhe
da figura.
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Figura 4.13: Distribui¢ao nao colapsada das areas dos dominios geométricos e hulls referente a condigao
apresentada na figura (4.12). Mais precisamente temos a distribuicdo para os dominios geométricos
(incluindo aqueles que percolaram) (a), os dominio geométricos ndo-percolados (b), e os hulls (c). As
linhas cheias correspondem a equacdo (4.6) com )\23) o~ )‘((13) ~lde 022) =1/(87V/3).



CAPITULO 4. SISTEMA COM MULTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCENCIA

46 4.6 A distribuicao das areas
2 T T T
0=3, Tinf
o e B s o = 0 e o o P
1t Ea i
o
q=8 (dis), T,
o
= i
\ 0
<
3
1k HRE R oK KNI S ;g*,** i
Y RN .
X & X
60 80 100 120 140

Figura 4.14: Taxa de variacao média das areas dos hulls durante a evolucao do sistema. Nos casos
onde a distribuigio tem a forma de lei de poténcia (¢ =2 e g = 3;Ty = T¢) 0 Aess € negativo. Nos casos
onde a distribuicio tem a forma exponencial (¢ = 3; Ty — o) a variacao média das areas é positiva. Um
caso interessante ocorre com o modelo com ¢ = 8 estados na presenca de desordem ferromagnética fraca,
onde a distribui¢do das areas dos hulls tem a forma de uma lei de poténcia (capitulo 5), que parece ser
um caso limite com Acpy >~ 0.

de von Neumann (equacdo 4.2) pode ser testada diretamente medindo a varia¢ao da area
de cada dominio durante a evolucao do sistema. A figura 4.14 mostra o resultados para
diversos casos. Embora a lei de von Neumann preveja que cada dominio possua uma
taxa de variacdo da area diferente, podendo ser tanto positiva (n > 6) quanto negativa
(n < 6) dependendo do seu numero de lados, o valor médio de A ainda é constante, como
ocorre com o caso ¢ = 2. Da mesma forma, apenas as configuracoes que apresentam
Aeff < 0 apresentam uma distribuicao tipo lei de poténcia. Curiosamente, o caso ¢ = 8
com presenca de desordem ferromagnética, que serd discutido no capitulo 5, parece estar
em uma condicao limite com A.s¢ ~ 0. Portanto, parece haver uma diferenca entre os
casos que apresentam uma funcao distribuicao de probabilidade como lei de poténcia e
aqueles que nao. As implicacoes mais detalhadas do por que de tal relacao, envolvem
provavelmente o conhecimento da distribuicao dos perimetros e do ntimero de lados dos

dominios.

4.6.3 Transicao de primeira ordem e correlacao nula ou finita

Quando o sistema apresenta um grau de degenerescéncia ¢ > 4 o estado inicial apre-
senta uma correlagdo sempre finita (ou nula) independentemente da temperatura. O

estado inicial a temperatura infinita mantém-se cada vez mais distante do estado critico



CAPITULO 4. SISTEMA COM MULTIPLOS GRAUS DE DEGENERESCENCIA
4.6 A distribuicao das areas 47

'—\
o))
W
(o]
g

1 10 100 1000 10000 100000
A

Figura 4.15: Distribui¢do das areas dos hulls para o modelo de Potts com ¢ = 8 estados, apos ser
subitamente retirado do estado de equilibrio a temperatura critica e levado para a temperatura Ty = T../2.
Como todo sistema que apresenta uma, transicdo de primeira ordem tem correlacao finita a qualquer
temperatura, a mesma forma da distribuicdo é observada se considerarmos o estado de equilibrio a
qualquer temperatura Ty > T.. A mesma forma da distribuicdo foi observada no caso ¢ = 3 com
Ty — oo. O envelope com inclinagdo -2 é resultado da lei de escala.

de percolacao aleatéria quanto maior for o nimero de estados ¢g. Na temperatura critica
as correlacoes de um sistema que apresenta uma transicao de primeira ordem é finita
(de curto alcance), o sistema nao apresenta um dominio percolante no estado inicial e a

propria distribuicao inicial nao tem a forma de uma lei de poténcia.

Apo6s o quench da temperatura o sistema perde a memoria do estado inicial e a dis-
tribuicao apresenta uma forma universal mais complexa. A figura 4.15 mostra o compor-
tamento da distribuicao das areas dos hulls para o modelo com ¢ = 8 estados partindo
de Ty = T.. Novamente os efeitos das flutuagoes térmicas a temperatura 7y = T,/2
tornam-se significativos para pequenas areas. Além dos efeitos das flutuacoes térmicas
para pequenas areas, a distribuicao sofre um sutil acréscimo com o aumento da area A,
formando um platoé proporcional ao tempo. Em seguida, a distribuicao cai abruptamente
na forma de uma exponencial. Como ocorre no caso ¢ = 3 (figura 4.11), a distribui¢ao
das areas no tempo gera um envelope na forma de lei de poténcia, mais uma vez como
consequéncia direta do scaling dinamico. A forma analitica precisa da distribuicao nao é
conhecida e vem sendo um assunto de discussao ha diversas décadas, nao apenas para o
modelo de Potts, mas também para outros modelos usados no estudo do crescimento de

dominios [65-68|.

A cauda da distribuicao guarda memoria da condicao inicial, sendo exponencial para
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Figura 4.16: Colapso da distribuicdo apresentada na figura 4.15. Reescalando a distribuicao pelo
comprimento caracteristico, um bom colapso é obtido para valores de area A > R%(t), sendo np(A,t) =
RY(t)f(A/R?). Os dados para os hulls com 4rea A < 10, correspondentes as flutuagoes térmicas, foram
retirados do detalhe. A figura principal mostra a cauda exponencial f(z) ~ x~!exp(—az), onde o
parametro de ajuste é a =~ 0.23. Apesar de ndo estarem sendo mostrados, a distribui¢do colapsada de um
sistema com ¢ > 4 estados partindo de Ty — oo mantém a forma da fungao universal f(z). O detalhe

mostra a regiao de pequenas areas, onde o colapso nao é tao bom, provavelmente devido a rugosidade
das interfaces.

q > 4. Este fato pode ser melhor observado na figura 4.16 onde a distribuicao foi reescalada
por R?(t) e apresentada na forma semi-logaritmica. A funcao de scaling universal é
mostrada no detalhe. Para A > R?(t) ela é a mesma tanto para Ty = T, quanto para

Ty — oo (ndo mostrado), tendo a forma

fla) ~—em (4.7)

x
em que o parametro de ajuste é a ~ 0.23 para ambos os casos. O decaimento expo-
nencial é uma consequéncia direta do comprimento de correlagao ser finito independente
da condicao inicial. O fato do colapso nao ser tao bom para pequenas areas pode ser

consequéncia das flutuacoes térmicas presentes nas paredes dos dominios.



Capitulo 5

Efeitos da desordem na distribuicao das

areas

No capitulo anterior analisamos o processo de crescimento das areas dos hulls através
do estudo das propriedades geométricas de nao-equilibrio do modelo de Potts puro com
parametro de ordem nao conservado. Neste capitulo apresentaremos os resultados para
0 caso em que o acoplamento ferromagnético entre os spins varia de acordo com uma
distribuicao de probabilidades especifica.

A presenca de desordem é quase sempre inevitavel nos sistemas e sua influéncia na
natureza do comportamento critico pode ser dramatica. Em particular, alguns tipos de
transicao sao geradas pela desordem. Um exemplo importante sao os sistemas chamados
de vidros de spin. Trata-se de um modelo magnético que apresenta uma transicao com
as caracteristicas de segunda ordem, mas onde os spins da fase de baixa temperatura nao
assumem a configuracao espacialmente ordenada, apenas se “congelam” numa estrutura
aleatoria. A presenca de desordem gera frustracao e o sistema encontra maior dificuldade
de alcancar o estado ideal de equilibrio devido aos muitos minimos locais de energia
livre. Estes sistemas exibem propriedades dinamicas e termodindmicas nao-triviais, e
correspondem a um campo de pesquisa bastante vasto em matéria condensada.

Um sistema onde o acoplamento ferromagnético varia estd sob o efeito de desordem,
mais especificamente de uma desordem fraca, ja que mesmo diferente o acoplamento ainda,
mantém a ordem ferromagnética (J > 0) na fase de baixa temperatura. A desordem pode
ser interpretada como a presen¢a de impurezas (ou defeitos) em uma solugao (ou subs-
trato), ou mesmo como flutuagoes locais de temperatura (ou campo) dentro do sistema.

Em fisica estatistica, consideramos dois tipos de desordem:

e Quenched disorder (ou desordem congelada), que é aquela onde as constantes de
acoplamento sao aleatorias dentro de uma distribuicao de probabilidades, mas que

nao evoluem com o tempo. Em um filme de hélio-4 os dtomos interagem com

49
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o substrato, e esta interacao altera o ponto de transicao do estado superfluido,
baixando a temperatura de transicao de Kosterlitz-Thouless, devido ao potencial
aleatorio fixo do substrato que nao muda no tempo. O potencial do substrato causa

o efeito deste tipo de desordem.

e Annealed disorder (ou desordem recozida), se difere pelo fato dos acoplamentos
mudarem durante a evolucao do sistema. Em um filme de hélio-3, a interagao
com o substrato diminui a energia para criar vortex que flutuam no espaco devido a
mobilidade do is6topo. Estas flutuacoes correspondem as mudancas do acoplamento,

dando origem a este tipo de desordem.

Neste trabalho consideramos a desordem do tipo quenched e as referéncias no texto serao
feitas utilizando apenas o termo “desordem”.

Uma importante propriedade relacionada com o crescimento de dominios em sistemas
com desordem fraca é a chamada hipotese de super-universalidade. A hipotese surgiu a
partir das observagoes de D. Fisher e D. Huse [69] que afirmaram que todas as fungoes
de escala sao independentes da desordem uma vez levada em conta a correta escala do
comprimento caracteristico. Assim, uma vez que a hipotese de escala seja usada para
descrever a dinamica de um sistema, onde o tempo e o tamanho caracteristico dos dominios
sao dados em relagao a R(t), a presenga de desordem nao afeta as fungoes de escala, sendo
estas idénticas ao caso do modelo puro. A ideia é que a escala de comprimento onde os
efeitos da desordem sao importantes ¢ muito menor que a escala de tamanho do dominio e,
sendo assim, a dinamica das grandes estruturas continua sendo governada pelas curvaturas
das interfaces. A hipdtese de super-universalidade foi testada e mostrou-se valida para

uma série de sistemas [30,70-76].

5.1 Relacao entre a desordem e a transicao de fase no
modelo de Potts

A presenca de desordem afeta as transicoes de fase de diversas formas , como por
exemplo, alterando o valor de expoentes criticos em sistemas puros cujo expoente a do
calor especifico é positivo [77], ou mesmo eliminando completamente a transi¢ao de fase
em sistemas de baixa dimensionalidade [78,79]. Diversos estudos [80-87] comprovaram
que sob o efeito de desordem fraca, o modelo de Potts bidimensional apresenta transicao
de fase continua (segunda ordem) independentemente do grau de degenerescéncia.

A desordem em um sistema se caracteriza por diferentes tipos de acoplamento entre
os spins. Dado o Hamiltoniano de Potts (equacao 2.3), a desordem é instituida esco-

lhendo aleatoriamente a intensidade de cada acoplamento J;; por meio da distribuicao de
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probabilidades
P(Jij) = pd (Jij — J1) + (1 = p)d (Jij — Ja). (5.1)

No caso da distribuigao bimodal, os valores assumidos por J;; podem ser J; ou J;, corres-
pondentes as ligagoes forte e fraca respectivamente (J; > Jy > 0). Para um sistema com
distribuigdo homogénea, p = 0.5, a temperatura da transi¢ao é exatamente conhecida [88|,

dada pela solucao da relacao
(et —1) (P —1) = q. (5.2)

A figura 5.1 mostra a dependéncia entre o grau de desordem ¢ = J;/Js e o ponto de
transicao do modelo de Potts com ¢ = 8 estados, considerando o acoplamento forte J; = 1
e o fraco J, = 0.1,0.5 e 0.9. A medida que o grau de desordem aumenta a temperatura
de transicao diminui, e o comportamento do parametro de ordem se aproxima mais do
esperado em uma transi¢cao continua. O efeito da diminui¢ao da temperatura critica
associada a presenca de desordem implica na diminuicao da mobilidade das interfaces,
inibindo eventualmente o crescimento dos dominios apos o quench [64,89,90|, diminuindo
assim o expoente associado ao comprimento caracteristico. Apesar da competicao entre
o processo de crescimento regido pela curvatura e o pinning resultante da desordem, o
crescimento de dominios em sistemas magnéticos submetidos a uma desordem aleatoéria

ainda satisfaz a hipotese de escala.

A lei de crescimento para o caso particular onde o sistema submetido a desordem
ferromagnética tem dupla degenerescéncia ainda é motivo de discussao [91-94]. O efeito do
“envelhecimento” (aging) dinamico do sistema, associado ao crescimento do comprimento
de correlacao, se retrata em dois regimes: o primeiro, logo no inicio da evolucao, apresenta
um crescimento que escala como lei de poténcia (regime pré-assintotico); em seguida, o
crescimento passa a escalar de forma logaritmica, consistente com o crescimento algébrico
das barreiras de energia livre [95]. Se o crescimento logaritmico assintotico também se
aplica no caso ¢ > 2 ainda é uma incognita. O fato é que, independentemente de qual
seja a lei de crescimento, o scaling dinamico é observado tanto na correlacao espaco-
temporal quanto na distribui¢ao das areas para qualquer grau de degenerescéncia (¢ > 2)

do modelo.

5.2 Correlacao no sistema desordenado

Da mesma forma que foi discutido no capitulo 4, a lei de escala do modelo com

desordem ferromagnética pode ser determinada pela medida direta da funcao de correlagao
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Figura 5.1: Relacdo de dependéncia do ponto de transi¢do com o grau de desordem, ¢ = J;/Ja, no
modelo de Potts com ¢ = 8 estados. Nos trés casos consideramos J; = 1 e variamos o acoplamento

fraco fazendo Jy = 0.1,0.5 e 0.9. As temperaturas de transi¢dao Tc(e) correspondem respectivamente a
Tc(lo'o) ~ (0.63968, TC(Q'O) ~ 1.08674 e Tc(l'l) ~ 1.41439. Para o modelo puro (J; = J; = 1) a temperatura
critica (equacio 2.4) 6 T\ 0 ~ 1.48981.

espacial C'(r,t, €), dada pela equagao 4.5. A correlagdo pode ser escrita na forma reescalada

C@Lanﬂﬂ@f( (5.3)

r
R(t, e))
sendo m?(T, €) o valor de equilibrio da magnetizagao.

A figura 5.2 mostra o comportamento da correlacao reescalada, para um sistema com
desordem fraca submetido a um quench do estado inicial a temperatura infinita para a
temperatura Ty = Tc(2'0) /2. Observa-se que a fun¢do mantém a mesma forma universal
para os casos com ¢ = 3 e ¢ = 8 estados, coerente com o que foi visto no modelo puro
(figura 4.4). A dinamica de scaling é visivelmente mais lenta no caso com desordem (no
intervalo de tempo que estudamos). A presenca da desordem no sistema nao afeta a
funcao de escala para o caso Ty — oo, garantindo neste caso a validade da hipotese de
super-universalidade.

Um sistema puro partindo do estado inicial de equilibrio a temperatura critica apre-
senta diferentes comportamentos para a correlacdo (se¢do 4.4) de acordo com o tipo de
transicao. A divergéncia do comprimento de correlacao £ na temperatura critica de um
sistema que sofre uma transicao continua faz com que a forma da correlagao neste ponto

seja do tipo lei de poténcia,
1
rd—2-n '

C(r,t) ~ (5.4)
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Figura 5.2: Funcéo de correlagao reescalada sobre vérios tempos (t = 28, - - 219) para o modelo de Potts

com g = 3 e ¢ = 8 estados sujeito a desordem ferromagnética fraca. Os sistemas foram submetidos a um
quench do estado inicial de equilibrio a temperatura infinita, Ty — oo, para o estado final a temperatura
Ty = T*%/2. Para o grau de desordem escolhido (¢ = 2.0) as temperaturas criticas dos estados ¢ = 3 e
q = 8 correspondem respectivamente a 720 ~ 1.443 e T2-0 ~ 1.087. O detalhe mostra R?(t,¢) para ¢ = 3
(vermelho) e ¢ = 8 (verde) obtido da condi¢do C(r,t,€) = 0.4. Como no caso do modelo puro (figura
4.4) o comprimento caracteristico apresenta uma dependéncia com o ntimero de estados ¢. Entretanto,
apesar de garantir a hipdétese de super-universalidade, o expoente de crescimento é menor que no caso
puro com parametro de ordem néo conservado (« = 1/2), ndo obedecendo a lei de Allen-Cahn.

E fato que a presenca de desordem no modelo de Potts muda o tipo de transicao de fase,
passando de primeira para segunda ordem, para todo ¢ > 4. Como consequéncia, para
qualquer grau de degenerescéncia o comprimento de correlacao diverge na temperatura
critica T9. A figura 5.3 mostra o comportamento da correlacao reescalada em funcao do
comprimento caracteristico R(t, ¢) para o modelo com diferentes degenerescéncias e grau
de desordem ¢ = 2.0. Nos dois casos apresentados, o sistema, foi submetido a um quench do
estado inicial de equilibrio em Ty = T para a temperatura final Ty = Tc(e)/2. A figura (a)
mostra o comportamento da funcao para o modelo com ¢ = 3 estados. Da mesma forma
que acontece no caso do sistema puro, a correlacao do modelo com desordem decai como
lei de poténcia, e o expoente critico 73y ~ 0.27 obtido por meio do ajuste, & muito proximo
do valor exato conhecido para o caso puro, n = 4/15. O comprimento caracteristico nao
obedece a lei de Allen-Cahn, resultado do pinning produzido pela desordem, como pode
ser observado no detalhe da figura (vermelho). A figura (b) apresenta o comportamento
da correlagao para o modelo com ¢ = 8 estados. Devido a mudanga na ordem de transi¢cao
a correlacao passa a ter a forma da lei de poténcia dada pela equacao 5.4, forma que difere

completamente do caso puro onde a correlacdo na temperatura critica é finita (figura 4.7).
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Figura 5.3: Correlagao reescalada (em escala logaritmica) em fungdo do comprimento caracteristico
R(t,¢), para vérios tempos (t = 2,---,29), para o modelo de Potts sujeito a desordem ferromagnética
fraca. A figura (a) corresponde ao modelo com ¢ = 3 estados submetido a um quench do estado de
equilibrio a temperatura critica para a temperatura final 77 = TC(E) /2. Da mesma forma que no caso
puro (figura 4.6), a correlagao decai como lei de poténcia com o expoente 73y compativel com valor exato
do modelo sem desordem (n = 4/15). Entretanto o comprimento caracteristico ndo obedece a lei de
Allen-Cahn, como pode ser visto no detalhe (vermelho). A figura (b) corresponde ao modelo com ¢ = 8
estados submetido ao mesmo quench. Diferentemente do que ocorre no caso puro, a correlacdo decai
como lei de poténcia (equacao 5.4). O detalhe da figura mostra a diferenca da distribuic¢ao inicial dos
hulls para o caso puro e com desordem. Observa-se claramente o desvio da lei de poténcia no caso puro
(vermelho). No caso com desordem a distribuicdo inicial mantém a forma de lei de poténcia observada no
caso do modelo puro para ¢ < 4. O detalhe da figura (a) mostra também o comprimento caracteristico
para o caso ¢ = 8 (verde). Em todos os casos observa-se a dependéncia de R em rela¢do ao numero de
estados. A lei de crescimento ndo corresponde, em nenhum dos casos, a lei de Allen-Cahn.

Esta mudanca na forma da funcao de correlacao implica numa falha da hipotese de super-
universalidade. O expoente critico obtido por meio do ajuste foi ) ~ 0.28. Os resultados
obtidos para os expoentes, tanto no caso ¢ = 3 quanto no ¢ = 8, sao compativeis com as
referéncias [96,97]. Nota-se que os expoentes criticos 7, dependem do niimero de estados,
embora de maneira muito fraca (1) ~ 7s)), da mesma forma que o scaling da fungao de
correlacao depende de g apos sofrer o quench da temperatura critica Tc(e) [98,99]. Também
no caso ¢ = 8 o comprimento caracteristico nao obedece a lei de Allen-Cahn, como pode
ser visto no detalhe da figura (a) (verde). Entretanto, como foi discutido em [96,100],
para uma distribui¢do bimodal com grau de desordem fraco (¢ = 2.0), a lei de crescimento
pode nao ter atingido seu valor assintotico dentro da escala de tempo em que foi medida
neste trabalho. O detalhe da figura (b) mostra a diferenca da distribuicao inicial dos hulls
para o caso puro e com desordem. Observa-se claramente o desvio da lei de poténcia no
caso puro (vermelho). Dada a forma da distribui¢ao inicial do modelo com ¢ = 8 estados
e desordem ferromagnética fraca, espera-se que a distribuicao das areas dos hulls também
sofra os efeitos da distribuicao inicial como ocorre para o caso 2 < g < 4 do modelo puro
(secao 4.6.2).
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5.3 Distribuicao das areas dos hulls

Os resultados analiticos para a distribui¢ao das areas dos hulls (equagoes 3.11 e 3.12)

podem ser reescritos na forma reescalada

(A1) = ﬁ (A%) , (5.5)

onde f(z) = (2)cp/(z + 1)%. O fator 2 difere a distribuigdo partindo do estado inicial a
temperatura critica ou infinita, como foi visto no capitulo 3. O comprimento caracteristico
para o modelo puro com parametro de ordem nao conservado escala com R(t) = /Axt.
Os efeitos de se trabalhar a temperaturas finais 7 nao nulas sao todos absorvidos no
parametro A\, [25]. As hipoteses de escala e super-universalidade sugerem que, para o
modelo com desordem ferromagnética, ainda seja valida a mesma funcao de escala f(x)
e o fator de correcdo fica por conta da substituicio da constante (A\,t)Y/2 por R(t, T, ¢).

Mais precisamente, espera-se ue

(A1, T e) = R4t,T,e) f {%} (5.6)
seja a forma da distribuicao das areas dos hulls para todos os casos.

A distribuicao das areas dos hulls para o modelo de Potts com desordem ferromag-
nética fraca, apos ter sofrido o quench do estado de equilibrio a temperatura infinita
Ty — oo, para a temperatura Ty = TC(E)/Q ¢ a mesma obtida no modelo puro, como
mostra a figura 5.4. A presenca de desordem nao afeta a densidade p = 1/q, que se afasta
cada vez mais da densidade critica do modelo de percolagao aleatoria (p. ~ 0.59) a me-
dida que ¢ aumenta. Sendo assim, o estado critico (onde existe um dominio percolante)
nao é alcancado e a distribuicao inicial apresenta uma forma exponencial, como mostrado
no detalhe da figura (5.4a) para ¢ = 3 (vermelho) e ¢ = 8 (verde). Contudo, o mesmo
envelope A~ presente no modelo puro pode ser observado em ambos os casos (figuras (a)
e (b)), resultado direto do scaling dinamico (se¢ao 4.6.1).

Quando equilibrado na temperatura critica TC(E), o modelo de Potts com desordem
apresenta uma distribuicao de areas de hulls compativel com o modelo puro em 7, com
2 < q < 4 estados independente da degenerescéncia. Como na presenca de desordem
as transicoes de fase do modelo sao sempre continuas, as correlagoes no ponto critico
tornam-se infinitas (de longo alcance) e a distribuicao inicial tem a forma descrita pela
equacao 4.3. A figura 5.5 mostra a distribuicao colapsada, em diversos tempos, das areas
dos hulls do modelo com g = 3 estados e desordem ferromagnética fraca. A distribuicao
inicial do caso puro e com desordem é mostrada no detalhe da figura. Diferentemente

do que ocorre no caso ¢ = 8, onde a distribuicao inicial do modelo puro nao mantém a
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Figura 5.4: Distribuicao das areas dos hulls para o modelo de Potts com desordem fraca (¢ = 2.0),

submetido a um quench do estado de equilibrio a temperatura infinita para Ty = Tc(e) /2. Partindo de
Ty — oo, a mesma distribuigdo é observada para qualquer configuracao com ¢ > 2 estados, independente
da presenca ou nao de desordem. As figuras (a) e (b) mostram as distribui¢bes para os casos ¢ = 3 e
g = 8, respectivamente. O mesmo envelope A~2 presente no modelo puro pode ser observado em ambos
os casos. O detalhe da figura (a) mostra a distribuicdo inicial (em escala semi-logaritmica) para ¢ = 3
(vermelho) e ¢ = 8 (verde). Observa-se, da mesma forma que no modelo puro, que a distribui¢ao inicial
tem a forma exponencial (a menos de desvios presentes para pequenas areas no caso q = 3).

forma da lei de poténcia (detalhe da figura 5.3 (b)), no caso com tripla degenerescéncia
as distribuicoes iniciais para o modelo puro e com desordem sao indistinguiveis. Tal
concordancia é esperada uma vez que a desordem nao afeta o tipo de transicao no caso
q = 3. Entretanto, os efeitos da desordem sao percebidos durante a evolucao do sistema. O
excesso de dominios pequenos faz com que a distribuicao para pequenas areas se desvie da
forma prevista no caso puro (equacao 4.6). Este excesso pode ser atribuido aos efeitos do
pinning causado pela desordem, que age retardando a evolugao destes dominios afetando

a dinamica de escala nesta faixa de tamanhos.

A figura 5.6 mostra a distribuicao das areas dos hulls reescalada pelo comprimento
caracteristico R(t,e) em diversos tempos, para o modelo de Potts com ¢ = 8 estados
com grau de desordem ¢ = 2.0. O sistema partiu do estado de equilibrio a temperatura
critica Ty = TC(E), onde a distribuicao inicial tem a forma da lei de poténcia devido a
mudanca na ordem da transi¢ao. Apos sofrer o quench para a temperatura Ty = Tc(e)/Q,
a distribui¢do mantém a forma da lei de poténcia, sendo descrita (surpreendentemente),
no limite das grandes areas, pela mesma funcao que descreve a distribuicao do modelo
puro com ¢ = 3 estados. A regiao de pequenas areas nao escala com o comprimento
caracteristico, como pode ser observado no detalhe da figura. Este mesmo fato ocorreu

no modelo sem desordem (detalhe da figura 4.16).

Concluimos entao que as correlagoes de longo alcance presentes no estado inicial a

temperatura critica, para qualquer grau de degenerescéncia do modelo com desordem,
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Figura 5.5: Distribuicao das areas dos hulls em diversos tempos, colapsada em func¢ao do comprimento
caracteristico R(t, €), para o modelo de Potts com ¢ = 3 estados e desordem e = 2.0, ap6s ser submetido a

um quench de Ty = T.° para Ty = TC(C)/Q. Para areas A < R%(t,¢) a fungio de escala nio corresponde a

do modelo puro, 2c§13) /(1+z)?, diferentemente do que ocorre para grandes dreas (linha cheia). O detalhe
mostra que a distribuicao inicial é indistinguivel na presenca ou nao de desordem.
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Figura 5.6: Distribuicao das areas dos hulls em diversos tempos, colapsada em funcao do comprimento
caracteristico R(t,¢). O sistema partiu do estado de equilibrio a temperatura critica Ty = Tc(e) para o
estado de nao-equilibrio a temperatura 7 = TC(C) /2. A mesma fungdo que descreve a distribuigdo do
modelo puro com g = 3 estados descreve a distribuicao, para grandes areas, do modelo com ¢ = 8.
Aparentemente a cauda mantém a memoria da distribuicdo inicial, sendo descrita pela lei de poténcia
com expoente -2. O detalhe mostra (em escala semi-logaritmica) que a regido de pequenas areas nao
escala com o comprimento caracteristico e seu comportamento se assemelha ao do modelo puro (detalhe
da figura 4.16).
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determinam o comportamento dinamico das grandes areas, resultando no decaimento da
lei de poténcia. Assim, para g > 4 sistemas puros e desordenados se comportam, qualita-
tivamente, de maneira diferente quando a condicao inicial de equilibrio é na temperatura
critica. Para ¢ < 4 o estado inicial em T, mantém correlacoes de longo alcance indepen-
dentemente da presenca de desordem. Para qualquer circunstancia onde a distribuicao
tem a forma de uma lei de poténcia, para grandes areas o expoente da distribuicao é -2.
Considerando que para ¢ > 4 a desordem afetou pouco a distribuicao das pequenas areas
(observando os detalhes das figuras 4.16 e 5.6) concluimos que a desordem tem um forte

efeito sobre a forma da distribuicao para grandes areas.



Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho analisamos algumas propriedades geométricas caracteristicas do orde-
namento de fases dinAimico do modelo de Potts em duas dimensoes através de simulagoes
computacionais. Nossa motivagao partiu dos recentes resultados obtidos para o modelo
com g = 2 estados (modelo de Ising) [25,29,30], e nossa ideia foi generalizar para o caso
com miultiplos graus de degenerescéncia, caracteristico do modelo com ¢ > 2 estados. Os
resultados analiticos obtidos por J. Cardy e R. Ziff [28|, que descrevem a distribuicao ini-
cial das areas dos hulls para o modelo de percolagao aleatéria no ponto critico (p. ~ 0.59)
(equagao 3.9), e para o modelo de Ising na temperatura critica T, (equacao 3.10). Sabendo
que no regime de escala a dinamica do sistema é regida exclusivamente pela curvatura
das interfaces (lei de Allen-Cahn) foi determinado exatamente [25,29]| a forma da dis-
tribuicao das areas dos hulls em qualquer intervalo de tempo, dada pelas equacoes 3.11 e
3.12. A concordancia entre os resultados analiticos e computacionais sao impressionantes
(capitulo 3).

Embora muito seja conhecido a respeito das propriedades geométricas para o modelo
com dupla degenerescéncia, comparativamente pouco se sabe a respeito do modelo com
q > 2 estados. Nao existem solucoes analiticas para a distribuicao inicial nestes casos, e a
propria dinamica de crescimento sofre com novos efeitos que para o modelo com g = 2 esta-
dos nao existiam ou eram irrelevantes. E o caso da coalescéncia e dissociacio de dominios,
que no modelo de dois estados ocorre apenas no inicio da evolugao, até o sistema atingir
o regime de escala, mas que no modelo com multiplos graus de degenerescéncia ocorre
mesmo apos o sistema atingir tal regime, embora tais efeitos parecam nao influenciar a
dindmica de crescimento ao ponto de interferir na taxa média de crescimento dos dominios
e hulls. O processo de crescimento continua sendo regido pelas curvaturas das interfaces.
Entretanto, novas regioes com triplice fronteira surgem no sistema e causam o efeito de
“trancamento” da dinamica a baixas temperaturas na rede quadrada, obrigando o uso de

ativagao térmica para que o sistema possa evoluir.
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Cada dominio, correspondente a um dos muitos (¢ > 2) estados acessiveis do sistema,
passa a ter sua evolucao dinamica baseada na dependéncia de seu ntimero n de lados. A
taxa com que a area de um dominio varia no tempo deixa de ser constante (como ocorre
no caso ¢ = 2 independentemente do tamanho do dominio (equagao 3.6)), passando a
depender do ntmero de lados (¢ > 2). Isto implica que em um determinado instante
um dominio pode crescer (n > 6) e no instante seguinte diminuir (n < 6) uma vez que
dominios podem surgir e desaparecer devido as flutuacoes térmicas, variando assim o

nimero n de lados de um dominio durante a evolucao.

Apesar de existirem algumas semelhancas entre o modelo com ¢ = 2 e o modelo
com g > 2 estados, nao era possivel fazer qualquer previsao a respeito da forma da
distribuicao para o caso do modelo com miiltiplos graus de degenerescéncia. O primeiro
resultado surpreendente surgiu ao analisarmos a distribuicao para o modelo com o niimero
de estados compativel com a transi¢do de segunda ordem (2 < ¢ < 4) quando o mesmo
parte do estado de equilibrio a temperatura critica e, apos ser submetido a um quench, é
levado a um estado de ndo-equilibrio a temperatura 7y = 7. /2. Neste caso, a distribuicao
mantém a forma de lei de poténcia, compativel com o resultado analitico obtido para
q = 2 (equacao 3.12). O resultado é inesperado pois, no caso ¢ = 2 a taxa com que a area
de um hull varia independe do tamanho do hull, sendo contante durante toda a evolucao
3.6. No entanto, de acordo com a lei de von Neumann, a taxa de crescimento do hull
no modelo com ¢ > 2 estados depende do nimero n de lados (equacao 4.2), deixando de
ser constante e consequentemente nao sendo possivel determinar a forma da distribuicao

num tempo ¢ qualquer mesmo conhecendo a distribuicao num tempo ¢; anterior.

Observamos um novo comportamento para a distribuicao das areas dos dominios e
hulls, presente sob duas circunstancias: quando o sistema com ¢ > 2 estados parte da
configuragao de equilibrio a temperatura infinita, ou quando o estado inicial de equilibrio
corresponde a uma transi¢ao de primeira ordem (¢ > 4). Em qualquer um destes casos,
a distribuicao inicial nao é mais uma lei de poténcia, mas possui uma cauda exponen-
cial. Para o caso do sistema com miiltipla degenerescéncia e equilibrado na temperatura
infinita, a densidade da configuragao inicial, p = 1/q, se afasta cada vez mais do limite
critico de percolagao aleatoria (onde a distribuicao inicial tipo lei de poténcia é conhecida
exatamente) a medida que a degenerescéncia aumenta. No caso de um sistema com ¢ > 4
estados, termalizado em T, a correlacao do estado inicial é finita. Durante a evolucao
o sistema perde toda a memoria da correlacao inicial e mantém a forma exponencial da
distribuicao inicial. Neste caso também nao existem resultados analiticos que descrevam
a distribuicao das areas em qualquer tempo. Resumindo, nossa analise demonstrou o
papel fundamental desempenhado pelas condicoes iniciais, mais precisamente se elas tém

comprimento de correlacao infinito ou nao.
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Mesmo sem conhecer a forma analitica das distribuicoes para o modelo de Potts com
q > 2 estados, confirmamos a validade da hipotese de universalidade para todos os casos,

onde o comprimento caracteristico ¢ R(t) ~ t'/2, de acordo com a lei de Allen-Cahn.

Estudamos também as propriedades geométricas relacionadas com as areas dos hulls
para o modelo de Potts com desordem ferromagnética fraca (do tipo quenched). A prin-
cipal caracteristica da desordem em sistemas que possuem transicao de primeira ordem
é mudar a ordem da transicao. No nosso caso o sistema com desordem apresenta tran-
sicao de segunda ordem (continua) para qualquer nimero ¢ > 2 de estados. Quando o
sistema parte do estado de equilibrio a temperatura T, — oo, as distribuicoes mantém as
mesmas caracteristicas do caso puro. Isto porque a desordem nao afeta o limite critico de
percolacao aleatoria. Entretanto, nos casos onde o sistema parte do estado de equilibrio
na temperatura critica, Ty = Tc(e), a distribuicao é, desde o instante inicial, uma lei de
poténcia, pois as correlagoes iniciais passam a ser todas de longo alcance. A forma da
distribuicao é basicamente a mesma que a obtida analiticamente, no entanto a funcao de
escala nao obedece mais a lei de Allen-Cahn. Esta mudanca de comportamento devido a
presenca de desordem mostra que a hipotese de super-universalidade nao é valida neste

sistema.

Baseados no argumento da similaridade propusemos uma forma geral, valida tanto
para o modelo puro quanto para o modelo com desordem ferromagnética fraca, que des-

creve a distribuicao das areas dos hulls quando a mesma é tipo lei de poténcia,

(¢ = Dey

[A+ R()] oy

Tlh(A, t) ~
onde o prefator ¢, passa a depender nao somente do nimero de estados ¢ mas também
do grau de desordem e. Nos casos onde a degenerescéncia ¢ ¢ > 4 a equacao 6.1 nao
descreve bem a distribuicao para pequenas areas possivelmente devido aos efeitos do
pinning gerado pela desordem. Embora a teoria para o modelo de dois estados nao seja
facilmente estendida para o caso g > 2, nossos resultados servem como um primeiro passo

nessa direcao.

6.1 Perspectivas

Existem outras propriedades geométricas relacionadas com os dominios e hulls que nao
foram estudadas aqui mas que merecem atencao. Por exemplo, a distribuicao dos compri-

mentos dos perimetros, do nimero n de lados, e a relacao entre a 4rea e o perimetro com o
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nimero de lados possuem um grande interesse em sistemas celulares’. Em particular, se-
ria interessante verificar se as leis de Lewis e Aboav-Weaire [101] sao véilidas no modelo de
Potts bidimensional, com e sem a presenca de desordem. A primeira afirma que a relacao
entre a area média de uma célula, (A,), e seu respectivo niimero n de lados é basicamente
linear, (A,) ~ A + Bn. A segunda relaciona o nimero de lados de uma célula com o
numero médio de lados das células vizinhas. Acreditamos que exista uma relacao entre a
forma da distribuicao e o valor da taxa efetiva de crescimento dos dominios e hulls, dA/dt,
que sendo negativa induz uma distribuicao lei de poténcia e sendo positiva induz a dis-
tribuicdo exponencial. E possivel que, caracterizando melhor as propriedades geométricas
do sistema, obtenhamos novas informagoes que nos ajudem a entender a origem destas
diferencas.

Esperamos também que nossos resultados sirvam de guia no estudo de sistemas reais,
como ocorreu com o caso ¢ = 2 cuja distribuicao analitica serviu como base na descricao
dos dominios formados em cristais liquidos [31].

Por fim, desejamos estender toda andlise do modelo de Potts bidimensional para o
modelo em trés dimensoes. A distribuicao das areas pode ser analisada de duas formas:
considerando as se¢oes transversais (planos bidimensionais) do volume, e/ou considerando
a distribuicao dos volumes dos dominios na rede cibica. A complexidade do problema
torna-se bem maior no caso tridimensional e nao é 6bvio qual tipo de distribui¢ao encon-

traremos neste caso.

'Em biologia, a maioria das atividades de investigacio sobre as estruturas celulares tém como foco os
estudos dos arranjos geométricos das células de tecido epidérmico.
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