UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Erick Scopel

CONTRIBUICOES PARA A TEORIA DE DIMENSAO
MEDIA METRICA E PARA A TEORIA DE DIMENSAO DE
HAUSDORFF MEDIA

Porto Alegre, RS
2021



Erick Scopel

CONTRIBUICOES PARA A TEORIA DE DIMENSAO MEDIA METRICA
E PARA A TEORIA DE DIMENSAO DE HAUSDORFF MEDIA

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Matematica, Area de
Sistemas Dinamicos, da Universidade Fede-
ral do Rio Grande do Sul (UFRGS, RS),
como requisito parcial para obtencao do

titulo de Doutor em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Alexandre Tavares Baraviera

Porto Alegre, RS
2021



Erick Scopel

CONTRIBUICOES PARA A TEORIA DE DIMENSAO MEDIA METRICA
E PARA A TEORIA DE DIMENSAO DE HAUSDORFF MEDIA

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Matematica, Area de
Sistemas Dinamicos, da Universidade Fede-
ral do Rio Grande do Sul (UFRGS, RS),
como requisito parcial para obtencao do

titulo de Doutor em Matematica.

Aprovado em 29/07/2021:

Alexandre Tavares Baraviera, Dr. (UFRGS)

Diego Marcon Farias, Dr. (UFRGS)

Leonardo Fernandes Guidi, Dr. (UFRGS)

Lucas da Silva Oliveira, Dr. (UFRGS)

Isabel Lugao Rios, Dr2. (UFF)

Porto Alegre, RS
2021



AGRADECIMENTOS

Agradego, em primeiro lugar, minha amada companheira Karina Costantin que
vivenciou todos os momentos desta caminhada, sempre me incentivando e me apoiando

durante o percurso. Fostes meu porto seguro!

Agradego aos professores do PPGMat da UFRGS que me acolheram e abriram
horizontes pelos quais pretendo percorrer o resto da vida. Em especial, quero agradecer
meu orientador, professor Alexandre Baraviera, pela amizade, confianca e, acima de tudo,

pelos ensinamentos.

Agradeco aos pesquisadores Fagner Rodrigues e Jeovanny Acevedo pelos momentos
de troca de experiéncias e pelas ideias que possibilitaram o desenvolvimento dos topicos

apresentados nesse trabalho.

Agradeco aos colegas e amigos que fizeram dessa caminhada uma jornada mais
leve e divertida. Em especial, aos colegas de viagem, Alex Becker e Henrique Cereser, que
compartilharam momentos (e muitos km’s) especiais e que marcaram positivamente esta

caminhada. Saibam que estarao para sempre em minhas memérias!

Ao colega de vida, um irmao de caminhada, Lucas, agradeco por estar desde o

inicio da graduacao até esta etapa trilhando este caminho comigo. Te vejo no IF' ...

O presente trabalho foi realizado com apoio do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS), o qual agradeco pela oportunidade

de afastamento.



“A uns trezentos ou quatrocentos metros da
Piramide me inclinei, peguei um punhado
de areia, deixei-o cair silenciosamente um
pouco mais longe e disse em voz baixa: Estou
modificando o Saara. O fato era minimo,
mas essas palavras pouco engenhosas eram
exatas e pensei que havia sido necessaria
toda minha vida para que eu pudesse dizé-

las.”

Jorge Luis Borges



RESUMO

CONTRIBUICOES PARA A TEORIA DE DIMENSAO MEDIA METRICA
E PARA A TEORIA DE DIMENSAO DE HAUSDORFF MEDIA

AUTOR: Erick Scopel
ORIENTADOR: Alexandre Tavares Baraviera

Este trabalho tem por objetivo contribuir com a teoria de dimensao média métrica (LIN-
DENSTRAUSS; WEISS, 2000) e a teoria de dimensao de Hausdorff média (LINDENS-
TRAUSS; TSUKAMOTO, 2019). Nesse sentido, esta investigagao aborda cinco pontos,
sao eles: 1) a definigdo da aplicagao shift t-modificado e sua exploracdo quanto a sua
dimensao média métrica em diferentes contextos; 2) a definicdo do conceito de existéncia
de ponto de dimensao média métrica e a constatacao que dinamicas nao-autonomas lo-
calmente homeomorfas possuem tal ponto; 3) a demonstracao que aplicagoes continuas
definidas em espacgos de Banach, que gozam da propriedade de especificacao geral, tém
dimensao média métrica positiva; 4) a investigacdo do conceito de dimensao de Haus-
dorff média quanto a suas propriedades; 5) a exploragao do comportamento da dimensao

média métrica e da dimensao de Hausdorff média quanto a variacao da métrica do espaco.

Palavras Chave: Dimensao média métrica; Dimensao de Hausdorff média; Métrica.



ABSTRACT

CONTRIBUTIONS TO THE THEORY OF METRIC MEAN DIMENSION
AND TO THE THEORY OF MEAN HAUSDORFF DIMENSION

AUTHOR: Erick Scopel
ADVISOR: Alexandre Tavares Baraviera

This work aims to contribute to the theory of metric mean dimension (LINDENSTRAUSS;
WEISS, 2000) and the theory of mean Hausdorff dimension (LINDENSTRAUSS; TSU-
KAMOTO, 2019). In this sense, this investigation approches five points: 1) the definition
of the t-modified shift map and its exploration about its metric mean dimension in diffe-
rent contexts; 2) the definition of the concept of point of the metric mean dimention and
the finding that non-autonomous dynamics locally homeomorphic have this point; 3) the
demonstration that continuous maps defined in Banach spaces, that enjoy general specifi-
cation property, have positive metric mean dimension; 4) the investigation of the concept
of mean Hausdorff dimension about its properties; 5) the exploration of the behavior of
metric mean dimension and of mean Hausdorff dimension about the variation of metric

in the space.

Keywords: Metric mean dimension; Mean Hausdorff dimension; Metric.
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INTRODUCAO

A entropia topoldgica é um invariante topoldgico util para descrever e classificar o
quao cadtico é um sistema dinamico (M, f), onde M é um espago compacto metrizavel
e f: M — M é uma aplicagao continua. A saber, a entropia topoldgica quantifica, de
forma exponencial, o nimero de érbitas distinguiveis por erros arbitrariamente pequenos.
Um exemplo cléssico é a aplicagao shift no espaco simbélico {1,2,...,1}%, cuja entropia
topologica é logl. Podemos notar que a entropia topolégica do shift esta diretamente
ligada a quantidade de simbolos do espago base. Agora, se considerarmos a aplicagao shift
em um espaco K%, onde K é um espaco métrico compacto com infinitos simbolos, teremos
sempre entropia topoldgica infinita e, portanto, este invariante nao nos da informacao
sobre K além do fato desse ser infinito.

Diferentemente do que acontece com aplicacoes Lipschitz, que tém entropia to-
poldgica finita, aplicacoes que sao apenas continuas, como ¢ o caso do shift, podem ter
entropia infinita. Como mostra Yano (1980), o conjunto de sistemas definidos em uma
variedade de dimensao maior que um, cuja entropia topoldgica é infinita, formam um
conjunto residual no conjunto consistindo das aplicagoes continuas definidas na varie-
dade. Nesse contexto, assim como no shift definido em alfabetos infinitos, a entropia
topoldgica nao é uma ferramenta 1til para classificar as dinamicas.

Em 1999, Gromov define um novo invariante topolégico chamado de dimensao
média. Este é uma versao dinamica da dimensao topoldgica que quantifica quantos
parametros por iterada é necessario para descrever uma Orbita de um sistema dinamico.
Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram que existem colegoes de sistemas dinamicos com
dimensao média nula, sao elas: sistemas onde o espaco tem dimensao topoldgica finita;
sistemas com entropia finita e sistemas unicamente ergédicos. Por outro lado, mostram
que a aplicacao shift definida no espago compacto ([0, 1]¢)%, onde ¢ é um inteiro positivo,
tem dimensao média igual a c¢. Além disso, os autores mostram que qualquer sistemas
dinamico (N, g) que ¢ um fator nao-trivial de ([0, 1)%, o), tem dimensdao média positiva.

Outros resultados envolvendo o conceito de dimensao média sao no contexto de
mergulho de um sistema dindmico em outro. Dizemos que um sistema dinamico (M, f)

pode ser mergulhado em um sistema dinamico (N, g) se existe uma inclusao i: Ml — N



satisfazendo g o i = i o f. Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram que uma condigao ne-
cessdria para que um sistema dinamico invertivel (M, f) seja mergulhado em (([0,1]%)%, o)
¢ que sua dimensao média seja menor ou igual a c¢. Mais recentemente, os trabalhos de
Lindenstrauss e Tsukamoto (2013; 2018) e Gutman e Tsukamoto (2020) mostram que um
sistema minimal (M, f) pode ser mergulhado em (([0,1]°)% o) se a dimensdo média de
(M, f) é menor que g, sendo § a constante 6tima.

Como visto, obter cotas superiores para a dimensao média de um sistema dinamico
¢ importante para a classificagao de dinamicas com entropia infinita. Nesse sentido,
Lindenstrauss e Weiss (2000) propde uma versao dinamica da dimensao de Minkowski,
chamada de dimensao média métrica, que ¢ um majorante para a dimensao média, mas nao
¢ um invariante topoldgico visto sua dependéncia com a métrica do espaco. Os autores
também demonstram que se (M, f) é uma extensdo de um sistema dinamico minimal,
entao existe uma métrica d’ em M, compativel com a topologia de M, tal que a dimensao
média e a dimensao média métrica com respeito a d’ coincidem.

Como primeiro objetivo de nosso trabalho, definimos a aplicagao shift t-modificado,
que consiste na generalizagao do shift modificado proposto por Muir e Urbanski (2014), e o
exploramos quanto a sua entropia topoldgica, dimensao média e dimensao média métrica.
Entre outros resultados, mostramos que o shift t-modificado tem a mesma dimensao
média métrica que o shift quando a aplicacao que modifica o shift conserva ou expande
distancias.

Em um segundo momento, buscamos expandir a gama de propriedades da dimensao
média métrica a luz dos trabalhos recentes de Acevedo e Guevara (2019), Acevedo (2020) e
Rodrigues e Acevedo (2021), que exploram propriedades da dimensao média métrica tanto
no contexto de sistemas dinamicos autonomos quanto no contexto de sistemas dinamicos
nao-autonomos. Para tal, realizamos um levantamento bibliografico acerca de trabalhos
que explorassem as propriedades para a entropia topologica, em busca de inspiragao para
os resultados no nosso contexto.

Iniciamos com o trabalho de Bi§ (2013) que define o conceito de ponto de entropia
para sistemas dinamicos e, entre outros resultados, mostra a existéncia de tal ponto para
o caso que f é um homeomorfismo. Exploramos a definicao proposta pelo autor em um
espaco métrico nao compacto, mas que goza de aproximacao por compactos invariantes
(ver essa definigao no Capitulo 3). Nesse contexto, exibimos um ponto e uma vizinhanga
aberta arbitrariamente pequena deste ponto que aproxima, de forma arbitraria, a entropia
no espaco todo.

Em 2019, Sarkooh e Ghane generalizam o resultado obtido por Bi$ (2013) e obtém
ponto de entropia para sistemas dinamicos nao-autonomos localmente homeomorfos defi-

nidos em um espaco métrico compacto. Inspirados no trabalho dos autores, definimos o
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conceito de ponto de dimensao média métrica para sistemas nao-autonomos em um espaco
métrico compacto e mostramos que quando esses sistemas sao localmente homeomorfos,
entao existe ponto de dimensao média métrica.

Como é conhecido na literatura (ver Sigmund, 1974) o fato de um sistema dinamico
ter a propriedade de especificacao implica que este tem entropia topoldgica positiva. Gui-
ados por esse resultado, buscamos os trabalhos de Bartoll et al (2012; 2016; 2019) que
tratam de sistemas dinamicos definidos em espagos de Banach que gozam da propriedade
de especificagao geral (ver essa definigado no Capitulo 4) e mostramos que esses sistemas
tém dimensdo média métrica positiva. Um interessante exemplo de dinamica (ver Bar-
toll et al, 2012) que goza da propriedade mencionada anteriormente é o shift definido no
espaco de Banach P(v) (1 < p < 00), onde v = (v;)$2; é uma sequéncia limitada, definido

por
5 0
P0) = (@i)ken: |zl = | Y lwalPox

k=1

Posteriormente, passamos a investigar a dimensao de Hausdorff média, conceito
definido por Lindenstrauss e Tsukamoto (2019) para o desenvolvimento de um principio
variacional entre a dimensao média e a taxa de distor¢ao. Os autores definiram tal conceito
e mostraram que este é um majorante para a dimensao média e um minorante para
dimensao média métrica. Por outro lado, os autores nao exploram as propriedades do
novo conceito. Assim, dedicamos parte desde trabalho para entender a dimensao de
Hausdorff média e mostrar algumas propriedades que esta goza a luz das propriedades
que a dimensao média métrica e a dimensao de Hausdorff satisfazem.

Tanto o conceito de dimensao média métrica quanto o conceito de dimensao de
Hausdorff média dependem da métrica e, portanto, nao sao invariantes topoldgicos. Uma
forma natural de encarar-los é como uma aplicacao de trés variaveis, a saber: a dinamica
f; o conjunto f-invariante onde a dinamica atua; a métrica d do espaco. Sendo assim,
podemos nos perguntar como a dimensao média métrica e a dimensao de Hausdorff média
variam quanto a cada uma dessas varidaveis. Para a dimensao média métrica, trabalhos
como o de Carvalho, Rodrigues e Varandas (2019) e Acevedo (2020) exploram o compor-
tamento sob a Otica da dependéncia quanto as duas primeiras variaveis. De acordo com
o levantamento bibliografico realizado, nao identificamos trabalhos que exploram a di-
mensao média métrica quanto a terceira variavel e a dimensao de Hausdorff média quanto
as trés variaveis.

Considerando a lacuna na area, neste trabalho, exploramos o comportamento da
dimensao média métrica e da dimensao de Hausdorff média quanto a métrica do espaco.
Para tal, consideramos classes de métricas que geram a mesma topologia e observamos

com as dimensoes se comportam quando variamos a métrica nesses classes. Entre outros
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resultados, mostramos que se a dimensao média métrica de (M, f, d) é positiva, entao é
possivel considerar uma métrica d’, compativel com a topologia do espaco M, tal que a
dimensao média métrica de (M, f,d') é tao grande quanto se queira.

Dividimos este trabalho em seis capitulos: no Capitulo 1, definimos os concei-
tos de entropia topolédgica, dimensao média, dimensao média métrica e da dimensao de
Hausdorff média e pontuamos as principais propriedades que cada um goza. No Capitulo
2, investigamos a aplicagao shift t-modificado buscando compreender como a dimensao
média e a dimensao média métrica se comportam a medida que modificamos o shift por
certas classes de aplicagoes.

No Capitulo 3, exploramos o conceito de ponto de entropia para sistemas dinamicos
definidos em espacos nao compactos que possuem uma aproximagao por compactos inva-
riantes. Ainda, definimos o conceito de ponto de dimensao média métrica e mostramos
que sistemas dinamicos nao-autonomos que sao localmente homeomorfismo possuem tal
ponto. No Capitulo 4, mostramos que sistemas dinamicos definidos em um espago de
Banach e que gozam da propriedade de especificacao geral tem dimensao média métrica
positiva. Além do orientador e do autor dessa pesquisa, o pesquisador Fagner B. Rodrigues
contribuiu com o desenvolvimento dos Capitulos 3 e 4.

O Capitulo 5 é dedicado a explorar o conceito dimensao de Hausdorff média quanto
as suas propriedades, fazendo paralelos com as propriedades que a dimensao de Hausdorff
e a dimensao média métrica gozam. No Capitulo 6 procuramos entender como variam a
dimensao de Hausdorff média e a dimensao média métrica quanto a métrica tomada no
espaco. Dividimos o Capitulo 6 em se¢oes com o objetivo de subdividir o problema pro-
posto em classes de métricas equivalentes. Ressaltamos que, além do orientador e do autor
dessa pesquisa, os pesquisadores Jeovanny M. Acevedo e Alex J. Becker contribuiram com

o desenvolvimento dos Capitulos 5 e 6.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos a teoria preliminar necessaria para a compreensao dos
proximos capitulos. Iniciamos, no contexto dos sistemas dinamicos autonomos, abordando
os conceitos de Entropia Topoldgica (Segao 1.1), Dimensao Média (Segao 1.2), Dimensao
Média Métrica (Segao 1.3) e Dimensao de Hausdorff Média (Segao 1.4).

1.1 Entropia Topolégica

A entropia topolégica, como apresentamos aqui, foi introduzida por Bowen (1971)
e é uma ferramenta ttil para medir o quao cadtico é um sistema dinamico. De certa
forma, a entropia quantifica, numa escala exponencial, o nimero de orbitas distinguiveis
por erros arbitrariamente pequenos. Tal conceito é amplamente estudado pois trata-se
de um invariante topoldgico, isto é, dinamicas topologicamente conjugadas tém mesma
entropia topologica.

Nesta secao, desenvolveremos a noc¢ao de entropia topolégica considerando cober-
turas, conjuntos separados e conjuntos geradores para uma dinamica continua num espaco
métrico compacto. Para tanto, consideramos (M, d) um espago métrico compacto, onde
d é uma métrica em M, e f: (M,d) — (M, d) é uma aplicagdo continua. As afirmagoes e
resultados desta secao nao serao demonstrados por serem amplamente encontrados na li-
teratura como, por exemplo, em Bowen (1971), Brin e Stuck (2002) e Katok e Hasselblatt
(1995).

A seguir, definimos no espago métrico (M, d) uma sequéncia de métricas que sao
utilizadas para definirmos a entropia topoldgica e, como veremos nas préximas segoes,

outros conceitos que iremos abordar: dimensao média e dimensao média métrica.

Definicao 1.1.1. Para todo n € N, definimos a n-métrica dinamica em M como a
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fungao d,, r: M x M — [0, 00) definida por

dy (2, y) = max {d(f'(z), f’(y))}, o,y € M.

0<j<n

Denotamos por (n,e)-bola, a bola de raio € > 0 com respeito a métrica d, ;.

Note que as n-métricas dinamicas dependem da métrica d e da aplicacao f. Ainda,
as n-métricas dinamicas nos dao uma nova nocao de distancia uma vez que d,, (z,y) mede

a distancia entre os segmentos de érbita I"(z) = {z, f(z),..., [ Hz)} e

"(y) ={y, f(),.... " ()}

Observacao 1.1.2. Quando for clara qual a aplicagao que estamos utilizando ou quando

nao for necessdrio exibi-ld, escrevemos d,, ao imvés de d,, 5.

Note que, para todo n € N, a aplicacao d,,, dada na Defini¢ao 1.1.1, é uma métrica

em M visto que d é métrica em M. Ainda, para todo n € N, vale

dn(xa y) Z dn_l(l', y)7

para todo x,y € M, donde segue que (d,),>1 uma sequéncia nao-decrescente de métricas

em M. Em particular, para todo n € N vale

dn(,y) > d(z,y),
para todo z e y em M.

Observacao 1.1.3. E possivel mostrar que as métricas d,, para todo n € N, geram a

mesma topologia de d em M.

As préximas defini¢oes objetivam quantificar a érbitas distinguiveis com respeito
a d,. Comecamos contando a quantidade de coberturas arbitrariamente pequenas, com
respeito a d,, que cobrem (M, d). Para tal, dados ¢ > 0 e n € N, denotamos por
covg(n, f,€) o nimero minimo de elementos com diametro menor que €, com respeito a

d,, de uma cobertura de M. Podemos notar que para quaisquer m,n € N, vale
COVd(m +n, f7 5) < COVd(n, f7 6) ) COVd(m7 f’ 5)'

Sendo assim, a sequéncia a, = log(covq(n, f,e)) é subadditiva. Portanto, para fixo ar-
bitrario € > 0, faz sentido definirmos, utilizando o Lema de Fekete,
o1
cova(f,e) = lim —log (covqa(n, f,¢)).

n—oo N

Definigao 1.1.4. Definimos a entropia topoldgica do sistemas dinamico (M, f) por
ha(M, f) = lg%covd(f, £).

14



Existem outras duas formas equivalentes de definirmos entropia topoldgica de um
sistema dinamico. Para tal, introduziremos os conceitos de conjuntos (n, f,e)-gerador
e (n, f,e)-separado. Informalmente, um conjunto é dito (n, f,e)-gerador quando todo
elemento do espaco M é aproximado, em termos da métrica d,,, por um elemento do con-
junto. J4 um conjunto é dito (n, f, £)-separado quando quaisquer dois elementos distintos

do conjunto tem distancia, em termos da métrica d,,, maior que €.

Definicao 1.1.5. Dados K C M e € > 0 dizemos, para cada n € N, que um subconjunto
E de K € (n, f,e)-gerador para K com respeito a f se, para cada x € K, ezistey € E
tal que

dy(x,y) <e.

Denotamos por spany(n, f,e, K) a minima cardinalidade de um conjunto (n, f,€)-gerador

para K.

Observacgao 1.1.6. Denotamos por spany(n, f,€) a minima cardinalidade de um conjunto

(n, f,e)-separado para M.

Definicao 1.1.7. Dados K C M e € > 0 dizemos, para cada n € N, que um subconjunto

E em K é (n, f,e)-separado para K com respeito a [ se, para cada par (x,y) € E, vale
dn(7,y) > €.

Denotamos por sepy(n, f,e, K) a mdrima cardinalidade de um conjunto (n, f,)-separado

para K.

Observagao 1.1.8. Denotamos por sepy(n, f,€) a mdrima cardinalidade de um conjunto

(n, f,e)-separado para M.

Dado ¢ > 0, para cada K subconjunto compacto em M, denotamos a taxa de
crescimento exponencial das quantidades dadas na Definigdo (1.1.5) e Defini¢ao (1.1.7)
por

1
spany(f, e, K) = lim sup — log (spany(n, f, &, K))

n—oo N

1
Sepd(f> g, K) = lim sup — lOg (Sepd(n7 fv g, K)) .

n—oo N

O préximo lema relaciona a subconjuntos separados, geradores e a cobertura de M

por bolas n-dinamicas.
Lema 1.1.9. Seja (M, d) um espago métrico compacto. Sao vdlidas os sequintes itens:
i) para e >0 en >0, temos que
covq(n, f,2¢e) < spany(n, f,e) < sepy(n, f,e) < covq(n, f,e) < oc.
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it) Seja K C M compacto. Se €1 < g9, entdo

Spand(nﬂ f7 €2, K) < Spand(nv f7 €1, K) € Sepd(”)fa 527K) < Sepd(”?faghK)‘

Demonstra¢ao. Bowen (1971), Lema 1, pagina 402 e Brin e Stuck (2002), pagina 37. O

Segue do Lema (1.1.9) que a definigao de entropia topoldgica dada na Defini¢ao

1.1.4 é equivalente a definicao de entropia topoldgica dada pela seguinte definicao:

Definicao 1.1.10. Seja K C M um subconjunto compacto. Definimos a entropia to-

pologica de f em K por
ha(F. f) = lim spany (f.=, K) = limsepq (.=, K).
Por fim, definimos a entropta topologica de f por
ha(M, f) = sup{ha(K, f): K C M compacto }.

Observacao 1.1.11. Pelo Lema 1.1.9, podemos definir a entropia topoldgica de f em
K C M como

1 1
hq(K, f) = lim lim inf — log (spany(n, f, e, K)) = lim lim inf — log (sep4(n, f, ¢, K)) .
e—=0 n—oo N e=>0 n—oo N

Observe que a entropia topoldgica, como definida anteriormente, tem uma de-
pendéncia da métrica d. Por outro lado, Bowen (1971) mostra que se duas métricas d e
d' sdo uniformemente equivalentes em M, isto é, se as aplicagdes idq: (M, d) — (M, d’) e
idgy: (M, d") — (M, d) s@o uniformemente continuas, entao hq(M, f) = hqy (M, f).

Ainda mais, é possivel mostrar (ver Brin e Stuck (2002), Proposicao 2.5.3) que
a entropia topoldgica de uma aplicacao continua f: M — M nao depende da escolha
particular da métrica que gera a topologia do espaco compacto M. Portanto, a partir
de agora, utilizaremos a notac¢ao hi,,(M, f) para nos referirmos a entropia do sistema
dindmico (M, f).

No que segue, mostramos alguns exemplos que elucidam a teoria que apresenta-
mos até entao e, por fim, elencamos algumas propriedades interessantes que a entropia
topologica goza. Decidimos nao demonstrar tais propriedades por se tratarem de resulta-

dos classicos e que se encontram nas referéncias ja citadas no inicio da secao.

Exemplo 1.1.12. Considere (M, d) um espago métrico compacto e f: M — M uma iso-
metria. Entao hyop,(M, f) =0 (adaptado de Katok e Hasselblatt (1995) pdgina 119).

De fato, sendo f isometria, temos que para todo x,y € M wvale

d(x,y) = d(f"(x), ["(y)),
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para todo n € N. Assim, para fizado € > 0, temos cova(n, f,e) = covq(1, f,e) para todo
n € N. Portanto, seque que

1
hiop(M, f) = lim lim — log (covq(n, f,€))

e—=0n—oo N

1
= lim lim —log (covq(1, f,€)) = 0.

e—>0n—o0o N

Exemplo 1.1.13. Considere (M, d) um espago métrico compacto e uma aplica¢ao Lips-
chitz f: M — M. Entdo, a entropia topoldgica de f € finita (ver Katok e Hasselblatt
(1995) pdgina 123).

Um exemplo classico é a aplicagao shift, denotado por ¢, num espaco produto de
k sfmbolos {0,...,k — 1} (ver Katok e Hasselblatt (1995) pdgina 121). Sua entropia
topoldgica é log(k), ou seja, a entropia topolégica da aplicacao o é logaritmo do nimero
de elementos do espago base {0,...,k — 1}. Agora, o que acontece quando o ntiimero de

simbolos é infinito?

Exemplo 1.1.14. Considere o espago métrico compacto ([0,1]Y,d), onde d é definido

por d(x,y) = Z E\xl — yi|. Mostraremos que a entropia topoldgica da aplicagio o em
i=0

([0, 1N, d) € infinita (adaptado de Acevedo e Rodrigues (2021) Lema 4.1).

De fato, dado 0 < e < 1 e fixado um arbitrdario n € N, consideramos o conjunto
1
A= {x el0,1N: z,, € {0,5,25,..., L—Js} 0<m<n-1 e z,=0, c.c.}.
€
Afirmacao I: Dois quaisquer pontos distintos de A, . tém distancia maior que € com

respeito a d,.

De fato, sejam x,y € A, distintos. Entao existe algum t € {0,...,n — 1} tal que

Ty # Y. Assim, temos

dn(w,y) = max {d(o’(x), 0’ (y))}

0<j<n
= max ilfaj(x)z—d(?/)z‘
0<j<n | = 2t
. (1.1

o que mostra o afirmado.
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Seque da Afirmacao I que pontos distintos de A, . tém distancia d,, maior ou igual
que €. Assim, qualquer colecao U de conjuntos que cobrem [0, 1] cujos elementos tém
diametro maior que £ com relagao a métrica d,, devem ter cardinalidade maior ou igual
a cardinalidade de A, .. Disso, temos que

covq(n,o,e) > (1 + Llj)n > (1 + 1)n

S e

Portanto,

1
N T . L
hiop([0,1)7,0) = lg% nh_r)rolo - log (cova(n, 0, ¢))

o1 \"
> lim lim —log [ 1+ —
e—>0n—ocon £

) 1
> limlog ( 1+ — ) = o0,
e—0 £

findando o exemplo.

O Exemplo (1.1.14) mostra que uma dinamica somente continua pode ter entropia
topoldgica infinita, algo que nao acontece para dinamicas Lipschitz, como indicado no
Exemplo (1.1.13). Além disso, outras interessantes propriedades da entropia topoldgica
sao amplamente conhecidas e algumas delas s@o trazidas aqui nos proximos itens. A de-

monstracao desses podem ser encontradas em Brin e Stuck (2002).

Propriedades da entropia topolégica:

i) Sejam (My, f) e (My, g) sistemas dinamicos onde M; e My sdo espagos métricos

compactos e f, g sao continuas. Se existe um homeomorfismo ¢: M; — M, tal que
¢o f=gop,entao
htop(Mlu f) = htop(M27 g)

Em palavras, isso significa dizer que sistemas dinamicos que sao topologicamente

conjugados tém a mesma entropia topologica.

ii) heep(M, f™) = m heop (M, f), para todo m € N. Além disso, se f é homeomorfismo,
entao hiop (M, f™) = |m| hiop (M, f), para todo m € Z.

iii) Sejam (M, d) e (N,d’) espagos métricos compactos e f: M — M e g: N — N

aplicacoes continuas. Se g é um fator ! de f, entao

htop(Mu f) 2 htop(N7 g)

ISejam f e g aplicacdes que atuam nos respectivos espacos métricos (M, d) e (Y, d’). Recordamos que

quando existe uma aplicacdo sobrejetiva m: M — Y tal que g* o 7 = 7 o f!, para todo ¢, dizemos que g é

um fator de f.
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iv) hiop(M, f) = hyop(f), f), onde Q(f) é o conjunto nao-errante? de f em M.

v) Para f: M — M e g: N — N aplicagoes continuas definidas nos espagos compactos
(M, d) e (N,d’), consideramos a aplicagdo f x g: M x N — M x N definida por
(f x g)(z,y) = (f(z), f(y)), para todo (x,y) € M x N. Ainda, consideremos a

métrica da soma em M x N, a qual denotaremos por d x d’. Temos que

htop<M X N7f X g,d X d,) - htop(M7 f: d) + htop(Nag’d/>'

1.2 Dimensao Média

A dimensao média, introduzida por Gromov (1999) para sistemas dinamicos, é
um invariante topoldgico que pode dar informagoes sobre a dinamica quando esta tem
entropia topoldgica infinita. Tal conceito esta fortemente relacionado com a dimensao
topoldgica do espaco. As afirmacoes e resultados desta secao podem ser encontrados na
referéncia Coornaert (2015).

Durante nesta secao, consideramos (X, 7) é um espago topoldgico onde X é um

conjunto e 7 a topologia.

Defini¢ao 1.2.1. Seja I um conjunto de indices e considere U = {U;: i € I}. Dizemos

que U € uma cobertura aberta de X se cada U; é aberto em X e
X - UiGHUi‘

Definicao 1.2.2. Uma cobertura aberta V de X € um refinamento da cobertura aberta
U de X quando, para todo V; € V, existe um aberto U; € U tal que V; C U;. Nesse caso,
denotamos V > U.

Recordamos que dada duas coberturas abertas V={V;: j€ J} e U= {U;: i € I}

de X, podemos definir uma nova cobertura aberta em X por
VvU={U;nV;:ielejel}

Proposicao 1.2.3. Sejam f: X — X uma aplicagao e U e V coberturas abertas de X .
Entao

fUVY) =TI U) V).

Demonstragao. Ver Coornaert (2015), pdgina 107-108. O

’Dizemos que z € M é nao-errante se para todo aberto U C M contendo x e todo N > 0, existir
n > N tal que f"(U)NU # (). Denotamos por Q(f) o conjuntos dos pontos nao-errantes da dinamica

(M, £)-
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E possivel mostrar que se U e V sao coberturas abertas de X, entao UV V também
¢ uma cobertura aberta de X e, ainda, UV V refina tanto U quanto V. Mais ainda, se W

¢ uma cobertura aberta tal que W > U e W > V, entao W > UV V.

Definicao 1.2.4. Definimos por ordem de uma cobertura aberta U de X, denotado por
ord(U), o maior inteiro k > 0 (ou infinito, caso tal inteiro nao exista) tal que existem

distintos dois-a-dois conjuntos Uy, ..., U;, tais que Uy, NU, N---NU;, # 0.

Note que podemos escrever a ordem de uma cobertura aberta U em X como

ord(U) = (sg? Z 1U<I>> -1,

onde 1y ¢é a fungao indicador em U € U. Ainda, segue da definicao de ordem que se U e
V séo coberturas abertas de X e U > V, entao ord(U) < ord(V).

Definigao 1.2.5. Definimos o grau de uma cobertura aberta U de X, denotado por D(U),

como a menor ordem entre todos os refinamentos de U.

Note que podemos escrever o grau de uma cobertura aberta U como

D(U) = minord(V).

VU

Proposigao 1.2.6. Sejam X um espaco normal e U e V coberturas abertas finitas de X .
Entao
D(UVV)<D(U) + D(V).

Demonstragao. Ver Coornaert (2015), pagina 108. O

Observagao 1.2.7. A dimensdo topoldgica de X, denotado por dim(X), é definido

como o supremo entre todos os graus das coberturas abertas de X, isto ¢,
dim(X) = sup D(U),
onde o supremo ¢ tomado entre todas as coberturas abertas U de X.

Seja U uma cobertura aberta de X e f : X — X uma aplicagao continua, podemos
criar uma nova cobertura aberta, denotada por f~!(U), para o espaco X tomando o

conjunto das imagens inversas dos elemento de U, isto é,
FHO) ={fH(Uy): i e T}
E possivel mostrar que para toda cobertura aberta U de X, vale

D(f~Y(U)) < D(U). (1.2)
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Conhecer essa forma de produzir coberturas para o espaco X através de uma funcao
é essencial para o objeto que trata a proxima definicao, a dimensao média. Este objeto
¢é util para o tratamento de sistemas dinamicos que tem entropia topoldgica infinita, ou
seja, a dimensao média ¢é utilizada para distinguir sistemas dinamicos que tem entropia

infinita. Além disso, trata-se de um invariante topoldgico.

Definicao 1.2.8. Seja X um espagco normal e f : X — X wma aplicagao continua.
Definimos a dimensao média do sistema dinamico (X, f), denotado por mdim(X, f),

por
DUV f(U) V.-V f"(U))

Y

mdim (X, f) = sup lim
n—>00 n

onde o supremo ¢ tomado entre todas as coberturas abertas finitas U de X.

Note que o limite na Definicao 1.2.8 existe pelo Lema de Fekete uma vez que
(DU V fHU) V.-V f7H(U))),en ¢ uma sequéncia subaditiva em n.

Exemplo 1.2.9. Considere a aplica¢ao identidade I : X — X. Entao mdim(X,I) =0
(adaptado de Coornaert (2015), pdgina 112).

Seja U uma cobertura aberta do espagco X. Note que, para qualquer n € N,
uvi'uv.--vI"Uu=UvUV--- VU
ComoUVI'UOV.---VIT"MU-=UeU=U0UVI'UV---VI"U, temos que
DUV I'UV---vI"U)=D(U).
Portanto,
D(UvVIT'UV.-- v I D) D(U)

lim = lim =0,
n—+00 n n—oo 1

pois U € uma cobertura finita de X. Assim, a mdim(X,I) = 0.

Seguindo com o objetivo de exibir resultados cléssicos sobre dimensao média, traze-
mos uma lista de propriedades interessantes cujas demonstracoes podem ser encontradas
em Lindenstrauss e Weiss (2000), Coornaert (2015) e Rodrigues e Acevedo (2021).

Propriedades da dimensao média:

i) Suponha que os sistemas dinamicos (X, f) e (Y, g) (ambos dindmicas continuas em

espagos métricos compactos) sejam topologicamente conjugados. Entao
mdim(X, f) = mdim(Y, g).
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i) mdim(X, ") = n mdim(X, f), para todo inteiro n > 0. Mais geralmente, se f é um

homeomorfismo em X, entao mdim (X, /") = |n| mdim(X, f), para todo inteiro n.
iii) Se dim(X) < oo, entdo mdim(X, f) = 0.
iv) Se Y é um subconjunto fechado f-invariante de X, entao

mdim(Y, ) < mdim(X, f).
Diferentemente da entropia topoldgica, a dimensao média de um fator pode ser
maior que a dimensao média do sistema original (ver Lindenstrauss e Weiss (2000)).
v) Se f e g sdo aplicagdes continuas no espago métrico compacto (X, d), entao
mdim(X, f o g) = mdim(X, g o f).
vi) Para f: M — M e g: N — N aplicagoes continuas definidas nos espagos compactos
(M, d) e (N,d’), consideramos a aplicagdo f x g: M x N — M x N definida por

(f x g)(z,y) = (f(z), f(y)), para todo (z,y) € M x N. Ainda, consideremos a

métrica da soma em M x N, a qual denotaremos por d x d’. Temos que

mdim(M x N, f x ¢g,d x d') < mdim(M, f,d) + mdim(N, g, d").

Ainda, Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram que a inequagao pode ser estrita.

1.3 Dimensao Média Métrica

Em 2000, Lindenstrauss e Weiss desenvolvem a teoria iniciada por Gromov sobre
dimensao média e definem uma nova versao de dimensao, chamada de dimensao média
métrica, que é uma versao dinamica da dimensao de Minkowski. Entretanto, diferente-
mente da entropia topologica e da dimensao média, a dimensao média métrica nao é uma
invariante topologico uma vez que depende da métrica considerada no espaco.

Durante esta se¢ao, consideramos (M, d) é um espago métrico compacto e f: M —

M é um aplicacao continua. Lembramos que, dados n € N e ¢ > 0,

1
cova(f,€) = lim - log(cova(n, f,€)),

onde covq(n, f,€) é o nimero minimo de elementos com didmetro menor que &, com

respeito a métrica d,,, de uma cobertura de (M d).
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Definicao 1.3.1. Definimos a dimensao média métrica inferior ¢ a dimensao
média métrica superior de (M,d) com respeito a f, denotados respectivamente por
mdim,, (M, f,d) e mdimy(M, f,d), como

mdlmM (M’ f’ d) = lim inf COVd—(f,g) e mdlmM (M, f, d) — lim sup COVd(f7 5) ‘
e=0 [logel o |loge]

Se o limite supremo e o limite inferior sao iguais, denotamos o valor comum por
mdimy (M, f, d).

Assim como na entropia topoldgica, podemos escrever, de forma equivalente, a
dimensao média métrica inferior e a dimensao média métrica superior utilizando em termos
de conjuntos geradores e conjuntos separados da seguinte forma:

mdlmM (M, f, d) = liminf M — liminf Sepd(f? 5)

e—0 | log €| e—0 | log 5|
€
mdimy; (M7 f, d) = lim sup M = limsup Sepd(f7 8) .
€0 | log g es0 |logel

Dessa forma, a defini¢do de dimensao média métrica inferior (superior) se relaciona
de perto com a entropia topoldgica. Ainda, Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram que
a dimensao média métrica inferior (superior) s6 pode ser nao nula somente se a entropia
topolodgica ¢ infinita.

Por outro lado, observe que a dimensao média métrica inferior (superior) depende
fortemente da métrica que estamos considerando no espaco e, portanto, nao é um invari-
ante topoldgico. A fim de obter um invariante, conforme apontado por Lindenstrauss e
Weiss (2000), é preciso tomar o infimo entre todas as métricas que geram a topologia do

espaco, isto é, tomar

mdimy (M, f) = inf mdimy(M, f,d) e mdimy (M, f) = inf mdim(M, f,d)

deM(T) deM(r)

onde M(7) é o conjunto das métricas que geram a topologia de M.

Exemplo 1.3.2. Considere a aplicacao shift utilizada no Exemplo (1.1.14). Neste mos-

tramos que, dados quaisquer n € N e e > 0, vale

1 n
cova(n,o,e) > (1 + —) :
£

Disso, seque que

' " g,d) = liminf <29U2)
mdim,y, ([0, 1], o, d) = hran_}glf Tog )]
11
— liminf lim ——2 (cova(n, f,€))
e—=0 n—oon ‘ 10g(€)‘

log (1+1)"
> liminf lim lM
e=0 n—ooo N | log(5)|
log (1 + 1
— liminf M

= 1.
=0 [log(e)]
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Portanto, mdimy([0,1]N, o, d) > 1. Por outro lado, dado ¢ >0 e

I = [logy(2)], temos que

n>l n=[+1
1 1 (1.3)
:F(1+§+”.)
1 €
- <=
20— 2
¢ l
1 1
> (L) o
n=0 n=1 (1.4)

1
:<1—§)+1§2.

Considerando a cobertura aberta de [0, 1] dada por

I — ((k:—l)a <k+1)€),0§k§ L§J’

12 7 12
podemos ver que cada Iy tem comprimento igual a ¢. Agora, paran > 1, consideramos a

cobertura aberta de [0, 1])% por

U= UOS’LZ ,,,,, an{:c: T € Ik,“ e, Ty € Ikurn}‘ (15)

Note que cada conjunto aberto de U tem diametro menor que € com respeito a

distancia d,,. De fato, para um qualquer U € U temos, para todo x,y € U, que

d,(z,y) = max {d(aj(x),aj(y))}

0<j<n

1
= o {Z el = w'}
1 L1
= ax > ok Tk = Yjrn] + > ok [k = Yjenl -
- k>l k=0

Segue disso e das desigualdades (1.3) e (1.4) que

l
1 1
dn(z,y) = max {Z STk = Yyal + > ok [Tk = yj+k|}
k=0

N
< max Zii—l—ili (1.6)
-0 k>l 283 k=0 2"3

< ° + 2 <e
m — JE—
- ogﬂ’; 3 3 ’

Da desigualdade (1.6), temos que

19 \ 2+ 19\
covg(n,o,e) < (1 + L—J) < (1 + —) :
£ £
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Portanto,

log (covq(o, €))

mdim 07 1 N7 g, d) = limsu
(0.1 0,) = imsp 22 ST
11
— hm Sup hm - Og (COVd (n7 g, 8))
e—=0 NN ’ log(g)l

1log(1+ 16—2)"+2l+1

< limsup lim —
emo nooen |log(e)]

' log(1 + %2)
= limsup ——+—5=
eso |log(e)]

= 1.

Assim, mostramos que a mdimy([0,1]N, 0, d) = 1.

Em Lindenstrauss e Weiss (2000), temos a conex@o entre a dimensao média e a
dimensao média métrica inferior (superior). Os autores mostraram que, para qualquer
dinamica f no espaco métrico compacto M e qualquer métrica d que seja compativel com

a topologia de M, vale que
mdim(M f) < mdimy (M, f,d) < mdimy (M, f,d). (1.7)

Lindenstrauss (1999) mostra que se (M, g) é uma extensao de um sistema minimal,

entao existe uma métrica d’ tal que
mdim (M, g) = mdimy (M, g, d').
As propriedades listadas abaixo podem ser encontradas em Velozo e Velozo (2017),

Rodrigues e Acevedo (2021) e Acevedo (2020).

Propriedades da dimensao média métrica:

i) mdimy (M, f*,d) < n mdim,(M, f,d) e mdimy(M, f*,d) < n mdimy(M, f,d)

para todo inteiro n > 0. Ainda, a inequacao pode ser estrita.

ii) mdimy;(M, f,d) = mdim,(Q(f), f,d) e mdimy (M, f,d) = mdimy (Q(f), f,d), onde

Q(f) é o conjuntos dos pontos nao-errantes de f em M.

iii) mdimy (M, f,d) < dimg(M, d) e mdim,,;(M, f,d) < dimg(M, d), onde dimg(M, d) e

dimy (M, d) sao as dimensoes de Minkowski superior e inferior ® , respectivamente.

3Dado & > 0, defina por N(¢) a cardinalidade minima de bolas fechadas de raio ¢ necessirias para

cobrir M. Os ndmeros

—— : N(e) . o N(e)
dimg(M, d) = limsup ———~ e dimgp(M, d) = liminf ————
B @) = RSP Thogey] © el = Tiog )

sao chamados, respectivamente, de dimensoes de Minkowski superior e inferior de M com respeito a d.
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Em particular, mdimy(M¥, o, d) = dimg(M, d) e mdim,,(M¥X, o, CZ) = dimg (M, d),
onde o é a aplicacao shift, K = N ou Z e J(:c,y) = Y ik ﬁd(mi,yi) para r =
(2i)iex, ¥ = (Yi)iex € MY,

iv) Se f,g as aplicagbes continuas no espago métrico compacto (M, d) sao topologica-

mente conjugadas, entao

mdimy (M, ) = mdimy (M, ¢g) e mdim,,; (M, f) = mdim,,;(M, g).

v) Para quaisquer homeomorfismo f, g em (M, d), vale

mdimy (M, f o g) = mdimy (M, g o f) e mdimy,; (M, f o g) = mdim,,;(M, g o f).

vi) Para f: M — M e g: N — N aplicagoes continuas definidas nos espagos compactos
(M, d) e (N,d’), consideramos a aplicacao f x g: M x N — M x N definida por
(f x g)(z,y) = (f(x),9(y)), para todo (z,y) € M x N. Ainda, consideremos a
métrica da soma em M x N, a qual denotaremos por d x d’. Entao valem os seguintes

itens:

M x N, f x g,d x d') < mdimy (M, f, d) + mdimy(N, g, d');
mdimyy

M, f,d) + mdimy, (N, g,d") < mdim,;(M x N, f x g,d x d');

o~ o~ o~ o~

)
M, f,d) + mdim,,(N, g, d’) < mdlmM(M XN, fxg,dxd);
);
)

M x N, f x g,dxd)<mdimy (M, f,d) + mdimy(N, g, d');

Se mdimy (M, f,d) = mdim,,;(M, f,d) ou mdimy(N, g,d’) = mdim,,(N, g, d’)

entao

mdimy (M X N, f x g,d x d') = mdimy (M, £, d) + mdimy(N, g, d')

)

mdimy, (M x N, f x ¢g,d x d') = mdimy;(M, f, d) + mdim,(N, g, d').

1.4 Dimensao de Hausdorff Média

O conceito que apresentaremos nesta secao foi definido por Lindenstrauss e Tsuka-
moto (2019) sendo uma versao dinamica da dimensao de Hausdorff. Esse novo conceito é
utilizado pelos autores com o intuito de conectar conceitos de teoria geométrica da medida

com a dimensao média.
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Seja (M, d) um espago métrico compacto. Para s > 0 e ¢ > 0, definimos

H:(M, d) = inf {Z(diadek)S: M = U2, By, com diamgEj, < € para todo k > 1} .

k=1
Convencionamos, aqui, que 0° = 1 e diamq(0)* = 0. Note que, como M é compacto,
H:(M, d) ¢ igual ao infimo de

m

Z(diamdUi)s

i=1
tomado sobre todas as coberturas abertas finitas {U;}7, de M com diamyU; < e, para
todo 1 < i< m.

Seguimos definindo
dimyg(M, d,e) =sup{s > 0: H}(M,d) > 1}.
Definigao 1.4.1. A dimensao de Hausdorff de (M, d) € definido como
dimyg (M, d) = ll_r% dimy (M, d, €).

Considere, agora, f: (M,d) — (M, d) uma aplicagdo continua. Lembramos que,
para n € N, d,(z,y) = maxo<j<n {d(f/(2), [/ (y))}-

Definicao 1.4.2. Definimos a dimensao de Hausdorff média superior e a di-
mensao de Hausdorff média inferior de (M, d) com respeito a f, respectivamente,
por

- 1
mdimy (M, f,d) = lir% (lim sup —dimyg (M, d,,, 5))
E—>

n—oo T

1
mdimy (M, f,d) = lin% <lim inf —dimy (M, dn,5)> .
e—

n—oo n

Lindenstrauss e Tsukamoto (2019) mostram que a seguinte relagdo entre a di-

mensao média, dimensao média métrica e dimensao de Hausdorff média:

Proposigao 1.4.3. Seja (M, d) um espago métrico compacto e f: (M,d) — (M, d) uma

aplicagao continua. Entdo
mdim(M, d) < mdimy (M, f,d) < mdimyg(M, f,d) < mdim,,(M, f,d) < mdimy (M, f, d).

Exemplo 1.4.4. Seja o: [0,1]% — [0,1]% a aplicagdo shift. Entio mdimg([0,1]%,0) = 1
(adaptado de Lindenstrauss e Tsukamoto (2019)).

Para mostrar o exemplo, iniciamos observando que Lindenstrauss e Weiss (2000)
estabelecem que mdim([0, 1%, o) > 1. Ainda, vimos no Exemplo 1.3.2 que

mdimy ([0, 1)%, 0, d) = 1, onde d(z,y) = >icz 352k, yp). Portanto, seque da Proposigao

1.4.3 que mdimy([0, 1)2,0,d) = 1.
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Definido em 2019, a dimensao de Hausdorff média nao foi explorada quanto a suas
propriedades. No Capitulo 4, mostraremos algumas propriedades fundamentais deste
novo conceito na mesma direcao das propriedades da dimensao média e da dimensao

média métrica.
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Capitulo 2

O SHIFT t+-MODIFICADO

Muir e Urbanski (2014) introduziram uma generalizagao do shift decorrente da
aplicagao de um mapa continuo sobrejetivo na primeira coordenada da aplicagao usual, a
qual chamaram de “shift modificado”. Esta nova aplicacao ja foi explorada no contexto
de formalismo termodindmico, por Muir e Urbanski (2014), e quanto a sua entropia
topoldgica, por Figueiredo (2019).

Neste capitulo, apresentamos uma generalizacao do “shift modificado”, chamada
de shift t-modificado, na qual permitimos a aplicacao de um mapa continuo sobrejetivo
em t finitas coordenadas do shift usual. Alguns resultados acerca da entropia topoldgical
e a dimensao média® (Secao 2.1), e a dimensdo média métrica® (Segao 2.2) para essa
nova aplicagao sao investigados. Consideramos, durante este capitulo, (M, d) um espago

métrico compacto. Definimos o espaco de sequéncias MY por
MY = {(1’07351,332, .. ) x; € M para todo ¢ € N}

e a métrica produto d em MY por

para todo z,y € M. Note que o espaco métrico (MY, ci) é compacto, visto que (M, d) é.

Observacao 2.0.1. Por simplicidade, suprimimos a métrica quando formos nos dirigir

aos espacos métricos (M, d) e (MY, d).

Dada f: M — M continua e sobrejetiva, construimos a aplicagao o;: MY — MY,

denominada shift modificado, da seguinte forma:

op(x) = op(xg, x1,22,...) = (f(x1), T2, T3,...),

LConceito definido nas paginas 14 e 16.
2Conceito definido na pagina 21.
3Conceito definido na pagina 23.
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para todo z € M. Com o objetivo de permitir a modificacdo de mais coordenadas pela
aplicagdo continua e sobrejetiva f: (M, d) — (M, d), definimos, para t inteiro positivo, a
aplicagao

o (MY d) — (MY, d),

onde of4(x) = op(T0,T1,T2,...) = (f(x1), f(z2), ..., f(x1), Tts1, Teyo,...), para todo
xr € MY, a qual denominamos por shift t-modificado.

E claro que quando t = 1, recaimos no shift modificado definido por Muir e Ur-
banski (2014). Ainda, observamos que o shift t-modificado, para qualquer ¢ inteiro posi-
tivo, é uma generalizacao do shift usual uma vez que f pode ser escolhida como a aplicacao
identidade no espago métrico (M, d).

Observamos que a condi¢ao da aplicacao f ser sobrejetiva é de cunho dinamico, isto
é, quando f é sobrejetivo, o shift t-modificado tem as mesmas propriedades dinamicas da
aplicacao shift. Sendo assim, utilizaremos f sobrejetiva na maior parte do capitulo sendo

em apenas poucos resultados esta condicao desconsiderada.

2.1 Entropia Topolégica e Dimensao Média para o

Shift t-Modificado

Iniciamos esta secao relacionando os conceitos de entropia topoldgica e de dimensao
média para o shift t-modificado e aplicacao f que o define. O primeiro resultado segue
os moldes do realizado em Figueiredo (2019), onde foi mostrado que a entropia do shift
modificado por uma aplicacao sobrejetiva é maior ou igual a entropia da aplicacao. Por
conveniéncia, reconstruimos a demonstragao do resultado citado e expandimos discutindo,
também, a dimensao média.

No que segue, para t inteiro positivo, consideraremos o conjunto & C MY definido

por
E={(z,) g apr=2,0<k<tex,= f""(x),t+1<k, paratodo x € M}.
Observe que tal conjunto é o -invariante e fechado.

Teorema 2.1.1. Sejam f: M — M continua e sobrejetiva e t inteiro positivo. Considere
ot 0 shift t-modificado. Entao,

ht0p<MN7 O-f,t) Z htop(gtu Uf,t) = ht0p<M7 f)

mdim(M", 04;) > mdim(&;, 0;) = mdim(M, f).
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Demonstragao. Primeiramente, temos que o conjunto &, é o -invariante e fechado. Assim
a aplicacao oy, restrita ao conjunto & pode ser visto como um fator da aplicagao oy, em

MY, Nesse sentido, temos que
htop<MN7 Uf,t) > htop(gta Uf,t)- (21)

Ainda, observe que, sendo 7: & — M a aplicacao projecao na primeira coordenada
de & em M, temos que

Jom=moaple,

e, logo, m é uma semi-conjugacao entre oslg, € f. Logo, temos que
ht0p<gt7 Uf,t) Z htop(M7 f) (22)

Observando que a aplicacao 7~1: M — & definida por

T (x) = (),

onde yp = z, para 0 < k < tevy, = f*%x),k > t+1, éa inversa de 7 e satisfaz

7o f=04le omt, temos que
heop(Ety 05t) < hiop(M f). (2.3)
Segue das inequagoes (2.1), (2.2) e (2.3) que
hoop(M™, 05.6) > hiop(Er, 076) = hiop(M, f). (2.4)

Utilizando os mesmos argumentos de conjugacao e restricao da aplicagao oy ao

conjunto fechado e oy-invariante &, temos que
mdim(M", o4,) > mdim(&;, 0,) = mdim(M, f). (2.5)
m

A seguir, passamos a investigar a relacao entre o shift e o shift t-modificado no
ambito da entropia topoldgica e da dimensdo média. Figueiredo (2019) mostra, para f

continua e sobrejetiva, que a aplicacao oy é um fator de o e, portanto,
hiop (MM, 07) > hip (MY, 04).

Por outro lado, sabe-se que a dimensao média nao tem o mesmo comportamento
que a entropia quando o assunto é fator. Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram um
exemplo de um fator que tem dimensao média maior que a dimensao média do sistema
original. Os resultados deste fim de se¢cao mostram, entre outras coisa, que se f é continua
e bijetiva, entao a dimensao média do shift t-modificado é uma cota superior para a

dimensao média do shift usual.
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Teorema 2.1.2. Seja f: M — M uma aplicagao continua e bijetiva e t inteiro positivo.

Considere oy o shift t-modificado. Entao,
mdim(M", of411) > mdim(M", o).

Demonstracao. Iniciamos a demonstracao definindo, para cada inteiro positivo t < oo, a

aplicagao auxiliar H;,: MN — MY tal que

Hyp ((2:)iZ0) = (9)iZ0

onde yr = f(zx) para todo 0 < k <t—1 ey, = x; para k > t. Por hipétese, f é continua
e implica que Hy,; também ¢ continua. Assim, como MY é compacto e Hy; é continua,
segue que o conjunto Z = H f,t(MN) é compacto e, em particular, fechado. Ainda, pode-se

notar que Z é oy -invariante. Portanto,
mdim(Z, 04,) < mdim(M", o). (2.6)
Agora, note que sendo f injetiva, Hy, também ¢ injetiva e, ainda, vale
Hpy100p4(7) = 044410 Hppir(2), qualquer z € MY,
De fato, para um qualquer z = (zg, 21, T2, ...) € MY, temos

Hitr100p: (930»331751727 . ) =Hjp (f($1)> f(iU2), Sy f(xt)7$t+1axt+27 ‘e )
= (f2<x1)a f2(:L‘2), ) f2<xt)’ f(l’t+1),l't+2, .- )

Ofir1 0 Hypr (20, 21,02, ... ) = 0p1 (f(@0), f(21), -, [(24), Tegn, Togas - - -)
= (fQ(xl)a f2(952)7 cee f2(33't>7 f(@e41), Teyas - ) .

Sendo assim, H;, é uma conjugacao entre oy € o441z €, portanto,
mdim(Z, o4441) = mdim(M", o). (2.7)
O resultado segue da inequagao (2.6) e da equagao (2.7). ]

O corolario a seguir decorre diretamente do trabalho de Figueiredo (2019) e do

Teorema 2.1.2.

Corolario 2.1.3. Seja f: M — M continua e bijetiva. Considere oy o shift modificado
definido por f. Entao

hiop(MY, 0) > hiop (MY, 04) > mdim(MY, o) > mdim(M", o)
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2.2 Dimensao Média Métrica para o Shift t-Modificado

Iniciamos a secao relacionando a dimensao média métrica do shift t-modificado
com a dimensao média métrica da aplicacao f que o define. Novamente, para ¢ inteiro

positivo, consideramos o conjunto auxiliar & C MY dado por
E={(z,)g;op =2,0< k <tem= f"x),t+1<k, para todo x € M}.

Como observado anteriormente, tal conjunto é fechado e oy -invariante. Como
veremos a seguir, & ¢é util para relacionarmos as dimensao média métrica do shift t-

modificado com a aplicacao f.

Teorema 2.2.1. Sejam f: M — M wuma aplicacdo continua e sobrejetiva e t inteiro

positivo. Considere oy o shift t-modificado definido por f. Entdo,

mdimM(I\\/JIN, Ot J) > mdimy (&, opy, ci) > mdimy (M, f, d)

mdimy,(MY, o4, d) > mdimy, (&, o4, d) > mdimy, (M, f, d).

Demonstracao. Podemos notar que & ¢ um subconjunto fechado de M e, ainda, ¢ o ,-

invariante. Segue que
mdimy (MY, o7, d) > mdimy (&, 0f,d) e mdimy (MY, of,d) > mdimy, (&, 07, d).

Para as demais inequagoes, denote uma sequéncia (z, ..., z, f(z), f2(z), f*(z),...)
em & por T;. Note que, para fixadose >0en e N, se A C Et é um conjunto (n, sy, €)-
gerador em &;, entao o conjunto formado pelos elementos que sao a projecao na primeira
coordenada de cada elemento de A é também um conjunto (n, f,€)-gerador em M.

De fato, se A C & é um conjunto (n, o, €)-gerador em &, entao para todo 7, € &

existe a; € A tal que

dn (T, ap) < €. (2.8)

Da inequacao (2.8), segue que

Q@0 a0) < £ = max {d(o],(&),07,(@) } <=

x 1 ' )
= gax {Z ok S5 d (0} (T, U;,t(@t)k)} <e

= Oril]ag%{d aft xt)o,aft a)o } <e

= max {d(f'(z). f/(a))} <e
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Portanto, o conjunto formado pelos elementos que sao projecao na primeira coor-

denada de cada elemento de A é um (n, f,e)-gerador em M e, assim, temos

Spand~ (Tl, O-ft ’5t ) 8) Z Spand(n7 fa 8)7

donde
spang (074]e,.€) > spany (£, 2). (2.9)

Seguem da inequagao (2.9) que

spang (oyle, €)

mdimy (&, opy, CZ) = lim sup

e—0 | log(a)\
> lim sup spany(f, €) mdimy (M, f, d)
o |log(e)]

mdim, (&, o ¢4, d) = lim inf spang (0y¢le,, €)

0 |log(€)|

.. .spany(f,e) )
> — ¢’ 7 \%
hrgnlglf Tog(2)] mdimy, (M, f, d).

O

Quando f é uma aplicacao Lipschitz, entao a dimensao média métrica do shift
t-modificado restrito ao conjunto & ¢ igual a dimensao média métrica da aplicagcao f.

Para este préximo resultado, relaxamos a hipétese sobre f ser sobrejetiva.

Teorema 2.2.2. Sejam f: M — M uma aplicagcao continua e t inteiro positivo. Considere
os+ 0 shift t-modificado definido por f. Suponha que f € uma aplicagdio \-Lipschitz, isto
é, para 0 < A < 1 vale

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y), Ye,yecM.
Entao
mdimy (&, 07, d) = mdimy (M, f,d) e mdimy (&, oy, d) = mdimy (M, f, d).
Demonstracao. Do Teorema 2.2.1, segue que
mdimy; (&, 04, d) > mdimy (M, £, d) e mdimy (&, 044, d) > mdimy (M, f, d).

Para findar o teorema, basta mostrarmos as desigualdades opostas. Note que a

partir da hipdétese, temos que

d(f™ @), ") < A d(f" (@), S (W), Y 2,y €Mem €N,
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Para as demais inequagoes, denote uma sequéncia (z, ..., z, f(z), f2(z), f3(z),...)

em & por T;. Assim, para fixados n € N e € > 0, segue que para todo Z;, 4; € &

(@, 5t) = max {d(0},(&), o},(5) |

= Orgjagl {Z 2—1kd(05c’t(xt)k7 Ui,t(yt)k’)}

= k=0 N (2.10)
< Orgjagil {d(fj(l’), f](y)) Z 2_1k}

= k=0
= max {d(f/(2), (1))} = du(2,v).

Decorre da inequagao (2.10) que se A C M é um (n, f,e)-gerador em M, entao o

conjunto A% C &, definido por
A% = {4, = (a,....a, f(a), f2(a), f(a),... i € A},

é um (n, o0y, €)-gerador em &,.
Portanto,

spang(n, f,e) > spanj(n, oe,, €). (2.11)
Seguem da inequacgao (2.11) que

spang(ay.le, €)

mdimy (&, oy, cZ) = lim sup

e—0 | log(e)|
< lim sup spany(/f,€) = mdimy (M, f, d)
=0 |log(e)]

mdlmM(St, Ofits dN) — liminf Spanci(o-f,t‘gw 8)

e—0 | log(e)|
. ospang(fie)
< hlgn_}glf Tog(c)] = mdim,, (M, f, d).

[
Observacao 2.2.3. O Teorema 2.2.2 é valido, também, quando [ é uma contracgao fraca.

A partir desse ponto, investigamos a relacao entre o dimensao média métrica do
shift usual e a dimensao média métrica do shift modificado. Veremos nos préximos dois
resultados que essa relacao tem uma dependéncia da aplicacao f que define o shift modi-
ficado. No primeiro resultado, temos que se f é contracao fraca, entao a dimensao média
métrica do shift é maior que a do shift modificado. Novamente, relaxamos a hipétese de

f ser sobrejetiva no resultado que segue.
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Teorema 2.2.4. Seja f: M — M uma aplicagcao continua. Considere oy o shift modifi-

cado definido por f. Suponha que
d(f(z), f(y)) < d(x,y), Yo,y €M
Entao
mdimy, (MY, o4, d) < mdimy, (MY, 0,d) ¢ mdimy (MY, 04, d) < mdimy (MY, o, d).

Demonstragao. Fixe n € N e € > 0. Denotamos por d; a métrica d, com relagao a
aplicagao shift usual e por dy a métrica d,, com relacao a aplicagao shift modificado. Note

que, para quaisquer x,y € MY vale

di(,y) = max {d(o (@), ()}
— 1
— 1
= jnax {d(%w yi) + ; oE Ty Yrers) (2.12)
- =1
> max {d(ﬂs, y), max § d(F(@;), () + D 5w ver) }}
k=1

onde utilizamos a hip6tese na desigualdade. Decorre da desigualdade (2.12) que se A é
um conjunto (n,o,¢)-gerador em MY, entdo A é também um conjunto (n, oy, €)-gerador
em MY, Portanto,

spang(n,o,e) > spang(n, oy, €). (2.13)
Seguem da inequagao (2.13) que

mdimy (MN, oy, J) = lim sup w

e—0 |log(e)l
< lim sup spang(c, €) = mdimy (MY, 0, d)
e—0 ‘ log(é“)‘

. N 5 .. .spang(oy,€)
mdimy,(M", o¢,d) = hIEIl_)lglf “Thog@)

spanj(o, €)

< lim inf — mdim,,(M", 7, d).

=0 [log(e)]
O

No resultado seguinte, veremos que se a distancia das imagens de x e y por f é
maior ou igual a distancia de z e y, entao a dimensao média métrica do shift modificado

¢ maior que a do shift usual.
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Teorema 2.2.5. Seja f: M — M uma aplicagao continua sobrejetiva. Considere of o

shift modificado definido por f. Suponha que

d(f(z), f(y)) = d(z,y), Va,y €M

Entao

mdim, (MM, o4, d) > mdimy, (MY, 5,d) e mdimy(M", 0y, d) > mdimy (MY, o, d).

Demonstracao. Analogo a demonstracao do Teorema 2.2.4.

O
Rodrigues e Acevedo (2021) mostram que para toda aplicacao continua
g: MY — MY que
mdimy (MY, g,d) < dimp(M,d) e mdimy (MY, g,d) < dimgz(M, d). (2.14)
Em particular, mostram que para a aplicacao shift em MY vale
mdimy (MY, 0, d) = dimg(M,d) e mdim\(MY,0,d) = dimz(M, d). (2.15)

Segue, portanto, da inequacao (2.14), da equagao (2.15) e do Teorema 2.2.5, o

seguinte coroldrio:

Corolario 2.2.6. Se f: M — M, aplicagdo continua e sobrejetiva, € tal que

d(f(z), f(y)) = d(z,y), Vr,yeM,

entao

mdimy (MY, 0, d) = mdimy (MY, 0,d) e mdimy (MY, oy, d) = mdim,,(M", o, d).
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Capitulo 3

PONTO DE ENTROPIA E PONTO
DE DIMENSAO MEDIA
METRICA

Em 2013, Andrzej Bis introduz a ideia de ponto de entropia para agoes de pseudo-
grupos finitamente gerados. Em 2016, Rodrigues e Varandas definem pontos de entropia
para acoes de grupos finitamente gerados. Nesse contexto, introduzimos a ideia de ponto
de entropia para o caso em que a dindmica é definida em um nao compacto (Segao 3.1).
Ainda, mostramos que quando a dinamica é um homeomorfismo agindo em um espago nao
compacto que goza de uma aproximagao por compactos invariantes, é possivel obter um
ponto e uma vizinhanca aberta arbitrariamente pequena deste que aproxima, de forma
arbitraria, a entropia no espaco todo.

Sarkooh e Ghane (2019) generalizam o resultado obtido por Bi§ (2013) e obtive-
ram ponto de entropia para sistemas dinamicos nao-autonomos em um espaco métrico
compacto. Nesse sentido, definimos ponto de dimensao média métrica para sistemas
nao-autonomos (Secao 3.2) e mostramos que quando esses sistemas sao localmente home-
omorfos em um espago métrico compacto, entao é possivel obter um ponto de dimensao

média métrica.

3.1 Ponto de Entropia em Espacos Métricos

Comegamos esta segao, seguindo o trabalho de Bis (2013), trazendo a definigao de

ponto de entropia para uma dindmica agindo em um espago métrico (M, d) compacto.

Defini¢ao 3.1.1. Seja (M, d) um espago métrico compacto e f: M — M uma aplicagdo

continua. Dizemos que um ponto x € M ¢é ponto de entropia topolégica se para
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qualquer vizinhanca aberta U, de x, a igualdade

htop<M7 f) = ht0p<m> f)
¢ vdlida.

Bis (2013) mostra que se (M, d) é um espago métrico compacto e f: M — M é
um homeomorfismo, entao existe um ponto de entropia topolégica. A partir de agora,
comegamos a considerar o caso em que o espaco métrico (M, d) é nao compacto. Relembre
que nesse caso a entropia topoldgica é definida como o supremo das entropias topoldgicas

em cada compacto do espaco, isto é,
hiop(M, f) = sup{hyep (K, f)': K é um compacto em M}.

O teorema a seguir mostra que no caso em que f é um homeomorfismo definido
em um espaco métrico que nao é compacto mas goza de uma sequéncia de compactos
invariantes encaixados cuja uniao é densa no espaco, podemos exibir um ponto e uma
vizinhanga aberta arbitrariamente pequeno deste que aproxima, de forma arbitraria, a

entropia no espago todo.

Teorema 3.1.2. Seja (M, d) um espago métrico nao-compacto. Suponha que existe uma
sequéncia crescente (K, )nen tal que cada K, € um compacto em M e UX | K, = M.
Entao, para qualquer f: M — M homeomorfismo, dado 6 > 0, existe um ponto x = x(J)

tal que
htop(M; f) - 5 S htop(vm f)v

onde V, C M € uma vizinhanca arbitrariamente pequena de x.

Demonstragao. Como U2, K, é denso em M, dado qualquer § > 0, existe uma constante
no € N tal que
n>ny = |htop(Kna f) - htop(M7 f)| S 0. (31)

Do trabalho de Bi$, temos que para qualquer compacto K € (K, )nen existe um

ponto zx € K e uma vizinhanca V,, C K de zk tal que

htOp(W}m f) = htop(Ka f) (32)

Considere uma subsequéncia (K, )jen da sequéncia crescente (K )nen tal que

heop (M, f) = 1m0 beop (K, ). (3.3)

LConceito definido nas paginas 14 e 16.
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Segue da inequagao (3.1) e da equagao (3.2) que, para n;, > ng, existe um ponto

z = x(d) e uma vizinhanga V. € K de z, tais que
J

|htop(VxKn]. ) f) - htOp(Ma f)| S 0. (34)

Como hyop(M, f) > hiop(Vay, » f), segue da inequagao (3.4) que

hiop(M, f) — 6 < htop(VrKnj 1)
Il

Exemplo 3.1.3. Para uma sequéncia estritamente positiva v = (vy)gen, considere os

sequintes espacos de Banach

P(v) = < (Tr)ren: ||z]| = (Z\kak) ” < 00

k=1

Como mostra Bartoll et al (2012), o shift definido no espago IP(v) é uma aplicagao
linear e limitada sempre que a sequéncia v satisfaz
Uk
sup — < 0.
keN Ug+1

Note que, para m € N, os conjuntos K,, = mK, onde K = {(xy)ren: ||z|| < 1},

s@o conjuntos compactos e o-invariante e, ainda, UX_, K, = ["(v).

3.2 Ponto de Dimensao Média Métrica para Sistemas

Dinamicos Nao-Autonomos

Desde a definicao de entropia topoldgia para sistemas nao-autonomos por Kolyda
e Snoda (1996) até os dias atuais, em pesquisas como as realizadas por Rodrigues e
Acevedo (2021), busca-se estender resultados validos para dindmicas auténomas para o
contexto nao-autonomo. Tendo em vista esse horizonte, dedicamos o inicio desta secao
para apresentar dinamicas que dependem do tempo e definir dimensao média métrica
nesse contexto.

Um sistema dinamico nao-autonomo (SDN) é um par (X «, fi o) onde X o =
(X,)92, é uma sequéncia de conjuntos e f1 . = (f,)22, é uma sequéncia de aplicagoes
tais que f,,: X,, = X,4+1. Denotamos por (X, fj) 0 conjunto j vezes transladado de
(X100, fioo), onde Xjoo = (Xjun)iZo € fioo = (fi+r)iZo-

A evolucao do tempo num sistema dinamico nao-autonomo é dado pela composicao

dos aplicagoes f,, isto é,
fl::l = fk+n—1 O ofk7Vk7n eN
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Y = Idy.
Neste trabalho, restringimo-nos ao caso em que todos conjuntos X, sao espacos
métricos compactos iguais, isto é, para (M, d) espaco métrico, consideramos X,, = M para
todo n € N. Assim, utilizamos a notagao (M, fi «) para nos referenciar a este caso.

Em (M, fi ), definimos a familia de métricas

dy.(z,y) = max {d(f](z), fl(y))},

0<j<n
par todo z,y € M. Ainda, definimos a bolas de centro x € M e raio € > 0, com respeito

a métrica d,, ;, como o conjunto
B(z, fi00,€) = Bz, k,n,e) ={y € M;dj,(z,y) < e}.
Observagao 3.2.1. No decorrer do texto, utilizamos majoritariamente a métrica di ,,.

A seguir, de maneira analoga ao que fizemos para dinamicas autonomas, definimos

o conjunto separado e o conjunto gerador de um subconjunto K C M, referente a métrica

de.

Definicao 3.2.2. Fize ¢ > 0. Dizemos que um subconjunto A C M € dito (n, fi,c,€)-

separado para K C M se para quaisquer pontos distintos x,y € A wvale
dl,n(xa y) > €.
Denotamos por sepy(n, fi.00,€, K) a mdzima cardinalidade de (n, fi 00, €)-separados de K.

Definicao 3.2.3. Fize ¢ > 0. Dizemos que um subconjunto F' C M € dito (n, fi.00,€)-
gerador para K C M se para quaisquer ponto x € K, existir y € F' tal que

dl,n(xvy) S E.
Denotamos por spang(n, fi,.0,¢, K) a mdzima cardinalidade de (n, f1.,€)-gerador de K.

Observacao 3.2.4. Denotamos por spang(n, fie,€) € por sepq(n, fi.0,€), respectiva-

mente, o spang(n, fi.,€, K) € 0 sepy(n, fi0o, €, K) no caso em que K = M.

Assim como para dinamicas autéonomas, Rodrigues e Acevedo (2021) definem a di-
mensao média métrica inferior e a dimensao média métrica superior do sistema (M, fi ),
respectivamente, como

’ =0 [log(e)] =0 |log(e)] =0 |log(e)]
e
mdimy (M, f1 «, d) = limsup sPal 1,00 €) = lim sup sPal (1,00, €) = lim sup
=0 |log(e)] 0 | log(e)] e0 - |log(e)]

onde
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. 1
e sep,(fi,00:€) = limsup Elog(sepd(n, f1.00,€)):

n—oo

1
o 5pan,(fi . 2) = limsup — log(span,(n, fi.c.2));

n—oo

. 1 .
o covy(f1.00,€) = limsup — log(cova(n, fi.c,€)), sendo covg(n, fi ., €) 0 nimero minimo
n—oo T
de e-bolas com respeito a métrica d; ,, que cobrem M.

Resultados sobre a dimensao média métrica no ambito dos sistemas dinamicos
nao-autéonomos sao provados no trabalho de Rodrigues e Acevedo (2021) e, alguns deles,

apresentados aqui na forma de itens.

Propriedades da dimensao média métrica para SDN:
Seja (f»)22, uma sequéncia de aplicagdes continuas no espago métrico (M, d).

Entao vale:

1) mdlmM(M, fl,ooa d) = mdlmM(Q(fl,oo), fl,ooa d) (§]
mdimy; (M, f1 «,d) = mdimy;(Q(f1.00), f1.00, d) onde Q( f1 ) é 0 conjunto dos pontos

nao-errantes;
i) mdim(M, f o) < mdimy (M, fi o, d) < mdimy (M, fi o, d);

iii) mdimy (M, 0%(f1.00), d) < mdimy (M, f1 o0, d) €
mdimy; (M, 0*(f1.0), d) < mdimy (M, fi ,d) para todo k inteiro positivo;

iV) mdlmM(Ma ff,om d) S p mdlmM (M> fl,om d) €
mdimy (M, f7 ., d) < p mdimy (M, fi , d) para todo p inteiro positivo.

Voltamo-nos, agora, na diregao do trabalho de Sarkooh e Ghane (2019) e propomos

a definicao de ponto de dimensao média métrica para sistemas dinamicos nao-autonomos.

Definigao 3.2.5. Seja o SDN formado pelo espago compacto (M, d) e a sequéncia de
aplicagoes f1oo = (fn)o>,. Dizemos que um ponto x € M € ponto de dimensao média

métrica superior (inferior) se para qualquer vizinhancga aberta U, de x, a igualdade
IndiM(I\/Ha fLoo) = MM(E7 fl,oo) (resp. mdlmM(M7 .fl,oo) = mdlmM(Ea fl,oo))
vale.

A seguir, mostramos que quando o SDN é composto por uma sequéncia de aplicagoes
localmente homeomorfas em um espago métrico compacto, entdo obtemos um ponto (sua
vizinhanga, para ser mais preciso) que carrega a informagao da dinamica quanto a sua
dimensao média métrica. Vale ressaltar que a demonstracao é uma adaptacao do trabalho
de Bi$ (2013), ja adaptado para o contexto de SDN por Sarkooh e Ghane (2019).

42



Teorema 3.2.6. Seja (M, fi) um SDN onde f1 € uma sequéncia de aplicagoes lo-
calmente homeomorfas e (M, d) é um espago métrico compacto. Entdao existe um ponto

g € M e uma vizinhanga aberta arbitrariamente pequena U,, de ¢ tal que

mdimy; (M, f1 0, d) = mdimy; (Tyy, f1.00, d)

mdlmM (M, .fl,om d) = mdlmM (U_:c()a fl,oo7 d)

Em particular, (M, f1 ) admite um ponto de dimensdo média métrica superior (inferior).
Demonstracao. Iniciamos a demonstragao notando que o resultado é imediato se
mdimy; (M, fi «,d) = 0. Assuma, entdo, que mdimy; (M, f; ,d) > 0. Para 6 > 0 fixado

arbitrariamente, denotemos por Bs(x) a bola fechada de centro x e raio . Como M é

compacto, existem finitos pontos x,--- ,x,, € M tais que
M C Bg(l‘l) U---u B(s(ftm).
Fixe ¢ > 0. Por defini¢ao, temos que

Sepd<n7 fl,om g, M) S Sepd(na fl,ooa £, Bé(ml))—i_

(3.5)
+ Sepd(nv fl,ooa g, B5($2)) + Sepd(n> fl,ooa g, B5($m))>

para qualquer n € NU{0}. Observe que para qualquer inteiro positivo n existe i(n,e) € N

tal que

Sepd(”? fl,ooa g, Bﬁ(xl(n,e))) = maX{Sepd(na fl,ooa g, B5<$]))7j = 17 2a s >m}' (36)

Portanto, segue da inequagao (3.5) e da equagao (3.6) que

Sepd(”a fl,ooa &, M) <m Sepd(”? fl,om & Bts(xz(n,e))) (37)

Agora, escolha uma sequéncia crescente de inteiros (n;);en tais que a sequéncia
(% log(sepy(nj, f1,00,€, M)))jen tende para limsup,,_, ., L log(sepy(n, fi,00,€, M)), quando
j tende ao infinito. Pelo principio da casa dos pombos, pelo menos um elemento do con-
junto {Bs(z1), ..., Bs(n)} aparece infinitas vezes na sequeéncia infinita { Bs(Zi(n, ¢))jen}
Seja Bs(z;4) este elemento. Note que a bola Bjs(z;.) depende de ¢ e, portanto, denotamos
Bs(z4x) = Bs(xi(¢)). Novamente, escolha uma subsequéncia da sequéncia (n;);en, denota

por (n;)jen, tal que

Bé(xi(nj,a)) = B5(17i*(5))7 para todo JE N'.
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Para tal subsequéncia de indices (n;);en € utilizando a desigualdade (3.7), segue

que
. 1 , 1
lim sup — log sepy(nj, f1,00, €, M) < lim sup — log m+
j—oo Ty j—oo T
) 1
+ lim sup — log sepqa (1, f1,00: €, Bs(@i(n; )
j=oo Ty
) 1
= 0+ lim sup — log sepy (1), f1,00, €, Bs(Ti(n, 2)))
j—oo T
1
— Tim sup — log sepy (1), i, Ba((2))).
j—oo T
Agora, tome uma sequéncia (e,),en de nimeros reais positivos convergindo a zero.
Como anteriormente, pelo menos uma bola do conjunto {Bs(x1), ..., Bs(x,,)}, digamos

Bs(x,), aparece infinitas vezes na sequéncia infinita { Bs(z(gp))pen. Tomando uma sub-

sequéncia (e, )en tal que

para todo [ € N, concluimos que

11 ) fr00s €, M
mdim,,; (M, f »,d) = liminf lim — 0g 8ePq (1, f1,00, Epy M)
5 l—oo j—oo ’[’L] | 10g(5pl)|

Bo 5o, [Tog(s,,)

= MM<B6(x*)a fl,ooa d)

Fazendo algumas poucas alteragoes, é possivel mostrar que

g 11  f1oos Epyy K
w00 17701 | log(spl)|
S lim sup hm i 1Og Sepd(njv fl,ooa Eprs Bé(l'*))
I—oo  J7O0 MY | log(ep,)|

= mdlmM(Bd(:E*)) fl,om d)

Para finalizar a demonstracao, basta notar que as desigualdades inversas sao dire-

tas. O
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Capitulo 4

PROPRIEDADE DE
ESPECIFICACAO GERALE A
DIMENSAO MEDIA METRICA

Neste capitulo, estamos interessados em explorar relacoes entre a dimensao média
métrica e as propriedades dinamicas do sistema. Mais especificamente, relacionamos a
propriedade de especificacao para aplicagoes continuas em espaco de Banach de dimensao
infinita e a dimensao média métrica dessas aplicacoes.

Sigmund (1974) mostrou que o fato de um sistema dinamico ter a propriedade de
especificacao implica que esse tem entropia topoldgica positiva. Mostraremos que uma
aplicagao continua em um espaco de Banach de dimensao infinita que goza da propriedade
de especificagao geral tem dimensao média métrica inferior positiva. Iniciamos, assim
como ¢é definido para entropia topoldgica, definindo a dimensao média métrica de uma

aplicagao continua em um espaco de Banach qualquer.

Definicao 4.0.1. Se (X,||-||) € um espago de Banach e f: X — X é uma aplicagdo
continua, entao definimos as dimensoes média métrica superior e inferior de f

no espaco X, respectivamente, por

mdimy (X, f) = sup{mdimy(K, f)*; K é um compacto em X}

mdimy, (X, f) = sup{mdim,(K, f)* K € um compacto em X}.

A propriedade de especificagao foi definida, primeiramente, por Bowen (1971) e,

desde entao, varias formulagoes desta vem sendo estudadas como em Sigmund (1974) e

1Conceito definido na péagina 23.
2Conceito definido na pagina 23.
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Oprocha (2007). Recentemente, a propriedade de especificagao tem sido explorada no
ambito dos aplicagoes lineares limitadas em espaco de Banach, como podemos ver em
Bartoll et al (2012; 2016; 2019).

Neste trabalho, seguimos a definicao da propriedade de especificagao apresentada
em Rodrigues e Varandas (2016) e, adaptando os trabalho de Bartoll et al citados ante-
riormente, definimos a propriedade de especificacao no caso de aplicagoes continuas em

espacos de Banach.

Definicao 4.0.2. Uma aplicacao continua f: M — M em um espago métrico compacto
(M, d) tem a propriedade de especificagcdo se para qualquer € > 0 existe um inteiro
positivo p = p(e) tal que para qualquer inteiro k > 2, quaisquer pontos xi, T, ..., Ty,
qUaISQUET INteiros positivos my, Mo, . .., M € qUALSQUET INLELT0s PoSitivos P1, Pa, . . - , Pp COM,

pr > poparar =1,... k, existe um ponto x € M tal que

d(f](x)af]('Tl)) < g, com 0 S] < maq,

d(fj+m1+p1+---+mi71+pz‘71(x)’ f](xl» <e, com0< 7 <my,
para todo 2 < i < k.

Intuitivamente temos que se um sistema (M, f) goza da propriedade de especi-
ficac@o, entao dados finitos trechos de drbitas existe um ponto que acompanha cada tre-
cho a uma distancia fixada. A seguinte definicao é uma extensao natural da propriedade
de especifica¢do para aplicacdo f continuas em espagos de Banach (X, || - ||) de dimensao

infinita, onde d é a métrica induzida pela normal || - ||.

Definicao 4.0.3. Uma aplicagao continua f: X — X em um espago de Banach X tem a
propriedade de especificacao geral se existe uma sequéncia crescente de compactos
(K;)jen que sio f-invariantes, com 0 € Ky e UjenK; = X tal que para cada j € N a

aplicagdo f|k, tem especificagao.

A seguir, trazemos um exemplo aplicacao que goza da propriedade de especificacao

geral. Para mais informagoes e outros exemplos vide Bartoll et al (2012; 2016).

Exemplo 4.0.4. Considere a aplica¢ao shift definida no espago IP(v), conforme definido
no Exemplo 3.1.3. Bartoll et al (2012) mostram que a aplicagdo shift goza da propriedade

de especificacdo geral se, e somente se, a sequéncia de pesos v = (Vg )gen Satisfaz

N
E Ve < O0.
k=1

A saber, a sequéncia de compactos o-invariante € dado pelos conjuntos K,, = mK,
onde K = {(xp)ken: ||z|| < 1}.
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A seguir, demonstramos um lema técnico importante para o teorema principal

desta secao.

Lema 4.0.5. Seja (X, || - ||) um espago de Banach de dimensao infinita. Se existe uma

sequéncia crescente de conjuntos compactos {K;}jen tais que 0 € Ky e U K; =X, entao
jEN
para qualquer 0 < & < }1 existe jo = jo(€) e pontos xy, s, .. T € K, tais que

[z = 2l = 2e,
sempre que i,k € {0,--- ,[1]} ei #k.

Demonstracao. Tome um qualquer 0 < € < i. Primeiramente, vamos mostrar que existem
pontos zi,. ..,z 1 € X tais que
€

|2i — 2| > 2,

sempre que i,k € {0,---, [1]} e i # k.
De fato, escolha em X um vetor z; tal que [|z1]] = 1. O espago gerado por {z},
denotado por M, é um subespaco préprio fechado em X cujo dimensao é um. Pelo Lema

de Riesz, existe um zo € X — {M;} tal que ||| =1e
HZl — 22” S 4e.

Os vetores z; e 2o geram um subespago proprio fechado My em X cuja dimensao é

dois. Novamente, pelo Lema de Riesz, existe um z3 € X — { My} tal que ||z3|| =1e
|21 — 2z3]| < 4e e ||za — 23] < 4e.

Continuando este raciocinio, obtemos uma sequéncia (2, )nen tal que ||z; — zx || < 4e
para todo i,k € N e i # k. Agora, pela densidade de U K;, para cada i € {1,... L%J}

jEN
existe um z; € U K, satisfazendo ||z; — z;|| < . Como {Kj},eny é uma sequéncia
neN

1
encaixante, temos que existe jo = jo(¢) € N e K, € {K,};en de modo que {xz}ZL;{ € Kj,.

Finalmente, para i # k,
e < lzi = 2zl < llos = zill + ok — zell + Nl — 2ll < 26 + [|lozs — 2],

que implica que

lx; — zk|| > 2e,
provando o lema. O
O teorema a seguir ¢ nosso resultado principal da se¢ao e mostra que aplicagoes
continuas em um espaco de Banach de dimensao infinita que satisfacam a propriedade

de especificagao geral tém dimensao média métrica inferior positiva relativa a métrica

induzida pela norma do espago.
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Teorema 4.0.6. Seja f: X — X aplicacdo continua agindo em um espaco de Banach

(X, ||+ ]l) de dimensao infinita. Se f tem a propriedade de especificagao geral, entdo
0 < mdimy, (X, f,d) < mdimy(X, f,d),
onde d € a métrica induzida pela norma do espaco.

Demonstracao. Sendo f aplicacao que goza da propriedade de especificagao geral, toma-
mos { K }jen sequéncia de compactos encaixantes, f-invariantes e que satisfazem m =
X. Note que, para fixo 0 < € < %, o Lema 4.0.5 nos garante a existéncia de uma constante
natural jo = jo(¢) e pontos z1,zs,...xx € Kj,, onde N = (5, tais que ||z; — x| > 2¢,
parai, k€ {1,...,N} ei # k.

Por hipétese, f| K;, tem propriedade de especificagao. Logo, para qualquer m > 1

inteiro, tomamos p = p(5) dado pela propriedade de especificacao referente a aplicacao

f restrita ao compacto Kj, tal que, para os pontos xi,23,...,ZxN, 0s inteiros m; =
My = -+ =My = mep = py = -+ = py = p, existe, para cada i fixado, pontos
Ti1,Ti2,- .., %N tals que

5 (i) — [ ()] < %, para todo 0 < k < m

[P (2 ) = o))l <

Entao, temos que o conjunto

, para todo 0 < k < m.

Do ™

é formado por distintos pontos (2m + p, €)-separados. Portanto,
Sepd(2m +p7 f7 8) 2 Nz-

Note que, o conjunto A é formado por pontos z;; cujas m primeiras iteradas
acompanham z; e, depois de p iteradas passa a acompanhar x; por m iterados. Agora,
podemos refazer tal raciocinio utilizando pontos z; j; que acompanharam trés trechos de
orbitas, a saber dos pontos x;, z; e x;, por tempo m e com intervalo de p iterados cada

troca de ponto. Assim, geramos o conjunto B formado pelos pontos
{xi7j,t§ 1<4,5,t< N}

tais que
ara todo 0 < k < m,

15 (@ige) — fF (@) <
14 (3 50) — FF ()]

€
9 pa
g% para todo 0 < k <m
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[ FFH20H20 (2 50) — fo ()| <

Sendo assim,

, para todo 0 < k < m.

DO ™

sepq(3m + 2p, f,e) > N°.

Repetindo o raciocinio obtemos, para todo n > 1, que
Sepd(nm + (n - 1>p7 f7 8) > N™.

Disso segue que

1 1
. B o .
'rzh—}rgo nm -+ (n . 1)p IOg Sepd(nm + (n 1)]7; ) f7 5) - nh—>I2<> n—m T np 10gN
1
= log N.
m—+p
Assim,
1 1 -1
mdim, (X, f,d) =liminf lim ogsepa(nm + (n — 1)p, f,€)
e0 n—oo M + (n — 1)p ‘ log(e)‘
1 log(*
> fiminf L 108)
=0 m + p|log(e)|
_ 1
= :

mostrando o afirmado.
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Capitulo 5

PROPRIEDADES DA DIMENSAO
DE HAUSDORFF MEDIA

A dimensao de Hausdorff média, definida por Lindenstrauss e Tsukamoto (2019),
¢ uma versao dinamica da dimensao de Hausdorff. Mostraremos, durante este capitulo,
algumas propriedades da dimensao de Hausdorff média inspirados tanto nas propriedades
que a dimensao de Hausdorff goza quanto nas propriedades que a dimensao média métrica
goza. Para tanto, fixemos (M, d) um espac¢o métrico compacto e f: (M, d) — (M, d) uma
aplicagao continua.

Por conveniéncia, recordaremos as defini¢coes da dimensao de Hausdorff e das di-
mensoes de Hausdorff média superior e inferior de (M, d) com respeito a dinamica f. Para

s >0ee >0, definimos

H:(M, d,) = inf {Z(diamdnEk)s: M = UpZ, Ej, com diamy, E), < ¢ para todo k > 1} ,

k=1

onde convencionamos que 0° = 1 e diamy(())* = 0. Definimos, ainda,
dimpg(M, d,,,€) =sup{s > 0: H}(M,d,) > 1}.
A dimensao de Hausdorff é definida por
dimy(M, d) = llir(l) dimp (M, d, €).

Ja as dimensoes de Hausdorff média superior e inferior sao definidas, respectiva-

mente, como

_ 1
mdimy (M, d) = lim (lim sup —dimy (M, d,,, 5))

=0 n—oo 1

mdimy (M, d) = lim (lim inf ldimH(IMI, dn,e)) .

e—0 n—oo N
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Focaremos, a partir de agora, em mostrar algumas propriedades dimensao de Haus-
dorff média que conversam com algumas propriedades bésicas da dimensao média métrica.
Em 2019, Lindenstrauss e Tsukamoto mostram que a dimensao média, dimensao média

métrica e a dimensao de Hausdorff média se relacionam da seguinte forma:

mdim(M, f) < mdimy (M, f,d) < mdimyg(M, f, d) (5.1)
< mdimy, (M, f,d) < mdimy (M, f,d). '

Ainda, Lindenstrauss e Weiss (2000) mostram que se o sistema dinamico f tem

entropia finita, entao
MMO\/JL f7 d/) = mdlmM(Ma fa d/) = 07

para toda métrica d’ compativel com a topologia de M. Disso e da inequagao (5.1), segue

o seguinte resultado:
Proposigao 5.0.1. Se hi.,(M, f) < oo, entdo

mdimyg (M, f,d") = 0,
para toda d' compativel com a topologia de M.

Salientamos que, assim como acontece para dimensao média métrica, Lindens-
trauss e Tsukamoto (2019) mostram que para sistemas dinamicos com a propriedade de

1

marcacao existe uma métrica d compativel com a topologia de M tal que

mdim(M, f) = mdimy (M, f,d) = mdimg (M, f,d) = mdimy (M, f,d) = mdimy (M, f,d).

A seguir, provaremos que a dimensao de Hausdorff média é concentrada no conjunto
nao-errante, o qual denotaremos por §2(f). Tal fato também é verdadeiro para o caso da

entropia topoldgica, dimensao média e dimensao média métrica.

Proposigao 5.0.2. Seja f: M — M uma aplicagdo continua no espago compacto (M, d).

Entao

'Um sistema dinamico (M, f) tem a propriedade de marcacao se para qualquer N > 0 existe um

conjunto aberto U C M satisfazendo

M =Upezf "), UNnf™U)=0(V1<n<N).
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Demonstragcdao. Sabemos que

htop(f) = htop(f’fl(f))-

Portanto, fora do conjunto Q(f) a entropia topoldgica se anula. Como entropia finita

implica que a dimensao de Hausdorff média é nula, temos que a dimensao de Hausdorff

média também se anula fora do Q(f), fato que demonstra a proposicao.

]

Como acontece com a dimensao média métrica, a dimensao de Hausdorff média

da aplicagao fP, para inteiro p > 1, é cotada superiormente por p vezes a dimensao de

Hausdorff média de f. Mostraremos essa propriedade na seguinte proposicao.

Proposicao 5.0.3. Para qualquer inteiro p > 1, temos que

mdimg (M, f7,d) < pmdimg(M, f,d) e mdimy(M, f?,d) < pmdimy (M, £, d).

Demonstracdo. Para qualquer inteiro n, temos que

dn o (,y) = max d(f"(z), [P (y)) < max d(f(z), ['(y)) = dup.s(2,1),

0<j<n 0<j<np

para todo z,y € M. Esta ultima desigualdade implica, para ¢ > 0, que toda cobertura

com diametro menor que € com respeito a métrica dinamica d,,,, ¢ também uma cobertura

cujos elementos tem diametro menor que € com respeito a métrica dinamica d,, f».

Entao, para cada s > 0, temos que

H: (M, d,, p») = inf {572, (diamy, ,, Ex)*: M = U2, B com diamy, ,, By < &;Vk > 1}

<inf {Zz‘;l(diamdnpnyk)s : Ml = U2, By, com diamg,,  Fy < &;Vk > 1}

= Hg(Mv dnp,f)a

onde diamg, ; denota o diametro com respeito a métrica dinamica d,, em relacao a

dinamica f. Portanto,
dimyg(M, d,,, ¢, f?) < dimy(M, d,,, €, f)
e disso, segue que

1 1
lim sup —dimy (M, d,,, €, f?) < plimsup —dimyg(M, d;, €, f)
np

n—oo TN N—00

1 1
lim inf —dimp(M, d,,, €, f?) < pliminf —dimy(M, d,,,, €, f).

n—oo N n—oo Np

Tomando o limite em ¢ — oo nas inequagoes (5.2) e (5.3), segue o resultado.
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Para a dimensao de Hausdorff, sabe-se (ver Falconer (1990)) que se A, B C R" sao
tais que A C B, entao

e, ainda, se A € (R",d) e B € (R™,d’) sdo compactos, entao vale
dimg (A4, d) + dimy(B,d") < dimg(A x B,d x d')

onde d x d' é a métrica da soma.

Mostraremos, nos seguintes resultados, que as propriedades exibidas acima para
dimensao de Hausdorff tém sua versao para a dimensao de Hausdorff média. Para tanto,
salientamos que se A C M um subconjunto f-invariante, podemos considerar a dinamica

f restrita ao conjunto A, a qual denotaremos por f|4.

Proposigao 5.0.4. Seja A C M um subconjunto nao-vazio e f-invariante. Entao
mdimy (4, f|a, d) < mdimg(M, f,d) e mdimy(A, f|a, d) < mdimy (M, f, d).

Demonstragao. Dado € > 0 e um inteiro n > 0, considere {E)}°; uma cobertura de M
tal que diamg, (Ex) < €, para todo k > 1. Observe que o conjunto {4y = Ex N A: k> 1}
¢ uma cobertura de A cujos elementos tem diametro menor que €, com respeito a d,.

Portanto, para s > 0, temos que

H:(M, d,) = inf {£;2, (diamg, Ex)*: M = U2 | By, com diamg, By, < e,Vk > 1}
> inf {¥;2, (diamg, Ax)®: M = Up2 | By, com diamy, By, < e,Vk > 1}
> inf {¥;2, (diamg, Ax)®: A = U2 | Ay com diamy, Ax < e,Vk > 1}
=H:(A,d,).

Consequentemente, para quaisquer inteiros s > 0 e n > 0, temos que
dimpg(M, d,,, €) > dimy (A4, d,, €).
Portanto,

n—o0

mdimy(M, f,d) = hrn lim sup — d1mH M dn,g))

n—oo T

mdimy (M, f,d) = 11 lim inf — dlmH M, d,, )

n—oo 1

(hmsup —dimy (A, d,, ) = mdimy (A4, f|a, d)

lim inf dlmH A d,, e ) mdlmH A, fla,d).

n—oo M
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Agora, passamos a investigar a dimensao de Hausdorff média quanto a acao da
dinamica f x g no espaco produto d x d’. Para tanto, usaremos dois resultados de teoria
geométrica da medida em sua versao para espacos métricos compactos: o primeiro, uma

versao do principio da distribuicao de massa; o segundo, uma versao do lema de Frostman.

Teorema 5.0.5. Seja (M, d) um espago métrico compacto. Suponha que existe uma

medida de Borel p em (M, d) satisfazendo:

i) p(M) > 1;

i) para qualquer cobertura aberta & = {E;}%_ | de M tal que diamgE; < §, vale

p(E;) < (diamg(E;))°, (5.4)
para todo i =1,... k.

Entao,
dimy(M, d,d) > s

Demonstragao. Seja § > 0. Considere {U;}22; uma colecao qualquer de conjuntos abertos
m (M, d) com U,U; = M e diamgU; < d. Como M é compacto, podemos extrair uma
subcobertura {A;}72, para M. Por hipétese, temos que

i diamy(U;))* > i diamgy(A i UL Aj) = p(M) > 1. (5.5)

Jj=1 Jj=1

Tomando o infimo sobre todas as cole¢oes de d-coberturas abertas de (M, d) na
inequacao (5.5), temos que Hi(M, d) > 1. Portanto, dimg (M, d, §) > 5. H

Lema 5.0.6. Seja 0 < ¢ < 1. Euxiste 0 < dp(c) = do < 1, dependendo somente de
¢, satisfazendo o segquinte afirmacdo: para qualquer espago métrico compacto (M, d) e

0 < <y, existe uma medida de probabilidade de Borel pu em (M, d) tal que
IU(E) S (dzade)C dimH(M,d,é)
para todo E C Ml com diamgE < %.

Demonstracao. Veja Lindenstrauss e Tsukamoto (2019), corolario 4.4. O]

Consideremos, para o préximo resultado, duas aplicagoes continuas f: M — M
e g:E— E, onde (M,d) e (E,d') sdo espacos métricos compactos. No espago produto

M x E, consideraremos a métrica

(dx d)((x1,91), (22, 42)) = d(w1,x2) +d'(y1,42), para x1, 22 € Meyy,yo €E. (5.6)
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Teorema 5.0.7. Considere as dinamicas (M, f), (E,g) e M x E, f x g) como anterior-

mente definidas. Entao
mdimy(M x E, f X g,d x d') > mdimy (M, f,d) + mdimy (E, g, d")

Demonstrag¢ao. Para 0 < ¢ < 1, segue do Lema 5.0.6 que existe um dy = do(c) € (0,1) tal
que, para todo ¢ € (0, dp], existem medidas de probabilidade de Borel i e v em (M, d) e

(E, d’), respectivamente, satisfazendo
w(E) < (diamg(E))e dma®dd) o p(F) < (diamg (F))e dimsEd9)
para todo £F C M e F' C E com diamgzFE < % e diamgy F < %. Observe que
diamgy. g (E x F) > max {diam,FE, diamg F'} .

Portanto, para todo E X F' € M x E tais que diamgy g (E X F) < %, temos

(5 x V)(E x F) = p(E)u(F)
< (diamg(E))¢ WmnMdo) (qiam , (F))e dimnEd.0)
< (diamdxd’(E X F))c dimH(M’d’(S)(diamdxd/(E X F))C dimy (E,d",5)
= (

diadedI(E > F))c (dimH(M,d,5)+dimH(E,d’,5)).
Pelo Teorema 5.0.5, temos que
dimg(M x E, (d X d'),,0/6) > ¢ (dimg(M, d, §) + dimg(E, d’, §)). (5.7)

Agora, para cada k > 1, tome ¢, € (0,1) tal que ¢, — 1 quando k — oco. Segue
que existe um &g (c) = & € (0,1) tal que dp — 0 e

dimg(M x E, (d x d'),,, 0x/6) > cx(dimp (M, d,,, §%) + dimu(E, d),, 0x.)),
para todo n, k € N. Assim, para cada k,n, temos
1
~dimy(M x E, (d x d'), 6:/6) > = (dimg (M, dy,, 8),) + dimy (E, d',, 53)). (5.8)
n n

Portanto, tomando os respectivos limites inferiores em n — 0 e o limite em k£ — oo,

temos que
mdimy (M x E, f X g,d x d') > mdimy (M, f, d) + mdimy (E, g,d’),
provando o resultado. O

Finalizaremos este capitulo buscando cotas superiores para a dimensao de Haus-

dorfl média.

95



Teorema 5.0.8. Seja K =N ou Z. Para qualquer métrica d em M, temos que
dimg (M, d) < mdimy (M¥, 0, d) < mdimy(M¥, 0, d) < dimg (M, d),
onde d(z,7) = 3 % 55 d(x, yr) para todo T = (z),§ = (yi) € M*.
jeK

Demonstracao. Note que a terceira inequagao segue do fato que
mdimy(M¥, 0, d) < mdim,;(M¥, 0, d) = dimg (M, d)

Passaremos a provar a primeira inequagao para K = N (o caso K = Z pode ser
provado analogamente). Para cada k > 1, tome ¢, € (0, 1) tal que ¢y — 1 quando k& — oo.
Segue do Lema 5.0.6 que, para cada k > 1, existe um §; = dx(cx) € (0, 1), satisfazendo
dr — 0 quando k — o0, tal que existe uma medida de probabilidade de Borel p em (M, d)
tal que

W(E) < (diamyB)erdimn(dén)

para todo £ C M com diamgE < 0y /6.
Seja € = {E;}™, uma cobertura aberta finita de M tal que diam,E; < J;/6 para

todoi=1,...,m. Note que existe $ € N tal que para qualquer i =1,...,m, vale
Ei:AiJXA@QX"'XA@QXMXMX...,

onde A;; C M é um conjunto aberto para todo 1 <t < j.

Tome n > 3 e note que, para todo i =1,...,m, vale
diamy F; > diamgA;,

para todo 1 <t < f.
Defina, agora, uma medida de probabilidade de Borel fi = " em (MN,CZ). Por-

tanto, para todo i =1, ..., m, temos

f(E:) = p(Ai)p(Aig) - - p(Aip)
diamgA; 1)e dimp (M,d, %) (dlamdAZ 3)Ck dimpg (M, d,8%)

<
(dlamd )Ck 5 dlmH(M d 51@)
< (

dlam E)ckndlmH(Md(Sk)

Portanto, segue do Teorema 5.0.5 que
1 -
—dimg(M", d, 6;,/6) > cidimy (M, d, &),
n

onde ¢, — 1 e 0 — 0 quando k — oo. Esse fato prova o teorema. O
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Rodrigues e Acevedo (2021) provaram que para qualquer aplicagao continua f: M —
M vale
mdim,, (M, f,d) < mdimy (M, f,d) < dimg(M, d).

Consequentemente
mdim (M, f,d) < mdimg(M, f,d) < dimg (M, d).
O préximo resultado decorre diretamente do Teorema 5.0.8.
Corolario 5.0.9. Se dimg(M, d) = dimy (M, d), entao
mdimy (MY, 0, d) = mdimg (MY, o, d) = dimy (M, d)

e, portanto,

mdimy (M, f,d) < mdimg (M, f,d) < dimg(M, d).

Um fator de um sistema dinamico pode ter a dimensao média (métrica) maior que
o sistema original (ver Lindenstrauss e Weiss (2000) e Acevedo (2020)). O mesmo ocorre
para a dimensao de Hausdorff média. De fato, seja C' o conjunto de Cantor ternario em
[0,1] e tome uma qualquer aplicagao sobrejetiva ®: C' — [0,1]. Segue que ([0, 1]%, o) é

um fator de (C, o) considerando a semi-conjugagao
d: C% —[0,1]%
definida por ®(...,x_1, 20, x1,...) = (..., ®(x_1), ®(x0), ®(x1),...). Portanto, temos
0 = dim(C) = mdim(C?%, o) < mdim([0,1}%,0) = 1

982 _ fimg(C) = dimp(C) = mdimy (C%, o, )

log 3
— mdimy (C%, 0, d) < mdimy([0,1])%,0,d) = 1.
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Capitulo 6

CONTINUIDADE DA DIMENSAO
MEDIA METRICA E DA
DIMENSAO DE HAUSDORFF
MEDIA COM RESPEITO A
METRICA

Neste capitulo, buscamos responder a seguinte pergunta: como varia a dimensao
média métrica! e a dimensao de Hausdorff média? em relacao a métrica? Para tanto,
fixamos um espago topoldgico compacto metrizavel (M, 7), onde 7 é a topologia de M
e uma aplica¢do continua f: Ml — M. Denotamos por M(7) o conjunto consistindo das

métricas definidas em M cujas topologias geradas sao iguais a 7, isto é,
M(7) = {d: d é uma métrica em M e 7, = 7},

onde 74 denota a topologia induzida pela métrica d em M.

Passamos, entao, a estudar a continuidade das aplicagoes

mdimy (M, f): M(7) - RU {cc} mdimy (M, f): M(7) - RU {co}
d — mdimy (M, £, d), d — mdimy (M, f, d),

onde M(7) serd munido da métrica

D(d17d2) = Sup {|d1(Iay) - d2<xay)| : para dy,ds € M(T)}‘

x,yeM

1Conceito definido na péagina 23.
2Conceito definido na pagina 27.
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Observacao 6.0.1. Durante este capitulo, escreveremos mdimy (M, f,d) para nos refe-
rirmos a ambas mdimy (M, f,d) e mdimy;(M, f,d) e escreveremos mdimy (M, f,d) para
nos referirmos a ambas mdimyg(M, f,d) e mdimy (M, f,d), a menos que seja necessdrio

distingui-las.

A fim de encontrar uma resposta para o problema proposto, iremos considerar
casos particulares de métricas que induzem a topologia 7. Isto é, trabalharemos com
classes de métricas equivalentes e investigaremos o comportamento da dimensao média
métrica e da dimensao de Hausdorff média quando variamos a métricas nessas classes.

Relembramos que duas métricas d; e do em M sao ditas equivalentes, denotado
por dy ~ dy, se as aplicagoes i12: (M, dy) — (M, ds) e i91: (M, dy) — (M, d;) sdo continuas.
Denotando por By(x;¢) a bola aberta de centro em x € M e raio £ > 0, com respeito a
d em M, é possivel provar que, para dado x € M e € > 0, d; e dy sao equivalentes se, e

somente se, existem 41, 65 > 0 tais que
By, (2301) C By, (z;6) e Bay(2302) C By, (x3¢€).

As classes de métricas equivalentes que nos restringiremos no decorrer desse capitulo
sao: métricas uniformemente equivalentes (Secao 6.1); métricas geradas através da com-
posicao de uma certa classe de fungoes com uma métrica que gera a topologia do espaco M
(Segao 6.2); métricas induzidas por homeomorfismos (Secao 6.3); métricas obtidas como
combingao convexa de métricas que geram a topologia de Ml (Secao 6.4).

No restante do capitulo iremos supor que f tem entropia infinita uma vez que
tanto a dimensao média métrica quanto a dimensao de Hausdorff média sao identicamente
nulas sempre que a aplicacao f tiver entropia topoldgica finita, como mostra a seguinte

proposicao:
Proposigao 6.0.2. Se hi.,(M, f) < oo, entdo

mdimy (M, f): M(7) > RU{c0} e mdimg(M, f): M(7) - RU {0}
sao aplicacoes identicamente nula.

Demonstracao. Note que se hyop,(M, f) < o0, entdo mdimy (M, f,d) = 0 para qual-
quer d € M(7). Segue disso e do fato da entropia topoldgica ndo depender da métrica
que mdimy (M, f, CZ) = ( para toda d € M(7). Analogamente, é possivel provar que
mdimy (M, f,d) = 0 para toda d € M(7). O

6.1 Meétricas Uniformemente Equivalentes

Nesta secao, trataremos de métricas que sao uniformemente equivalentes, conforme

a definicao a seguir.
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Definicao 6.1.1. Dizemos que dy e do, métrica em M, sdo uniformemente equiva-

lentes se existem constantes reais 0 < a < b tais que
adl(x7y) < d2('r7y) < bd1<$,y), (61)
para todos x,y € M. Nesse caso, denotamos dy ~, ds.

A partir de agora, fixaremos uma métrica d em M(7) e denotaremos por U(d) o
conjunto das métricas em M que sao uniformemente equivalente a d. Ainda, escreveremos
diamy(A), para A C M, para nos referir ao diametro de A com respeito a d, isto é,

diamy(A) = sup d(z,vy).
T, yeA

Uma vez que estamos adotando o espago métrico (M, d) compacto, temos que
diamy(M) < co. Claramente, se d é uma métrica uniformemente equivalente a métrica d,

entao diam ;(M) < oo.

Exemplo 6.1.2. Considere a métrica d(z,y) = min{1,d(z,y)} para todo z,y € M. Temos

que d ~, d, uma vez que
d(z,y) < d(z,y) < diam(M)d(z, y)

para todo x,y € M.

d(z,y)
1+d(z,y)

Exemplo 6.1.3. A métrica definida por ci(x, y) = , para todo x,y € M, € tal que

d ~y, d, uma vez que
d(z,y) < d(z,y) < [diam(M) + 1]d(z, y)
para todo x,y € M.

E relevante mencionar que se d; e dy sao métricas uniformemente equivalentes,
entao d; e dy sao equivalentes. Por outro lado, existem métricas que geram mesma
topologia mas nao sao uniformemente equivalentes, isto é, sao métricas equivalentes que

nao satisfazem a condicao (6.1).

Exemplo 6.1.4. Considere a fungdo tan: (—3,5) — R e tome a métrica em R definida
por

d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|  para todo x,y € R.

Portanto, a métrica d gera a mesma topologia de d(x,y) = | — y| mas, visto que tan e

arctan ndo sao func¢oes Lipschitz, d e d nao sdo uniformemente equivalentes.
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Acevedo (2020) mostrou que para duas métricas dy,dy € M(7) uniformemente

equivalentes vale
mdimy (M, f, d;) = mdimy (M, f, ds).

Desse fato decorre que a dimensao média métrica é continua com respeito a métricas que
sao uniformemente equivalentes. Por conveniéncia, faremos a demonstracao desse fato no

resultado seguinte.
Proposicao 6.1.5. As sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

i) sejam dy,dy € M(7). Se existe uma constante ¢ > 0 tal que di(x,y) < ¢ da(z,y)
para todo x,y € M, entao

mdimy (M, f, d;) < mdimy (M, £, ds).
it) a aplicagao
mdimy (M, f): U(d) - RU {oo}
¢ constante.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando o item i). Note que, dado € > 0, segue da hipétese

que existe 0 = £ > 0 tal que
di(z,y) < 6 = do(z,y) < e,V x,y € M.

Portanto, todo conjunto (n, f, §)-gerador em (M, d; ) é também um conjunto (n, f, €)-

gerador em (M, dy). Segue, portanto, que

spang, (n, f,e/c) 2 spang, (n, f,¢€),
que, por sua vez, implica no item i). Claramente, o item ii) decorre do item 1i). ]
Para a dimensao de Hausdorff média, temos o seguinte resultado:
Proposigcao 6.1.6. As sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

i) sejam dy,dy € M(7). Se existe uma constante ¢ > 0 tal que di(x,y) < ¢ da(z,y)
para todo x,y € M, entao

mdimy (M, f, d;) < mdimy (M, f, ds).
it) a aplicagao
mdimy (M, f): U(d) - RU {oc}

é constante.
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Demonstra¢ao. Comegaremos provando o item i). Para qualquer inteiro n > 0, temos que

dyn(,y) = Orgj%{dl(fj(iv% F)} < Dax {c do(f(2), 1 (y)} = c dan(x,y),  (6.2)

para todo x,y € M. Agora, para dado £ > 0, observe que se {F;}32, é uma cobertura de
M tal que diamg, , (E;) < €, para todo 7 > 1, segue da inequagao (6.2) que {£;}32, é uma

cobertura de M com diamg, , (E;) < ¢ €, para todo i > 1. Disso, para s > 0, temos que

H:(M, dy ,) = inf {32 (diamyg, , E;)*: M = Up2 | By, com diamg, , By < e,Vk > 1}
< inf {32 (cdiamg, , E})*: M = U2, By, com diamg, , E), < e,Vk > 1}
< inf {2, (cdiamg, , Ey)°: M = U2, By com diamg, , E), < ¢/c,Vk > 1}
= inf {52, (cdiamy, , Ey,)*: M = U2, By, com cdiamy, , By, < e,Vk > 1}
= inf {372, (diamg, , F},)*: M = U2, F), com diamg, , Fy, < e,Vk > 1}
= HZ(M, da,)

e, portanto,
sup{s > 0: H:(M, dy,) > 1} > sup{s > 0: HI(M, d,,,) > 1},
que, por sua vez, implica em
dimp (M, dy p,, €) > dimy (M, dy ,,, €). (6.3)

A inequacdo (6.3) implica o item i). Claramente, se d; e dy sdo uniformemente

equivalentes, segue do item i) que
mdimy (M, f,d;) = mdimy (M, f, ds),
provando, assim, o item ii). O

Em particular, se K é uma variedade riemaniana compacta de dimensao finita,
entao quaisquer duas métricas riemanianas em K sao uniformemente equivalentes. Por-

tanto, se p; e py sao duas métricas riemanianas K, temos que
mdimy (K, f, p1) = mdimy (K, f, p2) e mdimp(K, f, p1) = mdimyg (K, f, pa).
Considere, para o resultado seguinte, o conjunto
Riem(K) = {p: p é uma métrica riemaniana em K}.

Corolario 6.1.7. Se K é uma variedade riemaniana compacta de dimensao finita, entao

as aplicacoes
mdimy (K, f): Riem(K) - RU{oco} e mdimyg(K, f): Riem(K) - R U {co}
sao constantes.
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6.2 Métricas em A, (M)

Nesta secao, restringiremos nossa problema a uma classe de métricas equivalen-
tes, mas nao necessariamente uniformemente equivalentes, formada por métricas g o d,
onde g: [0,00) — [0,00) é uma aplicacdo continua, crescente, subaditiva ® e que satisfaz

g 1(0) = {0}. Consideramos, portanto, o seguinte conjunto
AiM) ={g4: g4 = g o d para alguma g € A0, c0)}, (6.4)
onde
AJ0,00) = {g € C°[0,00): g é crescente, subaditiva e tal que g~'{0} = {0}}.

Exemplo 6.2.1. Qualquer aplicacao g: [0,00) — [0,00) derivdvel, com g(0) = 0, Z—i >0
e ZZ—‘% <0 € tal que g € A[0,0).

Na proxima proposi¢ao, mostraremos que, de fato, g o d é uma métrica em M e,
ainda, equivalente a d. Assim, providenciamos uma forma de produzir métricas equiva-

lentes a métrica fixada d € M(7).
Proposigao 6.2.2. Seja g € A[0,0) fiza qualquer e considere
ga(x,y) = god(x,y) para todo z,y € M.

Entao, temos que gq € uma métrica em M e, ainda, g4 € M(T).

Demonstracao. Faremos tal demonstracao por etapas.
Etapa 1: g; ¢ uma métrica em M.

De fato, note que gq(x,y) > 0 uma vez que a imagem de g esta contida em [0, 00).

Ainda, usando que g~'{0} = {0} e o fato de d ser métrica em M, segue que
ga(z,y) = 0= gld(r,y)) =0 = d(r,y) =0z =y.

Claramente, g4(z,y) = g4(y, z) para todo x,y € M.

Agora, considere z,y, z € M e note que

ga(z,z) = g(d(z, 2)) < g(d(z,y) +d(y, 2)) < g(d(z,y)) + 9(d(y, 2)) = ga(z, 2) + ga(z,v),

onde, na primeira desigualdade, utilizamos a desigualdade triangular para d e a hipdtese

que g é crescente e, na segunda desigualdade, a subaditividade da g.

Etapa 2: para todo x € M e € > 0, existe 0 > 0 tal que

By(z,9) C By, (x,¢).

3g é dita subaditiva se g(z +y) < g(x) + g(y) para todo x,y € [0, c0).
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De fato, como g é uma aplicagiao continua em 0 e g=*{0} = {0}, para todo ¢ > 0,
existe ¢ > 0 tal que
0<a<d=0<g(a)<e.

Segue disso que, para y € M

d(z,y) <6 = g(d(z,y)) <e= galz,y) <e
Etapa 3: para quaisquer a,b > 0, vale que

g(b)<¥:>b<g.

Sejam a, b > 0 tais que a < 2b. Como ¢ é crescente e subaditiva, temos que

gla) < g(2b) = g(b+b) < 29(b),

e, portanto, segue que
a < 2= g(a) < 2g(b).

Etapa 4: para todo x € M e todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
By, (z,9) C By(z,¢).

Note que, da Etapa 3, temos que

ga(x,y) = g(d(z,y)) < @ = d(z,y) < g <e.

Para findar a etapa basta tomar 6 = %.

Segue dos quatro etapas que g; ¢ uma métrica em M e g4 ~ d. O
Para provar os resultados seguintes, utilizaremos o préoximo lema técnico.

Lema 6.2.3. Seja n > 0 um inteiro. Para qualquer métrica d em M e uma aplica¢ao

crescente g: [0,00) — [0,00), temos que
(gd)n(aja y) = g(dn(x> y))
para todo x,y € M.

Demonstracao. Dado n € N, temos que para todo z,y € M vale

(9a)n(@,y) = max{ga(z,y), ga(f (), f(y)) - -, 9a(f" (), " ()}
= max{g(d(z,y)), 9(d(f(x), f¥))) ... g(d(f" " (x), /"~ (y)))}
= g (max{d(z,y), d(f(), f(y)) ..., d(f* (@), " (¥))}) = 9(du(2,1)),

que prova o lema. O
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A proposigao a seguir trata de mostrar que a dimensao de Hausdorff média de com

respeito a métrica gy é igual a dimensao de Hausdorff com respeito a d.

Proposicao 6.2.4. Para qualquer g € A0, 00), temos que
mdimy (M, f, g4) = mdimg(M, f, d).

Portanto, para qualquer d em M uniformemente equivalente d, temos que
mdimy (M, f, g;) = mdimyg(M, f, d).

Demonstragao. Segue do Lema 6.2.3 que (gq)n(x,y) = g(d,(z,y)) para todo xz,y € M e
n € N. Entao temos, para s > 0 e € > 0, que

H(M, (ga)n) = inf {32, (diam,,), Ey)*: M = U2, B, com diamg,,), By < e,Vk > 1}
= inf {372, (g(diamgy, Ex))*: M = U, By, com (g(diamgy, Ey)) < e,Vk > 1}
= inf {¥}2, (diamg, Ey)*: M = U2, B, com diamg, By, < ,Vk > 1}
= H:(M, d,,),

isto é, para todo s > 0 e € > 0, vale
HZ(M, (g4)n) = HZ(M, dy,). (6.5)

Tomando os respectivos limites na equagao (6.5), segue a primeira parte da pro-

posicao. A segunda parte da proposicao segue da primeira e da Proposi¢ao 6.1.5. O
Segue diretamente da Proposicao 6.2.4 o seguinte corolério:

Corolario 6.2.5. A aplicacao
mdimyg(M, f): Ag(M) - R U {oo}
€ constante.

A partir de agora, trataremos da dimensao média métrica com respeito as métricas
em Ay (M). Desse modo, para qualquer aplicagao continua h: [0,00) — [0,00), conside-
raremos

g LoBREDT — tim sup 18U
km(h)_lsa(ﬁf | log(e)] aa () 15—>0+p | log(e)]

Proposicao 6.2.6. Seja g € A[0,00) e defina gq(x,y) = g o d(z,y), para todo x,y € M.

Sao validas as sequintes igualdades:

i) mdimy (M, f,d) = kp(g) mdimy (M, f, g4)-
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i) mdimy (M, f,d) = ky(g) mdimy, (M, £, ga).
Demonstracao. Provaremos, primeiramente, que
mdimy (M, f,d) > ka(g) mdimy (M, f,d) e mdimy (M, f,d) > k,,(g) mdim,, (M, f,d).

Fixemos € > 0 e um inteiro n > 0. Se d,(z,y) < &, entdo segue do Lema 6.2.3 que
(ga)n(z,y) = g(dn(x,y)) < g(e). Segue, portanto, que para qualquer conjunto
(n, f,e)-gerador com respeito a métrica d é, também, um conjunto (n, f, g(¢))-gerador

com respeito a métrica gg. Desse fato obtemos que

spany(n, f,e) > span, (n, f,g(c)).

Portanto, sendo g continua e g(0) = 0, temos que lirr(l)g(e) = ¢(0) = 0 e dessa forma
e—

. 1
mdimy (M, f,d) = limsup lim og spany(n, f,€)

e N0 n|10g(5)|
~ Jimsup lim log spangy(n, f,e) |log(g(e))|
eso n—ooo nllog(e)]  [log(g(e))]
logspan,, (n, f, g(€)) | log(g(e))|

> limsup lim
eo nooe nflog(g(e))] | log(e)]

' . logspan, (n, f,g(e))
— k limsup lim -
M (g> c50 p n—o00 TL| 10g(g(5))|

= kar(g) mdimy (M, f, ga).

Analogamente é possivel provar que mdimy,;(M, f,d) > k;,,(¢g) mdim,;(M, £, gq)-

Para provar as desigualdades contrarias, fixemos n € N e ¢ > 0. Seja A um con-
junto (n, f,e)-separado com respeito a métrica d. Assim, para quaisquer distintos z,y € A,
temos d,,(x,y) = maxo<j<n {d(f7(z), f7(y))} > ¢, e, portanto, existe jo € {0,...,n — 1}
tal que d(f%(z), f°(y)) > €. Sendo g crescente, segue que g (d(f%(z), f(y))) > g(e) e,
portanto,

9a, (. y) = max {g (d(f7 (=), 7 ()} > g(e).

0
Temos, assim, que A é um subconjunto (n, f, g(¢))-separado com respeito a gg. Assim

sendo, temos que

sepy(n, f,€) < sep,,(n, f,g(e))
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e, portanto,

mdimy (M, f,d) = limsup lim sepy(n, f,€)
cs0 n—oo nllog(e)|

i sup lim sepy(n, f, ) [log(g(e))]
eso n—oo nllog(e)| [log(g(e))|
< Tim sup lim sep,, (n, f,9(€)) [log(g(e
c—0 n—oo nllog(g(e))]  |log(e)

. ) sep (’I’L, f’ g(e))
—k limsup lim 24
m(9) oV ntee nllog(g(e))]

= kar(g) mdimyg (M, f, ga).

)|
|

Analogamente é possivel provar que mdimy;(M, f,d) < k;,,(¢g) mdim,;(M, £, gq)- O

Considere, agora, uma aplicagao continua f : Ml — M com dimensao média positiva

e tal que
mdim(M, f) = mdimy (M, f,d) = mdimyg(M, f,d) = mdim, (M, f, d) = mdimy (M, f, d).
Segue da Proposicao 6.2.6 que para qualquer g € A[0, 00) que

Lindenstrauss e Weiss (2000) mostraram que para qualquer d métrica em M compativel
com a topologia vale
mdim(M, f) < mdim,,(M, f,d)

e, portanto, temos que
0 < k(g) = km(g) = ku(g) <1

para qualquer g € A[0, c0). Sumarizamos os argumentos anteriores no seguinte lema:

Lema 6.2.7. Para qualquer g € A[0,00), o limite k(g) = lim Llog(g(e))]

) existe e pertence
eot |log(@)l

ao intervalo (0, 1].

O Teorema a seguir mostra que, assim como acontece com a dimensao de Hausdorff
média, a dimensao média métrica é continua quanto a dependéncia da métrica em Ay4(M).
Salientamos que a métrica utilizada entre duas aplicagoes de A[0,00) é a métrica do

supremo.

Teorema 6.2.8. A aplicacao

mdimy (M, f): Ag(M) — RU {0}
Ga mdlmM<M7 f7 gd)

é continua.
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Demonstra¢ao. A continuidade da aplicacdo mdimy (M, f): Az(M) — RU{oo} segue da
Proposi¢ao 6.2.6, uma vez que mostramos no Lema 6.2.7 que k(g) > 0 para qualquer
g € AM). O

A seguir, trazemos alguns exemplos interessantes de métricas em A4(M).
Exemplo 6.2.9. Tome a métrica d'(x,y) = min{l,d(x,y)} para todo x,y € M. Neste
caso, g(x) = min{1,z} e portanto

log(g(@))| _ . [log(a)| _
[0 Tlog(a)

d(z,y)
1+d(z,y)

Exemplo 6.2.10. Agora, considere a métrica d'(z,y) = para todo x,y € M.

Neste caso, g(x) = 1 e portanto

. |log(g(x))] _ . [log (555) |
(9) = kar(9) = B = el = o 0)]
Exemplo 6.2.11. Fize a € (0,1]. Considere a aplicag¢ao g: [0,00) — [0, 00) definida por
g(x) = x% para todo z € [0,00). Afirmamos que g(x+y) < g(x)+g(y) para todo z,y > 0.
De fato, precisamos mostrar que (x 4+ y)* < z% 4 y*. FEste fato é claramente valido para

x = 0. Seja, entao x > 0. Entao

v (1+2) <o (14 (2) ) = (1+2) <1+ ()
x x x x
Denotando u = ¥, precisamos mostrar que a sequinte inequagdo f(u) = 1+u®—(14+u)* >

0. Note que f(0) = 0. Temos, também, que

_ a—1 a—1 __ a a
fla) = au ™ —all+ )™t = = > 0

para qualquer w > 0 (e f'(u) tende a 400 quando w — 0), que prova que f cresce com w.

Tomando, entao, gq(z,y) = d(z,y)*, temos que k,,(g) = kar(g) = a e, portanto,

mdimy (M, f, d)
» :

mdzmM(M7 fv gd) =

Exemplo 6.2.12. Considere g(z) = log(1+x). Como (1+z+y) < 1+z+y+xy, temos

que

g9(z+y) =log(l+z+y)
<log((1+z)(1+y))
= log(1 + z) +log(1 + v)
=9(z) +9(y).
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Portanto, g é subaditiva. Note que se g, e g € Al0,00), entdo g1 o go € A[0,00).
Considerando g1(z) = z°, para a € (0,1), e go(x) = log(1+x) entdo a composi¢ao h(x) =
g2 0 g1(x) = log(1 + 2) pertence a A[0,00). E possivel provar que kp(h) = ky(h) = a.
Portanto,

(M
mdim(M, f, hy) = mdimy(M, f,d)
a

A proposicao a seguir providencia algumas informagoes sobre a imagem da aplicacao

dimensao média métrica.
Proposicao 6.2.13. Suponha que mdimy (M, f,d) > 0. Os seguintes itens sao vdlidos:
i) a imagem da aplica¢ao
mdimy (M, f): Ag(M) - R U {o0}
contém o intervalo [mdimy (M, £, d), 00);
i) Sup ey mdimy (M, f, d’) = oo;

iii) para qualquer g € A(M) e qualquer métrica d em M uniformemente equivalente a
d, vale que

Demonstracao. Os itens i) e ii) sd@o decorrentes do Exemplo 6.2.11 e da Proposi¢ao 6.2.4.
Passamos, portanto, a prova do item iii). Da Proposi¢ao 6.1.6 e da Proposigao 6.2.4 segue
que para qualquer métrica d em M que é uniformemente equivalente a d e para qualquer
g € AM), vale

Uma vez que a inequacao mdimg(M, f, g4) < mdimy (M, f, ga) é sempre valida,
temos
mdimyg (M, f,d) < mdimy (M, f, ga),

provando, assim, o item iii). O

Se K é uma variedade riemaniana compacta, entao o conjunto consistindo das
aplicagoes continuas cuja dimensao média métrica é positiva é denso em C°(K). Portanto,

para qualquer f em um subconjunto denso C°(M), temos que

sup mdimy (M, f,d’) = oo.
d'eM(r)

Corolario 6.2.14. Suponha que dimg(M, d) > 0. Entdo, para qualquert € [dimg(M, d), c0),
existe uma métrica d € M(7) tal que dimg(M, d') = t¢.
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Demonstragdo. Como mdimy (M%, o, d) = dimg(M, d), temos, para qualquer a € (0, 1],

que
_ . MZ 7 .
mdimM(MZ,o, i) = mdimy (M?*) o, d) _ dimg (M, d)7
a a

o que mostra o corolario. O

6.3 Meétricas Induzidas por Homeomorfismos

Para qualquer homeomorfismo h: M — M, no espago métrico compacto (M, d),
podemos considerar uma nova métrica induzida por h da definindo dj,: M x M — R tal
que dp(z,y) = d(h(x), h(y)), para todo x,y € M. Sendo h homeomorfismo e d métrica, é
possivel mostrar que, de fato, dj, define uma métrica em M e, ainda, d;, € M(7).

Lindenstrauss e Weiss (2000) comentam que a dimensao média métrica nao é um
invariante quanto a conjugagao topoldgica, visto sua dependéncia quanto a métrica utili-
zada no espaco. Por outro lado, se g: Ml — M e f: M — M aplicagoes continuas sao tais
que existe um homeomorfismo i : M — M satisfazendo g(z) = ho f o h™!(z), para todo

xr € M, temos que

mdimy (M, £, dp) = mdimy (M, ho foh™!,d) = mdimy (M, g, d)

mdimg (M, f, d,) = mdimg(M, ho f o h™', d) = mdimy(M, g, d),

uma vez que h: (M, d,) — (M, d) é isometria.

Sumarizamos os paragrafos anteriores no seguinte resultado:

Proposicao 6.3.1. Sejam g, f: Ml — M aplicacoes continuas definidas no espagco métrico
compacto (M, d). Suponha que exista h: M — M homeomorfismo tal que go h = ho f.

Entao existe uma métrica d em M, equivalente a d, tal que

mdimy (M, f, d) = mdimy (M, g, d)

mdimy (M, f, d) = mdimyg (M, g, d).

Note que se h ¢ lipschitz com respeito a métrica d, entao seguem das Proposicoes
6.1.5 € 6.1.6 que

mdimy (M, f,dp,) < mdimy(M, f,d) e mdimg(M, f,d,) < mdimg(M, f,d).
Observe que se h é bilipshitz com respeito a d, isto é, se existe k > 0 tal que

Fd(a,y) < d(h(z), h(y)) < kd(r,), Yo,y € M,
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entao dj ~, d donde, pelas Proposicoes 6.1.5 e 6.1.6, segue que
mdimy (M, f, d,) = mdimy (M, f,d) e mdimyg(M, f,d,) = mdimyg(M, f, d).
Assim sendo, tomando o conjunto
BL(M, d) = {h: h é um homeomorfismo bilipschitz },

temos o seguinte resultado:

Proposicao 6.3.2. Seja
BLX(M, d) = {dp: dn(-,-) = d(h(-),h(:)) para h € BL(M,d)}.
Entao, as aplicacoes

mdimy (M, f): BLX(M, d) — R U {oo}

mdimy (M, f): BLX(M,d) - RU {oco}

sao constantes.

6.4 Métricas como Combinacao Convexa

Como ¢ bem conhecido, o espaco das métricas sobre um conjunto M é um espago
convexo, isso é, dado quaisquer métricas dy,ds e t € (0, 1), a aplicacdo d;: M xM — [0, o]
definida por

di(z,y) = tdy (2, y) + (1 = t)da(z, ),

para todo x,y € M, também é uma métrica em M. Ainda, se d; e dy sao métricas em
M(7), entao d; também é uma métrica em M(7).

Podemos, entao, nos questionar o seguinte: qual a relagao entre a dimensao média
métrica e da dimensao de Hausdorff média com respeito a métrica d; em relacao as di-
mensao média métrica e dimensao de Hausdorff média com respeito a d; e ds? Responder
essa pergunta é o que direciona a explanagao nesta subsecao.

Dada um n € N, denotamos por d; ,,, d; , € da,, as n-métricas dinamicas em M com

respeito a d;, d; e dsy, respectivamente. O lema a seguir relaciona essas n-métricas.

Lema 6.4.1. Para um qualquer fito n € N, considere as n-métricas dinamicas dy,,d;

e dyn, como definidas anteriormente. Entdao, vale

max {tdl,n<x7y)> (1 - t)dZ,n<x7y)} S dt,n(xa y) S tdl,n(xay) + (1 - t)dQ,n(xay)a
para todo x,y € M.
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Demonstragao. Verificamos, primeiramente, que tdy ,(z,y) < din(x,y), para todo z,y €

M. Note que, da definicao decorre que, para quaisquer x,y € M, vale

tdin(w,y) =t max  {di(f*z, f'y)} = tdi(f', ['y)

para algum [ € {0,...,n — 1}. Portanto, temos que

tdl,n($7 y) = tdl (flm7 fly)
< td(f'z, fly) + (1 = t)do(f'z, fly)
<  max X {tdl(ka, fy) 4+ (1 = tdo( fra, fky)}

k=0,...,n—

max {dt(ka, fky)}

k=0,...,n—1

- dt,n (l‘, y)u
mostrando o que querfamos inicialmente. A demonstragao que (1—t)dso,(x,y) < din(x,y)
é realizada de forma similar. Para finalizarmos, basta notar que a segunda desigualdade

que trata o lema ¢é direta da definicao de dy,. O

A seguir, mostramos que a dimensao média métrica inferior (superior) com relagao
a métrica d; é maior ou igual a0 méaximo entre as dimensao média métrica inferior (supe-
rior) com relagdo as métricas d; e dy que a definem. O mesmo ocorre com a dimensao de

Hausdorff média.

Proposigao 6.4.2. Sejam dy,dy métricas em M(7). Para t € [1,00) inteiro, considere a

métrica d; como definida anteriormente. Temos que:
i) max {mdimy (M, f, d1), mdimy (M, f, d») } < mdimy (M, f, d;).
i) max {nditny, (M, ,dy ), mdimy, (M, £, dy)} < mdimy, (M, £, ).
iti) max {mdimy(M, f, d;), mdimy(M, f,d>)} < mdimy (M, f, d;).
w) max {mdimy (M, f, d;), mdimy (M, f, d2)} < mdimy (M, f, d;).

Demonstracao. A prova da Proposigao segue diretamente do Lema 6.4.1 e das Proposigoes
6.1.6 € 6.1.5. O

O corolario a seguir da uma cota por cima para a dimensao média métrica inferior
(superior) e para dimensao de Hausdorff média com respeito a d;, quando a métrica d é

maior ou igual a d;.

Corolario 6.4.3. Sejam dq,ds métricas em M que definem uma mesma topologia. Para
t € (0,1), considere a métrica convexa d; com respeito a dy e dg, como anteriormente

definido. Se existe ¢ > 0 tal que di(x,y) < ¢ do(z,y) para todo x,y € M, entao

mdlmM(Mu f7 d2) = mdlmM (M7 f7 dt) € mdlmH<M7 f7 d2) = mdlmH(Mu f7 dt)
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mdimy, (M, f, ds) = mdim,;(M, f,d;) e mdimy(M, f,dy) = mdimy (M, f,d;),

para f: M — M continua.

Demonstracao. Segue da Proposicao 6.4.2 que

mdimy (M, f, ds) < mdimy (M, f, d;) e mdimy (M, f, ds) < mdimyg (M, f, d;)

MM(Ma f7 d2) S IndiM(I\/ﬂa fa dt) € MH(M7 fv d?) S MH(ML fa dt)

A inequagao contraria segue notando que

dy(z,y) = tdy(z,y) + (1 — t)dy(z, )
< tedy(z,y) + (1 —t)do(z,y)
= (tc+ 1 —t)dy(x,y),

para todo z,y € M, e utilizando as Proposicoes 6.1.6 e 6.1.5.
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