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RESUMO

A resposta impulso ¢é utilizada como ferramenta padrdo no estudo direto de
sistemas concentrados, discretos e distribuidos de ordem arbitrdria. Esta abordagem leva
ao desenvolvimento de uma plataforma unificada para a obtencdo de respostas dinamicas.
Em particular, as respostas forcadas dos sistemas sao decompostas na soma de uma resposta

permanente e de uma resposta livre induzida pelos valores iniciais da resposta permanente.

A teoria desenvolve-se de maneira geral e direta para sistemas de n-ésima or-
dem, introduzindo-se a base dindmica gerada pela resposta impulso na forma padrio e
normalizada, sem utilizar-se a formulagdo de estado, através da qual reduz-se um sistema
de ordem superior para um sistema de primeira ordem. Considerou-se sistemas de primeira
ordem a fim de acompanhar-se os muitos resultados apresentados na literatura através da

formulacdo de espaco de estado.

Os métodos para o célculo da resposta impulso foram classificados em espec-
trais, nao espectrais e numéricos. A énfase é dada aos métodos nao espectrais, pois a resposta
impulso admite uma férmula fechada que requer o uso de trés equacdes caracteristicas do

tipo algébrica, diferencial e em diferencas.

Realizou-se simulagdes numéricas onde foram apresentados modelos vibratérios
classicos e nao cldssicos. Os sistemas considerados foram sistemas do tipo concentrado,
discreto e distribuido. Os resultados da decomposigdo da resposta dindmica de sistemas
concentrados diante de cargas harmoénicas e ndo harménicas foram apresentados em de-
talhe. A decomposicao para o caso discreto foi desenvolvida utilizando-se os esquemas de
integracdo numérica de Adams-Basforth, Stromer e Numerov. Para sistemas distribuidos,
foi considerado o modelo de Euler-Bernoulli com forga axial, sujeito a entradas oscilatérias
com amplitude triangular, pulso e harménica. As solu¢bes permanentes foram calculadas
com o uso da funcao de Green espacial. A resposta impulso foi aproximada com o uso do

método espectral.



ABSTRACT

TITLE: “AN UNIFIED TIME DOMAIN METHODOLOGY FOR CONCEN-
TRATED, DISCRETE AND DISTRIBUTED SYSTEMS”

The impulse response is employed as a standard tool for a direct study of
concentrated, discrete and distributed systems of arbitrary order. This approach leads to
the development of a unified platform for obtaining dynamical responses. In particular,
forced responses are decomposed into the sum of a permanent response and a free response

induced by the initial values of the permanent solution.

The theory is developed in a general manner for n-th order systems; being
introduced the standard dynamical basis generated by the impulse response and the nor-
malized one, without employing the state formulation, through which a higher-order system
is reduced to a first-order system. In order to follow the many results found in the literature

through the state space formulation, first-order systems were considered.

The methods for computing the impulse response were classified into spectral,
non spectral and numeric. Emphasis was given to non spectral methods, because the impulse
response has a closed-form formula that requires the use of three characteristic equations of

algebraic, differential and difference type.

Numerical simulations were performed with classical and non classical vibrating
models. The systems considered were concentrated, discrete and distributed. The decom-
position results of the forced response of concentrated systems subject to harmonic and
non harmonic loads were worked out in detail. The decomposition for the discrete case
was developed by using the numerical integration schemes of Adams-Basforth, Stromer and
Numerov. For distributed systems was considered the Euler-Bernoulli model with an
axial force subject to oscillating inputs with triangular, pulse and harmonic amplitude. The
permanent solutions were computed with the spatial Green function. The impulse response

was approximated with the spectral method.
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1 INTRODUCAO

A vibracao e controle de sistemas com parametros discretos, concentrados e
distribuidos é um assunto de amplo e permanente interesse na engenharia e na matematica
aplicada e computacional. Existe uma vasta literatura, tanto do ponto de vista tedrico,
quanto pratico, veja-se [Meirovitch, 1997; Fuller, 1997], entre outros. Em muitas situagoes,
por conveniéncia tedrica e dificuldade na andlise, é assumido que o sistema nao pos-
sui amortecimento. Por este motivo, no estudo da dinadmica de sistemas, a técnica do
desacoplamento por modos normais tem sido a mais explorada. Porém, todos os sistemas
fisicos possuem amortecimento ndo importando quanto pequeno seja e que seu desprezo
esteja vinculado ao fato de considerar-se um tempo de observagao pequeno [Woodhouse,
1998|.

Os modelos continuos para sistemas vibratorios e de controle sdo vistos como
realisticos, pois suas propriedades sdo distribuidas, em vez de concentradas em pontos dis-
cretos. Esse aumento no realismo do modelo gera uma maior complexidade na formulagao
e resolucao do mesmo. Para modelos concentrados as equagoes do movimento sao sistemas
de equacées diferenciais ordinérias, entretanto, para modelos distribuidos sao utilizadas
equacoes diferenciais parciais, veja-se [Leipholz, 1980]. As principais dificuldades sdo os
fatores computacionais e a pouca énfase encontrada na literatura a respeito da analogia
existente entre ambos os tipos de equacionamentos. O uso da computagao digital motiva a
incorporac¢ao de modelos totalmente discretos, no tempo e no espago, descritos por equagoes
em diferencas. Eles permitem obter resultados numéricos aproximados para a dindmica dos

sistemas concentrados e distribuidos.

Dando continuidade aos trabalhos de [Claeyssen, 1990a,b], [Claeyssen, 1999],
[Claeyssen, 2001], [Claeyssen, 2002}, [Gallicchio, 1999], [Suazo, 2000], [Copetti, 2002], [Costa,
2001], [Giareta, 2001], [Trott, 2001}, entre outros; é desenvolvida uma formulagao geral, no
dominio tempo, para sistemas concentrados, discretos e distribuidos . Uma vantagem dessa
metodologia é que diferentes sistemas sao tratados sistematicamente numa forma compacta,
simples e conveniente para simula¢ido numérica e tratamento de dados. Além disso, diferente-

mente da maioria dos trabalhos encontrados na literatura de controle e de algumas dreas



em engenharia, essa metodologia é desenvolvida no seu préprio espago fisico, isto é, sem
passar para a formulagdo de espaco estado, que transforma todas as equagdes em primeira
ordem, largamente utilizada para o estudo de sistemas de controle; como referéncia veja-se
(Kailath, 1980]. Recentemente, em [Ram, 1999] foi considerado o uso do espago fisico para

o controle 6timo de sistemas vibratdrios.

Aplicagoes da dindmica estrutural na engenharia mecanica, aeroespacial e civil,
ainda que diferentes, tém essencialmente os mesmos principios e técnicas de resolucdo. Neste
trabalho, d4-se énfase a uma formulagao da resposta dindmica para sistemas de parametros
concentrados, discretos, e distribuidos, em termos da resposta impulso. Uma adequada
formulacao no dominio tempo tem uma imediata utilizagao, tanto no dominio da freqiiéncia,
quanto nas aplicacoes. Por exemplo, o controle ativo das vibragdes de sistemas giroscépicos
tem recebido muita atengdo devido a sua importante aplicagdo em robética, dindmica de
rotores, maquinaria de alta velocidade e precisio e, em grandes estruturas espaciais. Em
varios problemas de controle é necessdrio obter a resposta freqiiéncia de vigas finas sujeitas
a uma distribui¢do de forca arbitrariamente harménica, conforme os trabalhos de [Yang,

1994; Fuller, 1997].

No capitulo 2, apresenta-se um estudo de sistemas concentrados, e discretos
em termos da resposta impulso e da base dindmica gerada pela mesma. Esse estudo é
desenvolvido utilizando-se uma formulagdo direta através do método operacional em termos
de uma resposta fundamental, denominada também de solucao dinamica do sistema; veja-se
[Claeyssen, 1990a], [Claeyssen, 1990b], [Claeyssen, 1997], [Claeyssen, 1999] e [Claeyssen,
2001].

No capitulo 3, a resposta dindmica ou total é calculada através de métodos
espectrais e ndo espectrais. Considera-se em particular, sistemas de primeira ordem concen-
trados e discretos. Como ilustra¢io, um modelo de rastreio de aeronaves rigidas é discutido.
Apresenta-se também, técnicas bésicas de obtencao da resposta dinamica de sistemas con-
centrados e discretos de ordem superior. Como aplicagGes, realiza-se o célculo da resposta
forcada para modelos de suspensio sujeitos a entradas do tipo pulso e harménica (lombadas).

A representacdo no espaco de estado através da matriz companheira é discutida.



No capitulo 4, é realizado o cdlculo simbélico de respostas permanentes de
sistemas concentrados sujeitos a diferentes tipos de entradas, tais como: entradas lineares,
degrau, polinomiais, harmoénicas e seccionalmente definidas. A resposta forcada de sistemas
concentrados, conforme [Claeyssen, 1999, e discretos é decomposta na soma da resposta
permamente e de uma reposta livre induzida pelas condicoes iniciais da resposta permanente.
Essa decomposigdo é considerada em detalhe para um sistema escalar de sexta ordem e
sistemas madtriciais de segunda ordem com quatro e oito graus de liberdade. A decomposigdo
da resposta forcada para sistemas discretos é feita utilizando-se esquemas de integracao

numeérica para sistemas de primeira e segunda ordem.

Finalmente, nos capitulos 5 e 6, apresenta-se uma teoria direta para sistemas
distribuidos, em termos da resposta impulso ou fun¢do de Green temporal e realiza-se a
decomposicao de respostas forcadas. Essa decomposicao é considerada para uma viga fixa-
apoiada com forca axial, segundo a teoria de Euler-Bernoulli, para entradas oscilatérias no
tempo e no espago. As entradas consideradas foram do tipo oscilatéria, degrau e triangular.
Sendo que, para a entrada oscilatéria no espaco, a amplitude da resposta permanente é
determinada com auxilio da func¢ao de Green espacial, calculada em termos da base dinamica

normalizada.



2 REPRESENTACAO DINAMICA DE SISTEMAS LINEARES
CONCENTRADOS E DISCRETOS INVARIANTES NO TEMPO

Aplicacoes da dinamica estrutural na engenharia mecanica, aeroespacial e civil
ainda que diferentes, tém essencialmente os mesmos principios e técnicas de resolugio. Nesse
capitulo, dé-se énfase a uma formulagio da resposta dinamica em tempo continuo ou dis-

creto, em termos da resposta impulso.

2.1 Sistemas Concentrados

Os sistemas lineares concentrados serao denotados por

Z J dtJ t): (21)

7=0

onde os coeficientes A; sdo matrizes constantes (independentes do tempo) de ordem n, Ay

nao singular, y(t) =y o vetor saida de ordem n e r(t) = r o vetor entrada de ordem n.

Os sistemas concentrados do tipo (2.1) sao referidos como sendo de muiltipla
entrada com miltipla saida quando n > 1, denominados na literatura com a terminologia
MIMO (multiple input - multiple output). Em particular, para N = 1 estes sistemas sdo
denominados sistemas de entrada simples com saida simples, com terminologia SISO (simple

input - simple output).

Nas aplicagoes, usualmente, 7(t) pode ser de natureza forcante, isto €, denotar

uma entrada for¢ada simples

r(t) = (1), (2.2)

ou uma entrada que descreva uma dindmica de controle

M

dou
r(t) = ZBJ-E(;:). (2.3)

=0



ot

Aqui, os coeficientes B; sdo matrizes constantes de ordem nxp e u(t) = u é um vetor de

ordem p. E assumido que N > M.

Com o propésito de considerar ambos tipos de sistemas, serd assumido que r(t)

é uma combinacao de ambos, ou seja,

M
)= B 0+ 100 (2.4)

=0
Quando conveniente, f(t) serd referido como entrada forcante e u(f) como entrada de

controle.

2.1.1 Solugcao Fundamental

A resposta livre do sistema (2.1) é a solucdo da equagdo diferencial homogénea

N 3
ZAj%fi(t) =0, (2.5)

que corresponde ao sistema com entrada identicamente nula. Por resposta for¢ada no tempo
t = 1y serd entendido como sendo a solugdo da equagdo diferencial (2.1) quando todas as
condigoes iniciais

y(to), j?( to), W(tﬂ)a (2.6)

sdo identicamente nulas. A resposta total é dada pela soma da resposta livre com a resposta

forcada.

A solugdo fundamental ou solugdo dindmica do sistema (2.1) é a resposta livre

ha = ha(t) que satisfaz as condicdes iniciais

dhd i hq

tNl

dN_zh,d

ha(0) =0, s

2 0)=0 -, (0)=0, Ay———2(0) = I. (2.7)



Aqui I corresponde a matriz identidade de ordem n, descrita funcionalmente com auxilio

da funcao delta discreta,

0, para k=0
5(k) = g , (2.8)
1, para k#0
como
I=[5(i—j)] para 3,j=1:n. (2.9)

2.1.2 Resposta a um Impulso e Funcdo do Sistema

Através do método operacional é possivel caracterizar a resposta total do sis-
tema (2.1) para ¢ > 0, com condicdes iniciais presentes em ¢t = 0 e supondo condicdo de
repouso y(t) = 0 para t < 0. Aplicando-se entéo, a transformada de Laplace em (2.1) resulta

a equacgao operacional

N N j-1
(Z sjA_,-) Y(s) — ZZs-""‘f ¥ = R(s), (2.10)
=0

=1 1=0

onde y§ = y(0) denota as condicdes iniciais da saida no tempo ¢ = 0. As expressdes

oo

¥s) = foje'“y(t)dt, R(s) = fn e~ %r(t)dt, (2.11)

+
correspondem as transformadas da saida y(t) e do termo forgante r(t), respectivamente *.

Assim, a transformada da saida pode ser expressa por

N j-1

Y(s) = H(s) (Z i ® si-'-fA,-yg) + H(s)R(s), (2.12)

j=1 i=0
onde

N -1
H(s) = (Z sjAj) , (2.13)
3=0

10 limite inferior 0% indica que os valores iniciais serdo incorporados as transformadas das derivadas de
uma safda em repouso para t < 0. Este ndo é o caso quando se considera 0~ como limite inferior. Para
maiores detalhes veja-se [Lanczos, 1956].




é denominada funcdo do sistema representado pela equagao (2.1).

A inversa da transformada de Laplace da matriz H(s) é chamada de resposta a
um impulso do sistema (2.1), sendo denotada por h(t). Ela vem a ser uma matriz de ordem

n que satisfaz, para t > 0, o sistema

ZN:A,-hUJ (t) =0, (2.14)

1=0

sujeito as condicoes iniciais

h(0*) =0, h(0*)=0,---, K¥N-2(0%) =0, ANV D (0*) =1 (2.15)
Equivalentemente, h(t) satisfaz a equacgdo
N .
> AR () = (1)1, (2.16)
=0
sujeita as condicdes iniciais de repouso
h(07) =0, h(07) =0,---, A¥=D(07) =0, K¥1(07) =0, (2.17)

para t > 0 e sendo h(t) = 0 para ¢t < 0. Naturalmente, h(f) vem a ser resposta do sistema

em repouso quando aplica-se o impulso 7(t) = 6(t). Assim,

h(t):{ ha(t) , 120 (2.18)
0 , t<0

Como H(s) é a inversa do polinémio matricial A(s), dado por

N
A(s) =) A, (2.19)
=0



segue-se que h(t) é uma solucdo a esquerda e a direita, isto €,

D A;p9) =Y hE)(8)A; =0. (2.20)

=0 3=0

Aplicando-se a transfomada inversa de Laplace em (2.12) e, utilizando-se o fato
de que
L(hY)(t)) = s'H(s), paraj=0:N —1, (2.21)

devido as condigdes iniciais de h(t) obtém-se uma expressdo para a resposta total do sistema

(2.1), em termos da resposta a um impulso associado ao sistema. A saida é entdo dada por

N j—1

y(t) =D Y RITI(0)Ah + / h(t — 7)r(7)dr. (2.22)

i=1 i=0

O primeiro termo do segundo membro corresponde a resposta livre do sistema e o ultimo
vem a ser a resposta forcada. A resposta é expressa em funcao das condicoes iniciais e da

entrada do sistema (2.1).

Introduzindo-se as func¢oes matriciais
N—j—1
hit)= 3 A9 (t)Ajp14i, para j=0:N-1, (2.23)

i=0

as quais podem ser denotadas matricialmente por

[ 4 & Ay < Ay )
Ay Az -+ Ay 0
(ho® m® - hvaw )=(r@ b - w&D@ )| 1 P i
Av-1 A 0O --- 0
\ 4 0 0 - 0 )
(2.24)

a saida pode ser expressa de maneira explicita em relagdo aos valores iniciais, ou seja,

y(t) = hi(t)wd + I h(t — 7)r(7)dr. (2.25)



A rigor, as férmulas (2.22) ou (2.25) sdo validas para ¢t > 0. Porém, por direta substituicdo

em (2.1) com hg4(t) no lugar de h(t), verifica-se que

N j-1

Z Z RS0 Ajyd + / ha(t — 7)r(7)dT, (2.26)

j=1 i=0

é a solugdo de (2.1), com condigdes iniciais dadas em ¢ = 0 e r(t) atuando em todo instante

de tempo ¢ real. Similarmente, introduzindo

N—j—1
haj®) = Y Y (t)Aj4i, para j=0:N-1, (2.27)
i=0
tem-se
Z ha; ()9 -i—/ h4(t — 7)r(7)dT, —00 <t < 00. (2.28)

3=0
2.1.2.1 Resposta Impulso e Funcgao de Transferéncia

No caso de sistemas de controle em que 7(t) é dado pela expressao

M diu
we) =Y B, (2.29)

conforme descrito em (2.3), a resposta total pode ser explicitada em termos de u e de seus

valores iniciais. Integrando-se por partes a expressao

f W~ (2.30)

0

e utilizando-se os valores iniciais de k() resulta que

M j-1
/ht—'r (ZBJ@ )d’i’—f g(t — yu(r)dr = 3 S RN (t)Bub,  (2.31)
=1 1=0
onde &
g(t—1) -——Z:h(’)(t—’r) iy (2.32)

j=0
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sendo uj = u®(0) os valores iniciais do controle. A fungio g(t) = g serd referida como a

resposta impulso do sistema de controle.

A expressao (2.32) pode também ser obtida através do cdlculo da transformada

inversa de Laplace do termo

M M j-1
H(s)R(s) = s'H(s)B;U(s) — > > s'~"""H(s)Bju} (2.33)
3=0 j=1 i=0

e com o auxilio de (2.21).

Diante de condigoes inicias nulas, tanto da entrada quanto da saida tem-se, a

partir de (2.12), que

Y(s) = G(s)U(s), (2.34)

onde i i
G(s)=H(s) Y &B;=) s'H(s)B;, (2.35)

j=0 j=0

é a funcdo de transferéncia do sistema de controle, relacionando-se as transformadas da
entrada e da saida. Aplicando-se a transformada inversa de Laplace na equacgdo (2.33) e

utilizando-se a propriedade (2.21) obtém-se a resposta impulso (2.32) do sistema.

Caso as condigdes iniciais da entrada e da saida sejam nulas (3 = 0 e u) = 0),

a resposta forcada do sistema pode ser expressa através da convolucao

oyl = fo sle—+uleldr (2.36)

As férmulas de variacdo de parametros sdo dadas pelas expressdes (2.22) e

(2.25), com o termo integral em r(¢) substituido pela integral (2.31).
OBSERVAGOES:

1. A funcdo de transferéncia G(s), pode ser considerada como sendo a trans-
formada de Laplace da saida simultanea correspondente a entradas impulsivas concentradas

por componentes. Mais precisamente, dada a entrada ux(t) = exd(t) para k = 1 : p, tem-se
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que a transformada da saida, expressa por
Yi(s) = G(s)ex, (2.37)
é a k-ésima coluna da matriz G(s). Assim, para a entrada matricial
u(t) = [ur(t) ua(t) -+ up(t)] = 6(¢)1, (2.38)

onde I denota a matriz identidade de ordem p, tem-se que U(s) = I. Portanto, a saida

matricial Y'(s) correspondente é justamente a fungio de transferéncia.

2. Para sistemas simples do tipo
N .
d'y
34,5 8
,-ZOAJ T u(t), (2.39)

a resposta impulso g(¢) coincide com a resposta h(t). Por este motivo, muitas vezes, é
utilizada indistintamente, na literatura, a denominag¢ao funcdo do sistema ou func@o de

transferéncia.

2.1.3 Bases Dindmicas

A partir das equagdes (2.26) e (2.28) decorre que a resposta livre (r = 0)
depender4 de hg4(t) e de suas derivadas até ordem N — 1. Como os sistemas considerados

sao invariantes no tempo 2, qualquer resposta livre pode ser expressa na forma

y(t) = ha(t — to)co + ha(t — to)er + ... + By V(¢ — to)en—1, (2.40)

2Estes sistemas, por terem coeficientes independentes do tempo, possuem a seguinte propriedade: para
qualquer translagao do tempo em r(t), tem-se que a forma da saida é a mesma; porém, com a mesma
translagao aplicada no tempo.
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onde hy(t) satisfaz a equagdo (2.5) sujeita as condigdes iniciais dadas por (2.7), ou ainda,
pode ser expressa por
N-1
y(t) = hajlt — )%, (2.41)
=0

com as fungbes hy;(t) definidas através de (2.27).

Os vetores constantes ¢; em (2.40), podem ser calculados com o auxilio das

condigoes iniciais, resolvendo-se o sistema

( Co \ ( Al A2 A3 S AN \ ( %o \
C1 A2 A3 PR AN 0 b;n
= e o e u i)
CN-2 Ay_y Ay 0 -+ 0 g2

Lo ) Ly 00 0 J
onde os dados yﬂ sao fornecidos através da func@o y(¢) no tempo t = ;.

Assim, a férmula de variacao de parametros dada por (2.26), pode ser escrita

por
N-1 ) t
y) = 3 haslt - to)wh + f Balt —myelddes (2.43)
J=0 to
para saidas com valores iniciais dados em t = %, dentro do intervalo de atuagdo de 7(t).
Os sistemas de funcoes matriciais
{ha(t), ha(2),--- , B0 @)} e {R(2), h(t),--- ,RN-D(B)}, (2.44)
serao referidos como base dinamica e base impulsiva, respectivamente; sendo gerados pela
solucdo dinamica ou fundamental, hq(t) e resposta a um impulso A(t), respectivamente.

De maneira similar, as fungdes matriciais {hq ;(t)}, paraj =0: N—1e {h;(t)},
para j = 0 : N — 1, serao referidas como base dindamica normalizada e base impulsiva nor-

malizada, respectivamente.
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OBSERVAGOES:

1. Deve ser salientado que no caso de sistemas onde os coeficientes variam
com o tempo, uma solucao e suas derivadas nem sempre formam uma base [Howland, 1911].
Porém, a resposta impulso h(t,7) de um sistema linear variante no tempo gera sempre uma

base de solugoes, veja-se [Miller, 1963].

2. Tem sido estabelecido por [Claeyssen, 1990a], que a solu¢do dinamica h(t)
pode ser calculada simbolicamente em termos de trés equacoes caracteristicas: algébrica
(polinémio caracteristico), diferencial (cujos coeficientes sdo os mesmos do polinémio
caracteristico) e em diferencas (equagao discreta). Para sistemas de ordem arbitréria e sem

o uso da formulacao de estado veja-se [Claeyssen, 1999].

Essa metodologia, em termos da base dindmica, serd desenvolvida na préxima

secao para sistemas discretos e no capitulo 5, para sistemas distribuidos.

2.2 Sistemas Discretos

Considere-se sistemas discretos da forma

N M
ZAjyk+j = szqu + fiy N2 M, (2.45)

3=0 3j=0

onde os coeficientes A; e B; sao matrizes de ordem nxn e nxp; y; = y(Jj) e u; = u(j) sdo

vetores saida de ordem n e entrada de ordem p, respectivamente.

Por simplicidade, a discussao apresentada sera restrita a entradas que sejam

nulas para tempo negativo. Pode-se considerar o caso
N
> Ay =i, (2.46)
=0

equivalentemente ao sistema (2.45), fazendo-se 7, = ug, fr = 0, By = I e B; = 0 para

=13 ; M.
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O sistema (2.45) pode ser discutido com o uso da transformada de Laplace em
tempo discreto, denominada transformada Z ou combinando-se a formulagdo continua da
se¢ao anterior com o uso de série de poténcias, conforme [Claeyssen, 1990b]. Neste trabalho,

sera abordado a segunda opcao.

Para tempo positivo, tem-se hg(t) = h(t). Assim,
h(t) = thﬂ, i = hE(0). (2.47)
k=0

Substituindo-se (2.47) na equacdo (2.14), decorre que hi é solugdo do problema inicial

discreto
Anhiin + Avorhien-r + ..o+ Athgyr + Agh =0

h0=0,h1 =0,"" ,hN_2=U, ANhN_1=I,

(2.48)

sendo I a matriz identidade de ordem n.

Esta solu¢ao matricial serd referida como a solug¢do dinamica discreta do sistema
(2.45) quando considera-se k = —oo : oo ou de resposta a um impulso discreto quando

definida nula para tempo negativo. Certamente, para tempo positivo ambas coincidem.

Decorre de (2.20), que hy, satisfaz também

hesNAN + hpan—1AN-1 + ...+ hes1 A + e Ao = 0, (2.49)

ou seja, hy é uma solucdo a esquerda e a direita. Além disso, o problema inicial dado pela

equacao (2.48) é equivalente para k£ > 0 com o problema inicial

Anhgsn + An—1hien—1 + ...+ Arhgyr + Aohy = 6(k)
hﬂ=01h1=0:'“ 7h'N—-2=0) h’N—l =0

; (2.50)

com 6(k) definida na secdo 2.1.1, equagdo (2.8). Por unicidade, verifica-se que sendo os

coeficientes Ay simétricos a solucao hy € também uma matriz simétrica.

Do estudo feito nas se¢bes anteriores para sistemas concentrados, com y; =

y*)(0), decorre que a solugio do problema inicial associado ao sistema (2.45) com condicdes



iniciais y; = yj, para j =0: N — 1, é dada por

k-1 M
yk—zzhj 1—i Jy: Zzh’j 1- 1Bu +Zzhj+k 1—- :B u:+zhk —i— lft 2.5 )
=1 i=0 j=1 i=0 i=0 j=0

Os dois primeiros termos do segundo membro correspondem & resposta livre do sistema,
introduzida pelas condigGes iniciais da saida e da entrada e os dois 1iltimos formam a resposta

forcada, devido as entradas u; e fi, respectivamente.

Introduzindo-se as funcoes

N—j—1
hi; = Z hikyiAji14i, para j=0:N—1, (2.52)
i=0

de modo que hg n_1 = hxAn, tém-se que a resposta livre do sistema (2.45) é dada por

M j-1

Y = Z hiegy? = > > " hjo1iBjug (2.53)

=1 i=0

Considerando-se condigOes inicias nulas, tanto da entrada quanto da saida,

decorre de (2.51) que a resposta forgada é dada pela convolugdo discreta

k-1
z (Z hj+k 1—4 ) u; + th—l—:ft = gr * U + hg * fr, (254)

3=0 i=0

onde

M
9k = Z hi+5B;, (2.55)
i=0
corresponde a resposta impulso discreta.

Para entradas do tipo exponenciais, ur = zFv e fi = 0, tém-se saidas do mesmo

tipo, yx = z¥G(2)v, onde G(2) corresponde a fungdo de transferéncia discreta dada por

z) = sz‘lH(z)Bj, (2.56)
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sendo " 5
H(z)==z (Z A,-zi) . (2.57)

denominada funcao do sistema.

Deve ser observado que a solugao dinamica discreta, hi, gera as bases
[hios hieyy s hen-1] € [Rky hks1,- -+ 5 hren—1], POiS 0 casoratiano (wronskiano discreto) é

nao singular.



17

3 CALCULO DA REPOSTA DINAMICA DE SISTEMAS LINEARES
CONCENTRADOS E DISCRETOS INVARIANTES NO TEMPO

A resposta dinamica ou total de um sistema LTI é usualmente calculada de
maneira simbdlica ou numérica. No cdlculo simbdlico, a distingdo fundamental entre uma
ou outra técnica € o uso ou nao de autovetores (modos). Essas técnicas, podem ser agrupadas

em trés grandes métodos:

e Modal ou Espectral

e Nao-Modal ou Nao-Espectral

e Numérico

Em geral, na teoria de controle, usa-se a reducdo ao espaco de estado, que

transforma o sistema original em um sistema de primeira ordem no tempo; a ser resolvido e
apos retorna-se as varidveis iniciais do problema. Assim, as técnicas abordadas na proxima
secao resolvem sistemas que usam a formulac@o de espaco de estado. Por simplicidade, é

abordado primeiro a resolugao de sistemas de primeira ordem e apds, ¢ feita sua generalizacao

para sistemas de ordem arbitrdria.

3.1 Resolucao de Sistemas de Primeira Ordem
3.1.1 Sistemas Concentrados

Sejam sistemas lineares continuos de primeira ordem, denotados por

4% 1)+ Aoy() = g(0), (3.1)

com condigdo inicial em ¢ = 0 dada por y(0) = ye.
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Na literatura, o sistema (3.1) é colocado na forma normal, isto é, expresso como
um sistema de primeira ordem do tipo

dy

 (t) = 4u() + 10), 5.2

onde A = —A, "4y e f(t) = A, 'g(t), equivalentemente ao sistema anterior. Desta forma,
todas as derivadas de y estdo prontas a serem obtidas diretamente da equagdao e podem
assim, serem utilizadas em métodos que as requeram, como o da série de Taylor. Por

exemplo, a equacdo da resposta impulso h(t) dada por
h(t) = Ah(t), (3.3)
com condic¢ao inicial
h(0) =1, (3.4)
pode ser utilizada para obter as derivadas de ordem arbitraria de h(t) no ponto ¢ = 0.

Assim, a expansdo em série de Taylor da resposta impulso pode ser escrita

2\ h®(0 = AkgF "
k=0 k=0

Como a 1ltima série corresponde a expansdo de Taylor da exponencial de uma matriz A,

segue-se que

h(t) = e = i fft—k, (3.6)

vem a ser a solugdo do problema inicial (3.3)-(3.4). De maneira analoga ao caso escalar,

escreve-se

t
y(t) = ety + / e f(r)dr. (3.7)
0
Outra derivacao desta férmula serd realizada através do método de variacdo de parimetros.

Na formulacdo de espago de estado a matriz A corresponde a matriz compan-
heira, sendo que para este caso a matriz exponencial em (3.6) foi identificada por [Claeyssen,

1990b], [Claeyssen, 1999], em termos dos elementos da base dinamica [hg, hy,- - , hy_;] para
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equacoes de ordem N, onde hy_; = h(t) é a resposta impulso do sistema. Mais precisa-

mente,

ho hi -+ hn-2 h(t)An
h, hy -+ hxyo h(t)A
eh=| ! N2 ()‘ i (3.8)
A0 AT e BRSY RY (AN

A seguir, apresenta-se de forma detalhada, alguns métodos para resolucao de

sistemas lineares de primeira ordem.

3.1.1.1 Métodos Espectrais

Os métodos espectrais aplicam-se, na prética, na resolucao de sistemas lineares
associados a uma matriz que seja diagonalizdvel (ndo-defeituosa), em outras palavras, que
gere uma base de autovetores. Considere-se A uma matriz nao-defeituosa, de ordem n, cujos

autovalores sdo denotados por (A1, A2, +,An) e os autovetores correspondentes dados por

(1’1: 2 PR 'Un)-
e Superposicao Linear

Procura-se a solugdo para o sistema (3.2), com condic¢do inicial y(0) = yo, da

forma

y(t) = yn(?) + yp(2). (3.9)

A solucdo homogénea é escrita como combinagao linear das n autofuncées do
tipo e*v, ou seja,

y(t) = creMty; + cpe*uy + - -+ + ety (3.10)

Uma solucdo particular do sistema pode ser decomposta em um somatdério de
n solugbes particulares, sendo cada uma delas da mesma forma que as correspondentes

componentes da entrada f, escrita como combinacao linear dos autovetores. Em outras
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palavras, escreve-se em primeiro lugar o termo forcante f como combinacdo linear da base

de autovetores {vy,vq,** , v}
f=PP7'f =dv, + davp + - - - + dpp, (3.11)

onde P corresponde a matriz modal denotada por

p=[vl P vﬂ] e P=| 7 |. (3.12)

Assim, w;Tv; = 6;; parai,j=1:n e d;=w" f paracadai=1:n.
Caso a matriz A seja simétrica o célculo fica simplificado, pois P~! = P7, resultando em

dj = UJ'T f .
Procura-se, entdo uma solugao particular da forma
Yp(t) = yiP(t) + voP (t) + - - - + wa” (1), (3.13)

com y;P(t) do mesmo tipo da componente d;(t) v; do forcante f, relativa ao autovetor v;.

Entdo, as j-ésimas solugoes particulares sao tais que

Para determinar os valores dos coeficientes g;(t) resolve-se o sistema equivalente desacoplado,
995 (1) = A d da j=1: 3.15
E(t)— ;gi(t) +dj, paracada j=1:n, (3.15)

resultante da substituicdo da expressdo (3.14) para y;7(t) no sistema original (3.2). Uma

solucdo particular ndo-homogeénea para a equacao (3.15) é dada por

t
gl fo AT g dr. (3.16)
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As constantes da parte homogénea (3.10) sdo calculadas a partir de y(t) em
t = 0 com o valor inicial dado. Resultando,

c= P! (yo — 4,(0)),
onde c corresponde ao vetor das constantes da parte homogénea y(t).

e Variacao de Parametros

Procura-se a solu¢do do sistema (3.2) dada pela combinagao linear das auto-

fungdes do sistema, sendo expressa por
y(t) = c1(t)eM o) + ca(t)e vy + - - - + ca(t)eMtuy, (3.17)

onde os coeficientes sao fungdes também na varidvel temporal £.

Como no método anterior, P denota a matriz modal, cujas colunas sdo os
autovetores associados aos autovalores da matriz A e a entrada f é decomposta na base
espectral. O cdlculo dos coeficientes c;(t) da solucdo (3.17), é feito obtendo-se as derivadas
de y(t) e substituindo-as no sistema, resultando em n equagoes escalares de primeira ordem

desacopladas, denotadas por

%(t) =e VM'd;, para j=1:n. (3.18)
Entao,
¢
ci(t) = /; e X"d;dr + ¢;(0), (3.19)

sendo que os coeficientes ¢;(t) para t = 0 sdo obtidos aplicando-se a condi¢do inicial. Decorre

entdo, que o vetor destes coeficientes, definido por ¢, é igual a P~'y.

e Desacoplamento Matricial Utilizando-se Mudancas de Varidveis

Supondo que a matriz A é diagonalizdvel, tem-se que A = PDP~!. A matriz

D, denominada matriz espectral é uma matriz diagonal, cujos elementos da sua diagonal

ESCOLA DE ENGENHARIA
_BIBLIOTECA
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sdo os autovalores de A, denotados por (Aj, Ag, - -+, A,) € a matriz modal, P, tem nas suas

colunas os autovetores associados ao problema de autovalor.

Multiplicando-se o sistema considerado (3.2) por P~' em ambos os membros,

resulta

P"lg(t) = DPYy(t) + P~ f(t). (3.20)

Considerando-se as mudangas de varidveis

q(t) = P~'y(t), (3.21)
9(t) = P~ f(2), (3.22)

tem-se um sistema equivalente desacoplado (diagonal), expresso por

%2 (1) = Da(t) + (1), (3.29

que permite obter cada componente ¢;(t) resolvendo-se as n equagoes desacopladas

% () = Ajay(t) + (1), para j=1:n. (3:24)
Assim,
t
05) = 0g0) + [ Mgy (o), (3.25)

onde os termos ¢;(0) sao calculados a partir da equacao (3.21), ou seja, o vetor ¢(0) é igual

a P~ 'y,. Entdo a solucgao do sistema fica determinada por

y(t) = Pq(2). (326)

e Desacoplamento Matricial Através da Férmula de Variacao

de Parametros

De acordo com a férmula de variagao de parametros, a solugao do sistema de

primeira ordem (3.2) com valor inicial em ¢ = 0 é expressa por
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o) =+ [ A f(r)dr. - (327)

0
Mas, sendo a matriz A diagonalizdvel, tem-se que A = PDP~!. Assim, o cilculo da

exponencial torna-se mais simples, ou seja,

etA = ¢tPDP™! — petD p-1, (3.28)
Resultando-se na expressiao
y(t) = PePtP~lyy + P/Ot eP-7) p-1f(7)dr, (3.29)
onde
[t 0 0 0 |
o L 1. (3.30)
TRy

3.1.1.2 Métodos Nao-Espectrais

Estes métodos nao utilizam autovetores. Serao descritos os métodos opera-
cional (transformada de Laplace), variacdo de pardmetros, a férmula analitica e o método

polinomial.

e Método Operacional

Aplicando-se a transformada de Laplace em ambos os lados do sistema (3.2) e

utilizando-se a condicao inicial dada, tém-se que

(Is— A)Y(s) —yo = F(s). (3.31)
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Considerando-se A(s) = Is — A, que denota uma fun¢do matricial de primeira

ordem, na varidvel s, resulta que
Y(s) = H(s)yo + H(s)F(s), (3.32)

onde H(s) = A(s)™.

Deve ser observado que H(s) é o fator de transferéncia para entradas f(t) =
e’v, cujas saidas correspondentes sdao do tipo y(t) = e**w. Por coeficientes a determinar

resulta que w = H(s)v.

Finalmente, aplica-se a transformada inversa de laplace a fim de retornar-se a

varidvel original do problema.

e Férmula de Variagao de Parametros Utilizando-se uma Base

Qualquer
Escrevendo-se a solugdo do sistema (3.2) na forma
y(t) = ec(t) (3.33)
e substituindo-a na equacgao resulta

eé(t) = £(). (3.34)

Decorre, em particular, da propriedade
ethe™ = e(t+7)A (3.35)

de semi-grupo da exponencial que e~ = [e*4]! e €' =I.

Assim, da equagdo (3.34) resulta que

é(t) = e f(1). (3.36)



Integrando-se a expressao, tem-se que

c(t) = ¢(0) + /t e A f(r)dr. (3.37)

O valor inicial ¢(0) é o valor inicial de y(t), uma vez que y(0) = Ic¢(0). Substituindo-se
(3.37) em (3.33) obtém-se

t
y(t) = ety + [ et=DAf(1)dr. (3.38)
0
e Formula Analitica

Dado o sistema representado pela equagao (3.1), tem-se a partir do método de
variagao de parametros, uma formula para a solucéo, escrita em fun¢iao da solugao dindmica

do sistema, expressa por
t
() = h) Ao + [ it = r)g(r)er (3.39)
0
onde a funcdo h(t) satisfaz o problema homogéneo
A1h(t) + Agh(t) = 0, (3.40)
com condicdo inicial A;h(0) = I. A solucao deste problema é expressa por
h(t) = e Aot g1 (3.41)

Entdo, fazendo-se A = —A, "4, e f(t) = A, 'g(t) o sistema linear (3.1) pode ser escrito

na forma normal

(1) = ay(t) + 100, (3.42)
cuja solugao é dada por
() =Kty + [ At =)fr)er, (3.43)

sendo h(t) = e*A.
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A funcao matricial h(t) pode ser obtida como caso particular da férmula analitica
obtida por [Claeyssen, 1990b] para equagbes de ordem arbitrdria. Ela é definida pela ex-

pressao

k=0

h(t) = et4 = i (J_ bp_xdU—17%) (t)hﬂ_j) 5 (3.44)

i=1

A equagdo (3.44) envolve trés equagdes caracteristicas dos tipos algébrica, difer-

encial e em diferengas. A equagao algébrica corresponde ao polindémio caracteristico
mn
P(s) =det(Is — A) = _ bis", (3.45)
k=0

associado ao sistema (3.42) o qual fornece os valores dos coeficientes b;. A fun¢ao temporal
d(t) cujas derivadas aparecem na equacao (3.44), satisfaz o problema de valor inicial dado
por

bad™ (8) + bp_1d® D (8) + - - + byd(t) + bod(t) = 0, (3.46)

com condigoes iniciais
d(0) =0, d(0)=0,---,d®2(0) =0, b,d™V(0) = 1. (3.47)
E por iltimo, a funcao discreta h; satisfaz a equagao matricial em diferencas
his1 = Ahy, (3.48)
onde hx = h¥)(0) e o valor inicial hg = I.
e Método Polinomial

As fungbes matriciais da forma

&)= fO0)7, (3.49)

k=0



obtidas a partir de séries de poténcias do tipo

oo Ik
f(z) = ;_Gf“" 0) 7>
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(3.50)

pela substituicao da varidvel z pela varidvel matricial A de ordem n, podem ser calculadas

com 0 uso do teorema de Cayley-Hamilton. Da divisao

;{%)2 q(z) + }%,
resulta que
f(z) = p(z)q(z) + r(2),
onde

p(z) = det[Iz — A,

corresponde ao polinémio caracteristico da matriz A, de grau n e

um polindmio de grau n — 1. Segue-se,

f(A) = q(A)p(A) +r(4) =r(4),

uma vez que, pelo teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0. Assim,

f(A) =1(A) = an A" + an2 A" 2 + -+ + 1A+ aol,

onde os escalares a,_1, Gp_2, * -, @1, a9 520 determinados conforme segue.

Para cada autovalor A; de A, tem-se de (3.52) que

f(A5) = (X)),

pois p(A;) = 0.

(3.51)

(3.52)

(3.54)

(3.56)
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Se A; é um autovalor duplo de A, considere-se
p(A;) =0, p(A;) =0, B(};) #0. (3.57)
Derivando-se (3.52), decorre que

F() = p(A3)d(A;) + p(A)a(Ng) + 7(A5) = 7(N)).

Em geral, para cada autovalor A de multiplicidade k, sendo k > 1, formula-se
as seguintes equacoes
FW)ha = 7(A)h=y
FOhary = F(A)hea;
f( _)lx Aj ( )L\ A (3.58)

P Wby, = 1 0hiy

que envolvem as derivadas de f()) e 7(\) com respeito a A.

Resolve-se entao, o sistema de n equagdes (3.58), para os s autovalores distintos
Aj, com multiplicidade m;, j = 1 : m, tais que my + mg + - - + m, = n; obtendo-se dessa
forma, os valores dos coeficientes a; e assim, tem-se a expressio para f(A) através da

equagao (3.55).

A fim de ilustar a aplicacao dos diferentes métodos espectrais e ndo-espectrais
na solugdo de sistemas lineares de primeira ordem, apresenta-se um modelo na area de

dinamica de controle de sistemas.

3.1.2 Modelo de Rastreio de Aeronaves Rigidas

A dinamica de muitos avides pode ser modelada considerando-os como cor-
pos rigidos que sofrem acao de forgas do tipo gravitacional, aerodinimica e de propulsao,

mostradas na Fig. 3.1.
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Figura 3.1 Forcas que agem em uma aeronave

De acordo com [Bryson, 1994], as forgas atuantes sao a elevacao causada pela
aerodinamica das asas que atua perpendicularmente a velocidade, denotada por L; o em-
puxo T' produzido pelos motores do avidao na direcdo do vetor velocidade; as forcas de
arraste, que correspondem a forcas aerodinamicas que se opéem ao empuxo, normalmente
sao proporcionais a velocidade, dadas por D e o peso W, forca devido a gravidade que atua

perpendicularmente ao horizonte.

Os movimentos das aeronaves podem ser descritos fornecendo-se a posicao e a
velocidade do centro de massa e, a orientagdo e velocidade angular de um conjunto de eixos
fixos no corpo em relagao a um conjunto de eixos de referéncia. Usualmente, é conveniente
escolher eixos de referéncia fixados em relacao a terra. Considerando-se que a velocidade
dos avides € pequena se comparada com a velocidade orbital, pode ser assumido que os eixos

de referéncia fixos a terra podem ser aproximados como eixos inerciais.

As equagoes dinamicas do movimento sao formuladas em termos da aceleracao
inercial v e da aceleragdo angular wp, cujas componentes da velocidade do centro de massa
e velocidade angular em relacao aos eixos de referéncia sdao denotadas por v = [u,v,w| e

wp = [p, g, 7], respectivamente.

As equacoes cinematicas relacionam as taxas de localizagao do centro de massa
do avido no sistema de eixos de referéncia [z, y, z] com a velocidade do corpo e, as taxas dos

angulos de Euler [¢, 6, ¢] com as componentes da velocidade angular.
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Figura 3.3 Nomenclatura para movimentos laterais de uma aeronave

Os movimentos longitudinais e laterais de uma aeronave siao descritos
empregando-se, usualmente, eixos alinhados aos eixos do avidao, conforme mostram Figs.
3.2 e 3.3. Tais movimentos sao monitorados pelo deslocamento de superficies de controle
sobre asas e cauda (ailerdes, flaps e lemes) que podem trocar a inclinagdo, de modo que
as forcas aerodinamicas mudam a orientagdo da ponta do avido. A Fig. 3.4, ilustra o

comportamento do angulo de inclinacdo sob a acdo de diferentes deflexdes nos ailerdes.

Com o objetivo de ilustrar problemas de controle de rastreio ou de dinamica
longitudinal e lateral de aeronaves serd considerado neste trabalho, conforme [Lyshevski,

2001], um modelo linearizado para um avido caca.
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|

Plano de smetria

Angulo de inclinagio

Figura 3.4 Controle do angulo de inclinacdo através dos ailerdes

O vetor velocidade é denotado por v [m/s], sendo que o angulo de ataque dado
por « [rad], fornece a dire¢do do vetor velocidade v, ou seja, corresponde ao angulo formado
entre o vetor velocidade do aviao e o eixo z de orientacdo do seu corpo. O angulo de in-
clinagdo longitudinal, formado entre o horizonte e o eixo z do avido denotado por 6 [rad], o
angulo de giro em torno do eixo paralelo ao eixo normal do avido dado por ¢ [rad] e o angulo
de rolamento longitudinal dado por ¥ [rad] sao denominados na literatura de angulos de
Euler; sendo que as respectivas taxas de variagoes serdo denotadas por ¢, p e r [rad/s]. O
angulo de deslizamento lateral serd dado por 8 [rad)], as deflexdes dos estabilizadores hori-
zontais direito e esquerdo por dyg(t) € 61 (t) [rad), respectivamente; os pardmetros dpg(t) e
dr1(t) [rad] corresponderio as deflexdes dos flaps direito e esquerdo, respectivamente; d¢(t)

e 0gr(t) [rad] as deflexdes do comando dianteiro e do leme, respectivamente.

A altitude do avido estd relacionada com o seu angulo de inclinagdo, o qual
indica se este estd direcionado para cima ou para baixo. Normalmente o avido ascende
suavemente, de modo que a aerodindmica de suas asas produz a elevacdo suficiente para
vencer a gravidade. Ndo se tem nivel de v6o quando € = 0 e sim quando # = . Na Fig.
3.1, se mosta o aviao ascendendo, pois tém-se # > «. Para andlise das condicoes de voo a

quantidade de elevacao aumenta quando o também aumenta.
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A Dinamica lateral-longitudinal de uma aeronave pode ser estudada aplicando-

se 0 modelo de espacgo de estado, resultando em

#(t) = Az(t) + Bu(t),

(3.59)

onde z(t) = z é o vetor de estado e, u(t) = u, o controle de entrada, denotados por

TR D o a R

< 6

OHR
OHL
0FR
OFL
¢
Or

Considerando-se os coeficientes matriciais A e B dados por !

—0.016 84 09

-0.003 -1.2 1
-0.0001 39 -0.85
0 0 1
A= | -0003 015 0.02

0 0
0 0

-0.00001 0.71  0.03
0.00001 —-0.94 0.06 0.005

0
0

-9.6

0

0

0
0.97
0.01

0
0

-1.5
0.08
0.017
0
—0.56
—48
9.2
0
0

—-0.27
0.062
0.0038
0
0.13
=3.5
—0.028
1
0

10s valores dos parametros encontram-se em [Lyshevski, 2001].

(3.60)

—0.086
0.009
0.04

-0.91
0.22
—0.51

o O O O O O O o o
o o O O O o o o o



[ 0.2
-0.16
—9.5
0
0.019
~2.9
31
0
0

0.12
-0.16
-9.5
0
—0.019
2.9
-3.1
0
0

-0.38
-0.27
-2.5
0
—0.001
-3.1
0.78
0
0

-38 0 0

=027 O 0

=25 0 0

0 0 0
0.001 0.42 0.053
3.1 0.73 092
—-0.78 0.61 -045

0 0 0

0 0 0
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o modelo é instdvel. O modelo é entdo, estabilizado com o uso da técnica de desenho do

regulador quadrético, que determina uma matriz de ganho étima. As simulacOoes numeéricas

para a obtencdo da matriz de ganho foram realizadas usando-se o software MATLAB. Donde

resulta o sistema de estado aumentado estdvel, representado por

com a saida, Xs(t) = Ax e a entrada, f(t) = f, sendo vetores de ordem 12, dados por

Lt

H|M T o a R

Xs(t) = AXs(t) + f(2),

X}:'—"

e f=

(3.61)

(3.62)

- = - O O O O 0O o o 9o O

O coeficiente matricial

do sistema tem como valores
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[ 01204 7.8278 —0.8666 -—8.9564  —-1.5962  —0.2636 |
—0.0541 —16149 07321 —14244 —0.82660.1466
0.2823 —0.2155 —12.8651 —74.7071  —35.7809  3.4039
0 0 1.0000 0 0 0
0.0040 0.0368 00047 08903  -3.6061  0.3003
A | 0003 -02064 00510 05143 474085 34888 |
~00176 0.1756 02366  2.1404 200887  —2.2848
0 0 0 0 0 1.0000
0 0 0 0 0 0
0 0 0 —1.0000 0 0
0 0 0 0 0 0
| o 0 0 0 0 o
[ 00721 00418 —00964 0.2968 —0.0056 0.0686 |
01630  0.5441 —0.2064 46170 —0.7051  0.5457
6.1760  21.8555 —6.4212 186.8032 —29.4511 21.2080
0 0 0 0 0 0
—07924 11833 —24801 —16853 —1.2657 3.3541
A, | B3 3490 81265 -3e 270789 565742
~11.5978 —12.6074 —34.7830 1.0057  10.0947  58.8791
0 0 0 0 0 0
1.0000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 10000 O 0 0 0
|0 0 -10000 0 0 o

Para uma formulagdo detalhada veja-se [Lyshevski, 2001; Bryson, 1994; Rohrs, 1993].

Com o objetivo de estudar um problema de controle do erro de rastreio considera-
se o sistema sujeito a condices iniciais nulas, desse modo calcula-se a resposta forgada do

mesmo.

O sistema de primeira ordem na formulacao de espaco de estado, dado pela
equagao (3.61), foi resolvido utilizando-se os métodos espectrais de variagdo de parametros

e superposi¢ao linear; os métodos ndo-espectrais operacional e férmula analitica, cujas
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varidveis fornecem a dindmica dos movimentos laterais e longitudinais do problema aerodinamico.

Os resultados obtidos através destas técnicas sio apresentados nas Figs. 3.5, 3.6 e 3.7.

-_— 0
—y
-
i 3 a [
Figura 3.5 Angulos de Euler
— 8
Ze
-_—P
— ¥
Figura 3.6 Dinamica lateral
-— O
—q
—_—
_— ¥

Figura 3.7 Dinamica longitudinal
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O erro de rastreio é dado por e(t) = r.(t) — y(t), onde r,(t) é uma entrada de

referéncia associada aos angulos de Euler, denotada por

ro(t)
re(t) = | r4(t)
Ty (%)
e - -
v
e
q
00010O0O0OO0O )
y=Hz=|0000000T10 B (3.63)
000O0OOOUOT1 P
#
¥
£
3.1.3 Sistemas Discretos
Sejam sistemas lineares discretos de primeira ordem, denotados por
A Yrs1 + AoYk = Gk, (3.64)

com condicao inicial em k = 0 dada por yy = 0.

Em geral, na literatura o sistema (3.64) é colocado na forma normal, isto é,

expresso por

Yk1 = Ay + fi, (3.65)

onde A = —A,"'Ay e fr = A 'gr. Desse modo, todas as translacoes de y; podem ser

obtidas diretamente da equagdo e assim, utilizadas em métodos que as requeram.
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Por exemplo, a partir da solucdo da equagdo
his1 = Ahy, (3-66)

com condigdo inicial hy = I, obtém-se por iteracdes, poténcias da matriz A, ou seja, a

solucgdo deste problema corresponde & resposta impulso discreta h;, dada por

hy = AF. (3.67)

De maneira andloga ao caso continuo, a férmula de variacao de parametros no

caso discreto é escrita =
it

ye = Ay + AR, (3.68)

§=0

Outra derivagao desta férmula serd realizada através do método de variagdo de parametros.

Na formulagdo de espago de estado a matriz A do sistema (3.65) corresponde
a matriz companheira do sistema de ordem N, denotado por (2.46), cujas poténcias tém

sido identificadas por [Claeyssen, 1990b], [Claeyssen, 1999], em termos dos elementos da

base dinamica [hok, h1 g, -, An-1k|, onde hy_yx = hi corresponde a resposta impulso do
sistema (2.46), expresso por
N
> Atis = fi (3.69)
j=0
Mais precisamente,
ho hyx <+« hn-2k hr AN
h voo hy- hi1A
Ak = hif,k+1 1-,k+l N-2k+1 k+14N (3.70)

hox+N-1 higsn-1 -+ hN—2x+n-1 hrin-—14N



38

Nas préximas subseces apresenta-se de forma mais detalhada alguns métodos

para resolucdo de sistemas lineares de primeira ordem.

3.1.8.1 Meétodos Espectrais

Os métodos espectrais aplicam-se, na pratica, na resolucao de sistemas lineares
discretos desde que, a matriz associada ao sistema seja diagonalizdvel (ndo-defeituosa),
em outras palavras, que gere uma base de autovetores. Suponha-se A uma matriz ndo-
defeituosa de ordem 7, cujos autovalores sio denotados por (A1, A2, -+ , Ax) € 0s autovetores

correspondentes dados por (v, va, -+ ,Vn).
e Superposicao Linear

Procura-se solugédo para o sistema discreto (3.65), com condigao inicial yo = %0,

da forma

vk =" + U (3.71)

A solu¢do homogénea é escrita como combinagdo linear das n autofungdes do
tipo Mv, ou seja,

ykh = C]Alkvl + Cg)\gkﬂg S s cn/\ukvn. (3.72)

No caso de autovalor nulo, A; = 0, considera-se ok, a0 invés de A;*. Uma solugdo particular
do sistema pode ser decomposta em um somatdério de n solugdes particulares, sendo cada
uma delas do mesmo tipo que as correspondentes componentes da entrada fi, escrita como
combinacdo linear dos autovetores. Em outras palavras, escreve-se em primeiro lugar o

termo forcante f; como combinacao linear da base de autovetores, ou seja,
fi = PP fy = dyjvy + dagva + - -+ + dn k¥n, (3.73)

sendo P e P! expressos por (3.12). Assim, w/v; = 6;; parai,j=1:n e d;x=w! f para
cada i = 1 : n. Caso a matriz A seja simétrica, o cdleulo fica simplificado, pois P~! = PT

resultando em d;x = v;” f.
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Procura-se entao uma solugdo particular da forma
Ye* = Y1’ + you” + 0+ Yni®s (3.74)

com y; ;P do mesmo tipo que a componente d;xv; do forgante fi, relativa ao autovetor v;.

Entao, as j-ésimas solugbes particulares sao tais que
Pk = 95kVj. (3.75)
Para determinar os valores dos coeficientes g;; resolve-se o sistema equivalente desacoplado,
9ik+1 = Ajgjx +djx, para j=1:n, (3.76)

resultante da substituicdo da expressao (3.75) para y;:” no sistema original (3.65). Assim,

a solucdo particular ndo-homogeénea para a equagao discreta (3.76) é dada por

k-1

gia =Y A*1dj,. (3.77)
f=0

As constantes ¢, da parte homogénea expressa por (3.72) podem ser calculadas

a partir do valor inicial da solucao yx para k = 0, resultando no vetor
c= P_l(yﬂ' = yop)a
gerado por essas constantes.

e Variagao de Parametros

Procura-se solucao do sistema (3.65) expressa como combinacao linear das

autofuncgoes do sistema, ou seja,
Yk = C1 A1 v + CopA Ve + -+ - 4 CakAn Un, (3.78)

sendo que os coeficientes sao funcoes também na varidvel discreta k.
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Como foi desenvolvido no item anterior, a entrada f; é decomposta na base
espectral. E o célculo dos coeficientes c; ;. da solugao (3.78) é feito a partir de uma translacéo
unitdria nesta expressio com a substituicao dos resultados no sistema (3.65); obtém-se assim,

n equagoes escalares discretas de primeira ordem desacopladas, dadas por

Cik+l = CGig+ A7 'djz, para j=1:n, (3.79)
cuja solugao é
k-1
k=Y A7 'djr + cjp. (3.80)
r=0

Os coeficientes c¢; para j = 1 : n s@o obtidos aplicando-se a condicdo inicial do problema.

Decorre, que o vetor composto por estes coeficientes e denotado por cg é igual P~ y,.

e Desacoplamento Matricial Utilizando-se Mudancgas de Varidveis

Supondo-se que a matriz A seja diagonalizdvel, tém-se que A = PDP~', onde
a matriz D é uma matriz diagonal denominada matriz espectral, cujos elementos da sua

diagonal sao os autovalores de A e a matriz P a matriz modal.

Multiplicando-se o sistema (3.65) por P~! em ambos 0s membros tém-se

Ply, = DP 'y + P7' fy. (3.81)

Considerando-se as mudancas de varidaveis

g =P 'y, (3.82)

g = P fi, (3.83)

resulta um sistema discreto diagonal equivalente expresso por

Gk+1 = Dgy + gx, (3.84)
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que permite obter cada componente g;x resolvendo-se as n equagoes desacopladas do tipo

Gik+1 = AjQjk + ik, Para j=1:n, (3.85)
cuja solugdo é dada por
k-1
g = Ajgi0 + (E A?"“"g,-,-,k) : (3.86)
r=0

sendo os termos g; 0, para j = 0 : n, calculados a partir da equacao (3.82), isto é, o vetor gg

gerado por estes termos é igual P~ yj.

Assim, a solug¢do do sistema (3.65) fica determinada a partir de
Ye = Pgx. (3.87)

e Desacoplamento Matricial Através da F6rmula Decorrente do Método

de Variagao de Parametros

De acordo com o método de variacao de parametros, procura-se uma solucao

para o sistema (3.65) da forma
ye = Acy. (3.88)

Decorre, entdo da férmula

k-1
v = Aryo + (Z Ak_l_rfr) : (3.89)

r=0

Mas sendo a matriz A diagonalizdvel, tem-se que A = PDP~'. Desta forma o cdlculo das

poténcias de A torna-se mais simples, ou seja,

A¥ = (PDP~ Y = pD*P1, (3.90)

EBCOLA DE ENGENMHMaHIA

~~ BIBLIOTECA
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A solugao de (3.65) é entdo dada pela expressao

k-1
= PD*P 1y, + (Z: ppE-i-rp=l f,) , (3.91)
r=0
onde _ }
Moo oo 0
0 X 0 -~ 0
De=| P (3.92)
0 0 0 --- X

3.1.3.2 Métodos Nao-FEspectrais

Os métodos ndo-espectrais abordados nesta subsegdo sdo os métodos opera-
cional discreto (transformada Z), a férmula discreta e o método polinomial; sendo que estes

nao utilizam os autovetores associados ao sistema.

e Método Operacional

Aplicando-se a transformada 2 em ambos os lados do sistema (3.65) e utilizando-

se a condicao inicial dada, tém-se que

(Iz — A)Y(2) — zyo = F(2). (3.93)

Considere-se
Az) =1z — A, (3.94)

que denota uma fungao matricial de primeira ordem na varidvel z; resulta entdao

Y (z) = H(2)yo + H(z)Fiz), (3.95)

onde
H(z) = zA(2)7". (3.96)
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OBSERVAGAO:

O termo A(z)™' corresponde ao fator de transferéncia para entradas fi = z*v,
cuja saida é do mesmo tipo, denotada por yx = z¥w. Sendo que, pelo método de coeficientes

a determinar, tém-se

H(z

B
z

Finalmente, aplica-se a transformada inversa Z a fim de retornar-se a varidvel

original do problema.
e Férmula Discreta

Dado o sistema representado pela equagao (3.64), tem-se pelo método de variacao
de parametros, uma férmula para a solucdo; sendo esta escrita em fungdo da solucdo

dinamica do sistema

k-1
Yk = hiAvyo + (Z hk—l—rgr) ; (3.97)

r=0

onde a fungdo h; satisfaz o problema de valor inicial discreto
Arhiyr + Aghy = 0, (3.98)
com condigao inicial A;hg = I. A solucado deste problema homogéneo é expressa por

A = (—1)%(A; "2 Ag)* AT (3.99)

Por conveniéncia, considera-se o sistema linear (3.64) escrito na forma

Yes+1 = Ayk + fr, (3.100)
cuja solucao é dada por
k-1
Yk = hxyo + Z hk—l—rfr: (3101)
r=0

onde h; = A*.
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A funcdo matricial hx, pode ser obtida a partir da extensao da férmula analitica

dada pela expressao (3.44), uma vez que

dk etA
k —_ —
A dtk

s (3.102)

Assim,

n 7=1
AF = Z (Z bp_yd*+i-1-0 (o)hn‘j) ; (3.103)

j=1 =0

Fazendo-se di = d*)(0), decorre de (3.44), que dj, satisfaz a equagéo escalar em

diferencas de ordem n
bndk+n + b -ldk+n—1 el s bl dk+1 + bodk = 0, (3.104)

com valores iniciais

dﬂ — 0, dl = 0, vise ,dﬂ,_g = 0, bndn—-l = 1 (3105)
Os parametros by sao os coeficientes do polindmio caracteristico

P(2) =det(Iz — A) = zn:bkzk. (3.106)

k=0

E a funcéo discreta hy = h*)(0) satisfaz a equacao matricial em diferencas
i =l (3.107)
sendo o valor inicial hy = 1.

e Método Polinomial

A maior dificuldade no célculo da solugio do sistema de primeira ordem (3.65)
é a obtencdo das poténcias da matriz A. O método polinomial, introduzido para o caso

continuo, permite calcular estas poténcias com o uso da funcio f(z) = zF. Segue-se, entdo



que

f(A)=A* =r(A) = an1 A" ' + an A" 2 + -+ A+ aol, (3.108)

onde os escalares a1, Gn_2, * - *, @1, ag s30 determinados de forma andloga ao caso continuo,
isto é, resolve-se o sistema de n equagdes dado por (3.58) para os s autovalores distintos A;
com multiplicidade m;, j = 1 : m tais que m; + ma+- - -+ m, = n. Assim, a expressao para
f(A) pode ser calculada.

3.2 Sistemas Lineares de Ordem Superior
Nesta secao sao descritas algumas técnicas analiticas gerais para a resolucgao de

sistemas lineares concentrados e discretos de ordem superior através de métodos espectrais

e nao espectrais.

3.2.1 Técnicas Bdsicas de Resolugdo para Sistemas Concentrados

Considere-se sistemas lineares concentrados de ordem N da forma

N ;
dy
D Ajs () = f(8), (3.109)
j=0
com condigoes iniciais dadas por
dy dN—Ly
y(to), E(tO)a ™ Eﬂ"_—l(to)' (3.110)

8.2.1.1 Métodos Espectrais

O método espectral para resolucdo de sistemas descritos pela equagdo (3.109),

aplica-se aqui, quando o problema associado de autovalor

N
(Z Aj)\j) v=0, para v #0, (3.111)

3=0
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gera a partir de seus Nn autovalores (A, A2,---,Ann) € dos autovetores correspondentes
(v1,v2,*+ ,Uny), uma matriz V de ordem Nn, denotada por
- - _ -
U1 V2 ** UNn Vo
A AoU cvr ANV VD
V= .1 1 -2 2 -Nn Nn _ (T , (3.112)
At Ay o Ao, V¥t

cujas colunas s3o linearmente independentes. Nesta expressdao, D é a matriz espectral, uma
matriz diagonal de ordem Nn, cujos elementos da diagonal correspondem autovalores do

problema e V, é a matriz, cujas colunas sao os autovetores associados; isto é,

A 0 - 0
0 X -+ 0

D= - ‘2 . e V,:,=[,U1 Py s UN“]_ (3.113)
0 0 -+ Ann

Em particular, este resultado é satisfeito quando o sistema possui todos os
autovalores distintos. A técnica de superposicao linear € usualmente utilizada quando tém-
se uma entrada simples do tipo exponencial, trigonométrica ou polinomial entre outras;

porém, o método de variacao de parametros aplica-se para entradas quaisquer.

e Célculo da Resposta Livre Através do Método de Superposicao

Linear
Procuram-se respostas livres na forma
Nn
y(t) = Z c;e’it;, (3.114)
=0

onde as constantes c; sdo obtidas resolvendo-se o sistema
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4

C1V1 + CoV2 + -+ * + CNpUNn = Yo
LA V1 + CoAgVs + + - + CNRANRUNR = %
3
N-1 N-1 N-1 N=1
l Cl)tl v+ Cg/\:; Vg + -+ CNnANn UNn = WY

cuja matriz dos coeficientes corresponde a matriz V.

e Cilculo da Resposta Total do Sistema Através do Método de Variagao

de Parametros Utilizando-se a Base Espectral

Procura-se para o sistema (3.109) uma resposta da forma

y(t) = c1(t)eM vy + ca(t)e vy + - - - + enn () Un. (3.115)

O célculo das derivadas de y(t) é simplificado com as condicoes de Lagrange

Nn
Y () XieNty; =0, para k=1:N -1, (3.116)
g=
de modo que,
Nn
y®)(t) = Z cj(t),\fe“f’v,—, para k=1: N —1. (3.117)
j=1

Substituindo-se a expressdo para y(t) e de suas derivadas (3.117) na equacao

(3.109), resulta que

Nn
An ) &MY 1Mt = f(2). (3.118)

i=1

Assim, as N equagoes descritas por (3.116) e (3.118) formam o sistema linear



f

\

Nn

D &5(t)eNty;
i=1

Nn
2 éj (t) /\J‘el\jtl}j
i=1

Nn

: N=2_);t
E cj(t))\j e'v;
i=1
Nn

) (E)A) eN An;

=1

f@®)

em ¢;(t), que pode ser escrito na forma matricial como

onde denota-se

A2v2

U1 v2
A1)
i A o A

N-1

UNn i eMt 0
ANnUNn 0 ezt
MWlowa || 0 0

o |[ae
0 éa(t)
e?nt 1L Cnn(t) 1l

O sistema pode ser representado de forma compacta por

VePe(t) = F(t),

Vo eht
VoD o | O
i V. DY 0
¢ ()
ot
= | Y | e Fo)

éna(t) |

0 0
eht 0
0 e*nnt
0
0
| AN f(D) |
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(3.120)

(3.121)

(3.122)
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Resolvendo-se (3.120) em termos das componentes do vetor ¢(t) resulta
&(t) = (VePt) ™ F (1), (3.123)

sendo que a solucdo desta equacdo diferencial matricial de primeira ordem, para ¢ = 0, pode
Sser expressa por

c(t) = c(0) + [te‘DTV“lf(T)dT. (3.124)

0

Assim, a solugdo (3.115) pode ser escrita como
t
y(t) = VoePie(0) + / VoePEMV-LF(7)dr, (3.125)
0

onde o vetor inicial ¢(0) é obtido a partir das condicdes iniciais do problema, isto é,

Yo

1

¢(0) = V! (3.126)

YnN-1

3.2.1.2 Meétodos Nao-Espectrais

Nesta subse¢do aborda-se o método de variagdo de parimetros, utilizando-se
uma base qualquer e o método operacional que utiliza a transformada de Laplace, jd in-
troduzido em sistemas de primeira ordem. Com o uso do método operacional uma férmula

para a resposta impulso foi obtida por [Claeyssen, 1990b].

e Calculo da Resposta Total Através do Método de Variacao de

Parametros Utilizando-se uma Base Qualquer

A resposta total para sistemas concentrados do tipo (3.109) pode ser escrita da

forma

y(t) = c1()1(t) + ca(t)do(t) + - - + cnn(t)dnn(t) = B(t)c(2), (3.127)
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onde ® = [¢; ¢o -+ ¢Pnn) é uma base do sistema.

Para determinar as funges c;(t) assume-se as condigdes de Lagrange
®(t)c™(t) =0, para k=1:N—1. (3.128)
Assim, resulta que as k-ésimas derivadas de y(t) sdo da forma
y® (t) = @™ (t)c(t), para k=1:N —1. (3.129)

Substituindo-se a expressao para y(t), dada por (3.127) e, para suas derivadas (3.129) na
equagao (3.109), resulta
An®PV -V (8)e(t) = f(2). (3.130)

Desta forma, as N equagoes descritas por (3.128) e (3.130) formam o sistema

linear s
> &i()ei()vs =0
12
> &5(8)di(t); = 0
=1
< o
Nn
Zéj(tw‘“)(t)vj = 0
ZCJ N i (t)Anv; = f(t)

\

que pode ser escrito na forma matricial por

[ pit)r et - Gwa(t)onm é(t) 0
Q-Sl (t)v fi-?z(t)vz e %Nﬂ (t)onn 62-(5) _ : ' (3.131)
: : 0
q’)(N Dty 6N V(twe - 5 Vtown | | ena® | | ARF(@) |




Denotando-se,
[ g | [ &) | [ 0
V, o (t
V= 2, e = C2F) e F(t) =
: ; 0
| R | éna(?) | | AN (@)

o sistema pode ser representado na forma compacta
Ve(t) = F(2).
Resolvendo-o em termos das componentes do vetor ¢(¢) obtém-se

¢(t) = VLE(®).
A solugdo desta equacao para t = 0 é dada por
t
c(t) = c(0) + / V=i (r)F(r)dr.
0

Assim, a solugdo (3.115) pode ser escrita na forma

y(t) = Voe(0) + fu v, (1)V-1(r) F(r)dr,

sendo o vetor inicial ¢(0) obtido a partir das condigdes iniciais do problema, isto €,

Yo

c=v1| ¥

YN-1

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)
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Utilizando-se 0o método operacional, [Claeyssen, 1990a] obteve uma férmula
nao modal para a solugdo dindmica de sistemas de segunda ordem. Junto com esta férmula,
vérias propriedades da solucdo dinamica foram obtidas. No trabalho de [Claeyssen, 1990b],
esta férmula foi estendida para sistemas de ordem arbitrdria. Recentemente, [Claeyssen,1999]
obteve de maneira direta esses resultados, isto é, sem o uso do artificio encontrado na lit-
eratura, de utilizar a redu¢ao de Hamilton para uma equagdo de estado de primeira ordem:;

veja-se [Newland, 1989], [Ogata,1998].

Os métodos numeéricos podem ser considerados em dois grandes grupos: aqueles
que consideram o célculo aproximado de férmulas e propriedades para h(t) e, os que de
maneira direta, integram numericamente a equagao do sistema com o uso de diferengas
finitas ou interpolag@o. Os sistemas de primeira ordem foram abordados exaustivamente,

veja-se [Moler, 1978], [Golub, 1996].

A solucdo dinamica h(t) e a matriz de transferéncia H(s), tém sido estabele-
cidas nos trabalhos de [Claeyssen, 1990a], [Claeyssen, 1990b] e [Claeyssen, 1999], através
de férmulas que envolvem equacgbes caracteristicas dos tipos algébrica, diferencial e em

diferencas. Mais precisamente,

Nn j-1

h(t) =Y > bid" Y () hyn-j, (3.138)

j=1 i=0

onde hy = h®)(0) satisfaz a equacdo matricial em diferencas

N
> Ajhky; =0, (3.139)
3=0
com valores iniciais

ho =0, hy=0, .-, hy_2=0, Ayhy_, =1.



O polindémio de grau Nn, denotado por

N Nn
P(s) = det [}: SJ‘AJ-] =Y bis”, (3.140)
3=0 k=0

corresponde ao polinémio caracteristico associado ao sistema e d(t) representa a solugdo do

problema de valor inicial expresso por

band ™™ (8) + baa_1d NV () + - - - + byd(t) + bod(t) = 0, (3.141)
com os valores iniciais dados

d(0) =0, d(0)=0, ---, d¥D(0) =0, byad™ V(0) =1. (3.142)

Aplicando-se a transformada de Laplace em (3.138), obtém-se que a matriz de

transferéncia, dada pela expressao (2.13), pode também ser escrita como

= (Z sjAj) Zﬂ JZ: b 33 =1 hNn—j _ %, (3.143)

=1 i=0

onde _
Nn j-1

=> "> b hyn. (3.144)
j=1 i=0
Uma importante propriedade da solucio dinamica foi obtida por [Claeyssen,
1999], que corresponde a translacio das derivadas no tempo da solugio dinamica h(t) para

as derivadas discretas de hg, ou seja, a k-ésima-derivada de h(t) pode ser escrita como

Nn j—1 Nn j—1
h®)(2) ZZde A= N = ZZbidU_l‘i)(t)hNn_Hk, para k qualquer.
j=1 i=0 j=1 i=0

(3.145)



3.2.2 Modelos de Suspensio de Veiculos

Aborda-se nesta subsecao, dois modelos de suspensdao de veiculos; sendo que,
tais modelos embora apresentados de forma simplificada sdo bastante usados na teoria de
controle de sistemas dinamicos. Uma das aplicacoes desse tipo de formulagao é a andlise dos
efeitos das vibragoes sobre os veiculos em relagdo ao conforto dos passageiros e a capacidade
dos mesmos manterem-se na estrada, isto é, a eficiéncia do sistema de suspensao do carro.
Estes efeitos podem ser observados a partir da variacao de diferentes parametros tais como:
os coeficientes da suspensado, as irregulariedades da estrada e a posi¢ao do assento, entre

outros.

3.2.2.1 Modelo da Metade da Suspensdo de um Veiculo

Considere-se um modelo simplificado da metade de um carro com cinco graus
de liberdade, conforme mostra a Fig. 3.8. De acordo com [Lyshevski, 2001; Brogan, 1991],

assume-se o sistema sem movimentos de rolamentos laterais.

J’-iT

y3 kss

}’zT

\\“

////%

Figura 3.8 Modelo da suspensao da metade de um carro
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Os deslocamentos ¥; e ys s30 as entradas, os pardmetros m; e my representam as
massas equivalentes das rodas dianteira e traseira, respectivamente; enquanto mj representa
a massa da estrutura principal do automével e my, a massa equivalente dos assentos e dos
passageiros. As propriedades de elasticidade e dissipagdo de energia (atrito viscoso) dos
pneus sdo dadas por (kg , ks3) e (By1, By3), respectivamente; para o sistema de suspensio
do carro representa-se por (ksg, ks4) € (B2, By4), respectivamente. A rigidez dos assentos é

expressa por Kss.

Aplicando-se a 2¢ Lei de Newton na posi¢ao das rodas obtém-se

migs = ka(y1 —y2) + Bui( — 92) + ks2(ys — y2) + Bua(¥s — 92) (3.146)
malie = ks3(ys — ys) + Bua(¥s — ¥s) + ksa(y7 — ¥6) + Bua(y7 — ¥s)

Denota-se por [, e l; as distdncias das extremidades esquerda e direita ao centro

de massa do carro, respectivamente. Supondo dngulos pequenos as relagoes geométricas

relativas ao deslocamento do centro de massa da estrutura do carro e o angulo de giro

podem ser expressas por
b

Yom = Y3 + R (y7 — v3),
ly
Ys = Y3+ m(?ﬁ — Y3),
_ Y=
L+l

Assumindo-se forcas sobre a massa mj3 da estrutura do carro resulta

maiicm = ks2(Y2 — ¥3) + Bua(2 — ¥Us) + ksa(ye — y7) + Bua(¥s — ¥1) + kss(ys — ys). (3.147)

Utilizando-se a lei rotacional de Newton tém-se a equagao

Jio = —liksa(y2 — y3) — LBu2(y2 — ¥s) + laksa(ye — y7) + L2Bua(¥s — ¥7) — (L — l2) kss (ys — ¥s)-
(3.148)



Finalmente, assumindo forgas sobre a massa dos passageiros e dos assentos,
obtém-se a expressio

mals = kes(ys — y‘l)- (3149)

As equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem acopladas dadas por
(3.146)-(3.149), definem o modelo matemético para o sistema de parametros concentrados
da suspensao da metade um carro, o qual é denotado matricialmente por
dy

4,220+ 4,0 + Aw(t) = Bou(t) + B, %(t). (3.150)

Os vetores correspondentes a entrada, u(t), e a saida, y(¢), do sistema sdo de segunda e

quinta ordem, respectivamente, denotados por

Y2
Us
N
y(t) = | yem e u(t) =
Ys
w
- yd -

Os coeficientes matriciais Ay, A;, Ay, By e B sdo da forma

mg 0 0 0 O
0 mg 0 0 O
A=10 0 mg 0 0 |,
0 0 0 J 0
i 0 0 0 0 my |
[ Bi+B. 0 ~Bu» Bali 0|
0 Byz + Bys —Bu4 —Byals 0
A= —By» —By4 By +Bys  Busla—Bply 0 |

Byoly —Byaly  Byaly — Byaly  Byol? + Byl 0
0 0 0 0 0




m Mo mg my
85Kg 153K g 1876K g 240K g
B,, By, B3 B4
16 Ns/m 782 Ns/m 7 Ns/m 348 Ns/m
ks ks2 ks3 ksq
240000 N/m | 15730 N/m 240000 N/m | 12480 N/m
J K5 L lo
2337K gm* 15N/m 1.718 m 0.945 m

Tabela 3.1 Valores dos parametros usados nas simulagoes do modelo da metade do carro

 ka+ka 0 —ky Ke2ly 0 ]
0 kos + kg —ksa —kgalo 0
A= —ks2 —ksa ks2 + koa + ko3 ksale — ksaly + ks (l2 — &) —kss
ks2ly —~keals  kealo — kool + kos(l2 — 1) koolf + koald — kgs(lo —1h)?  —kgs(la = 11)
| 0 0 —kss —kss(l2 — 1) kss
ka O (B © |
0 kss 0 Bys
Bo=| 0 0 e B, = 0 0
0 0 0 0
i 0 0 | i 0 0 J

Como pode ser observado neste problema, os coeficientes matriciais A; sao
simétricos. Os valores dos parametros considerados nas simulacoes sdo apresentados na

Tab. 3.1, para os quais os coeficientes matriciais do modelo resultaram em

[ 8% 0 0 0 0 ]
0 153 0 0 0
A2=10 0 1876 0 0 ]
0o 0 0 2337 0
[0 0 O 0 240 |



1343.476
—328.86
—1014.616
2618.8645
0

o O O o o

27024.14 0
—11793.6 0

28225 —40986.365 =15

[ 708 0 782
0 355 —348
A = —782  —348 1130
1343.476 —328.86 —1014.616
i 0 0 0
[ 255730 0 ~15730
0 252480  —12480
Ag= | -15730 —12480
27024.14 —11793.6 —15242.135
! 0 0 ~15
[ 240000 0
0 240000
By = 0 0
0 0
| 0 0
e = -
16 0
0 7
Bi=1|10 0
0 0
L 0 0 o

46418.50959 11.595

11.595 15

Supondo-se que a entrada no sistema se dd apenas na posicao dos pneus, de

acordo com as irregulariedades da estrada, considere-se para efeitos de ilustracio?, entradas

do tipo oscilatérias nas duas rodas, dadas por

2Na realidade, as irregulariedades das estradas correspondem a entradas aleatérias no sistema, isto é,

nao deterministicas.
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0, 05t<0.25
Y1 =ys =< 0.075 —0.075cos(8xt), 0.25<t<0.5 ,

0, £>0.5

com amplitude maxima de 15¢m, conforme mostra a Fig. 3.9 e condigdes iniciais
nulas. A resposta forgada do sistema é apresentada na Fig. 3.10. As simulacdes numéricas

foram realizadas utilizando-se os métodos nao-espectrais operacional e a férmula analitica,

obtendo-se os mesmos resultados.

0.14 /
[
f
01z i i
i i
{ 1
o1 { 4
! |
t
o.0a \
;' '-.
0.06 { t
I
0.04
{
0.02 i \
/ \
/ Y
o o Y] oa "o 05 06 o7

Figura 3.9 Entrada tipo oscilatéria nas rodas
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02 =3
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o] -— —_— - 0 0002
-0.002
0.004 00014
~-0.006
-0.008 0.0001
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-0.012 S0
-0.014
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(d) w(®)
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Figura 3.10 Componentes da resposta do sistema



3.2.2.2 Modelo Tridimensional da Suspensao de um Veiculo
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Para simular o comportamento dinamico de um veiculo em trés dimensoes serda

considerado um modelo matemdatico que gera um sistema de segunda ordem com oito graus

de liberdade, conforme Fig. 3.11, [Bouazara, 2001].

Zc

-

Figura 3.11 Modelo tridimensional da suspensao de um carro

O comportamento do veiculo é expresso pelos movimentos verticais de arfagem

(pitching) e de rolamento (rolling) em termos da aceleragdo, velocidade e deslocamento.

Neste modelo, serd desprezado o movimento de giro em torno do eixo paralelo ao eixo

normal do carro (yaw).

As equacoes de Newton-Euler sao usadas para obter as equagoes diferenciais

do movimento do sistema, sendo que o modelo considera suspensoes ativas. Este sistema

BBCOLA DE ENGENHARIA
<« BIBLIOTECA
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¢é construido utilizando-se os parametros m., ms, My, M2, Moo € Mg que correspondem
as massas do motorista, do corpo do carro, e dos eixos das rodas 11, 12, 22, e 21, respec-
tivamente; Cgs, Cs11, Cs12, Csao € Cyo1 a0 0s coeficientes de amortecimento e Ky, K1,
K12, K22 e Ky 0s coeficientes de rigidez para o assento e as suspensoes do veiculo; Kp,
Kp12, Kpao e Kpp, sao os coeficientes de rigidez dos pneus e por uitimo, g11, 9125 922 € 921
os coeficientes de amortecimento para suspensoes ativas obtidas pela solucdo da equacgao
de Ricatti [Bouazara, 1991]. Para angulos pequenos, ¢ e 6, as equagoes linearizadas do

movimento deste sistema sao

Zps = 2, — 70 +T1y0

Zs11 = 23—l +ag

Z512 = 2,— 130 —b¢

Zs21 = 2z;+10+cod

2522 = z,+1.0—do

) 7 = Kys(ze — 2ps) + Ciss(2c — 2p5)

Fon = Kai(zsn — 211) + Car1(Zs11 — Zs11)

Fas = Ka(za2 — 212) + Caz(Zs2 — Zs12)

For = Koz — 222) + Coaz(Zs22 — Zs22)

F = K321(z321 = 221) + 0321(3321 o 73321)

Fany = gnzs

Faz = g2za2

Foo = ga1Zs21

Fazo = gxmis

Moz, = —F,

mei;, = —Fg) — Fgo— Feo — Fe — Fany — Fai2 — Faz1 — Fagz + Fis

Isyé = UFy +lfFg2 — L Fgp — I Fepy + lpFan + lpFor — I: Faga — U Fag1 — 72 F s
Iod = —aFyy +bFgs + dFsem — cFy — aFan + bFa12 + dFazs — cFag + Ty Fyg
muzy = Foy+ Fan — Kpn (211 — 2p11)

M1y = Fao+ Faiz — Kpi2(212 — 2p12)
Mamin = Fao+ Foon — Kpoa(220 — 2p22)

maiZan = Fa+ Faor — Kpo1(221 — 2p21)
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No caso de um sistema com suspensdo passiva as forcas Fy;; sdo nulas. As
varidveis de entrada encontram-se na posi¢ao dos pneus e correspondem as irregulariedades
da estrada, sdo denotadas por 2,11, 2512, 2p22 € 2p21. PoOr sua vez, as variaveis de saida, que
correspondem aos deslocamentos nos quatro eixos, no assento e no centro de gravidade do
carro, mais os angulos de arfagem e de rolamento, sio denotadas por z;, 212, 222, 221, 0 €

¢, respectivamente.

Este modelo representa um sistema de parametros concentrados modelado
matematicamente por um conjunto de oito equacgoes diferenciais ordindrias de 2¢ ordem
acopladas. Sendo que a equacdo diferencial matricial que o representa pode ser denotada
por

d*z dz

MZ2(8) + C=(t) + Ka(t) = Bu(t). (3.151)

A expressao literal das componentes dos coeficientes matriciais M, C, K e B do sistema
encontram-se no apéndice A. Os vetores da entrada u(t) e da saida z(t) do sistema sao de

quarta e oitava ordem, respectivamente; denotados por

_ B -
<12
299 Zpl1
()= | ™ e ut)=|""
Ze Zp22
Zs | Zp21 |
0
| &

A diferenga entre os modelos com suspensao ativa e passiva, em termos numericos
dos coeficientes, se dd apenas no coeficiente C' de amortecimento. Na Tab. 3.2, encontram-se

os valores dos parametros utilizados nas simulagdes numeéricas e que resultaram nos coefi-
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my my2 2y Moz
10Kg 40Kg 35.5Kg 35.5Kg
me mg Isy IS.‘I:
75Kg 730K g 1230 Kgm? 1230 Kgm?
K Ko Kn K2
19.96 KN/m 19.96 KN/m 17.5 KN/m 17.5 KN/m
Csll Csl2 0321 0322
1290 Ns/m 1290 Ns/m 1620 Ns/m 1620 Ns/m
g1 G12 g21 g22
1290 Ns/m 1290 Ns/m 1620 Ns/m 1620 Ns/m
Ko Kp12 Kpo Ko
1755 KN/m 175.5 KN/m 1755 KN/m 1755 KN/m
a b c d
0.761 m 0.761 m 0.795 m 0.755 m
l_f fr Tz Ty
1.011 m 1.803 m 0.36 m 0.234 m
Koo Css
97.985 KN/m 1.926 KNs/m

Tabela 3.2 Valores dos parametros do sistema

cientes matriciais

40 0 O 0
0 40 O 0
0 0 355 0
0 0 0 35
0 0 0 0
0 0 O 0
0 0 0 0
0 0 0 0

para a suspensao passiva tem-se

5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
7 0 0 0
0 730 0 0
0 0 1230 0
0 0 0 1230




1290 0 0 0 0 —1290 1304.190  —981.690
0 1290 0 0 -1290 1304.190 981.690
0 0 1620 0 0 -1620  —2920.860 1223.100
P 0 0 0 1620 0 —1620 —2920.860  —1223.100
0 0 0 0 1926  —1926 693.36  —450.684
-1290  -1290  —1620 —1620 ~1926 7746 2539.980 450.684
1304.190 1304.190 —2920.860 ~—2920.860  693.36 2539.980 13419.302904 —162.24624
—981.690 981.690 1223.100 —1223.100 -450.684 450.684 —162.24624 3446.473236
e para suspensao ativa
1290 0 0 0  —2580 2608.380  —1963.380
0 1290 0 0 2580 2608.380 1963.380
0 0 1620 0  —3240  —5841.720 2446.200
O = 0 0 0 1620 0  —3240 —5841.720  —2446.200
0 0 0 0 1926 1926 693.36  —450.684
-1290  -1290  —1620 -1620 -1926 13566 5773.320 450.684
1304.190 1304.190 —2920.860 —2920.860 693.36 5773.320 26588.99628 —162.24624
-981.690  981.690 1223100 —1223.100 —450.684 450.684 —162.24624 6787.486416
195460 0 0 0 ~19960  20179.560 —15189.560 |
0 0 0 0 ~19960  20179.560 15189.560
0 0 193000 0 0 —-17500  —31552.500 13212.500
K= 0 0 0 193000 0 —~17500 —31552.500 —13212.500
. 0 0 0 0 97985 ~97985 35274.60  —22928.490
—19960  —19960  —17500 ~17500 —97985 172905  —12528.720  22928.490
20179.560 20179.560 ~—31552.500 -31552.500  35274.60 ~—12528.720 167280.2413 —8254.25640
-15189.560 15189.560 13212.500 —13212.500 —22928.490  22928.490 —8254.25640 48434.65198 |
175500 0 0 0
0 175500 0 0
0 0 175500 0
0 0 0 175500
B=
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
| 0 0 0 0 |

Supondo-se que a entrada no sistema se da apenas na posi¢ao dos pneus do

carro, de acordo com as irregulariedades da estrada, serd considerado para efeitos de ilus-
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tracdo, uma entrada nio nula apenas nas rodas dianteiras, do tipo lombada com amplitude

maxima de 15¢m, conforme graficos apresentados na Fig. 3.12.

A expressao matemadtica da entrada u nos pneus dos eixos 11 e 12 é dada por

0, 05t<0.25
Zpit = zpi2 = { 0.075 — 0.075 cos(8xt), 0.255t<0.5 .
0, t>0.5

0.2

&=
(M

o
-
9]

o
-
wn

Entrada em 11 (m)
o

Entrda em 12 (m)
(=]

0.05}f -+~ 0.05
0 0
0 0 y
i(s)
1 1
‘é‘ o) TR BT Tong e e S ‘E" 05t -- R S
o 5 g ! = ;
(8] [3¥]
§ o § o
3 1
g g
;
T | S R e e P P o T E i, 3 ST
‘_'1 i M A _1 i M M
] 0.2 0.4 0.6 0.8 ] 0.2 0.4 0.6 0.8

1(s) (s)

Figura 3.12 Entrada tipo lombada nas rodas dianteiras e nula nas rodas traseiras

As simulagoes numéricas foram realizadas no software MATLAB, de forma
numérica e, no MAPLE V de forma simbdélica utilizando-se os diferentes métodos descritos
no capitulo para resolugdo de sistemas lineares. Todas as saidas sdo apresentadas nas Figs.
3.13 e 3.14, considerando-se suspensoes do tipo passiva e ativa para o sistema; provenientes

das simulagoes realizadas utilizando-se o toolboz de controle, do software MATLAB.
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Figura 3.14 Saida do sistema - suspensao ativa
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Os gréificos que representam as respostas na posigao das rodas, considerando-se

suspensoes ativa e passiva sao apresentados nas Figs. 3.15 e 3.16.
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Saida em 22 (m)
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e
-

0.05

Saida em 12 (m)

02 0.4 0.6
t(s)

Saidaem 21 (m)
o
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0.2 0.6

0.8

Figura 3.15 Resposta nos eixos das rodas - suspensao passiva
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Figura 3.16 Resposta nos eixos das rodas - suspensao ativa
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As respostas na posicao do motorista e no centro de gravidade do carro para

os dois tipos de suspensoes sdo apresentados nas Figs. 3.17 e 3.18.

Resposta Motorista Aesposin no CG
0.12 T T T o.ca T T

0.07 -

0.1 .
0.06 B

0.08 -1
005 1

Q.06 -
0.04 y 1

E E
§ oopar R @ oo3t 4
] ]

0.2 4

o.02 A1
0.01 b

+] B

] ————

-0.02¢ -

0.01 1
0.04 i " i _o.02 " s A
[+] 0.z 0.4 0.6 0.8 ] 0.2 0.4 0.6 o8
t(s) I(s)

Figura 3.17 Resposta na posi¢ao do motorista e no centro de gravidade do carro - suspensao

passiva

Resposta Motorista Rosposia no CG
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0.01

-0.01 4. L A -0.01 4 + .
(-] 0.2 0.4 06 0.8 o 0.2 0.4 0.6 0.8

1(s) 1(s)
Figura 3.18 Resposta na posi¢ao do motorista e no centro de gravidade do carro - suspensao

ativa

O comportamento dos dngulos de arfagem e de rolamento durante o percurso do carro na

lombada, tanto para suspensdo passiva como ativa, estdo representados nas Figs. 3.19 e
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3.20; sendo que a partir dos mesmos pode-se fazer um comparativo do comportamento do

veiculo quando submetido as mesmas condicoes, considerando-se suspensoes distintas.

Ang. Inc. Long. x10™ Ang. Rotacao
T T 2 T T

0.02 T

-0.01 "
= =
g g
o o
o 3
o o
“ _o0.02 E Lo
~0.03 R
0.04 -
—0D.05 IS i i 1.5 i I L
o 0.2 0.4 o6 0.8 o 0.2 0.4 0.6 08
t(s) 1(s)

Figura 3.19 Saida angulos de arfagem e rolamento - suspensio passiva
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-0.02F

-0.025

-0D.035 v -
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o4 X
=)
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Figura 3.20 Saida angulos de arfagem e rolamento - suspensdo ativa
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3.2.8 Técnicas Basicas de Resolugcdo para Sistemas Discretos

Considere-se sistemas lineares discretos representados por

N
Z AiYk+; = fis (3.152)
=0

com condigoes iniciais
Yo, Y1y ** 5 YN-1- (3.153)

3.2.3.1 Métodos Espectrais

O método espectral para resolugdo de sistemas discretos descritos pela equagao

(3.152) é aplicado aqui, quando o problema associado de autovalor, denotado por

N
(ZAj)\j) v=0, para v#0, (3.154)

3=0
gera a partir de seus Nn autovalores (A;, Ao, ---, Ann) € dos autovetores correspondentes
(v1, vg, ***, Unn) uma matriz V de ordem Nn, dada por
i U1 V2 *** UNn 3 - Ve [
V= Altvx /\2j02 e /\N:nUNn - V?D , (3.155
| AT A e e ARtows || VDY

com colunas linearmente independentes. Nesta expressdo, D € uma matriz diagonal de
ordem Nn, denominada matriz espectral, cujos elementos da diagonal correspondem aos

autovalores do problema e V, é a matriz cujas colunas sdo os autovetores associados, ou
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seja, denotam-se por

A 6 =5 D

§ g s 0 "
p=| "~ o eves[un wm - an]. (3.156)

[0 0 - Awn |

Em particular, este resultado é verificado quando o sistema possui todos os

autovalores distintos.

A técnica de superposigio linear é usualmente utilizada quando tem-se uma en-
trada simples, do tipo exponencial, trigonométrica ou polinomial, entre outras; jd o método

de variacdo de parametros, aplica-se para entradas quaisquer.
e Caélculo da Resposta Livre através da Técnica de Superposicao Linear

Procuram-se respostas livres da forma

Nn
Yk = Z CjA;:Uj. (3157)
=0

Deste modo as constantes c; sao obtidas resolvendo-se o sistema

4

C1U) + CV2 + -+ + CNnUNn = %
C1A V) + CoAgUs + * * * + CNaANRUNR = U
N-1 N-1 N-1
] C1 /\1 v + 02/\2 Va4 oo cNﬂ’\Nn UNn = UN-1

cuja matriz dos coeficientes do sistema corresponde a matriz V.

e Cilculo da Resposta Total do Sistema Através do Método de Variagao

de Parametros Utilizando-se a Base Espectral

Procura-se a resposta total do sistema (3.152) da forma
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Y = cl,k)\lkvl -+ Cg,kAQk'UQ +---4 CNn,k/\Nnk'UNn- (3 158)

Escreve-se o valor yx4, como

Nn Nn
— k+1 k+1
Yyl = E (ks — )N 105 + > cipd*
j:]_ j=0

e considera-se a condicdo de Lagrange
Nn
k+1
> (Ciks1 — i) A" v = 0.

j=1

Analogamente, o valor y,o € escrito

Nn Nn
_ k42 k+2
Uesz = D _(Cks1 — RN 20 + Y cirdiF R,
i=1 j=0

considerando-se a condicao de Lagrange
Nn

) (eins1 — cig) A"+ = 0.

=1

Generalizando-se, tém-se que

Nn Nn
Yk+m = Z(Cj,k+1 - Cj,k))\jk+m1)j + Z Cj1k)\jk+m‘vj, (3.159)
i=1 3=0
com a condicao de Lagrange
Nn
Z(C-'-‘?’““ — ¢jp)\* ™y, =0, para m=1:N—1. (3.160)
j=1

Resulta, entao que
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Nn Nn
Yk+N = Z(Cj,k-i-l - Cj,k)/\jHNUj + Z Cj,k/\jk"'ij.
i=1 3=0
Substituindo-se as expressGes, para Yg, Yr+1, *-°, Yk+n, Obtidas a partir de

(3.159) no sistema (3.158), decorre que

Nn
An Z(Cj’k+l —Cj,k))\?"'NUj = T (3.161)

j=1
Deste modo o sistema linear formado pelas N equacdes (3.160) e (3.161) é definido por

{ Nn
D (Ciks1 — k) N+ v; = 0

i=1
Nn

D (Ciks1 — cig) AP0 = 0

J=1

Nn
E+N—1 .
E (Cirrr—CGe)AT gy =0

=1

Nn
D An(Cign — )Ny = fi

\ Jj=1

Considerando-se as varidveis em diferengas Acjx = ¢j k41 — Cjx, 0 sistema pode
ser representado na forma matricial

V1 U2 **° UNn -/\1*'“ 0 0 Acl,k 0
Ao Av2 ++ ANnUNn 0 A ... 0 Aeyg |
- 0
AV o My e ARtown [ [0 0 - A | Aenng || AR Sr
(3.162)

ou ainda, na forma compacta

VD*IAC, = Fi, (3.163)



onde denotam-se

% | (A 0 - 0 ] [ Aeg | [0
VoD 0 XxF -« 0 Ac
ve| VP | 0 0 aga| 2 e s
: 0
| V,DVN-1 | 0 0 ANn® | Acnn,k | AN fi |
(3.164)
Escrevendo-se,
. > - .
C1k+1 Cik
C2,k+1 Cok
Ck+1 = . ¢ G= ) d
h CNn k+1 i i CNn,k ]

a expressao (3.163) equivale a equacdo em diferencas de primeira ordem
ces1 = ek + (VDF) 7 R, (3.165)
com solucdo da forma

k
Ck =C0+Z(VDJ)_1.E

j=1

O valor do vetor ¢y € obtido a partir dos valores das condicoes iniciais, Yo, Y1, *** s YN—1,
resultando-se em _
% |
o=v-t| ¥ (3.166)
| YN—1 |

Finalmente, a resposta total do sistema pode ser obtida a partir da expressao

k
ye = VoDFey + Y Vo, DF-1-7V-1F,, (3.167)

J=1
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3.2.3.2 Métodos Nao-Espectrais

Para sistemas discretos, neste trabalho serao abordados os métodos de variagao
de parametros para uma base qualquer e o método operacional através da transformada
discreta Z; sendo que o uso da transformada discreta permite a obtencdo de uma férmula

para a resposta impulso discreta [Claeyssen, 1999].

e Método de Variacao de Parametros com o Uso de uma Base Qualquer

Aplicando-se 0 método no sistema discreto definido por (3.152), tem-se que a

resposta total pode ser escrita como

Yk = CLiPrk + Coxd2k + - + CNnkPNnk = Pk, (3.168)

onde @ = [p1k P2x - - Pnnk) € uma base do sistema discreto livre.

Para determinar as funcées c;x, assume-se as condicoes de Lagrange
®p1mAC, =0, para m=1: N —1, (3.169)
onde AC; = Cpy4) — Cg. Assim,
Yktm = Pr4mCk, para m=1: N—-1. (3.170)

Substituindo-se yj e suas translagoes dadas por (3.170) no sistema (3.152) e, considerando-se

o fato de que cada coluna de ®; é solugao, resulta

ANy nACk = fi. (3.171)

Assim, as expressdes (3.169) e (3.171) formam o sistema linear



 Nn

D Acikiks = 0

j=1

Nn
D Acidigss = 0

j=1

Nn
ZACj,k¢j,k+N—l = 0

j=1

Nn
Y AnAcizbixin = fr

. J=1

que pode ser escrito na forma matricial como

141 Dok41 PN k+1 Acy 0
Pre+2  P2k42 PNn k+2 Aep |

. ; ; . 0

| PLe+N  P2kanN $Nnx+N | | Denn | AN S |
Denotando-se,
Ori+1  Dok+1 ONnk Acyk
Orks2  P2k+2 ONn k+2 Acy
V= _ ) ™ . AC, = e Fi
| PLk+N  P2pN PNnk+N | | Acnn |

o sistema pode ser representado de forma compacta

VACk = fk .

Resolvendo-o em termos das componentes do vetor ACy, obtém-se

Ck+1 =Cg + V1.
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(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)

A solugao da equacdo em diferengas matricial de primeira ordem (3.175) é dada

por



k-1
Ck=C + ZV“}}.

3=0

Desta forma a solucdo do sistema (3.152) pode ser escrita como

k-1

Yr = Prco + Z‘I’kv_l.'}}.
3=0

O vetor ¢ € obtido a partir das condicoes iniciais do problema, ou seja,

Yo

@=vi| ®

YnN-1

e Férmula Discreta
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(3.176)

(3.177)

(3.178)

Seréd apresentado uma extensao do caso continuo descrito na se¢do 3.2.1.2, para

sistemas discretos de ordem N. Como foi feito anteriormente, a resposta impulso discreta

hi é obtida de forma direta, sem utilizar-se a formulagao de espago de estado.

A resposta impulso discreta corresponde a solugao do problema de valor inicial

discreto, dado pela equagdo matricial em diferencas

N
> Ajhisi =0,
2=

sendo hx = h(¥)(0) e os valores iniciais dados por

ho=0, hy=0, -+, hyo2=0, Avhy_=1.

A férmula discreta desenvolvida é

Nn j-1

hk = z Z b,’dk-g-j—iuthn—ja

j=1 i=0

(3.179)

(3.180)

(3.181)
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onde os parametros b; sdo os coeficientes do polinémio caracteristico associado ao sistema,

denotado por

N Nn
P(z) = det [Z A,-zJ'] =) bz*; (3.182)
j:o k=0
a funcdo discreta d. = d*)(0), corresponde a solu¢do da equagio em diferencas escalar
bnndk+Nn + ONn-1dksNn—1 + + - + bidgy1 + bodg = 0, (3.183)
com valores iniciais

do = 0, d1 = 0, dNn_Q = 0, andNn—l =1; (3.184)

Aplicando-se a transformada Z em (3.181) obtém-se a matriz de transferéncia,

cuja expressao €

N\ e _
H(z):z(j_ZﬂA,-z’) =P’ (3.185)

sendo .
QD) =)_Y b hy, ;. (3.186)

3.3 Representagdao no Espaco de Estado para Sistemas Lineares Concentrados
e Discretos de Ordem Superior

8.8.1 Sistemas Concentrados
Considere-se sistemas lineares concentrados da forma

N d.Jy
Y A== f(), (3.187)

sendo os coeficientes A; matrizes de ordem n; a saida y(t) = y e a entrada f(t) = f do

sistema sao fungOes matriciais em ¢, respectivamente. As condi¢oes iniciais sao
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dy dN—ly

y(O) = Yo, E(O) =%, ", W(O) =YN_-1- (3.188)

Define-se a seqiiéncia de IV vetores de ordem n, denotados por

-

2T =y
2o =
| =4 . (3.189)
zy = y®"b

Ent3o, a equacdo (3.187) pode ser escrita como

21 = 23
2 = Z3
{
INo1 = 2N
2y = —AnT'Apz — AT Avzp — - — AT An_sano — AT AnCian + f

(3.190)

Colocando-se as N equagdes na forma matricial resulta uma equagao diferencial

matricial de primeira ordem denotada por

Z=AZ+F, (3.191)
onde
. [0 ] [ 0 I 0 1
21
0 0 0 I 0
22
Z= ¢ = eA=
0 0 0 0 {
o
L _A;_vlf_ __AN—IAO —ANTTA, —ANTMAy oo —ANTMAN

(3.192)
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Na literatura, a matriz A é denominada matriz companheira e o vetor Z vetor

de estado, veja-se [Meirovitch, 1997; Ogata, 1998] para maiores detalhes.

A partir da teoria desenvolvida na se¢ao (3.1.1), tém-se que a solucdo de uma

equacgao nao homogéna de primeira ordem arbitraria do tipo (3.191) é dada pela férmula
t
Z(t) = h(t)2(0) + f Wit )F(r)dr, (3.193)
0
onde h(t) é a solucao matricial do problema de valor inicial

h(t) = Ah(t), h(0) = I. (3.194)

3.8.2 Sistemas Discretos

Para sistemas discretos de ordem 7, do tipo

N
> Ajgrrs = frs (3.195)

3=0

sendo os coeficientes A; matrizes de ordem n; yx e fi funcdes vetoriais em k, com condiges

iniciais dadas por yg, ¥1, - -, Yn—1 ; define-se a seqiiéncia de N vetores de ordem n, denotados
por
.
21k = Yk
2k = Yk+1

< . . (3.196)

ZNk = UYk+N-1

\
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A equagdo discreta (3.195) pode ser escrita como

rzl,k+l = 2k
22,k+1 = Z3k
g
ZN-1k+1 = Z2ZNik
2N+l = —ANT'Aozip — AT Aizok — o — AN AN 22Nk — AN AN-1zn g + AR i

(3.197)
As N equagbes podem ser expressas na forma matricial, por um equacdo em diferencas de

primeira ordem

Z,H_l = Azk + .'Fk, (3.198)
onde
. [ I 0
. % 0
21,k 0 0 I v 0
0
z2’ - - - - -
zk = _k ) Fr = e A=
: a 0 0 0 I
B - —AN"'Ag —-ANT'AL —ANT'A; - —ANT'ANo
L AN fk
(3.199)

Na literatura, a matriz A é denominada matriz companheira discreia e o vetor
2y, vetor de estado discreto; para maiores detalhes, veja-se [Meirovitch, 1997; Ogata, 1998].
Da teoria desenvolvida na secao (3.1.3), resulta que a solucdo de uma equagao
nao homogénea de primeira ordem discreta é dada pela férmula
k-1
Zy=heZo+ ) hiioiF, (3.200)

=0

onde h;. € a solugao matricial do problema de valor inicial discreto

hk-H. - .Ahk, h(} =1. (3201)
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4 CALCULO SIMBOLICO DE RESPOSTAS FORCADAS PARA
SISTEMAS CONCENTRADOS E DISCRETOS

Neste capitulo, considera-se a extragao de respostas livres de respostas dinamicas
ou em particular, de resposta forcadas. As componentes livres na resposta dindmica de uma
maquina, contém informacoes valiosas acerca das propriedades do sistema. Tais informacoes
pode ser utilizadas para monitorar e diagnosticar problemas na mesma, veja-se [Zheng,
1995]. Tanto para um sistema concentrado ou discreto a resposta forcada é decomposta na
soma de uma resposta permanente e uma resposta livre, a qual depende diretamente dos
valores inciais da resposta permanente; atuando esta 1ltima como uma retroalimentagao no

sistema.

4.1 Decomposicao da Resposta Forcada para Sistemas Concentrados

A resposta for¢ada de um sistema concentrado corresponde a soluc¢ao do sistema
matricial

N diy
D4 ) =1), (4.1)
J=0
com condigoes iniciais nulas, ou seja,
y(t) =0, F(to) =0, ---, ¥y (k) =0, (4.2)

é dada pela integral de convolugdo, ou simplesmente convolugao,

y(t) = -/to t h(t — 7)f(7)dr. (4.3)

Na pratica, o cilculo desta integral apresenta sempre uma resposta permanente
e pode incluir respostas livres. A seguir, serda mostrado que estas respostas livres sao a rigor,
introduzidas pelas respostas permanentes como uma retroalimentacdo no sistema. A sua

caracterizagao é obtida com uso da base dinamica gerada pela resposta impulso h(t) e de
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suas derivadas. Para tanto, a resposta forcada dada por (4.3) é decomposta numa solugéo

homogeénea, y,(t) e, numa solucio ndo homogénea, y,(t), ou seja,

t
)= [ he=)f)dr = () + (0 (4.4)
Como {h(t), h(t), ---, hN-D(t)} formam uma base de solucdes da equagdo
homogénea
ZAJ =5 (t (4.5)

a integral (4.3), que corresponde a uma solugdao ndo homogénea, pode ser escrita como

" N-1
y(t) = fm Wt =) (r)dr = 3 KO (E — to)a; + uy(t), (46)
=0

sendo que, os parametros a; sao vetores, a serem determinados a partir das condigdes iniciais

nulas de y(t) em ¢ = to, isto é, resolve-se o sistema

( N-1

0 = > h9(0)a; + yy(to)
=

0 = RO+ j+. t
< ; (0)a; + yp(to) | (@)

N-1

0 = > AIHD(0)a; + 4" (ko)

=0

“

Sabe-se que a resposta impulso satisfaz a equagao (4.5), com condicoes iniciais
h(0) = 0, A(0) = 0, -+, Axh®¥-1(0) = I. Utilizando-se este fato, os valores h)(0), para

j = N + 1, podem ser determinados. Decorre, entdao que



an-1 = —Anyp(to)
aN-2 = _AN-lyp(tO)_Ang(tO)
3 = —An_2yp(to) — An_17 — AN
y aN-3 . N 2yp( 0) N 1yp(t0) ANyp(to) (48)
o = —Aay(t) — Asip(to) — -+ — Awy" (ko)
a0 = —Awplte) — Asy(te) — -+ — Anas" " (to)
ou de forma compacta,
N—-j
a; =— ZAH,-y;,"‘”(to), para j=0:N—1. (4.9)
k=1

A resposta livre introduzida pela convolu¢ao vem a ser entao

N—-1N-—j
() == 3 ROt — to) A sylEY (to). (4.10)
3=0 k=1

Utilizando-se a base impulso normalizada descrita em (2.23), tem-se que

N-
yn(t) = — Y hi(t = to)y (to)- (4.11)
=0

Esta ezpressao significa que, sendo conhecidas as condigées iniciais de uma

solugdo nao homogénea, y,(t), a solugcio homogénea, yy(t), fica determinada com o auzilio

da resposta impulso h(t).

Desta forma, o calculo da resposta forgada fica reduzido a obtengdo da resposta
particular, y,(t) e, tem-se a seguinte expressdo para a resposta forcada do sistema (4.64), a

qual caracteriza uma decomposicio da convolugdo

N-1

)= [ he=)f(r)dr = 1p(®) = 3 b= o)y o). (4.12)

=0
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A férmula anterior é atraente para entradas em que a parcela y,(t) possa ser
facilmente calculada. Por exemplo, para entradas lineares, exponenciais ou harménicas, em
que o método dos coeficientes indeterminados possa ser utilizado. Nesta situagao, a resposta
permanente, y,(t), ¢ do mesmo tipo, envolvendo uma combinagao linear da entrada e de um
certo nimero de suas derivadas. Assim, os valores iniciais de y,(t), dependem diretamente
dos valores iniciais da entrada. Este 1ltimo serd posteriormente considerado num contexto

de entradas arbitrérias.

Na préxima se¢ao, aborda-se a decomposi¢io da resposta forcada do sistema,

sujeito a diferentes tipos de entradas.

4.1.1 Decomposicao da Resposta For¢ada para Diferentes Tipos de Entradas

4.1.1.1 Entrada Linear

Quando a excitagao é linear, da forma f(t) = ct+d, com c e d vetores escalares

de ordem n, uma solucao particular, pode ser expressa por
yp(t) = ot + B, (4.13)

onde os vetores o e 3 sao obtidos ao resolver-se os sistemas lineares

AgC!:C

, (4.14)
AB = d- A

resultantes da substituicdo de (4.13) no sistema (4.1). Assim, para A, ndo singular, tem-se

yp(t) = Ayt [ct +d — AjAf'c]. (4.15)

Segue-se, que os valores iniciais sao dados por
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yp(tg) Aal [Cto +d— AlAalC]
Yp(te) = Aalc . (4.16)
y(j](io) = 0 para j=2: N-1

A resposta forcada dada a partir de (4.12), sujeita & uma entrada linear e com

condicoes iniciais nulas em ¢ = ¢y é dada entao por
y(t) = yp(t) — ho(t — to)yp(to) — hu(t — to)p(t — to), (4.17)

onde y,(t) é definida segundo a expressdo (4.15).

4.1.1.2 Entrada Degrau

Em particular, para uma entrada degrau

0, t<tp
&)= ; (4.18)
d, t>1
tem-se a resposta forcada do mesmo tipo
0, t<tp
y(t) = : (4.19)

Agld — ho(t — to)Ag'd, t >t

4.1.1.8 Entrada Polinomial

Considere-se uma entrada polinomial homogénea definida por

ft) =™y, m < N, (4.20)
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procura-se entdo uma solu¢ao nao homogénea polinomial do mesmo tipo, expressa por

yp(t) = D 13k (4.21)
k=0

onde os vetores constantes, ¢, sao obtidos pelo método dos coeficientes a determinar. Apéds

substituicdo de (4.21) no sistema (4.1), obtém-se o sistema linear

Aﬂ Al A2 : Am Cy 0
0 A‘O Al " Am—] Cl 0
0 0 Ay - Amo e | =] 0 |, (4.22)
0 0 0 -« A iy mlv

o qual pode ser resolvido por retrosubstituicao.

Em particular, para uma entrada quadrética, f(f) = t%v, tém-se a resposta

permanente definida por
yp(t) = Agt (2 — 20A1 AT + 2(A1AGY)? — 240A5") v; (4.23)
sendo entado a resposta forgada representada pela expressao

y(t) = yp(t) e ho(t o to)‘yp(tg) - hl (t - to)y'p(t s te) & hz(t B tg)ﬁp(tg). (424)

4.1.1.4 Entrada Harmoénica
Suponha-se uma entrada do tipo harménica definida por
f(t) = e“tv, (4.25)

onde w ¢ uma freqiiéncia, denominada fregiéncia de entrada e, v um vetor constante

conhecido.
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Seja uma solugao permanente do mesmo tipo, expressa por
Yp(t) = €“*w, (4.26)
decorre por substituicdo na equagio (4.1) que
yp(t) = H(iw)e**v, (4.27)

sendo que,
N -1
H(iw) = (Z(z'w)mj) ; (4.28)
3=0

corresponde a resposta em fregiéncia do sistema.

Entao, o sistema (4.1) diante de uma entrada harménica com amplitude v e

freqiiéncia w tem como resposta for¢ada
N-1
y(t) = e“tH(iw)v — Y _ hj(t —to) [(iw)* e H(iw)v] . (4.29)

J=0

Decorre, pelo principio da superposicao linear, que para entradas do tipo

N
) =2 e*u, (4.30)
k=0
tem-se a resposta
N
y(t) = Zei“’*‘H(iwk)vk. (4.31)
k=0

4.1.1.5 Entrada Ezponencial

Para entradas do tipo exponencial

ft) = etv, (4.32)
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onde A é um escalar e v um vetor constante conhecido, procuram-se solugoes permanentes
do mesmo tipo

Yp(t) = eMw, (4.33)

decorre por substituicdo em (4.1) que
wp(t) = H()eNo, (434)

onde

H()\) = (Z:(,\)J‘AJ-) : (4.35)

=0

corresponde a funcdo de transferéncia do sistema.

Entéo, o sistema (4.64) diante de uma entrada exponencial, com amplitude v

e expoente ), possui a resposta for¢ada definida por

2

y(t) = eMH(A)v — ._ hi(t — to) [(A) e H(A)v]. (4.36)

Il
(=]

Decorre, pelo principio da superposicao linear, que para entradas do tipo

N
f@t) = Z ety (4.37)
k=0
tem-se a resposta expressa por
N
y(t) =D e H(Ae)ve. (4.38)
k=0

4.1.1.6 Entrada Seccionalmente Continua

Considere-se o sistema

N diy
DA (t) = f(2), (4.39)

3=0
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em que o termo forcante f(t), é do tipo

f(t): fk(t) b <t < fpqa, k=0:N-1 : (440)

0, t>in

onde ty < t; <ty <...<ty. As fungGes fx(¢) sdo tais que, torna-se simples construir uma
correspondente resposta particular, y, (%), do sistema no intervalo [tg,tx4,]. Pela férmula
de variacdo de parametros, dada pela expressdo (2.22), tem-se que em cada subintervalo

tk,tk+1) @ resposta total é dada por

y(t) = ihj(t—to)yﬁ’(tm ft ; h(t — 7) fi(r)dr, para t € [t txs]. (4.41)

Pela decomposicao da resposta forcada descrita por (4.12), resulta que

y(t) = wpel®) — 2 byt — t4) [u(65) — y22) (4.42)
=0

para t € [tg, tk+1).

4.1.1.7 QOutros Tipos de Entradas

O principio da superposi¢io linear pode ser utilizado para obter respostas do
sistema sujeito & excitagbes constituidas pela superposicao de entradas de diferentes tipos

considerados anteriormente. Por exemplo, para a entrada
f(t) = eMtv; + vy + sin(wst)vs,
tém-se a resposta

1
y(t) = eM H (M), + A vs + =

5 [e‘“"H (iws)vs + e “*H (z'w3)v_3] :
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Apresenta-se nas proximas subsecdes, trés sistemas do tipo escalar ou matricial,
com o objetivo de ilustrar a teoria de decomposi¢do para a resposta forcada de sistemas

concentrados desenvolvida neste capitulo.

4.1.2 Sistema Escalar de Sezta Ordem

Na andlise de modelagem de sistemas [Lyshevski, 2001], considera o sistema

SISO concentrado de sexta ordem, expresso por
(t)+16 5= dy° (t)+165 (t)+1075 dy° (t)+4688 (t)+12500—(t)+ 15625y(t) = f(t), (4.43)
cuja equagao caracteristica
s® + 16.55° + 165s* + 10755 + 4688s* + 125005 + 15625 = 0, (4.44)
possui raizes

S12 = —3.7221 + 1.3238], s34 = —3.21190 +3.8261], s55 = —1.3159 + 6.19561. (4.45)

Nas simulagbes numéricas para a obtencao e decomposicao da resposta forgada

deste sistema, considerou-se uma entrada seccionalmente continua, denotada por

fl: 05t<4
f@) =4 fo, 4<t<8 . (4.46)
f3: t28

Para determinar a resposta forcada do sistema, foi utilizado o algoritmo de

decomposicio desenvolvido na secdo anterior. Desta forma, a partir da expressdo (4.42), a
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resposta forgada do sistema pode ser escrita por

,

Upo(t) = D _ hi(t) [y“’ (0) - yf,‘f%(l})] ; 0<t<4
u(®) = Halt) = D hslt - 4) [y9(47) —y2@)], a<t<s (4.47)
vpalt) = D_hi(t—8) [108) —y®)], 128

onde ¥, ;(t), denota a resposta permanente por intervalo e, h;(t) as componentes da base
dindmica gerada a partir da resposta impulso do sistema (4.43). A expressao analitica da

resposta impulso é dada por

h(t) = —0.00045¢32'1%¢05(3.8261t) — 0.00045¢3-2'1%in(3.8261t) +
+0.00033e 3722 c05(1.3238t) + 0.00129e~*7??'5in(1.3238t) +

+0.00012¢~31%%¢05(6.1956t) — 0.7228)10 e~ 1315%5in(6.1956t).  (4.48)
Os elementos da base impulsiva normalizada, h;(t), os quais sao gerados a partir
de (4.48), através da equagdo (2.23) sao

ho(t) = 12500h(t) + 4688h(t) + 1075h(t) + 165 (t) + 16.5h0%)(t) + A (2)
hi(t) = 4688h(t) + 1075A(t) + 165h(t) + 16.57 (t) + hU)(t)

ho(t) = 1075h(t) + 165h(t) + 16.5h(t) + F (1) (el
hs(t) = 165h(t) + 16.5h(t) + h(t)

ha(t) = 16.5h(t) + h(t)

hs(t) = h(t)

Substituindo-se as expressoes da resposta impulso e de suas derivadas em (4.49),

obtém-se as expressoes analiticas
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ho(t) = 2.9456e~3722 cos (1.3238t) — 0.2965¢ 1315 sin (6.19561)+
+0.04475e1-315% cos (6.1956t) + 4.3694e 2721 sin (1.3238¢)+
—1.9904¢3211% cos (3.8261t) + 0.1784e~3211% 5in (3.82611),

hi(t) = 1.2833e37221% cos (1.3238t) — 0.2206e~-315% sin (6.1956¢)+
+0.0801¢~131%% cos (6.19561) + 2.7033e 3722 sin (1.3238¢)+
—1.3635e~3-211% cos (3.8261¢) — 0.1854e3211% sin (3.8261¢),

hao(t) = 0.0449e1315% cos (6.19561) + —0.0694e"315% sin (6.1956t)+
+0.3484¢~37221t ¢05 (1.3238t) + 0.7751e 3721 5in (1.3238t)+
—0.3933e 732119 o5 (3.8261t) — 0.1316e~2!1% sin (3.8261%),

ha(t) = 0.0123¢~315% cos (6.1956%) — 0.0112e~"315% sin (6.1956¢)+
+0.0538¢—3.7221¢ cos (1.3238t) + 0.1453¢ 3721 sin (1.3238t)+
—0.0661e3211% cog (3.8261%) — 0.0311e~3-211% sin (3.8261t),

hy(t) = 0.0018¢1-315% cos (6.1956%) — 0.0086€(~1315%) sin (6.19561)+
+0.0059e 3221 cos (1.3238¢) + 0.0161e~37221%) sin (1.3238t)+
—0.0077e—3.2119t cos (3.8261t) — 0.0043¢~3211% sin (3.8261%),

hs(t) = 0.0001e~'%% cos (6.1956t) + 0.0003e~3722!¢ cos (1.3238¢)+
+0.0013e 3721t gin (1.3238t) — 0.0004e~3-211% ¢os (3.8261¢)+
—0.0004¢3-211% gin (3.8261t).

O comportamento dos elementos da base impulsiva normalizada sao apresen-
tados na Tab. 4.1; sendo que, o elemento hs(t) € igual a resposta impulso h(t) do sistema,

pois o coeficiente da componente de maior ordem no sistema € unitério.

Na Tab. 4.2, é apresentada a decomposi¢ao da resposta forcada do sistema,

considerando-se diferentes tipos de entradas para a excitacgao.



ho(t) ha(t)

9 1 2 3 1 5 * g \_/Az t =
ha(t) hs(t)
o i \7/\2\ B a [ @

ha(t) hs(t) = h(t)
L i /;\\ i 4 5 o ~ L\ o T
Vi i

Tabela 4.1 Elementos da base impulsiva normalizada
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Tabela 4.2 Decomposicao da resposta forgada para diferentes tipos de entradas
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Pode ser observado que, o elemento de base hy(t), predomina na resposta livre,
tanto na induzida pela permanente como na induzida pelo sistema, sendo ativado nos pontos
de salto da entrada. A seguir, faz-se uma andlise detalhada do quarto tipo de entrada

apresentado na Tab. 4.2. Considere-se o sistema descrito em (4.43), com uma excitagdo do

tipo
46875, 0<t<4
flt)=4 —46875, 4<t<8 . (4.50)
0, t>8

A resposta permanente do sistema sendo do mesmo tipo é dada por

f 8
— 0<icA
@y v
wt) =4 -5 4<i<s . (4.51)
125"
0, t>8
\

Para efeitos de verificagdo, apresenta-se na Fig. (4.1), a resposta forgada do sistema obtida

através da férmula de convolucio (4.3) e do método de decomposicdo descrito.

CY D . - — Decomposicin
N +++ Convolucao

]

R

o
L)
=
-ﬂ
|
|
3

Figura 4.1 Resposta forcada calculada a partir da convolugao e do método de decomposicao

Os resultados da decomposigao da resposta forcada, por intervalo de defini¢ao

da entrada, sdo apresentados na Tab 4.3.



Gréficos 0<t<4 4<t<8 t>8
Resposta 3 - -
Permanente = .
T o i E i 3 ] ' N J— 1 :
Resposta | =l 7\ r e
Homogénea I i /
: 7 H 5 i \ A /
: a4 -:
Induzida |- s \ = /
M b
Sistema
Resposta o o ' - -\_\
= = -
Homogeénea |- / Ii ”n\
:: / 1: '|| L WETREOWR we b AW W e
P : / bs \
Induzida |z | o o
"’: / [+ I"\ :
ik & 0 H 13 ] 4
Permanente
Resposta | = [ 4\ o Ve
:; l1'II Illl :: ,"rl
# f N '|I g I;,-
Forgada I ) ' i /
14 Ill III -1 f.-’f
:; J'f ’ lll' -‘—: J_-"f.
dO a8 )III & \l = F
a o \ _
—t ¥ 3 H * e 4“.'_ ==
Sistema,

Tabela 4.3 Resposta permanente, respostas homogéneas induzidas pelo sistema e pela per-

manente e resposta forcada por intervalo de defini¢ao



99

4.1.3 Sistema Matricial de Sequnda Ordem

Nesta secao considera-se, para efeitos de ilustracdo, um sistema MIMO con-
centrado estavel descrito por uma equacdo diferencial matricial de segunda ordem, dada na

forma adimensional por

d? d "
Aoy (6) + A1 (8) + Aoy(8) = £(2), (4.52)
onde i . ) i
8 0 =5 0 36.20 —-7.80 —5.40 -11.80
6 6 00 —7.80 42.0 —-19.80 5.40
A2= H Al = b
2 0 131 9.40 -19.80 62.0 —7.80
00 49 —11.80 540 -—780 96.20
120 -10 0 0
—-10 400 -10 0
Ay =

0 —10 400 -10
0 0 —10 400 |

Sendo as condicoes iniciais nulas, denotadas por

_o0 W _ .
y(0) =0, E(U) =10, (4.53)

Nas simulagbes numéricas para obtencdo e decomposicdo da resposta forgada

deste sistema a excitacdo foi definida por

h
fo
fs
fa

onde cada componente f; corresponde a uma entrada seccionalmente continua, denotada

por
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fi, o<t <ty
fil®) =1 fi, i<t <ty - (4.55)
fj3: i Z 2

Através do algoritmo de decomposicdo a solugdo é dada por

( Ypo(t) — ho(t — o) [y(to) — Ypo(to)] — ha(2) [9(t0) — Fpo(to)]; to<t<t

Y(t) = ypalt) — holt —t,) [y(tl‘) - yp,l(tl)] — hy(t —t1) [3;*(31_) = ?p,l(tl)], 1 <t<ty
| Up2(t) — ho(t — 2) [y(t2) — ypa(ta)] — Mt — t2) [#(t3) — Upa(ta)], t>t

(4.56)

onde ¥, ;(t) denota a resposta permanente por intervalo e h;(t) as componentes matriciais

da base dindmica gerada a partir da resposta impulso do sistema (4.52).

As componentes das matrizes ho(t) e hy(t), que formam a base impulsiva nor-

malizada, sdo apresentadas nas Tabs. 4.4 e 4.5.
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hopi,1)(2) hop1,9(t) hop3(t) hop1,4(t)
’ho [;,11 (;) hopa,2(t) :hh'[;](:u “ I hoja,4(t)
: hops, i (£) *hO[sl,z](;) jz hops,3(t) % hogs 4 (t)
E hopa,1) (%) hojaz(t) i h;’[431(_t;_“ : hoja,(t)

Tabela 4.4 Componentes do elemento ho(t) da base impulsiva normalizada
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Tabela 4.5 Componentes do elemento h,(t) da base impulsiva normalizada
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A seguir, apresenta-se os resultados obtidos para uma entrada com comporta-

fi®) =10, fo(t) =10, fs(t) =

mento descrito na Tab. 4.6, cujas componentes sao definidas por

-30, 0<t<4
30, 4<t<8 , fit)=20.
—30, t>8

(4.57)

fi(t) fa(?)
11 ey
105 -85
10 =10
8.5 =10.5
9 -1
(1] 2 4 1 8 8 0 o 2 E) ; 6 10
f3(t) f(?)
30 21
20
205
10
9 2 } ; [ 10 =0
-10
185
-20-
-30 e 194
0 2 4 6 10

Tabela 4.6 Componentes da excitagao
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Assim, a resposta permanente do sistema, denotada por

- _

Yp(t) o

Il

: (4.58)

tem as componentes expresssas por

0.0813, 0<t<4
Yp (t) = ¢ 0.0816, 4<t<8 , (4.59)
0.0813, t>8

—0.0248, 0<t<4
Upelt) =8 —0.0211, A<EZH 4 (4.60)
—0.0248, t>8

—0.0744, 0<t<4
Yps(t) =4 0.0758, 4<t<8 , (4.61)
| —0.0744, t>8

0.0481, 0<t<4
Yps(t) = ¢ 0.0519, 4<t<8 . (4.62)
0.0481, t>8

Para efeitos de verificacao, apresenta-se na Fig. (4.7), para cada componente,
a resposta forgada do sistema obtida através da férmula de convolucdo (4.3) e do método

de decomposicao.
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i (?) ya(t)
012 — Decomposicio e Decomposicdo
+++ Convolucdo 0.01 +++ Convolucdo
h 1
01 0
oo -0
-0.02
008
-003
004
-0.04
002
-005
o 2 4 " [ 1 ] .08
ys(t) ya(t)
—— Decomposicio Decomposicio
+++ Convoluclo +++ Convolucao
01 0.06 \/vj\
005 / \
0.05 3 -
o004
0 2 1 : [ [ 10 003
002
-0.05
0.01
-0
[}

Tabela 4.7 Resposta forcada para cada componente, calculada a partir da convolugao e do

método de decomposicao

Os resultados da decomposicao da resposta forgada sdo apresentados nas Tabs.

4.8 e 4.9; sendo que, nesta 1ltima sdo apresentadas, para cada componente do sistema, as

respostas provenientes da decomposi¢ao em um mesmo gréfico.
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Tabela 4.8 Resposta permanente, respostas homogéneas induzidas pelo sistema e pela per-

manente e resposta for¢ada, por componente
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Cptes Excitagao Decomposicio

A\

oy 1 i M\
LT = .i\ 'Y
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1 oos [

"

o051 "

s Jia
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007

-10%
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008

e Bl T h

E.ITE S
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(] ] H ] W o 000 Homogénea
— Forgada

Tabela 4.9 Entradas e respostas, por componente, provenientes da decomposicao do sistema
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4.1.4 Sistema Tridimensional para a Suspensao de Veiculos

Considere-se o sistema MIMO concentrado do modelo da suspensao de veiculos,
apresentado na subsecdo 3.2.2.2, com os mesmos parametros numéricos considerados para
a suspensao passiva, descritos na Tab. 3.2. Suponha-se também, que a entrada é do mesmo
tipo apresentado anteriormente, ou seja, tipo lombada, que age apenas nas rodas dianteiras
do veiculo. Os resultados da decomposi¢ao da resposta forcada deste sistema, utilizando-se
a teoria desenvolvida, sendo as condigoes iniciais nulas, denotadas por

a0 W _
y(0)=0, —(0)=0, (4.63)

sao apresentados a seguir. As Tabs. 4.10 e 4.11 correspondem a excitagao dada ao sistema,

para cada componente.

fi(t) - fa(t)

f3(t) fa(t)

Tabela 4.10 Quatro primeiras componentes da entrada



fs(t)

fs(2)

o [2F] [ ) os
'

oe

08

CEl o2 CE) o4 CX] ) X

f2(2)

f8(t)

os

-o8

o1 oz EE] 0 o6

on

o7

o8

Tabela 4.11 Quatro dltimas componentes da entrada
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Para efeitos de verificagdo, apresenta-se nas Figs. (4.12) e (4.13) a resposta

forcada do sistema obtida através da férmula de convolugdo (4.3) e do método de decom-

posi¢do para cada componente.



yi(t) ya(t)
—— Decomposicio e Decomposiclo
+4+ Convolucdo +++ Convolucio
0.14 0.14-
0.12 0.12-
o1 01
0.08 n.o8
008 0.06
0.04 004
0.02 0.02
~~ o~
N b T
o o1 02 o3 o4 05 06 67 o 01 02 03 o4 3 06 o7
ys(t) ya(t)
— Decomposicdo —— Decomposicdo
+++ Convolucdo 44+ Convolucao
0001 0001
0.0005 0.0005
¥ [ 0.2 : 0.4 [ 06 0.7
L) 0.1 [¥] [ ok 4
-0.0005
0.0005
~0.001

Tabela 4.12 Resposta forcada para as quatro primeiras componentes, calculada a partir da

convolucao e do método de decomposigao
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v (t) ya(t)
—— Decomposicio - 008 | — Decomposiclio %
& +++ Convoluclo +++ Convolucdo
0.08 | 0,08 1
006
004
004
002
002
el i
o o1 0z 03 o4 05 06 07 0 Y] 02 03 04 05 06 0.7
t
ys(t) ya(t)
— Decomposicio —— Decomposicdo
+++ Convolucdo 1 ;" +++ Convolucdo
o
0001
-0.01
0.0008
-0.02
L 01 0.2 0. 04 05 06 0.7
-0.03
0.0005
~0.04
~0.001
-

Tabela 4.13 Resposta forgada para as quatro iltimas componentes, calculada a partir da

sistema, sao apresentados nas Tabs. 4.14-4.17.

convolucao e do método de decomposicao

Os resultados da decomposicao da resposta forgada, para cada componente do
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Cptes Bornianesie Homogeénea Homogénea Resposta
Induzida Cls. Induzida Perm. Forgada
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Tabela 4.14 Resposta permanente, respostas homogéneas induzidas pelo sistema e pela

permanente e resposta forcada para as quatro primeiras componentes
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Cptes ——— Homogénea Homogeénea Resposta
Induzida Cls. Induzida Perm. Forgada
i ‘ N » ar
5 - . '\ - V :
- \ - -
I T I - " e
6 g r/‘ “ V - /\
A 1) [\ : \/
X A Y R
8 | I /\ — | / i " /
- V” T/’“ : |
. ~ i/ n ¥

Tabela 4.15 Resposta permanente, respostas homogéneas induzidas pelo sistema e pela

permanente e resposta forcada para as quatro iltimas componentes




Cptes Excitagao Decomposic¢ao
1 18000
2 Lh7- -
3
4
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Tabela 4.16 Excitagoes e respostas para as quatro primeiras componentes provenientes da

decomposicao do sistema



Cptes Excitacao Decomposigao

o5

€5

os

-as

os

-0%

L]

-0

Tabela 4.17 Excitagoes e respostas para as quatro ltimas componentes provenientes da

decomposi¢ao do sistema
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4.2 Decomposicao da Resposta Forgada para Sistemas Discretos

A resposta for¢ada de um sistema discreto corresponde a solugdo do sistema

matricial

N
> Ajyri = fis (4.64)

i=0

com condigoes iniciais nulas, denotadas por
Yo = 0: Y1 = 0$ tty UN1 = 0. (465)

E obtida através da convolugao discreta

k-1
Yk = Z hi—j—1f;- (4.66)
=0
A resposta entdo,pode ser decomposta na forma

Yk = Ynk + Ypks (4.67)

onde y,; € a solugdo permanente e yjx, uma resposta livre. As respostas livres, analoga-
mente ao caso para sistemas concentrados, sao introduzidas pelas respostas permanentes
como uma retroalimentagao no sistema. Elas podem ser caracterizadas com o uso da base
dinamica gerada pela resposta impulso discreta, hy e de suas translagoes. Por simplicidade,
utiliza-se a decomposi¢do desenvolvida para sistemas concentrados e, a partir destes resul-
tados obtém-se a resposta dinamica discreta por simples diferenciacio, isto é, fazendo-se,

yr = ¥y (0) em (4.12), resulta que a decomposicio para a resposta forcada discreta é dada

por

N-1

Yk = Ypk — Z Rk Yp e+ (4.68)

Jj=0

onde
N—j—1
hj,k = z hk+iAj+1+i, para j=0: N -1,
i=0

sendo h; a resposta impulso discreta.
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Esta decomposicao torna-se pratica quando a resposta permanente é facilmente

obtida.

A seguir, com objetivo de ilustar a decomposigdo para sistemas discretos,
consideram-se esquemas de integracdo numeérica para equagdes diferenciais de primeira e

segunda ordem.

4.2.1 Modelos Discretos Associados a Esquemas de Integracdo Numérica

A integracao numeérica de sistemas de equagoes diferenciais é realizada através
de esquemas em diferengas que correspondem a sistemas discretos, veja-se [Elaydi,1996],
[Asher,1998] e [Godunov, 1987], entre outros. Estes esquemas sdo sempre testados com

sistemas lineares conhecidos.

4.2.1.1 FEsquema de Adams-Basforth de Quinta Ordem

Para sistemas de primeira ordem, denotados por § = f(Z,y), considere-se o

esquema de Adams-Basforth de quinta ordem

At
Yer1 = Ykt s (1901 f (tk, yk) — 2774f (tk—1, Yk—1) + 2616 f (tx—2, Yk—2)) +

o (1274 (th 5, ) + 25Lf (tk4, Y1) (4.69

Denota-se, y; como um valor aproximado para y(tx), com tx = kAt, para k = 1,2,---,

sendo At, um passo de tempo. Este sistema é testado com o problema de valor inicial

y(t) = —6y(t) + 6
y(0) =1

, (4.70)

cuja solugdo exata é y(t) = e~® + 1.

Para as condigoes iniciais

y0=0: yl=0a y2=0: y3:0y4=0)



118

0 esquema

Yk+1 = Y T ﬁ Z b5—i(—6Yx-+1-i + 6), (4.71)

com bs = 0, by = 1901, by = —2774, b, = 2616, by = —1274 e by = 251 é iterado para

obter-se a resposta forcada do sistema.

A resposta impulso discreta hy. é obtida iterando-se o sistema

hiyr = by + ﬁZ% —i(—6hr41-3) (4.72)

onde hog =0, hy =0, hp =0, h3 =0 e hy = 1. Na Fig. (4.2) representa-se a resposta

impulso discreta do sistema.

0.8

0.6

0.4

0.2

\

20 40 60 80 100

Figura 4.2 Resposta impulso discreta do sistema

Assim, a resposta permanente do sistema discreto é dada por

At &
720 b5-i6

Ypk = =0 =1. (4.73)

5

720 Zb"’ 4
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E a resposta livre induzida por y,x, € expressa por

3 3-3

Ynk = =) > hridisisi, (4.74)

7=0 i=0

onde
At

%bj, as=1, a4=-1, a3=0, aa =0, a; =0e ayp = 0.

AJ'=GJ'—

Os resultados das simulacoes para 100 iteragoes e com passo de tempo At = 0.01, sao

apresentados na Fig. (4.3).

05

i /“D/—‘u—_k 5 100

- Yp
- Yh
-

=1

Figura 4.3 Decomposi¢do do sistema discreto

4.2.1.2 Esquema de Stromer de Quarta Ordem

Este esquema apresenta o fenomeno da instabilidade numérica para a equacao

de primeira ordem (4.70) considerada.

Utilizando-se o esquema de Stromer, definido por
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2
Yet1 = 2Yk—1 — Yp—2+ (ﬁl? (f (g1, Yka1) + 16£ (tr, k)
2
+ (?? (26f (tk—1,yk—1) + 16 f (tk—2, yk—2) + f (to—3, Yk-3)), (4.75)

com passo de tempo At = 0.01 e, considerando-se 100 iteragoes, resulta na instabilidade

do sistema.

E apresentado nas Figs. (4.4) e (4.5) o comportamento instdvel da resposta
impulso discreta e da resposta livre, juntamente com a resposta permanente do sistema,

respectivamente.

Figura 4.4 Resposta impulso discreta instavel do sistema

Figura 4.5 Resposta permanente e resposta livre induzida instdvel
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4.2.1.8 Esquema de Numerov para Sistemas Conservativos de Sequnda Ordem

Considere-se equagoes de segunda ordem do tipo §(t) = f(¢,y). O esquema de

Numerov é dado pela expressao

(At)*
12

Yk+2 — 2Uk41 + Yk = (12f (trs2s Yo=2) + 10f (Lkgr, yk + 1) + f(te, yi))- (4.76)

Seja o problema de valor inicial

§(t) = —6y(t) +6

) (4.77)
y(0)=1, 3(0)=0

cuja solugdo exata é y(t) = —cos(v/6t) + 1.

Os resultados das simulagbes numeéricas, utilizando-se o esquema de Numerov
com passo de tempo At = 0.01 e, para 1000 iteracoes realizadas, sao apresentados nas Figs.
(4.6) e (4.7).

30

20

—-20

=30

Figura 4.6 Resposta impulso discreta do sistema utilizando-se o esquema de Numerov
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Figura 4.7 Decomposigdo do sistema discreto utilizando-se o esquema de Numerov
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5 SISTEMAS DISTRIBUIDOS

Este capitulo aborda sistemas distribuidos do tipo

3 Aj%}.’(t, Y=t 2), (5.1)
3=0

onde as funcoes y(t,z) =y e r(¢,z) = r, dependentes do tempo ¢ e do espago z, correspon-

dem a saida e a entrada do sistema, respectivamente.

Em particular, para sistemas distribuidos com dindmica de controle

considera-se

Y
r(t,z) = Zij(t, z) + f(t,z), (5.2)

=0
com u(t,z) = u e f(t,z) = f dependentes também do tempo e do espaco. Os coeficientes

A; e B; sao operadores espaciais contendo somente derivadas com respeito a varidvel z,

definidos por
— d*w
Ajw(z) =) pir(@) 5=, §=0:N, (5.3)
k=0
. d*w
Bjw(z) = Zqﬂ:(m)w, j=0:M. (5.4)
k=0
O valor do pardmetro m = mdz(my,---,my) corresponde a ordem espacial do sistema

distribuido, isto é, o valor maximo das derivadas que aparecem nos coeficientes A;, de-
scritos pelos operadores da parte espacial (5.3). Similarmente, m, = maz(b,,--- ,by) vem
a ser a ordem espacial relativa a entrada do sistema, isto é, o valor maximo das derivadas
que aparecem nos coeficientes B;, descritos pelos operadores da parte espacial (5.4). Serda

assumido que N > M.

A resposta livre do sistema € a solugdo da equagao diferencial (5.1) quando a
entrada r(t,z) é identicamente nula. A resposta for¢ada no tempo t = t; corresponde a
solucao da equagao diferencial quando todas as condigdes iniciais

b 6N—1
y(tO:I): E'ty_(tﬂrz): B atT_?(thz):

—
on
o

p—"
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sao identicamente nulas. Junto com as condigoes iniciais sdo fornecidas condicoes de con-

torno genéricas, veja-se [Costa, 2001; Naimark, 1967], denotadas por

oy(t,0 O™ Ly(t,0
aoky(t,0) +ouk % +--+am-1k 83:+'('1) + Bory(t, L) +
t, L o™ y(t, L
+ﬁ1k%+ ---H%-u:# =0, para k=1:m. (5.6)

Aplicando-se a transformada de Laplace em (5.1), resulta que

X o*Y (s, z) N o= 1 _
D8 pr(@) =5 =D T A, + R(s,5). (5.7)
3=0 k=0 j=1 i=0

Rearranjando-se a expressao (5.7), tém-se

Zpk T,8)——"" Y(s, :c) ZZS’*I *A;yt + R(s, ), (5.8)

j=1 i=0

gy(ﬂ z), denotam as condigdes iniciais da saida;
Y(s,z) e R(s, ) denotam as transformadas da saida y(t,z) e da entrada r(t,z), respecti-

para certas funcdes py(z,s). Aqui, ya =

vamente. Aplicando-se a transformada de Laplace nas condigbes de contorno dadas pela

expressdo (5.6), decorre que

dY (s,0 ™Y (5,0
ow¥ (5,0) +o T gt IO gy (s 1)+
Y (s, L o™-1Y (s, L
+ﬁlké—$)+”'+ﬁm“lkTm(—lh_)- =0, parak=1:m. (5.9)

Definindo-se,

4l k

d
~> =30 S )y = S o

j=0 k=0 k=0



o problema de contorno (5.8) pode ser escrito de maneira compacta

A(S)Y (s,7) = F(s, ) (5.10)
onde -
F(s,z) = Z Z S A8 + R(s, z), (5.11)

para fungdes Y (s, z) que satisfazem as condicdes de contorno (5.9).

Considerando-se H(s, z,£) a fun¢do de Green do problema (5.10) resulta que,

L N j-1 ) ‘ L
Y(o,0)= [ His,28 lzzsf-‘-%jy;(g) s+ [ Bz OR6,OE, (512
0 j=1 i=0 0
ou seja, 5
Y(s,2)= [ Hs,z, (s, (5.13)
Definindo-se que
h(t,fﬂ,&) = ‘C_I[H(Sw z, ’5)] (514)

e considerando-se a propriedade

h(0,z,§) = lim sH(s,z,£) =0
§—00
h(0,z,6) = lim s®H(s,z,¢) =0
8§—0C
: : (5.15)
RN-2(0,z,6) = lim s" 'H(s,z,6) = 0
§—00

Avh™1(0,2,6) = Ay lim sVH(s,2,€) = d(z —¢)
da funcéo h(t,z,&) de modo que

s*H(s,z,8) = L (K®F(t,2,£)), para k=0:N—1 (5.16)
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a saida do sistema pode ser expressa por

N j-1

y(t,z) = f (ZZhU‘*)tms)A,yo(s))m [ / h(t — 7,3, €)r(r, €)drd€,(5.17)

L N j-1 . ) . t
y(t,z) = fﬂ (Z}Zhﬁ*‘“)(i,z,mjya(f)+ fo h(t—r,a:,s)r('r,nf)d'r) . (5.18)

=1 i=0

Esta representacao ilustra uma distribuicao espacial da saida, a qual pode ser
simplificada com a introducdo da solugdo dindamica h(t) do sistema distribuido, definida

através do operador integral

h(t)é(z) f h(t, 7, €)$(€)dé, (5.19)

onde h(t,z,£) é a inversa da transformada de Laplace da funcdo de Green H(s,z,£) do

problema de contorno, definido pelas equages (5.9) e (5.10).

Com a introducao da solugao dindmica a saida pode ser escrita na forma evo-

Iutiva,

Za hG=1-9) (1) A 0k + / h(t — 7)r(r)dr, (5.20)

onde y(¢) é uma funcao com valores distribuidos, isto é, para cada t fixo, y(¢) é uma funcao
que depende da varidvel espacial e cujo valor é y(t)(z) = y(t,z). Analogamente, tém-se para

r(t) que r(t)(z) = r(t, ).

Aplicando-se a transformada de Laplace na solugdo dinamica (5.19) obtém-se

o operador de transferéncia H(s) atuando sobre funcdes de varidvel espacial

H(s)¢(z) [ H(s, 7, £)$(E) de, (5.21)
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que vem a ser o operador inverso do operador
N
A(s) =54, (5.22)
=0
definido sobre funcoes que satisfazem as condicoes de contorno (5.9), ou seja,

A(s)H(s) = H(s)A(s) = I. (5.23)

Desta forma, a relagdo (5.12) com condigGes iniciais nulas pode ser escrita como
Y(s) = H(s)R(s), (5.24)

onde Y(s) e R(s) sdo funcdes com valores distribuidos espacialmente, isto &,
Y(s)(z) = Y(s,z) e R(s)(z) = R(s, z).
O sistema distribuido com dinamica de controle definido por
M i

ZAJ F(t,2) =Y B (t,3), (5.25)

7=0 3=0
pode ser analisado de maneira andloga. Aplicando-se a transformada de Laplace, tém-se

N j-1 M j-1

(E FA; ) Y(s,2)—-» Y S A = (Zs’B) U(s,z)—Y > _ 7' Bjuf, (5.26)

j=1 i=0 i=1 =0

onde uf, denotam as condigdes iniciais da entrada no tempo ¢ = 0. Assim,

N j-1 M M j-1
Yis %)= ZZS"“_"H(S)Ajyﬁ - Zs’H(s)B,-U(s, z) — ZZS"“_*H(S)BjuE. (5.27)
j=1 i=0 7=0 j=1 i=0

Utilizando-se a expressao (5.21), segue-se que
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j—1

Y(s,z) = ZN:i (/DLSJ ~1=iH (s, 7, €) A;h(€) dE) +i (/: st(s,a:,{;")BjU(s,E)df) o

j=11i=0 j=0
J

ii (f "1~ H(s,2,€)B; uu(&)dﬁ) (5.28)

=1 i=i

Decorre, no dominio tempo, que a saida é dada por

L [N—-1 M j-1
y(t,7) = [o (Z h;(t, 7, E)y3 (€) + [ th (t—7,2,6)Bju(r,f)dr — Y w01 (t,z 5)53“0(5)) d¢,

j=0 j=1 =0

(5.29)

onde
N—j—1

hi(t,z,6) = Y hO(t,z,€)Aj414s, para j=0:N -1 (5.30)
=0

Diante de condigdes inicias nulas, tanto da entrada quanto da saida, decorre de

(5.27) que

Y(s,z) = G(s)U(s, z), (5.31)
onde u
G(s) = E s’H(s)B;, (5.32)

¢ denominada fungdo de transferéncia do sistema de controle, a qual relaciona as transfor-

madas da entrada e da saida do sistema.

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace em (5.32) e sendo

L [h(j)(t)] = s7H(s), para j = 0 : N — 1, obtém-se

g(t) = > _h9(1)B;. (5.33)
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Se as condigdes iniciais da entrada e da saida sdo nulas (3} = 0 e uf, =0)a

resposta do sistema pode ser expressa através da férmula

y(t) = [ g(t — T)u(r)dr. (5.34)

Para sistemas do tipo (5.25) a funcdo temporal g(t) é referida como resposta
1mpulso. Esta denominagao pode ser justificada considerando-se a entrada como uma funcao
impulso temporal u(t,z) = §(t)l, onde | denota o operador espacial identidade, isto é,
lw(z) = w(z). Em particular, para sistemas distribuidos simples dados pela equagdo (5.1),
a resposta impulso coincide com a solucdo dindmica. Os resultados acima tem sido, por
conveniéncia, estabelecidos para um dominio espacial unidimensional Q = [0, L]. Porém,
com a transformacao do tempo ¢ em um parametro s, obtém-se uma equacao operacional
espacial e resultando-se a representacgao

N-=1 ) t M ) M j=1 ) ) ]
y(t,z) = [ (Z hj(t,z, )3 (€) + f Zh‘”(t~r,x,e)85u<r,s)dr—ZZh‘J—""(t.z,E)B,-ua(e)) dé,
6Q \ =0 0 j=o j=1i=0
(5.35)
onde
N—j—1
hi(t,z,€) = > h9(t,7,6)Aj14, para j=0:N -1 (5.36)
i=0

e 6§ denota o contorno da regido Q2 em duas ou trés dimensoes, veja-se [Butkovskiy, 1983].
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6 CALCULO SIMBOLICO DE RESPOSTAS FORCADAS PARA
SISTEMAS DISTRIBU{DOS

Neste capitulo é considerada a extracao de respostas livres a partir de respostas
dindmicas; em particular, de respostas forcadas. Para um sistema distribuido a resposta
forcada é decomposta na soma de uma resposta permanente e de uma resposta livre, que
depende diretamente dos valores inciais da resposta permanente; atuando esta ultima como
uma retroalimentac¢ao no sistema. Para entradas temporais harmonicas o cdlculo da resposta
permanente, neste caso a resposta freqiiéncia, pode ser realizado com o uso da funcao de

Green espacial.

6.1 Decomposicao da Resposta Forgada para Sistemas Distribuidos

A solucao do sistema matricial

N "
My
; @ t .'B) f(t,I), (61)
com condicoes iniciais nulas
: Nty
y(t.[},.?.') = 0: y(t{]:x) = 0: L W(tmm) = 0: (6‘2)

¢ chamada de resposta forcada em ¢ = 1g; sendo dada pela integral de convolucao

y(t) = /:h(t — 7)f(r)dT, (6.3)

onde y(t) é uma fung¢do com valores distribuidos, isto é, para cada t fixo, y(¢) é uma funcao

que depende da varidvel espacial e cujo valor é y(t)(z) = y(¢, z); analogamente para f(£).

A resposta impulso h(t) foi definida em (5.19) através do operador integral

h(t)é(z) = fo h(t, 7, €)$(€)dé, (6.4)
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onde h(t,z,£) corresponde a funcdo de Green temporal, isto €, a inversa da transformada

de Laplace da fungdo de Green espacial H(s, z,£) do problema de contorno (5.9)-(5.10).

Com a introducdo destas funcdes a resposta forgada (6.3) pode ser escrita na

forma usual

tr pL
vy = [ | [ se-rzereag] ar (65)
to LJo
Para efeitos de decomposi¢ao no tempo, torna-se muito simples trabalhar com
a forma evolutiva (6.3) e apGs escrever o resultado na forma usual.

A resposta forcada pode ser decomposta numa resposta livre y,(t) e numa

resposta particular (permanente) y,(t), ou seja,

0= bt — T)f(r)dr = yat) + yy(t), (6.6)

to
onde yx(t)(z) = yn(t, z) e yo(t)(z) = y,(t, z).

Como {h(t), ﬁ(t), e h[N‘l)(t)} formam uma base de solugoes da equagao ho-

mogeénea

N :

5
Z;Ajgf(t, z) =0, (6.7)
j=

a integral (6.3), que corresponde a uma solu¢do nao homogenea, pode ser escrita como

y(t) = f: h(t = 7)f(r)dr = i b (¢ — to)a; + v (2), (6.8)

sendo a; fungdes da varidvel espacial a serem determinadas a partir das condicées iniciais

nulas de y(t) em ¢t = t,. Desta forma, tém-se o sistema
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fi N-1

0 =} h9(0)a; +y,(to)
3=0

g = Z__;h(””(o)aj + ¥p(to) (6.9)

N-1

0 = > h0*¥D(0)a; +y¥ 1 (to)

\ 3=0

Os valores hU)(0), para j > N + 1 sdo determinados a partir da equagao

diferencial que é satisfeita por h(¢) com condiges iniciais em ¢ = 0.

Assim,
an-1 = —Anyp(to)
an—2 = —An_1¥p(to) — Anyp(to)
) aN-3 = —AN—ﬂp(tO) - AN—IS’p(tO) i AN?p(tU) [6.10)
a = —Aasy,(to) — Asyp(to) —--- — ANY},N_Q) (o)
La = —Auyylte) - Addlte) — - — AnyDi(t)

ou de maneira compacta

N—j
a; = — E A;y¥V(to,z), para j=0:N-1. (6.11)
k=1

A resposta livre introduzida pela convolucao é entao dada por

N-1 N—j N-1N-j
ya(®) == hO(t—10) > Ay Do) = = Y D h* (¢ — 1) Ay yP (t0), (6.12)
7=0 k=1 J.=0 k=1

onde
H@)o(a) = [ 2 2, ) (E)e. (6.13)
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No dominio original tém-se

N—-1N-—j B" lh
yh(t "1: ZZ atk 1 t z E)Ak'i'_?yp (tﬂ': )d€ (614)

=0 k=1

Resulta desta ezpressdo que, sendo conhecidas as condigées iniciais de uma
solugdo ndo homogénea y,(t, z), a solugio homogénea y,(t, z) fica determinada com o auzilio

da resposta impulso funcional h(t).

Desta forma, o cdlculo da resposta forcada fica reduzido a obten¢ao da resposta

particular y,(t) e tém-se como expressio

N—-1N-—j

y(t) = f h(t — () = yp(t) — 3 3 A4 Dt — t0) Apasy® (o), (6.15)

3=0 k=1
a qual caracteriza uma decomposi¢ao da convolugao.

A fim de ilustrar a decomposicio da resposta forcada para sistemas distribuidos,
na proxima secao apresenta-se um modelo de uma viga fixa-apoiada, sujeita a diferentes

excitagoes oscilatérias no tempo.

6.2 Modelo de uma Viga Euler-Bernoulli com Forga Axial

Nas formulacOes das teorias estruturais cldssicas para vigas as descricoes
geométricas sdo bastante simplificadas, necessitando-se apenas de uma dimensdo (com-
primento), uma propriedade da secdo transversal (drea ou momento de inércia) e uma
propriedade constitutiva (Young ou cisalhamento), para maiores detalhes veja-se [Clough,
1993]. Para a andlise infinitesimal de vigas isotrdpicas, isto é, que apresentam as mes-
mas propriedades fisicas, considera-se neste trabalho que, quaisquer que sejam as direcoes
de propagacao dos fenomenos que incidem sobre a viga, desprezar-se-4 as forgas de

cisalhamento e de inércia de rotagao, ou seja, segue-se o modelo Euler-Bernoulli.
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A teoria de Euler-Bernoulli considera no campo do deslocamento que qualquer
secao transversal da viga permanece sempre plana, com a mesma forma e perpendicular ao

eixo da mesma, isto €, a curvatura é proporcional ao momento, veja-se [Craig, 1981].

O modelo matemadtico para uma viga flexivel sujeita a acao de uma forca axial
constante que interage com os deslocamentos laterais, de acordo com a teoria de Euler-

Bernoulli, é dado através da expressio

*y(t, ) dy(t, z) *y(t,z)
pAT + EI 62;'4 - N 832 = F(t, I), (616)

que corresponde a uma equagio diferencial parcial evolutiva de segunda ordem no tempo e

de quarta ordem espacial sujeita as condicoes iniciais

¥(0,z) = yo(z) e u(0,7) = o(z). (6.17)

Na Fig. (6.1) é apresentada uma viga com condicdes de contorno fixa-livre, que satisfaz
o modelo de Euler-Bernoulli. Para deducgio do modelo veja-se [Meirovitch, 1993], [Inman,
1994], [Timoshenko, 1974], [Ginsberg, 2001], entre outros. Uma breve descricio destes

modelos pode também ser encontrada nos trabalhos de [Soder, 2000] e [Giareta, 2001].

Figura 6.1 Viga fixa-livre sob acdo de uma forga axial N
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As condigoes de contorno do modelo podem ser escritas na forma genérica

Bj(y) e aljy(ta 0) + a?jy::(ts 0) + aSjyzz(tu 0) + 0—'4jyzz:c(t: 0)+

(6.18)
ﬁljy(ts L) + &jyz(ta L)+ ﬁBjyzz(t: L)+ ﬁt!jyza:x(ta L)=0, para j=1:4,
matricialmente denotadas por BY = 0, onde
y(t,0)
Ye(t, 0)
Yzz(t, 0)
ann a2 az; au Pfu Ba Bun Ba
B = a2 a2 a3z a2 Sz Pz Paz Pa e Y= yza‘:(ts 0) (6 19)
a3 a3 a3z o4z Pz P2z Baz Pas y(t, L) ; '
@14 Q28 @3¢ 044 Pi1a Pas Paa Baa
Yz(t, L)
Yoz (t, L)
L y::z(t:L) -

6.2.1 Calculo Modal

Supondo que a viga descrita anteriormente pela expressao (6.16), ndo estd su-
jeita a acdo de uma forca externa (F'(f,z) = 0), tém-se que a solucdo do problema

corresponde a vibracao livre do sistema.

No método espectral procuram-se solugdes do tipo oscilatérias
y(t, z) = e“¢(z), (6.20)

com ¢(z) denominada modo ou autofunc¢do associada ao autovalor A = iw. Estas solugoes

podem também ser representadas na forma real por

y(t,z) = [acos(wt) + bsin(wt)] $(z). (6.21)
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Substituindo-se a expressdo oscilatéria da solucdao na equagao homogénea

Py(t, z)

M8t2

+ Ky(t,z) =0, (6.22)
onde

M = pAT, (6.23)
€ um operador constante, sendo que Z denota o operador identidade e

d‘! d2
= - i .24
K=EI— +N-—, (6.24)

um operador diferencial linear espacial de quarta ordem, atuando sob fungoes que satisfazem

as condicOes de contorno (6.18), resulta que
Ko(z) — Mw?(z) = 0. (6.25)

A partir dos operadores diferenciais (6.44) e (6.45) obtém-se a equacao modal do problema,

definida por
¢*(z) +p*é(2) — ¢"¢(z) = 0, (6.26)
onde
N pAw?
2 _ 4V 4 _ ;
¥=% “UT 1 (6:29)

e, com condi¢oes de contorno

Bi(y) = a1;6(0)+ a2;$(0) + 03;6(0) + au; 6(0)+

: (6.28)
B1#(L) + Ba;d(L) + Bsj¢(L) + Baj #(L) =0, para j=1:4.
A solucao da equacdo diferencial homogénea (6.26) € escrita como combinagao
linear

#(z) = c1¢1(z) + c202(x) + c3d3() + cads(z) = P, (6.29)
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onde as colunas da matriz ® = [¢, ¢» @3 ¢4) formam uma base de solugoes de (6.26) e c
corresponde ao vetor da incégnitas. Na resolucdo do problema podem ser usadas a base

espectral ou a base dinamica.

Neste trabalho, considera-se o uso da base dinimica. Ela é gerada a partir da
resposta impulso ou solucao dinamica espacial h(z) e de suas derivadas até terceira ordem.

Por definicao, tem-se que h(z) satisfaz o problema
1) () + p*h(z) — g*h(z) = 0, (6.30)

com as condicoes iniciais

h(0) = 0, h(0) =0, A(0) =0, % (0) = 1. (6.31)

A resposta resposta impulso do sistema é entao, dada por

_ 0sinh(ex) — esin(0z)
h(z) = oe (% + &%) ’

(6.32)

sendo que os parametros £ e 0 surgem a partir do cdlculo das raizes do polindmio carac-
teristico

P()) = X+ 9222 — ¢, (6.33)

associado ao sistema, cujas raizes fornecem os autovalores A, dados por

/‘\]_‘2 ==+id e A3,4 = ﬂ:E, (634)

4 4
5=\/\/q4+%+%2 e s=\/ q4+%—%2. (6.35)

A partir dos parametros do problema obtém-se a freqiiéncia caracteristica dos modos de

(n )i = q,?ﬂ / %, para m=1,2,---. (6.36)

onde

vibragao expressa por
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Os elementos da base dinamica ®p sio

d sinh(ezx) — € sin(dx)

$1(z) = h(z) )
bo(z) = h(z) = Cosh((s;);sczc;s(éz)

¢s(z) = h(z) = ESinh((e;) :;;m(ax) (6.37)
bi(e) = Klz) = Ezcosh(f;) :Jégjcos(am)

Os elementos da base normalizada ®py sdo obtidos a partir da expressio

N—j—-1

hi(@) = > hP(z)aji14, para j=0:N-1, (6.38)

i=0

sendo que, aj, corresponde aos coeficientes da equagdo do problema. Desta forma, os ele-

mentos da base normalizada sdao dados por

he = Phia) + (@)
h = p*h(z) + h(z) (6.39)
hy = h(:c)
hs = h(z)
Substituindo-se as expressoes (6.37) em (6.39) resulta
&2 cosh(é 52
dinl(z) = hy = === ((;)_'_-t-éc?c))s(sz)
3 B e
) = b = S
h S (6.40)
b I
$ulg) = hy = d sinh(ex) Esm(égg)

de (% + 6?)
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Os coeficientes ¢; da solucdo (6.29) podem ser determinados resolvendo-se o sis-
tema linear resultante das condicdes de contorno do problema espacial (6.26), denominado

de problema modal algébrico’, denotado por
Uc =0, (6.41)

para as raizes w da equagdo caracteristica A = det(U) = 02. Aqui U = BY, sendo B a
matriz dos coeficientes das condigdes de contorno (6.19) e T a matriz de base definida por

h(0) AO)  R(O)  H(0)
h(0) h(0) 1 (0) h(v) (0)

h0) H0©)  R@©0) A®(0) e |

r=| hO@ fmm) i‘m(o) ,}f,(“)(o) o pmal e q. (6.42)
h(L) h(L) h(L) h(L) c3
WD) KD  R@) K@) =3

MI) KE) W) AO(L)
| (@) ReND) RM(L) RCI(E) |

6.2.2 Calculo da Fungdo de Green Espacial

A equacdo (6.16) pode ser escrita na forma

Mazy—;;:x—) + Ky(t,z) = F(t,z), (6.43)

onde

M = pAT, (6.44)
¢ um operador constante; sendo que, Z denota o operador identidade e

d* d?
R AN 6.45
K =Bl +N, (6.45)

'OBSERVAGAO: O sistema linear definido por Uc = 0 pode ser simplificado dependendo do tipo de
condigoes de contorno do problema. Desta forma, alguns coeficientes ¢; podem ser obtidos facilmente.
20 sistema (6.41) possui solugdes ndo nulas somente quando A = detU = 0.
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um operador diferencial linear espacial de quarta ordem, atuando sob funcoes que satisfazem

as condigdes de contorno (6.18).

Para uma entrada do tipo harménica
F(t,z) = e“* f(2),

tem-se a resposta em freqiiéncia

y(t, z) = €“*¢(z), (6.46)

onde ¢(z) satisfaz o problema de contorno espacial
Ké(z) — Mw?¢(z) = f(z), (6.47)
ou seja, o problema de contorno nao homogéneo

¢\ (z) + p*é(z) — ¢*¢(z) = f()

Bj(y) = 01;6(0)+ 0i(0) + as;(0) + cuaj ¢ (0)+ (6.48)

Bii®(L) + Bojd(L) + B3 (L) + B1;¢(L) =0, para j=1:4.
A solugao é dada em termos da integral
' L
@) = [~ M (@) = [ Gla ) (E)de, (6.49)
onde a funcdo de Green espacial G(z,§) é expressa por

G(z, &) = L@:4) (6.50)
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H(z,£) =det | B, g 1 (6.51)

e (6.52)

(
A = det (
(
(

[ ho(z) h(z) ho(z) hs(z)
(’€)=sign(z—§)det ho({") h('f) hz(ﬁ) hs(€) , (6.53)
—a W () ho() ha(€) ha(€) hsle)
| ho(§) hi(§) ha(§) ha(f) |
para B &
Hol€) H(€) Fal®) ha(®)
WE — det | 10O BO @) Ful@) -

)
ho(€) hi(€) ha(€) hs(€)
ho(€) hi(§) ha(€) hs(f) |

A partir da férmula (6.50), obtém-se diferentes expressoes para a funcdo de
Green, pois a mesma esta condicionada ao tipo de condi¢do de contorno do problema. Para

maiores detalhes, veja-se as referéncias [Naimark, 1967], [Butkovskiy, 1983], [Miller, 1963].

ESCOLA DE ENGENHAHRIA
BIBLIOTECA
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6.2.3 Decomposicao da Resposta Forcada

De acordo com a teoria desenvolvida neste capitulo a resposta forcada do sis-

tema pode ser decomposta em

y(t: I) = yp(ts I) + yh(t:x) =
L
yp(ts :C) = ‘/0‘ h(t, z, ‘f)pA(%yp)(O: £) + (%h)(t,x,f)pAyp(O,g)df,

onde yx(t, z) é a resposta livre induzida pela resposta permanente, y,(t, z).

Na préxima subsecao apresentam-se simulagoes numéricas para uma viga fixa-

apoiada, sendo a resposta impulso expressa na forma modal, [Giareta, 2001}, por

oo

Oh(t,z,&) =Y syt 1 (X"(E)X" (“)) , (6.56)

Wp MM “Xn”2

n=1

onde || X, || denota a norma integral quadratica do modo X,, obtido ao resolver-se a equagao

modal algébrica (6.41).

Em particular, para entradas no sistema distribuido (6.16), do tipo
F(t,z) = e f(z),
tem-se de (6.46) e (6.49), que a resposta permanente é dada por

ek, ) =™ _/; G(z,n)f(n)dn. (6.57)

Assim, a resposta forcada do sistema é

y(t,z) = ot [ / " Gla,m)f(n)dn — oA / ’ (whtz.) + itz ( [ : G(ém)f (i) ]
(6.58)
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6.2.3.1 Decomposi¢cio da Resposta For¢ada para uma Viga Fiza-Apoiada

Nesta se¢do, considera-se condi¢oes de contorno do tipo fixa-apoiada para a

viga Euler-Bernoulli com forca axial descrita pela equacdo (6.16), conforme é mostrado na
Fig. (6.2).

NN
=

Figura 6.2 Viga fixa-apoiada

Para uma viga deste tipo, as condigoes de contorno sao expressas por

$(0) = 0, 43(0) =0 (6.59)
#(L) = 0,¢(L) = 0
e a equagao modal algébrica (6.41), Uc = 0, é dada por
[ ho) ko) ko) Hw©) |[a] [o
h(0) h(0) H(0) AE(0) | _|0
h(L) h(L) h(L) FK(L) cs 0
| MWL) K(L) h¥(L) ROL) | | e | O]

Substituindo-se h(z) e suas derivadas em z = 0 e z = L, o sistema de quatro
equacoes simplifica-se para um sistema de duas equagoes; neste caso, ao obter-se cz = ¢4 = 0.

Assim, a equagao modal reduzida torna-se

h(L) h(L) a| |0
ML) K@) | |el| |of
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Decorre, entao dessa expressao, que a equagao caracteristica €

A = h(L)k (L) — A(L)h(L) = 0. (6.60)

Resolvendo-se a equagao modal reduzida para as raizes de (6.60), tem-se que a
forma dos modos para estas condicoes de contorno é
. h(L)
X(z) = h(z) + oh(z), com 0= ———. 6.61
(@) = h(z) + oh(a) i (6.61)
Usando-se a base dindmica normalizada tém-se que a expressao dos modos pode

ser escrita como
ho(L) — p*ha(L)
hi(L) — p*h3(L)’

X(z) = hg +ohy, com o=— (6.62)

Substituindo-se

_ 0sinh(ez) — e sin(dz)
b= oe (62 - 52) ;

em (6.60), a equagdo caracteristica torna-se igual a

/€2 + p? tanh(eL) — e tan(/e% + p?L) = 0. (6.63)

Para o cédlculo das freqiiéncias naturais wy, resolve-se (6.63) para € e a partir

destes valores, calculam-se os parametros g e d, ou seja,

4
q=\/\/(52+%2—)2—% e 62=¢€2+p’.

As freqiiéncias naturais, w,, do sistema sdo obtidas a partir da expressao

4 _ PAW]

q_EI:

onde g =g¢(e) parac=ep,em=1,2,---.



Para o cédlculo da funcdo de Green, utiliza-se a férmula (6.50), juntamente com

a base dindmica normalizada ®py = [hy, h1, he, h3); sendo que neste caso resulta

- -

ho(z) hai(z) ha(z) hs(z) g(z,§)
1 0 0 0 9(0,8)
H(z,£) =det | 0 1 0 0 92(0,€) e (6.64)
ho(L) (L) ho(L) hs(L) g2(L,€)
ho(L) ha(L) ha(L) hs(L) gee(L,€) |

1 0 0 0

0 1 0 0
A = det . (6.65)

ho(L) hi(L) ho(L) hs(L)
ho(L) hi(L) ho(L) hs(L)

Como pode ser observado, estas expressdes tornam-se mais simples com o uso da base

dinamica normalizada.
A funcdo g(z, &) calculada através da expressdo (6.53) é

i lgsin(ﬁ(:c — 5)) — ¢ sinh(e(z — E))

2 £6(6% +¢€?)  #<d
9(z, &) = < ‘ 16.66)
lesin(é(z — &)) — dsinh(e(z — £))
2 £0(62 + £2) » £<2

Finalmente, calculam-se as expressoes (6.64) e (6.65) e assim, obtém-se a funcao

de Green espacial para uma viga fixa-apoiada, denotada por

G(.’L‘ E) — Gl(Ir E)) 0 S T S 6 . (667)
’ Go(z,8), €<z<L
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com

Gi(n,6) = _&sin(8(—L + £)) sin(0z) cosh(eL) + sin(6(z — L)) sinh(e(L — £))
N ((e cosh(eL) sin(8L) — 6 cos(6L) sinh(eL)) (62 + 2)d¢)
+sinh(5(—L + £)) cosh(ez) sin(6L) + sin(6(—L + £)) cos(dz) sinh(eL)
((e cosh(eL)sin(6L) — § cos(6L) sinh(eL))(62 + £2)d¢)
_sinh(e(z — L)) sin(6(L — £)))de + 6*sinh(e(—L + £)) sinh(ez) cos(4L))
((e cosh(eL)sin(dL) — d cos(d L) sinh(eL)) (82 + £2)d¢)

(6.68)

e?sin(6(z — L)) sin(6€) cosh(eL) + sinh(g(z — L)) sin(6(L — &))
((e cosh(eL)sin(6L) — dcos(6L) sinh(eL))(62 + £2)d¢)
sinh(e(z — L)) cosh(e€) sin(6 L) + sin(d(z — L)) cos(6€) sinh(eL)
((e cosh(eL) sin(d L) — § cos(0L) sinh(eL))(6? + £2)d¢)
(z — L)) sinh(e(L — £)))de + 6*sinh(e(z — L)) sinh(&€) cos(4L))
((e cosh(eL)sin(6L) — § cos(0L) sinh(eL))(62 + £2)de)

Goy(2,8) = —

_sin(d

(6.69)

Nas simulacdes numéricas foi considerado entradas continuas por intervalos, na
parte espacial, ou seja,

f@) = {fl(z), 0< < Lf2 | (6:70)
folz), L/2<z < L

Desse modo, a resposta permanente espacial ¢(z), pode ser escrita na forma adequada

/Gezcs)ff d§+[ Gy (z,) fi€ de+f Ci(z,6) fo(€) dE, 0<z<L/2
b(z) =
f Ga(2,8) £ () d£+f szé“fz(&)d£+/ Ci(z, ) fo(6)de, L/2<z< L

(6.71)

6.2.8.2 Simulagées Numéricas

Os valores numéricos dos parametros usados nas simulagdes encontram-se na
Tab. 6.1. Para estes valores, foram calculadas as raizes &,,, para m = 1 : 5, da equacao

caracteristica (6.63) e determinados os correspondentes valores de g, 0, € (wn),,; OS quais
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encontram-se na Tab. 6.2. Foram calculados também, os cinco primeiros modos de vibragao

do sistema, a partir da expressdo (6.62), ou seja, através de

Xalz) = ﬁ[m] (z) + ombimi(2), Om=—+— (6.72)

onde hjm)(z) € a solugdo dindmica h(z), obtida a partir da resolu¢ao do problema
de valor inicial (6.30)-(6.31), correspondente a cada parametro g, associado a freqiiéncia

natural (wy),,, resultando em

Om Sinh(€,,2) — € SID(61nT)
h’{m] (:E) - OmEm (52 + 62 )

(6.73)

Os modos normalizados sdo apresentados na Fig. 6.3.

L E
1m 8000N/K g
I p
1K gm? 300000K g/m?
A N
0.01 m? 16000 N

Tabela 6.1 Valores dos parametros usados nas simulages do modelo da viga
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m B Gm (Wn)m Om

1 3.699351189 3.827677072 23.92516533 3.960454421
2 6.936058637 7.007048374 80.17788531 7.078764682
3 10.11664554 10.16571093 168.7562547 10.21501429
-4 13.27949641 13.31698936 289.5986091 13.35458816
5) 16.43447034 16.46481008 442.6880688 16.49520583

Figura 6.3 Cinco primeiros modos do sistema

Tabela 6.2 Valores calculados para os parametros £, ¢, w, € 0
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e Entrada - Oscilatéria no Espago

Considere-se a entrada do sistema oscilatéria no tempo e no espago, expressa
por
5
—sin(27z) sin(wt), 0 <z < 1/2
F(t,z) = q 2 ; (6.74)
0, 1/2<z<1
sendo que, para a freqiiéncia w de entrada definiu-se dois valores distintos. O primeiro,

denotado por wfa,, igual a 168.7562, tem o seu valor bem préximo da terceira freqiiéncia

natural do sistema e o segundo denotado por wfa, igual a 166.

A fungao de Green espacial do problema, para as duas freqiiéncias consideradas,

é apresentada na Fig. 6.4.

(a) Frequéncia wfa; = 168.7562 (b) Frequéncia wfa, = 166

Figura 6.4 Funcao de Green espacial

Apresenta-se na Fig. 6.5, a parte espacial da entrada (f(z)) e as correspon-
dentes respostas permanentes (¢;(z)) do sistema, para as duas freqgiiéncias de entrada con-

sideradas.
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5 .

051

(a) Forgante - parte espacial

/N /\| [/ \ /\

(b) Resposta Permanente - parte espacial (c) Resposta Permanente - parte espacial
Freq. wfa, = 168.7562 Freq. wfa, = 166

Figura 6.5 Parte espacial correspondentes a excitagio e as respostas permanentes para duas

freqgiiéncias de entrada

A resposta impulso temporal h(t, z, £) é apresentada nas Tabs. 6.3 e 6.4; sendo
que, na primeira encontram-se os graficos que representam o seu comportamento para
diferentes tempos fixos e na segunda, encontram-se os graficos que correspondem ao seu

comportamento em determinados pontos da viga.
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t=10s

t = 20s

t =2bs

Tabela 6.3 Resposta impulso temporal para diferentes tempos fixos



152

Tabela 6.4 Resposta impulso temporal para diferentes posicoes fixas
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A decomposigdo da resposta forgada do sistema para as duas freqiiéncias con-

sideradas sdo apresentadas nas Tabs. 6.5 e 6.6.

Excitacao

Resposta Forcada

Tabela 6.5 Decomposi¢ao da resposta forgada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia w fa, = 168.7562
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Excitacao

Resposta Forgada

Tabela 6.6 Decomposi¢do da resposta forgada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia w fa, = 166

Na Tab. 6.7, sdo apresentados, para as duas freqliéncias consideradas, a

resposta homogénea induzida, resposta permanente e a resposta forcada plotadas juntas

para o tempo { = 15s.
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Freqiiéncia w fa, = 168.7562 Freqiiéncia w fa, = 166

01008 / /F

/ A f

o
-8 ~0.002

- Yp

Y.

Tabela 6.7 Secdo da decomposic¢do para t = 15s
e Entrada - Degrau no Espaco

Considere-se a entrada do sistema oscilatéria no tempo e degrau no espago,
expressa por
5
——cos(wt), 0<z<1/2
F(t,z) = 5 2 ) ; (6.75)

Ecos(wt), 1/2<z<1

sendo que, para a freqiiéncia w de entrada, definiu-se dois valores distintos. O primeiro,
denotado por wfa, igual a 80.1778, tem o seu valor bem préximo da segunda freqiiéncia

natural do sistema e o segundo denotado por wfa, igual a 79.1.

A fungdo de Green espacial do problema para as duas freqiiéncias consideradas

é apresentada na Fig. (6.6).
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0.031
0.027
0.014

-0.011
-0.021
-0.031

(a) Freqiiéncia wfa, = 80.1778 (b) Freqiiéncia wfa, = 79.1

Figura 6.6 Funcao de Green espacial

Apresenta-se na Fig. 6.7, a parte espacial da entrada, f(z) e as correspondentes

respostas permanentes, ¢;(z) do sistema, para as duas freqiiéncias de entrada consideradas.
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-1

(a) Excitacé@o - parte espacial

004

' / \

sl \\ \
we] X% \
\ Pos %
(b) Resposta Permanente - parte espacial (c) Resposta Permanente - parte espacial
Freq. wfa, = 80.1778 Freq. wfa, = 79.1

Figura 6.7 Parte espacial correspondentes a excitagdo e as respostas permanentes para duas

freqiiéncias de entrada

Nas Tabs. 6.8 e 6.9, apresentam-se as decomposigoes obtidas para as duas

freqgiiéncias consideradas.
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Excitacao Resposta Forgada

=85E8-E88

=88E-H8E

Tabela 6.8 Decomposigido da resposta forgada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia w fa, = 80.17778
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Excitacao Resposta Forcada

Tabela 6.9 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia w fa, = 79.1

Na Tab. 6.10, sao apresentados a resposta homogénea induzida, resposta per-
manente e a resposta forgada plotadas juntas para o tempo ¢ = 15s, para as duas freqiiéncias

consideradas.
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Freqiiéncia w fa, = 80.1778 Freqiiéncia w fa, = 79.1

o8

~200

—
e
. 02 04 i 08 a
"

Tabela 6.10 Secao da decomposi¢ao para t = 15s
e Entrada - Triangular no Espago

Considere-se a entrada do sistema oscilatéria no tempo e triangular no espago

expressa por

)
—; sin(wt), 0<z<1/2

Flit.z)= ~
(% - 5;) sin(wt), 1/2<z <1

, (6.76)

sendo que, para a freqiiéncia w de entrada definiu-se dois valores distintos. O primeiro,
denotado por wfa, igual a 289.5986, tem o seu valor bem préximo da quarta freqiiéncia

natural do sistema e, o segundo denotado por w fa, igual a 288.15.

A func@o de Green espacial do problema para as duas freqiiéncias consideradas

é apresentada na Fig. 6.8.
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(a) Fregliéncia wfa, = 289.5986 (b) Freqiiéncia wfa, = 288.15

Figura 6.8 Funcao de Green espacial

Apresenta-se na Fig. 6.9 a parte espacial da entrada, f(z) e, as correspondentes

respostas permanentes, ¢;(z) do sistema, para as duas freqiiéncias de entrada consideradas.

EBOOLA DE ENGENHA

\\BIBLIOTEGA
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(a) Excitagio - parte espacial

/ \ﬁ : /
\ B

(b) Resposta Permanente - parte espacial (c) Resposta Permanente - parte espacial
Freq. wfa, = 289.5986 Freq. wfa, = 288.15

Figura 6.9 Parte espacial correspondentes a excitagao e as respostas permanentes para duas

freqiiéncias de entrada

Nas Tabs. 6.11 e 6.12, apresentam-se as decomposi¢oes obtidas para as duas

freqiiéncias consideradas.
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Excitacao

Resposta Forgada

Tabela 6.11 Decomposi¢ao da resposta forcada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia w fa, = 289.5986
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Excitacao

Resposta Forgada

*15&\}‘{\%§‘

™
)

S

Tabela 6.12 Decomposi¢ao da resposta for¢ada do sistema e a correspondente entrada para

a freqiiéncia wfa, = 288.15

Na Tab. 6.13 sao apresentados, para as duas fregiiéncias consideradas, a

resposta homogénea induzida, resposta permanente e a resposta forcada, plotadas juntas

para o tempo t = 15s.
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Freqgiiéncia w fa, = 289.5986

Freqiiéncia w fa, = 288.15

VAV
AN

000034
0.00032
0.0003

0.00020

000024

000022

0.0002
000018
000018

0.00014
0.00012
0.0001

—Yp

"‘_-.\\ / 0_2._ r g v

N

04

Tabela 6.13 Sec¢ao da decomposi¢ao para t = 15s
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho desenvolveu-se uma plataforma unificada para a abordagem
de sistemas concentrados, discretos e distribuidos, em termos da resposta impulso. Uma
vantagem desta metodologia é que, diferentes sistemas evolutivos e de ordem arbitraria
podem ser tratados sistematicamente numa forma compacta, simples e conveniente para
simulacdao numeérica e tratamento de dados. O uso da resposta impulso permite observar a

introdugdo de transientes na resposta forcada, devido a excitacdo no sistema.

A metodologia desenvolvida foi testada com diversas aplicagoes para a obtengao
de respostas dinamicas dos sistemas; sendo que, estes cilculos foram realizados diretamente
no espago fisico do problema, sem transformé-lo num sistema de primeira ordem. Cabe
ressaltar que, a reducdo de um sistema de n-ésima ordem para um sistema de primeira
ordem, muitas vezes, acarreta perdas importantes como a de simetria ou a de positividade
dos coeficientes do sistema. Mas, como os sistemas de primeira ordem possuem muitas

técnicas para seu estudo, eles mereceram especial atencao .

O uso da resposta impulso foi fundamental na integracao simbélica de sistemas
de temnpo continuo com excitacoes lineares por intervalos. Os resultados da decomposi¢ao
da resposta dinamica diante cargas harmonicas e ndo harmoénicas, foram expostos em de-
talhe. Para sistemas distribuidos, considerou-se o modelo de uma viga Euler-Bernoulli com
forca axial, com entrada oscilatéria no tempo e, no espago supds-se entradas do tipo os-
cilatéria, degrau e triangular. A funcdo de Green espacial foi utilizada na obtengado da
distribuicdo de amplitude espacial. Foi registrada a introdu¢do das contribuigdes livres

devido a cada mudanga de intervalo da entrada.

Sistemas discretos de primeira ordem foram considerados, em particular, pelo
seu uso na dinamica estrutural através do método das matrizes de transferéncia . Os sistemas
discretos de ordem superior foram desenvolvidos, pois na literatura nao encontra-se muitos
trabalhos com uma abordagem direta, sem utilizar-se a redugdo a espago de estado. Muitos
dos esquemas iterativos utilizados na literatura, para a integracao numérica de sistemas nao

lineares visando o estado permanente, consideram condicdes iniciais nulas, isto €, calcula-se,
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teoricamente, uma resposta do tipo forcada. Porém, nao é apresentada uma discusao sobre
como é que as nao linearidades influenciam na introducao de respostas livres. A metodologia
desenvolvida neste trabalho para sistemas discretos, permite observar a decomposicao da
resposta forcada com o teste de esquemas numéricos para equagdes de primeira e de segunda

ordem.

A metodologia desenvolvida permite dar continuidade ao trabalho, através da
abordagem de sistemas distribuidos com amortecimento, do estudo de problemas de controle
6timo em vibracoes, sem o uso do espago de estado; realizar simulagGes numeéricas com
sistemas que possuem geometria simétrica plana e espacial, e considerar-se, ainda, sistemas
concentrados e discretos singulares, os quais sao de interesse para problemas com restri¢oes

tais como os encontrados na irea de robética.
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APENDICE A COEFICIENTES MATRICIAIS

Os coeficientes matriciais M, C, K e B do sistema apresentado na se¢io 3.2.2.2

tém a seguinte forma literal:

my; O 0 0 0O 0 0 o0
0 mp O 0 0 0 0 o0
0 0 mee 0 O O 0 O
vy_| © 0 0 m 0 0 0 0 |
0 0 0 0 m¢ 0 0 O
0 0 0 0 0 mg 0O O
0 0 0 0 0 0 Iy O
| 0 0 0 0 0 0 0 Iy
C= [ Ci C2 C3 C4 ] ;
onde ) _
Csn1 0 0 0
0 Cs12 0 0 0
0 0 Cio2 0 0
B = 0 0 0 Csa1 0 :
0 0 0 0 Css
—Csnn —Csiz —Csz2  —Can —Cys
Coily Caoaly —Chaanly —Csaly Cgre
| —Canna Cazb  Cappd  —Canc —Ciery |

—Csn1
—Cs12
—Cs22
—Cs21
—Cys
Cs11 + Ca12 + Cea2 + Cs21 + Css + g11 + 12 + g22 + g
(Cs22 + Cya1 + g22 + g21)lr — (Co11 + Cor2 + g11 + g12)lg — Cos7z
| (Cs1 + gn1)a — (Carz + 912)b + (Coar + g21)c — (Cozz + g22)d + Costy

&




Ca

| —((Ca1 + g11)a = (Carz + 912)b)ly + ((Csz1 + go1)e — (Cizz + gaad)l, — Cosraty

(Cs11 + gn )ls
(Cs12 + g12)l5
—(Cis22 + g22)l-
—(Cs21 + gn1)l>
CysTz
(Cs22 + Cy21 + g22 + g21)lr — (Cor1 + Cor2 + g11 + 12)ly — Ciorz
(Cs11 + C12 + g11 + 912)@ + (Cy22 + Cs21 + g2z + g21)12 + Cyyrz?

—(Cs11 + 911 )a
(Carz + g12)b
(Cs22 + goo)d
—(Cs21 + ga1)c
—CysTy
(Car + gu1)a — (Caaz + g12)b + (Coa1 + ga1)c — (Cszz + gaz)d + Cigry
((Ca1 + g11)a — (Caaz + 912)b)ls — ((Cs22 + g22)d — (Cs21 + go1))ly — CysTzTy

(Co11 + g11)a® + (Corz + g12)b* + (Cyzz + ga2)d® + (Csa1 + g21)c* + Cssf‘f,

K=[;<:l K2 Ks Ki |,

| 514 K 0 0 0 0 |
0 Kp12 + K12 0 0 0
0 0 Kot Ko 0 0
0 0 0 K1+ K1 0
0 0 0 0 Ky |
=K1 —Ks12 —Ks22 — K21 —Kss
Konly K;olf —Kool, —Kalr K51z
| —Kna K126 Kgood —Kgic  —Kgry |
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K4

Ko =

_'Kss

Kol
K12lf
—K20l,
—Ksalr

Ktz

(Ks22 + Kyo1)lr — (K11 + Ksl2)lf — Kyrz
(Koi1 + Ks12)l} + (Koaz + Ko )IZ + Koor2?
| _(-K.';ll‘I = Ksli!b)lf = (Ksmc == Ksﬁd)lr = Kss'—"'zry 1

—K;sna
Ksl‘zb
Ks22d

—H521C

_Kss'ry

K110 — Kg19b + Kgo1¢ — Kspod + Kss'f'y
_(Kslla = Ksl2b)If =t (Ks%d — K1 C)Ir - Kssrzry

Kgyi 0 0
0 Kpz O
B_| 0 0 Km
0 0 O
0 0 0
0 0 0

JKsll + Ksl? + K322 + Ks2l + Kss
(Ks22 + Kso1)lr — (K11 + Ks12)l5 — KysTz
Ks116 — Ks12b + Ko1¢ — Ks2od + Koy
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