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RESUMO

Neste trabalho, consideramos um modelo de transporte radiativo e sua

aproximação SP1, que chamamos de problema reduzido. Ambos sistemas são ex-

pandidos em torno da aproximação de Rosseland, que serve como aproximação de

ordem zero. A expansão é realizada empregando a teoria de perturbações singu-

lares e analisamos as aproximações para o interior, fronteira e dado inicial para a

solução. A teoria de existência é estabelecida para o problema reduzido e para várias

equações diferenciais que aparecem ao longo da análise, o que inclui a resolução de

um problema unidimensional oriundo da expansão das camadas de fronteira. A

aproximação SP1 obtida depende de um parâmetro positivo livre b, cuja existência

é estudada numericamente.
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ABSTRACT

In this work, we consider a model of radiative transfer and its SP1

approximation, which we call the reduced problem. Both systems are expanded

near the Rosseland approximation, which serves as their zero order approximation.

The expansion is carried out employing singular perturbation theory and we look

for boundary and interior approximations to the solution as well as approximations

for the initial data. A theory of existence is established for the reduced problem

and for various differential equations which appear on the course of the analysis,

including the resolution of a one-dimensional problem arising from the boundary

layer expansion. The aproximation depends on a free positive parameter b, whose

existence is studied numerically.
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LISTA DE GRANDEZAS FÍSICAS

Grandeza símbolo unidade
Temperatura T K
Intensidade radiativa I Jm−2sr−1

Velocidade v ms−1

Tempo t s
Posição x m
Direção Ω
Freqüência ν s−1

Calor específico volumétrico cv JK−1m−3

Coeficiente de condutividade térmica k0 Wm−1K−1

Coeficiente de absorção λ′ m−1

Coeficiente de espalhamento σ′ m−1

Coeficiente de emissão κ′ m−1

Coeficiente de troca de calor na superfície h Wm−2K−1

Emissividade α adimensional

Tabela 1: Lista de grandezas físicas
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1 INTRODUÇÃO E FORMULAÇÃO DO
PROBLEMA

A evolução da temperatura T de um fluido na presença de transferência

de calor pelos fenômenos de condução, convecção e radiação em uma região limitada

D convexa pode ser modelada pela seguinte equação simplificada, veja [10]:

cv
∂T

∂t
+ v · ∇T = ∇ · k0∇T −

∫ ∞

ν0

∫

S2

κ′ (B − I) dΩdν (1.1)

onde Î é a intensidade total de radiação, dada por

Î(x, t) :=

∫

S2

I(Ω, x, t)dΩ.

Aqui, S2 denota a esfera unitária em R3. A intensidade radiativa é governada pela

equação estacionária de transporte de Boltzmann em um meio isotrópico:

Ω · ∇I + λ′I =
σ′

4π

∫

S2

IdΩ + κ′B (1.2)

A intensidade I = I(x,Ω, t, ν) é uma função da posição x ∈ D, do instante de

tempo t ≥ 0, da direção Ω ∈ S2 e da frequência ν ≥ ν0. Os parâmetros λ′, σ′

e κ′ são funções constantes por partes que variam apenas com ν e assumem um

número finito de valores positivos e relacionados por λ′ = κ′ + σ′. A equação (1.1)

é complementada com a seguinte condição de contorno

k0
∂

∂η
T = h(Tb − T ) + απ

∫ ν0

0

(B(ν, Tb) −B(ν, T ))dν (1.3)

onde α e h são constantes positivas e Tb é a temperatura exterior, que se assume

conhecida. O vetor unitário normal apontando para fora é denotado por η. A

condição inicial é dada por

T (x, 0) = T0(x), x ∈ D. (1.4)

A superfície, ∂D, que limita a região D é considerada semitransparente e governada

pela seguinte condição de contorno para I:

I(Ω) = ρI(Ω′) + (1 − ρ)B(ν, Tb), η · Ω < 0, x ∈ ∂D (1.5)
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O ângulo de reflexão Ω′ é dado por Ω′ = Ω− 2(η ·Ω)η e o coeficiente de reflexão ρ é

uma função apenas de µ := Ω · η. Observamos que quando ρ ≡ 0, esta condição de

contorno recai em condições de Dirichlet.

A função B(ν, T ) é dada pela lei de Planck

B(ν, θ) =
2hpν

3

c2
1

exp
(

hpν

kθ

)
− 1

. (1.6)

Consideramos também que o fluxo v não atravessa a fronteira ∂D.

A fim de encontrar formas adimensionais para as equações com as quais

trabalharemos, definimos valores de referência para temperatura, intensidade radia-

tivas, coeficientes de absorção (κ′, σ′ e λ′), comprimento e frequência, denotamos re-

spectivamente por Tref , Iref , κref , xref e νref . Introduzimos igualmente as seguintes

quantidades:

tref = cvκrefx
2
ref

Tref

Iref νref
, kref =

Iref νref

κref Tref
e ε = 1

κref xref
(1.7)

observamos que se poderia argüir redundância ao definir valores de referência para

tempo e frequência. No entanto, dado que tais grandezas podem assumir valores em

escalas discrepantes, optamos por ambas as definições.

Definimos as variáveis adimensionais:

Ť =
T

Tref

Ǐ =
I

Iref

ť =
t

tref

ǩ0 =
k0

kref

ν̌ =
ν

νref

(1.8)

e introduzimos uma versão adimensional da função de Planck

B(ν̌, Ť ) =
ν3

ref

Iref

2hpν̌
3

c2

(
exp

hpν̌νref

kBŤ Tref

− 1

)−1

.
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Nestas novas variáveis a equação de conservação de energia (1.1) assume a seguinte

forma:

cv
Tref

tref

∂Ť

∂ť
+
Tref

tref

v̌ · ∇̌Ť =
Trefkref

x2
ref

∇̌ · ǩ0∇̌Ť

− Irefνrefκref

∫ ∞

ν̌0

∫

S2

κ̌
(
B̌ − Ǐ

)
dΩdν̌

Tref

Irefνrefκref tref

(
cv
∂Ť

∂ť
+ v̌ · ∇̌Ť

)
=

Trefkref

Irefνrefκrefx2
ref

∇̌ · ǩ0∇̌Ť

−
∫ ∞

ν̌0

∫

S2

κ̌
(
B̌ − Ǐ

)
dΩdν̌

1

κ2
refx

2
ref

(
cv
∂Ť

∂ť
+ v̌ · ∇̌Ť

)
=

1

κ2
refx

2
ref

∇̌ · ǩ0∇̌Ť

−
∫ ∞

ν̌0

∫

S2

κ̌
(
B̌ − Ǐ

)
dΩdν̌

ε2∂Ť

∂ť
+ ε2

u · ∇̌Ť = ε2∇̌ · ǩ0∇̌Ť −
∫ ∞

ν̌0

∫

S2

κ̌
(
B̌ − Ǐ

)
dΩdν̌

onde u =
Tref

tref
v̌. Já a equação de transporte radiativo se escreve como:

Iref

xref

Ω · ∇̌Ǐ + κrefIref λ̌Ǐ = Irefκref
σ̌

4π

∫

S2

ǏdΩ + κrefIref κ̌B̌

1

xrefκref

Ω · ∇̌Ǐ + λ̌Ǐ =
σ̌

4π

∫

S2

ǏdΩ + κ̌B̌.

εΩ · ∇̌Ǐ + λ̌Ǐ =
σ̌

4π

∫

S2

ǏdΩ + κ̌B̌ (1.9)

A condição de contorno (1.3) assume a forma seguinte:

krefTref

xref

ǩ0
∂

∂η̌
Ť = hTref (Ťb − Ť ) + Irefνrefαπ

∫ ν̌0

0

(B̌(ν, Ťb) − B̌(ν, Ť ))dν̌

Irefνref

κrefxref

ǩ0
∂

∂η̌
Ť = hTref (Ťb − Ť ) + Irefνrefαπ

∫ ν̌0

0

(B̌(ν̌, Ťb) − B̌(ν̌, Ť ))dν̌

1

κrefxref

ǩ0
∂

∂η̌
Ť =

Tref

Irefνref

h(Ťb − Ť ) + απ

∫ ν̌0

0

(B̌(ν̌, Ťb) − B̌(ν̌, Ť ))dν̌

εǩ0
∂

∂η̌
Ť = ȟ(Ťb − Ť ) + απ

∫ ν̌0

0

(B̌(ν̌, Ťb) − B̌(ν̌, Ť ))dν̌.

Por questões de simplicidade de notação, omitiremos o sinal gráficoˇnas

variáveis adimensionalizadas sem perda de clareza, já que não mais retornaremos às
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formas não adimensionais. Desta forma, o sistema acoplado se escreve da seguinte

forma:

LtT = κ′

ε2

∫∞
ν0

(
Î − 4πB(ν, T )

)
dν, x ∈ D, t > 0

εk0
∂T
∂η

= h(θb − T ) + απ

∫ ν0

0

[B(ν, Tb) −B(ν, T )] dν, x ∈ ∂D, t > 0

T (x, 0) = T0(x, ε), x ∈ D, t = 0

εΩ · ∇I + λ′I = σ′

4π
Î + κ′B(ν, T ), x ∈ D, t > 0

I(Ω) = ρI(Ω′) + (1 − ρ)B(ν, Tb), x ∈ ∂D, t > 0

(1.10)

Lembramos que a notação Î indica a intensidade total dado por :

Î :=

∫

S2

I(x,Ω, ν)dΩ.

e o operador LtT é definido como:

LtT =
∂

∂t
T + k0△T + u · ∇T

A teoria de existência e unicidade de soluções para este problema, doravante

Figura 1.1: Domínio D e suas variáveis

chamado de “problema original”, foi desenvolvida no espaço das funções Cα em [29]

para ρ suficientemente pequeno e quando os parâmetros λ′, κ′ e σ′ são constantes.

Nesse artigo, a intensidade total é escrito na forma operacional Î é dado por:

Î = SgB(ν, T ) + SbB(ν, Tb), (1.11)



13

onde Sg : Cα(D) → Cα(D) é um operador limitado que preserva positividade. Em

nosso trabalho, assumiremos o resultado final da teoria de existência para pequenos

valores de ε como hipótese na seguinte forma: a teoria de existência neste termos

é válida em Cα, α > 0, para uma certa faixa de valores dos parâmetros (σ′, κ′

e ρ) uniformemente em ε em algum intervalo 0 < ε < ε0. De fato, para o caso

unidimensional, que é bem mais bem-comportado é possível mostrar este resultado

sem qualquer restrição em σ′, κ′ e ρ.

O sistema acoplado (1.10) é não-linear e definido em um espaço de

seis dimensões ((x, t,Ω) ∈ R3 × (0,∞) × S2). A solução numérica deste sistema

frequentemente resulta em altos custos computacionais. Uma abordagem menos

custosa consiste em aproximar a intensidade total dada pela equação de Boltzmann

ao introduzir uma equação mais simples para Î, a qual não depende da direção. De

fato, muitos esforços têm se voltado a desevolver e validar tais aproximações. Por

exemplo, em [18], desenvolvem-se aproximações de alta ordem para a equação do

transporte quando σ = 0. De acordo com esse artigo, uma aproximação de segunda

ordem pode ser obtida quando ε→ 0 por Î ≃ 4πΦ e θ ≃ T , onde Φ é solução de :
(
− ε2

κ′λ′
△ + 1

)
Φ = B(ν, θ), x ∈ D

εb
∂

∂η
Φ + Φ = B(ν, θb), x ∈ ∂D

com θb = Tb. Este problema elíptico pode ser invertido em termos de dois operadores

que preservam positividade S̃g : C0(D) → C0(D) e S̃g : C0(∂D) → C0(D), tais que

Φ = S̃gB(ν, θ) + S̃bB(ν, θb)

Desta forma, o sistema aproximado, doravante chamado “problema reduzido”, pode

ser escrito como:

Ltθ =
4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′
(
S̃gB(ν, θ) + S̃bB(ν, θb) −B(ν, θ)

)
dν, x ∈ D

εk0
∂θ

∂η
= h(θb − θ) + απ

∫ ν0

0

[B(ν, θb) −B(ν, θ)] dν, x ∈ ∂D

θ = θ0|ε=0 , t = 0

(1.12)

aqui θ0 = T0 e pode depender de ε. Para efeito de nossa análise subsequente,

iremos assumir que a condição inicial θ0 satisfaz uma condição de contorno que
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depende explicitamente de ε. Aqui, nosso principal interesse é desenvolver expansões

assintóticas tanto para o problema reduzido como para o problema original.

Esta aproximação, conhecida como SP1, pertence uma família maior,

das aproximações SPn. Estas aproximações SPn foram primeiramente propostas

em [12] e [13] com a finalidade de simplificar a equação do transporte no contexto

de problemas da engenharia nuclear. Em [2], um análise detalhada deste tipo de

aproximação foi desenvolvida e estimativas são dadas quando ε→ 0. Lá, σ′ = O(ε) e

o termo fonte foi considerado de ordem ε2 junto com condições de Dirichlet. A análise

envolve a introdução de sofisticados corretores via problema de Milne. Em [1], foram

realizadas expansões finitas em harmônicos esféricos a fim de obter um sistema de

ordem arbitrária de equações difusivas acopladas. Aquele trabalho emprega técnicas

computacionais para validar as equações encontradas.

Embora essas aproximações tenham sido desenvolvidas para resolver

problemas estacionários em engenharia nuclear, elas têm sido aplicadas a outras

situações como a teoria de transporte radiativo (veja [18]) Em [11], uma generaliza-

ção para as equações de transporte radiativo dependentes do tempo é apresentada

para tais aproximações.

Aproximações SPN de alta ordem foram usadam em [17] para modelar

o espalhamento da luz em tecidos biológicos. Neste problema, analisa-se uma fonte

de radiação externa e apenas a interação com meio é considerada. Aproximações de

ordem tão alta como sétima são propostas junto com resultados de simulação.

Um problema muito interessante, que lida com transporte radiativo é

tratado em [16]. Neste artigo, um método de decomposição de domínio é tratado

via análise assintótica e resultados numéricos são apresentados para problemas re-

levantes à fabricação de vidro a fim de validar o método.

Vamos agora descrever em maiores detalhes os problemas discutidos em

nosso trabalho. Não seção 1.1, apresentamos um raciocínio heurístico que dá origem

ao problema reduzido. A condição de fronteira deste problema reduzido depende um
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parâmetro b, cujo valor aproximado é obtido com base num análise aproximada de

fluxo de energia, este valor já fora usado anteriormente como em [18]. No segundo

capítulo, fazemos a expansão assintótica do problema reduzido e no terceiro capítulo,

fazemos a teoria assintótica do problema original.

A análise assintótica é realizada através do método das perturbações

singulares (veja [21, 15]), ou seja, introduzimos variáveis reescaladas proxímo à fron-

teira e próximo aos dados iniciais. Os principais resultados são estimativas pontuais

de aproximação paras as expansões de ambos os problemas, o problema reduzido e

o original, bom como um teorema de aproximação entre esses dois problemas em

norma L1 dado na seção 5.2.

Mencionamos que o termo de ordem zero é de fato dado pela assim

chamada aproximação de Rosseland, que é a solução da seguinte equação:

Ltθ
(0) = 4π

∫∞
ν0

1
λ′
△B(ν, θ(0))dν, x ∈ D, t > 0

θ(0) = θ0, x ∈ D, t = 0

θ = θb, x ∈ ∂D.

(1.13)

As expansões de primeira ordem de ambos os problemas conduzem à

mesma equação linear parabólica com condições de contorno dadas por critérios de

compatibilidade entre a expansão no interior e a expansão próxima à fronteira. O

parâmetro livre b supracitado precisa ser ajustado de forma a que ambas as equações

se tornem idênticas. O valor exato desse parâmetro b é dado pela solução de uma

complicada equação algébrico-diferencial. Na seção 4.1, mostramos que uma solução

aproximada a dois momentos desta equação fornece um valor de b idêntico ao obtido

anteriormente e na seção 4.2, resolvemos numericamente a equação e comparamos

com o valor aproximado que já havia sido obtido.

No capítulo 5, coletamos uma série de resultados sobre existência de

soluções, estimativas de decaimento e aproximação para diversos problemas que

surgem ao longo da análise assintótica.
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O resultado da aproximação é dado no teorema 4.0.2 que estabelece que

o problema reduzido aproxima o problema original no espaço L1, i.e.:

‖T (x, t) − θ(x, t)‖L1
≤ Cε2, 0 ≤ t <≤ tf , C(tf )∥∥∥Î(x, t) − 4πΦ(x, t)

∥∥∥
L1

≤ Cε2, 0 ≤ t <≤ tf , C(tf ).

Este resultado depende da existência de uma solução positiva para b. Igualmente,

este resultado depende de estimativas semelhantes tanto para o problema reduzido

como para o problema original, que são dados nos teoremas 2.21 e 3.4.1. Observamos

que um tipo similar de estimativa integral foi estabelecido em [2] para o problema

assintótico lá tratado. Deve ser notado que as estimativas que obtemos em várias

provas explodem quando ρ tende a 1, o que poderia bem indicar a necessidade de

análises assintóticas adicionais na variável 1−ρ, mas, como deve ser dito, não temos

ideia de como seguir tal análise.

A expansão do problema original próximo à fronteira conduz um pro-

blema de transporte radiativo unidimensional definido na semi-reta, cuja solução

é obtida via uma mudança de variáveis que o transforma em uma equação elíp-

tica íntegro-diferencial semelhante ao problema que surge da expansão do problema

reduzido. A teoria de existência de soluções para estes problemas é obtida via a

demonstração de um lema abstrato que repousa da teoria de operadores em espaços

de Hilbert. Estes problemas possuem interesse em si, já que permitem a construção

de uma teoria de existência sem qualquer condição sob ρ, salvo 0 ≤ ρ ≤ 1. Isto

pode ser feito porque não precisamos lidar em uma dimensão com as dificuldades

geométricas encontradas no problema original definido em uma região convexa de

R3. De fato, numa região convexa, não se pode limitar por baixo a distância en-

tre duas reflexões, ao contrário do caso unidimensional. Além disso, o problema

bidimensional é suficientemente simples para que as características possam ser ex-

plicitamente calculadas mesmo após reflexão, o que se torna impraticável em uma

região convexa geral.
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1.1 Derivação heurística do problema reduzido

O problema original é dado pelo seguinte sistema de equações:

LtT = κ′

ε2

∫∞
ν0

(
Î − 4πB(ν, T )

)
dν, x ∈ D, t > 0

εk0
∂T
∂η

= h(θb − T ) + απ

∫ ν0

0

[B(ν, Tb) −B(ν, T )] dν, x ∈ ∂D, t > 0

T (x, 0) = T0(x, ε), x ∈ D, t = 0

εΩ · ∇I + λ′I = σ′

4π
Î + κ′B(ν, T ), x ∈ D, t > 0

I(Ω) = ρI(Ω′) + (1 − ρ)B(ν, Tb), x ∈ ∂D, t > 0

(1.14)

Supomos que este problema assume uma expansão assintótica em ε.

Para pontos longe da fronteira, assumimos ainda a seguinte expansão regular:

B = B(ν, θ) =
N∑

k=0

εkBk + o(εN+1)

e

I =
N∑

k=0

εkIk + o(εN+1)

Substituindo em (1.10), obtemos a seguinte equação para os termos Ik
[
λ′I0 −

σ′

4π
Î0 − κ′B0

]
+ ε

∞∑

k=0

εk

[
(Ω · ∇)Ik + λ′Ik+1 −

σ′

4π
Îk+1 − κ′Bk+1

]
= 0

O termo de ordem zero é satisfeito se e somente se I0 = B0. Integrando os termos

de ordem k > 0, encontramos a seguinte condição de existência:

1

4π
Îk+1 = Bk+1 −

1

4πκ′
K [(Ω · ∇)Ik] , KI :=

∫

S2

IdΩ

substituindo esta expressão no termo original, temos

(Ω · ∇)Ik + λ′Ik+1 +
σ′

4πκ′
K [(Ω · ∇)Ik] − λ′Bk+1 = 0

e, resolvendo para Ik+1, obtemos

Ik+1 = Bk+1 −
σ′

4πλ′κ′
K [(Ω · ∇)Ik] −

1

λ′
(Ω · ∇)Ik.

Como K [(Ω · ∇)I0] = K [(Ω · ∇)B0] = 0, podemos calcular para k = 0:

I1 = B1 −
1

λ′
(Ω · ∇)B0.
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E do fato que K [(Ω · ∇)I1] = −K [(Ω · ∇)2B0] = − 4π
3λ′

△B0, temos para k = 1:

I2 = B2 +
σ′

3λ′2κ′
△B0 −

1

λ′
(Ω · ∇)B1 +

1

λ′2
(Ω · ∇)2B0

Esta expansão sugere que, longe da fronteira ∂D, a seguinte relação é

válida:
1

4π
K [I −B] = ε2 1

3κ′λ′
△B0 +O(ε3) (1.15)

independentemente de termos de mais alta ordem em B. Deve ficar claro que esta

expansão não leva em consideração a condição de contorno dada por (1.5). A fim

de continuar a nossa análise, vamos assumir que

B0 = B(ν, θb), x ∈ ∂D

e permitir um pouco mais de liberdade à expansão assintótica, escrevendo os termos

como funções de x,Ω e ε

I =
∞∑

k=0

Ik(x,Ω, ε)

Vamos também enfraquecer (1.15) e escrever simplesmente

1

4πε2
K [I −B] = g = Î2 + εÎ3 + . . . .

Obtemos então a seguinte expressão para a intensidade total:

εΩ · ∇I +
λ′

ε
I =

λ′

4π
Î − ε2κ′g

A expansão interior desta equação é dada por

0 =
[
λ′(I0 − 1

4π
Î0)
]

+ ε1
[
Ω · ∇I0 + λ′(I1 − 1

4π
Î1)
]

+ ε2
[
Ω · ∇I1 + λ′(I2 − 1

4π
Î2) + κ′g0

]

+
∞∑

k=1

εk+1

[
Ω · ∇Ik + λ′(Ik+1 −

1

4π
Îk+1) + κ′gk−1

]
.
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O termo de ordem 0 desta expansão implica I0 = Î0, o que acontece

quando I0 não depende de Ω. A aproximação de ordem 1 é satisfeita com I1 =

− 1
λ′

Ω · ∇I0. Integrando em Ω o termo de segunda ordem, encontramos a seguinte

condição a ser satisfeita:

− 1

3λ′
△I0 = −k′g0 = −k′

(
I0 −B0

ε2
+

1

4π
Î2

)

o que resulta em:

− 1

λ′
(Ω · ∇)2 I0 + λ′

(
I2 −

1

4π
Î2

)
− k′

(
I0 −B0

ε2
+

1

4π
Î2

)
= 0

ou, resolvendo para I2:

I2 = Î2 +
1

λ′2

[
(Ω · ∇)2 − 1

3
△
]
I0.

Onde, escolhendo Î2 = 0, temos a seguinte aproximação, Ia, para I:

Ia =

{
1 − ε

λ′
(Ω · ∇) +

ε2

λ′2

[
(Ω · ∇)2 − 1

3
△
]}

I0

com 1
4π
Îa = I0 = Φ satisfazendo

(
− ε2

3λ′
△ + κ′

)
Φ = κ′B. (1.16)

Agora, precisamos introduzir condições de contorno para o problema

reduzido (1.16). Para tal, substituimos I = Ia + Ψ em (1.5) e obtemos:

0 = Ψ(Ω) − ρΨ(Ω′)

+ ε0(1 − ρ) [Φ −B]

+
ε

λ′
[Ω − ρΩ′] · ∇Φ

+
ε2

λ′2

[
(Ω · ∇)2 − ρ(Ω′ · ∇)2 +

ρ− 1

3
△Φ

]
.

Aqui, Ψ representa o erro de aproximação. Note que não é possível satisfazer exata-

mente os termos de ordem superior a zero em todas as direções Ω. Com o objetivo

de satisfazer a condição de ordem zero, supomos que: Φ:

Φ −B = O(ε), uniformemente quando ∂D quando ε→ 0 (1.17)
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Então para resolver o termo de ordem um, assumimos que Φ satisfaz

bε
∂Φ

∂η
= B − Φ (1.18)

o valor de b – que supomos positivo – deve ser escolhido de tal forma que KΨ é

pequeno perto da fronteira.

O problema reduzido assume, portanto, a seguinte forma:

(
− ε2

3λ′κ′
△ + 1

)
Φ = B(ν, θ), x ∈ D

bε
∂Φ

∂η
+ Φ = B(ν, θb), x ∈ ∂D

(1.19)

onde θb = Tb é temperatura exterior.

Na seção 1.2, apresentamos um raciocínio físico e heurístico para a

obtenção da constante b.

1.2 Condições de contorno para o problema reduzido

Nesta seção, propomos comparar a troca total de calor através da fron-

teira devida a efeitos radiativos em ambos os modelos. No problema original, esta

quantidade é dada por:

QR =
κ′

ε2

∫

D

∫ ∞

ν0

(
Î − 4πB(ν, T )

)
dνdx

=
4π

ε

∫

∂D

∫

Ω·η>0

∫ ∞

ν0

(1 − ρ(−Ω · η)) [B(ν, Tb) − I(x,Ω)] (Ω · η)dνdΩdS(x)

e no problema reduzido por:

Q′
R =

4πκ′

ε2

∫

D

∫ ∞

ν0

(Φ −B(ν, θ)) dνdx

=
4π

3λ′

∫

D

∫ ∞

ν0

△Φdνdx =
4π

3λ′

∫ ∞

ν0

∫

∂D

∂Φ

∂η
dS(x)dν.



21

Neste momento é natural comparar os termos de ordem zero e um nas expressões

de QR e Q′
R, quando

I =

{
1 − ε

λ′
(Ω · ∇) +

ε2

λ′2

[
(Ω · ∇)2 − 1

3
△
]}

Φ

e encontrar
1

3λ′
∂Φ

∂η
=
ρ1

ε
[B(ν, θb) − Φ] +

ρ2

λ′
∂Φ

∂η
+O(ε) (1.20)

onde

ρk =
1

4π

∫

Ω·η>0

(1 − ρ(−Ω · η)) (Ω · η)kdΩ =
1

2

∫ π/2

0

(1 − ρ(− cos γ)) cosk γ sin γdγ

=
1

2

∫ 1

0

(1 − ρ(−µ))µkdµ, k = 1, 2, 3.

e usamos o fato que

1

4π

∫

Ω·η>0

(1 − ρ(−Ω · η)) (Ω · η)(Ω · ∇)dΩ = ρ2η · ∇

E, simplificando, chegamos finalmente em

Φ + bε
∂

∂η
Φ = B(ν, θb)

com

b =
1

3λ

1 − 3ρ2

ρ1

=
1 + 3r2
1 − 2r1

· 2

3λ′

onde

rk =

∫ 1

0

ρ(−µ)µkdµ, k = 1, 2, 3

Note que ρ2 ≤ 1
2

∫ 1

0
µ2dµ = 1

6
, o que implica a positividade de b. Este valor é

exatamente o mesmo fornecido por [18]. Na seção 4, mostramos que o valor exato

de b deve ser obtido através de uma complicada equação algébrico-operacional. Na

seção 4.1, mostramos que a expressão b = 1
3λ

1−3ρ2

ρ1
= 1+3r2

1−2r1
· 2

3λ′
resolve uma versão

aproximada desta equação e na seção 4.2, fornecemos valores numéricos para b.
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1.3 Camadas de fronteira

Com o objetivo de desmonstrar alguns resultados envolvendo funções

de camada de fronteira, introduzimos as seguintes definições:

E := {x ∈ D : dist (x, ∂D) < ℓ0/2}

F := {x ∈ D : dist (x, ∂D) < ℓ0} ,

onde ℓ0 é um número positivo tal que dentro da região F , cada ponto x pode ser

escrito na forma de coordenadas (ζ, w) onde ζ := dist (x, ∂D) e w pertence a ∂D.

Denotamos a variável reescalada y definida como y := ζ/ε. A função suave de corte

ξ(x) satisfaz 0 ≤ ξ(x) ≤ 1 e:

ξ(x) =





1, x ∈ E

0, x ∈ D\F.
(1.21)

Também assumimos que dentro de F , ξ(x) depende apenas da distância ζ, isto é:

w · ∇ξ = 0, ∀w ∈ ∂D e ζ ∈ [0, ℓ0].

Desta forma, o operador laplaciano admite a seguinte representação:

△f =
1

ε2

∂2

∂y2
f +

1

ε
L1

∂

∂y
f + L2f,

onde L1 e L2 são operadores diferenciais que não envolvem derivadas na variável ζ.

Figura 1.2: Domínio D e sua camada de fronteira F
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2 ANÁLISE ASSINTÓTICA DO PROBLEMA
REDUZIDO

2.1 Aproximação de ordem zero do problema reduzido

Começamos nossa análise considerando que a solução denotada pelo par

(θ(x, t, ε),Φ(x, t, ε)) do problema reduzido dado por:

Ltθ = 4π
ε2

∫∞
ν0
κ′ (Φ −B(ν, θ)) dν, x ∈ D, t > 0

εk0
∂θ

∂η
= h(θb − θ) + απ

∫ ν0

0
[B(ν, θb) −B(ν, θ)] dν, x ∈ ∂D, t > 0

θ(0) = θ0, x ∈ D

(2.1)

onde Φ satisfaz (
− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)
Φ = B(ν, θ), x ∈ D

εb
∂

∂η
Φ + Φ = B(ν, θb), x ∈ ∂D

(2.2)

admite uma aproximação de ordem zero

(θ(x, t, ε),Φ(x, t, ε)) =
(
θ(0)(x, t),Φ(0)(x, t)

)
+O(ε). (2.3)

Notamos que θ(0) não depende de ε, a maior vantagem desta hipótese é que podemos

expandir o termo não-linear B(ν, θ) em séries de Taylor e tratar o sistema como um

sistema de equações linearizadas. A ideia do desenvolvimento é que, ao assumir a

existência de aproximação de ordem zero, seremos capazes de levantar algumas de

suas propriedades e estabelecer condições suficientes para assegurar sua existência.

Não há maneira sistemática de construir tal solução de ordem zero,

uma vez que ela pode não ser uma solução de ordem zero em suas derivadas, isto

é, não estamos pressupondo que (∇θ,∇Φ) → (∇θ(0),∇Φ(0)) quando ε tende a zero.

Assim, procedemos heuristicamente e observamos que
(
− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)
Φ = B(ν, θ),

o que sugere que Φ(0) = B(ν, θ(0)) longe da fronteira. Isso conduz à seguinte equação



24

parabólica:

Ltθ
(0) =

4π

3

∫ ∞

ν0

1

λ′
△B(ν, θ(0))dν, x ∈ D, t > 0

θ(0) = θb, x ∈ ∂D, t > 0

θ(0)(x, 0) = θ
(0)
0 (x), x ∈ D, t = 0

(2.4)

Esta equação é conhecida como “aproximação de Rosseland"(veja [18]). Para efeitos

de nossa análise, vamos impor restrições à condição de contorno θb e à condição

inicial, θ0, para garantir que (2.4) tenha uma solução tão regular quanto necessário

para nossa análise subsequente. Para conveniência do leitor, faremos uma breve

discussão da teoria de existência para a equação de Rosseland baseada em [20] na

seção 5.1. Na seção, 5.4.1, provamos que a solução
(
θ(0),Φ(0)

)
do problema de

Rosseland é uma aproximação de ordem zero para a solução do problema reduzido.

2.2 Expansão de Taylor em torno da aproximação de

Rosseland

Expandimos (5.2)-(5.3) em torno de
(
θ(0), φ(0)

)
usamos as séries de Tay-

lor de B(ν, θ) de θ:

B(ν, θ) = B(ν, θ(0) + εθ(1) + ε2θ(2) + ε3wθ)

= B(ν, θ(0)) + εβ1θ
(1) + ε2

[
β1θ

(2) +
1

2
β2θ

(1)2
]

+ ε3

[
β1θ

(1) + β2θ
(1)θ(2) +

1

6
β3θ(1)3

]

+ ε4

[
β2θ

(1) +
1

2
β2θ

(0)θ(2)2 +
1

2
β2θ

(1)2θ(2) +
1

24
β4θ

(0)θ(1)4
]

+ O(ε5)

onde nós usamos as seguintes definições:

βk(x, ν) =
∂k

∂θk
B(ν, θ(0)(x)), β̂k =

∫ ν0

0

βkdν, e γk =

(
1 +

4πβ̃k

3λ′k0

)
. (2.5)
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Aqui notamos
4πγk

3λ′k0

∂

∂x

(
γ−1

k βk

)
=

4πβ̃k+1

3λ′k0 + 4πβk

∂

∂x
θ(0) (2.6)

onde x substitui qualquer variável (espacial ou temporal). Será conveniente definir

h∗ da seguinte forma:

h∗ := h+ απ

∫ ν0

0

∂

∂θ
B(ν, θ(0))dν > h

Substituímos θ = θ(0) + εθ(1) + ε2θ(2) +O(ε3) e Φ = Φ(0) + εΦ(1) + ε2Φ(2) +O(ε3) em

(5.2-5.3) e obtemos:

Lt

(
θ(0) + εθ(1) + ε2θ(2)

)

=
4π

3

∫ ∞

ν0

1

λ′
△
(
Φ(0) + εΦ(1) + ε2Φ(2)

)
dν +O(ε3), x ∈ D, t > 0

εk0
∂
∂η

(
θ(0) + εθ(1) + ε2θ(2)

)

= h
(
θb − θ(0)

)
+ απ

∫ ν0

0

(
B(ν, θ) −B(ν, θ(0)

)
dν

−εh∗θ(1) − ε2h∗θ(2) − απ

2
ε2β̂2θ

(1)2 +O(ε3), x ∈ ∂D, t > 0

θ(0) + εθ(1) + ε2θ(2) = θ
(0)
0 + εθ

(1)
0 + ε2θ

(2)
0 , x ∈ D, t = 0

(2.7)

e (
− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)(
Φ(0) + εΦ(1) + ε2Φ(2)

)
=

β0 + εβ1θ
(1) + ε2

[
β1θ

(2) + 1
2
β2θ

(1)2
]
, x ∈ D, t > 0

εb ∂
∂η

(
Φ(0) + εΦ(1) + ε2Φ(2)

)
=

B(ν, θb) −
(
Φ(0) + εΦ(1) + ε2Φ(2)

)
+O(ε3), x ∈ ∂D, t > 0.

(2.8)

Continuamos a construção da expansão do problema reduzido usando

técnicas descritas em [15] e [21], que consiste basicamente em construir funções

representando o comportamento longe da fronteira, o comportamento perto da fron-

teira e, finalmente, perto da condição inicial.
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2.3 Expansão de primeira ordem do problema reduzido

A expansão no interior de (2.8) e (2.7) é facilmente realizada coletando

os termos de mais baixa ordem em ε:

Ltθ
(1)
i =

4π

3

∫ ∞

ν0

1

λ′
△Φ1

i dν, x ∈ D, t > 0

θ
(1)
i = θ

(1)
b , x ∈ ∂D, t > 0

θ
(1)
i = θ

(1)
0 , x ∈ D, t = 0

Φ
(1)
i = β1θ

(1), x ∈ D, t > 0

(2.9)

Esta é uma equação linear parabólica em θ(1) com condições de fronteira do tipo

Dirichlet. O valor de θ(1)
b será definido subsequentemente baseado em um critério de

compatibilidade entre as expansões no interior e próximo à fronteira.

Se subtraímos de (2.7)-(2.8) os termos internos definidos por (2.9), re-

escrevemos as equações no sistema de variáveis reescaladas e coletamos os termos

de mais baixa ordem em ε (veja [15] para detalhes do método), nós obtemos:

−k0
∂2

∂y2 θ
(1)
o =

∫∞
ν0

4π
3λ′

∂2

∂y2 Φ
(1)
o dν, 0 < y <∞

−k0
∂
∂y
θ

(1)
o + h∗θ

(1)
o = −k0

∂
∂η
θ(0) − h∗θ

(1)
b , y = 0

− 1

3κ′λ′
∂2

∂y2
Φ(1)

o + Φ(1)
o = β1(0, ν)θ

(1)
o , 0 < y <∞

−b ∂
∂y

Φ
(1)
o + Φ

(1)
o = −b ∂

∂η
Φ(0) − β1(0, ν)θ

(1)
b , y = 0

(2.10)

Este sistema é complementado com a condição que θ(1)
o e Φ

(1)
o devem convergir para

zero longe da fronteira ∂D. Assim, nós impomos sobre estas funções a seguinte

condição:

lim
y→∞

θ(1)
o (y) = lim

y→∞
Φ(1)

o (y) = 0

Como −k0
∂2

∂2y
θ

(1)
o =

∫∞
ν0

4π
3λ′

∂2

∂2y
Φ

(1)
o dν, sabemos que

θ(1)
o = − 1

3k0

∫ ∞

ν0

4π

λ′
Φ(1)

o dν + c0 + c1y.

As constantes c0 e c1 não dependem de y nem de ε, mas podem variar com w. A

condição de que y deve tender a infinito força a identidade c0 = c1 = 0, de onde Φ
(1)
o
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deve satisfazer a seguinte equação íntegro-diferencial:

− 1

3κ′λ′
∂2

∂y2
Φ(1)

o + Φ(1)
o = −β1(0,ν)

3k0

∫∞
ν0

4π
λ′

Φ
(1)
o dν, 0 < y < ℓ0/ε

−b ∂
∂y

Φ
(1)
o + Φ

(1)
o = gb(ν) := −b ∂

∂η
Φ(0) − β1(0, ν)θ

(1)
b , y = 0

lim
y→∞

Φ
(1)
0 (y) = 0

simultanemente a θ(1)
o = − 1

3k0

∫∞
ν0

4π
λ′

Φ
(1)
o dν com sua condição inicial associada dada

por:

−k0
∂

∂y
θ(1)

o + h∗θ(1)
o = −k0

∂

∂η
θ(0) − h∗θ

(1)
b , y = 0.

Este problema (considerado como uma equação para Φ
(1))
0 /β1(0, ν)) tem uma solução

para cada gb(ν) dada pelo lema 5.3.1 e possui decaimento exponencial devido ao

lema 5.3.2. O problema agora é determinar o valor de θ(1)
b de forma que seja possível

que tanto a condição de contorno em θ
(1)
o e Φ

(1)
o sejam satisfeitas. Para fazer isso,

definimos Nr o funcional que liga a função gb(ν) ao valor de −k0
∂
∂y
θ

(1)
o + h∗θ

(1)
o em

y = 0 dado pela solução da equação linear. Em termos de Nr, a condição inicial sob

θ
(1)
b implica a seguinte identidade:

−k0
∂

∂η
θ(0) − h∗θ

(1)
b = Nr

[
−b ∂

∂η
Φ(0) − β1(0, ν)θ

(1)
b

]

cuja solução deve ser:

θ
(1)
b =

Nr

(
b ∂

∂η
Φ(0)

)
− k0

∂
∂η
θ(0)

h∗ −Nrβ1(0, ν)
=

Nr (bβ1) − k0

h∗ −Nrβ1(0, ν)

∂

∂η
θ(0). (2.11)

Observamos que Nr é um funcional negativamente monotônico, a prova é idêntica à

do lema 3.3.1.

Notamos que para o caso quando σ′ e κ′ não depende de ν (hipótese

cinza), este problema apresenta uma solução analítica que pode ser calculada intro-

duzindo Φ̃1
o =

∫∞
ν0

Φ1
odν e β̃1 =

∫∞
ν0
β1dν. Então, temos:

− 1

3κ′λ′
∂2

∂y2
Φ̃1

o +

(
1 +

β̃1(0, ν)

3k0

4π

λ′

)
Φ̃1

o = 0, 0 < y < ℓ0/ε

−b ∂
∂y

Φ̃
(1)
o + Φ̃

(1)
o = gb(ν) := −b ∂

∂η
Φ(0) − β̃1(0, ν)θ

(1)
b , y = 0

lim
y→∞

Φ
(1)
0 (y) = 0
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A solução desta equação diferencial é dada por

Φ̃(1)
o = Φ̃(1)

o (0)e−
√

3κ′λ′γ1(0)y

∂

∂y
Φ̃(1)

o = −Φ̃(1)
o (0)

√
3κ′λ′γ1(0)e−

√
3κ′λ′γ1(0)y.

A condição inicial em Φ̃1
o(0) implica a seguinte relação:

Φ̃(1)
o (0)

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

= −b ∂
∂η

Φ̃(0) − β̃1(0)θ
(1)
b .

Usamos o fato que θ(1)
o = − 4π

3k0λ′
Φ̃

(1)
o para obter a seguinte condição sob θ(1)

o (0)

−3k0λ
′

4π
θ(1)

o (0)
(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

= −b ∂
∂η

Φ̃(0) − β̃1(0)θ
(1)
b .

Usamos agora a seguinte relação:

∂

∂η
Φ̃(0)(0) =

∂

∂η

(∫ ∞

ν0

B(ν, θ(0))

)
dν

=

∫ ∞

ν0

β1(0)
∂

∂η
θ(0)dν = β̃1(0)

∂

∂η
θ(0)

para obter

−θ(1)
o (0)

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

+
4π

3k0λ′
β̃1(0)θ

(1)
b = − 4π

3k0λ′
bβ̃1(0)

∂

∂η
θ(0).

A fim de obter uma segunda equação para θ(1)
o (0) e θ(1)

b , partimos da condição inicial

sob θ
(1)
0 dada por −k0

∂
∂y
θ

(1)
o + h∗θ

(1)
o = −k0

∂
∂η
θ(0) − h∗θ

(1)
b e lembramos que como

θ
(1)
o = − 4π

3k0λ′
Φ̃

(1)
o , devemos ter:

θ(1)
o = θ1

o(0)e−
√

3κ′λ′γ1(0)y

∂

∂y
θ(1)

o = −θ1
o(0)

√
3κ′λ′γ1(0)e−

√
3κ′λ′γ1(0)y

ou seja:

(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)
θ(1)

o (0) + h∗θ
(1)
b = −k0

∂

∂η
θ(0).

Assim temos o seguinte sistema linear sob θ(1)
o (0) e θ(1)

b :

 −

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

4π
3k0λ′

β̃1(0)
(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)
h∗




 θ

(1)
o (0)

θ
(1)
b


 =


 − 4π

3k0λ′
bβ̃1(0) ∂

∂η
θ(0)

−k0
∂
∂η
θ(0)




(2.12)



29

cuja solução é dada por:

 θ

(1)
o (0)

θ
(1)
b


 =


 −

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

4π
3k0λ′

β̃1(0)
(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)
h∗



−1 
 − 4π

3k0λ′
bβ̃1(0) ∂

∂η
θ(0)

−k0
∂
∂η
θ(0)





 −

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

4π
3k0λ′

β̃1(0)
(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)
h∗



−1

=

1

det
·


 −h∗ 4π

3k0λ′
β̃1(0)(

k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

) (
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)



onde det =
(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)
h∗ + 4π

3k0λ′
β̃1(0)

(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)

e os valores de θ(1)
b e θ(1)

0 (0) são dados por:

θ
(1)
b = −

k0

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)

+
(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

)
4π

3k0λ′
bβ̃1(0)

(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)
h∗ + 4πβ̃1(0)

3λ′k0

(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

) ∂

∂η
θ(0)

θ(1)
o (0) =

4π
3k0λ′

β̃1 (h∗b− k0)(
b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1
)
h∗ + 4πβ̃1(0)

3λ′k0

(
k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

) ∂

∂η
θ(0)

observamos que θ(1)
b pode ser escrito como:

θ
(1)
b = −

k0 +
k0

√
3κ′λ′γ1(0)+h∗

b
√

3κ′λ′γ1(0)+1

4π
3k0λ′

bβ̃1(0)

h∗ + 4πβ̃1(0)
3λ′k0

k0

√
3κ′λ′γ1(0)+h∗

b
√

3κ′λ′γ1(0)+1

∂

∂η
θ(0)

e, assim, comparamos com (2.11) e temos:

Nr(gb) = −k0

√
3κ′λ′γ1(0) + h∗

b
√

3κ′λ′γ1(0) + 1

4π

3k0λ′

∫ ∞

ν0

gb(ν)dν. (2.13)

2.4 Aproximação de primeira ordem do problema reduzido

2.4.1 Correção perto da condição inicial

Notamos que uma expansão próxima à fronteira de θ pode não satisfazer

a condição inicial θ(1)
o = 0 e por esta razão, introduzimos um termo corretor, θ(1)

τ ,
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que é definido como a solução do seguinte problema parabólico linear:

∂
∂τ
θ

(1)
τ − k0

∂2

∂2y
θ

(1)
τ = 0, y > 0, t > 0

θ
(1)
τ = −θ(1)

o , t = 0, y > 0

− ∂
∂y
θ

(1)
τ + h∗θ

(1)
τ = 0, y = 0, t > 0

lim
y→∞

θ(1)
τ = 0, t > 0

2.4.2 Estimativas de erro para o problema reduzido

Definimos Φa e θa com o objetivo de estimar o erro induzido pela apro-

ximação de primeira ordem:

Φa = Φi + (Φo + Φτ ) ξ(x) (2.14)

=
(
Φ(0) + εΦ

(1)
i

)
+ εΦ(1)

o ξ(x)

e (2.15)

θa = θi + (θo + θτ ) ξ(x)

=
(
θ(0) + εθ

(1)
i

)
+
(
εθ(1)

o + εθ(1)
τ

)
ξ(x) (2.16)

Lembramos que ξ(x) é uma função de corte definida por (1.21). Por construção,

temos que para t > 0 e dist (x, ∂D) > ℓ0 Ltθa −
∫∞

ν0

4π
3λ′

△Φadν = 0 e na camada de

fronteira, temos:
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Ltθa −
∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△Φadν = −ξ (k0L1 + vr)

∂

∂y

(
θ(1)

o + θ(1)
τ

)

−
∫ ∞

ν0

4π

3λ′

(
ξL1 + 2

∂

∂ζ
ξ

)
∂

∂y
Φ(1)

o dν

− 2k0
∂

∂y
(θ(1)

o + θ(1)
τ )

∂

∂ζ
ξ −

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
L1

∂

∂y
Φ(1)

o dν

+ ε

{
ξ

(
∂

∂t
− k0L2 + vw · ∇

)
θ(1)

o

+ ξ (−k0L2 + vw · ∇) θ(1)
τ

− (k0L1 + vr)
(
θ(1)

o + θ(1)
τ

) ∂
∂ζ
ξ

−
∫ ∞

ν0

4π

3λ′

(
∂

∂ζ
L1 + ξL2

)
Φ(1)

o dνξ

+

(
−k0(θ

(1)
o + θ(1)

τ ) −
∫ ∞

ν0

4π

3λ′
Φ(1)

o dν

)
∂2

∂ζ2
ξ

}
.

(2.17)

Introduzimos θ(2) e θ(3), as soluções das seguintes equações:

−k0
∂2

∂y2 θ
(2) = −ξ (k0L1 + vr)

∂
∂y

(
θ

(1)
o + θ

(1)
τ

)

−
∫∞

ν0

4π
3λ′

(
ξL1 + 2 ∂

∂ζ
ξ
)

∂
∂y

Φ
(1)
o dν

− 2k0
∂
∂y

(θ
(1)
o + θ

(1)
τ ) ∂

∂ζ
ξ −

∫∞
ν0

4π
3λ′
L1

∂
∂y

Φ
(1)
o dν, y > 0, t > 0

e
−k0

∂2

∂y2 θ
(3) = ξ

(
∂
∂t
− k0L2 + vw · ∇

)
θ

(1)
o + ξ (−k0L2 + vw · ∇) θ

(1)
τ

− (k0L1 + vr)
(
θ

(1)
o + θ

(1)
τ

)
∂
∂ζ
ξ

−
∫∞

ν0

4π
3λ′

(
∂
∂ζ
L1 + ξL2

)
Φ

(1)
o dνξ

+
(
−k0(θ

(1)
o + θ

(1)
τ ) −

∫∞
ν0

4π
3λ′

Φ
(1)
o dν

)
∂2

∂ζ2 ξ + k0L1
∂
∂y
θ(2),

ambos se anulando quando y → ∞. Observamos que estas funções foram introduzi-

das para cancelar os termos de ordem zero e um em (2.17) e que eles são uniforme-

mente limitados em ε quando θ(1)
o e Φ

(1)
o pertence a L2 ∩C0. Estes cálculos levam à

seguinte estimativa:

Lt

(
θa + ε2θ(2) + ε3θ(3)

)
−
∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△Φadν = O(ε2), x ∈ D. (2.18)
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Agora nós observamos que a função Φa satisfaz:

(
− ε2

3λ′κ′
△ + 1

)
Φa =





B(ν, θ(0)) + εβ1θ
(1)
i − ε2

3κ′λ′
△
[
β1θ

(0) + εβ1θ
(1)
i

]
, x ∈ D\F

B(ν, θ(0)) + εβ1θ
(1)
i − ε2

3κ′λ′
△
[
β1θ

(0) + εβ1θ
(1)
i

]

− ε3

3κ′λ′
L2(ξΦ

(1)
o ) − ε2

3κ′λ′
L1

∂
∂y

(ξΦ
(1)
o )

− ε
3κ′λ′

∂2

∂y2 (ξΦ
(1)
o ) + ε(ξΦ

(1)
o ), x ∈ F.

(2.19)

Agora usamos o resultado seguinte:

− 1

3κ′λ′
∂2

∂y2
(ξΦ(1)

o ) + (ξΦ(1)
o ) = ξ

[
− 1

3κ′λ′
∂2

∂y2
Φ(1)

o + Φ(1)
o

]

− 2ε
1

3κ′λ′
∂

∂ζ
ξ
∂

∂y
Φ(1)

o

− 2ε2 1

3κ′λ′
∂2

∂ζ2
ξΦ(1)

o

= ξ
[
β1(ν, 0)θ(1)

o

]

− 2ε
1

3κ′λ′
∂

∂ζ
ξ
∂

∂y
Φ(1)

o

− 2ε2 1

3κ′λ′
∂2

∂ζ2
ξΦ(1)

o

como β1(ν, 0)θ
(1)
o = β1(ν, εy)θ

(1)
o + β2(0)O(ε).

Então nós definimos as funções de erro, que representam a diferença

entre a solução do problema reduzido e a aproximação de primeira ordem:

ε2wΦ := Φ − Φa − εΦ2 − ε2Φ3

ε2wθ := θ − θa − ε2θ(2)ξ − ε3θ(3)ξ.

Aqui Φ2 e Φ3 são escolhidos de forma a anular os termo de maior ordem na expansão:
(
− ε2

3λ′κ′
△ + 1

)
wφ =

1

ε2

[
B(ν, θa) −B(ν, θa + ε2wθ)

]
+ β1O(ε2), x ∈ D (2.20)

A constante β1 aqui indica que a estimativa é integrável em ν ∈ (ν0,∞).

As seguintes estimativas são válidas por construção:

ε
∂wθ

∂η
+ h∗wθ = O(1), x ∈ ∂D
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e

b
∂wΦ

∂η
+ wΦ = O(1), x ∈ ∂D

de forma que temos um problema da forma:

Ltwθ −
4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′ (wΦ − β(wθ)) dν = O(1), x ∈ D, t > 0

wθ(0) = O(1), , x ∈ D, t = 0

ε
∂wθ

∂η
+ h∗wθ = O(1), x ∈ ∂D

(
− ε2

3λ′κ′
△ + 1

)
(wΦ) = β(wθ) + β2O(ε), x ∈ D

εb
∂wΦ

∂η
+ wΦ = O(1), x ∈ ∂D

com β(wθ) = 1
ε2 [B(ν, θa) −B(ν, θa + ε2wθ)]

A fim de estabelecer um cota superior para esta equação, definimos a

seguinte supersolução wθ = a(t) e wΦ = β(a(t)) + ε2c(ν) (−εψ(x) + 1), onde ψ(x)

satisfaz:

|ψ(x)| ≤ ψ∞,

△ψ(x) ≥ 1

ε2
e−kζ , x ∈ F

△ψ(x) ≥ −cg, x ∈ D

|εb∂wΦ

∂η
+ wΦ| ≤ cb, x ∈ ∂D

onde k > 0 a ser escolhido e mediante as seguintes condições:

a′(t) − 4π

∫ ∞

ν0

κ′c(ν) (−εψ(x) + 1) dν ≥ O(1), x ∈ D, t > 0

a(0) ≥ O(1), , x ∈ D, t = 0

h∗wθ ≥ O(1), x ∈ ∂D

− ε2

3λ′κ′
△β(a(t)) + ε3c(ν)△ψ + ε2c(ν) (−εψ(x) + 1) ≥ β1O(ε2), x ∈ D

β(a(t)) + ε2c(ν) ≥ O(1), x ∈ ∂D.
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Integrando a inequação a terceira inequação acima, temos a seguinte expressão para

x ∈ D:

−
∫ ∞

ν0

ε2

3λ′
△β(a(t))dν +

∫ ∞

ν0

κ′ε3c(ν)△ψdν +

∫ ∞

ν0

κ′ε2 (−εψ(x) + 1) dν ≥ O(1).

Observamos agora que da definição de β e do fato que

|△Φ1| ≤
Ab

ε
e−k0ζξ + Ag

por consequência da definição em (2.14), temos:
∣∣∣∣
∫ ∞

ν0

1

λ′
△β(a(t))dν

∣∣∣∣ ≤
(
Db

ε
ξ +Dg

)
a(t)

o que conduz às seguintes desigualdades:

a′(t) − 4π

∫ ∞

ν0

κ′c(ν)dν ≥ O(1) ≥ Ca(t) +O(1)

Assim basta escolher a(t) como uma exponencial e estabelecemos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Existem constantes positiva C1 e C2 tais que

‖θ(t) − θa(t)‖C0 ≤ C1e
C2tε2 ‖Φ(t) − Φa(t)‖C0 ≤ C1e

C2tε2 (2.21)



35

3 ANÁLISE ASSINTÓTICA DO PROBLEMA
ORIGINAL

3.1 Expansão assintótica do problema original

Nós agora construiremos uma expansão de primeira ordem para a ex-

pansão para o problema original. Mais uma vez, empregamos basicamente as técni-

cas que usamos para expandir o problema reduzido e procuramos soluções em torno

da aproximação de Rosseland. O problema original é dado por:

LtT := = 1
ε2

∫∞
ν0
κ′
(
Î − 4πB(ν, T )

)
dν, x ∈ D, t > 0

ε∂T
∂η

= h(θb − T ) + απ

∫ ν0

0

[B(ν, Tb) −B(ν, T )] dν, x ∈ ∂D, t > 0

T (x, 0) = T0(x, ε), x ∈ D, t = 0

εΩ · ∇I + λ′I = σ′

4π
Î + κ′B(ν, T ), x ∈ D, t > 0

I(Ω) = ρI(Ω′) + (1 − ρ)B(ν, Tb), x ∈ ∂D, t > 0.

(3.1)

3.2 Expansão longe da fronteira do problema original

Uma vez que temos uma aproximação de ordem zero para o sistema

original, procedemos com a expansão em séries de Taylor no termo não-linear:

B(ν, T ) = B(ν, T (0) + εT (1) + ε2T (2) + ε3wT )

= B(ν, T (0)) + εβ1T
(1) + ε2

[
β1T

(2) + 1
2
β2T

(1)2
]

+ ε3
[
β1T

(1) + β2T
(1)T (2) + 1

6
β3T (1)3

]

+ ε4
[
β2T

(1)T (1) + 1
2
β2T

(0)T (2)2 + 1
2
β2T

(1)2T (2) + 1
24
β4T

(0)T (1)4
]

+O(ε5).
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Assim, a expansão no interior é dada por:

I
(0)
i = B(ν, T (0))

I
(1)
i = β1T

(1)
i − 1

λ′
(Ω · ∇)B(ν, T (0))

I
(2)
i =

[
β1T

(2)
i + 1

2
β2T

(1)
i

2
]

+ σ′

3λ′2κ′
△B(ν, T (0))

− 1
λ′

(Ω · ∇)β1T
(1)
i + 1

λ′2 (Ω · ∇)2B(ν, T (0))

I
(3)
i =

[
β2T

(1)
i T

(2)
i + 1

6
β3T

(1)
i

3
]

+ σ′

3λ′2κ′
△β1T

(1)
i − 1

λ′
(Ω · ∇)I

(2)
i

I
(4)
i =

[
1
2
β2T

(0)
i T

(2)
i

2
+ 1

2
β2T

(1)
i

2
T

(2)
i + 1

24
β4T

(0)
i T

(1)
i )

4
]

+ σ′

4πλ′2κ′
K
[
(Ω · ∇)2I

(2)
i

]
− 1

λ′
(Ω · ∇)I3.

Esta expressão permite-nos calcular os termos de I −B(ν, T ):

1
4πε2 Ii −B(ν, Ti) = 1

3λ′κ′
△B(ν, T (0)) + ε

{
1

3λ′κ′
△β1T

(1)
i

}

+ ε2
{

1
3λ′3κ′

△
[
β1T

(2)
i + 1

2
β2T

(1)
i

2
]

+
(

σ′

9λ′5κ′2 + 1
15λ′5κ′

)
△2B(ν, T (0))

}
.

Observamos que os termos de ordem zero e de primeira ordem obtidos aqui são

idênticos a seus termos análogos no problema reduzido.

LtT
(1)
i =

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△β1T

(1)
i dν, x ∈ D, t > 0

T
(1)
i = T

(1)
b , x ∈ ∂D, t > 0

T
(1)
i = T

(1)
0 = θ

(1)
0 , x ∈ D, t = 0.

(3.2)

3.3 Expansão em torno da fronteira

A expansão em torno da fronteira do problema original consiste em

expandir o problema dado por (3.1) nas variáveis reescaladas (y, w), então subtrair

a aproximação no interior e coletar os termos de menor ordem em ε

−k0
∂2

∂y2T
(1)
o =

∫ ∞

ν0

κ′
(
Î

(1)
0 − 4πβ1T

(1)
o

)
dν, y > 0

− ∂
∂y
T

(1)
o + h∗T

(1)
o = fb := − ∂

∂η
T (0) − h∗T

(1)
b , y = 0

−µ ∂
∂y
I

(1)
o + λ′I

(1)
o = σ′

4π
Î + κ′β1T

(1)
o , y > 0

I
(1)
o (0, µ) − ρI

(1)
o (0,−µ) = (ρ− 1)β1T

(1)
b

+ 1
λ′

(Ω + ρΩ′) · ∇B(ν, T (0)), y = 0, µ < 0.

(3.3)
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O sistema deve ser complementado com condições nulas no infinito, isto

é:

lim
ε→0

I(1)
o (x/ε) = lim

ε→0
T (1)

o (x/ε) = 0, ∀x > 0.

Primeiramente, deve-se notar que este problem depende de Ω mas pos-

sui derivadas apenas na variável y. Esta dificuldade pode ser minimizada escrevendo

Ω = µη +
√

1 − µ2Ω⊥ e tomando médias em Ω⊥. Assim, temos:

1

2π

∫

S1

ΩdΩ⊥ = µη

Definimos I como

I = 1
2π

∫
S1 I

(1)
o dΩ⊥

Î =
∫

S2 I
(1)
o dνdΩ = 2π

∫ 1

−1
Idµ

de forma que o problema assume a seguinte forma (quando ε→ ∞):

−k0
∂2

∂y2T
(1)
o =

∫ ∞

ν0

κ′
(
Î − 4πβ1T

(1)
o

)
dν, y > 0

− ∂
∂y
T

(1)
o + h∗T

(1)
o = fb := − ∂

∂η
T (0) − h∗T

(1)
b , y = 0

−µ ∂
∂y
I + λ′I = σ′

4π
Î + κ′β1T

(1)
o , y > 0

I(0, µ) − ρI(0,−µ) = gb := (ρ− 1)β1T
(1)
b

+ µ(1 + ρ) 1
λ′
β1

∂
∂η
T (0), y = 0, µ < 0

com condições de contorno nulas quando y → ∞:

lim
y→∞

I = 0 , lim
y→∞

T (1)
o = 0 e lim

y→∞

∂

∂y
T (1)

o = 0

aqui β1 é dado pelo seu valor na fronteira. Agora note que o fluxo de energia , j(y) :=

−
∫∞

ν0

∫ 1

−1
µI(y, µ)dµdν− k0

2π
∂
∂y
T

(1)
o é constante e, portanto, nulo. Multiplicando essa

equação com derivada em I por µ
λ′

e integrando, obtém-se:

∫ ∞

ν0

∫ 1

−1

µ2

λ′
∂

∂y
Idµdν =

∫ ∞

ν0

∫ 1

−1

µIdµdν = − k0

2π

∂

∂y
T (1)

o

de forma que integramos esta última expressão em [y,∞] e obtemos:
∫

ν0

∫ 1

−1

µ2

λ′
I(y, µ)dµdν = − k0

2π
T (1)

o (y).
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Portanto o sistema (3.3) pode ser escrita como uma simples equação em I(µ, y),

como a seguir:

−µ ∂
∂y
I + λ′I = σ′

2

∫ 1

−1
Idµ′ − 2πκ′β1

k0

∫
ν0

∫ 1

−1
µ2

λ′
Idµdν, y > 0

I(µ) − ρI(−µ) = gb(µ, ν), y = 0, µ < 0

lim
y→∞

I(y, µ) = 0.

(3.4)

Esta equação pode ser reescrita na forma de uma equação integral como segue:

I(y, µ, ν) =





(
−ρ(µ) 1

µ

∫∞
0
q(s, ν)eλ′s/µds+ gb(µ, ν)

)
eλ′y/µ

− 1
µ

∫ y

0
q(s, ν)eλ′(y−s)/µds, µ < 0,

1
λ′
q(y), µ = 0,

1
µ

∫∞
y
q(s, ν)eλ′(y−s)/µds, µ > 0

(3.5)

onde

q(y, ν) =
σ′

2

∫ 1

−1

Idµ′ − 2πκ′β1

k0

∫ ∞

ν0

∫ 1

−1

µ′2

λ′
Idµ′dν ′

Agora, nós olhamos para os valores de J(y, µ, ν) := λ′

κ′β1
(I(y, µ, ν) + I(y,−µ, ν))

para µ < 0, então (3.5) tem a forma característica da função de Green de problema

elíptico unidimensional, o que significa que J deve satisfazer o seguinte problema:
(
− µ2

λ′2
∂2

∂y2
+ 1

)
J(y, µ) =

2

κ′β1

q(y) (3.6)

µ

λ′
(1 + ρ)J ′(0, µ) + (1 − ρ)J(0, µ) =

2λ′

κ′β1

gb(µ, ν)

lim
y→∞

J(y, µ) = 0

onde q(y) é escrito em termos de uma incógnita J as:

q(y, ν) =

∫ ∞

ν0

∫ 0

−1

[
σ′

2
δ0(ν − ν0) −

2πκ′β1

k0

]
κ′β1

λ′
J(y, µ, ν)dµ′dν ′.

onde δ0(ν) denota a distribuição delta. Agora aplicamos os lemas 5.3.1 e 5.3.2 com

ξ = (µ, ν), X = [−1, 0)×[ν0,∞) e dξ = dνdµ para obter um solução com decaimento

exponencial para (3.6).

Exatamente como para o problema reduzido, precisamos agora de-

terminar o valor de T
(1)
b que satisfaz ambas as condições iniciais em T

(1)
o e I

(1)
o .
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Com objetivo de fazer isso, definimos N a função que mapeia gb(ν) ao valor de

−k0
∂
∂y
T

(1)
o + h∗T

(1)
o em y = 0. Em termos de N , T (1)

b deve resolver:

−k0
∂

∂η
T (0) − h∗T

(1)
b = N

[
(ρ− 1)β1T

(1)
b + (1 + ρ)

µ

λ′
β1

∂

∂η
T (0)

]

Cuja solução é dada:

T
(1)
b =

−N
(
µ(1 + ρ)β1(0,ν)

λ′

)
− k0

h∗ −N ((1 − ρ)β1(0, ν))

∂

∂η
θ(0). (3.7)

Observamos agora que esta expressão está bem definida dado que o funcional N é

negativamente monotônico, ou seja, se gb ≥ 0 então Ngb ≤ 0, isso é consequência do

seguinte lema:

Lema 3.3.1. O funcional N é negativamente monótono, i.e., gb ≥ 0 implica fb ≤ 0.

Demonstração. A fim de dar uma prova independente deste fato, olhamos para a

equação da temperatura na seguinte forma:

− k0

4π

∂2

∂y2
T (1)

o +

∫ ∞

ν0

κ′β1T
(1)
o dν = κ′

(
PgT

(1)
o + PbGb

)
.

Onde os operadores Pg e Pb são definidos como

Pb =

∫ ∞

ν0

(
1 −

∫ 0

−1

σ′

2
Kξdµ

)−1

dν e

Pg =

∫ ∞

ν0

κ′β1

(
1 −

∫ 0

−1

σ′

2
Kξdµ

)−1 ∫ 0

−1

Kµdµdν.

O operador Kξ é definido conforme no lema 5.3.1 e lembramos que ξ = (µ, ν). O

operador Kξ preserva positividade uma vez que seu núcleo é uma função positiva. A

propriedade de preservar positividade do operador Pg é devida à sua representação

em série de Taylor com coeficientes positivos

Agora olhamos para a função TL
a definido no segmento 0 ≤ y ≤ L para

L > 0 como a solução de

− k0

4πκ′

∂2

∂y2T
L
a + β̃1T

L
a = PgT

L
a + PbGb

TL
a = fb

∂
∂y
TL

a (L) = 0
(3.8)
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com extensão de TL
a para y > L nula. Agora escrevemos TL

a (L) como uma função

de fb e gb, que consideramos independentes :

Ta(L) = BL
f fb +BL

g gb = BL
f Ngb +BL

g gb = (BL
f ◦N +BL

g )gb

aqui BL
F e BL

G são ambos operadores que resolvem (3.8) Do princípio do máximo

(ver lema 5.5.3) e do decaimento exponential de T (1)
o , sabemos que

lim
L→∞

sup
0≤y≤L

|T (1)
o (y) − TL

a (y)| = 0.

Agora fazemos L→ ∞ e vemos T (1)
o como o limite de Ta, então devemos ter:

0 = lim
L→∞

(
TaB

L
f Ngb +BL

g gb

)
= (BL

f ◦N +BL
g )gb.

Como ambos BL
f e BL

g são positivos, N deve ser negativo.

3.4 Estimativas para o erro do problema original

A expansão em torno da fronteira da incógnita T é uma função de

camada de fronteira que não satisfaz a condição To = 0. Este fato nos conduz a

introduzir T (1)
τ , uma função corretora dada pela solução de:

∂
∂τ
T

(1)
τ − k0

∂2

∂2y
T

(1)
τ = 0, y > 0, t > 0

T
(1)
τ = −T (1)

o , t = 0, y > 0

− ∂
∂y
T

(1)
τ + h∗T

(1)
τ = 0, y = 0, t > 0

lim
y→∞

T (1)
τ = 0, t > 0.
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Usamos Ta :=
(
T

(0)
i + T

(1)
i

)
+ ξ(x)

[
T0 + εT

(1)
τ

]
e Ia :=

(
I

(0)
i + I

(1)
i

)
+

ξ(x)I0 onde os valores de I(j)
i e T (j)

i são dados pela expansão no interior:

LtTa +
1

ε

∫ ∞

ν0

∫

S2

Ω · ∇IadΩdν = ε

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△
(
β1T

(1)
i

)
dν

+ −k0

ε

(
ξ
∂2

∂y2
T (1)

o + ε
∂ξ

∂ζ

∂

∂y
T (1)

o + ε2 ∂
2ξ

∂ζ2
T (1)

o

)

+

{
k0L1ξ

∂

∂y
(T (1)

o ) + εk0L1
∂ξ

∂ζ
T (1)

o + vr
∂

∂y
(ξT (1)

o )

}

+ ε

{
∂

∂t
T (1)

o + L2T
(1)
o + vw · ∇T (1)

o

}
ξ

+

∫ ∞

ν0

∫

S2

[(
ξ
1

ε
µ
∂

∂y
+ µ

∂ξ

∂ζ
+ ξΩ‖ · ∇

)
(I(1)

o )

]
dΩdν

LtTa +
1

ε

∫ ∞

ν0

∫

S2

Ω · ∇IadΩdν = ε

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△
(
β1T

(1)
i

)
dν

+ ε−1

{
−k0ξ

∂2

∂y2
T (1)

o +

∫ ∞

ν0

∫

S2

(
ξµ

∂

∂y

)
(I(1)

o )dΩdν

}

− k0
∂ξ

∂ζ

∂

∂y
T (1)

o + ξvr
∂

∂y
T (1)

o

+

∫ ∞

ν0

∫

S2

[(
µ
∂ξ

∂ζ
+ ξΩ‖ · ∇

)
(I(1)

o )

]
dΩdν

+ ε

{
−k0

∂2ξ

∂ζ2
T (1)

o + k0L1
∂ξ

∂ζ
T (1)

o + vr
∂ξ

∂ζ
T (1)

o

}

+ ε

{
∂

∂t
T (1)

o + L2T
(1)
o + vw · ∇T (1)

o

}
ξ.

Definimos agora T (2) e T (3) como as soluções de

∂2

∂y2
T (2) − k0

∂ξ

∂ζ

∂

∂y
T (1)

o + ξvr
∂

∂y
T (1)

o

+

∫ ∞

ν0

∫

S2

[(
µ
∂ξ

∂ζ
+ ξΩ‖ · ∇

)
(I(1)

o )

]
dΩdν

∂2

∂y2
T (3) = −k0

∂2ξ

∂ζ2
T (1)

o + k0L1
∂ξ

∂ζ
T (1)

o + vr
∂ξ

∂ζ
T (1)

o

+

{
∂

∂t
T (1)

o + L2T
(1)
o + vw · ∇T (1)

o

}
ξ + k0L1

∂

∂y
T (2)
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ambas se anulando quando y → ∞.

Lt

(
Ta + ε2T (2) + ε3T (3)

)
+

1

ε

∫ ∞

ν0

∫

S2

Ω · ∇IadΩdν =

ε

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△
(
β1T

(1)
i

)
dν +O(ε2).

Nós também:

εΩ · ∇Ia + λ′Ia −
σ′

4π
Îa = κ′

[
B
(
ν, T (0)

)
+ εβ1T

(1)
i

]

+ ε2Ω · ∇
(
β1T

(1)
i

)
− ε2 1

λ′
(Ω · ∇)2B(ν, T (0))

+ ε2Ω · ∇(ξI(1)
o ) + ελ′(ξI(1)

o ) − ε
σ′

4π
(ξÎ(1)

o ).

Nós usamos os fatos que

ε2Ω · ∇(ξI(1)
o ) = ε2Ω‖ · ∇(ξI(1)

o ) + ε2 ∂

∂ζ
ξI(1)

o + ξεµ
∂

∂y
I(1)
o

−µ ∂
∂y
I(1)
o + λ′I(1)

o =
σ′

4π
Î(1)
o + κ′β1T

(1)
o

B(ν, T (0)) + εβ1

(
T

(1)
i + T (1)

o

)
= B

(
ν, T (0) + ε

(
θ

(1)
i + T (1)

o

))
+O(ε2)

= B(ν, Ta) +O(ε2)

para obter as seguintes estimativas:

εΩ · ∇Ia + λ′Ia −
σ′

4π
Îa = κ′B(ν, Ta) +O(ε2).

Definimos, então:

ε2wT = T − Ta − ε2T (2) − ε3T (3)

ε2wI = I − Ia − ε2I(2).

Estas estimativas de erro satisfazem:

εΩ · ∇wI + λ′wI −
σ′

4π
ŵI = κ′β̃1wT +O(1).

e

LtwT +
1

ε

∫ ∞

ν0

∫

S2

Ω · ∇wTdΩdν = O(1)
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Sobre a fronteira, a seguinte estimativa é válida por construção:

ε
∂wT

∂η
+ h∗wT = O(1)

wI(µ) − ρwI(µ
′) = O(1), µ > 0.

A partir daqui, o mesmo tipo de análise aplicado na seção anterior

estabelece o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1. A solução (I, T ) do problema original pode ser aproximado por sua

expansão de primeira ordem (Ia, Ta)

‖T (t) − Ta(t)‖C0 ≤ C1e
C2tε2 ‖I(t) − Ia(t)‖C0 ≤ C1e

C2tε2. (3.9)
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4 COMPARAÇÃO ENTRE AS EXPANSÕES
ASSINTÓTICAS

Considere a expansão assintótica de ambos os problemas, o original e o

reduzido:

Ta = T (0) + ε
(
T

(1)
i + ξ(x)T

(1)
o

)
e Ia = I(0) + ε

(
I

(1)
i + ξ(x)I

(1)
o

)

θa = θ(0) + ε
(
θ

(1)
i + ξ(x)θ

(1)
o

)
e Φa = Φ(0) + ε

(
Φ

(1)
i + ξ(x)Φ

(1)
o

) (4.1)

Agora definimos a diferença entre os dois problemas:

Wq =

∫

Ω

(Ta − θa) dx =

∫

Ω

(
T (0) − θ(0)

)
dx+ ε

∫

Ω

(
T

(1)
i − θ

(1)
i

)
dx (4.2)

+ ε

∫

Ω

(
T (1)

o − θ(1)
o

)
ξ(x)dx (4.3)

O termo de ordem zero é sempre nulo, uma vez que tanto T (0) como

θ(0) são dados pela equação de Rosseland.

As funções T 1
i e θ(1)

i são dadas por (2.9):

LtT
(1)
i =

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△
(
β1T

(1)
)
dν, x ∈ D, t > 0

T
(1)
i = T

(1)
b , x ∈ ∂D, t > 0

T
(1)
i = T

(1)
0 = θ

(1)
0 , x ∈ D, t = 0

e

Ltθ
(1)
i =

∫ ∞

ν0

4π

3λ′
△
(
β1θ

(1)
)
dν, x ∈ D, t > 0

θ
(1)
i = θ

(1)
b , x ∈ ∂D, t > 0

θ
(1)
i = θ

(1)
0 , x ∈ D, t = 0

Onde T (1)
b e θ(1)

b são obtidas pelas expansões em torno da fronteira e

dadas pelas equações (2.11) e (3.7):

T
(1)
b =

−N
(
µ(1 + ρ)β1(0,ν)

λ′

)
− k0

h∗ −N ((1 − ρ)β1(0, ν))

∂

∂η
θ(0).
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e

θ
(1)
b =

Nr

(
b ∂

∂η
Φ(0)

)
− k0

∂
∂η
θ(0)

h∗ −Nrβ1(0, ν)
=

Nr (bβ1) − k0

h∗ −Nrβ1(0, ν)

∂

∂η
θ(0).

Este problema leva a uma complicada equação algébrico-operacional, cuja solução

exploramos numericamente na seções 4.2 e 4.1. Um valor aproximado para b é dado

por [18], lá b = 1+3r2

1−2r1
· 2

3λ′
, onde rk =

∫ 1

0
ρ(−µ)µkdµ, k = 1, 2. Este valor foi obtido

heuristicamente na seção 1.2. Na seção 4.1, mostraremos que este mesmo resultado

é consequência de uma aproximação a dois momentos do funcional N . Seguiremos

nossa análise supondo por hipótese que em certas situações, a existência de um valor

positivo de b possa ser estabelecido. A seguir, apresentamos forte evidência computa-

cional de que isso é verdade pelo menos para valores elevados de β̃1 (temperaturas

elevadas), isso é tratado na seção 4.2. Mesmo neste caso, os termos na camada de

fronteira não podem “a priori” ser comparadas. Felizmente, estes termos podem ser

estimados a ordem ε em L1, como segue:

∥∥ξ(x)T (1)
o

∥∥
L1

≤ C

∫ ℓ0

0

e−ζ/εdζ = O(ε).

A mesma estimativa é válida para todas os termos de fronteira como θ(1)
0 . De forma

que podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.0.2. O problema reduzido é uma aproximação de primeira ordem para

o problema original no espaço L1 contanto que exista um valor positivo de b que

satifaça θ(1)
b = T

(1)
b :

‖T (x, t) − θ(x, t)‖L1 ≤ Cε2, 0 ≤ t ≤ tf , C(tf ) (4.4)

(4.5)
∥∥∥Î(x, t) − 4πΦ(x, t)

∥∥∥
L1

≤ Cε2, 0 ≤ t ≤ tf , C(tf ) (4.6)

(4.7)

4.1 Cálculo aproximado do valor de b

Nesta seção, calculamos uma solução aproximada para o problema 3.4

sob a hipótese cinza, ou seja, os coeficientes λ′, κ′ e σ′ são constantes. Assim,



46

queremos uma solução aproximada para

−µ ∂
∂y
Ĩ + λ′Ĩ = σ′

2

∫ 1

−1
Ĩdµ′ − 2πκ′β̃1

k0λ′

∫ 1

−1
µ2Ĩdµ, y > 0

Ĩ(µ) − ρĨ(−µ) =
∫∞

ν0
gb(µ, ν)dν, y = 0, µ < 0

lim
y→∞

Ĩ(y, µ) = 0

(4.8)

Aqui Ĩ(µ, y) =
∫∞

ν0
I(µ, y, ν)dν e β̃1 :=

∫∞
ν0
β1dν.

Buscamos uma solução aproximada da forma Ĩ = I0(y)+µI1(y). Assim,

temos que os três primeiros momentos são dados por:
∫ 1

−1

Ĩdµ = 2I0(y)

∫ 1

−1

µĨdµ =
2

3
I1(y)

∫ 1

−1

µ2Ĩdµ =
2

3
I0(y).

Integrando a equação em Ĩ em µ ∈ [−1, 1], obtemos:

−2

3

d

dy
I1(y) + 2λ′I0(y) = 2σ′I0(y) −

8πκ′β̃1

3k0λ′
I0(y).

se multiplicarmos a mesma equação por µ e integrarmos, temos:

−2

3

d

dy
I0(y) +

2

3
λ′I1(y) = 0.

E simplificando, chegamos à seguinte equação de segunda ordem para I0

− d2

dy2
I0(y) + 3κ′λ′

(
1 +

4πβ̃1

3k0λ′

)
I0(y) = 0.

A solução limitada no infinito desta equação é da forma I0(y) = I0(0)e−
√

3κ′λ′γ′y, o

que implica I1 = 1
λ′

d
dy
I0(y) = −I0(0) 1

λ′

√
3κ′λ′γ′e−

√
3κ′λ′γ′y. Observamos agora que a

condição de contorno assume a seguinte forma:

I0(0)

(
1 − µ

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)
− I0(0)ρ

(
1 + µ

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)
=

∫ ∞

ν0

gb(µ, ν)dν.

Como esta expressão não pode ser satisfeita para todo µ, propomos que ela seja

satisfeita em média. Para tal multiplicamos por µ e integramos em µ ∈ [−1, 0]:

I0(0)

(
−1

2
− 1

3

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)
− I0(0)

(
−r1 + r2

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)

=

∫ 0

−1

µ

∫ ∞

ν0

gb(µ, ν)dνdµ
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o que é equivalente a:

I0(0)

(
1

2
+

1

3

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)
− I0(0)

(
r1 − r2

1

λ′

√
3κ′λ′γ′

)

=

∫ 1

0

µ

∫ ∞

ν0

gb(−µ, ν)dνdµ.

Onde I0((0) pode ser resolvido como:

I0(0) =

[
1

2
− r1 +

(
1

3
+ r2

)
1

λ′

√
3κ′λ′γ′

]−1 ∫ 1

0

µ

∫ ∞

ν0

gb(−µ, ν)dνdµ.

E o funcional N assume a seguinte forma:

N = 2π

∫ 1

−1

µI(0, µ)dµ− 2πh∗

λ′k0

∫ 1

−1

µ2I(0, µ)dµ

= 2π

∫ 1

−1

µ(I0(0) + µI1(0))dµ− 2πh∗

λ′k0

∫ 1

−1

µ2(I0(0) + µI1(0))dµ

= −4

3
πI0(0)

1

λ′

√
3κ′λ′γ′ − 4πh∗

3λ′k0

I0(0)

= −4

3
πI0(0)

1

λ′

(√
3κ′λ′γ′ +

h∗

k0

)

e, portanto, chegamos a:

N = − 4π

3λ′

√
3κ′λ′γ′ + h∗

k0

1
2
− r1 +

(
1
3

+ r2
)

1
λ′

√
3κ′λ′γ′

∫ 1

0

µ

∫ ∞

ν0

gb(−µ, ν)dνdµ.

O valor de T (1)
b se obtém por:

T
(1)
b =

−N
(
µ(1 + ρ)β1(0,ν)

λ′

)
− k0

h∗ −N ((1 − ρ)β1(0, ν))

∂

∂η
θ(0).

Pelo que nos interessamos pelos valores de:

N

(
µ(1 + ρ)

β1(0, ν)

λ′

)
=

4πβ̃1

3λ′2

√
3κ′λ′γ′ + h∗

k0

1
2
− r1 +

(
1
3

+ r2
)

1
λ′

√
3κ′λ′γ′

∫ 1

0

µ2(1 + ρ)dµ

=
4πβ̃1

3λ′2

√
3κ′λ′γ′ + h∗

k0

1
2
− r1 +

(
1
3

+ r2
)

1
λ′

√
3κ′λ′γ′

(
1

3
+ r2

)

e

N ((1 − ρ)β1(0, ν)) = −4πβ̃1

3λ′

√
3κ′λ′γ′ + h∗

k0

1
2
− r1 +

(
1
3

+ r2
)

1
λ′

√
3κ′λ′γ′

∫ 1

0

µ(1 − ρ)dµ

= −4πβ̃1

3λ′

√
3κ′λ′γ′ + h∗

k0

1
2
− r1 +

(
1
3

+ r2
)

1
λ′

√
3κ′λ′γ′

(
1

2
− r1

)
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Munidos destes valores, podemos isolar b na expressão θ(1)
b = T

(1)
b , onde θ(1)

b e T (1)
b

são dadas em (2.11) e (3.7), ou seja:

−N
(
µ(1 + ρ)β1(0,ν)

λ′

)
− k0

h∗ −N ((1 − ρ)β1(0, ν))
=

Nr (bβ1) − k0

h∗ −Nrβ1(0, ν)
.

Resolvemos esta equação para b usando o software Maple 9.01 e obtemos exatamente

a expressão dado na seção 1.2, ou seja:

b =
1

3λ

1 − 3ρ2

ρ1

=
1 + 3r2
1 − 2r1

· 2

3λ′
, rk =

∫ 1

0

ρ(−µ)µkdµ.

Na seção 4.2, discutiremos como este valor se aproxima do valor obtido quando o

funcional N é calculado numericamente com uma melhor aproximação para b.

4.2 Simulação numérica

Resultados de simulação do problema (3.4) são necessários para obter

valores do funcional N e, assim, da constante b. Limitamos-ao ao caso em que os

parâmetros λ′, κ′ e σ′ são constantes (hipótese cinza), ou seja, quando é necessário

resolver o seguinte problema:

−µ ∂
∂y
Ĩ + λ′Ĩ = σ′

2

∫ 1

−1
Ĩdµ′ − 2πκ′β̃1

k0λ′

∫ 1

−1
µ2Ĩdµ, y > 0

Ĩ(µ) − ρĨ(−µ) =
∫∞

ν0
gb(µ, ν)dν, y = 0, µ < 0

lim
y→∞

Ĩ(y, µ) = 0.

Aqui Ĩ(µ, y) =
∫∞

ν0
I(µ, y, ν)dν e β̃1 :=

∫∞
ν0
β1dν.

Esta equação depende de duas variáveis, y e µ, que devem ser dis-

cretizadas. A discretização em µ pode ser realizada através de um esquema de

quadratura numérica, de forma que as integrais envolvidas em (4.8) são substituí-

das por somatórios. Assim, definimos as abscissas (−µN ,−µN−1, . . . , µN−1, µN) e os

pesos (wN , wN−1, . . . , wN−1, wN) e obtemos

∫ 1

−1

(
σ′

2
− 2πκ′β̃1

k0λ′
µ2

)
Ĩ(y, µ′)dµ′ ≈

∑

n

wn

(
σ′

2
− 2πκ′β̃1

k0λ′
µ2

n

)
Ĩ(y, µn) (4.9)
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O termo da direita da equação está bem determinado apenas pelos valores de Ĩ(y, µn)

pelo que definimos

I = (I−N , I−N+1, . . . , IN−1, IN) =
(
Ĩ(y,−µN), Ĩ(y,−µN−1), . . . , Ĩ(y, µN)

)
.

Assim, o problema se torna em um sistema de equações diferenciais ordinárias que

pode ser escrito na seguinte forma:

dI

dy
= MI +

σ′

2
SI + βBI, β :=

2πκ′β̃1

λ′k0

onde

M =




−1
µN

0 · · · 0 0

0 −1
µN−1

· · · 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 · · · 1
µN−1

0

0 0 · · · 0 1
µN




S =




wN

µN

wN−1

µN
· · · wN−1

µN

wN

µN

wN

µN−1

wN−1

µN−1
· · · wN−1

µN−1

wN

µN−1

...
...

...
...

...
−wN

µN−1

−wN−1

µN−1
· · · −wN−1

µN−1

−wN

µN−1

−wN

µN

−wN−1

µN
· · · −wN−1

µN

−wN

µN




B =




−wNµ2
N

µN

−wN−1µ2
N−1

µN
· · · −wN−1µ2

N−1

µNµ2
N

−wNµ2
N

µN

−wNµ2
N

µN

−wN−1µ2
N−1

µN−1
· · · −wN−1µ2

N−1

µN−1µ2
N

−wNµ2
N

µN−1

...
...

...
...

...
wNµ2

N

µN−1

wN−1µ2
N−1

µN−1
· · · wN−1µ2

N−1

µN−1µ2
N

wNµ2
N

µN−1

wNµ2
N

µN

wN−1µ2
N−1

µN−1
· · · wN−1µ2

N−1

µN−1

wNµ2
N

µN




A primeira investigação numérica que fizemos consistiu em verificar o

decaimento exponencial das soluções de (4.8), através dos autovalores da matriz

M + σ′

2
S + βB. Sem perda de generalidade, consideramos λ′ = 1 e fizemos variar

os valores de σ′ e β. Os resultados são mostrados no gráfico (4.1), que mostra o
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valor do menor autovalor da matriz em função de β para vários valores de σ′ em

linhas cheias. As linhas tracejadas indicam o decaimento estimado pelo lema 5.3.2.

Observamos que as simulações sugerem um decaimento ainda mais rápido do que

pudemos provar, embora ambas estimativas concordem com o comportamento geral

quando σ′ e β variam. Estas estimativas se revelam importantes no momento em

que desejarmos truncar o domínio para realizar simulações em um segmento finito.

Figura 4.1: Comparação entre as estimativas analíticas e numéricas para o expoente
de decaimento e a as estimativa dada por simulações numéricas. Lin-
has tracejadas correspondem às estimativas analíticas e linhas cheias, à
simulação numérica. Simulações sugerem decaimento significativamente
mais rápido.

A estimativa analítica do decaimento foi obtida pelo lema 5.3.2, assim

o expoente crítico de decaimento é dado por:

αc =

√
1 −

∫

X

K+(ξ)dξ =

√
1 −

∫ 1

−1

(
σ′

2
− βµ2

)

+

dµ

∫ 1

−1

(
σ′

2
− βµ2

)

+

dµ =





0 σ′ = 0

2σ′

3

√
σ′

2β
2β ≥ σ′

σ′ (1 − 2β
3σ′

)
2β ≤ σ′

Na segunda fase de simulações, estivemos interessados em calcular val-

ores para o operador N através da solução numérica do problema discretizado. Para
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isso, tomamos os momentos pares, ou seja, uk = 1
2
(Ik + I−k), o que equivale a

resolver o sistema elíptico (3.6), que assume a seguinte forma:
(
− ∂2

∂y2
+
λ′2

µ2

)
u =

2λ′

µ2
q(y) (4.10)

µ

λ′
(1 + ρ(µ))u′(0, µ) + (1 − ρ(µ))u(0, µ) = 0, µ < 0

u(L, µ) = 0

onde

q(y) =

∫ 0

−1

(
σ′

2
− 2πκ′β̃1

λ′k0

µ′2
)
J(y, µ′)dµ′ (4.11)

J(y, µ) = u(y, µ) + gb(µ)eλ′y/µ. (4.12)

A discretização na variável µ foi feita com 80 pontos, referentes à dis-

cretização de 20 pontos dos intervalos [0, 1/4], [1/4, 1/2], [1/2, 3/4] e [3/4, 1]. A

variável y foi discretizada em uma malha exponencial formada pelos seguintes pon-

tos:

yj =
h0

c

[
(1 + c)j − 1

]
, j = 0, 1, . . . , N

aqui c é uma constante positiva a ser determinada, h0 é a espessura inicial da malha

dada por h0 = y1 − y0. Definiremos também o comprimento L da malha e hf , a

espessura final da malha:

yN − yN−1 = hf

yN = L.

Da segunda condição, temos:

L =
h0

c

[
(1 + c)N − 1

]

supondo (1 + c)N >> 1, temos:

(1 + c)N ≈ Lc

h0

.

Da primeira condição, temos:

(1 + c)N−1 h0 = hf .
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Substituindo (1 + c)N por Lc
h0

, temos c
1+c

=
hf

L
. Considerado L

hf
>> 1, temos

c ≈ hf

L
.

Logo o termo geral da malha é dado por:

yj = L
h0

hf

[(
1 +

hf

L

)j

− 1

]
.

Escolhemos trabalhar com uma malha de 1500 segmentos (N = 1500), dado

yj = 5 · 10−2
[
(1.004)j − 1

]
, j = 0, 1, ..., 1500.

Assim, a discretização de segunda ordem de (4.10) assume a seguinte

forma:

2ui
j

(xj+1 − xj)(xj − xj−1)
+
λ′2

µ2
ui

j

−
2ui

j−1

(xj − xj−1)(xj+1 − xj−1)
−

2ui
j+1

(xj+1 − xj)(xj+1 − xj−1)
= 2

λ′

µ2
i

qj

O que pode ser simplificado para:
[
λ′2

µ2
+

2

(xj+1 − xj)(xj − xj−1)

]
ui

j =

2ui
j−1

(xj − xj−1)(xj+1 − xj−1)
+

2ui
j+1

(xj+1 − xj)(xj+1 − xj−1)
+ 2

λ′

µ2
i

qj

A condição inicial se discretiza conforme

µi

λ′
(1 + ρi)

[
−x1 + x2

x1x2

ui
0 +

x2

x1(x2 − x1)
ui

1 −
x1

x2(x2 − x1)
ui

2

]
+ (1 − ρi)u

i
0 = 0.

Assim temos um sistema discretizado cuja solução é obtida pelo método

de Gauss-Seidel em um código implemento em linguagem C. Observamos que a dis-

truibuição exponencial de pontos na malha permite calcular as ordenadas mais rápi-

das (com µ próximo de zero) mesmo em domínios de comprimento significativo. No-

tamos que o operador N pode ser expresso em termos dos momentos
∫ 1

−1
µI(0, µ)dµ
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e
∫ 1

−1
µ2I(0, µ)dµ como segue:

N = fb = −k0
∂

∂y
I + h∗T

= 2π

∫ 1

−1

µI(0, µ)dµ− 2πh∗

λ′k0

∫ 1

−1

µ2I(0, µ)dµ

=: −2πN1 −
2πh∗

λ′k0

N2
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Figura 4.2: Valor obtido para o parâmetro b via simulação em função de β com
σ′ = 0, 1 (esquerda) e σ′ = 0, 3 (direita), λ′ = 1 e ρ(µ) = 0, 5 em azul.
Em vermelho, aproximação a dois momentos b = 2.
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Figura 4.3: Valor obtido para o parâmetro b via simulação em função de β com
σ′ = 0, 6 (esquerda) e σ′ = 0, 9 (direita), λ′ = 1 e ρ(µ) = 0, 5 em azul.
Em vermelho, aproximação a dois momentos b = 2.

Observamos que os resultados de simulação sugerem a existência de

valores positivos para b sob a hipótese cinza pelo menos para valores pequenos
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Figura 4.4: Valor obtido para o parâmetro b via simulação em função de β com
σ′ = 0, 1, λ′ = 1 onde ρ(µ) = 0, 5 (esquerda) e ρ(µ) = 0, 7 (direita) em
azul. Em vermelho, aproximação a dois momentos b = 2 (esquerda) e
b = 3, 78 (direita).
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Figura 4.5: Valor obtido para o parâmetro b via simulação em função de β com
σ′ = 0, 1, λ′ = 1 onde ρ(µ) = 0, 9 (esquerda) e ρ(µ) = 0, 95 (direita) em
azul. Em vermelho, aproximação a dois momentos b = 12, 67 (esquerda)
e b = 26 (direita).
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de ρ e σ′ ou valores elevados de β̃1. Observamos que o paramêtro β̃1 é crescente

com a temperatura Tb na fronteira e decrescente com o coeficente de difusão k0.

Isso significa que a aproximação é viável quando o fluxo de energia por radiação

predomina a condução, ou seja, quando as temperaturas são elevadas.
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5 TEORIA DE EXISTÊNCIA

5.1 Teoria de existência para o problema de Rosseland

Nós primeiramente observamos que em (2.4), o termo de segunda ordem

pode ser escrito como:

∇ · (k0∇θ(0)) +
4π

3

∫ ∞

ν0

1

λ′
△B(ν, θ(0))dν = △f(θ(0)) = ∇ ·

(
f ′ (θ(0)

)
∇θ(0)

)

= f ′ (θ(0)
)
△θ(0) + f ′′ (θ(0)

) ∣∣∇θ(0)
∣∣2

Tendo em vista o uso do teorema 6.1 de [20, pg. 452, §6, cap. 5] nós definimos θΓ in

D × {t ≥ 0} como uma extensão de θ(0)
b e θ(0)

0 , ao introduzir a solução do seguinte

problema parabólico auxiliar:

∂
∂t
θΓ + v · ∇θΓ = ∇ · (a0(x)∇θΓ), x ∈ D, t > 0

θΓ = θb, x ∈ ∂D, t > 0

θΓ(x, 0) = θ
(0)
0 (x), x ∈ D, t = 0

(5.1)

aqui a0(x) := f ′
(
θ

(0)
0

)
. Nós também reescrevemos (2.4) na forma usada em [20]:

0 = θt −
3∑

i=1

d

dxi

ai(x, t, θ
(0),∇θ(0)) + a(x, t, θ(0),∇θ(0))

= θt −
3∑

i=1

f ′ (θ(0)
) ∂2θ(0)

∂2xi

+ A(x, t, θ(0),∇θ(0))

onde

ai = f ′ (θ(0)
) ∂

∂xi

θ(0)

a = v · ∇θ(0)

A = v · ∇θ(0) − f ′′ (θ(0)
) ∣∣∇θ(0)

∣∣2

A existência de solução é garantida contanto que θΓ ∈ C2+β,1+β/2(D × {t ≥ 0})
e ∂D ∈ C2+β, esta última condição tendo sido admitida como hipótese. Podemos

também obter maior regularidade da teoria desenvolvida no capítulo IV de [20], se

as derivadas ∂k

∂tk
θ(0) em D e t = 0 (que podem ser obtidas das condições iniciais)

satisfazem as condições de contorno dadas pelo derivada temporal de θb.
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5.2 Teoria de existência do problema reduzido

Nesta seção, estabelecemos uma teoria de existência e unicidade de

soluções para o problema reduzido usando a técnica das super e subsoluções. Então

consideramos o seguinte sistema de equações diferenciais:

Ltθ = 4π
ε2

∫∞
ν0
κ′ (Φ −B(ν, θ)) dν, x ∈ D, t > 0

ε
∂θ

∂η
= g(θ) − g(θb) = h

k0
(θb − θ) + απ

k0

∫ ν0

0
[B(ν, θb) −B(ν, θ)] dν, x ∈ ∂D, t > 0

θ(0) = θ0, x ∈ D

(5.2)

junto com: (
− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)
Φ = B(ν, θ), x ∈ D

bε
∂

∂η
Φ + Φ = B(ν, θb), x ∈ ∂D

(5.3)

sob as seguintes hipóteses:

H1 (a) θ0(x) ∈ Cα(D), 0 < α < 1 e θ0 satisfaz as condições de contorno dadas

em (5.2),

(b) θb(x) ∈ Cα(∂D). Denotamos Dג = D × [0, [ג e Sג = ∂D × (0, (ג

Denotamos também C1,2(Dג) o conjunto das funções com derivadas de

primeira ordem em t contínuas e derivadas de segunda orgdem contínuas

em x com sua norma canônica como espaço de Banach (veja §1.4 de

[23] para detalhes).

H2 v(x, t) ∈ Cα(Dג), ‖v‖Cα ≤ V0

Nós denotamos

Λ− = min

(
inf
D
θ0(x), inf

∂D
θb

)
Φ− = B(ν,Λ−)

Λ+ = max

(
sup
D

θ0(x), sup
∂D

θb

)
Φ+ = B(ν,Λ+)

Nós definimos da mesma forma SR
g : Cα(D) → Cα(D) como o operador

que mapeia B(ν, θΦ) à solução Φ de (5.3) quando B(ν, θb) ≡ 0 e SR
b : Cα(∂D) :
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Cα(D) o operador que mapeia B(ν, θb) à solução Φ da mesma equação quando

θΦ = 0. Portanto

Φ = SR
g B(ν, θa) + SR

b B(ν, θb)

Empregando esta representação, o problema reduzido pode ser escrito da seguinte

forma:

Ltθa = 4π

∫ ∞

ν0

κ′
[
−B(ν, θa) + SR

g B(ν, θ) + SR
b B(ν, Tb)

]
dν (5.4)

sob as condições de contorno dadas por (5.2).

Observação 5.2.1. Como os coeficientes λ′, σ′ e κ′ são constantes por parte e

assumem um conjunto finito de valores diferentes, o que permite que se aplique

a teoria padrão de equações elípticas de segunda ordem e inferir que a hipótese

assumida implica que SR
g B(ν, θ) é uma função Cα(D) para todo θ neste espaço e

o mesmo é verdade para SR
b B(ν, θb). É fácil ver que ambos operadores preservam

positividade.

Definição 5.2.1 (Supersoluções). Um par de funções θ ∈ C1,2(Dג) ∩ C0,1(Dג),

Φ ∈ C2(D) ∩ C1(D) é definido como uma supersolução de (5.2-5.3) no sentido de

Pao[23] se satisfaz

Ltθ(t) ≥ 4π
ε2

∫∞
ν0
κ′
[
Φ −B(ν, θ)dν

]
, x ∈ D

ε ∂θ
∂η

+ g(θ) ≥ g(θb), x ∈ ∂D(
− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)
Φ ≥ B(ν, θ), x ∈ D

εb
∂

∂η
Φ + Φ ≥ B(ν, θb), x ∈ ∂D

(5.5)

Definimos analogamente uma subsolução θ ∈ C1,2(Dג) ∩ C0,1(Dג) , Φ ∈ C2(D) ∩
C1(D) quando a desigualdade reversa é satisfeita.
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5.2.0.1 Sequências superiores e inferiores

Da propriedade de preservar positividade de SR
g e da monotonicidade

de B(ν, θ) on θ, temos que θ1 ≤ θ2 implica
∫ ∞

ν0

SR
g B(ν, θ1)dν ≤

∫ ∞

ν0

SR
g B(ν, θ2)dν

Também temos:

∂

∂θ
B(ν, θ) =

νref

IrefTref

2h2
pν

4

c2kB

1

θ2
e

hpννref
kBθTref

(
e

hpννref
kBθTref − 1

)−2

Integrando no intervalo (ν0,∞), temos a existência de duas constantes positivas c e

c tais que

c ≤ 4π

ε2

∂

∂θ

∫ ∞

ν0

κ′B(ν, θ)dν ≤ c, θ ∈ [Λ−,Λ+]

o que implica

−c(θ2 − θ1) ≤ −4π

ε2

∫ ∞

ν

κ′ [B(ν, θ2) −B(ν, θ1)] dν ≤ c(θ2 − θ1)

contanto que Λ− ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ Λ+ Aplicando o mesmo tipo de análise feita à condição

de contorno:

∂

∂θ
g(x, θ) = − h

k0

−
∫ ν0

0

νref

IrefTref

2h2ν4

c2kBk0

1

θ2
e

hννref
kBθTref

(
e

hννref
kBθTref − 1

)−2

dν

vemos que

−b(θ2 − θ1) ≤ − (g(x, θ2) − g(x, θ1)) ≤ b(θ2 − θ1)

com b e b constantes.

Consideramos agora o seguinte esquema iterativo:
(
θk,Φk

)
com(

θ0,Φ0
)

= (Λ+,Φ+) onde

(Lt + c) θk = cθk−1 +
4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′
[
Φk−1 −B(ν, θk−1)

]
dν

ε
∂

∂η
θk + bθk = bθk−1 + g(x, θk−1)

θk(x, 0) = θ0(x)

Φk = SR
g B(ν, θk) + SR

b B(ν, θb).
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Da teoria das equações parabólicas lineares (veja pg. 58 de [23]), sabemos que a

sequência
{(
θk,Φk

)}∞

k=0
está bem definida, assim como θk e Φk pertence a Cα(D×

[0, .([ג Se trocarmos
(
θk,Φk

)
com

(
θk,Φk

)
onde (θ0,Φ0) = (Γ−,Φ−) construímos

uma nova sequência de funções
{(
θk,Φk

)}∞
k=0

.

Lema 5.2.1. As sequências
{(
θk,Φk

)}∞

k=0
e
{(
θk,Φk

)}∞
k=0

satisfazem

Γ− ≤ θk ≤ θk+1 ≤ θk+1 ≤ θk ≤ Γ+

e

Φ− ≤ Φk ≤ Φk+1 ≤ Φk+1 ≤ Φk ≤ Φ+

Seja w = θ0 − θ1 = Γ+ − θ1, então

(Lt + c)w = LtΓ+ − Ltθ1 + cw = c
(
θ1 − Λ+

)
+ cw = 0

e também

ε
∂

∂η
w + bw = −g(x,Λ+) ≥ 0

Isso implica w ≥ 0, o que significa θ1 ≤ Γ+. Um resultado similar mostra que

Γ− ≤ θ1. Agora seja w1 = θ1 − θ1, então

(Lt + c)w1 = c (Λ+ − Λ−) ≥ 0

ε
∂

∂η
w1 + bw1 = b (Λ+ − Λ−) + g(x,Λ+) − g(x,Λ−) ≥ 0

Assim como antes, estas desigualdaes implicam w1 ≥ 0 ou, equivalentemente, θ1 ≥
θ1. Então provamos que θ0 ≤ θ1 ≤ θ

1 ≤ θ
0
. A propriedade de preservar positividade

de SR
g implica que Φ0 ≤ Φ1 ≤ Φ

1 ≤ Φ
0
. Em um processo indutivo, assumimos que

θk−1 ≤ θk ≤ θ
k ≤ θ

k−1

Φk−1 ≤ Φk ≤ Φ
k ≤ Φ

k−1

Agora definimos wk = θ
k − θ

k+1
e estimamos

(Lt + c)wk = c
(
θk−1 − θk

)
+

4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′
[
B(ν, θk−1) −B(ν, θk)

]
dν

+
4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′
[
Φk−1 − Φk

]
dν ≥ 0
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ε
∂

∂η
wk + bwk = b

(
θk−1 − θk

)
+ g(x, θk−1) − g(x, θk) ≥ 0

Disso, segue que θ
k ≥ θ

k+1
e um resultado similar mostra que θk ≤ θk+1. Mais uma

vez, a propriedade de preservar positividade de SR
g produz um resultado similar para

Φ.

A existência de uma sequência monótona implica a existência e unici-

dade de soluções para o sistema (veja [23]).

5.3 Teoria de existência e estimativa de decaimento para o

problemas de camada de fronteira

Nesta subseção, consideramos a seguinte equação íntegro-diferencial:

−f 2(ξ)u′′(y, ξ) + u(y, ξ) =

∫

X

k(ξ)u(y, ξ)dξ (5.6)

−a(ξ)u′(0, ξ) + b(ξ)u(0, ξ) = gb(ξ)

lim
y→∞

u(y, ξ) = 0

com f(ξ) > 0, a(ξ)b(ξ) ≥ 0 e a2(ξ) + b2(ξ) > 0 para cada ponto ξ ∈ X. Seja ub(y, ξ)

definido como a solução de:

−f 2(ξ)u′′b (y, ξ) + ub(y, ξ) = 0

−a(ξ)u′b(0, ξ) + b(ξ)ub(0, ξ) = gb(ξ)

lim
y→∞

ub(y, ξ) = 0

dado por ub(y, ξ) := gb(ξ) [a(ξ)/f(ξ) + b(ξ)]−1 e−y/f(ξ) e Gb(y) =
∫

X
k(ξ)ub(y, ξ)dξ.

Também iremos denotar k+(ξ) e k−(ξ) as partes positivas e negativas

de k(ξ).

Lema 5.3.1. Se Gb(y) ∈ L2(0,∞) e
∫

X
k+(ξ)dξ < 1 então (5.6) tem uma única

solução em L2(0,∞).
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Seja Kξ : L2 → L2 o operador que resolve o seguinte problema elíptico:

−f 2(ξ)u′′g(y, ξ) + ug(y, ξ) = Q(y)

−a(ξ)u′g(0, ξ) + b(ξ)ug(0, ξ) = 0

então ug(y, ξ) = KξQ(y), e este operador possui a seguinte forma quadrática asso-

ciada:

f 2(ξ)‖u′g(y, ξ)‖2
2 + f 2(ξ)u∗g(0, ξ)u

′
g(0, ξ) + ‖ug(y, ξ)‖2

2 = 〈Q(y), ug(y)〉2

aqui ∗ indica o complexo conjugado. Da hipóteses que fizemos sobre a(ξ) e b(ξ),

o termo f 2(ξ)u∗g(0, ξ)u
′
g(0, ξ) é real a não-negativo. Portanto, Kξ é um operador

auto-adjunto não-negativo e sua norma não é maior que 1.

Agora definimos q(y) :=
∫

X
k(ξ)u(y, ξ)dξ, então

u(y, ξ) = Kξq(y) + ub(y, ξ)

e

q(y) =

∫

X

k(ξ)Kξq(y)dξ +Gb(y) (5.7)

Isto conduz à representação de q(y) como q(y) =
(
1 −

∫
X
k(ξ)Kξdξ

)−1
Gb(y), con-

tanto que inversa envolvida esteja bem definida. Para mostrar isso, nós definimos

os seguintes operadores positivos:

K− =

∫

X

k−(ξ)Kξdξ e K+ =

∫

X

k+(ξ)Kξdξ

e note que
(

1 −
∫

X

k(ξ)Kξdξ

)−1

= (1 +K− −K+)−1

= (1 +K−)−1 [1 − (1 +K−)−1K+

]−1

Uma vez que K− é um o operador não-negativo, (1 +K−)−1 existe e sua norma não

supera 1. Também a norma de K+ pode ser estimada como segue:

‖K−‖ ≤
∫

ξ

k−(ξ)‖Kξ‖dξ ≤
∫

ξ

k−(ξ)dξ < 1
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então ‖ (1 +K−)−1K+‖ ≤ ‖K+‖ < 1, o que é uma condição suficiente para garantir

a existência de
[
1 − (1 +K−)−1K+

]−1
.

Lema 5.3.2. Suponha a condição do lema 5.3.1 junto com
∫

X
|k(ξ)|dξ <∞, |ub(0, ξ)| ≤

u∞ <∞, f(ξ) ≤ f∞ <∞ e
∫

X
|k(ξ)|

f1/2(ξ)
dξ <∞, então para cada α′ <

√
1−(

∫
X k+(ξ)dx)

2

f∞
,

existe uma constante D tal que:

|J(y, ξ)| ≤ De−α′y

Consideramos agora a seguinte identidade para a solução de (5.6) com

q(y) definido por (5.7):
∫ ∞

L

f 2(ξ)|u′(y, ξ)|2dy +

∫ ∞

L

|u(y, ξ)|2dy

=

∫ ∞

L

q(y)u(y)dy − f 2(ξ)u(L, ξ)u′(L, ξ)

Multiplicamos esta expressão por |k(ξ)| = k+(ξ) + k−(ξ) e aplicamos o teorema de

Fubini para obter:
∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u′(y, ξ)|2dξdy +

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |u(y, ξ)|2dydξ (5.8)

=

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| q(y)u(y, ξ)dξdy −
∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)u(L, ξ)u′(L, ξ)dξ

O teorema de Fubini pode ser aplicado em vista da seguinte estimativa:
∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |q(y)| |u(y)|dξdy ≤
∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |q(y)| |Kξq(y) + ub(y, ξ)|dξdy

≤
∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |q(y)|2dξdy +

∫ ∞

L

|q(y)|
∫

X

|k(ξ)||ub(y, ξ)|dξdy

≤
∫

X

|k(ξ)|dξ ‖q‖2
2 +

∫ ∞

L

|q(y)|
∫

X

|k(ξ)||ub(y, ξ)|dξdy

≤
∫

X

|k(ξ)|dξ ‖q‖2
2 +

∫ ∞

L

|q(y)|
∫

X

|k(ξ)||ub(0, ξ)|e−y/f∞dξdy <∞

e então podemos refinar a estimativa da seguinte forma:
∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| q(y)u(y, ξ)dξdy =

∫ ∞

L

q(y)

∫

X

|k(ξ)|u(y, ξ)dξdy

=

∫ ∞

L

(∫

X

(k+(ξ) − k−(ξ))u(y, ξ)dξ

)∫

X

(k+(ξ) + k−(ξ))u(y, ξ)dξdy

≤
∫ ∞

L

(∫

X

(k+(ξ)u(y, ξ)

)2

dξdy ≤ γ′
∫ ∞

L

(∫

X

(k+(ξ)|u(y, ξ)|2
)
dξdy
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onde escolhemos uma constante positiva γ′ := 1 − α′2f 2
∞. É fácil ver que

∫

X

k+(ξ)dξ < γ′ < 1.

Então (5.8) assume a seguinte forma:

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u′(y, ξ)|2dξdy + (1 − γ′)

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |u(y, ξ)|2dydξ (5.9)

≤
∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u(L, ξ)| |u′(L, ξ)|dξ

≤ 1

2
√

1 − γ′
f∞

∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u′(L, ξ)|2dξ

+

√
1 − γ′

2
f∞

∫

X

|k(ξ)|u(L, ξ)|2dξ

Introduzimos ψ(L) como

ψ(L) =

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u′(y, ξ)|2dξdy + (1 − γ′)

∫ ∞

L

∫

X

|k(ξ)| |u(y, ξ)|2dydξ

ψ′(L) = −
∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u′(L, ξ)|2dξ − (1 − γ′)

∫

X

|k(ξ)| |u(L, ξ)|2dξ

Então ψ(L) é uma função positiva tal que

ψ(L) +
f∞

2
√

1 − γ′
ψ′(L) ≤ 0

Uma vez que esta desigualdade é válida para todo L ≥ 0, temos

ψ(L) ≤ ψ(0)e−
2
√

1−γ′

f∞
L ≤ ψ(0)e−2α′L

Para continuar nossa análise, vamos olhar para a representação integral

de u(y, ξ) dada por:

u(y, ξ) =

(
a(ξ)

f(ξ)
+ b(ξ)

)−1

gb(ξ)e
−y/f(ξ)

+
a(ξ) − b(ξ)f(ξ)

a(ξ) + b(ξ)f(ξ)

1

2f(ξ)

∫ ∞

0

q(s)e−(y+s)/f(ξ)ds

+
1

2f(ξ)

∫ ∞

0

q(s)e−|y−s|/f(ξ)ds
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Esta representação nos permite estimar:

|u(0, ξ)| ≤ |ub(0, ξ)| +
1

f(ξ)

∫ ∞

0

|q(s)|e−s/f(ξ)ds

≤ |ub(0, ξ)| +
‖q‖2

f(ξ)

(∫ ∞

0

e−2s/f(ξ)ds

)1/2

= |ub(0, ξ)| +
‖q‖2

21/2f(ξ)1/2

e similarmente, temos:

|u′(0, ξ)| ≤ 1

f(ξ)
|ub(0, ξ)| +

‖q‖2

21/2f(ξ)3/2
.

De (5.9), temos:

ψ(0) ≤
∫

X

|k(ξ)| f 2(ξ)|u(L, ξ)| |u′(L, ξ)|dξ

≤
∫

X

|k(ξ)|
[
f(ξ)|ub(0, ξ)|2 + f(ξ)1/221/2|ub(0, ξ)|‖q‖2 +

‖q‖2
2

2

]
dξ

≤ f∞

∫

X

|k(ξ)| |ub(0, ξ)|2dξ

+ ‖q‖2f(ξ)1/221/2

(∫

X

|k(ξ)| |ub(0, ξ)|dξ
)1/2(∫

X

|k(ξ)|dξ
)1/2

+
1

2
‖q‖2

2

∫

X

|k(ξ)|dξ <∞

Agora da definição de q(y), temos:

|q(y)|2 =

(∫

X

k(ξ)u(y, ξ)dξ

)2

≤
(∫

X

|k(ξ)|dξ
)(∫

X

|k(ξ)| |u(y, ξ)|2dξ
)

≤ −
(∫

X

|k(ξ)|dξ
)
ψ′(y)

1 − γ′
.
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Agora escolhemos 2
√

1 − γ′ < p1 = 2 − p2 < 2, de forma que podemos

calcular:

|u(y, ξ)| ≤ |ub(y, ξ)| +
1

f(ξ)

∣∣∣∣
∫ ∞

0

q(s)e−|y−s|/f(ξ)ds

∣∣∣∣
≤ |ub(y, ξ)|

+
1

f(ξ)

(∫ ∞

0

|q(s)|2e−p1|y−s|/f(ξ)ds

)1/2(∫ ∞

0

e−p2|y−s|/f(ξ)ds

)1/2

≤ |ub(y, ξ)| +
21/2

(∫
X
|k(ξ)|dξ

)1/2

(1 − γ′)1/2p
1/2
2 f(ξ)1/2

(
−
∫ ∞

0

ψ′(s)e−p1|y−s|/f(ξ)ds

)1/2

≤ |ub(y, ξ)|

+
21/2

(∫
X
|k(ξ)|dξ

)1/2

(1 − γ′)1/2p
1/2
2 f(ξ)1/2

(
p1

f

∫ ∞

0

ψ(s)e−p1|y−s|/f(ξ)ds+ ψ(0)ep1y/f(ξ)

)1/2

≤ |ub(y, ξ)|

Agora usamos o fato que ψ(s) ≤ ψ(0)e−2α′s para escrever
∫ ∞

0

ψ(s)e−p1|y−s|/f(ξ)ds ≤ ψ(0)

∫ ∞

0

e−2α′se−p1|y−s|/f(ξ)ds

=
e−2α′y − e−p1y/f(ξ)

p1/f(ξ) − 2α′ +
e−2α′y

2α′ + p1/f(ξ)

≤ 2p1f(ξ)

(p1 − 2α′f(ξ))2 e
−2α′y.

Isso implica a existência de uma constante C tal que:

|u(y, ξ)| ≤ C
e−α′y

f(ξ)1/2

Uma vez que supomos
∫

X
|k(ξ)|

f(ξ)1/2dξ <∞, temos que

|q(y)| ≤
∫

X

|k(ξ)||u(y, ξ)|dξ ≤ C

∫

X

|k(ξ)|
f(ξ)1/2

dξ e−α′y.

e finalmente

|u(y, ξ)| ≤ |ub(y, ξ)| +
1

f(ξ)

∫ ∞

0

|q(s)|e−|y−s|/f(ξ)ds

≤ |ub(y, ξ)| +
1

f(ξ)
C

∫

X

|k(ξ)|
f(ξ)1/2

dξ

(∫ ∞

0

e−α′se−|y−s|/f(ξ)ds

)

≤ |ub(y, ξ)| +
2p1

(p1 − α′f(ξ))2C

∫

X

|k(ξ)|
f(ξ)1/2

dξe−α′y
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5.4 Estimativas da aproximação para o problema de

Rosseland

5.4.1 Estimativa de ordem zero para o problema reduzido

Para estabelecer uma estimativa de erro para o problema de Rosseland,

supomos que a condição inicial satisfaz θ0(x, ε) = θ0(x, ε) + εθ
(1)
0 e nós definimos

as funções de erro wθ = θ − θ(0) e wΦ = Φ − Φ(0) + ε2

3κ′λ′
△Φ(0) com β(wθ) =

B(ν, θ(0) + wθ) −B(ν, θ(0)). Assim, nós temos:

Ltwθ =
4π

ε2

∫ ∞

ν0

κ′ [wΦ − β(wθ) + ε4

9κ′2λ′2△2Φ(0)
]
dν, x ∈ D, t > 0

εk0
∂
∂η
wθ + hwθ + απ

∫ ν0

0
β(wθ)dν = −εk0

∂

∂η
θ(0), x ∈ ∂D, t > 0

wθ(x, 0) = θ0(x, ε) − θ0(x, 0) = εθ
(1)
0 , x ∈ D, t = 0(

− ε2

3κ′λ′
△ + 1

)
wΦ = β(wθ) − ε4

9κ′2λ′2△2Φ(0), x ∈ D, t > 0

εb ∂
∂η
wΦ + wΦ = −εb ∂

∂η
Φ(0) + ε2

κ′λ′
△B(ν, θ(0)), x ∈ ∂D, t > 0

(5.10)

Agora aplicando uma estimativa totalmente análoga à da subseção

2.4.2, temos que a solução deste sistema admite uma cota de primeira ordem em ε

e, consequentemente, (2.3) segue.

5.4.1.1 Aproximação de ordem zero para o problema original

Desejamos provas que a solução do problema de Rosseland é uma apro-

ximação de ordem zero para o problema original, então seja T (0) = θ(0) a solução

de

LtT
(0) =

4π

3λ′

∫ ∞

ν0

△B(ν, T (0))dν, x ∈ D, t > 0

T (0) = Tb, x ∈ ∂D, t > 0

T (0)(x, 0) = T
(0)
0 (x), x ∈ D, t = 0

e I(0) é dado por

I(0) := B(ν, T (0))
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Agora defina

wT := T − T (0)

wI := I −
(
I(0) − ε

λ′
Ω · ∇I(0) + ε2σ′

3λ′2κ′
△I(0) + ε2

λ′2 (Ω · ∇)2 I(0)
)

ŵI :=
∫

S2 wIdΩ = Î − 4π
(
I(0) + ε2

3λ′κ′
△I(0)

)

∫
S2 Ω · ∇wIdΩ =

∫
S2 Ω · ∇IdΩ + ε 4π

3λ′
△I(0)

Nós notamos as seguintes identidades:

κ′

ε2

(
Î − 4πB(ν, θ)

)
= −1

ε

∫

S2

Ω · ∇IdΩ

e

−1

ε

∫

S2

Ω · ∇wIdΩ =
κ′

ε2
ŵI − 4π

κ′

ε2
(B(ν, T ) − I0)

Em visto do que, as funções de erro wT e WI devem satisfazer o seguinte sistema:

LtwT = −1

ε

∫ ∞

ν0

∫

S2

Ω · ∇wIdΩdν, x ∈ D, t > 0

wT (x, 0) = εT
(1)
0 , x ∈ D, t = 0

ε
∂wT

∂η
+ hwT = απ

∫ ν0

0

[B(ν, Tb) −B(ν, Tb + wT )] dν

− ε∂T (0)

∂η
, x ∈ ∂D, t > 0

εΩ · ∇wI + λ′wI − σ′

4π
wI = κ′

(
B(ν, θ(0) + wT ) −B(ν, θ(0))

)

−ε3Ω · ∇
(

σ′

3λ′2κ′
△I0 + 1

λ′2 (Ω · ∇)2 I0
)
, x ∈ D, t > 0

wI(Ω) − ρwI(Ω
′) = εh1, x ∈ ∂D, t > 0

Note que o termo de fronteira h1 é definido por:

h1 = − 1
λ′

(Ω − ρΩ′) · ∇I(0) + εσ′

3λ′2κ′
(1 − ρ)△I(0) + ε

λ′2

[
(Ω · ∇)2 − ρ (Ω′ · ∇)2] I(0)

Mais um vez, encontramos uma estimativa aplicando uma estimativa semelhante à

da subseção 2.4.2 e usando a análise de [29]. Observamos que para tal é necessário

estimar o termo infµ
1

1−ρ(µ)
, enfatizamos, então, o papel da restrição ρ ≤ ρ0 < 1 para

obter a estimativa.

5.5 Resultados envolvendo princípio de máximo

Nesta seção, demonstramos alguns lemas necessários à demonstração

na monotonicidade dos operadores N e Nr.
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Lema 5.5.1. Seja uǫ(x, t) uma solução clássica de

Ltuǫ = (P − 1) f0(uǫ) − ǫ, x ∈ D, t > 0

uǫ = u0, t = 0

∂

∂η
uǫ + g0(x, t, uǫ) = h(x, t)

onde ǫ > 0, P : C0(D) → C0(D) é um operador que preserva positividade, tem

norma ‖P‖ ≤ 1 e possui regularidade superior, ou seja:

u1 > u2 > u3 > . . . > un

e un → 0, então Pun → 0, f0(u) diferenciável, crescente com derivada localmente

limitada e g0(x, t, u) é uma função crescente em u para todo x e t. Então uǫ assume

valores máximos na fronteira parabólica (x, t) ∈ D × {t = 0}⋃ (∂D × [0,∞)).

Demonstração. A existência de uma solução para este problema é garantida pelo

método das supersoluções (veja [23]).

Agora suponha, por absurdo, que uǫ(x0, t0) ≥ uǫ(x, t), ∀x ∈ D, t ≥ 0 e

x0 ∈ D, t0 > 0, temos então que:

∂

∂t
uǫ(x0, t0) = 0, ∇uǫ(x0, t0) = 0, △uǫ(x0, t0) ≤ 0.

Então temos Ltuǫ ≥ 0. Agora notamos que

Pf(uǫ) = P (f+ − f−) = Pf+ − Pf− ≤ Pf+ ≤ ‖f+‖

= sup f0(uǫ(x, t)) = f0 (supuǫ(x, t)) = f0(uǫ(x0, t0)).

onde f+ = max(0, f0(uǫ)) e f− = max(0,−f0(uǫ))

No ponto (x0, t0), temos Ltuǫ ≥ 0 e (P − 1) f0(uǫ) ≤ 0, uma contradição

se ǫ > 0.
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Lema 5.5.2. Supomos que o operador P seja limitado em L2(D) e seja u0(x, t) uma

solução clássica de

Ltu0 = (P − 1) f0(u0), x ∈ D, t > 0

u = u0, t = 0

∂

∂η
u0 + g0(x, t, u0) = h(x, t), t = 0

sob as mesmas condições do lema anterior. Então uǫ → u0 uniformemente para

cada t ∈ [0, t1] quando ǫ→ 0.

Demonstração. Definimos w := uǫ − u0, de forma que satisfaz:

Ltw = (P − 1) (f0(u0 + w) − f0(u0)) − ǫ, x ∈ D, t > 0 (5.11)

w = 0, t = 0 (5.12)
∂

∂η
w + (g0(x, t, u0 + w) − g0(x, t, u0)) = 0, t = 0 (5.13)

Observamos que este problema admite como supersolução a função nula w = 0 e

como subsolução a função w = −ǫt. Portanto basta mostrar que (5.11) tem solução

única para demostrar que a solução w está no intervalo −ǫt ≤ w ≤ 0.

Seja, então, w1 e w2 duas soluções de (5.11) e defina v = w2−w1, então

v satisfaz:

Ltv = (P − 1) (f0(u0 + w2) − f0(u0 + w1)) , x ∈ D, t > 0 (5.14)

v = 0, t = 0 (5.15)
∂

∂η
v + (g0(x, t, u0 + w2) − g0(x, t, u0 + w1)) = 0, t = 0 (5.16)

Vamos mostrar que para todo t∗ > 0, ‖v‖L2(D) = 0, 0 < t < t∗.

Tomando o produto interno em L2(D) entre Ltv e v, temos:

∫

D

Ltvvdx =
1

2

d

dt
‖v‖2

2 +
1

2

∫

D

u · ∇(v2)dx+ k0‖∇v‖2
2
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Notamos que
∫

D
u ·∇(v2)dx =

∫
∂D
v2(u ·η)dS(x) = 0. Já o lado direito da expressão

pode ser estimado como:

〈(P − 1) (f0(u0 + w2) − f0(u0 + w1)) , v〉

≤ ‖P − 1‖2‖f0(u0 + w2) − f0(u0 + w1)‖‖v‖

≤ C‖P − 1‖2‖w2 − w1‖‖v‖ = C‖P − 1‖2‖v‖2

Disto, temos:
1

2

d

dt
‖v‖2

2 ≤ C‖P − 1‖2‖v‖2
2

Como ‖v(0)‖2 = 0, temos do lema de Gronwall que ‖v‖2 = 0.

Lema 5.5.3. Seja P um operador limitado em L2(D) e satifazendo as propriedades

exigidas no lema 5.5.1 e seja u0 solução clássica de

Ltu0 = (P − 1) f0(u0), x ∈ D, t > 0

u = u0, t = 0

∂

∂η
u0 + g0(x, t, u0) = h(x, t), t = 0

Então u0 assume valores mínimos e máximos na fronteira parabólica (x, t) ∈ D×{t =

0}⋃ (∂D × [0,∞)).

Esse resultado é consequência imediata dos lemas 5.5.1 e 5.5.2.

5.6 Conclusões e trabalho futuro

Neste trabalho, estudamos a aproximação SP1 para o problema de

transporte radiativo e estabelecemos um resultado de aproximação com erro de

segunda ordem. Tal resultado depende da existência do parâmetro positivo b, que

advém da solução de uma complicada equação algébrico-operacional. Resultados de

simulação sugerem que o parâmetro b existe para altos valores de temperatura.
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Ao longo do trabalho, desenvolvemos a teoria de existência de soluções

para o problema reduzido, bem como provamos lemas de existência e decaimento

para as equações íntegro-diferenciais oriundas da expansão nas camadas de fronteira.

Como trabalho futuro, observamos a necessidade de avançar a teoria

de existência da constante b > 0, encontrando uma faixa de valores para a qual se

pode garantir sua existência. Também vemos a necessidade de completar a teoria

de existência para o problema original, evitando as considerações não físicas como

ρ pequeno e pequena constante de criticalidade. Não só, faz-se necessário realizar

simulações numéricas mais amplas para o valor de b, com controle sobre o erro de

simulação e em situações mais gerais que a hipótese cinza.

Em maior perspectiva, deve-se notar a necessidade de desenvolver uma

teoria de existência para estes problemas acoplados com o movimento do fluido. O

acoplamento entre as equações de transporte com a velocidade do fluido foi estudado,

por exemplo, em [24], onde um aproximação assintótica para pequenas velociadas

(baixo número de Mach) em um meio opticamente espesso é considerada (SPn é

usado desde o início) e são propostos modelos simplificados. Na mesma linha, [25]

extende esta análise para o caso de fluido reativos enquanto [7] estuda o acoplamento

com os efeitos da convecção e radiação sob a influência de transporte radiativo.

O problema da existência de soluções para o movimento de fluidos vis-

cosos, compressíveis e radiativos tem sido analisado no contexto da astrofísica, onde

a principal preocupação repousa sobre o fluxo em estrelas gasosas (veja [26, 5]).

Nestes trabalhos, o efeito da radiação não é representado por um equação adicional

para o transporte radiativo, mas pela introdução de um termo de pressão radia-

tiva dependendo diretamente da temperatura local. Em ambos os casos, apenas

soluções fracas são construídas. Uma extensão destes resultados é dada em [6], onde

considera-se a evolução do campo magnético incluindo a condução de calor em pro-

blemas de magnetoidrodinâmica em estrelas gasosas. Soluções clássicas, no entanto,

não são dadas nestes artigos. Em contraste, para uma geometria unidimensional,

[30] estabelece a existências de soluções clássicas globais para um fluido radiativo.
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