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RESUMO

Neste trabalho, consideramos um modelo de transporte radiativo e sua
aproximagao SP1, que chamamos de problema reduzido. Ambos sistemas sao ex-
pandidos em torno da aproximacao de Rosseland, que serve como aproximagao de
ordem zero. A expansao é realizada empregando a teoria de perturbagoes singu-
lares e analisamos as aproximacgoes para o interior, fronteira e dado inicial para a
solugao. A teoria de existéncia é estabelecida para o problema reduzido e para vérias
equagoes diferenciais que aparecem ao longo da anélise, o que inclui a resolucao de
um problema unidimensional oriundo da expansao das camadas de fronteira. A
aproximagao SP1 obtida depende de um parametro positivo livre b, cuja existéncia

é estudada numericamente.



ABSTRACT

In this work, we consider a model of radiative transfer and its SP1
approximation, which we call the reduced problem. Both systems are expanded
near the Rosseland approximation, which serves as their zero order approximation.
The expansion is carried out employing singular perturbation theory and we look
for boundary and interior approximations to the solution as well as approximations
for the initial data. A theory of existence is established for the reduced problem
and for various differential equations which appear on the course of the analysis,
including the resolution of a one-dimensional problem arising from the boundary
layer expansion. The aproximation depends on a free positive parameter b, whose

existence is studied numerically.
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LISTA DE GRANDEZAS FISICAS

Grandeza simbolo | unidade
Temperatura T K
Intensidade radiativa I Jm2sr~!
Velocidade \% mst
Tempo t S

Posicao x m

Direcao Q

Freqiiéncia v 571

Calor especifico volumétrico Co JK~tm™3
Coeficiente de condutividade térmica ko Wm K=t
Coeficiente de absorgao N m~!
Coeficiente de espalhamento o’ m~!
Coeficiente de emissao K m~1
Coeficiente de troca de calor na superficie | h Wm2K!
Emissividade « adimensional

Tabela 1: Lista de grandezas fisicas




1 INTRODUCAO E FORMULACAO DO
PROBLEMA

A evolucao da temperatura T' de um fluido na presenca de transferéncia
de calor pelos fenémenos de condugao, conveccao e radiagao em uma regiao limitada

D convexa pode ser modelada pela seguinte equacao simplificada, veja [10]:

cv%—€+v~VT:V~kOVT—/ /&'(B—I)dﬂdy (1.1)
178 52

onde T é a intensidade total de radiacao, dada por
I(z,t) = / 1(2, z,)dS.
S2
Aqui, S? denota a esfera unitéria em R3. A intensidade radiativa ¢ governada pela

equacgao estacionaria de transporte de Boltzmann em um meio isotrépico:
OJ
Q-VI+ NI =— IdQ + «'B (1.2)
47 S2
A intensidade I = I(x,Q,t,v) é uma funcao da posicdo x € D, do instante de
tempo t > 0, da direcdo Q € S? e da frequéncia v > 1vy. Os parametros X, o
e k' sao fungbes constantes por partes que variam apenas com v e assumem um

namero finito de valores positivos e relacionados por X' = k' 4+ ¢’. A equagao (1.1)

é complementada com a seguinte condi¢ao de contorno

0 v
koa—nT =h(T,—T)+ O./’/T/O (B(v,Ty) — B(v, T))dv (1.3)

onde « e h sao constantes positivas e Tj, é a temperatura exterior, que se assume
conhecida. O vetor unitario normal apontando para fora é denotado por 7. A

condigao inicial é dada por
T(x,0) =To(z), ze€D. (1.4)

A superficie, 0D, que limita a regiao D é considerada semitransparente e governada

pela seguinte condicao de contorno para I:

1(Q) = pI(QY) + (1 — p)B(w.Ty), n-Q<0,z€dD (1.5)
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O angulo de reflexao Q' é dado por Q' = Q — 2(n-Q)n e o coeficiente de reflexdo p é
uma funcao apenas de p := €2 - 7. Observamos que quando p = 0, esta condigao de

contorno recai em condig¢oes de Dirichlet.

A fungao B(v,T) ¢ dada pela lei de Planck
2h, 13 1
c? exp (%) -1

Consideramos também que o fluxo v nao atravessa a fronteira 0D.

B(v,0) =

A fim de encontrar formas adimensionais para as equagoes com as quais
trabalharemos, definimos valores de referéncia para temperatura, intensidade radia-
tivas, coeficientes de absorgao (x/, o’ e \'), comprimento e frequéncia, denotamos re-
spectivamente por Tyct, Iref, Kref, Tref € Vpef. Introduzimos igualmente as seguintes

quantidades:

— 2 Tref _ I’refl/ref _ 1 1
tref o cvmrefxreflrefyref’ kref o "‘C'refTr'ef ee= RrefZTref ( 7)

observamos que se poderia argiiir redundancia ao definir valores de referéncia para
tempo e frequéncia. No entanto, dado que tais grandezas podem assumir valores em

escalas discrepantes, optamos por ambas as defini¢oes.

Definimos as variaveis adimensionais:

T . I . t - k
[= f=— fp=—2 p=—" (1.8)
Tref Iref tref k"ref Vref

T =
e introduzimos uma versao adimensional da funcao de Planck

3 M . -1
B(0,T) = ﬂ—ﬂbpyg <exp —hp’{VTEf _ 1) :
’ [ref c? kBTTref
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Nestas novas variaveis a equagao de conservacao de energia (1.1) assume a seguinte

forma:
TT@ aT T7”€ v Tre kre
[ el T = NG VT
Tef 8t Tef
- rerref/Qref/ / B ] dQdy
g2
T, T . Tretk B
ref (cva—v—i—\?'VT) = relrel N kT
Iref Vref Kreftref ot 'r“ef Vref Krefxref
— / / B I dQddp
g2
1 oT . B
ref‘rref ot Hrefxref

— / /R(B—f)deﬂ
12 S2

29 g 9T = gzvzgow_/ /R(B’—f)dez)
.

Tref o 14 - _
onde u = t’"—"‘ffv. Ja a equacgao de transporte radiativo se escreve como:
e

I o[ . .

QNI + Fpeplyef M = L phivej— / [dQ + Kyeple kB

xref 4 SQ
1 .z O
QO-VI+M=— [ [dQ+ &B.
LrefRref dr 52
Q- vieN=2 [ jay+iB (1.9)
47T S2

A condigao de contorno (1.3) assume a forma seguinte:

k:re Tre 0 pa > 70 ~ ~ ~ ~ .
%koaﬁT = hTref(Tb—THIT@fymfm/ (B(v,Ty) — B(v,T))dv
ref 0

Ire re a . - g . . )
fI/ f k _T = ]’LTTEf(Tb - T) + ['r'er'r'efOé'/T/ (B(l/, b) — B(V7 T))d]/
KrefTres O ;
]_ - 8 Tref . . 2 . S )
ko7-T = —=—h(I,—-T B _ By TV
KrefTref 8 LiefVres (T )+a7r/0 (B(v,Ty) (7, T))dv

~ ~ ~ ~ ~ DO ~ ~ ~ ~
ehoo- T = h(Ty —T) + om/ (B(v,Ty) — B(w,T))dv.
n 0
Por questoes de simplicidade de notacao, omitiremos o sinal grafico nas

variaveis adimensionalizadas sem perda de clareza, ja que nao mais retornaremos as
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formas nao adimensionais. Desta forma, o sistema acoplado se escreve da seguinte

forma:
LT = 5 [F (f— AnB(v, T)> dv, reD,t>0
€kog—: = h(0y,—T)+ar OVO [B(v,T,) — B(v,T)]dv, x€dD,t>0
T(x,0) = Ty(z,e), re€Dt=0
eQ-VI+XNI = ZT+xB(v,T), z€D,t>0
I(Q) = pI(Q)+ (1—p)B(v,Ty), z€dD,t>0
(1.10)

Lembramos que a notagao 7 indica a intensidade total dado por :

1= / I(z,Q,v)d.
5‘2

e o operador £;T é definido como:

EtT:%T+kOAT+u-VT

A teoria de existéncia e unicidade de solugoes para este problema, doravante

Figura 1.1: Dominio D e suas variaveis

chamado de “problema original”, foi desenvolvida no espaco das fun¢oes C* em [29]
para p suficientemente pequeno e quando os parametros X', k' e ¢’ sdo constantes.

Nesse artigo, a intensidade total é escrito na forma operacional T ¢ dado por:

I =8,B(v,T)+ S,B(v,T), (1.11)
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onde Sy : C%(D) — C*(D) é um operador limitado que preserva positividade. Em
nosso trabalho, assumiremos o resultado final da teoria de existéncia para pequenos
valores de € como hipotese na seguinte forma: a teoria de existéncia neste termos
¢ valida em C*, a > 0, para uma certa faiza de valores dos parametros (o', K
e p) uniformemente em £ em algum intervalo 0 < & < g9. De fato, para o caso
unidimensional, que € bem mais bem-comportado € possivel mostrar este resultado

sem qualquer restricao em o', k' e p.

O sistema acoplado (1.10) é nao-linear e definido em um espago de
seis dimensodes ((z,t,92) € R3 x (0,00) x S?). A solugdo numérica deste sistema
frequentemente resulta em altos custos computacionais. Uma abordagem menos
custosa consiste em aproximar a intensidade total dada pela equagao de Boltzmann
ao introduzir uma equacao mais simples para I , a qual nao depende da direcao. De
fato, muitos esforcos tém se voltado a desevolver e validar tais aproximacgoes. Por
exemplo, em [18], desenvolvem-se aproximacgoes de alta ordem para a equagao do
transporte quando ¢ = 0. De acordo com esse artigo, uma aproximagao de segunda

ordem pode ser obtida quando € — 0 por T~dndel~ T, onde P é solucao de :

2
(—/{/)\/Ale)@:B(I/,Q), xeD

sbﬁcb +®=B(b,), x€dD
on

com 6, = Ty. Este problema eliptico pode ser invertido em termos de dois operadores

que preservam positividade S, : C%(D) — C°(D) e S, : C°(AD) — C°(D), tais que
® = S,B(v,0) + S,B(v, 0,)

Desta forma, o sistema aproximado, doravante chamado “problema reduzido”, pode

ser escrito como:

4 [/~ ~
L0 — 5_72T ! (SgB(l/, 0) + SyB(v,6,) — B(v, 0)) dv, x€D
gko? = h(6,—0)+ om/ [B(v,6,) — B(v,8)] dv, reop (L12)
n 0
0 = 00|e:0’ t=0

aqui 8 = Ty e pode depender de . Para efeito de nossa anélise subsequente,

iremos assumir que a condi¢ao inicial 6, satisfaz uma condigao de contorno que
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depende explicitamente de €. Aqui, nosso principal interesse é desenvolver expansoes

assintoticas tanto para o problema reduzido como para o problema original.

Esta aproximacao, conhecida como SPj, pertence uma familia maior,
das aproximacoes SP,. Estas aproximacoes SP, foram primeiramente propostas
em [12] e [13] com a finalidade de simplificar a equagao do transporte no contexto
de problemas da engenharia nuclear. Em [2], um anéalise detalhada deste tipo de
aproximacao foi desenvolvida e estimativas sdo dadas quando e — 0. La, 0’ = O(¢e) e
o termo fonte foi considerado de ordem £? junto com condicoes de Dirichlet. A anéalise
envolve a introdugao de sofisticados corretores via problema de Milne. Em [1], foram
realizadas expansoes finitas em harmoénicos esféricos a fim de obter um sistema de
ordem arbitréaria de equagoes difusivas acopladas. Aquele trabalho emprega técnicas

computacionais para validar as equacoes encontradas.

Embora essas aproximagoes tenham sido desenvolvidas para resolver
problemas estacionarios em engenharia nuclear, elas tém sido aplicadas a outras
situagoes como a teoria de transporte radiativo (veja [18]) Em [11], uma generaliza-
cao para as equacoes de transporte radiativo dependentes do tempo é apresentada

para tais aproximacoes.

Aproximagoes S Py de alta ordem foram usadam em [17| para modelar
o espalhamento da luz em tecidos biologicos. Neste problema, analisa-se uma fonte
de radiacao externa e apenas a interacao com meio é considerada. Aproximacoes de

ordem tao alta como sétima sao propostas junto com resultados de simulagao.

Um problema muito interessante, que lida com transporte radiativo é
tratado em [16]. Neste artigo, um método de decomposi¢ao de dominio é tratado
via andalise assintotica e resultados numéricos sao apresentados para problemas re-

levantes a fabricacao de vidro a fim de validar o método.

Vamos agora descrever em maiores detalhes os problemas discutidos em
nosso trabalho. Nao se¢ao 1.1, apresentamos um raciocinio heuristico que da origem

ao problema reduzido. A condicao de fronteira deste problema reduzido depende um



15

parametro b, cujo valor aproximado é obtido com base num anélise aproximada de
fluxo de energia, este valor ja fora usado anteriormente como em [18]. No segundo
capitulo, fazemos a expansao assintotica do problema reduzido e no terceiro capitulo,

fazemos a teoria assintotica do problema original.

A analise assintotica é realizada através do método das perturbacoes
singulares (veja [21, 15]), ou seja, introduzimos variaveis reescaladas proximo a fron-
teira e proximo aos dados iniciais. Os principais resultados sao estimativas pontuais
de aproximacao paras as expansoes de ambos os problemas, o problema reduzido e
o original, bom como um teorema de aproximagcao entre esses dois problemas em

norma L; dado na secao 5.2.

Mencionamos que o termo de ordem zero é de fato dado pela assim

chamada aproximacao de Rosseland, que é a solugao da seguinte equagao:

L0 = dr [* GAB(v,00)dv, weD,t>0
0 = g, reD,t=0 (1.13)
0 = 0,, x € dD.

As expansoes de primeira ordem de ambos os problemas conduzem &
mesma equagao linear parabdlica com condigoes de contorno dadas por critérios de
compatibilidade entre a expansao no interior e a expansao proxima a fronteira. O
parametro livre b supracitado precisa ser ajustado de forma a que ambas as equagoes
se tornem idénticas. O valor exato desse pardmetro b é dado pela solucao de uma
complicada equagao algébrico-diferencial. Na sec¢ao 4.1, mostramos que uma solugao
aproximada a dois momentos desta equagao fornece um valor de b idéntico ao obtido
anteriormente e na secao 4.2, resolvemos numericamente a equagao e comparamos

com o valor aproximado que ja havia sido obtido.

No capitulo 5, coletamos uma série de resultados sobre existéncia de
solugoes, estimativas de decaimento e aproximagao para diversos problemas que

surgem ao longo da anélise assintotica.
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O resultado da aproximacao é dado no teorema 4.0.2 que estabelece que

o problema reduzido aproxima o problema original no espaco Ly, i.e.:

1T (z,t) = Oz, )], < Ce 0<t<<t;,Clty)

< O, 0<t <<ty C(ty).

Hf(x,t) - 47rq>(:z:,t)‘

Ly

Este resultado depende da existéncia de uma solugao positiva para b. Igualmente,
este resultado depende de estimativas semelhantes tanto para o problema reduzido
como para o problema original, que sao dados nos teoremas 2.21 e 3.4.1. Observamos
que um tipo similar de estimativa integral foi estabelecido em [2] para o problema
assintotico 14 tratado. Deve ser notado que as estimativas que obtemos em varias
provas explodem quando p tende a 1, o que poderia bem indicar a necessidade de
analises assintoticas adicionais na variavel 1 — p, mas, como deve ser dito, nao temos

ideia de como seguir tal analise.

A expansao do problema original proximo a fronteira conduz um pro-
blema de transporte radiativo unidimensional definido na semi-reta, cuja solugao
é obtida via uma mudanca de varidveis que o transforma em uma equacao elip-
tica integro-diferencial semelhante ao problema que surge da expansao do problema
reduzido. A teoria de existéncia de solucoes para estes problemas é obtida via a
demonstracao de um lema abstrato que repousa da teoria de operadores em espacos
de Hilbert. Estes problemas possuem interesse em si, ja que permitem a construgao
de uma teoria de existéncia sem qualquer condig¢ao sob p, salvo 0 < p < 1. Isto
pode ser feito porque nao precisamos lidar em uma dimensao com as dificuldades
geométricas encontradas no problema original definido em uma regiao convexa de
R3. De fato, numa regidao convexa, nao se pode limitar por baixo a distancia en-
tre duas reflexdes, ao contrario do caso unidimensional. Além disso, o problema
bidimensional é suficientemente simples para que as caracteristicas possam ser ex-
plicitamente calculadas mesmo apoés reflexao, o que se torna impraticidvel em uma

regiao convexa geral.
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1.1 Derivagao heuristica do problema reduzido

O problema original é dado pelo seguinte sistema de equagoes:

LT = 5[~ (f— 4rB(v, T)) dv, reDt>0
51{:0% = h0,—T)+ar OVO [B(v,T,) — B(v,T)]dv, x€dD,t>0
T(x,0) = Ty(z,e), r€Dt=0
eQ-VI+ NI = ZT+xB(v,T), z€D,t>0
1) = pI(Y)+(1—p)B(w,Ty), z€dD,t>0
(1.14)

Supomos que este problema assume uma expansao assintOtica em e.

Para pontos longe da fronteira, assumimos ainda a seguinte expansao regular:

N
B=DB(v,0)=> Bi+o(c"

k=0

N
I=> eI + o)
k=0
Substituindo em (1.10), obtemos a seguinte equagao para os termos Iy
o

/
Tpyr — K/Bk+11 =0

o'~ s
Ny — EIO - K/Bo] + €Z€k [(Q V) + Ny — o

k=0

O termo de ordem zero é satisfeito se e somente se Iy = By. Integrando os termos
de ordem k£ > 0, encontramos a seguinte condicao de existéncia:

1 ~ 1
—Iy11 = Biy1 —

K[(Q V)], KI ;z/ 1dQ
47 ! S2

4k

substituindo esta expressao no termo original, temos

O_/

(- Vg + Ny + —— K [(Q- V)] = NBiy1 =0

Ak
e, resolvendo para [, 1, obtemos

o’ 1

MK [(2- V) I}] v

Como K [(2- V)] = K[(Q2- V)By] = 0, podemos calcular para k = 0:

1
[1 - Bl - y(Q . V)BO

_[k;+1 - Bk+1 - (Q : V)Ik
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E do fato que K [(Q- V)I;] = =K [(Q- V)?By] = —35 AB,, temos para k = 1:

/
1
IQIBQ—FLABO——

1
Q-V)B —(Q-V)B
IN2g! )\/( V) 1+ ( V) 0

)\/2
Esta expansao sugere que, longe da fronteira 0D, a seguinte relacao é
valida:
1

1
=B =& ABy + O() (1.15)

independentemente de termos de mais alta ordem em B. Deve ficar claro que esta
expansao nao leva em consideragao a condigao de contorno dada por (1.5). A fim

de continuar a nossa analise, vamos assumir que
By = B(v,6,), =€ 0D

e permitir um pouco mais de liberdade & expansao assintotica, escrevendo os termos

como fungoes de x,{) e

I=> Lz,Qe)
k=0

Vamos também enfraquecer (1.15) e escrever simplesmente

1

4W€2K[I—B]:g:f2+sf3+....

Obtemos entao a seguinte expressao para a intensidade total:

)\/

!/
eQ-VI+=1="-1-¢%g
€ AT

A expansao interior desta equacao é dada por

0 = [N~ &)
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O termo de ordem 0 desta expansao implica Iy = ﬂ), 0 que acontece
quando Iy nao depende de ). A aproximagao de ordem 1 é satisfeita com [; =
—%Q - V1. Integrando em () o termo de segunda ordem, encontramos a seguinte
condicao a ser satisfeita:

1 Iy — By 1~
_WAIO = —k/go = —k}/ ( €2 —+ EIQ)

o que resulta em:

1 2 1~ I()—B[) 1 ~
—Y(QV) JO+X(IQ—EIQ>—IJ( = +EI2) =0

ou, resolvendo para Is:

e 1 2 1

Onde, escolhendo j\g = 0, temos a seguinte aproximacao, [,, para I[:

[a:{l—%(Q-VH—i—Z[(Q-Vf—%&}}]o

com 1, = Iy = & satisfazendo
4~ a

2
(—%A + FJ> o = ¥'B. (1.16)

Agora, precisamos introduzir condi¢oes de contorno para o problema

reduzido (1.16). Para tal, substituimos I = I, + ¥ em (1.5) e obtemos:

0

U(Q) — pP(Q)
e’(1-p)[@— B]

%[Q—pQ’]-V@
e? 2 / o P11
(@ V= p@ V) + el

+ o+ o+

Aqui, ¥ representa o erro de aproximacao. Note que nao é possivel satisfazer exata-
mente os termos de ordem superior a zero em todas as direcoes €2. Com o objetivo

de satisfazer a condi¢ao de ordem zero, supomos que: ®:

® — B =0(¢), uniformemente quando dD quando ¢ — 0 (1.17)
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Entao para resolver o termo de ordem um, assumimos que ® satisfaz
be—=B—-® (1.18)

o valor de b — que supomos positivo — deve ser escolhido de tal forma que KW é

pequeno perto da fronteira.

O problema reduzido assume, portanto, a seguinte forma:

(-swo+1)@ = Bo), zeD
(1.19)

0P
bsa—n+(l> = B(v,0,), € 0D

onde 0, = T, é temperatura exterior.

Na secao 1.2, apresentamos um raciocinio fisico e heuristico para a

obtencao da constante b.

1.2 Condicoes de contorno para o problema reduzido

Nesta se¢ao, propomos comparar a troca total de calor através da fron-
teira devida a efeitos radiativos em ambos os modelos. No problema original, esta

quantidade é dada por:

K.I/ o Y
On = 6_2/13/0 <[—47TB(I/,T)> dvdzr

4dm o0
T e /BD /Qq7>0 / (L= (=2 m) (B Ti) = I (2, D) (2 - ) dvd S ()

e no problema reduzido por:

Ak

h (® — B(v,0)) dvdx

D Jug

_ Abdvdr = -~ T dS(x
3)\’/ " var = 3»/ /M

Qr =
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Neste momento é natural comparar os termos de ordem zero e um nas expressoes

de Qr e Q%, quando

1:{1—%@mvyp;[m-vf—§4}¢

e encontrar

1 0® . P1 P2 0o

—_— Bv,0,) —®|+—=—+4+0 1.20
U I G R Tr MRS (1.20)
onde
1 1 w/2
Pk = T— (1= p(=Q2-7) (Q-n)*dQ = —/ (1 — p(—cos~)) cos® v sin ydry
AT Jop=0 2 /o
1

1
0

e usamos o fato que

1

4 Q-n>0

(1=p(=2-n0) (Q2-n)(Q-V)dQY = pn-V
E, simplificando, chegamos finalmente em

¢+wﬁ¢:3w@)

on
com
_i1—3p2 1+ 3r i
_3)\ P1 _1—27'1 3N
onde

1
7%:/;mwmwm k=1,2,3
0

Note que ps < % fol prdp = %, o que implica a positividade de b. Este valor é
exatamente o mesmo fornecido por [18]. Na segao 4, mostramos que o valor exato

de b deve ser obtido através de uma complicada equagao algébrico-operacional. Na

11-3py _ 143ry | 2

B = 1o 3w resolve uma versao

secao 4.1, mostramos que a expressao b =

aproximada desta equacao e na secao 4.2, fornecemos valores numéricos para b.
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1.3 Camadas de fronteira

Com o objetivo de desmonstrar alguns resultados envolvendo funcgoes

de camada de fronteira, introduzimos as seguintes defini¢oes:

= {x € D:dist(z,0D) < {y/2}
F = {zeD:dist(xz,0D) < {y},

onde {3 € um ntmero positivo tal que dentro da regiao F, cada ponto x pode ser
escrito na forma de coordenadas ((,w) onde ¢ := dist (z,0D) e w pertence a 0D.
Denotamos a variavel reescalada y definida como y := (/. A funcéo suave de corte

&(x) satisfaz 0 < E(x) < 1le:

1, e FE
() = (1:21)
0, =z € D\F.

Também assumimos que dentro de F, {(x) depende apenas da distancia ¢, isto é:
w-VE=0, YwedD e (e€l0,l).
Desta forma, o operador laplaciano admite a seguinte representagao:

1 02 1

0
Af = &?—28—y2 +€Lla_yf+L2fa

onde Ly e Ly sao operadores diferenciais que nao envolvem derivadas na variével (.

)

Figura 1.2: Dominio D e sua camada de fronteira F
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2 ANALISE ASSINTOTICA DO PROBLEMA
REDUZIDO

2.1 Aproximacao de ordem zero do problema reduzido

Comecamos nossa anéalise considerando que a solu¢ao denotada pelo par

(0(x,t,e), ®(x,t,¢)) do problema reduzido dado por:

L0 = %4 Vzoﬁ’(CI)—B(V,Q))dV, r€eD;t>0
Ekog_z = h(l—0)+ar [°[B(v,0,) — B(v,0)]dv, x€dD,t>0 (2.1)
9(0) = (90, reD

onde & satisfaz

82
<_3/4XA+ 1) ®=DB,0), z€D

9 (2.2)
eb—&+ ¢ = B(v,0,), x€0D
on
admite uma aproximagao de ordem zero
(O(2,1,2), D(x,1,2)) = (09 (2, £), 8V (2,1)) + O). (2.3)

Notamos que §® ndo depende de &, a maior vantagem desta hipotese é que podemos
expandir o termo nao-linear B(v, §) em séries de Taylor e tratar o sistema como um
sistema de equagoes linearizadas. A ideia do desenvolvimento é que, ao assumir a
existéncia de aproximagao de ordem zero, seremos capazes de levantar algumas de

suas propriedades e estabelecer condi¢oes suficientes para assegurar sua existéncia.

Nao h& maneira sisteméatica de construir tal solucao de ordem zero,
uma vez que ela pode nao ser uma solucao de ordem zero em suas derivadas, isto
é, ndo estamos pressupondo que (VO, V®) — (VO Vo) quando ¢ tende a zero.

2
A+1)P=B(v,0),
s 1) 8= B)
o que sugere que ®© = B(v, 0(®) longe da fronteira. Isso conduz & seguinte equacio

Assim, procedemos heuristicamente e observamos que | —
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parabdlica:
0 47T & 1 (0)
Eté’( ) = ? yAB(I/,Q )dl/, T e D,t >0
Vo
00 = 0, r€dD,t>0 (2:4)
00 (z,0) = 6(x), zeD,t=0

Esta equagao é conhecida como “aproximagao de Rosseland" (veja [18]). Para efeitos
de nossa anélise, vamos impor restricoes a condi¢cao de contorno #, e a condigao
inicial, 0y, para garantir que (2.4) tenha uma solugao tao regular quanto necessario
para nossa andalise subsequente. Para conveniéncia do leitor, faremos uma breve
discussao da teoria de existéncia para a equagao de Rosseland baseada em [20] na
secao 5.1. Na secao, 5.4.1, provamos que a solugao (0(0) ,CIJ(O)) do problema de

Rosseland é uma aproximacao de ordem zero para a solu¢ao do problema reduzido.

2.2 Expansao de Taylor em torno da aproximacao de

Rosseland

Expandimos (5.2)-(5.3) em torno de (6©, ¢(¥) usamos as séries de Tay-
lor de B(v,0) de 0:

B(v,0) = B(v,09 +c0W 4 20 + Swy)

1
= B, 0") + 3,00 + &2 [519@) + 55290)2]
+ &3 [ﬁlg(l) + 3,013 1 2539(1)3]
6

+ e {529(” + %ﬁzf)(o)@(”z + %@9“)29(2) + 2—2@@((})9@)4]

+ O(£%)

onde nds usamos as seguintes defini¢oes:

k

) - o Arf3
ﬁk(ﬂf, I/) = WBO/’ 9(0)($)), ﬁk = /0 ﬁkdy, € Vg = <1 + 3:’7?;) . (25)
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Aqui notamos

_ A 0 4
3Nk + 473, Oz

onde z substitui qualquer variavel (espacial ou temporal). Sera conveniente definir

(2.6)

h* da seguinte forma:
%) a
h* = h+ onr/ —B(r,60)dv > h
o 00

Substituimos 6 = 0©) + M) + 202 + 0(e3) e = O 4+ cdM) 4+ 203 + O(£%) em
(5.2-5.3) e obtemos:

L, (60 +6M 4 £29(2)
Ar =1
- g 0 (80 422 +£20®) dv + O(*), weD,t>0

0]

5!{:08% (0 + e + £262)

vo (2.7)
=h (6, — 9(0)) + om/ (B(v,0) — B(v, 9(0)) dv
0
—eh V) — 2p#9) — a_27r€2329(1>2 +O(e%), z€dD,t >0
0O + 00 4+ 220 = 6\ 4 £g{V 4 267 x€D,t=0
e’ (0) 1) 4 252
(—BKWAJrl) (@ + eV + 20?) =
Bo + 6,00 + g2 [519(2) + 5529(1)2} , xe€D,t>0 (2.8)

sba% (@O + oW + £20()
B(v,6,) — (2@ 4 e0W 4+ £20@) + O(e?), 2 €9D,t > 0.

Continuamos a construcao da expansao do problema reduzido usando
técnicas descritas em [15] e [21], que consiste basicamente em construir fungdes
representando o comportamento longe da fronteira, o comportamento perto da fron-

teira e, finalmente, perto da condicao inicial.
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2.3 Expansao de primeira ordem do problema reduzido

A expansao no interior de (2.8) e (2.7) ¢ facilmente realizada coletando

os termos de mais baixa ordem em e€:

cov - AT [ imbgdu, zeD,t>0
i 3 J,, N
o = o, z€dD,t>0 (2.9)
o = oY, zeD,t=0
o = 300, zeD,t>0

Esta é uma equacdo linear paraboélica em ) com condicdes de fronteira do tipo
Dirichlet. O valor de 9£1) sera definido subsequentemente baseado em um critério de

compatibilidade entre as expansoes no interior e préximo a fronteira.

Se subtraimos de (2.7)-(2.8) os termos internos definidos por (2.9), re-
escrevemos as equagoes no sistema de varidveis reescaladas e coletamos os termos

de mais baixa ordem em ¢ (veja [15] para detalhes do método), nos obtemos:

_kog_;egn = [ %5"—;@9)@, 0<y< oo
—ko 205" + b0 = —ko 20 — h*6"), y=0
L0 50y | o) 1 (2.10)
_3/4;’)\’a_y2q)0 + (I)o = ﬁl<0, V)eo s 0< Yy < oo
—b20) + o) = —bZ0O —53,(0,1)0", y=0

Este sistema é complementado com a condigao que oY ¢ ®L devem convergir para
zero longe da fronteira 0D. Assim, nés impomos sobre estas fungoes a seguinte
condicao:

lim 09 (y) = lim &M (y) =0

Yy—oo Yy—oo

Como —ko%%l) = foo 4—”6—2<I>(()1)dy, sabemos que

vo 3N 0%y
1 4

o) = - — / —dWdy + ¢y + c1y.
3ko J,, N

As constantes ¢y e ¢; nao dependem de y nem de €, mas podem variar com w. A

condi¢ao de que y deve tender a infinito forca a identidade ¢y = ¢; = 0, de onde CD((;D
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deve satisfazer a seguinte equacao integro-diferencial:

1 & 1 B1(0v) oo 4x
3/§/)\/ay @ +®() = — 3% fO )\'® 0<y<€0/€

—b 2o + 0l = g(v) = _b%qm — 310,00, y =0
lim ®"(y) = 0
Yy—oo

. 1 1
simultanemente a 9£ ) = —ﬁ f:)o 4“<I>( )dv com sua condicao inicial associada dada
por:

0 9
— kg0 + h*0) = —ke—6© — B0V, y=0.
an o + o 0877 b )

Este problema (considerado como uma equagao para q)(()l)) /51(0,v)) tem uma solugao
para cada g,(v) dada pelo lema 5.3.1 e possui decaimento exponencial devido ao
lema 5.3.2. O problema agora é determinar o valor de 9,()1) de forma que seja possivel
que tanto a condi¢ao de contorno em oY e LY sejam satisfeitas. Para fazer isso,
definimos N, o funcional que liga a fungdo g,(v) ao valor de —ky-2 39 oY + o) em
y = 0 dado pela solucao da equagao linear. Em termos de N,, a condicao inicial sob
Hél) implica a seguinte identidade:

o e 0 1
_koa—né(o) — 16y = N, {—ba—n@@) — 51(0,1)6;"

cuja solucao deve ser:

N (ba%(b 0) ko 9 N, (bp1) — 30(
_Nrﬁl(ovy) Nﬁl(o V) 877

Observamos que N, é um funcional negativamente monotonico, a prova é idéntica a

do lema 3.3.1.

o) = (2.11)

Notamos que para o caso quando ¢’ e k' nao depende de v (hipotese

cinza), este problema apresenta uma solugao analitica que pode ser calculada intro-

duzindo ®! = f Oldy e By = f:}o Bidv. Entao, temos:

1 07 - 50, v) 47\ -
_3f€’>\’(9_y2q)$+<1+—3k0 7 (I)i = 0, O<y<€0/5

—ba%@;l) + o) = a(v) = —ba%(ID 51(0 v)0 1(> ), y=20
lim M (y) = 0
y—oo
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A solugao desta equagao diferencial é dada por
D — 0 (0)eVIANOY

5o 0 = —00) VB (0)e VIO,

A condigao inicial em CI%(O) implica a seguinte relagao:

= 0 =
B1(0) (by/3N1(0) + 1) = b5 0 = Fi(0)6]
Usamos o fato que ol = —3;”/\,4)(1) para obter a seguinte condicao sob 0((,1)(0)

SZO 09 (0 (b\/Sm’X% +1)_—b§ — 51088V,

Usamos agora a seguinte relacao:

(977q)( )(0) = ﬁ (/OO (v, 9(0))) dy
= / 51(0 —9 = 6, (O);G(O)

para obter

9 o)
bﬁl()n

—9(0) (b 35N (0) + 1) B0y =

3k: N Sk N

A fim de obter uma segunda equacao para 9(1)(0) e 6,51), partimos da condi¢ao inicial

sob 9(()1) dada por koa o + holt = —ko a 9 h*9,()1) e lembramos que como

0(1) _ A4z

(1
o = 3 /\,CD ) , devemos ter:

g(()l) — 9;(0)6— 3K/ N71(0)y

a—ﬁgl) = —01(0)/3r Ny (0)e~ V3NN Oy
Y

ou seja:

(/-cm/%w%(()) + h*) 00 (0) + n*o) = —koa%e(”)

Assim temos o seguinte sistema linear sob 9((,1)(0) e 0151):
~ (03N +1) 55RO | [ 600 | [ —gmen 0200
(k;o 3N (0) + h*) B o ko 260



29

cuja solucao é dada por:

_ -1
8(()1)(0) — (b\/m + 1) %61(0) 3k Y bﬁl( )

oY (kBN O +17) ko 9<0

-1

— <b 3K/ N1 (0) + 1) %51(())
(VBN 1)
1 [ —h* 3£—(&§1(0)
det ] (ko 3K/ N1(0) + h*) <b 3K/ Ny1(0) + 1)

onde det = (b 3N (0) + 1) W+ 52551(0) (ko 3N (0) + h>

e os valores de Ql()l) e 0(()1 ) sao dados por:

)
0
k‘o <b 3/@’)\”71 (O) + 1> + <k0 V 3RI>\,’71( ) + h*> 3;60)\/ bB (O) 0

oY = _ —§©
<b 3 A1 (0) + 1) b + 4750 (k;o 3K N1 (0) + h*) n
i N *
6)(0) = o G 9 go)

(b 3K/ N1(0) + 1> h* + % (ko 3K/ N1(0) + h*) an

(1)

observamos que ¢, * pode ser escrito como:

3K/ Ny1(0)+h*
9(1) o k0+ b\/?m’)\’ (0)+1 3k0)\’ ﬂl( )
b e 4 A7B1(0) Kor/3KN N ©@+ht Oy

3Nko by /3K/N1(0)+1

9(0)

e, assim, comparamos com (2.11) e temos:

N, (gy) = _kox/3/<;’)\/’71(0) +h* Arm /°° (). (2.13)

3N (0) + 1 3koN

2.4 Aproximagao de primeira ordem do problema reduzido

2.4.1 Corregao perto da condicao inicial

Notamos que uma expansao proxima a fronteira de 6 pode nao satisfazer

C 1 . . 1
a condicao inicial o) =0 e por esta razao, introduzimos um termo corretor, ot ),
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que é definido como a solugao do seguinte problema paraboélico linear:

200 — ko 50 = 0, y>0,t>0
oY = oY, t=0,y>0
_8%‘99) + h*@,(rl) = 0, y=0,t>0
lim 6 = 0, t>0
Yy—00

2.4.2 Estimativas de erro para o problema reduzido

Definimos ®, e #, com o objetivo de estimar o erro induzido pela apro-

ximagao de primeira ordem:

B, = B+ (D, +,)E(x) (2.14)
= (09 + 20" + cole(a)
e (2.15)
0n = 0i+ (0, +0)&()
- (e<°> + geg”) + (0 + 20D £(x) (2.16)

Lembramos que {(z) é uma func¢ao de corte definida por (1.21). Por construgao,

temos que para t > 0 e dist (x,0D) > {y L0, — fyooo %A@ady = 0 e na camada de

fronteira, temos:
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4
ctea—/ Ay = —& (koLu +v1) 5 (91 o)
Vo

3V
< A7 0
B / o <§L1+28C§)
0

9 pa
dy
— ZkOa (oM +91> / dWMdy
0 o0
+ 4§ a_kOLQ"FUw
+ &(=koLy 4 vy - V) OW

0

— (koL1 +v,) (00 + 6V )agf
- / %(;CMMLQ) QP

0o 2
+ (—k0(9g1>+99>)— / %@f})du) aa—@g}.

(2.17)
Introduzimos 0 e 6 as solucdes das seguintes equacoes:
—kos0® = —€(koLy +v,) & (657 + 01
— T (en+ 2645) o dv
— 2o 208 + 0 2e — [, 20 dy, y>0,t>0

—ko Z50® = &(2 —koLa+ vy V)05 + & (—koLa+ vy, - V) 05
— (koLy +v,) (99) + 99) 2¢
— L ax (acLl + 5L2> Py dvg
1 00 4
(ko0 +00) = [ sl dv) e + koL 20,
ambos se anulando quando y — oco. Observamos que estas fungoes foram introduzi-
das para cancelar os termos de ordem zero e um em (2.17) e que eles sdo uniforme-

mente limitados em £ quando 0(()1) e (ID((}) pertence a Lo N Cy. Estes calculos levam &

seguinte estimativa:

47

SXAcb Wdv =0(?), z€D. (2.18)

Ly (0 + 0% 4 200)) — /
o
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Agora nos observamos que a funcao ®, satisfaz:

’

B(,0) + 0" — 555 [618@) + e/} ] , ©€D\F
2 (0) (1 _ ©)
(oo | Pl v o
K yme (co) ?MLlay (o)
\ 3:’)\’ Oy? (f(I) ) + €<€(I>o ), xz e F.

(2.19)

Agora usamos o resultado seguinte:

2
1>

1 82
1 1
_3/{/)\/_§y2(€q)0 +(I)( )

3K/ N Oy? vk ©

1 0.0
q;(l)

63/{’)\’6(’ dy °

L & 0

3K/ N OC?

= £[6ir,0)6Y]

1 0.0
(I>(1)

53/{’)\’84" dy °

: L & Lo

3K/ N OC?

N+ (E)) = |-

— 22

— 2¢

como B (v,0)05) = B (v, 2y)05" + Bo(0)O(e).

Entao noés definimos as funcoes de erro, que representam a diferenca

entre a solucao do problema reduzido e a aproximacao de primeira ordem:

Ewe = & — P, — Py — 2Dy

Swy = 0—0, —e20P¢ — 300

Aqui @, e 3 sao escolhidos de forma a anular os termo de maior ordem na expansao:

g2 1
(_3>\/1,<L/A + 1) Wy = 22 [B(I/, 0a) — B(v, 0, + 527119)} + 510(82), x €D (2.20)

A constante 3; aqui indica que a estimativa é integravel em v € (g, 00).
As seguintes estimativas sao validas por construgao:

w,
€a—n+h*w9 O(l),xeaD
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8wq>

n

de forma que temos um problema da forma:

b

+we = O(l),x € dD

Etw9—4—72r/oo/<a’(w¢—ﬂ(w9))dy ~ 0(1), z€D,t>0
N we(0) = O(1),, z€D,t=0
aaa—“:m* ) — O(),z€dD
(_3;1,&“) (we) — Bluwy)+ HO(E), z€D
5b%+w¢ = O(1),z€0D

com ((wp) = glz [B(v,0a) — B(v, 04 + *wp)]

A fim de estabelecer um cota superior para esta equacao, definimos a
seguinte supersolucao wy = a(t) e wg = B(a(t)) + e%c(v) (—ep(x) + 1), onde ()

satisfaz:

IN

11/1007

1
—26_k<,$ eF
€

()]
Ap(x)
Aip(x)

+U}q>‘

v

v

—cg,x € D

8wq>

b
=g

< ¢, r€0D

onde k > 0 a ser escolhido e mediante as seguintes condicoes:

o/ (1) — 4n /OO Ko@) (—ev(z) + 1)dv > O(1), z€Dt>0
: a0) > O(1),, z€D,t—0
hwy > O(1),a € 0D
_3;5;A5(a(t))+53c<ym¢+s%(y) (—eb(@)+1) > BOE), zeD
Bla(t)) +e%c(v) > O(1),r € OD.
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Integrando a inequacao a terceira inequacao acima, temos a seguinte expressao para
x e D:

o

—/VO %Aﬁ(a(t))du—k/yo /i/53c(1/)A1/zdv+/VO ket (—ep(z) +1)dv > O(1).

Observamos agora que da definicao de 3 e do fato que

A
APy < ?be—koé‘g + A,

por consequéncia da defini¢do em (2.14), temos:

<1
| o8t

0

D
< (Ze+n,)at)
o que conduz as seguintes desigualdades:

a'(t) —4r /OO k'c(v)dv > O(1) > Ca(t) + O(1)

0]

Assim basta escolher a(t) como uma exponencial e estabelecemos o

seguinte resultado:

Teorema 2.4.1. Existem constantes positiva Cy e Cy tais que

10(t) = Oa(t)lcy < Cre™'e® [ B(t) = Pu(t)llc, < Cre'e? (2.21)



3 ANALISE ASSINTOTICA DO PROBLEMA
ORIGINAL

3.1 Expansao assintética do problema original

Nos agora construiremos uma expansao de primeira ordem para a ex-

pansao para o problema original. Mais uma vez, empregamos basicamente as técni-

cas que usamos para expandir o problema reduzido e procuramos solugoes em torno

da aproximagao de Rosseland. O problema original é dado por:

LT

or
9 on

T(z,0)
eQ-VI+ NI
()

=5 [7F (f— 47 B(v, T)) dv,

vo

h(Oy —T) + am /OVO [B(v,Ty) — B(v,T)] dv,

To(gi',E),
%I—FH’B(V,T),

pl(Q) + (1 = p)B(v, Ty),

r€e€ D, t>0
xredD,t>0
reDt=0
reDt>0

x e oD, t>0.
(3.1)

3.2 Expansao longe da fronteira do problema original

Uma vez que temos uma aproximacao de ordem zero para o sistema

original, procedemos com a expansao em séries de Taylor no termo nao-linear:

B, T) = B,TO +eTW 4 2T + wr)

B, TO) 4 e4,TW + &2 [ﬁlT@) +1 52T<1>2}

3 [5@(1) + BTOT® 4 1 53T<1>3}

o4 [52T<1>T<1) +1 By TOTR)? 1 1 B,TW*T) 4 L BTOTO| 4 O(eb).

+ o+
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Assim, a expansao no interior é dada por:
I = By, TO)
L _ M _1/0. (0)
L7 = BT, v(Q-V)B(v,T")

@ = '5 T | +18, T.(l)} + -2 AB(y, T)

- (@ V)ﬁlT Xz(Q V)?B(v,T0)
1@ = [BrOT? 4 137V 4 e AR T - L0 V)P
19 = |3 T'(Q) + 3BT T + LT Tz'(l))4:|

e [0V~ L0 v)
Esta expressao permite-nos calcular os termos de I — B(v,T):
dme? 3N AﬁlT
e ok [B1® + 381"
+ (5532 + 1550) A2Bv, TO)} .

Observamos que os termos de ordem zero e de primeira ordem obtidos aqui sao

LB T) = o ABETO) +e {5

idénticos a seus termos analogos no problema reduzido.

4
c,TV = / “TABTVdy, x€D,t>0
W = 7 £ €dD,t>0 (3.2)

T = 1V =6V, zeD,t=0.
3.3 Expansao em torno da fronteira

A expansao em torno da fronteira do problema original consiste em
expandir o problema dado por (3.1) nas variaveis reescaladas (y,w), entao subtrair

a aproximagcao no interior e coletar os termos de menor ordem em ¢

—k:o T = / K (]él) - 47Tﬁ1T(51)> dv, y>0
Vo
27 +h*T = fi=—2TO0 — 1 y=0
—p 2+ NI = LT+ m’ﬁlTo , y >0 (3.3)
I59(0, p) — pf§ 0,-p) = (p- 0BT
+ (Q+p)- VB, T®),  y=0,u<0.
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O sistema deve ser complementado com condigoes nulas no infinito, isto

lim IV (/) = hmT(l)(x/s) =0, Vr>0.

e—0

Primeiramente, deve-se notar que este problem depende de ) mas pos-
sui derivadas apenas na variavel y. Esta dificuldade pode ser minimizada escrevendo

QO = pn+ /1 — 12Q+ e tomando médias em QF. Assim, temos:

1
o

QdQL

Definimos Z como

(1)
T = A fsll o+

7 = f52 dl/dQ—Q?Tf Zdu

de forma que o problema assume a seguinte forma (quando £ — 00):

koazT(l) = / /f’(f—élﬁﬁlTo(l))dv, y>0
Vo
1 w1 ) wr(l
2TV + T = fyo=—2TO - TV, y=0
2T+ NT = ZI+w/IY, y >0
Z(0, 1) — pZ(0, —p) = go:=(p— AT
+ (14 p)5 BT, y=0,pu<0

com condigoes de contorno nulas quando y — oo:

limZ=0 , lmTM=0 e hmﬁT(U—o

y—00 y—00 y—oo Yy °

aqui 4 é dado pelo seu valor na fronteira. Agora note que o fluxo de energia , j(y) :=

— f:}o fj pZ(y, p)dpdy — ’;28‘9 T( ) 6 constante e, portanto, nulo. Multiplicando essa

equacao com derivada em Z por 4; e integrando, obtém-se:

00 1
ko O
Tdudy = Tdpdy = ———T
//Nay e /VO/_J‘ MY T Tany

de forma que integramos esta ultima expressao em [y, o] e obtemos:

/ / Z(y, p)dpdy = o =T ().
-1 27T
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Portanto o sistema (3.3) pode ser escrita como uma simples equagao em Z(u,y),

cOmo a seguir:

2T+ NT = & [! Ty — =8 |
I(p) = pZ(=p) = golp,v),
— 0.

lim Z(y, 1)
y—00

o /\,Idudl/ y>0

y=0, p<0 (3.4)

Esta equacao pode ser reescrita na forma de uma equacao integral como segue:

fo (5, v)eN*/ds +

(ot

gb(,u V)) N/

Ly mv) =1 “ndy R pet (3.5)
va(y), p=0,
\ ifyoo q(s,v)eNW=9)/rds, >0
onde
q(y,v) = %//11 Zdu' — 27”45 / /1 ~Zdy'dV
Agora, nos olhamos para os valores de J(y V) = ’61 (Z(y, p,v) +Z(y, —p, v))

para p < 0, entdo (3.5) tem a forma caracteristica da fun¢ao de Green de problema

eliptico unidimensional, o que significa que J deve satisfazer o seguinte problema:

,LL2 2 2
( NTa + 1) J(y,p) = H,ﬁlq(y) (3.6)
, 2)
A+ 0,0+ (1= p)J0,0) = —gi(,v)
A KB
lim J(y,u) = 0
y—00
onde ¢(y) é escrito em termos de uma incognita J as:
2 / /
/ / [ do(v — 1) — Wgoﬁl F&)fl J(y, p,v)dp'dv'.

onde §y(r) denota a distribuigdo delta. Agora aplicamos os lemas 5.3.1 e 5.3.2 com

[V07

§=(p,v), X =

exponencial para (3.6).

[—1,0) x

o0) e d§ = dvdy para obter um solu¢ao com decaimento

Exatamente como para o problema reduzido, precisamos agora de-

terminar o valor de Tb(l) que satisfaz ambas as

condigoes iniciais em T e 18V,
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Com objetivo de fazer isso, definimos N a fun¢do que mapeia g,(v) ao valor de

—ko aa T + TV em y = 0. Em termos de N, T deve resolver:

g 9 _ e _ _ (1) L 9 )

Cuja solugao é dada:

M =

=N (u(1+ ) 252 ) — kg
h* = N((1=p)5(0,v))

Observamos agora que esta expressao estd bem definida dado que o funcional N é

§f®' (3.7)

negativamente monotonico, ou seja, se g, > 0 entao Ng, < 0, isso é consequéncia do

seguinte lema:

Lema 3.3.1. O funcional N é negativamente mondtono, i.e., g, > 0 implica f, < 0.

Demonstracao. A fim de dar uma prova independente deste fato, olhamos para a
equacao da temperatura na seguinte forma:

ko O >
ﬁﬁwﬁ“+/ KBTOVdy = K (BT + BGy) .
%)

Onde os operadores P, e P, sao definidos como

1

o) 0 O', -
P, = / <1—/ EKgd/L) dv e
Vo -1
00 0 -1 .0
P, = / K B (1 - —Kgd,u) / K, dudv.
2 -1 2 —1

O operador K¢ é definido conforme no lema 5.3.1 e lembramos que { = (p,v). O
operador K¢ preserva positividade uma vez que seu nicleo é uma funcao positiva. A
propriedade de preservar positividade do operador P, ¢ devida a sua representagao

em série de Taylor com coeficientes positivos

Agora olhamos para a funcio T'F definido no segmento 0 < y < L para

L > 0 como a solucao de
ko, DoTE + BITE = PTE + PG,

T 4nk 0y2 (38)
TF=f,  £THL)=0
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com extensdo de TX para y > L nula. Agora escrevemos T*(L) como uma fungao

de fy e gp, que consideramos independentes :
T.(L) = Bf fy+ Brgy = BfNgy + BLg, = (Bf o N + BY)g,

aqui BE e BL sdo ambos operadores que resolvem (3.8) Do principio do maximo

(ver lema 5.5.3) e do decaimento exponential de TV, sabemos que

lim sup [T (y) — T-(y)] = 0.

L—000<y<L

1 - .
Agora fazemos L — 0o e vemos T como o limite de T,, entao devemos ter:

0= lim (T,B¥Ng, + BLg,) = (B o N + BL)g,.

L—oo

Como ambos Bf e B} sdo positivos, N deve ser negativo. O

3.4 Estimativas para o erro do problema original

A expansao em torno da fronteira da incognita T é uma funcao de

camada de fronteira que nao satisfaz a condicao T, = 0. Este fato nos conduz a

introduzir TT(I), uma fungao corretora dada pela solucao de:

270 — k& = 0, y>0,t>0

™ = -7, t=0,y>0

—21 4+ ) = o, y=0,t>0
lim 7 = 0, t > 0.

Yy—oo
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Usamos T, i= (110 + 77} + &(2) [Ty + e e 1y o= (17 + 1) +

&(x)Iy onde os valores de [ i(j ) e Ti(j ) sdo dados pela expansao no interior:

. 47T (1)
LT, + / /SQ wdey_gfyo O (BTY) dv

o) o6 0 35
_Ho (1) (1)
+ <§82T tegig T+ et )

+ {k0L1§ (T )+5k0ng—§T()+vT%(§T§1))}

0
+ 5{ —TD 4 LTV + v, VT(ﬁl)}f

L Ll )]

1 [ 4
LT, + - / / Q- VILddy = ¢ / A (ﬁ T(1)> dv
g 0 S2 vo 3)\,

_ 82
+ ¢ 1{—k0§a - / /S (5“3 > [1>)d9du}

%D .
- koaca +§’F o

- LL [y

0 0y %
+ { ka—@T +k0L18_CT + v Ta—CT }

0
T {aTo(” + LT + v, - Vch”} 3

Definimos agora T e T®) como as solugdes de

0 06 0 9
ay T — k’oaCa +£UT8—TO
N e
g2
5 02¢ ¢ 0
— (1) (1)
ayT k;aCQT +k;LaCT +v ’”86

%, d
+ {=TW + L,7W v, - VT b€ 4 koL —T?
ot ° dy
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ambas se anulando quando y — oc.

Lo (T, +*T® 4 76 / / Q- VI,dQdy =
S2

5/ TV (ﬁTl))dl/—i—O( ?).

vo

Nos também:

/

~

e VI, + A/]a - %I@ = K |:B (V, T(O)) + sﬁlTi(l)]
™
1
-5 (Q- V)’ B, TY)

+ 2Q-V(EIWM) +eXN (V) - s%(gﬁ(})).

4 20.V (ﬁljvi(l)>

Nos usamos os fatos que

e2Q - v (eI = 2l . vV + 523519 + &wg[gl)
y

a¢

2 8 DN = ,11) 4 BT
8 Am

B(v,TO) + 8, (Tf) + TO(U) - B (u, TO 4 ¢ (0§1) + To(l))> +0(e?)
= B, T,) + O(e?)
para obter as seguintes estimativas:
eQ-VI, + NI, - %fa = WB(,T,) + O(e?).
Definimos, entao:
Swp = T—T,—T® - S7O

Ewy = I[—1,— 19,

Estas estimativas de erro satisfazem:

/

Q- VU)[ -+ )\/U)] — Z_W@I = R/gle + O(l)

1 o
Liywr + E/ / Q- VwrdQdy = O(1)
SQ
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Sobre a fronteira, a seguinte estimativa é valida por construgao:

0
8%4—}1*107“ = 0(1)

wr(p) — pwr(p') = O(1), u > 0.
A partir daqui, o mesmo tipo de anélise aplicado na secao anterior
estabelece o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1. A solugao (I,T) do problema original pode ser aproximado por sua

expansao de primeira ordem (I,,T,)

IT(t) = Tu(t)llcy < Cre™e®  |II(t) = La(t)llc, < Cre™'e™. (3.9)
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4 COMPARACAO ENTRE AS EXPANSOES
ASSINTOTICAS

Considere a expansao assintotica de ambos os problemas, o original e o

reduzido:

T, = TO+e(TV+6@T") o I = 104e (10 + @)1 o
4.1

b = 00 +e (00 +e@o) e @ = 0042 (0l) +g(m)al))

Agora definimos a diferenga entre os dois problemas:

/ (T, — 6,) dw = / (T® —60) d + ¢ / (T}” - eg”) dv  (4.2)
Q Q Q

(4.3)

O termo de ordem zero é sempre nulo, uma vez que tanto T© como

6O sdao dados pela equacdo de Rosseland.

As fungoes T} e 6’1(1) sao dadas por (2.9):

(]

4
Qﬂ”:(/—lAwJ%m4x€D¢>0

Y
Y o= 1Y, z €0D,t>0
Vo= 1) =0, €D, t=0
(&
Lo = /VOO %A (316)dv, € D,t>0
o = o, £ €dD,t >0
o) = gV zeD,t=0

Onde Tb(l) e 9151) sao obtidas pelas expansoes em torno da fronteira e

dadas pelas equagoes (2.11)

M =

0 »

e (3.7):

=N (1 + ) 252) ~ ko g

— 90

h* =N ((1=p)6:(0,v)) On



45

2 p(0)) _ L0 p(0)
N, (banq) ) koang _ N, (b3:) — ko 2 "
h* — Nrﬁl((), l/) h* — N,ﬂl(O, V) 377

Este problema leva a uma complicada equacao algébrico-operacional, cuja solugao

o) =

exploramos numericamente na segoes 4.2 e 4.1. Um valor aproximado para b é dado
por [18], 14 b = 141_?2):? . %, onde r;, = fol p(—p)pFdu, k =1,2. Este valor foi obtido
heuristicamente na secao 1.2. Na se¢ao 4.1, mostraremos que este mesmo resultado
¢ consequéncia de uma aproximacao a dois momentos do funcional N. Seguiremos
nossa analise supondo por hipotese que em certas situacoes, a existéncia de um valor
positivo de b possa ser estabelecido. A seguir, apresentamos forte evidéncia computa-
cional de que isso ¢ verdade pelo menos para valores elevados de (; (temperaturas
elevadas), isso é tratado na segao 4.2. Mesmo neste caso, os termos na camada de
fronteira nao podem “a priori” ser comparadas. Felizmente, estes termos podem ser
estimados a ordem ¢ em L', como segue:
Lo
\m@ﬂwhgolfﬂﬁxzma
A mesma estimativa é valida para todas os termos de fronteira como 9(()1). De forma

que podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 4.0.2. O problema reduzido € uma aproximacao de primeira ordem para
o problema original no espago Ly contanto que exista um wvalor positivo de b que

satifaca 91()1) = Tb(l):

|T(2,t) — 0z, )| 2 < C®, 0<t<t;,Cty) (4.4)
(4.5)

Hf(x,t) - 47T<I)(x,t)HLl < Ce?, 0<t<tsCts) (4.6)
(4.7)

4.1 Calculo aproximado do valor de b

Nesta secao, calculamos uma solugao aproximada para o problema 3.4

sob a hipotese cinza, ou seja, os coeficientes N, k' e o’ s@o constantes. Assim,
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queremos uma solug¢ao aproximada para

—pg I+ NI = g [ Tdy = B3 [ i,y > 0
I(p) — pI(—p) = f:}o gv(, v)dv, =0, 0 <0 (4.8)

lim I(y, ) = 0
Y—00

Aqui I(p,y) = [7 I(py,v)dv e By = [ Bdv.

Buscamos uma solucéo aproximada da forma Z = Io(y)+sl;(y). Assim,

temos que os trés primeiros momentos sao dados por:

/_1 Tdp = 2Io(y)

1

b 2
//ﬂdu = L(y)

1 3
b 2
/ [Idp = glo(y)-
~1
Integrando a equacdo em Z em p € [—1, 1], obtemos:
2d 87K/ B
———1 2N T, = 20'], ——1(y).
3 dy 1(y) + o(y) a'lo(y) ko 0(y)
se multiplicarmos a mesma equacao por j e integrarmos, temos:
2d 2
———1 NI = 0.
3dy o(y) + A i(y)
E simplificando, chegamos a seguinte equacao de segunda ordem para I
d2

47'['61
——1 3N | 1 1 =0.
dyQ O(y) + oK < + 3]{:0)\/) O(y)

A solugdo limitada no infinito desta equagdo ¢ da forma Io(y) = Io(0)e V327 o
que implica I, = %d%fo(?/) = —1y(0) 5 v/3'N7'e” V3 X7 Observamos agora que a

condicao de contorno assume a seguinte forma:

1 1 o0
Io(0) [ 1 = p— /3Ny ) = Lo(0)p | 1+ pr /3K NY | = gv(j, v)dv.
A A

0]

Como esta expressao nao pode ser satisfeita para todo u, propomos que ela seja

satisfeita em média. Para tal multiplicamos por u e integramos em u € [—1,0]:

1 11 1
I,(0) <—§ — gy\/?)/{’)\’v’) — 1p(0) (—rl + Tgy\/?)/{/)\/’}//)

0 (e%S)
= / p / 9o (p, v)dvdp
-1 Vo
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o que é equivalente a:

1 11 1
Iy(0) ( + gy\/?)lﬁl/\/’}//) — 1p(0) (7"1 - rgy\/i’m’/\’v’)

1 00
:/ M/ gy (—p, v)dvdyp.
0 2
Onde I((0) pode ser resolvido como:

1 1
Iy(0) = {5 —r+ <3 +7“2) 3K/ Ny } / / g(—p, v)dvdyp.

E o funcional N assume a seguinte forma:

1 27Th* 1
N = 2#/ pI(0, p)dp =~ /MQI(O,u)du
-1 0 J-1

o / u(Io(0) + uly (0))dpe — 22 / 2a(0) + i (0))

1 Nkg
4 1 4mh*
= —gwlo(O) /\,\/3/{’/\’7’ — 3)\%0]0(0)
4

1 h*
= —gwfo([)) " ( 3Ny + /f_o)

e, portanto, chegamos a:

. IR 4
N = Ty 1 / / gb —HV dl/dﬂ
VTt (L) LBy

O valor de Tb(l) se obtém por:

0 _ -N (,u(l +p)2 ) ko o 9 0
’ h*— N ((1 —,0)51( ,v)) On
Pelo que nos interessamos pelos valores de:
0, A3 V3K N +
N(u(lﬂ))M) - 2o Ty / (14 p)d
A 3A 5 r + ( + 7”2 X 3K /\
43, V3K N + = ( N )
= r
3)\'2 % -7+ ( + 7’2) 7V 3/4/\’ 3 2
e
A V3K N +
N (=m0 = —T0 — [ nt
s+ (34712 A,\/W
b VI + (__ )
BN L (34 r) SVBRAY '
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Munidos destes valores, podemos isolar b na expressao 6’1()1) =T b(l), onde Qél) e Tb(l)

sao dadas em (2.11) e (3.7), ou seja:

B1(0,v)
N (604 0)252) ko N, b3~ ko

=N =p)B(0.0) b= NA(0,v)

Resolvemos esta equacao para b usando o software Maple 9.01 e obtemos exatamente

a expressao dado na segao 1.2, ou seja:

y_ L1=38p 143r 2
3N p 1 —=2r 3\

1
e = / p(—p)pdp.
0

Na secao 4.2, discutiremos como este valor se aproxima do valor obtido quando o

funcional N é calculado numericamente com uma melhor aproximacao para b.

4.2 Simulacao numérica

Resultados de simulagao do problema (3.4) sao necessarios para obter
valores do funcional N e, assim, da constante b. Limitamos-ao ao caso em que os
parametros X, k' e o’ sdo constantes (hipotese cinza), ou seja, quando é necessario

resolver o seguinte problema:

—,u@f—i- NI = "3/ fjl fd,u’ _ 2By fjl uzfdu, y >0

oy ko
](M) _pI(_lu) = flzogb(l’lw l/)dV7 y =0, < 0
lim I(y,pu) = 0.
Y—00

Aqui I(p,y) = [ T(py,v)dv e By = [;7 Budv.

Esta equacao depende de duas variaveis, y e u, que devem ser dis-
cretizadas. A discretizagdo em p pode ser realizada através de um esquema de
quadratura numérica, de forma que as integrais envolvidas em (4.8) sdo substitui-
das por somatorios. Assim, definimos as abscissas (—fin, —fN_1,- -, UN_1, LN) € OS
pesos (W, Wn_1,...,WN_1,Wy) € obtemos

Vo 2wk 5\ o 21K .
S Ty, Vdy ~ = = 2\ Ty, i, 4.
/ (2 v P (y, ' )dp ;w 5 o Fn (Y pin) — (4.9)

-1
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O termo da direita da equacao esta bem determinado apenas pelos valores de T (Y, fin)

pelo que definimos

I= (I—N7[—N+17 . 'a[N—lle) = (j(y7 _,UN)aj(yv _:U“N—1)> ce 7f(y7:uN)> .

Assim, o problema se torna em um sistema de equacoes diferenciais ordinarias que

pode ser escrito na seguinte forma:

dl o’ 2wk By
— = MI+ —ST+ BBI, B::/—
dy 2 Nko
onde _ .
=1 0 0 0
BN
0o 0 0
HMN—1
M = 0 0 0 0
0 0 L0
KN-—1
0 0 0o L
L pn
BN UN BN BN
WN WN—1 . WN—1 WN
BN-1  HAN-1 BN-1  HN-1
g i ) ) i
KN -1 HN-1 KN -1 KN -1
L KN N 122\ N .
[ —wnpd,  —wn_ipdg —wN_1pN_y  —wnpd ]
BN BN BN K, 1N
—wnpd CwWN-1pRoy CwN-pl g —wnpd
BN UN—1 BN 143 UN—1
B =
wypd  WNap . wNapl oy wapd
HUN—1 HN-—1 HNAM%V HN—1
wNM?\] wN*LUJ?V_l . U/'N—lluf?\]_l wN;ﬁV
L UN KUN—1 KUN—1 KN _

A primeira investigacao numérica que fizemos consistiu em verificar o

decaimento exponencial das solugoes de (4.8), através dos autovalores da matriz
/ . . .

M + %S + 8B. Sem perda de generalidade, consideramos \" = 1 e fizemos variar

os valores de ¢’ e 3. Os resultados sao mostrados no grafico (4.1), que mostra o
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valor do menor autovalor da matriz em funcao de ( para varios valores de ¢’ em
linhas cheias. As linhas tracejadas indicam o decaimento estimado pelo lema 5.3.2.
Observamos que as simulagoes sugerem um decaimento ainda mais rapido do que
pudemos provar, embora ambas estimativas concordem com o comportamento geral
quando ¢’ e 8 variam. Estas estimativas se revelam importantes no momento em

que desejarmos truncar o dominio para realizar simulagoes em um segmento finito.

1.1 T T T T T T T T
']
Nk 0
k= /[’Hi/—ﬂ —— e —— T T T
0af e 1
Yy ———
e 0.3 e -
nar LT =06 ]
Winin . e -
07 - —t c g
- ' C =T 0.9
- () 0.9 -
06+ -~ g
~
/
o5l e 1
-
e — — — analytical estimates
04F 7 . . ; 1
— numerical simulations
u] 0.2 0.4 06 0.3 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 4.1: Comparacao entre as estimativas analiticas e numéricas para o expoente
de decaimento e a as estimativa dada por simulagdoes numéricas. Lin-
has tracejadas correspondem as estimativas analiticas e linhas cheias, a
simulagao numérica. Simulacoes sugerem decaimento significativamente
mais rapido.

A estimativa analitica do decaimento foi obtida pelo lema 5.3.2, assim

o expoente critico de decaimento ¢ dado por:

1 /
Qe = ]fléﬁﬁ@ﬂﬁz 1—3/1C§—6w><m
- +

o (1-28) 28<¢

Na segunda fase de simulagoes, estivemos interessados em calcular val-

ores para o operador N através da solugao numérica do problema discretizado. Para
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isso, tomamos os momentos pares, ou seja, u; = %([k + 1 ), o que equivale a

resolver o sistema eliptico (3.6), que assume a seguinte forma:

0* N 28
(gt )= o
S p()e (0,10) + (L= plu)u(0.p) = 0. p<0
w(L,p) = 0

onde

-1

0 / 9 13
q(y) = / (%— kalua) J(y, p)dp! (4.11)

Iy, ) = uly, p) + go(p)e?/" (4.12)

A discretizagao na variavel p foi feita com 80 pontos, referentes a dis-
cretizacdo de 20 pontos dos intervalos [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4] e [3/4,1]. A
variavel y foi discretizada em uma malha exponencial formada pelos seguintes pon-
tos:
ho j .
Y = — [(1—}—0) —1} , j=0,1,....N

Cc

aqui ¢ é uma constante positiva a ser determinada, hy é a espessura inicial da malha
dada por hg = y1 — yo. Definiremos também o comprimento L da malha e hy, a

espessura final da malha:
YN —Yn-—1 = hy
ynv = L.
Da segunda condicao, temos:

L:%[(l—l—C)N—l}

supondo (1+¢)" >> 1, temos:
Lc
1 N 2
(140~

Da primeira condigao, temos:

(14+¢)" " hy = hy.
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Substituindo (1 + c)N por ﬁ—g, temos 15, = hf Considerado % >> 1, temos
h
c~ L
L

Logo o termo geral da malha ¢ dado por:

(]

Escolhemos trabalhar com uma malha de 1500 segmentos (N = 1500), dado

ho
0

y; =5-1072[(1.004)’ — 1], j=0,1,...,1500.

Assim, a discretizagao de segunda ordem de (4.10) assume a seguinte

forma:
Wt
—U -
(@1 = xj) (25 —wj0)  p?
2uf_y 2ub N

(25 —zjm) (@ —2jm1) (g — ) (@ —25m1)

O que pode ser simplificado para:

N2 2 .
p? (w4 — ) (T — %‘—1)]
2uj_y N 2uj 4 N QL/q»
(vj —zj-) (@ — i) (@0 —25) (g0 —250)
A condigao inicial se discretiza conforme
N T1T9 x1(xe — 1) To(Ty — 1)

Assim temos um sistema discretizado cuja solucao é obtida pelo método
de Gauss-Seidel em um cédigo implemento em linguagem C. Observamos que a dis-
truibuigao exponencial de pontos na malha permite calcular as ordenadas mais rapi-
das (com g proximo de zero) mesmo em dominios de comprimento significativo. No-

tamos que o operador N pode ser expresso em termos dos momentos f_ll wl (0, p)du
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e f_ll p?1(0, u)dp como segue:

N = f,= —kogl—i— h*T
dy
! orh* !
= 27?/ I (0, p)dp — =5 / p21(0, o) dp
-1 )\ko -1
2mh*
= —27TN1 — )\/—kONQ

23

221

21F

19F

18

17-
2.2

16

15 L L L L L 18 L L L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.2: Valor obtido para o parametro b via simulagao em funcao de (5 com
o' = 0,1 (esquerda) e ¢/ = 0,3 (direita), ' =1 e p(u) = 0,5 em azul.
Em vermelho, aproximacao a dois momentos b = 2.

3.2

28

26

241

195 B 220

18 L L L L L 18 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.3: Valor obtido para o parametro b via simulagao em funcao de 5 com
o' = 0,6 (esquerda) e ¢/ = 0,9 (direita), N =1 e p(u) = 0,5 em azul.
Em vermelho, aproximacao a dois momentos b = 2.

Observamos que os resultados de simulagao sugerem a existéncia de

valores positivos para b sob a hipdtese cinza pelo menos para valores pequenos
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23

22r — 375

21r

15 L L L L L 33 L L L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.4: Valor obtido para o parametro b via simulacao em funcao de 5 com
o' =0,1, N =1 onde p(u) = 0,5 (esquerda) e p(u) = 0,7 (direita) em
azul. Em vermelho, aproximagao a dois momentos b = 2 (esquerda) e

b= 3,78 (direita).

40

30

20

101

—10F

—201

—30}

Figura 4.5: Valor obtido para o parametro b via simulacao em funcao de § com
o'=0,1, N =1 onde p() = 0,9 (esquerda) e p() = 0,95 (direita) em
azul. Em vermelho, aproximagao a dois momentos b = 12,67 (esquerda)
e b =26 (direita).
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de p e ¢’ ou valores elevados de ;. Observamos que o paramétro ; é crescente
com a temperatura 7T, na fronteira e decrescente com o coeficente de difusao k.
Isso significa que a aproximagao é viavel quando o fluxo de energia por radiagao

predomina a conducao, ou seja, quando as temperaturas sao elevadas.
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5 TEORIA DE EXISTENCIA

5.1 Teoria de existéncia para o problema de Rosseland

Nos primeiramente observamos que em (2.4), o termo de segunda ordem

pode ser escrito como:

v-(kov9<°>)+4§/ yAB(y@ Ndv = AfFOO) =V (f (69) Vo)

Vo
= F1(69) A9O 4 7 (9 WQ(O)\?
Tendo em vista o uso do teorema 6.1 de |20, pg. 452, §6, cap. 5| nés definimos O in
D x {t > 0} como uma extensdo de «91()0) e 0(()0), ao introduzir a solugao do seguinte
problema parabolico auxiliar:
20r+v -V = V-(a(2)Vlr), x€D,t>0
Or = 06y, r€0D,t >0 (51)
Or(z,0) = 0(()0)@), re€D,t=0

aqui ag(x) == f’ (6’(()0)>. Nos também reescrevemos (2.4) na forma usada em [20]:

3
0 == Ht—z

d
a;(z,t,00, V) + a(z,t,00, Vo)

= dx;
= 0, — Zf aQe(O)—l—A(th ), Vo)
onde
a = f(69) aiigan
a = v-VvoO

A = vV — 7 (60 |V

A existéncia de solucdo ¢ garantida contanto que fp € C*B145/2(D x {t > 0})
e 0D € O*F, esta tltima condicdo tendo sido admitida como hipétese. Podemos
também obter maior regularidade da teoria desenvolvida no capitulo IV de [20], se

as derivadas 2:0© em D e t = 0 (que podem ser obtidas das condigbes iniciais)

Otk

satisfazem as condi¢oes de contorno dadas pelo derivada temporal de 6.
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5.2 Teoria de existéncia do problema reduzido

Nesta secao, estabelecemos uma teoria de existéncia e unicidade de
solugoes para o problema reduzido usando a técnica das super e subsolugoes. Entao

consideramos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

LH = F[K(®—B.0)dv, z€D,t>0
00 Yo
ga—n = g(0) —g(6) = k—hg)((‘)b —0)+ % Jo [B(v,0,) — B(v,0)]dv, x€0D,t>0
6(0) = 6y, r €D
(5.2)
junto com:
2
~ " A+1)® = Bw6), axeD
3K/ N (5 3)
5 .
bga—nq) +® = B(v,6,), x€dID

sob as seguintes hipoteses:

H1 (a) Oy(z) € C*(D),0 < a < 1 e 6 satisfaz as condigoes de contorno dadas

em (5.2),

(b) 6y(z) € C*(OD). Denotamos D3 = D x [0,3] e S;y= 9D x (0,1)

Denotamos também C1?(D3) o conjunto das fungoes com derivadas de
primeira ordem em ¢ continuas e derivadas de segunda orgdem continuas
em r com sua norma canodnica como espago de Banach (veja §1.4 de

[23] para detalhes).

H2  v(z,t) € C*(Da), [[V]ce < Vo

No6s denotamos

A_ = min (inf Oo(z), inf Qb) d_ = B(y,A)
D oD

A, = max (sup Oo(z), sup Ob) o, = B(v,A})
D oD

Nos definimos da mesma forma S : C*(D) — C*(D) como o operador

que mapeia B(v,0s) a solugio ® de (5.3) quando B(v,6,) = 0 e S : C*(0D) :
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C*(D) o operador que mapeia B(v,6,) a solugdo ¢ da mesma equacdo quando
0y = 0. Portanto
® = SFB(v,0,) + S'B(v, b))

Empregando esta representacao, o problema reduzido pode ser escrito da seguinte
forma:
L0, = dr / W [~ B(v,0,) + SRB(1.0) + SEB(v. Ty)] dv (5.4)
Yo

sob as condigoes de contorno dadas por (5.2).

Observacao 5.2.1. Como os coeficientes X', o' e k' sao constantes por parte e
assumem um conjunto finito de valores diferentes, o que permite que se aplique
a teoria padrao de equacoes elipticas de sequnda ordem e inferir que a hipdtese
assumida implica que Sf‘B(u, 0) ¢ uma fungio C*(D) para todo 6 neste espago e
o mesmo € verdade para S{EB(v,0)). E facil ver que ambos operadores preservam

positividade.

Definigao 5.2.1 (Supersolugoes). Um par de fungées 6 € CY%(Dg) N C%(Dy),
® € C*(D)N CY(D) € definido como uma supersolucio de (5.2-5.8) no sentido de
Pao[23] se satisfaz

L£,0(t)

v

ix :)O/{’[E—B(u,?)dy], xeD

eZ1+g6) > g(by), z €0D
g2 — - (5.5)
- >
( 3K,A,A+1><b > B(1,0), zeD
5b%5+5 > B(v,0), r € 0D

Definimos analogamente uma subsolugao § € C'2(Dy) N C%Y(D;) , @ € C*(D) N

CY(D) quando a desigualdade reversa é satisfeita.
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5.2.0.1 Sequéncias superiores e inferiores

Da propriedade de preservar positividade de Sf e da monotonicidade
de B(v,0) on 0, temos que #; < 0, implica
/ SEB(v,6)dv < / SEB(v, 6;)dv
10 Yo
Também temos:

2.4 hpvv,.e hpvv,.e -2
23(1/ 0) = Vref QhPV iekgme’; ekgeTrel; 1
00 7 ]refTref CQkJB 02

Integrando no intervalo (v, >0), temos a existéncia de duas constantes positivas ¢ e

¢ tais que
_ _Am o [,
c < g : K B(v,0)dv <c, 6¢€[A_,A;]
o que implica
drm [, _
_Q(QQ — 91) S —g K [B(V, (92) - B(V, 91)] dv S 0(02 — 91)

v

contanto que A_ < 6; < 0y < A, Aplicando o mesmo tipo de analise feita a condigao
de contorno:

Yo 2.4 hu”v‘ef h””ref —2
x 9) — _ﬁ — Vref 2h v lekBGTref ekBeTref — 1 dV
’ 2 2
0 [refTrefC kBkOH

%9(

vemos que
—b(0s — 01) < — (g9(z,09) — g(z,61)) < 5(92 —61)
com b e b constantes.

Consideramos agora o seguinte esquema iterativo: ((9’“, @k) com

(W, @) = (A,,®,) onde

(L + Q)Q_’g = chFt+ i—g/ K [@k—l — B(v, W)] dv

o

o— . .
k o ppk-1 =1
50779 + bo 0Ok =1 + g(x, k1)

0k (2,0) = Bo(x)

ok = SfB(l/,%)—l—SfB(y,@b).
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Da teoria das equagbes parabolicas lineares (veja pg. 58 de [23]), sabemos que a

sequéncia { (%, @) } esta bem definida, assim como 6% e ®F pertence a C*(D x
k=0

[0,3]). Se trocarmos <@, @) com (0", @) onde (8°, 2% = (I'_,®_) construimos

uma nova sequéncia de fungoes { (6%, @) }:o:O.

Lema 5.2.1. As sequéncias {<ﬁ, @)}OO € {(_’“, (};k)}zo_o satisfazem
k=0 =
o <oF <o <o <ok <T,

O_ < OF < PM < PRI < PR < D,

Seja w =600 — 1 =T, — 01, entdo
(£t~|—g)w:£tf+—Etm%—gw:g(m—mr)~|—gw:O
e também

0
ea—nw +bw=—g(z,Ay) >0

Isso implica w > 0, o que significa #' < I'y. Um resultado similar mostra que

I'_ < @' Agora seja w' = 0! — 01, entao

(Li+c)w' =c(Ay —A_)>0
9 4 1
58—7710 +bw =b(Ar —A)+g(z,Ay) —g(z,A_) >0
Assim como antes, estas desigualdaes implicam w' > 0 ou, equivalentemente, 61 >

0;. Entao provamos que P’ < < ' < 7. A propriedade de preservar positividade

de Sf implica que ®° < &' < o' < 3. Em um processo indutivo, assumimos que
o<t < <
<ot < <o
Agora definimos w* = 7" — 7" ¢ estimamos
_ 4 00 . _
(Li+c)w* =c <0’f—1 - 9’“) + 8—7; K |:B(V, 0+—1) — B(v, 0’“)} dv
7
4 [, —
+ = K [(I)k—l—q)k’] dv >0
€
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9 . _
68—nw +buwk =b (6”“—1 - 8k> + g(z,01) — g(z,0F) > 0

. —k k1 . .
Disso, segue que 8 > @ e um resultado similar mostra que 8% < ™. Mais uma
vez, a propriedade de preservar positividade de Sf produz um resultado similar para

.

A existéncia de uma sequéncia monétona implica a existéncia e unici-

dade de solugoes para o sistema (veja [23]).

5.3 Teoria de existéncia e estimativa de decaimento para o

problemas de camada de fronteira

Nesta subsecao, consideramos a seguinte equacgao integro-diferencial:

PO (9,6) +uly, &) = /X B(E)uly, €)de (5.6)
(€ (0,6) + bOu(0,6) = (&)
lim u(y,&§) = 0

Yy—00

com f(£) >0, a(§)b(€) > 0 e a?(€) +b*(€) > 0 para cada ponto £ € X. Seja uy(y, &)
definido como a solugao de:
—a(§)uy(0,€) +0(§up(0,£) = gu(§)
lim w(y,€) = 0
dado por uy(y, &) := g5(€) [a(€)/ (&) +b(E)] " WO e Gy(y) = [ k(E)u(y, €)dE.

Também iremos denotar k. (§) e k_(§) as partes positivas e negativas

de k(€).

Lema 5.3.1. Se G,(y) € L*(0,00) e [, ki (£)dE < 1 entio (5.6) tem uma tunica

solugdo em L*(0,00).
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Seja K¢ : L* — L? o operador que resolve o seguinte problema eliptico:
— 2y (y,€) +ug(y,&) = Qy)
—a(§)uy(0,8) +b(&uy(0,£) = 0

entdo u,(y, &) = KeQ(y), e este operador possui a seguinte forma quadratica asso-

ciada:

FHEONug(y, Ol + fA(©ug (0, ug(0,8) + llug(y. 2 = {QW), ug(y)),

aqui * indica o complexo conjugado. Da hipdteses que fizemos sobre a(§) e b(§),
o termo f2(&)u}(0,8)u,(0,£) € real a nao-negativo. Portanto, K¢ ¢ um operador

auto-adjunto nao-negativo e sua norma nao ¢ maior que 1.

Agora definimos ¢(y) := [y k(§)u(y, £)dE, entao

u(y,§) = Keq(y) +un(y, §)

1) = /X K(E) Kea(y)dE + Ga(y) (5.7)

Isto conduz & representacdo de ¢(y) como q(y) = (1 — [y k(ﬁ)Kgdé)_l Gy(y), con-
tanto que inversa envolvida esteja bem definida. Para mostrar isso, nos definimos

os seguintes operadores positivos:

L L A N GLE
e note que
(1— / k(ﬁ)Kgdf) - (4K —K)
= 1+K)'"1-Q+K)"K,]

1

, - . 1 . ~
Uma vez que K_ é um o operador ndo-negativo, (1 + K_) existe e sua norma nao

supera 1. Também a norma de K, pode ser estimada como segue:

1| < /5 ko (€)| Keldg < /E k_(€)de < 1
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entdo | (14+ K_) " K. | < ||K,| <1, o que é uma condicio suficiente para garantir

a existéncia de [1 — (1+ K_)™" K+]_1.

Lema 5.3.2. Suponha a condigio do lema 5.5.1 junto com [ |k(§)]d€ < oo, |uy(0, )| <
Uso <00, f(§) < foo <00 € [y L] d§ < oo, entao para cada o/ < \/1 ‘/Xff: ,

f172(€)
existe uma constante D tal que:

| 7(y,€)| < De=*¥
Consideramos agora a seguinte identidade para a solugao de (5.6) com
q(y) definido por (5.7):
| rowwory + [ luword
L L
= [ atwutdy - FOuL (L)
L

Multiplicamos esta expressao por |k(§)| = k+(€) + k_ () e aplicamos o teorema de

Fubini para obter:
[ [wel fonworaas [ Kol oPade 69
= [ [ W@ atwuty. sy~ [ ) £Ou(L. L. e

O teorema de Fubini pode ser aplicado em vista da seguinte estimativa:

/L ) /X KO la(w)] [u(y)|dédy < / N /X kO] la(w)] | Kealy) + unly, €)|dédy

< [ [ ol awPddy+ [l [ ety ¢y
[ w©ide g+ [ lat) [ 1K@l ldedy

2 - U e Y/ foo 00
< /X k(eI lall2 + / a) /X (610, ) e/ dedy <

IN

e entao podemos refinar a estimativa da seguinte forma:

[ [ @ttt s = [ atw) [ k@t )deay

-/ ( [ 9 = k@t sms) [ €+ b€ty 1

<[ (/ <k+<a>u<y,s>)2dsdy <o [T (@t s
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onde escolhemos uma constante positiva 7/ := 1 — a2 f2 . E facil ver que

/Xk+(£)d£<v’<1-
Entao (5.8) assume a seguinte forma:
[ [l powworay + -7 " [ MOl P as 6.9
L X
/ B 2L, )] (L, €)|dE
fo [ KO PO

IN

IN

w—
P
2

/|/<:5 (L, €)Pde
X

Introduzimos ¢ (L) como

HI) = / ) /X R(E)] 72y, €)Pddy + (1 - +) /:O /X R(E)! July, ©)Pdyde
W(I) = — /X RO PO (L E)Pde — (1 — ) /X K(E)] fu(L, &) de

Entao ¢(L) é uma fungao positiva tal que

foo
2y/1 —

Uma vez que esta desigualdade ¢ valida para todo L > 0, temos

(L) + ’(L) <0

Para continuar nossa analise, vamos olhar para a representacao integral

de u(y, &) dada por:

u(y,§) = (% f) gy(£)e v/ E
f(€)
§

S T / Sl

- g)e lv=sl/F &)y
+ E)/o q(s)e




65

Esta representacao nos permite estimar:
0.0 < 0.1+ g [ latse s

||q|| o 2 lq|
< Jul0, £>|+f(5 A R e

e similarmente, temos:

(0, 6)] + 5

|u/(07£)| < f(g) 21/2f(§)3/2'

De (5.9), temos:

b(0) < / K] FAO(L.6)] |/ (L. €)|de

< [ IR FOu0. 8 + 7€ 2 0.l + 142 ag
o [ K] (0,6

b lalas© 22 ([ I ||ubog|d5) ([ ne Idf)

+ glal} [ kElds < oo
X

IN

Agora da definigao de ¢(y), temos:

o = ([ ne >d5) ( [ w@tae) ([ 1k utw P
(o)

—_
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Agora escolhemos 2/1 — 7' < p; = 2 — ps < 2, de forma que podemos

calcular:
lu(y, &) < |up(y,§) \+ ’/ o—ly—sl/f(e
< |Ub Y, &)l
/2 oo 1/2
+ (/ lq(s) |2 —pily=sl/F(&) g ) </ e—pzly—s|/f(§)d8)
0
21/2 k d 1/2 00 1/2
< u(y, ) + Ul : 2' 3 ( / ¢’(S)e—p1|y—s/f(£)d8)
(1 = 4)/2ph2 f ()12 .
< Jup(y, €]

1/2 1/2 1/2
4 2!/ (fX’k |d€ p1 ¢ e P1Lly=s|/f(€ dS—l—w( )eply/f(é)
(1 —3)2py 2 F(€)12

< |ub(y? 6)‘

Agora usamos o fato que 9(s) < 1(0)e=2*"* para escrever

/OO Y(s)e Plv=sl/F©Ods < 4(0) /OO e—20's o —p1ly—sl/f(€) 7o
0 0

€—2a/y — e_ply/f(ﬁ) e—20/y
n/f© =20 20 /()
1) oy

(b1 — 201 (€))°

Isso implica a existéncia de uma constante C' tal que:

FV?

d£ < 00, temos que

lu(y, §)| < C

Uma vez que supomos [, f( 5)1

(WSA%@WWQMSC )g%@—w

e finalmente

U L Ik (6) Ooe—a’se—ly—SI/f(f) s
s|bwfﬂ+ﬂ90 (ﬁm%(/ )

W [ RO

< |up(y,§)| + m N TGEE
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5.4 Estimativas da aproximacao para o problema de

Rosseland

5.4.1 Estimativa de ordem zero para o problema reduzido

Para estabelecer uma estimativa de erro para o problema de Rosseland,

supomos que a condigao inicial satisfaz 0y(x,c) = 90(96,8) + 6«9(1) e noés definimos

as funcoes de erro wy = 0 — 00 e wy = P — TSy com ((wy) =

B(v, 0 + wy) — B(v,0). Assim, nés temos:

Liwg = i—g Oo/ﬁ/ (we —  B(ws) + 5= ,QA,QAQ ] dv, reDt>0
vo

akoa%wg +hwy + am foyo Blwg)dy = —51@0(%9(0), xedD,t>0

we(,0) = Oo(x,e) — Op(x,0) = 6", x €D, t=0

( ;A+&> = B(wp) — 5oamm A20O), z€D,t>0

@%w¢+wp::—w%®@+j;AB@ﬁ@L z€0D,t>0

(5.10)

Agora aplicando uma estimativa totalmente anadloga a da subsecao
2.4.2, temos que a solucao deste sistema admite uma cota de primeira ordem em &

e, consequentemente, (2.3) segue.

5.4.1.1 Aprozimacao de ordem zero para o problema original

Desejamos provas que a solucao do problema de Rosseland é uma apro-
ximacdo de ordem zero para o problema original, entdo seja T = 6 a solucdo

de

@ﬂmzzgx/ AB(,T®)dy, z€Dt>0
7O = r€ID,t>0
TO(z,0) = ﬁ%@, zeD,t=0

e 19 & dado por

)

19 .= B(y, 7))
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Agora defina

wp = T —T0

€ g’ g2
wp = I— <I<0> —£Q-VIO 4 S ATO 4 £ Q. V) J<0>)
B = [pwd =T —dr (10 + 5.A10)

4 AI(O)

Jo Q- Vwd = [,Q-VIdQ+eds

Nos notamos as seguintes identidades:

/

5 (1 47 B(v, 9)) Al / Q- VIdQ
5

e

1 l /

/ Q- VwdQ = Za; — dn (B(v, T) — I)

5 S2 e
Em visto do que, as fungoes de erro wy e W; devem satisfazer o seguinte sistema:

Liwr = ——/ / Q- VwrdQdy, reD,t>0

S2
wr(z,0) = ETO : r€D,t=0
(9wT o
88— + th = o7 [B(V, Tb) — B(V, Tb + wT)] dv
Ui 0
B Y:/ACA r€eID,t>0

on
eQ-Vwr + Nwy — %@I = & (B(v,09 +wr) — B(v,0))
—&30 -V (55010 + 55 (- V)’ L), €D,t>0
wr(Q) — pwr(Y) = ehy, x€0D,t>0

Note que o termo de fronteira hy é definido por:

B = = (0= o) - VIO + 22 (1= ) AT 4+ 5 [(9- V) = p(e - V)] 10

Mais um vez, encontramos uma estimativa aplicando uma estimativa semelhante &
da subsecao 2.4.2 e usando a anélise de [29]. Observamos que para tal é necessério

estimar o termo inf enfatizamos, entao, o papel da restrigao p < py < 1 para

B1- p()

obter a estimativa.

5.5 Resultados envolvendo principio de maximo

Nesta se¢ao, demonstramos alguns lemas necesséarios a demonstragao

na monotonicidade dos operadores N e N,.
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Lema 5.5.1. Seja u(x,t) uma solugio cldssica de

Liue = (P—=1) folu)) —¢, z€D,;t>0
U = ug,t=20

= Ue + gO(x7taue):h<m7t)

onde ¢ > 0, P : C°(D) — C°(D) ¢ um operador que preserva positividade, tem

norma | P|| < 1 e possui reqularidade superior, ou seja:
Uy > Uy > U3z > ... > Uy

e u, — 0, entao Pu, — 0, fo(u) diferencidvel, crescente com derivada localmente
limitada e go(x,t,u) € uma fungao crescente em u para todo x e t. Entao u. assume

valores mdwimos na fronteira parabolica (x,t) € D x {t = 0}J (0D x [0, 00)).
Demonstracao. A existéncia de uma solugao para este problema é garantida pelo
método das supersolugoes (veja [23]).

Agora suponha, por absurdo, que u.(xo,tg) > uc(x,t), Ve € D;t > 0e

xo € D,ty > 0, temos entao que:

0
&ue(lbatO) =0, Vuc(zo,to) =0, Auc(xo,to) <0.

Entao temos L;u, > 0. Agora notamos que

Pf(u) = P(fT—f7)=PfT=Pf <Pf" <|f7]

= sup fo(ue(z,t)) = fo (sup ue(z, 1)) = fo(ue(wo, to))-
onde f* = max(0, fo(uc)) e f~ = max(0, — fo(uc))

No ponto (xg, tg), temos Lyu, > 0e (P — 1) fo(u.) < 0, uma contradigao

se € > 0. O
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Lema 5.5.2. Supomos que o operador P seja limitado em L*(D) e seja ug(z,t) uma

solucao cldssica de

Etuo = (P-l)fo(’do), fL’ED,t>0
u = ug, t=0

9]
G_nuo + go(z,t,ug) = h(x,t), t=0

sob as mesmas condicoes do lema anterior. Entao u. — ug uniformemente para

cada t € [0,1t1] quando € — 0.

Demonstracao. Definimos w := u, — ug, de forma que satisfaz:

Low = (P—1)(fo(uo+w)— folug)) —€, z€ D, t>0 (5.11)
w = 0, t=0 (5.12)
(%w + (go(z,t,ug +w) — go(z,t,up)) =0, t=0 (5.13)

Observamos que este problema admite como supersolucao a funcao nula w = 0 e
como subsolu¢ao a fun¢ao w = —et. Portanto basta mostrar que (5.11) tem solucao

Gnica para demostrar que a solucao w esta no intervalo —et < w < 0.

Seja, entdo, wy e wq duas solugoes de (5.11) e defina v = wy — wy, entao

v satisfaz:

Etv = (P — 1) (fo(U() + wz) — fo(Uo + wl)) , T E D,t >0 (514)

v o= 0, t=0 (5.15)
0
8_770 + (go(z,t,up +wse) — go(x,t,up +wy)) =0, t=0 (5.16)
Vamos mostrar que para todo t, > 0, ||v||z2(py = 0,0 <t < t,.

Tomando o produto interno em L?(D) entre L;v e v, temos:

1d 1
/ Lovvdr = =—||v||3 + —/ u- V(v?)dr + k|| Vo3
5 2 dt 2/,
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Notamos que [, u-V(v?)dz = [, v*(u-n)dS(z) = 0. Ja o lado direito da expressao

pode ser estimado como:

(P =1) (fo(uo +w2) — folug +w1)),v)
[P = 12l fo(uo + wa) — fo(uo + wi)||[[v]]

ClIP = 1la|lwa — will[[oll = CIIP = 1|2 ]v]|*

IN

IN

Disto, temos:
1d, o 9
Lol < 1P~ 1ol
Como [|v(0)|]2 = 0, temos do lema de Gronwall que ||[v|]2 = 0.

Lema 5.5.3. Seja P um operador limitado em L*(D) e satifazendo as propriedades

extgidas no lema 5.5.1 e seja ug solugao cldssica de

Liug = (P— 1) fo('do), reD,t>0

u = ug, t=0

0
a—nuo + go(z,t,ug) = h(x,t), t=0

Entao ug assume valores minimos e mdzimos na fronteira parabdlica (z,t) € Dx{t =

0} (9D x [0, 00)).

Esse resultado é consequéncia imediata dos lemas 5.5.1 e 5.5.2.

5.6 Conclusoes e trabalho futuro

Neste trabalho, estudamos a aproximacao SP; para o problema de
transporte radiativo e estabelecemos um resultado de aproximacao com erro de
segunda ordem. Tal resultado depende da existéncia do parametro positivo b, que
advém da solugao de uma complicada equagao algébrico-operacional. Resultados de

simulagao sugerem que o parametro b existe para altos valores de temperatura.
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Ao longo do trabalho, desenvolvemos a teoria de existéncia de solugoes
para o problema reduzido, bem como provamos lemas de existéncia e decaimento

para as equagoes integro-diferenciais oriundas da expansao nas camadas de fronteira.

Como trabalho futuro, observamos a necessidade de avancar a teoria
de existéncia da constante b > 0, encontrando uma faixa de valores para a qual se
pode garantir sua existéncia. Também vemos a necessidade de completar a teoria
de existéncia para o problema original, evitando as consideracoes nao fisicas como
p pequeno e pequena constante de criticalidade. Nao s6, faz-se necessario realizar
simulacoes numéricas mais amplas para o valor de b, com controle sobre o erro de

simulagao e em situagoes mais gerais que a hipdtese cinza.

Em maior perspectiva, deve-se notar a necessidade de desenvolver uma
teoria de existéncia para estes problemas acoplados com o movimento do fluido. O
acoplamento entre as equagoes de transporte com a velocidade do fluido foi estudado,
por exemplo, em [24], onde um aproximagao assintotica para pequenas velociadas
(baixo numero de Mach) em um meio opticamente espesso é considerada (SP, ¢
usado desde o inicio) e sdo propostos modelos simplificados. Na mesma linha, [25]
extende esta analise para o caso de fluido reativos enquanto [7] estuda o acoplamento

com os efeitos da conveccao e radiagao sob a influéncia de transporte radiativo.

O problema da existéncia de solu¢oes para o movimento de fluidos vis-
cosos, compressiveis e radiativos tem sido analisado no contexto da astrofisica, onde
a principal preocupagao repousa sobre o fluxo em estrelas gasosas (veja [26, 5]).
Nestes trabalhos, o efeito da radiagao nao é representado por um equacao adicional
para o transporte radiativo, mas pela introducao de um termo de pressao radia-
tiva dependendo diretamente da temperatura local. Em ambos os casos, apenas
solugoes fracas sao construidas. Uma extensao destes resultados ¢ dada em [6], onde
considera-se a evolu¢ao do campo magnético incluindo a conduc¢ao de calor em pro-
blemas de magnetoidrodinamica em estrelas gasosas. Solugoes classicas, no entanto,
nao sao dadas nestes artigos. Em contraste, para uma geometria unidimensional,

[30] estabelece a existéncias de solugoes classicas globais para um fluido radiativo.
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