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“"Bom dial!", disse Bilbo, e era verdade.
O sol estava brilhando, e a grama estava
muito verde. Mas Gandalf olhou para ele
debaizo de sobrancelhas longas e hirsutas,
que se projetavam mais para frente do
que a aba de seu grande chapéu.

"O que quer dizer?", perguntou. "Estd
me desejando um bom dia, ou quer dizer
que € um bom dia quer eu queira ou nao;

ou que vocé se sente bem neste dia; ou

que € um bom dia para ser bom?"

"Tudo isso de uma vez", disse Bilbo. ”

— O Hobbit, J.R.R. Tolkien
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LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos Gerais

Multi-indice em N9t!. Somente no capitulo 2, por mera simplicidade, o

¢ dito pertencer a N¢.

Multiplicador de Fourier com simbolo do multiplicador dado por A(§).
Operador eliptico de coeficientes constantes em uma faixa.

Operador eliptico de coeficientes variaveis em uma faixa plana.

Transformada de Fourier da funcao f € S. Por vezes representaremos

como f.

Potencial de velocidade.

Traco do potencial de velocidade ¢.

Operador eliptico de coeficientes variaveis em uma faixa.
Difeomorfismo entre S e Q tal que R = R~ L.

Vetor normal externo a superficie livre.

Vetor normal externo a fundo.

Parametrizacao da superficie livre no problema de ondas em agua.

Parametrizacao da superficie livre no problema eliptico de fronteira em

uma faixa.
Parametrizacao do fundo.

Dimensao espacial horizontal.

x1



D~ Derivada parcial de ordem «

€; Vetor unitario cuja i-coordenada ¢é igual a 1.
g Aceleragao da gravidade.
G (C ) Operador de Dirichlet-Neumann, onde em casos mais gerais serd deno-

tado por G(a,b).

R Difeomorfismo entre 2 e S.

t Variavel temporal.

Vv Campo de velocidade em R4

X Variavel espacial horizontal em R,

Y Variavel espacial vertical em R.

<-, > Produto interno usual definido no L?.
Espacos Vetoriais

D Espaco das funcoes teste.

D’ Espaco das distribuicoes.

S Espaco de Schwartz.

Q Dominio do problema eliptico de fronteira em uma faixa. Somente no
capitulo 2, este espaco é considerado apenas um subconjunto de R¢.

Q, Dominio do fluido em relagao ao tempo.

C Espaco das func¢oes continuamente diferencidveis.

(G Espago das fungoes suaves.

xii



Espaco das funcoes teste.
Espaco das funcgoes continuamente k vezes diferenciaveis e limitadas.
Espaco das fungoes localmente continuas.

Espaco de Sobolev das fungdes f € & tal que A(E)f(€) € L2, com

seR.

Espaco das classes de equivaléncia de fungoes p integraveis.

Espacgo das classes de equivaléncia de fungoes localmente integraveis.
Faixa plana S = R? x (—1,0).

Espaco de Sobolev das func¢oes LP com m derivadas LP.
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RESUMO

Nesse trabalho estudamos um operador de Dirichlet-Neumann em ter-
mos da solugao de um problema de valor de contorno eliptico definido em uma faixa
S =RIx(—1,0). Usando um difeomorfismo, esse problema pode ser associado a uma
equagdo eliptica definida em um dominio Q = {(X,y) € R : a(X) <y < b(X))}
sob certas condigoes de a e b. Algumas estratégias de regularizacao de difeomorfismos

também sao utilizadas, com o objetivo de se obter resultados mais precisos.

Ainda, estudamos de que forma os resultados obtidos sobre esse ope-
rador podem ser aplicados ao problema de existéncia e unicidade da solugao das

equacoes de ondas em agua.

Palavras-chave: Distribui¢oes; Operadores Elipticos; Operador de Dirichlet-Neumann;

Equagoes de ondas em agua.
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ABSTRACT

In this work we studied a Dirichlet-Neumann operator in terms of a
solution of an elliptic boundary value problem on the flat strip S = R? x (—1,0).
Using a diffeomorphism, this problem could be associated with an elliptic equation
defined in a domain Q = {(X,y) € R : a(X) < y < b(X))} with certain
conditions over a and b. Some diffeomorphism regularization strategies are also used,

in order to obtain more accurate results.

Besides that, we studied in which way the obtained results about this
operator could be applied to the problem about existence and uniqueness of solution

of water waves equations.

Keywords: Distributions; Elliptic Operators; Dirichlet-Neumann Operator; Water

Waves Equations.
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1 INTRODUCAO

Uma das grandes aplicagoes da matematica sempre foi buscar descre-
ver com precisao diversos sistemas reais, tais como os fenémenos naturais. Dessa
maneira, a partir do seu surgimento, a teoria de equacgoes diferenciais passou a ter
grande destaque neste cenério, devido ao seu enorme potencial para descrever tais

sistemas.

A teoria das equacoes diferencias foi subdividida em dois grupos, as
equagoes ordinérias que descrevem problemas que possuem apenas uma variavel
livre, e as equagoes parciais que descrevem problemas com mais de uma variavel livre.
As equagoes diferenciais parciais formam um grupo que constitui a maior parte das
possibilidades de representacao de um sistema real Além disso, em particular, elas
descrevem as equacoes de ondas em agua, as quais ocuparao um lugar significativo

no estudo realizado neste trabalho.

A origem das equacoes diferenciais parciais ocorreu no contexto da geo-
metria, no estudo de superficies, e em diversos problemas da mecéanica classica. Mas
foi a partir da metade do século XIX que estas equacoes se tornaram mais relevan-
tes com o interesse de diversos matematicos importantes em investigar efetivamente
intimeros problemas apresentados por essas tais equacoes. Com o crescimento da
teoria de equagoes diferenciais parciais, foram elaborados métodos para encontrar
solugoes de equagoes lineares, contribuindo entao para a construcao de uma teo-
ria mais geral. Assim, as equacOes diferenciais parciais foram consideradas parte
fundamental no estudo das superficies, e tornaram-se parte central na matematica

moderna, especialmente em problemas relacionados a fisica, geometria e analise.

Ainda no contexto das equagoes diferencias parciais, as equagoes de
Stokes segundo Gondar e Cipalotti [11], que descrevem a dindmica de fluidos in-

compressiveis e nao viscosos, também descrevem de maneira geral o problema de



ondas em agua e serao portanto o nosso ponto de partida no estudo da aplicacao

feita sobre este problema.

Ja durante o tltimo século, a teoria das equagoes diferencias parciais
se tornou demasiadamente ampla e produziu diversos areas de especialidade, tais
como as equagoes elipticas, e operadores lineares em espagos de Banach. O interesse
crescente nestas areas segundo Escher [9] se deu pelo forte impacto deste calculo

sobre a teoria das equagoes de evolugao abstrata.

Se tratando de operadores lineares em espacos de Banach, em situagoes
concretas muitas vezes o operador é diferencial. Contudo, para muitas aplicagoes
interessantes, a limitacao a operadores diferenciais é muito restritiva. Analisando as
equagoes de evolugao para operadores elipticos segundo Escher [9], na maioria dos
casos, verifica-se em primeiro lugar que sao quasilineares ou mesmo totalmente nao
lineares, e em segundo lugar, que estas equagoes de evolugao envolvem operadores
pseudodiferenciais (que nao sao operadores diferenciais) com simbolos regulares e

suaves.

Ainda sobre operadores diferenciais, abordaremos neste trabalho um
operador de Dirichlet-Neumann, o qual fara parte central dos resultados obtidos no
texto. Neste ponto de vista, podemos dizer que este trabalho tem por objetivo estu-
dar, a partir dos resultados apresentados por Lannes em [14], algumas propriedades
de um operador de Dirichlet- Neumann, assim como sua aplicacao no problema de

ondas em agua, afim de se obter uma solugao unica.

1.1 Equagoes de Stokes

Nesta etapa iremos mostrar como as equagoes de Stokes descrevem o
movimento de fluidos, assim como apresentado em [11]. Em primeiro lugar vamos

considerar uma por¢ao do fluido que, em um determinado instante £, em uma re-



giao €, se move em um campo de velocidade u(t,X) = (u1,--- ,uq), com X =
(X1, -+, Xg). Isto representa que cada componente de @ descreve uma trajetoria
P(t) tal que

Seja p(t, X) a densidade do fluido em X no instante ¢, entdo a massa do fluido em

Q; é dada por
M) = / plt, X)dX.
Q

Pela lei de conservacdo de massa M (t) deve ser constante ao longo do tempo, ou

seja, M'(t) = 0 para todo t. Assim pela derivacao de Euler

9
ot

0
/ p(t, X)dX = —p(t, X)dX +/ p(t, X)u - 1idS = 0, (1.1)
Qt q, Ot o
onde 02, denota a fronteira de €2, e 77 denota o vetor unitario normal exterior a 0,

no ponto X € 0.

Observacao 1.1.1. Nesta etapa utilizaremos o teorema do divergente para encon-
trarmos as equacoes de Stokes, porém nao o apresentaremos nem entraremos em
detalhes teoricos. Contudo, este mesmo teorema seré apresentado com mais deta-

lhes no capitulo 2.

Assim, aplicando em (1.1) o teorema do divergente,

/ <ﬁp(t,X) + div (pﬁ)dX) = 0. (1.2)
q, \Ot
Como €2, é arbitrario entao

%p(t,X) + div (pu) = 0. (1.3)

Suponhamos que o fluido seja incompressivel e homogéneo, entao % =0

e g—)’; = 0. Assim, p(t, X) = po > 0 e entao (1.3) se reduz a

div i =0 (1.4)



e (1.1) resulta em

d
— [ dX =
dt Jo, 0

que é o mesmo que dizer que o volime da regiao €2; é constante ao longo do tempo.

A quantidade de movimento do fluido é dado pela expressao
Qt) = / p(t, X)id(t, X)dX = py / a(t, X)dX.
O Q
De acordo com a lei de Newton, a variacao da quantidade de movimento Cj’ (t) é
igual a resultante das forcas externas que atuam em €2;. Neste caso iremos supor
que as forcas externas que atuam em €, sdo F(t) = Fi(t) + F5(t), onde Fi(t) ¢ a
resultante da acao da gravidade e ﬁg(t) é a resultante das forcas de interacao do
fluido exterior a €2;. Como o campo gravitacional é dado por § = —gey, onde g ¢ a

aceleragao da gravidade, entao

—

Fi(t) = / pogdX = [ —pogeadX = —M(t)geq.
Qt Qt

Suponhamos também que o fluido seja nao viscoso. Dessa maneira estamos admi-
tindo que o fluido age sobre cada particula por meio de forcas provocadas pela

pressao normal, logo
Ry =~ [ plxads,
lo)

onde p(X) é a intensidade da pressdo em X. Com isso, pelo teorema do divergente.

Fy(t) = — /Q Vxp(X)dX.

Portanto,

Pela lei de Newton,

0 _,
o | (o) dX = | (=pogea— Vxp(X))dX. (15)
Qt Qt

A partir daqui vamos calcular a derivada do lado esquerdo de (1.5). Para isso,

analogamente ao processo feito em (1.1) e (1.2), para cada i-ésima componente do

4



campo de velocidade (¢, X), com i =1,2,--- ,d, temos

0 Ou; . —
a o, (poul) dX = o Lo ot /S;t podlv(uiu)dX, (16)
e sabendo que diva = 0 entao
d d
0 ou; Ou;
= —U;. 1.
div(u;0) ;:1 IX, (uguy) 2. 9%, Uy udiva = ]El anUg (1.7)

Logo, por (1.6) e (1.7), temos

B o = O
=z VdX = i | ax. 1.
at [)t (POUz) \/Qt pO ( 0t + — 8Xjuj> ( 8)

Expressando as equagoes (1.5) e (1.8) na sua forma vetorial

0 . B ou
5 . (pot) dX = (825 + 1 - VXU) dXx. (1.9)

Como €, é arbitrario, segue por (1.5) e (1.9) que

ou
8—1:+u Vxt = —geq — Vxp(X), (1.10)

que é conhecida como a equacao de Euler do movimento do fluido.

Por fim, as equagdes (1.4) e (1.10) fornecem as equagoes gerais para a

dindmica de fluidos nao viscosos, a saber

g—? —I—ﬁ Vxﬁ: —geq — VXp(X)
divi =0

que sao conhecidas como as equacoes de Stokes.

1.2 Problema de ondas em agua

O problema de ondas em agua para um liquido ideal assim como apre-

sentado por Lannes [14], descreve o movimento da superficie livre e a evolugao do

5



campo de velocidade em uma porgao de fluido perfeito (ou seja, um fluido sem vis-
cosidade, sem tensao de cisalhamento e sem condugao de calor), incompressivel e

irrotacional sob a influéncia da gravidade.

Analisaremos neste trabalho o caso em que a superficie livre é um grafico
parametrizado pela fun¢do (¢, X), onde t representa a variavel temporal e X =
(X1,--+, X4) € R representa a variavel espacial horizontal. O método desenvolvido
aqui funciona igualmente para todo inteiro d > 1. Além disso, a por¢ao do fluido é
delimitada por baixo por uma parametrizagao do fundo dada pela fungao b(X) que

nao depende do tempo.

Denotaremos o dominio do fluido em relacao ao tempo por €2;. A in-
compressibilidade do fluido utiliza a no¢ao do operador divergente e é representada

pela expressao

divV =0 em (4, t>0, (1.11)

onde V. = (Vi,--- ,Vy, V1) descreve o campo de velocidade, sendo Vi, --- | Vy as
componentes horizontais, V;,; a componente vertical da velocidade. Assim como
a incompressibilidade, para representar a irrotacionalidade é necessario utilizar a

nog¢ao do operador rotacional através da expressao

rot V=0 em Q; t>0. (1.12)

As condicoes de fronteira da velocidade na superficie livre e no fundo
sao dadas pela suposicao natural de que ambas as superficies delimitam o fluido. No

fundo essas condi¢oes sao

Vi |y:b(X) =n_-V |y:b(X) =0, para t >0, X € R%, (1.13)

onde 7i_ := ————(Vxb,—1)T denota o vetor normal externo ao fundo em €.

1]V xbl?
Na superficie livre, a condicao de fronteira é cinematica e é dada por

0
8_§ —\/ 1+ IVxC|*Va ly=cx) = 0, para t >0, X € R¢, (1.14)

6



Q €d+1
t —ged+1

il -

Figura 1

Fonte: Adaptada de Lannes, 2005, p.606.

— = 1 _ T

vetor normal externo a superficie livre.

Desprezando os efeitos da tensao superficial, a pressao P é constante

na fronteira entre o ar e agua. Até uma renormalizagao, nés podemos assumir que
P |y:C(X) =0 para t >0, X € R% (1.15)

E por fim, a equagao de Euler do movimento do fluido apresentada em (1.10) com-

pleta o conjunto de equagoes,

oV
B +V-Vx,V =—geq1 —Vx,P em Q, t>0. (1.16)



1.3 Apresentacao dos resultados

Os seguintes resultados foram apresentados em [14] e seguem a mesma
linha de construcao e contextualizacao do problema de ondas em &gua proposto
anteriormente. Neste sentido, o presente texto sera desenvolvido no contexto Euleri-
ano ao invés do Lagrangiano, dessa maneira a propriedade fisica do fluido se refere,
ponto a ponto, ao volume em termos de um campo. Além disso, utilizaremos uma

forma alternativa das equagoes de ondas em agua (1.11)-(1.16).

Para as condigbes de incompressibilidade (1.11) e irrotacionalidade (1.12),

existe um potencial de velocidade ¢ tal que V =V ¢ e
Axy,=0 em ), t>0; (1.17)

as condigoes de fronteira (1.13) e (1.14) podem ser expressas em termo de ¢:

0
8_¢ =0, para t >0, X € R (1.18)
= ly=b(x)
(§
0 0
% _ )i +IVx¢|® 90 =0, para t >0, X €R?, (1.19)
ot Ont ly=ce.x)

onde (8?%) =1n_-Vx, e (8(1%) =14+ - Vx,. E entdo a equagdo de Euler (1.16)

pode ser posta em sua forma de Bernouilli

0 1

E§+§va@W+gy——Pmn9htzo (1.20)
Podemos ainda reduzir o sistema (1.17)-(1.20) para um sistema onde todas as fun-
¢Oes sao avaliadas apenas na superficie livre. Para tal, vamos introduzir o trago do

potencial de velocidade ¢ na superficie livre

W(t, X) = o(t, X, ((t, X)), (1.21)

e o operador de Dirichlet-Neumann G((), o qual é um operador linear definido como

0
GO = 1+ [Vx¢? 22

o (1.22)

y:g(t,X)



Observacgao 1.3.1. Por simplicidade escreveremos G(() ao invés de G((, b), a menos

de alguma confusao a respeito da dependéncia da parametrizacao b do fundo.

Para melhor fluidez da leitura do texto a demonstracao do proximo

passo sera apresentada no Apéndice A.

Por fim, podemos reduzir o sistema (1.17)-(1.20) a um sistema equiva-

lente, tomando o trago de (1.20) na superficie livre

% -Gy =0,

&+ gC+ 5 IVxyl* - m (G(OY + V(- Vxih)* =0,

(1.23)

que é uma equagao de evolugao para a elevagao da superficie livre ((¢, X') e para o

trago do potencial de velocidade na superficie livre 1 (t, X).

Feita portanto, a apresentacao dos resultados necesséarios para contex-
tualizacao do que iremos estudar, vamos agora descrever brevemente como realiza-

remos o desenvolvimento do texto.

Sobre o ponto central abordado pelo texto, podemos dizer que trata-se
de um estudo feito sobre o operador de Dirichlet-Neumann, bem como sua aplicagao
no problema de ondas em agua. Os resultados apresentados aqui, principalmente

nos capitulos 3,4 e 5, foram desenvolvidos por Lannes em [14].

Nos proximos capitulos vamos obedecer uma certa estrutura, em relagao
a sequéncia do texto, que se dard da seguinte forma: No capitulo 2, apresentaremos
algumas definicoes e resultados classicos em analise e teoria de equagoes diferenciais;
No capitulo 3, estaremos preocupados em encontrar estimativas para a solucao de um
problema eliptico em uma faixa; No capitulo 4, abordaremos algumas propriedades
do operador de Dirichlet-Neumann com relacao as estimativas do capitulo anterior;
No capitulo 5, estudaremos uma aplicacao do operador de Dirichlet-Neumann ao

problema de ondas em agua.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo iremos apresentar alguns resultados preliminares refe-
rente ao estudo de transformadas de Fourier, distribuicoes, espagos de Sobolev e
mais alguns resultados cléssicos de analise funcional e equacoes diferenciais. Estes
resultados, os quais encontram-se em [2], [7], [12] e [19], serao de grande utilidade
ao longo de todo o texto, e merecem uma posigao de referéncia para suas diversas

aplicagoes no mesmo.

2.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta extremamente util no es-
tudo das equacoes diferenciais parciais. Ela nos permite resolver certas equagoes
diferenciais parciais reduzindo-as a simplesmente encontrar solugoes de equagoes
diferenciais algébricas ou ordinarias. Devido a sua imensa importancia iremos apre-

sentar algumas nocoes béasicas desta teoria.

Ao longo do texto, a tranformada de Fourier também seré utilizada no

contexto de distribuigoes, espacos de Sobolev, normas L?, etc.

Uma definigao mais rigorosa da transformada de Fourier é geralmente
feita para fungoes definidas no espago de Schwartz. Por isso, a definicao deste espaco

nos seré necessaria.

Notagao 2.1.1. Dizemos que a = (o, - - - , agq) € N% ¢ um multi-indice, e escrevemos

lal =a1 + -+ ag.

Defini¢ao 2.1.2. Seja f : R? — C uma funcdo suave complexa de variavel real.

Suponha também que para todo multi-indice «, 3, é valido que

sup |z*D” f(z)| < oc.
z€RY
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O espacgo de todas as fungoes com a propriedade acima é chamado de espaco de

Schwartz, e denotado por S(R).

Definigao 2.1.3. Seja f € S(RY). A transformada de Fourier da funcao f é o
operador F(f) : R — C dado por

FE) = f(6) = / e () de,  VE € R

Rd

Note que para a definicao da transformada de Fourier fazer sentido, basta assumir-

mos f integravel, ou seja, f € LY(R?).

Teorema 2.1.4. Se f € S(RY). Entdo f(€) é uma funcio infinitamente diferenciavel
com suas derivadas continuas e também

~

Df(&) = (=2mi) " F(z* f)(€)

F(D*)() = (2mi)le* f(€),

para todo ¢ € RY.

Definigao 2.1.5. Seja f € S(R?). A transformada inversa de Fourier da funcio f é

o operador definido por

FU)) = fa) = / TS (), Ve € RY

Rd
Propriedade 2.1.6 (Identidade de Parseval). Seja u,v € S(RY). Chamamos de

identidade de Parseval a seguinte igualdade

(u, U>L2(Rd) = (4, ﬁ)LQ(Rd)'

Esta identidade mostra que a transformada de Fourier nao é apenas uma bijegao,
mas também uma isometria de S munido do produto escalar definido no L?. Como
o0 espaco S é denso em L%(R?), a transformada de Fourier pode ser estendida exclu-

sivamente para uma isometria de todo espago L?(IRY).
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Teorema 2.1.7 (Teorema de Plancherel). Existe uma isometria linear 7' de L?(R%)

no L?(R%), definida exclusivamente pela condicao
Tf=f, Vfes.
Além disso, a identidade de Parseval é vélida para todos u,v € L*(R?).

Definig¢ao 2.1.8. Um multiplicador de Fourier ¢ um operador da forma M (D) f(x) =
FHMEF(f)(E)(w), ou seja,

M(D)f(z) = / PN F(E)de, V€ € RY

R4
onde M(&) é chamado de simbolo do multiplicador de Fourier M (D). Com essa
definigao, ¢ facilmente verificavel que F(M (D) f(x))(§) = M(§)F(f)(E).

Notacao 2.1.9. Utilizaremos com frequéncia no decorrer do texto o multiplicador
de Fourier A(D) = (1 + |D|*)2, com simbolo do multiplicador definido por A(€) =
(1+1¢*)z.

2.2 Distribuicoes

Assim como as transformadas de Fourier, a teoria das distribuicoes
é uma parte importante no estudo das equacgoes diferenciais parciais, sobre tudo
do ponto de vista da anélise funcional. O conhecimento desta teoria também sera
necessario para uma correta compreensao na leitura deste texto. Além disso, os

resultados apresentados aqui encontram-se em [12].

Para uma breve apresentacao da teoria, algumas defini¢oes sao neces-

sarias.

Definigao 2.2.1. Seja © um subconjunto do R e seja f € C,.(2). Dizemos que o

suporte de f em €2 é dado pela relagao

supp f ={z € Q: f(z) # 0}.
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A funcado f € C),.(92) é dita de suporte compacto se supp f for limitado
em R’ e supp f C €.

Notagao 2.2.2. Seja f uma funcao definida em () infinitamente diferenciédvel com

todas as derivadas continuas em (). Dizemos entao que f ¢ uma funcao suave e

denotamos f € C >(Q).

Considere também o espago C'§°(€2) como o espago das fungoes suaves
que se anulam na fronteira de 2. Este espago esta contido em varios espagos im-
portantes (C(2), LP(2),C (), etc.) e podem ser definidas diferentes nogoes de
convergéncia em C§°(€2). Para o nosso objetivo, utilizaremos a nogao de convergén-

cia em C§°(€2) apresentada abaixo.
Definigao 2.2.3. Seja Q um subconjunto do R%. Dizemos que D(2) é o espago das
fungoes teste e é definido por
D(Q) ={p € Cs°(Q) : supp ¢ compacto em Q}
com a seguinte no¢ao de convergéncia:
Uma sequéncia {¢,} -, C D(Q) & dita convergente para ¢ € D(2), se
existir um conjunto K C  tal que

supp o, € K, VnéeN

e
sup [D*(¢n) — D*(@)| = 0, n — ooc.
zeK
Com os conceitos apresentados até aqui, podemos enfim definir uma
distribuicao.

Definigao 2.2.4. Uma distribuigao é um funcional linear continuo em D(£2). Deno-
tamos o espago de todas as distribuigbes por D'(2). Toda fungao localmente inte-

gravel g € L}, (RY) define uma distribuigao
(g.0)= [ s@)p@iz, Vo e D.
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chamada distribuicao regular.

Toda distribuicao u € D’ pode ser multiplicada por uma funcao suave

feCs(Q) tal que
(fu, o) = (u, f)
para qualquer ¢ € D.

Definicao 2.2.5. Podemos definir de maneira similar a multiplicacao por fungoes

suaves, a operagao de derivacao parcial no espaco das distribuigoes
D : D'(R?Y) — D'(RY)
chamada derivada de distribuigao, definida por
(D%, ) = (=1)1*!(u, D) ,

para toda u € D' e toda ¢ € D.

A nocao de derivada de distribuicao estd intimamente ligada com o

conceito de derivada fraca, que sera apresentado na proxima secao.

2.3 [Espacos de Sobolev

A teoria moderna sobre equacoes diferenciais parciais tem como uma

das suas principais bases o estudo dos espagos de Sobolev.

Escolher um espaco apropriado para procurar solugoes de um equacao
diferencial parcial especifica é uma parte importantissima para poder provar a exis-
téncia de solugoes e estudar suas propriedades. Os espacos de Sobolev sao uma boa
alternativa para diversos problemas, pois possibilitam o uso de varias ferramentas

de analise funcional e céalculo variacional.
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Os espacos de Sobolev também serao amplamente utilizados no decorrer
deste texto, e em fungao disso serao apresentados a seguir. Além disso, tais resultados

também podem ser encontrados em [2], [3] e [12].

Definigao 2.3.1. Seja 2 um subconjunto aberto do R?. Tome f,g € L} (Q) e «

um multi-indice. Dizemos que g é a derivada fraca de ordem a de f € 2, se

<g,<,0>=/99( Jo(x)dr = ( “'/f )Dp(z)dz, Vo € C5®(Q),

onde |a| = ay + - -+ + ay. Neste caso dizemos que g(z) = D f(z).

Note que, se a derivada fraca de ordem « de f € () existir entao ela

coincide com a defini¢ao de derivada de distribui¢ao de uma distribui¢ao regular.

(0°£.9) = (<) (1.0 = (-1 [ &) D"pla)da = [ gle)p(o)ts = (g.¢)
Conhecendo os conceitos apresentados acima, somos capazes entao de

definir um espaco de Sobolev.

Definicao 2.3.2. Seja Q um subconjunto aberto do R?, o um multi-indice, m € N

e 1 < p < oo. O espago de Sobolev W™P(Q)) é o espago vetorial das fungoes
{ue LP(Q): D*u e LP(Q) para todo oo € N* tal que|a| < m}

com D*u sendo a derivada de distribuigao da fungao u. Em W™?(Q) introduziremos

a norma

(] Y 1Dl Lo

laj<m

Em particular, se assumirmos p = oo podemos definir um espago de

Sobolev W">°(Q) de forma anéloga, porém com a seguinte norma

e = D 1Dl e

laj<m
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2.4 Espaco H*

Os espacos H*® sao classes especiais de espagos de Sobolev, pois possi-
bilitam defini¢oes alternativas e o uso de ferramentas proprias. Devido a essas par-
ticularidades iremos apresentar e definir este espago e sua norma particular, assim

como feito em [2].

Para comecarmos, considere 2 = R%, nés podemos usar a transformada
de Fourier para fornecer uma definigao alternativa do espago de Sobolev W™2(R?).

Chamaremos este espago de H™, com m € N.

A partir da norma |[ul],,, , apresentada na definigao 2.3.2 podemos obter
uma norma equivalente, usando o Teorema 2.1.4 e a identidade de Parseval, da

seguinte maneira.

Para qualquer v € § é valido que

2 2

o= | X [ @) = | [ [pruce)] ae

|a|<m lo|<m

2

| [ 3 temirieet aer ae

la<m

Note que para todo m = 0,1,2,--- e £ € R? nés temos

CH L+ )™ < Y @mi) P16 < C(L+ ¢

|| <m

com a constante C' > 0.

E facil ver que a norma ||uf|,, , ¢ equivalente em S a norma

fal,. = ([ @+t a@ras) . vues

Assim, pelo teorema 2.1.7 de Plancherel e pelo fato de S ser denso em L? podemos

obter entdo a seguinte definicdo alternativa do espaco de Sobolev H™(R?) para
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m € N 1
HWR%—{ueL%Rﬁz(4;LHQWWMQF&>7<m}.

Com essa nova definigao, é possivel fazer uma generalizagao para espagos de Sobolev

H*(R%) com s € R e A(€) = (1+ |¢[*)2 da seguinte maneira

HYRY) = {u e SR : A(&)*a(¢) € L*(RY)}

o= ([ M aor )

Por fim, iremos denotar também H>(R?) = (", H*(R?) com s € R.

COIIl a norma

i

2.5 Teoremas adicionais

Nesta etapa iremos apresentar algumas defini¢goes e teoremas adicionais,
pois estes serao necessarios para plena compreensao e utilizados apenas como mengao

no decorrer do texto. Suas demonstragoes encontram-se suas respectivas referéncias.

Definigao 2.5.1 (Difeomorfismo). Sejam U e V abertos no R?. Dizemos que um
difeomorfismo f : U — V ¢é uma bijecao diferenciavel com inversa diferenciavel. Se

f e f~!sao de classe CF, dizemos que f é um difeomorfismo de classe C*.

Teorema 2.5.2 (Teorema de Lax-Milgram). Assumiremos um espago real de Hilbert
H, com norma |-|| e produto interno (-,-). Seja B : H x H — R uma aplicacdo

bilinear para qual existem constantes «, 5 > 0 tais que

|B(u,v)| < allul vl Yu,ve H,

B lul* < B(u,v), Vu€ H.

Além disso, seja f : H — R um funcional linear continuo e limitado. Entao existe

um tnico elemento v € H tal que para algum w € H ¢é valido que
B(u,v) = (w,v), Yv € H.
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(Resultado apresentado em [10], [18], [4]).

Teorema 2.5.3 (Desigualdade de Poincaré¢). Seja Q@ C R? um aberto limitado em
uma dire¢ao. Entdo, existe uma constante positiva C = C(,p), tal que Yu €

WyP(Q), tem-se que
HU’HWOI”’(Q) <C ||VU||LP(Q)‘
(Resultado apresentado em [10]).

Teorema 2.5.4 (Teorema do Trago). Seja s > 3, entdo qualquer fungdo u €
H*(R%1) tem um traco v no hiperplano {y =0}, tal que v € H*z(R%). Além

disso, o operador trago T' ¢ sobrejetivo de H*(R4*1) para HS’%(Rd), e tem-se

< COst |l

H/UHHS—%(Rd) Hs(RA+1)

para v(X) = u(X,0) VX € RY u € S(R!') e Cst constante maior que zero.

(Resultado apresentado em [§]).

Teorema 2.5.5 (Teorema do Divergente). Seja  C R? uma regido solida simples e
O a fronteira de €, orientada positivamente (para fora). Se F & um campo vetorial

de classe C! em (), entdo

(Resultado apresentado em [11]).

Teorema 2.5.6 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € R com p,q > 1 tal que

}D + % = 1. Entao para todo a,b € R com a,b > 0 vale

ab? b
ab < — + —.
p q

(Resultado apresentado em [5]).
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2.6 Notacoes

Além das notagoes que ja foram previamente declaradas, apresentare-
mos aqui um conjunto de notagoes que utilizaremos ao longo do texto. Algumas

notagoes mais pontuais serao indicadas em trechos variados.

e (Ust sempre representa uma constante numérica que pode mudar de uma linha
para outra. Se a constante depende de alguns parametros A, A{,- -, denotamos

entdo como C(Ay, Ay, ---).

e Para todo multi-indice a = (v, -+ , aqy1) € N, definimos |a| = a3 + -+ + agy1.
- . . ~ . )

e Paratodoi =1,--- ,d, a derivada parcial em relagao a X; é representada por I

Da mesma maneira, para ¢ = d + 1, dizemos que ax2+1 = a% (mesmo sabendo que

X € R? escrevemos por vezes X, ;1 ao invés de y por abuso de linguagem).

e Para todo o € N?*! ¢ f funcao suave, denotamos D*f por

olel f
o 8a1X18"2X2 Ce 8Oéd+1Xd+1 ’

Do f

o Se f € C([0,T], H*(R?)), dizemos que || f]| ;7. = supyeo,ry [Lf ()l -

e Para todo s € R, dizemos que [s]| denota o primeiro inteiro estritamente maior

que s (assim como [1] = 2).
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3 PROBLEMA ELIPTICO DE FRONTEIRA
EM UMA FAIXA

Neste capitulo buscaremos resolver um problema sobre um certo opera-
dor eliptico em uma faixa qualquer. Para isso, usaremos um difeomorfismo afim de
equivaler este a um outro problema em uma faixa plana, e entao obter estimativas
sobre a solugdo do novo problema, assim como feito em [14]. Além disso, ao fim do

capitulo construiremos estimativas mais regulares das solucao encontradas.

Para comegarmos a apresentar as condi¢oes, vamos considerar ao longo

deste capitulo um dominio €2 definido como
Q={(X,y) e R b(X) <y<a(X)},
onde a e b satisfazem as seguintes condigoes:
ho > 0 tal que min {—b,a — b} > hy > 0 em RY. (3.1)

Também consideraremos um operador eliptico de coeficientes constantes P = —Vx -

PV x,, onde P ¢ uma matriz simétrica que satisfaz as seguintes condigoes:

3p >0 tal que PO-0© >p|O)°, VO € R, (3.2)

O principal objetivo deste capitulo é estudar o problema eliptico

Pu=h em
, (3.3)

_ or
u’y:a(X) =f  Gu

y=b(X)

onde h ¢ uma funcdo definida em € e f e g sdo funcoes definidas no R%. Além disso,

aP

o ul y—b(x) Tepresenta a derivada conormal associada ao operador P aplicado em u

na fronteira y = b(X),

or -
% uly:b(X) =N PVX,y uly:b(X) ) (3-4)
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onde 7i_ representa o vetor normal externo a parte inferior.

Com esse proposito, vamos primeiramente mostrar que a teoria das
equagoes elipticas (3.3) pode ser deduzida através do estudo das equagoes elipticas
em uma faixa plana, mas com coeficientes variaveis, que sera apresentado na segao
3.2. Dessa forma, iremos obter estimativas da solu¢cao do problema das equagoes

elipticas em uma faixa plana que serao equivalentes ao problema mais geral.

A fim de mostrar a equivaléncia desses problemas, vamos definir um
difeomorfismo entre € e a faixa plana, de mesmo modo que na defini¢cao 2.5.1, como

veremos na proxima segao.

Notagao 3.0.1. Para todo conjunto aberto U C R4l nés diremos que |- : Ull,,
I+ Ullpoo © Il - Ul s@0 as respectivas normas canénicas de LP(U), Wh>(U) e

H*(U). Quando nenhuma confusao for possivel no dominio U escreveremos apenas

[ 1 P [P

3.1 Reducao para uma equacao eliptica em uma faixa plana.

Ao longo desta secao, denotaremos por R qualquer difeomorfismo entre

Q) e a faixa plana S = R% x (—1,0), que assumiremos ser da forma

R: (3-5)
(X,y) — (X,r(X,y))

e denotaremos sua inversa R~! por R



j
0
R
Q o(Xy)=(X;s(X,0) S o(X,§) = (X,r(X,y))
R
_ X = (X, -, Xy (0,-1) X = (X, -, X))
Figura 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Também assumiremos a seguinte condicao sobre s:

Condigdo 3.1.1. Suponha s € W>(S) com s|;_, = a e s|;__; = b. Além disso,

suponha que existe ¢y > 0 tal que a%s > coem S.
Finalmente, nés precisaremos da seguinte definicao:

Definigao 3.1.2. Seja £ € N. A aplicagdo s, dada por (3.6) é dita k-regular se
satisfaz a condicao 3.1.1. e pode ser decomposta em s = s; + So com s1 € Cf(?) e

sy € H¥(S), além de 6%31 > o em S.

Segue, além dessa defini¢ao, que toda distribuicao u definida em €2 pode
ser associada, usando um difeomorfismo R e sua inversa R dados por (3.5) e (3.6),

a uma distribuicao @ definida em S como

(3.7)

=g}
Il
I
O
=5



Observacao 3.1.3. Vamos adotar um exemplo simples de difeomorfismo R entre ()

e S, que é dado por
y —a(X)
a(X) —b(X)
e com isso, s(X,7) = (a(X) = b(X))§+a(X). Se a € H*O\W'=(R%) e b € CF(RY),
9)

r(X,y) =

fica claro que s é k-regular, com s(X —b(X)7, 52(X,7) == (14 §a(X), e

Co = ho.

O proximo lema mostra que a equacao eliptica com coeficientes constan-
tes Pu = 0 em €2 pode ser equivalentemente formulada como uma equacao eliptica

com coeficientes variaveis Pt =0 em S.

Lema 3.1.4. Suponha que a aplicagao s, dada por (3.6) satisfaga a condigao 3.1.1.
Tome P = -V x, - PV x, com P satisfazendo (3.2). Assim a equacao Pu = h estd
definida em D'(Q) se, e somente se, a equacio Pi = (g—;)ﬁ estd definida em D’'(S5),

onde @ e h sio deduzidos através de u e h pela formula (3.7) , e P := Vi PV

com
1 (%S) ]ddxd 0 p <%S> Iddxd —VXS
(Zs) \ -ves' 1 0 |

Além disso, para todo © € R vale que

2
Co

(1+ HVX s||

Js

PO -6 >p|0), com ﬁ:Cstp‘
o3

Dem.: Por praticidade usaremos na demonstracio d(X,y) = dQ e d(X,7) = dS.

Em primeiro lugar, temos que Pu = h esta definida em D'(2) se, e

somente se,
/ Pup dQ2 = / he dSQ, Vo € D(Q). (3.9)
Q Q
Assim, por definicao de P, vale que

/ Puyp dQ) = /(—Vx,y - PV x yu)p dS2
Q Q
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= / (—PVx u)p dQ — /(—vayyu) (Vx ) dQ = / PV x u - Vx 0 dS
o0 Q Q

pois ¢ se anula na fronteira de €. Além disso,
Vxyu=Vx,(toR)=Vx,uX,r(X,y)),
entao
/QPVthu -Vx o dQ) = /QPVXWQ(X,T(X, Y)) - Vx,,&(X,r(X,y)) d.

Nesta etapa, é possivel alterar o espaco de integracao de €2 para S usando o fato de
que [, f(X,y = [4J( f(X,9)d(X,5), onde J(X,§) é o Jacobiano da f

e é definido por

9 i)
J(X.5) = ViX X _ VxX X _ 1 0 _ ‘Qs‘ (3.10)
) O N
Vzy %y Vgs 8%5 Vs 6%3

e entao, segue que

/Q PV yi(X, 7(X, ) - Vg @(X, (X, 1)) dO

/‘8“9‘ PV, i(X, (X, s(X, ) - Vi 2(X,r(X,s(X,5)dS.  (3.11)

Lembre-se que, dado (X,y) € Q, é valido que X = X, y = s(X, ) e § = r(X,y),

onde (X,§) € S, e note também que




Iddxd VXT(X, S)
0 %r(f(,s)

Idgwq Ver(X,s
QS‘P aa Vir(X,s) temos

(Vr(X,s)" %T(X, s) 0 %T(X, s)

0 -
o (el 85308
0 ‘a%s 21(X, s)

Por defini¢ao de 7 e s segue que r(X,s(X,§)) = § para todo (X,§) € S. Logo,

derivando a igualdade acima em relagao a X e g, respectivamente, vale que

Vir(X,s(X,9) = Vij & Ver(X,s) + %T(X’ s)Vgs(X,9)=0  (3.12)
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0 & ¢ 0 0 & 0 5
—r(X,s(X,9) = =y =—r(X,s)==s(X,y) =L 1
Multiplicando a equagao (3.12) por 8%3 e usando o resultado obtido em (3.13),
chagamos a
gs(j( NV er(X, s) = —gs(f( ~)gr(f( $)\Ves(X,9) = —Vgs (3.14)
ag 7y X 9 - ag 7y 88 9 X 7y - X" .

Portanto, utilizando as expressoes (3.13) e (3.14), e pela condigdo 3.1.1, podemos

escrever

1 (%s> Iga 0) (8%5) Idixa —Vgs
<8%s) Vst 1 0 1

Assim, encontramos o P dado pelo Lema (3.1.4). Logo,

/ (=Vx, - PVx,u)pdS = / P(=Vx, - PVx,i)dS
Q S

Jo PupdQ = [,PugdS
Johpd = [s (&) hpds

Agora precisamos mostrar a propriedade de coercividade de P. Para tal, note que

3 1 (&) Hdaxa ~V s
PO-©=——PAO-AO, com A:= [ \F7) T TN g ¢ pitt
(575) 0 1
pois,
~ 1 <g8 Iddxd 0 (§s> ]ddxd —VX-S
PO -0 = Y P Y 0 -0
(a%s) Vst 1 0 1
95 1d 0
e note que <8y > e = AT. Entao, podemos escrever
—VXST 1
Pe-0= ATPAG - 6.




Com isso, como P é simétrica notemos que
ATPAB -0 = A0 - (ATP)TO = A6 - PTAG = PAO - A0, (3.15)

onde a demonstrac¢do da primeira igualdade de (3.15) encontra-se no Apéndice B.

Logo, podemos escrever

N 1 1
PO.-O=—ATPAO-© = ———PAO - A0,
o) o)
(5¢) (52)
e devido a propriedade de coercividade de P, nés temos portanto
p

(%)

Além disso, sabemos que a matriz A é invertivel pois possui determinante igual a

PO -0 > |ABJ% .

8%5 > 0, e sua inversa ¢ dada por

1 Idgxq VXS
) d ’
<8_g5> 0 a—gs

de modo que © = A~1 A0 pode ser limitado como

At =

0] = [4740)] < [[47||, 146] < Cst (1+ [V gs] ) 46,
Co >

- . o [ Idaxa Vs |
pois a soma dos elementos em cada linha da matriz ¢ menor que
0 %3
Y

(1 + va(,ﬂsHoo)’ e pela condigao 3.1.1 sabemos que a%s > ¢y, 0 que implica em

Co

0|
(14 1vs55]l.)

|AB| > C'st

2
€0

1575l O+ 15 511 )

e tomando p = Cst p s podemos garantir que

15@.6)2(83%)\14@;2
Y

2 2
< ©]> > Cst p @

> Cst—L
(89 (1 Vel [2s]_ (14 1vssll)’

e =56
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O que conclui o resultado deste lema. [

O lema a seguir mostra como as condi¢oes de fronteira sao transforma-

das pelo difeomorfismo R.

Lema 3.1.5. Suponha que a aplicagao s, dada por (3.6), satisfaca a condigao 3.1.1.

Para qualquer v € C''(Q), tem-se que

= i ! (‘915 i )
Ulyy =ty € - ul,y = ———— | = Uly__,

Dem.: A primeira afirmacao do lema é direta. Basta observar que

= (fl, © R>|y:a = ’[L(X,T’(X, y))| - Q(er(Xv a)) - ﬂJ(XvO) = ﬂ|g:0

Yy=a y=a

pois considerando o difeomorfismo dado pela observagao 3.1.3, r é definido como

_ y—a(X)
M) = R -

Para a segunda afirmacao, considere P dado pelo lema 3.1.4, e entdao por defini¢cao

or .
on U|g:_1 = —(—€at1) - PV, U|;g:_1
1 (%) Idgy O (%) Idgy —Ves
= —(—6d+1) ’ o e P o e * Vg ﬂ|
= g Ylg=—1
<8%3> —VXST 1 0 1 o

Fazendo o mesmo processo feito no lema 3.1.4, note que

~ Vit + Vg slye o (2 ul,y)
vf(,g |g:—1 = 5 9
(% o) (& )
Com isso,
(%s) Idjxq —Vgs

VX J a‘*:fl
0 1 A

<a%5 |g:—1> Idaxa —Vgs |54 Vx ul,_,+ Vg sl (a% u|y=b>
0 1 (& sly=r) (2 ul,s)
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(a%s |g:_1> Vx ul,_, + ((%s) Vi slgmy — (%3) Vs S|g:_1> (% u|y:b>

- ad 9
(% slo=-1) (& vlm)

9
55 | ——1) Vix ul, 0
= 6y ) ) Y — a~ S|y__1 <VXy u’y_b>
(55 sli=-1) (3 o)
Assim,
or 1 (38~8> Idgxqg 0 o)
iy = ~(—eann)- (555 loms) Tl
on Y (%8) —VXST 1 0 Y
VX 8|~:_ be
= — 1y ! 'PVX,y u‘y:b:_ . 'PVX’y u|y:b

V1I+IVxb? (vih S/
S S PV ul,_y, =1+ Vb (—n_-PvX,y u|y:b>.

1+|be|2 -1

Logo, por definicao

or ——
% u’g}:—l = 1 —+ |VXb|2 (% u|yb>

e isto conclui a demonstragao. [

Os lemas 3.1.4 e 3.1.5 mostram que o estudo do problema de fronteira
(3.3) pode ser deduzido do estudo do problema eliptico de fronteira em uma faixa

plana. Dessa forma, temos a seguinte proposicao que resume esse resultado:

Proposigao 3.1.6. Suponha que a aplicacdo s, dada por (3.6), satisfaca a condigao
3.1.1. Entao, u é uma solugao (variacional classica) de (3.3) se, e somente se, & dado
por (3.7) for uma solugao (variacional classica) de

Pi = (%s) h em &S,

]

~ P . 2

u|g:0:f7 g_nu‘g:71 = \/ 1+‘va| g,
onde P é 0 mesmo apresentado no lema 3.1.4.
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A proxima secao é portanto dedicada ao estudo de problemas elipticos,
bem definidos, de fronteira com coeficientes variaveis em uma faixa plana. Antes
disso, vamos enunciar um lema que trata da suavidade dos coeficientes de P, o qual
vamos omitir a demonstragao pois a mesma foge muito do objetivo desta se¢ao, mas

ela pode ser encontrada em [14].

Lema 3.1.7. Seja k € N e suponha que a aplicagao s, dada por (3.6), seja (k + 1)-

Py

regular. Entao, nés podemos escrever P = 151 + Pg com Pl S C’f (g)(dﬂ)z, 152 €

Hk(S)(d+1)2 e
1

12|, < O Dt lsly o) sl o
k,2 Co

1
<C(—, ||51Hk+1,oo)§
Co

3.2 Equacgoes elipticas com coeficientes varidveis em uma

faixa plana.

No6s vimos na tltima secao que a teoria de equacgoes elipticas em uma
faixa qualquer do tipo (3.3) pode ser deduzida do estudo de equagoes elipticas em
uma faixa plana, mas com coeficientes variaveis. Nesta sec¢ao, nos estudaremos o

seguinte problema mais geral, definido em uma faixa plana:

Qu:=—-Vx, -QVxyu=h em S,
! ! (3.16)
Q
ulo=1f Gl =9

. Q . .
onde iremos relembrar que ‘Z—n representa a derivada conormal associada ao operador

Q,

a° o9

% U’|y:0 = _6d+1 : QvX?ZJ u|y:0 ’ % u|y:—1 = —(—6d+1) ) QVX,y u|y:—1' <317>
Assumiremos também que a matriz () satisfaz a seguinte condi¢ao de coercividade:

3¢ > 0tal que Q(X,9)0-0 >¢|O)*, VO e R™, V(X,y) €S (3.18)
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O principal resultado desta secao é o seguinte teorema, onde obtemos

estimativas da solu¢ao do problema (3.16).

Teorema 3.2.1. Sejam k € N, mo = [#1]. Tome f € H*"3(R?), g € H*3(R%) e
h € H*(S). Entao,

i. Se Q € T/I/H”“(S)(d“)2 satisfaz a condigao (3.18), entdo existe uma tnica solu¢ao

u € H*2(S) para (3.16). Além disso,

1
fohsns < € (0o ) (Wil # £lesg + 1o eny) - (319)

ii. Se Q; € CFY(8)WH)* ¢ Qy € H' AW ™00 ( )@ tal que Q = Q1 4Q, satisfaz
(3.18), entao existe uma tnica solu¢do u € H*2(S) para (3.16). Além disso, para

k Z mo,
lllszn < oo x (Il + 1Fyuey + 19l iy )
X (Il 12+ 1ot +19] o3 ) 1@z (3.20)

onde Gy = C (L, 1Q1l]1 10+ 1Q2ll g 100 )

Observagao 3.2.2. i. A demonstracio abaixo mostra que a quantidade [|Vx yul, . ,
pode ser estimada mais precisamente do que |lul|,,,,. Com isso, pode-se substi-

tuir as quantidades || f||

i+ € Il mors em ambas as estimativas do teorema por
IVXfll iy € IVxFIl, m-y, respectivamente. Esta observagdo é muito 1til ao for-

necer estimativas do operador Dirichlet-Neumann.

ii. A segunda estimativa do teorema permanece valida quando k < mg, mas a

primeira estimativa é mais precisa neste caso.

Dem.: (Teorema 3.2.2). Assim como feito em [14], n6s apenas provaremos a segunda
parte deste teorema, pois a primeira pode ser obtida seguindo os mesmo passos

contudo pulando o passo 4 da demonstragao.

Passo 1: Vamos construir uma solugao variacional para a equacdo (3.16). Em pri-

meiro lugar, defina uma fungao f* como f*(y,-) := x(y|D|)f, onde x é uma funcao
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suave de suporte compacto de maneira que x(0) = 1. E facil ver que 1 y=0 = f,e

além disso também podemos notar que
IVxyf o < Cstl[Vxfll, g (3.21)
e que

o9 f*
on

(3.22)

< Cst]|Qly o [V S]]

1
1 H2
H?2

y=—1

onde a demonstragao destas desigualdades encontra-se no Apéndice C.

Agora tome u* := u — f* onde u é a solugao variacional de (3.16). Assim, segue que

u é uma solugao variacional se, e somente se, u* também o for.

Qu* =h —Q(f*) := h*,
(3.23)
AQu*
on

=9

Wy =0, y=—1

onde g := g — 8;{*

y=—-1

Defina um espago V como V := D(R? x [—1,0)), onde o fecho é tomado
em relagao a norma H'(S). Com isso, pelo teorema de Lax-Milgram existe uma tnica

solucao u* € V tal que para todo v € V vale

/S(Qu*)v = /Sh*v

= /S(—nyy -QV x ut)v = /Sh*v. (3.24)

Além disso, note que

/V)(’y . (QVqu*'U) = / vaﬂu* . VX’yU + /(nyy . QVnyu*)U
S S S

= /(—Vx,y -QVx u)v = / QVxu* - Vx,v— / Vxy - (QVx,u™).
s s s

Assim, pelo teorema do divergente, chegamos a

/(—VX@ - QVx u)v = / QVx,u* - Vx,v— / (—eat1) - QVx u'v.
s s P

S
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Agora, substituindo o resultados encontrado em (3.24) temos
/QVX7yU* . VX“yU +/ —(—€d+1) . QVXJJU*’U = / h*v
5 as S

:>/QVX7yU*'VX7y’U+/ —(—ed+1)-QVX,yu*v—/
S y=0

y=-1

—(—ed+1)-QVX7yu*v:/h*v.

S
Como v|,_y =0, e por (3.17), segue que

\V4 .V o7 * h*
/SQ XyU' X,yv—/y_l%uv—/s v.

Logo, por (3.23), obtemos

/va,yu* -Vx v = / h*v —i—/ gu. (3.25)
S S y=-—1

Passo 2: Regularidade da solugao variacional.

Nos veremos que u* € H?(S), para tal considere a seguinte definigao: Para todo

veVei={l---,d}, tem-se que p;(v) € V, onde p;,(v) é definido como

Tinh\U) — U
pin(v) == %, com  Tip(p) = (X +hey), Ve D(Rd x [—1,0));

Sabendo que o operador adjunto de p;; é —p;__ e utilizando a regra do produto

segue que
4 _ TZ'JL(UlUQ) — V1V2 _ ’U1<X + hei)Uz(X + h€1> — Ul(X)UQ(X)
pin(v102) h A
(X he)va(X A hey) + va(X 4 hep) v (X) — v (X + hey)vy (X)) — v1(X)ve(X)
B h
— (X ey (LD =0 (2R D))

= pin(v1v2) = Tip(v2)pin(v1) + v1pin(va)
= v10i,n(V2) = pin(V102) — 750 (V2) pip(v1).

Usando p; 5(v) em vez de v em (3.25) temos
[ @V Vxspunte) = [ o)+ [ gounte)
S S y=—1
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= _/SQVX,yu* - Vixypin(v) = — /s R pin(v) — /y—l Gpin(v)
= /S_[_Pi,hQVX,yU*] Vxyv=— /S h*pip(v) — /y_1 Gpin(v)
= [ U@V~ he) = @) OO Vg = = [ g0

- /y:1 gpin(v)

—/_1§Pi,h(?f)
= /5 %[Q(X —hei) Vi yu (X —he;) = Q(X —he;) Vi yu™ (X)+Q(X —he;) Vx yu™ (X)
QU (X Fxgo == [ o)~ [ dnte
(X — hez) u*(X)
- /S [Q(X — hei)Vixy < )} Vi yv

- {vx,yu* (@(x _ he}i) - Q(X)ﬂ e /3 (o) — / Gon(0)

- /S (o (Q)) Vi (05 (")) — Vx5 (@) - Vi = — / B pen(v)

s
- / Gpin(v)
y=-—1

= [ bl @) s (el Vg == [ oualo

y=-1

/h*pzh /Vqu Pi, h ) VX,yU. (326)

Agora, note que pela desigualdade e Poincaré e pelo teorema do traco podemos
garantir que

lpin ()]l -3 < Cst|[Vxyvll,-

Assim, usando a desigualdade a cima, o lado direito de (3.26) pode ser majorado

considerando que
9pin(v) = MD)GA(D) ™" pi(v)
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:s/ 9pin®) < 19l 3 Noin@)ll -3 < Ol IV xpvls
y—

/S B pin(v) < / B pia(v)

Agora note que, dado h > 0, tem-se que

além de

< /Slh*pi,h(v)l < (15"l lloin ()l -

0
0X;

1
v(X + hes,y) —v(X,y) = h/ v(X + the;, y)dt
0

1
o Jo(X + heiry) — v(X,y)] < JA] /
0

0
X :
8Xiv( +thel,y)‘dt

1
= loen(v)] < /
0

1
2
= |pi,n(V S(/
< ([ 5%

e entao aplicando a desigualdade de Holder temos

1
= I < ( /
0
1
0
st [ ]
:>/S|pz,h(v>| ds < s Jo 8XZ

Logo, pelo teorema de Fubini e utilizando mudanca de varidvel, temos

[ atopas < | 1 /

Portanto,

0
8XiU(X + the;, y)‘ dt

2
v(X + the;, y)‘ dt>

) ([ 20

2
dtds.

0
X .
GXZ-U( + the;,y)

v(X + the;,y)

0 ? !
v(X + the;,y)| dsdt < / IVxvlladt = || Vx vl
0X; 0

/Sh*pi,h(v) < [l (IVxyoll,
e ainda

/S Vgt (@) - Ty < Qo [yl [0l

onde Q = (¢i)ij € |Qlli 00 = Ljaizt 1D%Giilloc = o<1 maz | D?i]- Entao pode-

mos concluir que a equagao (3.26) é limitada superiormente por

Cst [l 3 + 1171 + 1@l e V7] 19011 (3.27)
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Tomando v = p; _5(u*) como uma funcdo teste e fazendo h — 0, note que o termo

a ser integrado no lado esquerdo da equagao (3.26) pode ser limitado inferiormente

2
ou
‘V“ (aX)

A ultima desigualdade é valida pela propriedade (3.18) de coercividade. Logo, fa-

por

) ou*
éﬁ% (75,-1(Q)) [Vxy (pi-n(u?))|” = Q ‘Vx,y (8X¢>

zendo h +— 0 em (3.27) e relacionando os limites superior e inferior de (3.26) temos
2
< Cst 1303+ 10l + 1@l Vx50

ou* ou*
7 HV“ (5%, 'V“ (%)
7 2 ? 2

ou «
=[x (55) | = S s + WL 4 10D Ils] (328

para cada 1 < i < d. Antes de continuarmos, notemos que

d+1 ou
Z&X H VXy(aX)

Portanto, aplicando o resultado acima em (3.28) é valido que

C’st [

o

Cst . . .
1303+ 187l + QN o IV x0wly)  (3:29)

o

para 1 < i, < d+1 tal que 1 +j < 2d + 1. Com isso, devemos ainda estimar

9u*
Oy?

superiormente o termo H . Para tal, a partir da definicao do operador Q dada
2

por (3.16) temos

0 ou* 0 ou*
—Qu* =Vx, - QVx,u" = Z X, (%87) (9 <Qd+1 d+1 ay )
i j

i+j<2d+1

_ Z 0 ou* +2( ) ou* N 0*u*
= 3X QZ]aX By qd+1,d+1 e qd+1,d+1 —ayQ

i+5<2d+1

O que resulta em

Put 1

892 4d+1,d+1

. 0 ou* 0 ou*
Qu* + Z oX, (q”(?_X]> + oy (qa+1,a+1) (8_3/)] ;

i+5<2d+1
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onde ) = (g; ;) ;- Nesta etapa vamos elevar a equagao (3.30) ao quadrado. Para isso,
utilizaremos um resultado auxiliar provado no Apéndice D. Logo, desenvolvendo um

pouco mais (3.30) e aplicando o resultado acima, segue que

2
9%u* ou* 0 ou*
= + ; +— —
( 0y? ) <Qd+1 d+1 Qv Z X (q JaX ) dy (Gat1,4+1) ( oy >]>

z+]<2d+1
0?u* 0 ou*
w+ Y g (—) s
(qd+1 d+1) i+j<2d+1 8X18X] itj<2d+1 8X (9XJ
_|_2( ) u” ’
ay qd+1,d+1 8y
1

(Qd+1,d+1)

2
. 0?u* 0 ou*
Qu* + Z Qi,j (m) + Z X, (i4) an]

i+j<2d+1 i+j<2d+2
82U*>2 3 9 aQu*
= < llQuP+ o (5595 )
(892 (Qd+1,d+1)2 . Z T\ 0X,0X;

i+5<2d+1
+ 2

2
Y
1+5<2d+2

além disso, note que M > 0 tal que 0 < ¢ < \/Lﬁqd+1’d+1, o que implica em

() | (freer) + X (/ )

i+j<2d+1
1
2) 2

d*u*

2

au*
(¢:) X,

_ M
= (9d+1,a+1)*"

((2))

1
a2

; Logo,

D=

IN

Al
i\ ox,0x,

ou*
(95) 55 09X,

+Z<

i+7<2d+2

O que implica em

Com os resultados acima em maos vamos agora estimar o termo ||V x u*||, ,. Para

0*u*
oy?

C’st

||h*||2+||@||1oo( >

i+j<2d+1

+ ||VX7yu*||2>] . (3.31)
2

isso, sabemos que pela desigualdade de Poincaré vale que

N|=

* def a * * *
IVl = | D0 1D (Vau)ly | = (IVxputll; + 1DV xu)]3)

o<1

N
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a2u*

< CstID(Vayu), <Cst Y || o
7 J

i+5<2d+2

2

Portanto, segue de (3.29) e (3.31) que

* 1 ~ * *
IVl < € (5, ||@H1,oo) (gl 3+ 12" + 190

Substituindo u*,h* e g por suas expressoes na desigualdade acima, e usando as

estimativas (3.21) e (3.22) temos

o9 f*
on

lall,,y < ligll,3 +

7 —

< llgll,,y +Cst QU IV xF,,3 -

1
H?2

y=—1

além disso
1Ay < lI2lly + QU s < MRl + I Vxy - @V (F5)l,

< 1Ally + 1Rl o0 Vx4 (F)1 2 < NRlly + Cst QU oo IV FIl

IVxytlly < IVxyully + [V folly < IVxyuly + 1Vxy
< I Vxyully + Cst[[Vx fll -

O que implica portanto em

1
19xy1lls < € (3.1l ) (ol s + Wil + 19yl + 1971,5)

Passo 3: Melhor regularidade.

Vamos mostrar por indugdo finita em k que para todo u € H*™*(S), k =0,--- ,mg—

1 podemos garantir que

|

1
[Vl y < C (5, HQHHW)

%

on

F11Qull + 1Vl + [T ol

HH%) . (3.32)

y=-—1 Hk+%
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Pelo passo 2, a estimativa é valida para £k = 0. Para k > 0, seja mg > k > 1 e
suponha também que 0 < ! < k — 1. Para todo ¢« = 1,--- ,d, vamos aplicar (3.32)

com [ =k — 1 a func@o p; p(u):

1 o<
IVxypin(u)l,, <C 57|IQ|Ik,oo %Pi,h(u)

H 2
). (339)

Agora, vamos estimar os quatro termos que aparecem no lado direito de (3.33). Em

y=—1

Qo ()l 10+ IV x0i ()15 + ||V pin ()],

primeiro lugar, notemos que Qp;n(u) = Vi - pin(Q)VxyTin(u) — pin(Qu) pois
Qpin(u) = =Vxy - Q(X,y)Vxypin(u)

1 1
= _VX,y ' EQ<X7 y)vX,yu(X + heivy) + vX,y : EQ(Xv y>VX,yu<X7 y)

Assim, somando e subtraindo o termo Vi, - +Q(X + he;, y)Vx u(X + he;, y) na

equacao acima podemos obter

Qpin(u) =Vxy - pin(Q)Vx,u(X + he;,y)

Vg QX + e, y) Vo, ulX + hei,y) = QUX, )V gu(X, )]
= Qpin(u) = Vxy - pin(Q)Vx,yTin(u) — pin(Qu). (3.34)

Logo, temos
“@pi,h<u>”k_172 = HVX,y : pi,h<Q>vX,yTi,h(u) - Pi,h(QU)Hk_l,g

<Vxy - pin(@)VxyTin(Wl_y s + loin(Qu)ll,_y 5

< Vxy- pi,h(Q)kaLoo HVX,yqufl,z + ||pi,h(@u)||k71,2
X + he;,y) — Q(X,
< va, (Q( + he;, y) — Q( y))

IV x gl s + 1loin(Qu)ll,_y 5

h k—1,00
o QX+h€Z7y _QXay
= 3 o (v (=GR ) | 9yl (@l
la|<k—1 o
o QX+hez7y _QXay
< st 3 sup | pr (LELRED ZCUEIN 49l + i@l

la|<k
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1
<ostS sup / 1D (Vi) |V s gtll + 19 (@0l

o<k 1<5,1<d+1

=Cst Yy sup D" (Vxyqii) [Vxyulls + loin(Qu),_,
o LS

<Cst > sup D (qij) |Vl + loin(@Qu)l,_,
ol <ht1 1<5,1<d+1

=Cst HQHk-i-l,oo HVX,yqu,z + Hpi,h(Qumk_LQ
= QoW1 < COstlQllsr00 IVxyulls + oin(Qu)ll_y - (3.35)

Para o primeiro termo utilizando um processo analogo ao feito em (3.34) temos

5@
5, Pin() = (—€a+1 pin(Q)VixyTin(u) + eavr - pin(QVxyu))l,_
y=-1
e entao
o? c
“Pi < * P i _
grrat| | = e i@ samin(@l |

+

eat1 - Pin(QVxyu) |y:_1 (3.36)

.-
HF2

Logo, pelo teorema do trago, podemos garantir que

e pin@Vxamn(l,_o| 4 < Cstlleass - pin(@Vicymn@llpe

e assim, fazendo o processo analogo ao feito em (3.35), temos que

| ear1 - P @Viamn (@l oy < CO5tIQlgr e IVl

-2

Portanto, segue de (3.36), que

<
o3

5, Pih (1) eart - Pin(Q@Vxyw)ly— ||y TOSIQllp o0 IVayully, -

(3.37)

y=—1

Para os dois ultimos termos de (3.33), a estimativa desejada sera garantida quando

fizermos h tender a zero.

Portanto, fazendo h tender a zero em (3.33), (3.35) e (3.37), segue que

é limitado superiormente pelo lado direito de (3.32). Para completar a

k+1,2

ou
0X;
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9y

prova, ainda é preciso uma estimativa para 5,2 €m H*(S). Da mesma maneira feita

no passo 2, esta estimativa ¢ obtida utilizando (3.30).
Passo 4: Melhor regularidade.

Vamos novamente por indug¢ao em k generalizar (3.32) para k > mg como

1 Qully, + 1V yully

1
HF 2

9
on

HvX,yuHH.kQ < Cy x (

y=—1
|V uly]| oy 192l 2 1V ) (3.38)

onde Gy = C (4,101l 1.0+ 192l )

Procedendo de forma analoga ao passo 3 as estimativas sao garantidas.

Os proximos dois lemas que apresentaremos nesta segao serao utilizados
para concluirmos o teorema 3.2.1. No entanto, omitiremos suas demostragoes por

questoes de objetividade e tempo de realizagao deste trabalho.
Lema 3.2.3. Sejal € N e u,v € H'(S) N L>(S). Entao
HUUHM < OSt(Hqu,z [v][o + HUHZ,Q Jull )

Isso resulta em

1Qpin(V)[l)—12 < 1Qully

+ Cst <(||Q1||k+1,oo F Q2 o) IVx gl + 1Q2ll ki1

V) -
A estimativa (3.37) ¢ modificada na mesma linha e segue da imersao H™°(S) C

L>(S) que H

¢ limitada por cima pelo lado direito de (3.38).
k+1,2

Ju
9X;
. . 2 . ~ . .

Uma estimativa de %—; em H*(S) ¢ entdo fornecida como anteriormente

usando (3.30), o que conclui a a primeira parte do teorema 3.2.1.

Passo 5: Por fim, a partir da formulagao variacional do problema, pode-se obter o
seguinte lema, cuja demostracao omitiremos por questoes de objetividade e tempo

de realizagao deste trabalho.

42



Lema 3.2.4. Scja h € L2(S), f € H2(R%) ¢ g € H™2(R%). Se u € H2(S) ¢ solucao

do problema de valor de fronteira (3.16), entao

1
IVxpull, < C (5, ||@||oo) (Ihlly + 1 x0f1y + gl )

1
lull,, < C (5, ||Q||oo) hlly + 1715 + gl )

Iterando as estimativas (3.32) e (3.38) e usando o lema concluimos a prova do teo-

rema 3.2.1.01

3.3 Difeomorfismos regularizaveis.

Nos vimos nas segoes 3.1 e 3.2 que se u for solucao do problema de
valor de fronteira (3.3), entéo é possivel encontrar estimativas precisas de @ = uo R,
conforme mostram a proposicao 3.1.6, o lema 3.1.7 e o teorema 3.2.1. Entretanto,
estas estimativas dependem fortemente do difeomorfismo R escolhido para determi-
nar o dominio desejado do fluido. Sabendo que o difeomorfismo trivial apresentado
na observacao 3.1.3 nao é a melhor escolha possivel, vamos buscar um difeomorfismo

que seja uma escolha mais apropriada.

Para podermos controlar a norma H*(S) em seu componente Sobolev, é
preciso controlar a norma H*(R?) da parametrizagao da superficie a. A proxima pro-
posicao mostra que existem difeomorfismos regularizaveis para os quais um controle

: 1, .
linear da norma H* 2 ¢é suficiente.

Proposigao 3.3.1. Seja k € N, k —% > 14+ g, esejabe CF(RY), a € Hk_%(Rd). Se
existir hy > 0 tal que a — b > hy em RY, entao deve existir um difeomorfismo R da

forma (3.6) tal que

e s ¢ kregular (com ¢y = %);

o (55) slmo=0a—;
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® S5 = —b(X)Q € H52”k,2 < CUst HaHH'@*%

Dem.: Note que o Jacobiano da aplicacio (X,9) € S — (X, s(X,7)) € Q é igual a
(a%s). Além disso, se s satisfaz a condigio 3.1.1, R é na verdade um difeomorfismo

entre S e ().

Seja s; € CF(S) dado por

s1(X,9) = -b(X)g, VY(X,§)€S;

noés procuramos por um s; € H*(S) tal que s := s; + so satisfaca o seguinte

0 ho - 0
=8> — em S, S|;_q=a, By Saly—0

Ry =a, S|, =0. (3.39)

Vamos construir esta aplicacao s, usando uma extensao de a. Seja y uma funcao
suave de suporte compacto definida em R? tal que x(0) = 1 e x’(0) = 0. Para todo
A>0,eae H2(R?), nos iremos definir ay € H*(S) como ay(-,5) = x(AGA(D))a.
Desta defini¢ao segue também que para todo (X' ) € S, vale

X(AGA(D))a| = A (AAD)A(D)al < AIX'l| [A(D)al

1
2 ~\ 2
dX>

AWl ([ MO aF € ) = MYl el < Ot Al ol

A dltima desigualdade é vélida desde de que k — % > 1+ g.

I

'—CL)\ 7y

<AL IA)al, = AL [ [AD)ac)

Defina agora s, := (§ + 1)ay. E claro que s, satisfaz as tltimas trés

condigoes de (3.39), pois

52|g:0 = ax |g:0 =x(0)a = q, 32|g:_1 = (0)ay =0,

0 .
% Salg—o = <aka%(y + 1)+ (7 + 1)8~a,\> ‘go = ax |;—o = x(0)a = a.

Para a primeira condigao de (3.39) lembre-se que

0 0 8 0
=85 = —=51 + == —b—|——82 —b+a—a+a,\

N 0

9y
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0 _ 0
= 6_g]8_ (a—b)—l—(a,\—a)—i—(y—f—l)a—ga,\ (3.40)
e como
o ~ i g ,
ax(X,9) — a(X)| = [x(A\gA(D))a — a| = 8—gaA(X,y)dy <sup |o-ay|,
0 5

entdo considerando a hipotese de que existe hg > 0 tal que a — b > hy, (3.40) fica
9212,
A 5™

2s > ho — sup 99

dy 3

Y

e assim, tomando A suficientemente pequeno podemos concluir que

0 h
a—gSZh()Z?O:CO.

Além disso, usando (3.39), temos que

Slgmg = (s1+82)[ug=0a, e sl_ = (s1+s2)[_y =0

Logo s é k-regular, e

0 0
a—g 8|§=0 = a—g (51 + 82)|§=0 =q —b.
Agora, considerando que k — % > 1+ % para k£ € N, vamos mostrar a seguinte

estimativa

[s2]l0 < Cstllall vy -

Para esta estimativa vamos considerar 4 casos utilizando a seguinte norma

Isellyo = D D52l

|la|<k

com a = (aq, - ,ag41) € NFle o] =a; + -+ + age.
i. Caso em que |o| =0
) 0 .~ 12 -
Il = [ [ [+ oxoaamnaco)] .
Re J_1
com isso, como (g + 1) € (0,1) e x € C5°(R) entao
2 1% 5 2
Jsally < Cst [ [a0)] X = cst [ Jato)P e
Rd Rd
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onde a ultima igualdade é valida pela propriedade 2.1.6 de Parseval, o que implica

em

lsally < st [ (1l ate) g = Cotlal .
R4

ii. Caso em que |a| > 1 e agy =0

0 0
sy = [ [ ptsfagas = [ f
Rd J -1 Rd J -1

como a derivada em relacao a y é uma derivada de ordem a4, entao as fungoes

D (5 + DXOGAD)a(X)) | g

que dependem de y nao serao derivadas e assim

0 L2
1Dl = [ I+ DnOaADPd [ |Dac)] ax,
-1 R
com o = (g, ,aq). Dessa maneira, como (¢ + 1) € (0, 1) segue que
0 .2 -
IDmsal < Cst [ OgAD)Pdg [ |Dach) ax
-1 R4
G(0) — G(—AA(D)) / ST / 1 .~ 2~
= (st D% a(X)| dX < Cst —— | D" a(X)| dX
Cs AA(D) APl )‘ s st | D) ‘ o ))
onde G(+) é alguma primitiva de x2. Logo, aplicando a propriedade 2.1.6. de Parseval,
obtemos
IDsalf < 05t [ o |7 (D7a) (o) e
2= re A()
Entao, pelo teorema 2.1.4, chegamos a
sl < ot [ emyleate)| e < cw [T jaepag
2 re A(§) - R (14 |§|2)%
2|a*|
<cst [ B —laterac = cst [ 1ep ae) ag
re  [€] R

—cst [ eyt de < st [ (1 IehHa©F de

e como |a*| < |a] < k, tem-se que

2

1D 525 < Cst/ (1+[¢%)F2 [a(€) [P dg = Cist [|al|% -y -
R4
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iii. Caso em que |a| > 1 e agp1 = 1.

0 0
il = [ [ irssfagax = [ f
R4 J -1 R4 J -1

Assim como no caso anterior, a derivada em relacao a g é uma derivada de ordem

D ((g + 1)X(AgA(D))a(X)) (2 djdX.

Qg41, Mas neste caso as fungoes que dependem de ¢ serao derivadas uma vez, e com

1SS0
0 2
0 . _ _ o onl? o
10l = [ |2+ xoano] ds [ o] ax,
-1 ay R4
com o = (aq,- -, o). Entdo pelo teorema fundamental do calculo e devido ao fato

das fungoes de variavel § serem todas limitadas segue que

~ 12 .
1D%s, |2 < Cst/ ‘DO‘ a(X)‘ X = C’st/
R4

Rd

F(pa(%)) @ de,

onde a tultima igualdade usa a propriedade 2.1.6 de Parseval. Portanto, aplicando o

teorema 2.1.4 segue que

a(&)[ d¢

* . 2 o
1D, 2 < C’st/Rd (i) e ae) | de < cst/Rd(ygE)

<Cst [ (e ao) e
R
Como |a| < k entao ag + -+ + agp1 < k, ouseja ag + -+ +ag = |o*| < k — 1, pois

g1 = 1. Portanto,

ID%sally < Cst | (141 ja(6)* g = st alfs < st ol

iv. Caso em que |a| > 1 e agy > 1

ipesi= [ [ irspasas = [ [ oo (@+ onooampacn)| apex

2

0 ~ aad+1 N 5 aad+1 B o ~ o~
= [ ]| [xoanon? e + 6+ 0% im0 )] agas,
rd )1 9y 9y
com o = (ay, - ,aq). Como ag41 > 1 entdo 8(18?1 (g+1) =0, e além disso como

(g+1)€(0,1) e x € C§° entao

2

HD%QH;gcst/ )Da*a(f() dX.
R4
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Analogamente ao processo feito no caso anterior obtemos a estimativa
2 2
D%y < Cst llall -y -
Logo, como consequéncia de todos os casos contemplados anteriormente
Isallgs = > [1D%slly < Cistllall ey »

lal <k

o que conclui a demonstracao da proposi¢ao em questao. [

Observacao 3.3.2. O difeomorfismo R indicado pela proposicao 3.3.1 ¢ uma per-
turbacao do difeomorfismo trivial apresentado na observacao 3.1.3. O componente s;
permanece inalterado, e o comportamento na superficie é exatamente o mesmo. No
entanto, o componente s, é meia derivada mais suave aqui do que no difeomorfismo
trivial (onde tém a suavidade de a). E por isso que dizemos que o difeomorfismo ¢

regularizavel.
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4 OPERADOR DE DIRICHLET-NEUMANN

O objetivo deste capitulo é investigar as propriedades do operador de
Dirichlet-Neumann associado a uma classe de problemas de valor de fronteira in-
cluida na estrutura estudada no capitulo 3. Sabe-se que tais operadores segundo
Lannes [14], sdo analiticamente dependentes da parametrizagao da superficie, con-

tudo a dependéncia de interesse aqui é sobre func¢oes em espagos de Sobolev.

4.1 Definicao e propriedades basicas

Assim como no capitulo 3, vamos considerar um dominio €2 da forma
Q={(X,y) e R b(X) <y <a(X)}
onde a e b satisfazem
3ho > 0, min{—b,a —b} > hg > 0 em R?. (4.1)

Consideraremos também um operador eliptico de coeficientes constantes P = -V x -
PV x,, satisfazendo a condigao de coercividade (3.2). Os problemas de valor de
fronteira considerados nesta secao sao um caso particular do problema de valor
de fronteira (3.3) desde que consideremos apenas o caso de um termo de origem
homogénea e a condigao de fronteira de Neumann no fundo. Mais precisamente, seja

u solucao de

Pu=0 em
(4.2)

— or —
u‘y:a(X) =5 u’y:b(X) =0,
onde, lembremos que como definido em (3.4), % denota a derivada conormal asso-

ciada ao operador P.

Para todo k € N e f € HH%(R‘[), e desde que a e b sejam suaves
o suficiente, nés sabemos pelo teorema 3.2.2 que u € H*2(Q) existe e é tnico.

Portanto, a seguinte defini¢ao faz sentido.
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Definigao 4.1.1. Seja k € N, e assuma que a, b € W?>®(R?) satisfazem a condigao
(4.1). Vamos definir o operador de Dirichlet-Neumann como o operador G(a, b) dado

por
Hk:—i—% (Rd) SN Hk:-i—% (Rd)

G(a,b) : T or
f = =1 Va5 ul o x

onde u corresponde a solugao de (4.2).

Como no capitulo 3, podemos associar a (4.2) um problema eliptico
de valor de fronteira em uma faixa plana S = R? x (—1,0): denotando por R o
difeomorfismo entre S e (e por R sua inversa) dado pela proposigao 3.3.1, e

u = uo R, sendo entao

Pi=0 em &S,
(4.3)

~ P
u|g:0 — f’ g—n ul?j:—l = O,

onde P = —VX,QP Vg € como o P dado pelo lema 3.1.4.
Observagao 4.1.2.

e Assim como foi definido, G(a,b) nao é exatamente o operador de Dirichlet-
Neumann por causa do fator de escala /1 + |V Xa]2; contudo, usaremos essa termi-

nologia por mera simplicidade.

e Gragas ao sinal de menos na definigao, G(a, b) mapeia os dados de Dirichlet para

a derivada normal externa (redimensionada) quando P = Id.

Notagao 4.1.3. Denotemos f? como a solucio do problema de valor de fronteira
(4.3) Assim como no lema 3.1.5, na seguinte proposigao podemos definir o operador

de Dirichlet-Neumann em termos de f".

Proposicao 4.1.4. Considerando as mesmas condigoes apresentadas na defini¢ao

4.1.1, temos

or 3
Gla.b)f = =5~ FPloo Vf e Hz(RY),

onde fP é o mesmo definido na notacao 4.1.3.
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Dem.: Basta fazer um processo semelhante ao feito na demonstracao do lema 3.1.5.

Logo, por defini¢ao

o .
G(a,b)f = —\/1+4 |Vxal’ (% u]y:a(X)> =/1+|Vxal (—n, - PVx, u|y:a>

1—|-|an’2 Vxa Vx 8‘~
= - 'PVXgu - y=0 PVXyU
1+ |Vxa® \ —1 y=a ~1 y=a
1 (8%8 Idgxa O 0
= —(—€at1) - 3 P (? 5|g=0> Vixy u|y=a
(8_738) —VXST 1 Yy
9s)1d 0 95) Id —Vgs
= —(—€441) - ! (ay ) e p <6y ) e & Vs U=
<d—gs> Vst 1 0 1
- i " "
= _(_€d+1> ) PVX@ U|y:o = _% ‘y_O = _% f ’y:o

Isto conclui a demonstracao. [J

Antes de apresentarmos as principais estimativas sobre o operador de

Dirichlet-Neumann, vamos estabelecer algumas notagoes.
Notagao 4.1.5.

e Quando uma parametrizacao do fundo b € W»*(R?) (k € NU{oc}) ¢ dada, nés

escrevemos geralmente B = [|b| .0 -

e Para todo 7, s € R, vamos denotar geralmente por M(s) (respectivo a M,(s)) as

constantes que dependem de B e ||al| ;. (respectivo a r, B e ||al| ).

O proximo teorema mostra que o operador de Dirichlet-Neumann é de
ordem um, e oferece estimativas sobre a norma desse operador. Entretanto, deve-se
observar que as condigoes sobre a e b sao ligeiramente diferentes das apresentadas

aqui.

Teorema 4.1.6. Seja my = (%w e a,b duas fungdes continuas satisfazendo (4.1).

Entao:
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i. Para todo k € N, se a,b € WF2>(R?) entdo para toda f tal que Vxf €
H*3(R%)2, vale que

1G (@, 0) fll oy < Clllallyrrece s [llwrrzee) IV Fll yury

ii. Para todo k € N, se a € H¥™% 2 0 H*2(R%) ¢ b € WF2(RY), entdo
1
1G (@ 0) fll vy = Ms2mo + )V fll vy + llallirs IV fll mosy),

para toda f tal que Vxf € H*3 N Hm‘)*%, onde nés usamos a notagao 4.1.5.

Observagao 4.1.7. Note que o operador de Dirichlet-Neumann ¢ definido para
fungoes f com gradiente em algum espago de Sobolev, mas que nao estao necessa-

riamente em um espago de Sobolev.

Dem.: (Teorema 4.1.6). Usando o fato de P ser simétrica e fazendo o mesmo processo

feito em (3.15), temos

8”4 - i
7=0|| gkt %
— || p -Ve-al .
=0 (ea+1) - Vg, u’y:O .

Pelo teorema 2.5.4 do traco, vale que

1G (@Bl sy < Cst|[Plea) - Vi gi

?g

Hk+1 ’
Usando a decomposiciao P = P, + P, apresentada no lema 3.1.7 e a estimativa dada

no lema 3.2.3, temos

1V 2 gl s

1G(@. D)l sy < Ost |

k+1,00

+ Cst || P P, (4.4)

N |V % 5| ;o + Cist

1V 52l g -
k41,2 X971 Hmo

Agora, observando que quando o difeomorfismo R entre a faixa plana S e o dominio
Q2 é o difeomorfismo da proposicao 3.3.1, as estimativas controladas do lema 3.1.7,

juntas com a imersao H™°(S) C L*(S) resultam em

|a]| <o)

k+1,2
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P

|

Assim como feito com cada Cj, que aparece no teorema 3.2.1, quando se toma Q = P

k+1,2 = O(B’ HaHHmoJr%) HGHHHg .

podemos estimar P por C(B, ||al| e o resultado segue portanto de (4.4), do

Hm()"r% )

teorema 3.2.1 e da observagao 3.2.2. [J

A préxima proposigao lista algumas propriedades importantes do ope-

rador Dirichlet-Neumann.
Proposicao 4.1.8. Sejam a,b € W?2>°(R?) que satisfazem (4.1). Entao:
i. O operador G(a,b) ¢ auto-adjunto:

(G(a,b)f.g9) = (f,G(a,b)g), Vf.g€ SR

ii. O operador G(a,b) é positivo:

(G(a,b)f, f) >0, VfeSRY.

1ii. Temos também a estimativa

1
(Gla,0)f, 9) < M(mo + ) 1 fll 3 llgll 3> VFr9 € SR,
Observagao 4.1.9. Como G(a,b) é auto-adjunto, é possivel estender este operador
para todos os espacos H*(R%), com s € R.
Dem.: (Proposigao 4.1.8).

i. Devido a proposigao 4.1.4, e usando a notacao 4.1.3, temos

(G(a’ b)fvg) - <_% ‘g}()’g)

e pela identidade de Green



e usando novamente a propriedade 4.1.4

or
f7_8n g ‘g:() = (f’ G(a’ b)g)
e isso conclui o primeiro item.

ii. Usando proposicao 4.1.4, temos

(G(CL, b)f7 f) = <_§ fb|g:07f) = <_(_ed+l) : pv‘)”(’g fb’g207f>

= /S <(€d+1) : ﬁ)vx,g fb|g:0> . (4.5)

Agora, considere a seguinte situagao sobre a integral de P fP. Por um lado ¢é valido

L) [ (7 brasr)

B /5 <VX’Q . <va’§fb)> 1"+ /S Vgl PVgaf"

e, por outro lado, pelo teorema da divergéncia segue que

/S <I§’fb> fb - /S (vf(,g . vagyfb> fb _ /as ((€d+1) . PVX,gfb> fb.

Logo, unindo os resultados, temos

que

| (o POur?) 1= [ (Vag (PV5at")) £ [ Via® Pg,r"

como fP ¢ solucao de (4.3) entdo Vg (pVngfb> = Pf> = 0. Portanto, a integral

acima resulta em
/as <(ed+1) : IBVngb) = /SVX,gfb _ PVX,gfb
= /gzo ((ed+1) : ij(,gfb> fb_/g:—l ((ed+1) . Pvf(,gfb> fb _ /SV;z,gfb-ﬁ’VX,gfb

= /S <(ed+1) : ISVX,gfb ’g:o) b lomo = /SVX,gfb . va’gfb.
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Entao, por consequéncia, (4.5) resulta em
(Ganff) = [ Vol PO 2 5] T5,f; 2 0
onde a penultima desigualdade usa a coercividade de P provada no lema 3.1.4.
iii. Pelo mesmo processo feito em ii, temos
(Gai)fo) = [ Txal PVx50" < [P 1950l V556"

onde a partir do lema 3.2.4, podemos obter

Ganf.o) <€ (1P| )10, 4 1950, 4

b

. . arf
pois h =0 e 55—

n

= 0 em (4.3). Assim, podemos garantir que (G(a,b)f,g) é

G=—1
menor que
wrof i) ([ a0

(@ lPlL) (fre
—o (AL ([ae e f<s>\2dg)5(/ A |5|2|A<s>|2ds)é
17l.) (e lrol e’ (e worac)

) T,

Agora, basta mostrarmos que HPH < M(mo+3) = e M(B, ||a

oo @)’

'“Uz

ymo+} ), estimativa

esta que encontra-se demostrada no Apéndice E. O que conclui o resultado. [J

A préxima proposigao terd sua demostracao omitida, pois esta é dema-
siadamente longa e foge do objetivo do capitulo. Mas a mesma pode ser encontrada
em [14].

Proposicao 4.1.10. Seja mg = (%1 e k € N, k > mg. Suponha que a € H*3 N
H>ot3 (RY), Vy f € H3(RY) e b e C2°(RY) satisfazendo (4.1). Entéo a aplicagio
U, C H*2(RY) — HF2(RY)
a = G(a,b)f
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¢é de classe C e as derivadas sucessivas sao controladas:

i. Para todo h € H*"2(R?), tem-se
|G 0 F - Bl ey < OBl omgeg IV g 3)
% (1Al g + 1Al gy (el g + 195 i)
ii. Para todo hy, hy € H*3(R%),
|G 0)f - (B ho) || iy < CCk By llall gy s IV xFI pmo-3)

x <I|h1||Hk+g F bl gy + 112ll sy 1aall gy

F 1l g+ s WP2ll ongry (lall s + !\fo\!Hk%)) :

iii. Estimativas semelhantes valem para dZG(-,b)f, com j € N tal que j > 3.
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5 EQUACOES NAO LINEARES

Neste capitulo, nés vamos apresentar uma aplicacao do operador de
Dirichlet-Neumann em funcao da construcao de uma solugao para o problema de
ondas em &gua, como feito em [14] e [17]. A principal ideia aqui ¢ utilizar uma
estimativa controlada na equagao linearizada, a qual iremos apresentar brevemente.

Usaremos para isso o esquema do tipo Nash-Moser, como apresentado em [20].

Enunciaremos também alguns teoremas dos quais nao provaremos, de-
vido ao fato de suas demonstracoes serem muito longas e de nao tratarem do objetivo
deste capitulo, porém se fazem necessarios para encontrar a solu¢ao do problema de

ondas em agua.

Em primeiro lugar, vamos apresentar o teorema da fun¢ao implicita de
Nash-Moser, e entao usar este resultado para encontrar a solucao do problema de

ondas em agua.

5.1 Equacgao linearizada de ondas em agua
Esta secao sera dedicada a apresentar defini¢oes que se fazem necessa-
rias para desenvolvimento dos resultados no decorrer do capitulo.

Como visto na introdugao em (1.23) as equagoes de ondas em agua sao

% —G(Qy =0,

o+ 96+ 3 1YVl = ey (GO + V- V)" =0,

onde, por mera simplicidade escrevemos G(() ao invés de G((,b), com b represen-

tando a parametrizacao do fundo.
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Podemos ainda escrever este sistema em uma forma mais condensada

Cco1mo

oU
- +TW) =0, (5.1)

com U = (¢,¥)l e

(GO0 +Tx w})?)T 52)

1 2
TW) = [ =GO, 9¢ + = |Vxv|* —
(U) ( K%¢9C+2H x| > (L4 IVxdP)

Definigao 5.1.1. Seja T > 0. Dizemos que U = (¢, )" € um estado de referéncia
admissivel se (¢, — ¢|_ )" € C([0,T]; H*(RY)?) e Vx ¢|,_, € H*(R)?, ¢ além
disso,

Fho >0, min{—b,( —b} > hg>0em [0,T] x RY,

onde devemos lembrar que y = b(X) é uma parametrizagao do fundo.

Por defini¢do, o operador linearizado £ associado a (5.1) é dado por

L= % + dyT; a partir da igualdade (5.2), podemos calcular

dyT = —d¢G ()Y -G(() |

~ZdG()p —Zv-Vx+g v-Vx—ZG(()

com Z = Z(U), v :=v(U) e, para todo U = (¢, )T suficientemente pequeno
1

ZU) = ————5 (G(Q)Y + Vx( - Vx1) (5.3)
L+ (V¢
e
v(U) :=Vxt—Z(U)VxC. (5.4)
A partir daqui, podemos determinar o problema bem definido de Cau-
chy
LU =G,
(5.5)
Uly—o = Uo

Precisamos em primeiro lugar apresentar duas escalas de espacos de Banach, E, e
F,, nas quais algumas estimativas podem ser escritas de forma simples, e também

podemos construir um esquema de Nash-Moser.
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Notagao 5.1.2. Para todo U suficientemente suave, denotaremos

a(U) =g+ %Z(U) L v(U) -V Z(U),

onde Z(U) e v(U) sao definidos em (5.3) e (5.4).

Definicao 5.1.3. Seja T' > 0 e a € R. Defina os espagos de Banach F, e F,, como

B = () C9(0.T], H 7 (RY)?),

J=0

1
F,:= () C/([0,T), H*T I (R)?) x H*2(RY)?,
j=0

J

com as seguintes normas

2

1Al =

=0

1

e, =D

a+2—7 .
Hp =0

of g
ot ot

+ [12ll gasa -

H%_H_j

Proposicao 5.1.4. Seja my = (%L T > 0 e U um estado de referéncia admissivel

satisfazendo que
Jeo > 0 talque a(t, X) >co, V(t,X) €[0,T] x RY, (5.6)

onde a é definido em termos de U como apresentado na notagao 5.1.2. Além disso,
seja G € CH[0,T] x H*®(R%)?) e Uy € H*(R%)? Entao existe uma tnica solugao
U € C*([0,T], H*(R%)?) de (5.5). Mais ainda, para todo a € R, a > mg + 1, vale a

seguinte estimativa:

Ullp, <C (k‘,B, Ul 7T) (II(G> Ullp , + (G, U)lg, ., IUlg 5) :
Q+73 a+5 0 a+3

para algum ¢y € N dependendo apenas de d.

A demonstracao do ultimo resultado pode ser encontrada em [14].
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5.2 Um simples teorema da funcao implicita de Nash-Moser

Por mera simplicidade, ao invés de usarmos a forma mais geral deste
teorema usaremos uma versao mais simples, a qual apresentaremos abaixo e que

também pode ser encontrada em [20].

Sejam E, e F,, a > 0 duas escalas de espacos de Banach apresentadas
na defini¢do 5.1.2, e denote Eo, = (1,5 Fa, Foo =[50 Fu- Suponha ainda que deva
existir alguns operadores de suavizagao (Zy)g>1 : Eno — Eo satisfazendo que para

todoV € E,comf >1es,t>0, tem-se que

|20V, < Cotr [VIls,  ses>t

|V = ZgVlg, < Csu0* " ||[V]l5 ses <t

E suponha também que ||V

g < ||V, sempre que s < t.

Teorema 5.2.1. Seja ¢ : E,, — F,, e suponha que existam U € FE,,, um inteiro
m > 0, um numero real 0 e as constantes C1, Cy e (C,)a>m tal que para todo

UV,W e E,

(

1S, < Ca(+ U] Eaym), Va=m

|U=TUllp,, <6= 4 1dv® -V <CilVg. o7

1d5® - (VW) ,,, < CollV | gy,, W,

Além disso, suponha também que para todo U € E, tal que HU — UHgm < 0, existe
um operador U(U) : F, — E satisfazendo que para toda ¢ € Fi, dp®- VU (U)p = ¢

e

I W)ellg, < Callelg,,,, +1Ulg,,, I¢lg,),  Ya=m. (5.8)

Assim se H\II(U)H 7 for suficientemente pequeno (em relacdo a um limite superior
%, HUHM e (Cy)a<y onde M s6 depende de m), entdo existe uma fun¢io U € F,

tal que U(U) = 0.
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Observagao 5.2.2. De acordo com Lannes [14], a demonstragao feita por [20] mostra
de fato que para M > 3m e para todo a > M, assumindo U € E, aoinvés de U € E,

podemos garantir a existéncia de uma solucao U € F, ao invés de F..

5.3 Resolugao das equacgoes de ondas em agua

Agora nos estamos prontos para apresentar o teorema que garante a

existéncia e unicidade da solu¢ao das equagoes de ondas em agua (1.23).

Teorema 5.3.1. Sejam b € Ci°(R?), ¢, € H*TH(R?) e 1y tal que Vxiby € H¥(R),

com s > M (M dependendo apenas de d). Suponha, além disso, que

min {¢y — b, —b} > 2hy em R? para algum hy > 0,

a(U) |,y > co >0 em R

onde a é apresentado na notacio 5.1.2 e U = Uy — tT(Up), com Uy = ((o,%0)T
e T ¢é definido como em (5.2). Entao existe " > 0 e uma tunica solugao ((,1))

das equagoes de ondas em agua (1.23) com condigoes iniciais ({p,1y) e tal que

(€. ¥ — o) € CH([0, T, H*(RY) x H*(R?)).

Observacao 5.3.3. O resultado é obtido como uma consequéncia do teorema 5.2.1
de Nash-Moser. Nos trabalharemos na demonstracao com as escalas de espagos de

Banach (E,), e (F,), dados pela defini¢ao 5.1.3.
Dem.: (Teorema 5.3.1). Dado qualquer condigao inicial Uy = ({p, ¥) tal que ({o, Vxtbg) €

H>(R4)*4_ ¢ possivel encontrar U € C3([0, T], H*(R%)?) C E, tal que

Uly=0, [Z+TU+Up)]lo=0, [ZL+0(T(T+Up))] |y =0.
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Vamos definir a fungdo G tal que G = % + T (U + Up) e introduzir

E, — F
U = (Z+TU+),U |,

Assim ®(U) = (% + T(U + Uy),U |,_,) = (G,0). Entdo U + U, fornecem uma

solugao para o problema de Cauchy (1.23) com condigoes iniciais ((p, o).

Agora vamos verificar se as condigoes do teorema 5.2.1 sao satisfeitas.

Para tal, sabemos que para todo a > 0 é valido que

0@l = | (G +TC+t.U 1)

Fa

AU ol prase
H;Jrlfj

defZHat] (—+TU+UO))
82

o T
02U
o

_|_

a+1
HT

T(U + UO)) + ||U |t:0||Hﬂ+2

H—-I—TU—FUO)
Hy,

9,
U+ U)

2 oo 2

U
< ||==
<||%

A 1ultima igualdade é valida pois

|aw

+ dU-I—UoT

U ol gras
Hi

oUu
U—I—UOT' E

HH
0*U
a2 ||,

+ [I7(U + Uo)l o +'

o
T

T Ul o

a+1
HT

ou

= 1Ullg, + 1T + Vo)l gerr + T

dU+UoT

ou
ot

v

U =
1V, .

Whm+H

at+2—j a+1 ‘
Hy Hy

Hy
Portanto,

ou

d
U+U07- at

12O g, < NUllg, + 1T + Vo)l g + ‘

Agora vamos estimar os termos do lados direito de (5.9) tal que a > mg + %, afim

de mostrar a seguinte estimativa.

uuwmgc@ﬁmmwmwwmmnw@W)u+wm» (5.10)
2
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De inicio, notemos que o segundo termo do lado direito de (5.9) pode ser estimado

a partir de (5.2) como

ITU + Uo)ll o < 1G(C + Go) (W + o)l garr + 19l 1€ + Coll ot

(G(C + Go) (¥ + vo) + Vx(C+ Co) - V(¥ + o))’
214 IVx(¢+ )%

e, usando o teorema 4.1.6 e a proposicao 4.1.10, obtemos a estimativa (5.10).

1
+§ H||VX(¢ + ¢0)||2|

n+

HE »
a
HT

Tomando m > mg e algum 6 > 0, a condicao HU — UHEB < ¢ implica

que ||U|g, e portanto [|U||, | permanece limitado. Definindo C, como o su-
m 2m0+§

premo de todas as constantes que aparecem em (5.10) onde U permanece na bola

U -0 B, < 0, garantimos a primeira condigao de (5.7).

Agora para mostrarmos as duas ultimas condigoes de (5.7) considere

que para todo H, Hy, Hy € E,, temos
O(U+0H)—2(U)

W H=lm=——
i G+ H) + T(U +0H + Uy), (U +0H) | imy) = (57 + TU +00), U |,y
6—0 )
. (0H  TU+Ug+6H) =T (U + Up)
—%C§+ 5 Hlizo )
H
=dyd-H = (aa_t+dU+UoT'H, H‘t:O) . (5.11)

Logo, pela proposicao 4.1.10, garantimos que

ldv® - Hl[p,, < Cy[|H]|g,,

e também
0 dyd - Hy(U + 6Hy) — dyé - Hi(U
RD - (Hy, Hy) = 2 (dyd- Hy) - Hy — L 200 U+ 0H2) = dué - (V)
ou 6—0 )
= lim (% + dvssmrvn T - Hy, Hil_o) = (% + dvso, T - Hy, Hilip)
- 6—0 5
_ i \Qvsttyrv, T(U + 6Hz + Up) - Hi — dy+v, T(U + Do) - 1, 0)
60—0 (5 .
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= d3® - (Hy, Hy) = (d¥ .y, T - (Hy, H),0)

e novamente pelo proposicao 4.1.10 podemos garantir que

|d8® - (Hy, Ho < Gy ||Hillg,, [H2llg,,, -

..

Vamos agora verificar a condigao (5.8). A partir da expressao de dy®

dada por (5.11), notemos que sua inversa a direita W(U) deve ser definida como
V(G W) € Foo,  W(U)(G, Vo) =V,

onde

& +dyu, TV =G

V|t:0 =W
Para mostrarmos a estimativa (5.8) a partir da proposi¢ao 5.1.4 devemos garantir que
para todo U € E,, com ||U — UHEM < 4, temos que U+Uj é um estado de referéncia
admissivel como apresentado na defini¢ao 5.1.1, satisfazendo (5.6) uniformemente,

ou seja, existe hg > 0 e ¢g > 0 tal que

VU € Ew, |U=U|p <0 Ui+ —b>hg em [0,T] xR, (512)

VU € B, |U=T|, <6 aU+Uy)>c em [0,T] xR (5.13)
onde a(u) é como definido na notagao 5.1.2, e U; é componente de U.

Em primeiro lugar, notemos que U foi definido como uma funcio tal
que U € C3([0, T], H*(R%)?) C E,,. Também sabemos que {; € H**1(R?) e Vx1)y €
H*(RY)? com s > M. Assim dado U € E exite § > 0 tal que se ||U _U”Eoo <0
podemos garantir que U + Uy € C([0, T], H*(R%)?). De fato, como U é de classe
C? entao Vt € [0,T],VZ, Ty € R, Ve > 0,351 > 0 tal que ||[(Z,t) — (Zo.t)| 5 < 1,

temos que ||U(Z,t) — U(fg,t)HEoo <.
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Logo,

|U(&,t) = U(Zo, )|l g, <||U@ 1) = U@, 1)| 5 + |UE ) = U(o,1)]| 5
+[|U(Zo,t) = U(@o, 1) || 5
<+ [0 - U@, + TG0, t) = UG, 1),
Tomando & = min{01,05}, com 0 < 8y < § tal que ||U(Z,t) — U(Z t)HEOO < by,

podemos garantir que ||U(Z,t) — U(Zo, t)||. < &, V(Z,t) € R? x [0,T]. Logo, U
¢ uniformemente continua em (#,t) € R? x [0,7], o que implica em U + Uy €

C([0, T, H®(R%)?).

Portanto, para aplicarmos a proposicao 5.1.4 ainda devemos provar

(5.12) e (5.13). Para mostrarmos (5.12) notemos que

t
0
Ui+CG—b=U—Ul_g+ Uileg+ G —b= EUl( Ndt'+ Ui,y + Co— b
T 9 o
> [ 2| -T2
0
oU —
> |G- 1= T+ 20
L

> —Cst T|Ull, —|(Ur—U1)|,_,|+ 2ho,

onde Ul‘ —o = 0. Além disso, notemos também que

(0 =Tl ol < W03 =Tl < U =T, <Cst U =T, < oCt

U] o
Lg =
onde a peniltima desigualdade se deve do fato das normas serem equivalentes no

ho—Cst TI|U | s, -

R?. Como isso, tomando § = o

> 0 podemos garantir que para um 7T’

suficientemente pequeno vale

Uy +Co—b>—Cst T|[U|, —8Cst +2ho = ho.

Para mostrarmos (5.13) notemos primeiramente que
a(U +Up) = a(U + Up) — a(U + Uy) + a(U + Up) — a(mt:o + Uo) + a(mtzo + Up)
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— a(U + Uo) — a(T + Uo) / = (a(T(¢) + Uh)) dt' + a(Uy)

T
</
0

<7¢ (1Uoll,, - [T,,).

e além disso,

0 a(T () + o)

5 (a(Ut') + Uy)) ‘ dt' <T H

)+ Up)) dt’

ot

Lo

e também
|a(U + Uo) = a(@ + V)|, < € (1ollg, 1011, ) 1 =Tl 5,

< 5¢ (Wil 711 ,)-

Agora, notemos que

a(U + Up) = a(Us) = C (Ul g,

Tolp,, ) (T +9).

Por hipoétese, dcg > 0 tal que a(U)‘ > ¢g > 0 no R%. Como a ¢ continua entao

t=0

vVt €[0,T] = a(Uy) = ltwgz a(Up —tT(Uy)) = _o = o > 0. Portanto
—

0|,
aU +Up) > ¢y — C <||U0||E3m , HUoHEgm) (T +6) > ¢y > 0.

Logo segue que U+Uj, é um estado de referéncia admissivel tal que a(U+Uy) > ¢o > 0

para algum ¢y € R

Portanto pela proposi¢io 5.1.4, existe uma tnica solucio U € C*([0,T], H>*(R%)?)
de

LU =G,
onde L:=2+dyT,

U|t:0 = U

tal que

01, <€ (kB0 7) (IGO0, + 0G0l 1L, ).
para algum ¢y € N dependendo apenas de d.
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Definindo ¢ = (G, V) € F temos

9@l <€ (kB0 + Ul T) (el + iy, 10+ Tl ).
q aty a

02

e entao, tomando m; > 2 implica em a +my > a + %, ou seja,

lell,,, < lells,, -

Além disso, my > mg = 2my > mg + 1, 0 que resulta em

HSOHFm0+1 S H(’O|‘F2m2 !

Ainda, m323:>a+m2a+g,eentéo

.

IU+Uallg,, < IIU+Th
Ty

2
P a-r+m o, U
= ||U + U0||H +mg+2 + H (U + Uy) J— H@tz(U + ) Fotms
T T
< || + |1l + |+ th) | g v
< H;+m3+2 0 H;+m3+2 ot 0 Ha+m3+1 o2 0 H;+m3
< Ul oo+ Sup [Ullgermgea + | 20+ T0) U+ 1)
atm u atmy+2 ot or?
< Hy T2 tE[O,I?F] fems ot ’ H“+m3+1 atQ ' Hy'm
2 (10l gsemes + || 50+ U) + |+t
H;+m3+2 @t 0 Ha+m3+1 8t2 ’ H;+m3

= U+ Ublly, , < 10 +Uollp,,.,, < Cst Ul ..
aTy

Logo, tomando m = max {my, ms, m3} podemos garantir U(U)p suficientemente

pequeno assim como em (5.8).

Podemos portanto utilizar o teorema 5.2.1, que afirma que se pode
resolver a equacdo ®(U) = 0 desde que |[|[®(U)|p, < M, para algum M, > 0.

Observemos entdo que ®(U) = (G, 0) e, por construcio,

— oG U 0 . =
+T (U+Uo)|,_,=0; Etzozﬁ+§(T(U+Uo)}t:0)=o.

— ou
G‘t:O - ot
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Logo, -
— — — oG
2@, = 1.0, = Gl s+ | 5

<7 (H@_G ) ,

e tomando 7' menor se necessério garantimos ||®(U)|| 5, < My. Provamos, portanto,
m

2m
HT

N O*G
H%m+ 1 8t2

a existéncia de uma solu¢do U € E,, para ®(U) = 0, ou seja, a solugdo para as

equagdes de ondas em agua (1.23).

Vamos agora provar a unicidade. Sejam U; e Uy duas solugoes em E, .,
para algum a > mg + % e para m como escolhido anteriormente. A diferenga U =
U, — Uj resolve dessa maneira

ou
Wt dyy v, T-U =G
0 1Yo ) 1

' com G:=— [[(1=0)d} 0 v, T - (U, U)dt.

U|t:0 =0,

Usando a proposicao 4.1.10, podemos obter que para todo s > 2mg + %, temos

|Gl s < Cs U] onde a constante C depende das normas de Uy e Uy em Ej.

1
H'm077

A partir das condigoes da proposi¢ao 5.1.4, podemos obter a estimativa

t
U155 < CornC(T) [ VOl

para algum inteiro m > 0. Limitando [|U(t)[| ,..,+3 superiormente por [[U(¢)| ;. e
usando um argumento classico de Gronwall garantimos que U = 0, o que conclui a

unicidade, e portanto o teorema em questao. []
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.1 Apéndice A

Vamos mostrar como reduzir o sistema (1.17)-(1.20) para um sistema
equivalente, assim como feito por Craig em [6]. Para isso, precisamos tomar o trago

de (1.20) na superficie livre e utilizar a regra da cadeia como feito a seguir:

.. 9 2 -
Em primeiro lugar vamos desenvolver os termos a_(f e [Vx,¢|” da equacao (1.20).

Para o primeiro termo sabemos de (1.21) que

o 2 du_ 00 (06 (99

Op 0P oC\ (0¢

R 14

ot ot ( ot ) (0y (14)
Para o segundo termo, utilizando um resultado analogo ao obtido em (14) para 68;? ,

com?=1,2,---,d temos

vt (53) o () + (5)
- GR) G - GR) Gl - ()
(aié) 2[(){)(%)( )] (8X1>2 _)
<o) -2l G (B () (5) +(3—i>2

e &I

0
~ IVl -2 (5 ) vrv- x4 (L) goxaf4n. a9
Utilizando entao os resultados (14) e (15) em (1.20) temos
oY (OC\ (09 2 (09
e (E) (8_3/) +5 IVxyl” - (8y> (Vxip - Vx()
0
3 () onci +1) +c = (16

Antes de continuarmos, notemos que o lado esquerdo da equacao (1.19) pode ser
reescrita da seguinte maneira,
¢ s 00 _o¢
14+ ||V
o~ VIVl 5|

— S = 1+ V(s - Vg
=((t,X)
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1+ || Vx(|?
_ Vx| VA1) VXy¢_ac+vX< vqu—@

t
o1+ Vel %
ac 96
:E—i_VXC vqu——y—O. (17)

Entao ao substituirmos o resultado de (17) em (16) vamos ter

N d¢ ol0) 1 o (00
o (ay Vxo- vxg)< y) 5||VX¢|| —( y)(wa Vx()

0
+2( ¢> (IVxCIF+1) +9¢ = =P

y
A 9o o 1 2 0}0)
() o0 () s () e
)
" ((;;’) (IVxCI? + 1) + ¢ = —P. (18)

Agora vamos desenvolver o termo (Vx¢) da tdltima equagao. Para isso, a partir de

(1.21) podemos escrever que

Vx(t. X) = Vx(t. X.((t, X)) = Vit =Vxé+ Vx( (%)

= Vx¢=Vxy—Vx( ((94;) (19)

Substituindo (19) em (18) temos

0 0 0 2 0
S| (vev-vxe(52) - vae (52)] + 510wt - (52) (70 90

0
2 () (1oxci? 1) + 0= P

99

0 09\
o Dy 19xc (22) 31wt + 4 (19xel? 1) (22) o= -

0 1 0
:8—@?+gc+—l|vx¢ll =5 (1+11Vx¢[P) (8j> =T (20)

Por fim, temos que desenvolver o termo (g—‘;). Com isso, a partir de (1.19) e (1.22)

podemos obter
9¢

= - GOv =0, 1)
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substituindo (17) em (21) segue que

V(- Vit f)ij GO =0 = g—j — GO + VxC - Vo

assim, usando o resultado obtido em (19) na ultima equagao temos

99 9¢
o G()v + Vx(- (VX?/J - Vx( (87/))
0 0
= 22~ GO + VxC- xt ~ [xCI? (8—5))
9 _ 1 (GO + V(T (22)

= N
9y 1+ |Vx¢|®
Dessa maneira, com (20), (21) e (22) obtemos enfim o sistema

% - GO =0,
o 90+ 5 IVl — ey (GO¥ + Vxd - V) =0,

onde as equagoes sao avaliadas apenas na superficie livre, o que justifica por (1.15)

o fato de P ser zero.

.2 Apéndice B

Considere as matrizes quadradas A, «,, € B,x, € note que

bin -+ big a1 - Aip O, ©,
bnl e bnn ap1 - Qpp ®n @n
bii - by 1101 + -+ + 01,0, O,
bnl T bnn anl@l + -+ ann@n @n

bll(a11®1 + -+ alngn) + -+ bln(a’rﬂ@l +--+ ann@n) @1

bnl (all@l + -+ aln@n> + - bnn(anl@l + -+ ann@n) @n
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= [bn(all@1 4 a1,0n) + -+ b1 (@O + -+ am@n)} O1+ -
-t [bnl(an@l + o4 a1,0,) + o+ b (@ O1 + -+ am@n)} On
=01101(01101 + - + 1,0,) + - + 01,01(@1O1 + - - - + € Oy) + - -
o+ 010,(a1101 + -+ @1,On) + -+ 0O (101 + - - + 4, O5)
= (a1101 + -+ a1,0,) (01101 + - - - 0,10,,) + - - -

oot (4O + -+ @ ©O0) (01,091 + - F 0 On)

a1191 + -+ a1,0, b11©1 4+ -+ 6,10,

an1@1 +-+ ann@n bln@n + -+ bnngn

a1 -+ Qin 0, big - bm O,
= : . 2 IR A . | = 46 - BTo.

Qp1 - Qnpn @n bln bnn @n
.3 Apéndice C

Vamos demostrar as seguintes estimativas

IVxyf o < Cst[Vxfll, g

e que
09 f*
on

< Cst|1Qll e Vx5 -

Para a primeira estimativa consideremos que

y=-1 H%

IVxgf s =D 1D (Vxgf s = IVxgflls + ID(Vxy )5 (23)

o<1

Vamos estimar em primeiro lugar o termo ||V x, f*||, de (23) e assim
d of 9
D — D
> x| Dax, T 5, XwIPDS

=1

d
f

HvX,yf*Hz =
i1 OXZ 8y

2 2
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< Ix(@ DDV flly + IX' W DD D] flly < Cst[Vxflly + IX (y D) D] £, -

A 1ultima desigualdade é valida pois y e uma funcao de suporte compacto. Logo,

com esse resultado em maos, segue que

0 ) 3
9l < CstINDI xS+ ([ [ DD 1177 anex

0 , 3
= st laD)Vasly+ ([ WipbPa [ (0P IrPax)

Assim, usando a propriedade 2.1.6 de Parseval e pelo fato de y € C§° entao

V081, < Ost [A©TRT|, + Ost ( [ e \f(f)\Zde ,

com isso, pelo teorema 2.1.4 segue que
1
2 ) 2

— 2 %
< Cst|Vxfll, 3 +Cst ( /R RGING] dX) < Cst||Vxfll,

Agora, vamos estimar o termo || D(Vx,,f*)||, de (23)

IVxyflly, < Cst||[Vxfll,3 +Cst </ Vxf(€)

ID(Vxy )y =

ax, Vxal )+ 5o (Vo)

0
0y

2
d

0 ., OfF 0 . Of
;8& (va " Oy)+0y (V 0y>

) . af\  d o

2

2

d
0 "
x(y D) ZaX (Vxf)+2X'(y|D) DIV f+X"(y D)) |D* f
=1

<.

< IxwIPDVx (Vx Al + 12X (y [PD DIV f,

l/

e como y € C§° e pela propriedade 2.1.6 de Parseval entao

ID(V iy f)ly < Cst (IIF (Vax (Vx )y + IF DIV ), + [F (1IDF £)]],)
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- cst (| xre, + [l T 937

)

< Cst |l VxF (@), < Ost |+ 16MF0FE) |, = Cst IV f 1

I

onde a penultima igualdade vale pelo teorema 2.1.4. Logo, substituindo as estima-

tivas encontradas em (23) concluimos que
HVX,yf*HLz < Cst HvaHHQ

E para demostrar a segunda desigualdade note que

o9 f

- H_(_edﬂ) @V [l

_ 1
y=-1 H?2

on
~(—ea1) - QVxy XD, |,

d
>t w10 3

0
+ Qas1de fa—yx(y |DJ)

y=—1 y==1|| 3

SUD Qa1 (Zx +X'(= D)) !D\f>

<
1<i<d+1

1
H2
Como x(—|D|) e X'(—|D|) sao fungdes de suporte compacto, segue que

d
_ of
< 0@l ( | TP f||H;)
H? HY

0X;
_ _ e nd
= C1Ql o 1931, + Tl [ A f<f>) ie)

2 3
dg)

< CllQll oo IVx £l 3 + C QI IV Fll g < Cst QU o IV £l

o9 f*
on

y=-1 i=1

VX (€)

= C Qo IVx il + ClIQNL </R A(€) ¢

.4 Apéndice D

Sejam A, B e C' variaveis do polinémio A + B + C'. O quadrado deste polinémio é
dado por
(A+ B+ 0)*=A*+ B>+ C*+2AB +2AC + 2BC,
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pela desigualdade de Young temos

2 2 2 2 2 2
(A+B+C)2§A2+BQ+C2+2(A7+B?)+2(%+%) +2<%+%>

= (A+B+0)* < 3(|4%| + |B?| + |C?)).

.5 Apéndice E

Vamos mostrar a seguinte estimativa
Hm0+% )

|2 < Bl

Pela definicdo de P apresentada no lema 3.1.4, temos que os coeficientes nio cons-

tantes de P sdo da forma,

A=g¢ comi=1- d+1 BZ? ou 02%, com 1<,j<d,
: : :

onde s é dado por (3.6) e satisfaz a condigao 3.1.1. Dessa maneira, estimar P ¢ equi-

valente a estimar os seus coeficiente nao constantes A, B e C. Com isso, comegando

por A, podemos escrever A = A, + Ay com A; = 651 e Ay = 8)8(2 pois,

AZ%:%(51+32)—§%+§—;—A1+A2
Logo,
Al =[5 < Ivssml < o5, (6009)]
— Cst ’V)gb(f() oo+Ha_g (b(f()gj) Hm — Cst (va(X)HOO+ Hb(X)HOO < Cist b5

e como myg + % > 1 por definicao, entao

0s -
el = 52| =55 @+ D] <19+ Do,
0
< Cst IV gal, + ||a-= (7 + DX(OFA(D H
dy
< st [V all, + [X(FAD)all, + G-+ DADIY (AGAD)all



< ([[F5ate] de) " + cotlall + CstlaDyal

< ( [ 1e¢ ra<s>12d5)2 1 Cst all, + Cst [|A(D)al

< (/S (1+ ’f‘2)mo+§ a(&))? df) + C'st HA(g)z(mﬁ%)a(g)‘L < Cstlall mg+ s

onde a propriedade 2.1.6 de Parseval é utilizada em algumas etapas. Além disso
dsg

podemos escrever B = By + By com B = 331 e By = % pois,
o2 (52)(55)
951 9s _ 0sy 0s1 (9s _ 0Osp
1 7 95 @ y i

B G) -GG ()G (3) (&)
(%) (%) () () () (%)

! 25,
e =B, + B,

Entdo, por (3.39) ||Bi||,, < Cst e mais ainda,

Os2
0j

852 852

1B2 o = — =
Gasyl X)CO o

8&}
hoCo
00

2) > hy > 0, entao

?
o

@x

onde a ultima desigualdade ¢ valida pois como hgcy > 0 e (
= [|1Ba|o < Cst s HAzll

Portanto, pela estimativa de ||.As|| feita anteriormente, temos

1Balloe < Cst[lall oy -

Por fim, podemos escrever C = C; + Cy, com

(&) ()

9s1 ’
oy
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Os 0s Os Os Os Os Os Os 0s
() () + (2) (2) + (&) (&) + () (2)] 2

@) @) G-+ () )
(%) (2

=C1 + Cs.
Com isso,
1C1]l o = w < % < COst||(Vgb)?||. < Cst bl -
oy ~ o

Logo, de maneira aniloga podemos estimar ||Cs||  por C'st HaHHmO +1- Assim, com

esse resultado em maos, podemos garantir que
12] < M. Nl o)
o0
com B assim como apresentado na notagao 4.1.5. [J

Os resultados obtidos neste trabalho, utilizaram além das referéncias

citadas anteriormente as seguintes referéncias: [1], [8], [13], [15], [16] e [21].
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