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“ "Bom dia!", disse Bilbo, e era verdade.

O sol estava brilhando, e a grama estava

muito verde. Mas Gandalf olhou para ele

debaixo de sobrancelhas longas e hirsutas,

que se projetavam mais para frente do

que a aba de seu grande chapéu.

"O que quer dizer?", perguntou. "Está

me desejando um bom dia, ou quer dizer

que é um bom dia quer eu queira ou não;

ou que você se sente bem neste dia; ou

que é um bom dia para ser bom?"

"Tudo isso de uma vez", disse Bilbo. ”

– O Hobbit, J.R.R. Tolkien
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RESUMO

Nesse trabalho estudamos um operador de Dirichlet-Neumann em ter-

mos da solução de um problema de valor de contorno elíptico definido em uma faixa

S = Rd×(−1, 0). Usando um difeomorfismo, esse problema pode ser associado a uma

equação elíptica definida em um domínio Ω = {(X, y) ∈ Rd+1 : a(X) < y < b(X))}

sob certas condições de a e b. Algumas estratégias de regularização de difeomorfismos

também são utilizadas, com o objetivo de se obter resultados mais precisos.

Ainda, estudamos de que forma os resultados obtidos sobre esse ope-

rador podem ser aplicados ao problema de existência e unicidade da solução das

equações de ondas em água.

Palavras-chave: Distribuições; Operadores Elípticos; Operador de Dirichlet-Neumann;

Equações de ondas em água.
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ABSTRACT

In this work we studied a Dirichlet-Neumann operator in terms of a

solution of an elliptic boundary value problem on the flat strip S = Rd × (−1, 0).

Using a diffeomorphism, this problem could be associated with an elliptic equation

defined in a domain Ω = {(X, y) ∈ Rd+1 : a(X) < y < b(X))} with certain

conditions over a and b. Some diffeomorphism regularization strategies are also used,

in order to obtain more accurate results.

Besides that, we studied in which way the obtained results about this

operator could be applied to the problem about existence and uniqueness of solution

of water waves equations.

Keywords: Distributions; Elliptic Operators; Dirichlet-Neumann Operator; Water

Waves Equations.
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1 INTRODUÇÃO

Uma das grandes aplicações da matemática sempre foi buscar descre-

ver com precisão diversos sistemas reais, tais como os fenômenos naturais. Dessa

maneira, a partir do seu surgimento, a teoria de equações diferenciais passou a ter

grande destaque neste cenário, devido ao seu enorme potencial para descrever tais

sistemas.

A teoria das equações diferencias foi subdividida em dois grupos, as

equações ordinárias que descrevem problemas que possuem apenas uma variável

livre, e as equações parciais que descrevem problemas com mais de uma variável livre.

As equações diferenciais parciais formam um grupo que constitui a maior parte das

possibilidades de representação de um sistema real Além disso, em particular, elas

descrevem as equações de ondas em água, as quais ocuparão um lugar significativo

no estudo realizado neste trabalho.

A origem das equações diferenciais parciais ocorreu no contexto da geo-

metria, no estudo de superfícies, e em diversos problemas da mecânica clássica. Mas

foi a partir da metade do século XIX que estas equações se tornaram mais relevan-

tes com o interesse de diversos matemáticos importantes em investigar efetivamente

inúmeros problemas apresentados por essas tais equações. Com o crescimento da

teoria de equações diferenciais parciais, foram elaborados métodos para encontrar

soluções de equações lineares, contribuindo então para a construção de uma teo-

ria mais geral. Assim, as equações diferenciais parciais foram consideradas parte

fundamental no estudo das superfícies, e tornaram-se parte central na matemática

moderna, especialmente em problemas relacionados a física, geometria e análise.

Ainda no contexto das equações diferencias parciais, as equações de

Stokes segundo Gondar e Cipalotti [11], que descrevem a dinâmica de fluidos in-

compressíveis e não viscosos, também descrevem de maneira geral o problema de

1



ondas em água e serão portanto o nosso ponto de partida no estudo da aplicação

feita sobre este problema.

Já durante o último século, a teoria das equações diferencias parciais

se tornou demasiadamente ampla e produziu diversos áreas de especialidade, tais

como as equações elípticas, e operadores lineares em espaços de Banach. O interesse

crescente nestas áreas segundo Escher [9] se deu pelo forte impacto deste cálculo

sobre a teoria das equações de evolução abstrata.

Se tratando de operadores lineares em espaços de Banach, em situações

concretas muitas vezes o operador é diferencial. Contudo, para muitas aplicações

interessantes, a limitação a operadores diferenciais é muito restritiva. Analisando as

equações de evolução para operadores elípticos segundo Escher [9], na maioria dos

casos, verifica-se em primeiro lugar que são quasilineares ou mesmo totalmente não

lineares, e em segundo lugar, que estas equações de evolução envolvem operadores

pseudodiferenciais (que não são operadores diferenciais) com símbolos regulares e

suaves.

Ainda sobre operadores diferenciais, abordaremos neste trabalho um

operador de Dirichlet-Neumann, o qual fará parte central dos resultados obtidos no

texto. Neste ponto de vista, podemos dizer que este trabalho tem por objetivo estu-

dar, a partir dos resultados apresentados por Lannes em [14], algumas propriedades

de um operador de Dirichlet- Neumann, assim como sua aplicação no problema de

ondas em água, afim de se obter uma solução única.

1.1 Equações de Stokes

Nesta etapa iremos mostrar como as equações de Stokes descrevem o

movimento de fluidos, assim como apresentado em [11]. Em primeiro lugar vamos

considerar uma porção do fluido que, em um determinado instante t, em uma re-
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gião Ωt, se move em um campo de velocidade u⃗(t,X) = (u1, · · · , ud), com X =

(X1, · · · , Xd). Isto representa que cada componente de u⃗ descreve uma trajetória

P (t) tal que
∂P

∂t
= u⃗(t, P )

Seja ρ(t,X) a densidade do fluido em X no instante t, então a massa do fluido em

Ωt é dada por

M(t) =

∫
Ωt

ρ(t,X)dX.

Pela lei de conservação de massa M(t) deve ser constante ao longo do tempo, ou

seja, M ′(t) = 0 para todo t. Assim pela derivação de Euler

∂

∂t

∫
Ωt

ρ(t,X)dX =

∫
Ωt

∂

∂t
ρ(t,X)dX +

∫
∂Ωt

ρ(t,X)u⃗ · n⃗dS = 0, (1.1)

onde ∂Ωt denota a fronteira de Ωt e n⃗ denota o vetor unitário normal exterior a ∂Ωt

no ponto X ∈ ∂Ωt.

Observação 1.1.1. Nesta etapa utilizaremos o teorema do divergente para encon-

trarmos as equações de Stokes, porém não o apresentaremos nem entraremos em

detalhes teóricos. Contudo, este mesmo teorema será apresentado com mais deta-

lhes no capítulo 2.

Assim, aplicando em (1.1) o teorema do divergente,∫
Ωt

(
∂

∂t
ρ(t,X) + div (ρu⃗)dX

)
= 0. (1.2)

Como Ωt é arbitrário então

∂

∂t
ρ(t,X) + div (ρu⃗) = 0. (1.3)

Suponhamos que o fluido seja incompressível e homogêneo, então ∂ρ
∂t

= 0

e ∂ρ
∂X

= 0. Assim, ρ(t,X) = ρ0 > 0 e então (1.3) se reduz a

div u⃗ = 0 (1.4)
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e (1.1) resulta em
d

dt

∫
Ωt

dX = 0,

que é o mesmo que dizer que o volúme da região Ωt é constante ao longo do tempo.

A quantidade de movimento do fluido é dado pela expressão

Q⃗(t) =

∫
Ωt

ρ(t,X)u⃗(t,X)dX = ρ0

∫
Ωt

u⃗(t,X)dX.

De acordo com a lei de Newton, a variação da quantidade de movimento Q⃗′(t) é

igual a resultante das forças externas que atuam em Ωt. Neste caso iremos supor

que as forças externas que atuam em Ωt são F⃗ (t) = F⃗1(t) + F⃗2(t), onde F⃗1(t) é a

resultante da ação da gravidade e F⃗2(t) é a resultante das forças de interação do

fluido exterior a Ωt. Como o campo gravitacional é dado por g⃗ = −ged, onde g é a

aceleração da gravidade, então

F⃗1(t) =

∫
Ωt

ρ0g⃗dX =

∫
Ωt

−ρ0geddX = −M(t)ged.

Suponhamos também que o fluido seja não viscoso. Dessa maneira estamos admi-

tindo que o fluido age sobre cada partícula por meio de forças provocadas pela

pressão normal, logo

F⃗2(t) = −
∫
∂Ωt

p(X)n⃗dS,

onde p(X) é a intensidade da pressão em X. Com isso, pelo teorema do divergente.

F⃗2(t) = −
∫
Ωt

∇Xp(X)dX.

Portanto,

F⃗ (t) =

∫
Ωt

(−ρ0ged −∇Xp(X)) dX.

Pela lei de Newton,

∂

∂t

∫
Ωt

(ρ0u⃗) dX =

∫
Ωt

(−ρ0ged −∇Xp(X)) dX. (1.5)

A partir daqui vamos calcular a derivada do lado esquerdo de (1.5). Para isso,

analogamente ao processo feito em (1.1) e (1.2), para cada i-ésima componente do
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campo de velocidade u⃗(t,X), com i = 1, 2, · · · , d, temos

∂

∂t

∫
Ωt

(ρ0ui) dX =

∫
Ωt

ρ0
∂ui
∂t
dX +

∫
Ωt

ρ0div(uiu⃗)dX, (1.6)

e sabendo que div u⃗ = 0 então

div(uiu⃗) =
d∑
j=1

∂

∂Xj

(uiuj) =
d∑
j=1

∂ui
∂Xj

uj + ui div u⃗ =
d∑
j=1

∂ui
∂Xj

uj. (1.7)

Logo, por (1.6) e (1.7), temos

∂

∂t

∫
Ωt

(ρ0ui) dX =

∫
Ωt

ρ0

(
∂ui
∂t

+
d∑
j=1

∂ui
∂Xj

uj

)
dX. (1.8)

Expressando as equações (1.5) e (1.8) na sua forma vetorial

∂

∂t

∫
Ωt

(ρ0u⃗) dX =

∫
Ωt

ρ0

(
∂u⃗

∂t
+ u⃗ · ∇X u⃗

)
dX. (1.9)

Como Ωt é arbitrário, segue por (1.5) e (1.9) que

∂u⃗

∂t
+ u⃗ · ∇X u⃗ = −ged −∇Xp(X), (1.10)

que é conhecida como a equação de Euler do movimento do fluido.

Por fim, as equações (1.4) e (1.10) fornecem as equações gerais para a

dinâmica de fluidos não viscosos, a saber
∂u⃗
∂t

+ u⃗ · ∇X u⃗ = −ged −∇Xp(X)

div u⃗ = 0

,

que são conhecidas como as equações de Stokes.

1.2 Problema de ondas em água

O problema de ondas em água para um líquido ideal assim como apre-

sentado por Lannes [14], descreve o movimento da superfície livre e a evolução do
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campo de velocidade em uma porção de fluido perfeito (ou seja, um fluido sem vis-

cosidade, sem tensão de cisalhamento e sem condução de calor), incompressível e

irrotacional sob a influência da gravidade.

Analisaremos neste trabalho o caso em que a superfície livre é um gráfico

parametrizado pela função ζ(t,X), onde t representa a variável temporal e X =

(X1, · · · , Xd) ∈ Rd representa a variável espacial horizontal. O método desenvolvido

aqui funciona igualmente para todo inteiro d ≥ 1. Além disso, a porção do fluido é

delimitada por baixo por uma parametrização do fundo dada pela função b(X) que

não depende do tempo.

Denotaremos o domínio do fluido em relação ao tempo por Ωt. A in-

compressibilidade do fluido utiliza a noção do operador divergente e é representada

pela expressão

div V = 0 em Ωt, t ≥ 0, (1.11)

onde V = (V1, · · · , Vd, Vd+1) descreve o campo de velocidade, sendo V1, · · · , Vd as

componentes horizontais, Vd+1 a componente vertical da velocidade. Assim como

a incompressibilidade, para representar a irrotacionalidade é necessário utilizar a

noção do operador rotacional através da expressão

rot V = 0 em Ωt, t ≥ 0. (1.12)

As condições de fronteira da velocidade na superfície livre e no fundo

são dadas pela suposição natural de que ambas as superfícies delimitam o fluido. No

fundo essas condições são

Vn |y=b(X) := n⃗− · V |y=b(X) = 0, para t ≥ 0, X ∈ Rd, (1.13)

onde n⃗− := 1√
1+∥∇Xb∥2

(∇Xb,−1)T denota o vetor normal externo ao fundo em Ωt.

Na superfície livre, a condição de fronteira é cinemática e é dada por

∂ζ

∂t
−
√

1 + ∥∇Xζ∥2Vn |y=ζ(X) = 0, para t ≥ 0, X ∈ Rd, (1.14)
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Figura 1

Fonte: Adaptada de Lannes, 2005, p.606.

onde Vn |y=ζ(X) := n⃗+ · V |y=ζ(X), com n⃗+ := 1√
1+∥∇Xζ∥2

(−∇Xζ, 1)
T denotando o

vetor normal externo a superfície livre.

Desprezando os efeitos da tensão superficial, a pressão P é constante

na fronteira entre o ar e água. Até uma renormalização, nós podemos assumir que

P |y=ζ(X) = 0 para t ≥ 0, X ∈ Rd. (1.15)

E por fim, a equação de Euler do movimento do fluido apresentada em (1.10) com-

pleta o conjunto de equações,

∂V

∂t
+ V · ∇X,yV = −ged+1 −∇X,yP em Ωt, t ≥ 0. (1.16)
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1.3 Apresentação dos resultados

Os seguintes resultados foram apresentados em [14] e seguem a mesma

linha de construção e contextualização do problema de ondas em água proposto

anteriormente. Neste sentido, o presente texto será desenvolvido no contexto Euleri-

ano ao invés do Lagrangiano, dessa maneira a propriedade física do fluido se refere,

ponto a ponto, ao volume em termos de um campo. Além disso, utilizaremos uma

forma alternativa das equações de ondas em água (1.11)-(1.16).

Para as condições de incompressibilidade (1.11) e irrotacionalidade (1.12),

existe um potencial de velocidade ϕ tal que V = ∇X,yϕ e

∆X,yϕ = 0 em Ωt, t ≥ 0; (1.17)

as condições de fronteira (1.13) e (1.14) podem ser expressas em termo de ϕ:

∂ϕ

∂n−

∣∣∣∣
y=b(X)

= 0, para t ≥ 0, X ∈ Rd, (1.18)

e
∂ζ

∂t
−
√

1 + ∥∇Xζ∥2
∂ϕ

∂n+

∣∣∣∣
y=ζ(t,X)

= 0, para t ≥ 0, X ∈ Rd, (1.19)

onde ( ∂ϕ
∂n−

) := n⃗− · ∇X,y e ( ∂ϕ
∂n+

) := n⃗+ · ∇X,y. E então a equação de Euler (1.16)

pode ser posta em sua forma de Bernouilli

∂ϕ

∂t
+

1

2
∥∇X,yϕ∥2 + gy = −P em Ωt, t ≥ 0. (1.20)

Podemos ainda reduzir o sistema (1.17)-(1.20) para um sistema onde todas as fun-

ções são avaliadas apenas na superfície livre. Para tal, vamos introduzir o traço do

potencial de velocidade ϕ na superfície livre

ψ(t,X) := ϕ(t,X, ζ(t,X)), (1.21)

e o operador de Dirichlet-Neumann G(ζ), o qual é um operador linear definido como

G(ζ)ψ :=

√
1 + ∥∇Xζ∥2

∂ϕ

∂n+

∣∣∣∣
y=ζ(t,X)

(1.22)
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Observação 1.3.1. Por simplicidade escreveremos G(ζ) ao invés de G(ζ, b), a menos

de alguma confusão a respeito da dependência da parametrização b do fundo.

Para melhor fluidez da leitura do texto a demonstração do próximo

passo será apresentada no Apêndice A.

Por fim, podemos reduzir o sistema (1.17)-(1.20) a um sistema equiva-

lente, tomando o traço de (1.20) na superfície livre
∂ζ
∂t

−G(ζ)ψ = 0,

∂ψ
∂t

+ gζ + 1
2
∥∇Xψ∥2 − 1

2(1+∥∇Xζ∥2)
(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ)

2 = 0,
(1.23)

que é uma equação de evolução para a elevação da superfície livre ζ(t,X) e para o

traço do potencial de velocidade na superfície livre ψ(t,X).

Feita portanto, a apresentação dos resultados necessários para contex-

tualização do que iremos estudar, vamos agora descrever brevemente como realiza-

remos o desenvolvimento do texto.

Sobre o ponto central abordado pelo texto, podemos dizer que trata-se

de um estudo feito sobre o operador de Dirichlet-Neumann, bem como sua aplicação

no problema de ondas em água. Os resultados apresentados aqui, principalmente

nos capítulos 3,4 e 5, foram desenvolvidos por Lannes em [14].

Nos próximos capítulos vamos obedecer uma certa estrutura, em relação

a sequência do texto, que se dará da seguinte forma: No capítulo 2, apresentaremos

algumas definições e resultados clássicos em análise e teoria de equações diferenciais;

No capítulo 3, estaremos preocupados em encontrar estimativas para a solução de um

problema elíptico em uma faixa; No capítulo 4, abordaremos algumas propriedades

do operador de Dirichlet-Neumann com relação as estimativas do capítulo anterior;

No capítulo 5, estudaremos uma aplicação do operador de Dirichlet-Neumann ao

problema de ondas em água.

9
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capítulo iremos apresentar alguns resultados preliminares refe-

rente ao estudo de transformadas de Fourier, distribuições, espaços de Sobolev e

mais alguns resultados clássicos de análise funcional e equações diferenciais. Estes

resultados, os quais encontram-se em [2], [7], [12] e [19], serão de grande utilidade

ao longo de todo o texto, e merecem uma posição de referência para suas diversas

aplicações no mesmo.

2.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta extremamente útil no es-

tudo das equações diferenciais parciais. Ela nos permite resolver certas equações

diferenciais parciais reduzindo-as a simplesmente encontrar soluções de equações

diferenciais algébricas ou ordinárias. Devido a sua imensa importância iremos apre-

sentar algumas noções básicas desta teoria.

Ao longo do texto, a tranformada de Fourier também será utilizada no

contexto de distribuições, espaços de Sobolev, normas Lp, etc.

Uma definição mais rigorosa da transformada de Fourier é geralmente

feita para funções definidas no espaço de Schwartz. Por isso, a definição deste espaço

nos será necessária.

Notação 2.1.1. Dizemos que α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd é um multi-índice, e escrevemos

|α| = α1 + · · ·+ αd.

Definição 2.1.2. Seja f : Rd → C uma função suave complexa de variável real.

Suponha também que para todo multi-índice α, β, é válido que

sup
x∈Rd

∣∣xαDβf(x)
∣∣ <∞.

11



O espaço de todas as funções com a propriedade acima é chamado de espaço de

Schwartz, e denotado por S(Rd).

Definição 2.1.3. Seja f ∈ S(Rd). A transformada de Fourier da função f é o

operador F(f) : Rd → C dado por

F(f)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rd

e−2πix·ξf(x)dx, ∀ξ ∈ Rd.

Note que para a definição da transformada de Fourier fazer sentido, basta assumir-

mos f integrável, ou seja, f ∈ L1(Rd).

Teorema 2.1.4. Se f ∈ S(Rd). Então f̂(ξ) é uma função infinitamente diferenciável

com suas derivadas contínuas e também

Dαf̂(ξ) = (−2πi)|α|F(xαf)(ξ)

e

F(Dαf)(ξ) = (2πi)|α|ξαf̂(ξ),

para todo ξ ∈ Rd.

Definição 2.1.5. Seja f ∈ S(Rd). A transformada inversa de Fourier da função f é

o operador definido por

F−1(f)(x) = f̌(x) =

∫
Rd

e2πix·ξf(ξ)dξ, ∀x ∈ Rd.

Propriedade 2.1.6 (Identidade de Parseval). Seja u, v ∈ S(Rd). Chamamos de

identidade de Parseval a seguinte igualdade

⟨u, v⟩L2(Rd) = ⟨û, v̂⟩L2(Rd).

Esta identidade mostra que a transformada de Fourier não é apenas uma bijeção,

mas também uma isometria de S munido do produto escalar definido no L2. Como

o espaço S é denso em L2(Rd), a transformada de Fourier pode ser estendida exclu-

sivamente para uma isometria de todo espaço L2(Rd).
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Teorema 2.1.7 (Teorema de Plancherel). Existe uma isometria linear T de L2(Rd)

no L2(Rd), definida exclusivamente pela condição

Tf = f̂ , ∀f ∈ S.

Além disso, a identidade de Parseval é válida para todos u, v ∈ L2(Rd).

Definição 2.1.8. Um multiplicador de Fourier é um operador da formaM(D)f(x) =

F−1(M(ξ)F(f)(ξ))(x), ou seja,

M(D)f(x) =

∫
Rd

e2πix·ξM(ξ)f̂(ξ)dξ, ∀ ξ ∈ Rd,

onde M(ξ) é chamado de símbolo do multiplicador de Fourier M(D). Com essa

definição, é facilmente verificável que F(M(D)f(x))(ξ) =M(ξ)F(f)(ξ).

Notação 2.1.9. Utilizaremos com frequência no decorrer do texto o multiplicador

de Fourier Λ(D) = (1 + |D|2) 1
2 , com símbolo do multiplicador definido por Λ(ξ) =

(1 + |ξ|2) 1
2 .

2.2 Distribuições

Assim como as transformadas de Fourier, a teoria das distribuições

é uma parte importante no estudo das equações diferenciais parciais, sobre tudo

do ponto de vista da análise funcional. O conhecimento desta teoria também será

necessário para uma correta compreensão na leitura deste texto. Além disso, os

resultados apresentados aqui encontram-se em [12].

Para uma breve apresentação da teoria, algumas definições são neces-

sárias.

Definição 2.2.1. Seja Ω um subconjunto do Rd e seja f ∈ C loc(Ω). Dizemos que o

suporte de f em Ω é dado pela relação

supp f = {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0}.
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A função f ∈ Cloc(Ω) é dita de suporte compacto se supp f for limitado

em Rd e supp f ⊂ Ω.

Notação 2.2.2. Seja f uma função definida em Ω infinitamente diferenciável com

todas as derivadas contínuas em Ω. Dizemos então que f é uma função suave e

denotamos f ∈ C ∞(Ω).

Considere também o espaço C ∞
0 (Ω) como o espaço das funções suaves

que se anulam na fronteira de Ω. Este espaço está contido em vários espaços im-

portantes (C(Ω),L p(Ω),C ∞(Ω), etc.) e podem ser definidas diferentes noções de

convergência em C ∞
0 (Ω). Para o nosso objetivo, utilizaremos a noção de convergên-

cia em C ∞
0 (Ω) apresentada abaixo.

Definição 2.2.3. Seja Ω um subconjunto do Rd. Dizemos que D(Ω) é o espaço das

funções teste e é definido por

D(Ω) = {φ ∈ C ∞
0 (Ω) : supp φ compacto em Ω}

com a seguinte noção de convergência:

Uma sequência {φn}∞n=1 ⊂ D(Ω) é dita convergente para φ ∈ D(Ω), se

existir um conjunto K ⊂ Ω tal que

supp φn ∈ K, ∀ n ∈ N

e

sup
x∈K

|Dα(φn)−Dα(φ)| → 0, n→ ∞.

Com os conceitos apresentados até aqui, podemos enfim definir uma

distribuição.

Definição 2.2.4. Uma distribuição é um funcional linear contínuo em D(Ω). Deno-

tamos o espaço de todas as distribuições por D′(Ω). Toda função localmente inte-

grável g ∈ L1
loc(Rd) define uma distribuição

⟨g, φ⟩ =
∫
Rn

g(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D,
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chamada distribuição regular.

Toda distribuição u ∈ D′ pode ser multiplicada por uma função suave

f ∈ C ∞
0 (Ω) tal que

⟨fu, φ⟩ = ⟨u, fφ⟩

para qualquer φ ∈ D.

Definição 2.2.5. Podemos definir de maneira similar a multiplicação por funções

suaves, a operação de derivação parcial no espaço das distribuições

Dα : D′(Rd) → D′(Rd)

chamada derivada de distribuição, definida por

⟨Dαu, φ⟩ = (−1)|α| ⟨u,Dαφ⟩ ,

para toda u ∈ D′ e toda φ ∈ D.

A noção de derivada de distribuição está intimamente ligada com o

conceito de derivada fraca, que será apresentado na próxima seção.

2.3 Espaços de Sobolev

A teoria moderna sobre equações diferenciais parciais tem como uma

das suas principais bases o estudo dos espaços de Sobolev.

Escolher um espaço apropriado para procurar soluções de um equação

diferencial parcial específica é uma parte importantíssima para poder provar a exis-

tência de soluções e estudar suas propriedades. Os espaços de Sobolev são uma boa

alternativa para diversos problemas, pois possibilitam o uso de várias ferramentas

de analise funcional e cálculo variacional.
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Os espaços de Sobolev também serão amplamente utilizados no decorrer

deste texto, e em função disso serão apresentados a seguir. Além disso, tais resultados

também podem ser encontrados em [2], [3] e [12].

Definição 2.3.1. Seja Ω um subconjunto aberto do Rd. Tome f, g ∈ L1
loc(Ω) e α

um multi-índice. Dizemos que g é a derivada fraca de ordem α de f ∈ Ω, se

⟨g, φ⟩ =
∫
Ω

g(x)φ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

f(x)Dαφ(x)dx, ∀φ ∈ C ∞
0 (Ω),

onde |α| = α1 + · · ·+ αd. Neste caso dizemos que g(x) = Dαf(x).

Note que, se a derivada fraca de ordem α de f ∈ Ω existir então ela

coincide com a definição de derivada de distribuição de uma distribuição regular.

⟨Dαf, φ⟩ = (−1)|α| ⟨f,Dαφ⟩ = (−1)|α|
∫
Ω

f(x)Dαφ(x)dx =

∫
Ω

g(x)φ(x)dx = ⟨g, φ⟩

Conhecendo os conceitos apresentados acima, somos capazes então de

definir um espaço de Sobolev.

Definição 2.3.2. Seja Ω um subconjunto aberto do Rd, α um multi-índice, m ∈ N

e 1 ≤ p <∞. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o espaço vetorial das funções

{
u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) para todo α ∈ Nd tal que |α| ≤ m

}
com Dαu sendo a derivada de distribuição da função u. Em Wm,p(Ω) introduziremos

a norma

∥u∥m,p =
√∑

|α|≤m

∥Dαu∥2Lp(Ω).

Em particular, se assumirmos p = ∞ podemos definir um espaço de

Sobolev Wm,∞(Ω) de forma análoga, porém com a seguinte norma

∥u∥m,∞ =
∑
|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω) .
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2.4 Espaço Hs

Os espaços Hs são classes especiais de espaços de Sobolev, pois possi-

bilitam definições alternativas e o uso de ferramentas próprias. Devido a essas par-

ticularidades iremos apresentar e definir este espaço e sua norma particular, assim

como feito em [2].

Para começarmos, considere Ω = Rd, nós podemos usar a transformada

de Fourier para fornecer uma definição alternativa do espaço de Sobolev Wm,2(Rd).

Chamaremos este espaço de Hm, com m ∈ N.

A partir da norma ∥u∥m,2 apresentada na definição 2.3.2 podemos obter

uma norma equivalente, usando o Teorema 2.1.4 e a identidade de Parseval, da

seguinte maneira.

Para qualquer u ∈ S é válido que

∥u∥m,2 =

∑
|α|≤m

∫
Rd

|Dαu(ξ)|2 dξ

 1
2

=

∫
Rd

∑
|α|≤m

∣∣∣D̂αu(ξ)
∣∣∣2 dξ

 1
2

=

∫
Rd

∑
|α|≤m

|(2πi)α|2 |ξα|2 |û(ξ)|2 dξ

 1
2

.

Note que para todo m = 0, 1, 2, · · · e ξ ∈ Rd nós temos

C−1(1 + |ξ|2)m ≤
∑
|α|≤m

|(2πi)α|2 |ξα|2 ≤ C(1 + |ξ|2)m

com a constante C > 0.

É fácil ver que a norma ∥u∥m,2 é equivalente em S a norma

∥u∥m,∗ =
(∫

Rd

(1 + |ξ|2)m |û(ξ)|2 dξ
) 1

2

, ∀ u ∈ S.

Assim, pelo teorema 2.1.7 de Plancherel e pelo fato de S ser denso em L2 podemos

obter então a seguinte definição alternativa do espaço de Sobolev Hm(Rd) para
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m ∈ N

Hm(Rd) =

{
u ∈ L2(Rd) :

(∫
Rd

(1 + |ξ|2)m |û(ξ)|2 dξ
) 1

2

<∞

}
.

Com essa nova definição, é possível fazer uma generalização para espaços de Sobolev

Hs(Rd) com s ∈ R e Λ(ξ) = (1 + |ξ|2) 1
2 da seguinte maneira

Hs(Rd) =
{
u ∈ S ′(Rd) : Λ(ξ)sû(ξ) ∈ L2(Rd)

}
com a norma

∥u∥Hs =

(∫
Rd

Λ(ξ)2s |û(ξ)|2 dξ
) 1

2

.

Por fim, iremos denotar também H∞(Rd) =
⋂
sH

s(Rd) com s ∈ R.

2.5 Teoremas adicionais

Nesta etapa iremos apresentar algumas definições e teoremas adicionais,

pois estes serão necessários para plena compreensão e utilizados apenas como menção

no decorrer do texto. Suas demonstrações encontram-se suas respectivas referências.

Definição 2.5.1 (Difeomorfismo). Sejam U e V abertos no Rd. Dizemos que um

difeomorfismo f : U → V é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável. Se

f e f−1 são de classe Ck, dizemos que f é um difeomorfismo de classe Ck.

Teorema 2.5.2 (Teorema de Lax-Milgram). Assumiremos um espaço real de Hilbert

H, com norma ∥·∥ e produto interno ⟨·, ·⟩. Seja B : H × H → R uma aplicação

bilinear para qual existem constantes α, β > 0 tais que

|B(u, v)| ≤ α ∥u∥ ∥v∥ , ∀u, v ∈ H,

e

β ∥u∥2 ≤ B(u, v), ∀u ∈ H.

Além disso, seja f : H → R um funcional linear contínuo e limitado. Então existe

um único elemento u ∈ H tal que para algum w ∈ H é valido que

B(u, v) = (w, v), ∀v ∈ H.
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(Resultado apresentado em [10], [18], [4]).

Teorema 2.5.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ Rd um aberto limitado em

uma direção. Então, existe uma constante positiva C = C(Ω, p), tal que ∀u ∈

W 1,p
0 (Ω), tem-se que

∥u∥W 1,p
0 (Ω) ≤ C ∥∇u∥Lp(Ω) .

(Resultado apresentado em [10]).

Teorema 2.5.4 (Teorema do Traço). Seja s > 1
2
, então qualquer função u ∈

Hs(Rd+1) tem um traço v no hiperplano {y = 0}, tal que v ∈ Hs− 1
2 (Rd). Além

disso, o operador traço T é sobrejetivo de Hs(Rd+1) para Hs− 1
2 (Rd), e tem-se

∥v∥
Hs− 1

2 (Rd)
≤ Cst ∥u∥Hs(Rd+1)

para v(X) = u(X, 0) ∀X ∈ Rd, u ∈ S(Rd+1) e Cst constante maior que zero.

(Resultado apresentado em [8]).

Teorema 2.5.5 (Teorema do Divergente). Seja Ω ⊂ Rd uma região sólida simples e

O a fronteira de Ω, orientada positivamente (para fora). Se F⃗ é um campo vetorial

de classe C1 em Ω, então

∫
Ω

∇ · F⃗ dx⃗ =

∫
O
n⃗ · F⃗ dO.

(Resultado apresentado em [11]).

Teorema 2.5.6 (Desigualdade de Young). Sejam p, q ∈ R com p, q ≥ 1 tal que
1
p
+ 1

q
= 1. Então para todo a, b ∈ R com a, b > 0 vale

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

(Resultado apresentado em [5]).
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2.6 Notações

Além das notações que já foram previamente declaradas, apresentare-

mos aqui um conjunto de notações que utilizaremos ao longo do texto. Algumas

notações mais pontuais serão indicadas em trechos variados.

• Cst sempre representa uma constante numérica que pode mudar de uma linha

para outra. Se a constante depende de alguns parâmetros λ1, λ1, · · · , denotamos

então como C(λ1, λ1, · · · ).

• Para todo multi-índice α = (α1, · · · , αd+1) ∈ Nd, definimos |α| = α1 + · · ·+ αd+1.

• Para todo i = 1, · · · , d, a derivada parcial em relação a Xi é representada por ∂
∂Xi

.

Da mesma maneira, para i = d + 1, dizemos que ∂
∂Xd+1

= ∂
∂y

(mesmo sabendo que

X ∈ Rd escrevemos por vezes Xd+1 ao invés de y por abuso de linguagem).

• Para todo α ∈ Nd+1 e f função suave, denotamos Dαf por

Dαf =
∂|α|f

∂α1X1∂α2X2 · · · ∂αd+1Xd+1

.

• Se f ∈ C([0, T ], Hs(Rd)), dizemos que ∥f∥Hs
T
= supt∈[0,T ] ∥f(t)∥Hs .

• Para todo s ∈ R, dizemos que ⌈s⌉ denota o primeiro inteiro estritamente maior

que s (assim como ⌈1⌉ = 2).
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3 PROBLEMA ELÍPTICO DE FRONTEIRA

EM UMA FAIXA

Neste capítulo buscaremos resolver um problema sobre um certo opera-

dor elíptico em uma faixa qualquer. Para isso, usaremos um difeomorfismo afim de

equivaler este a um outro problema em uma faixa plana, e então obter estimativas

sobre a solução do novo problema, assim como feito em [14]. Além disso, ao fim do

capítulo construiremos estimativas mais regulares das solução encontradas.

Para começarmos a apresentar as condições, vamos considerar ao longo

deste capítulo um domínio Ω definido como

Ω =
{
(X, y) ∈ Rd+1, b(X) < y < a(X)

}
,

onde a e b satisfazem as seguintes condições:

∃h0 > 0 tal que min {−b, a− b} ≥ h0 ≥ 0 em Rd. (3.1)

Também consideraremos um operador elíptico de coeficientes constantes P = −∇X,y ·

P∇X,y, onde P é uma matriz simétrica que satisfaz as seguintes condições:

∃p > 0 tal que PΘ ·Θ ≥ p |Θ|2 , ∀Θ ∈ Rd+1. (3.2)

O principal objetivo deste capítulo é estudar o problema elíptico
Pu = h em Ω

u|y=a(X) = f, ∂P

∂n
u
∣∣∣
y=b(X)

= g
, (3.3)

onde h é uma função definida em Ω e f e g são funções definidas no Rd. Além disso,
∂P

∂n
u|y=b(X) representa a derivada conormal associada ao operador P aplicado em u

na fronteira y = b(X),

∂P

∂n
u|y=b(X) = −n⃗− · P∇X,y u|y=b(X) , (3.4)
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onde n⃗− representa o vetor normal externo a parte inferior.

Com esse propósito, vamos primeiramente mostrar que a teoria das

equações elípticas (3.3) pode ser deduzida através do estudo das equações elípticas

em uma faixa plana, mas com coeficientes variáveis, que será apresentado na seção

3.2. Dessa forma, iremos obter estimativas da solução do problema das equações

elípticas em uma faixa plana que serão equivalentes ao problema mais geral.

A fim de mostrar a equivalência desses problemas, vamos definir um

difeomorfismo entre Ω e a faixa plana, de mesmo modo que na definição 2.5.1, como

veremos na próxima seção.

Notação 3.0.1. Para todo conjunto aberto U ⊂ Rd+1, nós diremos que ∥· : U∥p,

∥· : U∥k,∞ e ∥· : U∥k,2 são as respectivas normas canônicas de Lp(U), W k,∞(U) e

Hk(U). Quando nenhuma confusão for possível no domínio U escreveremos apenas

∥·∥p, ∥·∥k,∞ e ∥·∥k,2.

3.1 Redução para uma equação elíptica em uma faixa plana.

Ao longo desta seção, denotaremos por R qualquer difeomorfismo entre

Ω e a faixa plana S = Rd × (−1, 0), que assumiremos ser da forma

R :
Ω → S

(X, y) → (X, r(X, y))
(3.5)

e denotaremos sua inversa R−1 por R̃

R̃ :
S → Ω

(X̃, ỹ) → (X̃, s(X̃, ỹ))
(3.6)
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Figura 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Também assumiremos a seguinte condição sobre s:

Condição 3.1.1. Suponha s ∈ W 1,∞(S) com s|ỹ=0 = a e s|ỹ=−1 = b. Além disso,

suponha que existe c0 > 0 tal que ∂
∂ỹ
s ≥ c0 em S.

Finalmente, nós precisaremos da seguinte definição:

Definição 3.1.2. Seja k ∈ N. A aplicação s, dada por (3.6) é dita k-regular se

satisfaz a condição 3.1.1. e pode ser decomposta em s = s1 + s2 com s1 ∈ Ck
b (S) e

s2 ∈ Hk(S), além de ∂
∂ỹ
s1 ≥ c0 em S.

Segue, além dessa definição, que toda distribuição u definida em Ω pode

ser associada, usando um difeomorfismo R e sua inversa R̃ dados por (3.5) e (3.6),

a uma distribuição ũ definida em S como

ũ = u ◦ R̃ (3.7)

e

u = ũ ◦R (3.8)
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Observação 3.1.3. Vamos adotar um exemplo simples de difeomorfismo R entre Ω

e S, que é dado por

r(X, y) =
y − a(X)

a(X)− b(X)

e com isso, s(X̃, ỹ) = (a(X̃)− b(X̃))ỹ+ a(X̃). Se a ∈ Hk
⋂
W 1,∞(Rd) e b ∈ Ck

b (Rd),

fica claro que s é k-regular, com s1(X̃, ỹ) := −b(X̃)ỹ, s2(X̃, ỹ) := (1 + ỹ)a(X̃), e

c0 = h0.

O próximo lema mostra que a equação elíptica com coeficientes constan-

tes Pu = 0 em Ω pode ser equivalentemente formulada como uma equação elíptica

com coeficientes variáveis P̃ũ = 0 em S.

Lema 3.1.4. Suponha que a aplicação s, dada por (3.6) satisfaça a condição 3.1.1.

Tome P = −∇X,y · P∇X,y com P satisfazendo (3.2). Assim a equação Pu = h está

definida em D′(Ω) se, e somente se, a equação P̃ũ = ( ∂s
∂ỹ
)h̃ está definida em D′(S),

onde ũ e h̃ são deduzidos através de u e h pela fórmula (3.7) , e P̃ := −∇ X̃,ỹ · P̃∇ X̃,ỹ,

com

P̃ =
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1


Além disso, para todo Θ ∈ Rd+1 vale que

P̃Θ ·Θ ≥ p̃ |Θ|2 , com p̃ = Cst p
c20∥∥∥ ∂s∂ỹ∥∥∥∞ (1 +
∥∥∇X̃,ỹs

∥∥
∞)2

Dem.: Por praticidade usaremos na demonstração d(X, y) = dΩ e d(X̃, ỹ) = dS.

Em primeiro lugar, temos que Pu = h está definida em D′(Ω) se, e

somente se, ∫
Ω

Puφ dΩ =

∫
Ω

hφ dΩ, ∀φ ∈ D(Ω). (3.9)

Assim, por definição de P, vale que∫
Ω

Puφ dΩ =

∫
Ω

(−∇X,y · P∇X,yu)φ dΩ
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=

∫
∂Ω

(−P∇X,yu)φ dΩ−
∫
Ω

(−P∇X,yu) · (∇X,yφ) dΩ =

∫
Ω

P∇X,yu · ∇X,yφ dΩ

pois φ se anula na fronteira de Ω. Além disso,

∇X,yu = ∇X,y(ũ ◦R) = ∇X,yũ(X, r(X, y)),

então∫
Ω

P∇X,yu · ∇X,yφ dΩ =

∫
Ω

P∇X,yũ(X, r(X, y)) · ∇X,yφ̃(X, r(X, y)) dΩ.

Nesta etapa, é possível alterar o espaço de integração de Ω para S usando o fato de

que
∫
Ω
f(X, y)d(X, y) =

∫
S
J(X̃, ỹ)f(X̃, ỹ)d(X̃, ỹ), onde J(X̃, ỹ) é o Jacobiano da f

e é definido por

J(X̃, ỹ) =

∣∣∣∣∣∣∇X̃X
∂
∂ỹ
X

∇X̃y
∂
∂ỹ
y

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∇XX

∂
∂ỹ
X

∇X̃s
∂
∂ỹ
s

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1 0

∇X̃s
∂
∂ỹ
s

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣ (3.10)

e então, segue que ∫
Ω

P∇X,yũ(X, r(X, y)) · ∇X,yφ̃(X, r(X, y)) dΩ

=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X,yũ(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ))) · ∇X,yφ̃(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ))) dS. (3.11)

Lembre-se que, dado (X, y) ∈ Ω, é valido que X = X̃, y = s(X̃, ỹ) e ỹ = r(X, y),

onde ( ˜X, ỹ) ∈ S, e note também que

∇X,yũ(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ))) =

∇X̃ ũ(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ)))

∂
∂s
ũ(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ)))



=

∇X̃ ũ(X̃, r) +
∂
∂r
ũ(X̃, r)∇X̃r(X̃, s)

∂
∂r
ũ(X̃, r) ∂

∂s
r(X̃, s)

 =

∇X̃ ũ+ ( ∂
∂ỹ
ũ)∇X̃r(X̃, s)

( ∂
∂ỹ
ũ) ∂

∂s
r(X̃, s)

 ,

o que implica em (3.11) que∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X,yũ(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ))) · ∇X,yφ̃(X̃, r(X̃, s(X̃, ỹ))) dS

=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
∇X̃ ũ+

(
∂
∂ỹ
ũ
)
∇X̃r(X̃, s)(

∂
∂ỹ
ũ
)

∂
∂s
r(X̃, s)

 ·

∇X̃φ̃+
(
∂
∂ỹ
φ̃
)
∇X̃r(X̃, s)(

∂
∂ỹ
φ̃
)

∂
∂s
r(X̃, s)

 dS
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=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
∇X̃ +∇X̃r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
∂
∂s
r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
 ũ ·

∇X̃ +∇X̃r(X̃, s)
(
∂
∂ỹ

)
∂
∂s
r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
 φ̃ dS

=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
∇X̃ +∇Xr

(
∂
∂ỹ

)
(
∂
∂s
r
) (

∂
∂ỹ

)
 ũ ·

∇X̃ +∇Xr
(
∂
∂ỹ

)
(
∂
∂s
r
) (

∂
∂ỹ

)
 φ̃ dS

=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
∇X̃ +∇X̃ ỹ

(
∂
∂ỹ

)
(
∂
∂s
ỹ
) (

∂
∂ỹ

)
 ũ ·

∇X̃ +∇X̃ ỹ
(
∂
∂ỹ

)
(
∂
∂s
ỹ
) (

∂
∂ỹ

)
 φ̃ dS

=

∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X̃,ỹũ · ∇X̃,ỹφ̃ dS.

Usando integral por partes na integral acima, temos que∫
S

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X̃,ỹũ · ∇X̃,ỹφ̃ dS

= (
∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X̃,ỹũ) φ̃

∣∣∣
∂S

−
∫
S

φ̃(∇X̃,ỹ ·
∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P∇X̃,ỹ)ũ dS

= −
∫
S

φ̃

∇X̃ +∇X̃r(X̃, s)
(
∂
∂ỹ

)
∂
∂s
r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
 ·

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
∇X̃ +∇X̃r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
∂
∂s
r(X̃, s)

(
∂
∂ỹ

)
 ũ dS

= −
∫
S

φ̃∇X̃,ỹ·

 Idd×d 0

(∇X̃r(X̃, s))
T ∂

∂s
r(X̃, s)

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
Idd×d ∇X̃r(X̃, s)

0 ∂
∂s
r(X̃, s)

∇X̃,ỹũ dS.

Tomando P̃ =

 Idd×d 0

(∇X̃r(X̃, s))
T ∂

∂s
r(X̃, s)

∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣P
Idd×d ∇X̃r(X̃, s)

0 ∂
∂s
r(X̃, s)

 temos

P̃ =
1(
∂
∂ỹ
s
)
 (

∂
∂ỹ
s
)
Idd×d 0(

∂
∂ỹ
s
)
(∇X̃r(X̃, s))

T
(
∂
∂ỹ
s
)

∂
∂s
r(X̃, s)



×P

∣∣∣ ∂∂ỹs∣∣∣ Idd×d ∣∣∣ ∂∂ỹs∣∣∣∇X̃r(X̃, s)

0
∣∣∣ ∂
∂ỹ
s

∣∣∣ ∂∂sr(X̃, s)
 .

Por definição de r e s segue que r(X̃, s(X̃, ỹ)) = ỹ para todo (X̃, ỹ) ∈ S. Logo,

derivando a igualdade acima em relação a X̃ e ỹ, respectivamente, vale que

∇X̃r(X̃, s(X̃, ỹ)) = ∇X̃ ỹ ⇔ ∇X̃r(X̃, s) +
∂

∂s
r(X̃, s)∇X̃s(X̃, ỹ) = 0 (3.12)
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e
∂

∂ỹ
r(X̃, s(X̃, ỹ)) =

∂

∂ỹ
ỹ ⇔ ∂

∂s
r(X̃, s)

∂

∂ỹ
s(X̃, ỹ) = 1. (3.13)

Multiplicando a equação (3.12) por ∂
∂ỹ
s e usando o resultado obtido em (3.13),

chagamos a

∂

∂ỹ
s(X̃, ỹ)∇X̃r(X̃, s) = − ∂

∂ỹ
s(X̃, ỹ)

∂

∂s
r(X̃, s)∇X̃s(X̃, ỹ) = −∇X̃s. (3.14)

Portanto, utilizando as expressões (3.13) e (3.14), e pela condição 3.1.1, podemos

escrever

P̃ =
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

 .

Assim, encontramos o P̃ dado pelo Lema (3.1.4). Logo,∫
Ω

(−∇X,y · P∇X,yu)φdS =

∫
S

φ̃(−∇X,y · P̃∇X,yũ) dS

e 
∫
Ω
Puφ dΩ =

∫
S
P̃ũφ̃ dS∫

Ω
hφ dΩ =

∫
S

(
∂
∂y
s
)
h̃φ̃ dS

.

Agora precisamos mostrar a propriedade de coercividade de P̃. Para tal, note que

P̃Θ ·Θ =
1

( ∂
∂ỹ
s)
PAΘ · AΘ, com A :=

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

 , ∀Θ ∈ Rd+1

pois,

P̃Θ ·Θ =
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

Θ ·Θ

e note que

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

 = AT . Então, podemos escrever

P̃Θ ·Θ =
1(
∂
∂ỹ
s
)ATPAΘ ·Θ.
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Com isso, como P é simétrica notemos que

ATPAΘ ·Θ = AΘ · (ATP )TΘ = AΘ · P TAΘ = PAΘ · AΘ, (3.15)

onde a demonstração da primeira igualdade de (3.15) encontra-se no Apêndice B.

Logo, podemos escrever

P̃Θ ·Θ =
1(
∂
∂ỹ
s
)ATPAΘ ·Θ =

1(
∂
∂ỹ
s
)PAΘ · AΘ,

e devido à propriedade de coercividade de P , nós temos portanto

P̃Θ ·Θ ≥ p(
∂
∂ỹ
s
) |AΘ|2 .

Além disso, sabemos que a matriz A é invertível pois possui determinante igual a
∂
∂ỹ
s ≥ 0, e sua inversa é dada por

A−1 =
1(
∂
∂ỹ
s
)
Idd×d ∇X̃s

0 ∂
∂ỹ
s

 ,

de modo que Θ = A−1AΘ pode ser limitado como

|Θ| =
∣∣A−1AΘ

∣∣ ≤ ∥∥A−1
∥∥
∞ |AΘ| ≤ Cst

1

c0

(
1 +

∥∥∇X̃,ỹs
∥∥
∞

)
|AΘ| ,

pois a soma dos elementos em cada linha da matriz

Idd×d ∇X̃s

0 ∂
∂ỹ
s

 é menor que(
1 +

∥∥∇X̃,ỹs
∥∥
∞

)
, e pela condição 3.1.1 sabemos que ∂

∂ỹ
s ≥ c0, o que implica em

|AΘ| ≥ Cst
c0(

1 +
∥∥∇X̃,ỹs

∥∥
∞

) |Θ|

e tomando p̃ = Cst p
c20

∥ ∂
∂ỹ
s∥∞(1+∥∇X̃,ỹs∥∞)

2 podemos garantir que

P̃Θ ·Θ ≥ p(
∂
∂ỹ
s
) |AΘ|2

≥ Cst
p(
∂
∂ỹ
s
) c20(

1 +
∥∥∇X̃,ỹs

∥∥
∞

)2 |Θ|2 ≥ Cst p
c20∥∥∥ ∂

∂ỹ
s
∥∥∥
∞

(
1 +

∥∥∇X̃,ỹs
∥∥
∞

)2 |Θ|2 = p̃ |Θ|2 .
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O que conclui o resultado deste lema. □

O lema a seguir mostra como as condições de fronteira são transforma-

das pelo difeomorfismo R.

Lema 3.1.5. Suponha que a aplicação s, dada por (3.6), satisfaça a condição 3.1.1.

Para qualquer u ∈ C1(Ω), tem-se que

u |y=a = ũ |ỹ=0 e
∂P

∂n
u|y=b =

1√
1 + |∇Xb|2

(
∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1

)

Dem.: A primeira afirmação do lema é direta. Basta observar que

u|y=a = (ũ ◦R)|y=a = ũ(X, r(X, y))|y=a = ũ(X, r(X, a)) = ũ(X̃, 0) = ũ|ỹ=0

pois considerando o difeomorfismo dado pela observação 3.1.3, r é definido como

r(X, y) =
y − a(X)

a(X)− b(X)
.

Para a segunda afirmação, considere P̃ dado pelo lema 3.1.4, e então por definição

∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1 = −(−ed+1) · P̃∇X̃,ỹ ũ|ỹ=−1

= −(−ed+1) ·
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

∇X̃,ỹ ũ|ỹ=−1 .

Fazendo o mesmo processo feito no lema 3.1.4, note que

∇X̃,ỹ ũ|ỹ=−1 =

∇X u|y=b +∇X̃ s|ỹ=−1

(
∂
∂y
u|y=b

)
(
∂
∂ỹ
s|ỹ=−1

)(
∂
∂y
u|y=b

)
 .

Com isso, ( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

∇X̃,ỹ ũ|ỹ=−1

=

( ∂
∂ỹ
s |ỹ=−1

)
Idd×d −∇X̃s |ỹ=−1

0 1

∇X u|y=b +∇X̃ s|ỹ=−1

(
∂
∂y
u|y=b

)
(
∂
∂ỹ
s|ỹ=−1

)(
∂
∂y
u|y=b

)

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=

( ∂
∂ỹ
s |ỹ=−1

)
∇X u|y=b +

((
∂
∂ỹ
s
)
∇X̃ s|ỹ=−1 −

(
∂
∂ỹ
s
)
∇X̃ s|ỹ=−1

)(
∂
∂y
u|y=b

)
(
∂
∂ỹ
s|ỹ=−1

)(
∂
∂y
u|y=b

)


=

 (
∂
∂ỹ
s |ỹ=−1

)
∇X u|y=b(

∂
∂ỹ
s|ỹ=−1

)(
∂
∂y
u|y=b

)
 =

∂

∂ỹ
s|ỹ=−1

(
∇X,y u|y=b

)
.

Assim,

∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1 = −(−ed+1) ·

1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

(
∂

∂ỹ
s |ỹ=−1

)
∇X,y u|y=b

= −

∇X s|ỹ=−1

−1

 · P∇X,y u|y=b = −

∇Xb

−1

 · P∇X,y u|y=b

= −

√
1 + |∇Xb|2√
1 + |∇Xb|2

∇Xb

−1

 · P∇X,y u|y=b =
√

1 + |∇Xb|2
(
−n⃗− · P∇X,y u|y=b

)
.

Logo, por definição

∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1 =

√
1 + |∇Xb|2

(
∂P

∂n
u|y=b

)
e isto conclui a demonstração. □

Os lemas 3.1.4 e 3.1.5 mostram que o estudo do problema de fronteira

(3.3) pode ser deduzido do estudo do problema elíptico de fronteira em uma faixa

plana. Dessa forma, temos a seguinte proposição que resume esse resultado:

Proposição 3.1.6. Suponha que a aplicação s, dada por (3.6), satisfaça a condição

3.1.1. Então, u é uma solução (variacional clássica) de (3.3) se, e somente se, ũ dado

por (3.7) for uma solução (variacional clássica) deP̃ũ =
(
∂
∂ỹ
s
)
h̃ em S,

ũ|ỹ=0 = f, ∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1 =

√
1 + |∇Xb|2g,

onde P̃ é o mesmo apresentado no lema 3.1.4.
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A próxima seção é portanto dedicada ao estudo de problemas elípticos,

bem definidos, de fronteira com coeficientes variáveis em uma faixa plana. Antes

disso, vamos enunciar um lema que trata da suavidade dos coeficientes de P̃ , o qual

vamos omitir a demonstração pois a mesma foge muito do objetivo desta seção, mas

ela pode ser encontrada em [14].

Lema 3.1.7. Seja k ∈ N e suponha que a aplicação s, dada por (3.6), seja (k + 1)-

regular. Então, nós podemos escrever P̃ = P̃1 + P̃2 com P̃1 ∈ Ck
b (S)

(d+1)2 , P̃2 ∈

Hk(S)(d+1)2 e ∥∥∥P̃1

∥∥∥
k,∞

≤ C(
1

c0
, ∥s1∥k+1,∞);∥∥∥P̃2

∥∥∥
k,2

≤ C(
1

c0
, ∥s1∥k+1,∞ , ∥s2∥1,∞) ∥s2∥k+1,2 .

3.2 Equações elípticas com coeficientes variáveis em uma

faixa plana.

Nós vimos na última seção que a teoria de equações elípticas em uma

faixa qualquer do tipo (3.3) pode ser deduzida do estudo de equações elípticas em

uma faixa plana, mas com coeficientes variáveis. Nesta seção, nós estudaremos o

seguinte problema mais geral, definido em uma faixa plana:Qu := −∇X,y ·Q∇X,yu = h em S,

u|y=0 = f, ∂Q

∂n
u|y=−1 = g,

(3.16)

onde iremos relembrar que ∂Q

∂n
representa a derivada conormal associada ao operador

Q,

∂Q

∂n
u|y=0 = −ed+1 ·Q∇X,y u|y=0 ,

∂Q

∂n
u|y=−1 = −(−ed+1) ·Q∇X,y u|y=−1

. (3.17)

Assumiremos também que a matriz Q satisfaz a seguinte condição de coercividade:

∃ q > 0 tal que Q(X, y)Θ ·Θ ≥ q |Θ|2 , ∀ Θ ∈ Rd+1, ∀ (X, y) ∈ S. (3.18)

31



O principal resultado desta seção é o seguinte teorema, onde obtemos

estimativas da solução do problema (3.16).

Teorema 3.2.1. Sejam k ∈ N, m0 =
⌈
d+1
2

⌉
. Tome f ∈ Hk+ 3

2 (Rd), g ∈ Hk+ 1
2 (Rd) e

h ∈ Hk(S). Então,

i. Se Q ∈ W 1+k(S)(d+1)2 satisfaz a condição (3.18), então existe uma única solução

u ∈ Hk+2(S) para (3.16). Além disso,

∥u∥k+2,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥1+k,∞

)(
∥h∥k,2 + |f |

Hk+3
2
+ |g|

Hk+1
2

)
. (3.19)

ii. SeQ1 ∈ Ck+1
b (S̄)(d+1)2 eQ2 ∈ H1+k∩Wm0,∞(S)(d+1)2 tal queQ := Q1+Q2 satisfaz

(3.18), então existe uma única solução u ∈ Hk+2(S) para (3.16). Além disso, para

k ≥ m0,

∥u∥k+2,2 ≤ Ck ×
(
∥h∥k,2 + |f |

Hk+3
2
+ |g|

Hk+1
2

)
+Ck ×

(
∥h∥m0−1,2 + |f |

Hm0+
1
2
+ |g|

Hm0−
1
2

)
∥Q2∥1+k,2 , (3.20)

onde Ck = C
(

1
q
, ∥Q1∥1+k,∞ , ∥Q2∥m0+1,∞

)
.

Observação 3.2.2. i. A demonstração abaixo mostra que a quantidade ∥∇X,yu∥k+1,2

pode ser estimada mais precisamente do que ∥u∥k+2,2. Com isso, pode-se substi-

tuir as quantidades ∥f∥
Hk+3

2
e ∥f∥

Hm0+
1
2

em ambas as estimativas do teorema por

∥∇Xf∥Hk+1
2

e ∥∇Xf∥Hm0−
1
2
, respectivamente. Esta observação é muito útil ao for-

necer estimativas do operador Dirichlet-Neumann.

ii. A segunda estimativa do teorema permanece válida quando k < m0, mas a

primeira estimativa é mais precisa neste caso.

Dem.: (Teorema 3.2.2). Assim como feito em [14], nós apenas provaremos a segunda

parte deste teorema, pois a primeira pode ser obtida seguindo os mesmo passos

contudo pulando o passo 4 da demonstração.

Passo 1: Vamos construir uma solução variacional para a equação (3.16). Em pri-

meiro lugar, defina uma função f ∗ como f ∗(y, ·) := χ(y |D|)f , onde χ é uma função
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suave de suporte compacto de maneira que χ(0) = 1. É fácil ver que f ∗|y=0 = f , e

além disso também podemos notar que

∥∇X,yf
∗∥1,2 ≤ Cst ∥∇Xf∥H 1

2
(3.21)

e que ∥∥∥∥∥ ∂Qf ∗

∂n

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

≤ Cst ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1
2
, (3.22)

onde a demonstração destas desigualdades encontra-se no Apêndice C.

Agora tome u∗ := u− f ∗ onde u é a solução variacional de (3.16). Assim, segue que

u é uma solução variacional se, e somente se, u∗ também o for.
Qu∗ = h−Q(f ∗) := h∗,

u∗|y=0 = 0, ∂Qu∗

∂n

∣∣∣
y=−1

= g̃,
(3.23)

onde g̃ := g − ∂Qf∗

∂n

∣∣∣
y=−1

.

Defina um espaço V como V := D(Rd × [−1, 0)), onde o fecho é tomado

em relação a normaH1(S). Com isso, pelo teorema de Lax-Milgram existe uma única

solução u∗ ∈ V tal que para todo v ∈ V vale∫
S

(Qu∗)v =

∫
S

h∗v

⇒
∫
S

(−∇X,y ·Q∇X,yu
∗)v =

∫
S

h∗v. (3.24)

Além disso, note que∫
S

∇X,y · (Q∇X,yu
∗v) =

∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv +

∫
S

(∇X,y ·Q∇X,yu
∗)v

⇒
∫
S

(−∇X,y ·Q∇X,yu
∗)v =

∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv −

∫
S

∇X,y · (Q∇X,yu
∗v).

Assim, pelo teorema do divergente, chegamos a∫
S

(−∇X,y ·Q∇X,yu
∗)v =

∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv −

∫
∂S

(−ed+1) ·Q∇X,yu
∗v.
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Agora, substituindo o resultados encontrado em (3.24) temos∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv +

∫
∂S

−(−ed+1) ·Q∇X,yu
∗v =

∫
S

h∗v

⇒
∫
S

Q∇X,yu
∗·∇X,yv+

∫
y=0

−(−ed+1)·Q∇X,yu
∗v−

∫
y=−1

−(−ed+1)·Q∇X,yu
∗v =

∫
S

h∗v.

Como v|y=0 = 0, e por (3.17), segue que∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv −

∫
y=−1

∂Q

∂n
u∗v =

∫
S

h∗v.

Logo, por (3.23), obtemos∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yv =

∫
S

h∗v +

∫
y=−1

g̃v. (3.25)

Passo 2: Regularidade da solução variacional.

Nós veremos que u∗ ∈ H2(S), para tal considere a seguinte definição: Para todo

v ∈ V e i = {1, · · · , d}, tem-se que ρi,h(v) ∈ V , onde ρi,h(v) é definido como

ρi,h(v) :=
τi,h(v)− v

h
, com τi,h(φ) := φ(X + hei, y), ∀ φ ∈ D(Rd × [−1, 0));

Sabendo que o operador adjunto de ρi,h é −ρi,−h e utilizando a regra do produto

segue que

ρi,h(v1v2) =
τi,h(v1v2)− v1v2

h
=
v1(X + hei)v2(X + hei)− v1(X)v2(X)

h

=
v1(X + hei)v2(X + hei) + v2(X + hei)v1(X)− v2(X + hei)v1(X)− v1(X)v2(X)

h

= v2(X + hei)

(
v1(X + hei)− v1(X)

h

)
+ v1(X)

(
v2(X + hei)− v2(X)

h

)
⇒ ρi,h(v1v2) = τi,h(v2)ρi,h(v1) + v1ρi,h(v2)

⇒ v1ρi,h(v2) = ρi,h(v1v2)− τi,h(v2)ρi,h(v1).

Usando ρi,h(v) em vez de v em (3.25) temos∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yρi,h(v) =

∫
S

h∗ρi,h(v) +

∫
y=−1

g̃ρi,h(v)
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⇒ −
∫
S

Q∇X,yu
∗ · ∇X,yρi,h(v) = −

∫
S

h∗ρi,h(v)−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

−[−ρi,−hQ∇X,yu
∗] · ∇X,yv = −

∫
S

h∗ρi,h(v)−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

1

h
[(Q∇X,yu

∗)(X − hei)− (Q∇X,yu
∗)(X)] · ∇X,yv = −

∫
S

h∗ρi,h(v)

−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

1

h
[Q(X − hei)∇X,yu

∗(X − hei)−Q(X)∇X,yu
∗(X)] · ∇X,yv = −

∫
S

h∗ρi,h(v)

−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

1

h
[Q(X−hei)∇X,yu

∗(X−hei)−Q(X−hei)∇X,yu
∗(X)+Q(X−hei)∇X,yu

∗(X)

−Q(X)∇X,yu
∗(X)] · ∇X,yv = −

∫
S

h∗ρi,h(v)−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

[
Q(X − hei)∇X,y

(
u∗(X − hei)− u∗(X)

h

)]
· ∇X,yv

−
[
∇X,yu

∗
(
Q(X − hei)−Q(X)

h

)]
· ∇X,yv = −

∫
S

h∗ρi,h(v)−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

[(τi,−h(Q))∇X,y (ρi,−h(u
∗))−∇X,yu

∗ρi,−h(Q)] · ∇X,yv = −
∫
S

h∗ρi,h(v)

−
∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

⇒
∫
S

(τi,−h(Q))∇X,y (ρi,−h(u
∗)) · ∇X,yv = −

∫
y=−1

g̃ρi,h(v)

−
∫
S

h∗ρi,h(v) +

∫
S

∇X,yu
∗ρi,−h(Q) · ∇X,yv. (3.26)

Agora, note que pela desigualdade e Poincaré e pelo teorema do traço podemos

garantir que

∥ρi,h(v)∥H− 1
2
≤ Cst ∥∇X,yv∥2 .

Assim, usando a desigualdade a cima, o lado direito de (3.26) pode ser majorado

considerando que

g̃ρi,h(v) = Λ(D)g̃Λ(D)−1ρi,h(v)
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⇒
∫
y=−1

g̃ρi,h(v) ≤ ∥g̃∥
H

1
2
∥ρi,h(v)∥H− 1

2
≤ Cst ∥g̃∥

H
1
2
∥∇X,yv∥2 ,

além de ∫
S

h∗ρi,h(v) ≤
∣∣∣∣∫
S

h∗ρi,h(v)

∣∣∣∣ ≤ ∫
S

|h∗ρi,h(v)| ≤ ∥h∗∥2 ∥ρi,h(v)∥2 .

Agora note que, dado h > 0, tem-se que

v(X + hei, y)− v(X, y) = h

∫ 1

0

∂

∂Xi

v(X + thei, y)dt

⇒ |v(X + hei, y)− v(X, y)| ≤ |h|
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣ dt
⇒ |ρi,h(v)| ≤

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣ dt
⇒ |ρi,h(v)|2 ≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣ dt)2

e então aplicando a desigualdade de Hölder temos

⇒ |ρi,h(v)|2 ≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣2 dt
)(∫ 1

0

12dt

)

⇒
∫
S

|ρi,h(v)|2 ds ≤
∫
S

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣2 dtds.
Logo, pelo teorema de Fubini e utilizando mudança de variável, temos∫

S

|ρi,h(v)|2 ds ≤
∫ 1

0

∫
S

∣∣∣∣ ∂∂Xi

v(X + thei, y)

∣∣∣∣2 dsdt ≤ ∫ 1

0

∥∇X,yv∥22 dt = ∥∇X,yv∥22 .

Portanto, ∫
S

h∗ρi,h(v) ≤ ∥h∗∥2 ∥∇X,yv∥2

e ainda ∫
S

∇X,yu
∗ρi,−h(Q) · ∇X,yv ≤ ∥Q∥1,∞ ∥∇X,yu

∗∥2 ∥∇X,yv∥2 ,

onde Q = (qi,j)i,j e ∥Q∥1,∞ =
∑

|α|≤1 ∥Dαqi,j∥∞ =
∑

|α|≤1maxi,j
|Dαqi,j|. Então pode-

mos concluir que a equação (3.26) é limitada superiormente por

Cst
[
∥g̃∥

H
1
2
+ ∥h∗∥2 + ∥Q∥1,∞ ∥∇X,yu

∗∥2
]
∥∇X,yv∥2 . (3.27)
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Tomando v = ρi,−h(u
∗) como uma função teste e fazendo h 7→ 0, note que o termo

a ser integrado no lado esquerdo da equação (3.26) pode ser limitado inferiormente

por

lim
h7→0

(τi,−h(Q)) |∇X,y (ρi,−h(u
∗))|2 = Q

∣∣∣∣∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∣∣∣∣2 ≥ q

∣∣∣∣∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∣∣∣∣2 .
A última desigualdade é valida pela propriedade (3.18) de coercividade. Logo, fa-

zendo h 7→ 0 em (3.27) e relacionando os limites superior e inferior de (3.26) temos

q

∥∥∥∥∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∥∥∥∥2
2

≤ Cst
[
∥g̃∥

H
1
2
+ ∥h∗∥2 + ∥Q∥1,∞ ∥∇X,yu

∗∥2
] ∥∥∥∥∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∥∥∥∥
2

⇒
∥∥∥∥∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∥∥∥∥
2

≤ Cst

q

[
∥g̃∥

H
1
2
+ ∥h∗∥2 + ∥Q∥1,∞ ∥∇X,yu

∗∥2
]

(3.28)

para cada 1 ≤ i ≤ d. Antes de continuarmos, notemos que∥∥∥∥ ∂2u∗

∂Xi∂Xj

∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥
d+1∑
j=1

∂

∂Xj

(
∂u∗

∂Xi

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∇X,y

(
∂u∗

∂Xi

)∥∥∥∥
2

.

Portanto, aplicando o resultado acima em (3.28) é válido que∥∥∥∥ ∂2u∗

∂Xi∂Xj

∥∥∥∥
2

≤ Cst

q

[
∥g̃∥

H
1
2
+ ∥h∗∥2 + ∥Q∥1,∞ ∥∇X,yu

∗∥2
]

(3.29)

para 1 ≤ i, j ≤ d + 1 tal que i + j ≤ 2d + 1. Com isso, devemos ainda estimar

superiormente o termo
∥∥∥∂2u∗∂y2

∥∥∥
2
. Para tal, a partir da definição do operador Q dada

por (3.16) temos

−Qu∗ = ∇X,y ·Q∇X,yu
∗ =

∑
i+j≤2d+1

∂

∂Xi

(
qi,j

∂u∗

∂Xj

)
+

∂

∂y

(
qd+1,d+1

∂u∗

∂y

)

=
∑

i+j≤2d+1

∂

∂Xi

(
qi,j

∂u∗

∂Xj

)
+

∂

∂y
(qd+1,d+1)

(
∂u∗

∂y

)
+ qd+1,d+1

(
∂2u∗

∂y2

)
O que resulta em

−∂
2u∗

∂y2
=

1

qd+1,d+1

[
Qu∗ +

∑
i+j≤2d+1

∂

∂Xi

(
qi,j

∂u∗

∂Xj

)
+

∂

∂y
(qd+1,d+1)

(
∂u∗

∂y

)]
,

(3.30)
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onde Q = (qi,j)i,j. Nesta etapa vamos elevar a equação (3.30) ao quadrado. Para isso,

utilizaremos um resultado auxiliar provado no Apêndice D. Logo, desenvolvendo um

pouco mais (3.30) e aplicando o resultado acima, segue que(
∂2u∗

∂y2

)2

=

(
1

qd+1,d+1

[
Qu∗ +

∑
i+j≤2d+1

∂

∂Xi

(
qi,j

∂u∗

∂Xj

)
+

∂

∂y
(qd+1,d+1)

(
∂u∗

∂y

)])2

=
1

(qd+1,d+1)
2

[
Qu∗ +

∑
i+j≤2d+1

qi,j

(
∂2u∗

∂Xi∂Xj

)
+

∑
i+j≤2d+1

∂

∂Xi

(qi,j)
∂u∗

∂Xj

+
∂

∂y
(qd+1,d+1)

(
∂u∗

∂y

)]2
=

1

(qd+1,d+1)
2

[
Qu∗ +

∑
i+j≤2d+1

qi,j

(
∂2u∗

∂Xi∂Xj

)
+

∑
i+j≤2d+2

∂

∂Xi

(qi,j)
∂u∗

∂Xj

]2

⇒
(
∂2u∗

∂y2

)2

≤ 3

(qd+1,d+1)
2

[
|Qu∗|2 +

∑
i+j≤2d+1

∣∣∣∣qi,j ( ∂2u∗

∂Xi∂Xj

)∣∣∣∣2

+
∑

i+j≤2d+2

∣∣∣∣ ∂∂Xi

(qi,j)
∂u∗

∂Xj

∣∣∣∣2
]
,

além disso, note que ∃M > 0 tal que 0 ≤ q ≤ 1√
M
qd+1,d+1, o que implica em

1
q2

≥ M
(qd+1,d+1)2

. Logo,(∫
S

(
∂2u∗

∂y2

)2
) 1

2

≤
(
Cst2

q2

) 1
2

(∫
S

|Qu∗|2
) 1

2

+
∑

i+j≤2d+1

(∫
S

∣∣∣∣qi,j ( ∂2u∗

∂Xi∂Xj

)∣∣∣∣2
) 1

2

+
∑

i+j≤2d+2

(∫
S

∣∣∣∣ ∂∂Xi

(qi,j)
∂u∗

∂Xj

∣∣∣∣2
) 1

2

 .
O que implica em∥∥∥∥∂2u∗∂y2

∥∥∥∥
2

≤ Cst

q

[
∥h∗∥2 + ∥Q∥1,∞

( ∑
i+j≤2d+1

∥∥∥∥ ∂2u∗

∂Xi∂Xj

∥∥∥∥
2

+ ∥∇X,yu
∗∥2

)]
. (3.31)

Com os resultados acima em mãos vamos agora estimar o termo ∥∇X,yu
∗∥1,2. Para

isso, sabemos que pela desigualdade de Poincaré vale que

∥∇X,yu
∗∥1,2

def
=

∑
|α|≤1

∥Dα(∇X,yu
∗)∥22

 1
2

=
(
∥∇X,yu

∗∥22 + ∥D(∇X,yu
∗)∥22

) 1
2
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≤ Cst ∥D(∇X,yu
∗)∥2 ≤ Cst

∑
i+j≤2d+2

∥∥∥∥ ∂2u∗

∂Xi∂Xj

∥∥∥∥
2

.

Portanto, segue de (3.29) e (3.31) que

∥∇X,yu
∗∥1,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥1,∞

)(
∥g̃∥

H
1
2
+ ∥h∗∥2 + ∥∇X,yu

∗∥2
)
.

Substituindo u∗, h∗ e g̃ por suas expressões na desigualdade acima, e usando as

estimativas (3.21) e (3.22) temos

∥g̃∥
H

1
2
≤ ∥g∥

H
1
2
+

∥∥∥∥∥ ∂Qf ∗

∂n

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

≤ ∥g∥
H

1
2
+ Cst ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1

2
,

além disso

∥h∗∥2 ≤ ∥h∥2 + ∥Q(f ∗)∥2 ≤ ∥h∥2 + ∥∇X,y ·Q∇X,y(f
∗)∥2

≤ ∥h∥2 + ∥Q∥1,∞ ∥∇X,y(f
∗)∥1,2 ≤ ∥h∥2 + Cst ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1

2

e

∥∇X,yu
∗∥2 ≤ ∥∇X,yu∥2 + ∥∇X,yf

∗∥2 ≤ ∥∇X,yu∥2 + ∥∇X,yf
∗∥1,2

≤ ∥∇X,yu∥2 + Cst ∥∇Xf∥H 1
2
.

O que implica portanto em

∥∇X,yu∥1,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥1,∞

)(
∥g∥

H
1
2
+ ∥h∥2 + ∥∇X,yu∥2 + ∥∇Xf∥H 1

2

)
.

Passo 3: Melhor regularidade.

Vamos mostrar por indução finita em k que para todo u ∈ H2+k(S), k = 0, · · · ,m0−

1 podemos garantir que

∥∇X,yu∥1+k,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥1+k,∞

)

×

(∥∥∥∥∥ ∂Qu∂n
∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
Hk+1

2

+ ∥Qu∥k,2 + ∥∇X,yu∥k,2 +
∥∥∥∇X u|y=0

∥∥∥
Hk+1

2

)
. (3.32)
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Pelo passo 2, a estimativa é válida para k = 0. Para k > 0, seja m0 > k ≥ 1 e

suponha também que 0 ≤ l ≤ k − 1. Para todo i = 1, · · · , d, vamos aplicar (3.32)

com l = k − 1 a função ρi,h(u):

∥∇X,yρi,h(u)∥k,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥k,∞

)(∥∥∥∥∥ ∂Q∂nρi,h(u)
∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
Hk− 1

2

+ ∥Qρi,h(u)∥k−1,2 + ∥∇X,yρi,h(u)∥k−1,2 +
∥∥∥∇X ρi,h(u)|y=0

∥∥∥
Hk− 1

2

)
. (3.33)

Agora, vamos estimar os quatro termos que aparecem no lado direito de (3.33). Em

primeiro lugar, notemos que Qρi,h(u) = ∇X,y · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)− ρi,h(Qu) pois

Qρi,h(u) = −∇X,y ·Q(X, y)∇X,yρi,h(u)

= −∇X,y ·
1

h
Q(X, y)∇X,yu(X + hei, y) +∇X,y ·

1

h
Q(X, y)∇X,yu(X, y).

Assim, somando e subtraindo o termo ∇X,y · 1
h
Q(X + hei, y)∇X,yu(X + hei, y) na

equação acima podemos obter

Qρi,h(u) = ∇X,y · ρi,h(Q)∇X,yu(X + hei, y)

−∇X,y ·
1

h
[Q(X + hei, y)∇X,yu(X + hei, y)−Q(X, y)∇X,yu(X, y)]

⇒ Qρi,h(u) = ∇X,y · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)− ρi,h(Qu). (3.34)

Logo, temos

∥Qρi,h(u)∥k−1,2 = ∥∇X,y · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)− ρi,h(Qu)∥k−1,2

≤ ∥∇X,y · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)∥k−1,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

≤ ∥∇X,y · ρi,h(Q)∥k−1,∞ ∥∇X,yu∥k−1,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

≤
∥∥∥∥∇X,y ·

(
Q(X + hei, y)−Q(X, y)

h

)∥∥∥∥
k−1,∞

∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

=
∑

|α|≤k−1

∥∥∥∥Dα

(
∇X,y ·

(
Q(X + hei, y)−Q(X, y)

h

))∥∥∥∥
∞
∥∇X,yu∥k,2+∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

≤ Cst
∑
|α|≤k

sup

∣∣∣∣Dα

(
Q(X + hei, y)−Q(X, y)

h

)∣∣∣∣ ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2
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≤ Cst
∑
|α|≤k

sup
1≤j,l≤d+1

∫ 1

0

|Dα (∇X,yqi,j)| dt ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

= Cst
∑
|α|≤k

sup
1≤j,l≤d+1

|Dα (∇X,yqi,j)| ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

≤ Cst
∑

|α|≤k+1

sup
1≤j,l≤d+1

|Dα (qi,j)| ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

= Cst ∥Q∥k+1,∞ ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2

⇒ ∥Qρi,h(u)∥k−1,2 ≤ Cst ∥Q∥k+1,∞ ∥∇X,yu∥k,2 + ∥ρi,h(Qu)∥k−1,2 . (3.35)

Para o primeiro termo utilizando um processo análogo ao feito em (3.34) temos

∂Q

∂n
ρi,h(u)

∣∣∣∣
y=−1

= (−ed+1 · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u) + ed+1 · ρi,h(Q∇X,yu))|y=−1

e então ∥∥∥∥∥ ∂Q∂nρi,h(u)
∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
Hk− 1

2

≤
∥∥∥ed+1 · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)|y=−1

∥∥∥
Hk− 1

2

+
∥∥∥ed+1 · ρi,h(Q∇X,yu)|y=−1

∥∥∥
Hk− 1

2
. (3.36)

Logo, pelo teorema do traço, podemos garantir que∥∥∥ed+1 · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)|y=−1

∥∥∥
Hk− 1

2
≤ Cst ∥ed+1 · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)∥Hk ,

e assim, fazendo o processo análogo ao feito em (3.35), temos que∥∥∥ed+1 · ρi,h(Q)∇X,yτi,h(u)|y=−1

∥∥∥
Hk− 1

2
≤ Cst ∥Q∥k+1,∞ ∥∇X,yu∥k,2 .

Portanto, segue de (3.36), que∥∥∥∥∥ ∂Q∂nρi,h(u)
∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
Hk− 1

2

≤
∥∥∥ed+1 · ρi,h(Q∇X,yu)|y=−1

∥∥∥
Hk− 1

2
+Cst ∥Q∥k+1,∞ ∥∇X,yu∥k,2 .

(3.37)

Para os dois últimos termos de (3.33), a estimativa desejada será garantida quando

fizermos h tender a zero.

Portanto, fazendo h tender a zero em (3.33), (3.35) e (3.37), segue que∥∥∥ ∂u
∂Xi

∥∥∥
k+1,2

é limitado superiormente pelo lado direito de (3.32). Para completar a
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prova, ainda é preciso uma estimativa para ∂2u
∂y2

em Hk(S). Da mesma maneira feita

no passo 2, esta estimativa é obtida utilizando (3.30).

Passo 4: Melhor regularidade.

Vamos novamente por indução em k generalizar (3.32) para k ≥ m0 como

∥∇X,yu∥1+k,2 ≤ Ck ×

(∥∥∥∥∥ ∂Qu∂n
∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
Hk+1

2

+ ∥Qu∥k,2 + ∥∇X,yu∥k,2

+
∥∥∥∇X u|y=0

∥∥∥
Hk+1

2
+ ∥Q2∥1+k,2 ∥∇X,yu∥m0,2

)
, (3.38)

onde Ck = C
(

1
q
, ∥Q1∥1+k,∞ , ∥Q2∥1+m0,∞

)
.

Procedendo de forma análoga ao passo 3 as estimativas são garantidas.

Os próximos dois lemas que apresentaremos nesta seção serão utilizados

para concluirmos o teorema 3.2.1. No entanto, omitiremos suas demostrações por

questões de objetividade e tempo de realização deste trabalho.

Lema 3.2.3. Seja l ∈ N e u, v ∈ H l(S) ∩ L∞(S). Então

∥uv∥l,2 ≤ Cst(∥u∥l,2 ∥v∥∞ + ∥v∥l,2 ∥u∥∞).

Isso resulta em

∥Qρi,h(v)∥k−1,2 ≤ ∥Qu∥k,2

+ Cst
(
(∥Q1∥k+1,∞ + ∥Q2∥1,∞) ∥∇X,yu∥k,2 + ∥Q2∥k+1,2 ∥∇X,yu∥∞

)
.

A estimativa (3.37) é modificada na mesma linha e segue da imersão Hm0(S) ⊂

L∞(S) que
∥∥∥ ∂u
∂Xi

∥∥∥
k+1,2

é limitada por cima pelo lado direito de (3.38).

Uma estimativa de ∂2u
∂y

em Hk(S) é então fornecida como anteriormente

usando (3.30), o que conclui a a primeira parte do teorema 3.2.1.

Passo 5: Por fim, a partir da formulação variacional do problema, pode-se obter o

seguinte lema, cuja demostração omitiremos por questões de objetividade e tempo

de realização deste trabalho.
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Lema 3.2.4. Seja h ∈ L2(S), f ∈ H
1
2 (Rd) e g ∈ H− 1

2 (Rd). Se u ∈ H2(S) é solução

do problema de valor de fronteira (3.16), então

∥∇X,yu∥2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥∞

)
(∥h∥2 + ∥∇X,yf∥H− 1

2
+ ∥g∥

H− 1
2
)

e

∥u∥1,2 ≤ C

(
1

q
, ∥Q∥∞

)
(∥h∥2 + ∥f∥

H
1
2
+ ∥g∥

H− 1
2
).

Iterando as estimativas (3.32) e (3.38) e usando o lema concluímos a prova do teo-

rema 3.2.1.□

3.3 Difeomorfismos regularizáveis.

Nós vimos nas seções 3.1 e 3.2 que se u for solução do problema de

valor de fronteira (3.3), então é possível encontrar estimativas precisas de ũ = u◦ R̃,

conforme mostram a proposição 3.1.6, o lema 3.1.7 e o teorema 3.2.1. Entretanto,

estas estimativas dependem fortemente do difeomorfismo R̃ escolhido para determi-

nar o domínio desejado do fluido. Sabendo que o difeomorfismo trivial apresentado

na observação 3.1.3 não é a melhor escolha possível, vamos buscar um difeomorfismo

que seja uma escolha mais apropriada.

Para podermos controlar a norma Hk(S) em seu componente Sobolev, é

preciso controlar a norma Hk(Rd) da parametrização da superfície a. A próxima pro-

posição mostra que existem difeomorfismos regularizáveis para os quais um controle

linear da norma Hk− 1
2 é suficiente.

Proposição 3.3.1. Seja k ∈ N, k− 1
2
> 1+ d

2
, e seja b ∈ Ck

b (Rd), a ∈ Hk− 1
2 (Rd). Se

existir h0 > 0 tal que a− b ≥ h0 em Rd, então deve existir um difeomorfismo R̃ da

forma (3.6) tal que

• s é k-regular (com c0 =
h0
2

);

• ( ∂
∂ỹ
) s|ỹ=0 = a− b;
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• s1 = −b(X̃)ỹ e ∥s2∥k,2 ≤ Cst ∥a∥
Hk− 1

2
.

Dem.: Note que o Jacobiano da aplicação (X̃, ỹ) ∈ S 7→ (X̃, s(X̃, ỹ)) ∈ Ω é igual a

( ∂
∂ỹ
s). Além disso, se s satisfaz a condição 3.1.1, R̃ é na verdade um difeomorfismo

entre S e Ω.

Seja s1 ∈ Ck
b (S) dado por

s1(X̃, ỹ) = −b(X̃)ỹ, ∀(X̃, ỹ) ∈ S;

nós procuramos por um s2 ∈ Hk(S) tal que s := s1 + s2 satisfaça o seguinte

∂

∂ỹ
s ≥ h0

2
em S, s2|ỹ=0 = a,

∂

∂ỹ
s2|ỹ=0 = a, s2|ỹ=−1 = 0. (3.39)

Vamos construir esta aplicação s2 usando uma extensão de a. Seja χ uma função

suave de suporte compacto definida em Rd tal que χ(0) = 1 e χ′(0) = 0. Para todo

λ > 0, e a ∈ Hk− 1
2 (Rd), nós iremos definir aλ ∈ Hk(S) como aλ(·, ỹ) = χ(λỹΛ(D))a.

Desta definição segue também que para todo (X̃, ỹ) ∈ S, vale∣∣∣∣ ∂∂ỹ aλ(X̃, ỹ)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂∂ỹχ(λỹΛ(D))a

∣∣∣∣ = |λχ′(λỹΛ(D))Λ(D)a| ≤ λ ∥χ′∥∞ |Λ(D)a|

≤ λ ∥χ′∥∞ ∥Λ(D)a∥2 = λ ∥χ′∥∞
(∫

Rd

∣∣∣Λ(D)a(X̃)
∣∣∣2 dX̃) 1

2

= λ ∥χ′∥∞
(∫

Rd

Λ(ξ) |â(ξ)|2 dξ
) 1

2

= λ ∥χ′∥∞ ∥a∥H1 ≤ Cst λ ∥χ′∥∞ ∥a∥
Hk− 1

2
.

A última desigualdade é válida desde de que k − 1
2
> 1 + d

2
.

Defina agora s2 := (ỹ + 1)aλ. É claro que s2 satisfaz as últimas três

condições de (3.39), pois

s2|ỹ=0 = aλ |ỹ=0 = χ(0)a = a, s2|ỹ=−1 = (0)aλ = 0,

∂

∂ỹ
s2|ỹ=0 =

(
aλ

∂
∂ỹ
(ỹ + 1) + (ỹ + 1) ∂

∂ỹ
aλ

)∣∣∣
ỹ=0

= aλ |ỹ=0 = χ(0)a = a.

Para a primeira condição de (3.39) lembre-se que

∂

∂ỹ
s =

∂

∂ỹ
s1 +

∂

∂ỹ
s2 = −b+ ∂

∂ỹ
s2 = −b+ a− a+ aλ

∂

∂ỹ
(ỹ + 1) + (ỹ + 1)

∂

∂ỹ
aλ
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⇒ ∂

∂ỹ
s = (a− b) + (aλ − a) + (ỹ + 1)

∂

∂ỹ
aλ (3.40)

e como∣∣∣aλ(X̃, ỹ)− a(X̃)
∣∣∣ = |χ(λỹΛ(D))a− a| =

∣∣∣∣∫ ỹ

0

∂

∂ỹ
aλ(X̃, ỹ

′)dỹ′
∣∣∣∣ ≤ sup

S

∣∣∣∣ ∂∂ỹ aλ
∣∣∣∣ ,

então considerando a hipótese de que existe h0 > 0 tal que a− b > h0, (3.40) fica

∂

∂ỹ
s ≥ h0 − sup

S

∣∣∣∣ ∂∂ỹ aλ
∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ∂∂ỹ aλ

∣∣∣∣ ,
e assim, tomando λ suficientemente pequeno podemos concluir que

∂

∂ỹ
s ≥ h0 ≥

h0
2

= c0.

Além disso, usando (3.39), temos que

s|ỹ=0 = (s1 + s2)|ỹ=0 = a, e s|ỹ=−1 = (s1 + s2)|ỹ=−1 = b.

Logo s é k-regular, e

∂

∂ỹ
s|ỹ=0 =

∂

∂ỹ
(s1 + s2)|ỹ=0 = a− b.

Agora, considerando que k − 1
2
> 1 + d

2
para k ∈ N, vamos mostrar a seguinte

estimativa

∥s2∥k,2 ≤ Cst ∥a∥
Hk− 1

2
.

Para esta estimativa vamos considerar 4 casos utilizando a seguinte norma

∥s2∥k,2 =
∑
|α|≤k

∥Dαs2∥2 ,

com α = (α1, · · · , αd+1) ∈ Nd+1 e |α| = α1 + · · ·+ αd+1.

i. Caso em que |α| = 0

∥s2∥22 =
∫
Rd

∫ 0

−1

[
(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))a(X̃)

]2
dỹdX̃,

com isso, como (ỹ + 1) ∈ (0, 1) e χ ∈ C∞
0 (R) então

∥s2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

[
a(X̃)

]2
dX̃ = Cst

∫
Rd

|â(ξ)|2 dξ,
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onde a última igualdade é valida pela propriedade 2.1.6 de Parseval, o que implica

em

∥s2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

(1 + |ξ|2)k−
1
2 |â(ξ)|2 dξ = Cst ∥a∥2

Hk− 1
2
.

ii. Caso em que |α| ≥ 1 e αd+1 = 0

∥Dαs2∥22 =
∫
Rd

∫ 0

−1

|Dαs2|2 dỹdX̃ =

∫
Rd

∫ 0

−1

∣∣∣Dα
(
(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))a(X̃)

)∣∣∣2 dỹdX̃,
como a derivada em relação a ỹ é uma derivada de ordem αd+1, então as funções

que dependem de ỹ não serão derivadas e assim

∥Dαs2∥22 =
∫ 0

−1

|(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))|2 dỹ
∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃,
com α∗ = (α1, · · · , αd). Dessa maneira, como (ỹ + 1) ∈ (0, 1) segue que

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫ 0

−1

|χ(λỹΛ(D))|2 dỹ
∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃
= Cst

∣∣∣∣G(0)−G(−λΛ(D))

λΛ(D)

∣∣∣∣ ∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃ ≤ Cst

∫
Rd

1

Λ(D)

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃
ondeG(·) é alguma primitiva de χ2. Logo, aplicando a propriedade 2.1.6. de Parseval,

obtemos

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

1

Λ(ξ)

∣∣∣F (Dα∗
a(X̃)

)
(ξ)
∣∣∣2 dξ.

Então, pelo teorema 2.1.4, chegamos a

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

1

Λ(ξ)

∣∣∣(2πi)|α∗| ξα
∗
â(ξ)

∣∣∣2 dξ ≤ Cst

∫
Rd

|ξ|2|α
∗|

(1 + |ξ|2) 1
2

|â(ξ)|2 dξ

≤ Cst

∫
Rd

|ξ|2|α
∗|

|ξ|
|â(ξ)|2 dξ = Cst

∫
Rd

|ξ|2|α
∗|−1 |â(ξ)|2 dξ

= Cst

∫
Rd

(|ξ|2)|α∗|− 1
2 |â(ξ)|2 dξ ≤ Cst

∫
Rd

(1 + |ξ|2)|α∗|− 1
2 |â(ξ)|2 dξ,

e como |α∗| ≤ |α| ≤ k, tem-se que

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

(1 + |ξ|2)k−
1
2 |â(ξ)|2 dξ = Cst ∥a∥2

Hk− 1
2
.
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iii. Caso em que |α| ≥ 1 e αd+1 = 1.

∥Dαs2∥22 =
∫
Rd

∫ 0

−1

|Dαs2|2 dỹdX̃ =

∫
Rd

∫ 0

−1

∣∣∣Dα
(
(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))a(X̃)

)∣∣∣2 dỹdX̃.
Assim como no caso anterior, a derivada em relação a ỹ é uma derivada de ordem

αd+1, mas neste caso as funções que dependem de ỹ serão derivadas uma vez, e com

isso

∥Dαs2∥22 =
∫ 0

−1

∣∣∣∣ ∂∂ỹ [(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))]

∣∣∣∣2 dỹ ∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃,
com α∗ = (α1, · · · , αd). Então pelo teorema fundamental do cálculo e devido ao fato

das funções de variável ỹ serem todas limitadas segue que

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃ = Cst

∫
Rd

∣∣∣F (Dα∗
a(X̃)

)
(ξ)
∣∣∣2 dξ,

onde a última igualdade usa a propriedade 2.1.6 de Parseval. Portanto, aplicando o

teorema 2.1.4 segue que

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

∣∣∣(2πi)|α∗| ξα
∗
â(ξ)

∣∣∣2 dξ ≤ Cst

∫
Rd

(|ξ|2)α∗ |â(ξ)|2 dξ

≤ Cst

∫
Rd

(1 + |ξ|2)|α∗| |â(ξ)|2 dξ.

Como |α| ≤ k então α1 + · · ·+ αd+1 ≤ k, ou seja α1 + · · ·+ αd = |α∗| ≤ k − 1, pois

αd+1 = 1. Portanto,

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

(1 + |ξ|2)k−1 |â(ξ)|2 dξ = Cst ∥a∥2Hk−1 ≤ Cst ∥a∥2
Hk− 1

2
.

iv. Caso em que |α| ≥ 1 e αd+1 > 1

∥Dαs2∥22 =
∫
Rd

∫ 0

−1

|Dαs2|2 dỹdX̃ =

∫
Rd

∫ 0

−1

∣∣∣Dα
(
(ỹ + 1)χ(λỹΛ(D))a(X̃)

)∣∣∣2 dỹdX̃
=

∫
Rd

∫ 0

−1

∣∣∣∣[χ(λỹΛ(D))
∂αd+1

∂ỹ
(ỹ + 1) + (ỹ + 1)

∂αd+1

∂ỹ
χ(λỹΛ(D))

]
Dα∗

a(X̃)

∣∣∣∣2 dỹdX̃,
com α∗ = (α1, · · · , αd). Como αd+1 > 1 então ∂αd+1

∂ỹ
(ỹ + 1) = 0, e além disso como

(ỹ + 1) ∈ (0, 1) e χ ∈ C∞
0 então

∥Dαs2∥22 ≤ Cst

∫
Rd

∣∣∣Dα∗
a(X̃)

∣∣∣2 dX̃.
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Analogamente ao processo feito no caso anterior obtemos a estimativa

∥Dαs2∥22 ≤ Cst ∥a∥2
Hk− 1

2
.

Logo, como consequência de todos os casos contemplados anteriormente

∥s2∥k,2 =
∑
|α|≤k

∥Dαs2∥2 ≤ Cst ∥a∥
Hk− 1

2
,

o que conclui a demonstração da proposição em questão. □

Observação 3.3.2. O difeomorfismo R̃ indicado pela proposição 3.3.1 é uma per-

turbação do difeomorfismo trivial apresentado na observação 3.1.3. O componente s1

permanece inalterado, e o comportamento na superfície é exatamente o mesmo. No

entanto, o componente s2 é meia derivada mais suave aqui do que no difeomorfismo

trivial (onde têm a suavidade de a). É por isso que dizemos que o difeomorfismo é

regularizável.
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4 OPERADOR DE DIRICHLET-NEUMANN

O objetivo deste capítulo é investigar as propriedades do operador de

Dirichlet-Neumann associado a uma classe de problemas de valor de fronteira in-

cluída na estrutura estudada no capítulo 3. Sabe-se que tais operadores segundo

Lannes [14], são analiticamente dependentes da parametrização da superfície, con-

tudo a dependência de interesse aqui é sobre funções em espaços de Sobolev.

4.1 Definição e propriedades básicas

Assim como no capítulo 3, vamos considerar um domínio Ω da forma

Ω =
{
(X, y) ∈ Rd+1, b(X) < y < a(X)

}
onde a e b satisfazem

∃h0 > 0, min {−b, a− b} ≥ h0 > 0 em Rd. (4.1)

Consideraremos também um operador elíptico de coeficientes constantes P = −∇X,y ·

P∇X,y, satisfazendo a condição de coercividade (3.2). Os problemas de valor de

fronteira considerados nesta seção são um caso particular do problema de valor

de fronteira (3.3) desde que consideremos apenas o caso de um termo de origem

homogênea e a condição de fronteira de Neumann no fundo. Mais precisamente, seja

u solução de Pu = 0 em Ω

u|y=a(X) = f, ∂P

∂n
u|y=b(X) = 0,

(4.2)

onde, lembremos que como definido em (3.4), ∂P

∂n
denota a derivada conormal asso-

ciada ao operador P.

Para todo k ∈ N e f ∈ Hk+ 3
2 (Rd), e desde que a e b sejam suaves

o suficiente, nós sabemos pelo teorema 3.2.2 que u ∈ Hk+2(Ω) existe e é único.

Portanto, a seguinte definição faz sentido.
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Definição 4.1.1. Seja k ∈ N, e assuma que a, b ∈ W 2,∞(Rd) satisfazem a condição

(4.1). Vamos definir o operador de Dirichlet-Neumann como o operador G(a, b) dado

por

G(a, b) :
Hk+ 3

2 (Rd) → Hk+ 1
2 (Rd)

f 7→ −
√
1 + |∇Xa|2 ∂

P

∂n
u|y=a(X)

onde u corresponde a solução de (4.2).

Como no capítulo 3, podemos associar a (4.2) um problema elíptico

de valor de fronteira em uma faixa plana S = Rd × (−1, 0): denotando por R o

difeomorfismo entre S e Ω (e por R̃ sua inversa) dado pela proposição 3.3.1, e

ũ = u ◦ R̃, sendo então P̃ũ = 0 em S,

ũ|ỹ=0 = f, ∂P̃

∂n
ũ|ỹ=−1 = 0,

(4.3)

onde P̃ = −∇X̃,ỹP̃ · ∇X̃,ỹ é como o P̃ dado pelo lema 3.1.4.

Observação 4.1.2.

• Assim como foi definido, G(a, b) não é exatamente o operador de Dirichlet-

Neumann por causa do fator de escala
√

1 + |∇Xa|2; contudo, usaremos essa termi-

nologia por mera simplicidade.

• Graças ao sinal de menos na definição, G(a, b) mapeia os dados de Dirichlet para

a derivada normal externa (redimensionada) quando P = Id.

Notação 4.1.3. Denotemos fb como a solução do problema de valor de fronteira

(4.3) Assim como no lema 3.1.5, na seguinte proposição podemos definir o operador

de Dirichlet-Neumann em termos de fb.

Proposição 4.1.4. Considerando as mesmas condições apresentadas na definição

4.1.1, temos

G(a, b)f = −∂
P̃

∂n
fb
∣∣
ỹ=0

, ∀f ∈ H
3
2 (Rd),

onde fb é o mesmo definido na notação 4.1.3.
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Dem.: Basta fazer um processo semelhante ao feito na demonstração do lema 3.1.5.

Logo, por definição

G(a, b)f = −
√

1 + |∇Xa|2
(
∂P

∂n
u|y=a(X)

)
=

√
1 + |∇Xa|2

(
−n⃗− · P∇X,y u|y=a

)

= −

√
1 + |∇Xa|2√
1 + |∇Xa|2

∇Xa

−1

 · P∇X,y u

∣∣∣
y=a

= −

∇X s

∣∣∣
ỹ=0

−1

 · P∇X,y u

∣∣∣
y=a

= −(−ed+1) ·
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

(
∂

∂ỹ
s|ỹ=0

)
∇X,y u|y=a

= −(−ed+1) ·
1(
∂
∂ỹ
s
)
( ∂

∂ỹ
s
)
Idd×d 0

−∇X̃s
T 1

P

( ∂
∂ỹ
s
)
Idd×d −∇X̃s

0 1

∇X̃,ỹ ũ|y=0

= −(−ed+1) · P̃∇X̃,ỹ ũ|ỹ=0 = −∂
P̃

∂n
ũ|ỹ=0 = −∂

P̃

∂n
fb
∣∣
ỹ=0

.

Isto conclui a demonstração. □

Antes de apresentarmos as principais estimativas sobre o operador de

Dirichlet-Neumann, vamos estabelecer algumas notações.

Notação 4.1.5.

• Quando uma parametrização do fundo b ∈ W k,∞(Rd) (k ∈ N∪{∞}) é dada, nós

escrevemos geralmente B = ∥b∥Wk,∞ .

• Para todo r, s ∈ R, vamos denotar geralmente por M(s) (respectivo a Mr(s)) as

constantes que dependem de B e ∥a∥Hs (respectivo a r, B e ∥a∥Hs).

O próximo teorema mostra que o operador de Dirichlet-Neumann é de

ordem um, e oferece estimativas sobre a norma desse operador. Entretanto, deve-se

observar que as condições sobre a e b são ligeiramente diferentes das apresentadas

aqui.

Teorema 4.1.6. Seja m0 =
⌈
d+1
2

⌉
e a, b duas funções contínuas satisfazendo (4.1).

Então:
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i. Para todo k ∈ N, se a, b ∈ W k+2,∞(Rd), então para toda f tal que ∇Xf ∈

Hk+ 1
2 (Rd)2, vale que

∥G(a, b)f∥
Hk+1

2
≤ C(∥a∥Wk+2,∞ , ∥b∥Wk+2,∞) ∥∇Xf∥Hk+1

2
.

ii. Para todo k ∈ N, se a ∈ H2m0+
1
2 ∩Hk+ 3

2 (Rd) e b ∈ W k+2(Rd), então

∥G(a, b)f∥
Hk+1

2
≤Ms(2m0 +

1

2
)(∥∇Xf∥Hk+1

2
+ ∥a∥k+ 3

2
∥∇Xf∥Hm0+

1
2
),

para toda f tal que ∇Xf ∈ Hk+ 1
2 ∩Hm0+

1
2 , onde nós usamos a notação 4.1.5.

Observação 4.1.7. Note que o operador de Dirichlet-Neumann é definido para

funções f com gradiente em algum espaço de Sobolev, mas que não estão necessa-

riamente em um espaço de Sobolev.

Dem.: (Teorema 4.1.6). Usando o fato de P̃ ser simétrica e fazendo o mesmo processo

feito em (3.15), temos

∥G(a, b)f∥
Hk+1

2
=

∥∥∥∥∥∥−∂
P̃ ũ

∂n

∣∣∣∣∣
ỹ=0

∥∥∥∥∥∥
Hk+1

2

=
∥∥∥−(−ed+1) · P̃∇X̃,ỹ ũ|ỹ=0

∥∥∥
Hk+1

2

=

∥∥∥∥ P̃ ∣∣∣
ỹ=0

(ed+1) · ∇X̃,ỹ ũ|ỹ=0

∥∥∥∥
Hk+1

2

.

Pelo teorema 2.5.4 do traço, vale que

∥G(a, b)f∥
Hk+1

2
≤ Cst

∥∥∥P̃ (ed+1) · ∇X̃,ỹũ
∥∥∥
Hk+1

.

Usando a decomposição P̃ = P̃1+ P̃2 apresentada no lema 3.1.7 e a estimativa dada

no lema 3.2.3, temos

∥G(a, b)f∥
Hk+1

2
≤ Cst

∥∥∥P̃1

∥∥∥
k+1,∞

∥∥∇X̃,ỹũ
∥∥
Hk+1

+ Cst
∥∥∥P̃2

∥∥∥
∞

∥∥∇X̃,ỹũ
∥∥
Hk+1

+ Cst
∥∥∥P̃2

∥∥∥
k+1,2

∥∥∇X̃,ỹũ
∥∥
Hm0

. (4.4)

Agora, observando que quando o difeomorfismo R̃ entre a faixa plana S e o domínio

Ω é o difeomorfismo da proposição 3.3.1, as estimativas controladas do lema 3.1.7,

juntas com a imersão Hm0(S) ⊂ L∞(S) resultam em∥∥∥P̃1

∥∥∥
k+1,2

≤ C(B);

52



∥∥∥P̃2

∥∥∥
k+1,2

≤ C(B, ∥a∥
Hm0+

1
2
) ∥a∥

Hk+3
2
.

Assim como feito com cada Ck que aparece no teorema 3.2.1, quando se toma Q = P̃

podemos estimar P̃ por C(B, ∥a∥
Hm0+

1
2
) e o resultado segue portanto de (4.4), do

teorema 3.2.1 e da observação 3.2.2. □

A próxima proposição lista algumas propriedades importantes do ope-

rador Dirichlet-Neumann.

Proposição 4.1.8. Sejam a, b ∈ W 2,∞(Rd) que satisfazem (4.1). Então:

i. O operador G(a, b) é auto-adjunto:

(G(a, b)f, g) = (f,G(a, b)g), ∀f, g ∈ S(Rd).

ii. O operador G(a, b) é positivo:

(G(a, b)f, f) ≥ 0, ∀f ∈ S(Rd).

iii. Temos também a estimativa

|(G(a, b)f, g)| ≤M(m0 +
1

2
) ∥f∥

H
1
2
∥g∥

H
1
2
, ∀f, g ∈ S(Rd).

Observação 4.1.9. Como G(a, b) é auto-adjunto, é possível estender este operador

para todos os espaços Hs(Rd), com s ∈ R.

Dem.: (Proposição 4.1.8).

i. Devido a proposição 4.1.4, e usando a notação 4.1.3, temos

(G(a, b)f, g) =

(
−∂

P̃

∂n
fb
∣∣
ỹ=0

, g

)
e pela identidade de Green(

−∂
P̃

∂n
fb
∣∣
ỹ=0

, g

)
=

(
f,−∂

P̃

∂n
gb
∣∣
ỹ=0

)
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e usando novamente a propriedade 4.1.4(
f,−∂

P̃

∂n
gb
∣∣
ỹ=0

)
= (f,G(a, b)g)

e isso conclui o primeiro item.

ii. Usando proposição 4.1.4, temos

(G(a, b)f, f) =

(
−∂

P̃

∂n
fb
∣∣
ỹ=0

, f

)
=
(
−(−ed+1) · P̃∇X̃,ỹ f

b
∣∣
ỹ=0

, f
)

=

∫
S

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹ f

b
∣∣
ỹ=0

)
f. (4.5)

Agora, considere a seguinte situação sobre a integral de P̃fb. Por um lado é valido

que ∫
S

(
P̃fb

)
fb =

∫
S

(
∇X̃,ỹ · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb

=

∫
S

(
∇X̃,ỹ ·

(
P̃∇X̃,ỹf

b
))

fb +

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹf

b

e, por outro lado, pelo teorema da divergência segue que∫
S

(
P̃fb

)
fb =

∫
S

(
∇X̃,ỹ · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb =

∫
∂S

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb.

Logo, unindo os resultados, temos∫
∂S

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb =

∫
S

(
∇X̃,ỹ ·

(
P̃∇X̃,ỹf

b
))

fb +

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹf

b.

como fb é solução de (4.3) então ∇X̃,ỹ ·
(
P̃∇X̃,ỹf

b
)
= P̃fb = 0. Portanto, a integral

acima resulta em∫
∂S

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb =

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹf

b

⇒
∫
ỹ=0

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb−

∫
ỹ=−1

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b
)
fb =

∫
S

∇X̃,ỹf
b·P̃∇X̃,ỹf

b

⇒
∫
S

(
(ed+1) · P̃∇X̃,ỹf

b |ỹ=0

)
fb |ỹ=0 =

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹf

b.
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Então, por consequência, (4.5) resulta em

(G(a, b)f, f) =

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹf

b ≥ p̃
∥∥∇X̃,ỹf

b
∥∥2
2
≥ 0

onde a penúltima desigualdade usa a coercividade de P̃ provada no lema 3.1.4.

iii. Pelo mesmo processo feito em ii, temos

(G(a, b)f, g) =

∫
S

∇X̃,ỹf
b · P̃∇X̃,ỹg

b ≤
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

∥∥∇X̃,ỹf
b
∥∥
2

∥∥∇X̃,ỹg
b
∥∥
2
,

onde a partir do lema 3.2.4, podemos obter

(G(a, b)f, g) ≤ C

(
1

q
,
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

)
∥∇X̃f∥H− 1

2
∥∇X̃g∥H− 1

2
,

pois h = 0 e ∂P̃ fb

∂n

∣∣∣
ỹ=−1

= 0 em (4.3). Assim, podemos garantir que (G(a, b)f, g) é

menor que

C

(
1

q
,
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

)(∫
S

Λ(ξ)−1
∣∣∣∇̂X̃f(ξ)

∣∣∣2 dξ) 1
2
(∫

S

Λ(ξ)−1
∣∣∣∇̂X̃g(ξ)

∣∣∣2 dξ) 1
2

= C

(
1

q
,
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

)(∫
S

Λ(ξ)−1 |ξ|2
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣2 dξ) 1

2
(∫

S

Λ(ξ)−1 |ξ|2 |ĝ(ξ)|2 dξ
) 1

2

≤ C

(
1

q
,
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

)(∫
S

Λ(ξ)1
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣2 dξ) 1

2
(∫

S

Λ(ξ)1 |ĝ(ξ)|2 dξ
) 1

2

= C

(
1

q
,
∥∥∥P̃∥∥∥

∞

)
∥f∥

H
1
2
∥g∥

H
1
2
.

Agora, basta mostrarmos que
∥∥∥P̃∥∥∥

∞
≤M(m0 +

1
2
)
def
= M(B, ∥a∥

Hm0+
1
2
), estimativa

esta que encontra-se demostrada no Apêndice E. O que conclui o resultado. □

A próxima proposição terá sua demostração omitida, pois esta é dema-

siadamente longa e foge do objetivo do capítulo. Mas a mesma pode ser encontrada

em [14].

Proposição 4.1.10. Seja m0 =
⌈
d+1
2

⌉
e k ∈ N, k ≥ m0. Suponha que a ∈ Hk+ 3

2 ∩

H2m0+
1
2 (Rd), ∇Xf ∈ Hk+ 1

2 (Rd)d e b ∈ C∞
b (Rd) satisfazendo (4.1). Então a aplicação

Ψ :
Ua ⊂ Hk+ 3

2 (Rd) → Hk+ 1
2 (Rd)

a 7→ G(a, b)f
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é de classe C∞ e as derivadas sucessivas são controladas:

i. Para todo h ∈ Hk+ 3
2 (Rd), tem-se

∥daG(·, b)f · h∥
Hk+1

2
≤ C(k,B, ∥a∥

H2m0+
1
2
, ∥∇Xf∥Hm0−

1
2
)

×
(
∥h∥

Hk+3
2
+ ∥h∥

Hm0+
1
2
(∥a∥

Hk+3
2
+ ∥∇Xf∥Hk+1

2
)
)
;

ii. Para todo h1, h2 ∈ Hk+ 3
2 (Rd),

∥∥d2aG(·, b)f · (h1, h2)
∥∥
Hk+1

2
≤ C(k,B, ∥a∥

H2m0+
1
2
, ∥∇Xf∥Hm0−

1
2
)

×
(
∥h1∥Hk+3

2
+ ∥h2∥Hm0+

1
2
+ ∥h2∥Hk+3

2
∥h1∥Hm0+

1
2

+ ∥h1∥Hm0+
1
2
∥h2∥Hm0+

1
2
(∥a∥

Hk+3
2
+ ∥∇Xf∥Hk+1

2
)
)
;

iii. Estimativas semelhantes valem para djaG(·, b)f , com j ∈ N tal que j ≥ 3.
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5 EQUAÇÕES NÃO LINEARES

Neste capítulo, nós vamos apresentar uma aplicação do operador de

Dirichlet-Neumann em função da construção de uma solução para o problema de

ondas em água, como feito em [14] e [17]. A principal ideia aqui é utilizar uma

estimativa controlada na equação linearizada, a qual iremos apresentar brevemente.

Usaremos para isso o esquema do tipo Nash-Moser, como apresentado em [20].

Enunciaremos também alguns teoremas dos quais não provaremos, de-

vido ao fato de suas demonstrações serem muito longas e de não tratarem do objetivo

deste capítulo, porém se fazem necessários para encontrar a solução do problema de

ondas em água.

Em primeiro lugar, vamos apresentar o teorema da função implícita de

Nash-Moser, e então usar este resultado para encontrar a solução do problema de

ondas em água.

5.1 Equação linearizada de ondas em água

Esta seção será dedicada a apresentar definições que se fazem necessá-

rias para desenvolvimento dos resultados no decorrer do capítulo.

Como visto na introdução em (1.23) as equações de ondas em água são


∂ζ
∂t

−G(ζ)ψ = 0,

∂ψ
∂t

+ gζ + 1
2
∥∇Xψ∥2 − 1

2(1+∥∇Xζ∥2)
(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ)

2 = 0,

onde, por mera simplicidade escrevemos G(ζ) ao invés de G(ζ, b), com b represen-

tando a parametrização do fundo.

57



Podemos ainda escrever este sistema em uma forma mais condensada

como
∂U

∂t
+ T (U) = 0, (5.1)

com U = (ζ, ψ)T e

T (U) =

(
−G(ζ)ψ, gζ + 1

2
∥∇Xψ∥2 −

(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ)
2

2
(
1 + ∥∇Xζ∥2

) )T

. (5.2)

Definição 5.1.1. Seja T > 0. Dizemos que U = (ζ, ψ)T é um estado de referência

admissível se (ζ, ψ − ψ
∣∣
t=0

)T ∈ C([0, T ];H∞(Rd)2) e ∇X ψ
∣∣
t=0

∈ H∞(Rd)d, e além

disso,

∃h0 > 0, min
{
−b, ζ − b

}
≥ h0 > 0 em [0, T ]× Rd,

onde devemos lembrar que y = b(X) é uma parametrização do fundo.

Por definição, o operador linearizado L associado a (5.1) é dado por

L := ∂
∂t
+ dUT ; a partir da igualdade (5.2), podemos calcular

dUT =

 −dζG(·)ψ −G(ζ)

−ZdζG(·)ψ − Zv · ∇X + g v · ∇X − ZG(ζ)

 ,

com Z = Z(U), v := v(U) e, para todo U = (ζ, ψ)T suficientemente pequeno

Z(U) :=
1

1 + ∥∇Xζ∥2
(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ) (5.3)

e

v(U) := ∇Xψ − Z(U)∇Xζ. (5.4)

A partir daqui, podemos determinar o problema bem definido de Cau-

chy LU = G,

U |t=0 = U0

(5.5)

Precisamos em primeiro lugar apresentar duas escalas de espaços de Banach, Ea e

Fa, nas quais algumas estimativas podem ser escritas de forma simples, e também

podemos construir um esquema de Nash-Moser.
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Notação 5.1.2. Para todo U suficientemente suave, denotaremos

a(U) := g +
∂

∂t
Z(U) + v(U) · ∇XZ(U),

onde Z(U) e v(U) são definidos em (5.3) e (5.4).

Definição 5.1.3. Seja T > 0 e a ∈ R. Defina os espaços de Banach Ea e Fa como

Ea :=
2⋂
j=0

Cj([0, T ], Ha+2−j(Rd)2),

Fa :=
1⋂
j=0

Cj([0, T ], Ha+1−j(Rd)2)×Ha+2(Rd)2,

com as seguintes normas

∥f∥Ea
:=

2∑
j=0

∥∥∥∥∂jf∂t
∥∥∥∥
Ha+2−j

T

, ∥(g, h)∥Fa
:=

1∑
j=0

∥∥∥∥∂jg∂t
∥∥∥∥
Ha+1−j

T

+ ∥h∥Ha+2 .

Proposição 5.1.4. Seja m0 =
⌈
d+1
2

⌉
, T > 0 e U um estado de referência admissível

satisfazendo que

∃c0 > 0 tal que a(t,X) ≥ c0, ∀(t,X) ∈ [0, T ]× Rd, (5.6)

onde a é definido em termos de U como apresentado na notação 5.1.2. Além disso,

seja G ∈ C1([0, T ] × H∞(Rd)2) e U0 ∈ H∞(Rd)2. Então existe uma única solução

U ∈ C2([0, T ], H∞(Rd)2) de (5.5). Mais ainda, para todo a ∈ R, a ≥ m0 + 1, vale a

seguinte estimativa:

∥U∥Ea
≤ C

(
k,B, ∥U∥E

q0+
1
2

, T

)(
∥(G,U0)∥F

a+3
2

+ ∥(G,U0)∥Fm0+1
∥U∥E

a+5
2

)
,

para algum q0 ∈ N dependendo apenas de d.

A demonstração do último resultado pode ser encontrada em [14].
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5.2 Um simples teorema da função implícita de Nash-Moser

Por mera simplicidade, ao invés de usarmos a forma mais geral deste

teorema usaremos uma versão mais simples, a qual apresentaremos abaixo e que

também pode ser encontrada em [20].

Sejam Ea e Fa, a ≥ 0 duas escalas de espaços de Banach apresentadas

na definição 5.1.2, e denote E∞ =
⋂
a≥0Ea, F∞ =

⋂
a≥0 Fa. Suponha ainda que deva

existir alguns operadores de suavização (Zθ)θ>1 : E∞ → E∞ satisfazendo que para

todo V ∈ E∞, com θ > 1 e s, t ≥ 0, tem-se que∥ZθV ∥Es
≤ Cs,tθ

s−t ∥V ∥Et
se s ≥ t;

∥V −ZθV ∥Es
≤ Cs,tθ

s−t ∥V ∥Et
se s ≤ t.

E suponha também que ∥V ∥Es
≤ ∥V ∥Et

sempre que s ≤ t.

Teorema 5.2.1. Seja Φ : E∞ → F∞ e suponha que existam U ∈ E∞, um inteiro

m > 0, um numero real δ e as constantes C1, C2 e (Ca)a≥m tal que para todo

U, V,W ∈ E∞,

∥∥U − U
∥∥
E3m

< δ ⇒


∥Φ(U)∥Fa

≤ Ca(1 + ∥U∥Ea+m), ∀a ≥ m

∥dUΦ · V ∥F2m
≤ C1 ∥V ∥E3m

∥d2UΦ · (V,W )∥F2m
≤ C2 ∥V ∥E3m

∥W∥E3m
.

(5.7)

Além disso, suponha também que para todo U ∈ E∞ tal que
∥∥U − U

∥∥
3m

< δ, existe

um operador Ψ(U) : F∞ → E∞ satisfazendo que para toda φ ∈ F∞, dUΦ·Ψ(U)φ = φ

e

∥Ψ(U)φ∥Ea
≤ Ca(∥φ∥Fa+m

+ ∥U∥Ea+m
∥φ∥F2m

), ∀a ≥ m. (5.8)

Assim se
∥∥Ψ(U)

∥∥
F2m

for suficientemente pequeno (em relação a um limite superior
1
δ
,
∥∥U∥∥

M
e (Ca)a≤M onde M só depende de m), então existe uma função U ∈ E∞

tal que Ψ(U) = 0.
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Observação 5.2.2. De acordo com Lannes [14], a demonstração feita por [20] mostra

de fato que paraM ≥ 3m e para todo a ≥M , assumindo U ∈ Ea ao invés de U ∈ E∞

podemos garantir a existência de uma solução U ∈ Ea ao invés de E∞.

5.3 Resolução das equações de ondas em água

Agora nós estamos prontos para apresentar o teorema que garante a

existência e unicidade da solução das equações de ondas em água (1.23).

Teorema 5.3.1. Sejam b ∈ C∞
b (Rd), ζ0 ∈ Hs+1(Rd) e ψ0 tal que ∇Xψ0 ∈ Hs(Rd)d,

com s > M (M dependendo apenas de d). Suponha, além disso, que

min {ζ0 − b,−b} ≥ 2h0 em Rd, para algum h0 > 0,

e

a(U) |t=0 ≥ c0 > 0 em Rd,

onde a é apresentado na notação 5.1.2 e U = U0 − tT (U0), com U0 = (ζ0, ψ0)
T

e T é definido como em (5.2). Então existe T > 0 e uma única solução (ζ, ψ)

das equações de ondas em água (1.23) com condições iniciais (ζ0, ψ0) e tal que

(ζ, ψ − ψ0) ∈ C1([0, T ], Hs(Rd)×Hs(Rd)).

Observação 5.3.3. O resultado é obtido como uma consequência do teorema 5.2.1

de Nash-Moser. Nós trabalharemos na demonstração com as escalas de espaços de

Banach (Ea)a e (Fa)a dados pela definição 5.1.3.

Dem.: (Teorema 5.3.1). Dado qualquer condição inicial U0 = (ζ0, ψ0) tal que (ζ0,∇Xψ0) ∈

H∞(Rd)1+d, é possível encontrar U ∈ C3([0, T ], H∞(Rd)2) ⊂ E∞ tal que

U |t=0 = 0, [∂U
∂t

+ T (U + U0)] |t=0 = 0, [∂
2U
∂t

+ ∂t(T (U + U0))] |t=0 = 0.
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Vamos definir a função G tal que G = ∂U
∂t

+ T (U + U0) e introduzir

Φ :
E∞ → F∞

U 7→ (∂U
∂t

+ T (U + U0), U |t=0),

Assim Φ(U) = (∂U
∂t

+ T (U + U0), U |t=0) = (G, 0). Então U + U0 fornecem uma

solução para o problema de Cauchy (1.23) com condições iniciais (ζ0, ψ0).

Agora vamos verificar se as condições do teorema 5.2.1 são satisfeitas.

Para tal, sabemos que para todo a ≥ 0 é válido que

∥Φ(U)∥Fa
=

∥∥∥∥(∂U∂t + T (U + U0), U |t=0

)∥∥∥∥
Fa

def
=

1∑
j=0

∥∥∥∥ ∂j∂tj
(
∂U

∂t
+ T (U + U0)

)∥∥∥∥
Ha+1−j

T

+ ∥U |t=0∥Ha+2

=

∥∥∥∥∂U∂t + T (U + U0)

∥∥∥∥
Ha+1

T

+

∥∥∥∥∂2U∂t2 +
∂

∂t
(T (U + U0))

∥∥∥∥
Ha

T

+ ∥U |t=0∥Ha+2

=

∥∥∥∥∂U∂t + T (U + U0)

∥∥∥∥
Ha+1

T

+

∥∥∥∥∂2U∂t2 + dU+U0T · ∂
∂t

(U + U0)

∥∥∥∥
Ha

T

+ ∥U |t=0∥Ha+2

≤
∥∥∥∥∂U∂t

∥∥∥∥
Ha+1

T

+ ∥T (U + U0)∥Ha+1
T

+

∥∥∥∥∂2U∂t2
∥∥∥∥
Ha

T

+

∥∥∥∥dU+U0T · ∂U
∂t

∥∥∥∥
Ha

T

+ ∥U∥Ha+2
T

= ∥U∥Ea
+ ∥T (U + U0)∥Ha+1

T
+

∥∥∥∥dU+U0T · ∂U
∂t

∥∥∥∥
Ha

T

.

A última igualdade é válida pois

∥U∥Ea

def
=

2∑
j=0

∥∥∥∥∂jU∂t
∥∥∥∥
Ha+2−j

T

= ∥U∥Ha+2
T

+

∥∥∥∥∂U∂t
∥∥∥∥
Ha+1

T

+

∥∥∥∥∂2U∂t
∥∥∥∥
Ha

T

.

Portanto,

∥Φ(U)∥Fa
≤ ∥U∥Ea

+ ∥T (U + U0)∥Ha+1
T

+

∥∥∥∥dU+U0T · ∂U
∂t

∥∥∥∥
Ha

T

. (5.9)

Agora vamos estimar os termos do lados direito de (5.9) tal que a ≥ m0 +
1
2
, afim

de mostrar a seguinte estimativa.

∥Φ(U)∥Fa
≤ C

(
a,B, ∥ζ0∥Ha+2 , ∥∇Xψ0∥Ha+1 , ∥U∥E

2m0+
1
2

)(
1 + ∥U∥Ea

)
. (5.10)
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De início, notemos que o segundo termo do lado direito de (5.9) pode ser estimado

a partir de (5.2) como

∥T (U + U0)∥Ha+1
T

≤ ∥G(ζ + ζ0)(ψ + ψ0)∥Ha+1
T

+ |g| ∥ζ + ζ0∥Ha+1
T

+
1

2

∥∥∥∇X(ψ + ψ0)∥2
∥∥
Ha+1

T
+

∥∥∥∥∥(G(ζ + ζ0)(ψ + ψ0) +∇X(ζ + ζ0) · ∇X(ψ + ψ0))
2

2
(
1 + ∥∇X(ζ + ζ0)∥2

) ∥∥∥∥∥
Ha+1

T

.

e, usando o teorema 4.1.6 e a proposição 4.1.10, obtemos a estimativa (5.10).

Tomando m ≥ m0 e algum δ > 0, a condição
∥∥U − U

∥∥
E3m

≤ δ implica

que ∥U∥E3m
e portanto ∥U∥E

2m0+
1
2

permanece limitado. Definindo Ca como o su-

premo de todas as constantes que aparecem em (5.10) onde U permanece na bola∥∥U − U
∥∥
E3m

≤ δ, garantimos a primeira condição de (5.7).

Agora para mostrarmos as duas ultimas condições de (5.7) considere

que para todo H,H1, H2 ∈ E∞ temos

dUΦ ·H = lim
δ→0

Φ(U + δH)− Φ(U)

δ

= lim
δ→0

( ∂
∂t
(U + δH) + T (U + δH + U0), (U + δH) |t=0)− (∂U

∂t
+ T (U + U0), U |t=0)

δ

= lim
δ→0

(
∂H

∂t
+

T (U + U0 + δH)− T (U + U0)

δ
, H|t=0

)
.

⇒ dUΦ ·H =

(
∂H

∂t
+ dU+U0T ·H, H|t=0

)
. (5.11)

Logo, pela proposição 4.1.10, garantimos que

∥dUΦ ·H∥F2m
≤ C1 ∥H∥E2m

,

e também

d2UΦ · (H1, H2) =
∂

∂U
(dUϕ ·H1) ·H2 = lim

δ→0

dUϕ ·H1(U + δH2)− dUϕ ·H1(U)

δ

= lim
δ→0

(
∂H1

∂t
+ dU+δH2+U0T ·H1, H1|t=0

)
−
(
∂H1

∂t
+ dU+U0T ·H1, H1|t=0

)
δ

= lim
δ→0

(dU+δH2+U0T (U + δH2 + U0) ·H1 − dU+U0T (U + U0) ·H1, 0)

δ
.
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⇒ d2UΦ · (H1, H2) =
(
d2U+U0

T · (H1, H2), 0
)
,

e novamente pelo proposição 4.1.10 podemos garantir que

∥∥d2UΦ · (H1, H2)
∥∥
F2m

≤ C2 ∥H1∥E3m
∥H2∥E3m

.

Vamos agora verificar a condição (5.8). A partir da expressão de dUΦ

dada por (5.11), notemos que sua inversa à direita Ψ(U) deve ser definida como

∀(G, V0) ∈ F∞, Ψ(U)(G, V0) = V,

onde 
∂V
∂t

+ dU+U0T · V = G

V |t=0 = V0

.

Para mostrarmos a estimativa (5.8) a partir da proposição 5.1.4 devemos garantir que

para todo U ∈ E∞ com
∥∥U − U

∥∥
E3m

< δ, temos que U+U0 é um estado de referência

admissível como apresentado na definição 5.1.1, satisfazendo (5.6) uniformemente,

ou seja, existe h0 > 0 e c0 > 0 tal que

∀U ∈ E∞,
∥∥U − U

∥∥
E3m

< δ, U1 + ζ0 − b ≥ h0 em [0, T ]× Rd, (5.12)

e

∀U ∈ E∞,
∥∥U − U

∥∥
E3m

< δ, a(U + U0) ≥ c0 em [0, T ]× Rd, (5.13)

onde a(u) é como definido na notação 5.1.2, e U1 é componente de U .

Em primeiro lugar, notemos que U foi definido como uma função tal

que U ∈ C3([0, T ], H∞(Rd)2) ⊂ E∞. Também sabemos que ζ0 ∈ Hs+1(Rd) e ∇Xψ0 ∈

Hs(Rd)d com s > M . Assim dado U ∈ E∞ exite δ > 0 tal que se
∥∥U − U

∥∥
E∞

< δ

podemos garantir que U + U0 ∈ C([0, T ], H∞(Rd)2). De fato, como U é de classe

C3 então ∀t ∈ [0, T ],∀x⃗, x⃗0 ∈ Rd, ∀ε > 0,∃δ1 > 0 tal que ∥(x⃗, t)− (x⃗0, t)∥E∞
< δ1,

temos que
∥∥U(x⃗, t)− U(x⃗0, t)

∥∥
E∞

< ε
3
.
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Logo,

∥U(x⃗, t)− U(x⃗0, t)∥E∞
≤
∥∥U(x⃗, t)− U(x⃗, t)

∥∥
E∞

+
∥∥U(x⃗, t)− U(x⃗0, t)

∥∥
E∞

+
∥∥U(x⃗0, t)− U(x⃗0, t)

∥∥
E∞

≤ ε

3
+
∥∥U(x⃗, t)− U(x⃗, t)

∥∥
E∞

+
∥∥U(x⃗0, t)− U(x⃗0, t)

∥∥
E∞

.

Tomando δ = min {δ1, δ2}, com 0 < δ2 <
ε
3

tal que
∥∥U(x⃗, t)− U(x⃗, t)

∥∥
E∞

< δ2,

podemos garantir que ∥U(x⃗, t)− U(x⃗0, t)∥E∞
≤ ε, ∀(x⃗, t) ∈ Rd × [0, T ]. Logo, U

é uniformemente contínua em (x⃗, t) ∈ Rd × [0, T ], o que implica em U + U0 ∈

C([0, T ], H∞(Rd)2).

Portanto, para aplicarmos a proposição 5.1.4 ainda devemos provar

(5.12) e (5.13). Para mostrarmos (5.12) notemos que

U1 + ζ0 − b = U1 − U1|t=0 + U1|t=0 + ζ0 − b =

∫ t

0

∂

∂t
U1(t

′)dt′ + U1|t=0 + ζ0 − b

≥ −
∫ T

0

∣∣∣∣ ∂∂tU1(t
′)

∣∣∣∣ dt′ − ∣∣(U1 − U1

)∣∣
t=0

∣∣+ 2h0

≥ −T
∥∥∥∥∂U1

∂t

∥∥∥∥
L∞
T

−
∣∣(U1 − U1

)∣∣
t=0

∣∣+ 2h0

≥ −Cst T ∥U∥E3m
−
∣∣(U1 − U1

)∣∣
t=0

∣∣+ 2h0,

onde U1

∣∣
t=0

= 0. Além disso, notemos também que∣∣(U1 − U1

)∣∣
t=0

∣∣ ≤ ∥∥U1 − U1

∥∥
L∞
T
≤
∥∥U − U

∥∥
L∞
T
≤ Cst

∥∥U − U
∥∥
E3m

≤ δCst,

onde a penúltima desigualdade se deve do fato das normas serem equivalentes no

Rd. Como isso, tomando δ =
h0−Cst T∥U∥E3m

Cst
> 0 podemos garantir que para um T

suficientemente pequeno vale

U1 + ζ0 − b ≥ −Cst T ∥U∥E3m
− δCst+ 2h0 = h0.

Para mostrarmos (5.13) notemos primeiramente que

a(U + U0) = a(U + U0)− a(U + U0) + a(U + U0)− a(U
∣∣
t=0

+ U0) + a(U
∣∣
t=0

+ U0)
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= a(U + U0)− a(U + U0) +

∫ t

0

∂

∂t′
(
a(U(t′) + U0)

)
dt′ + a(U0)

e além disso,∣∣∣∣∫ t

0

∂

∂t′
(
a(U(t′) + U0)

)
dt′
∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∣∣∣∣ ∂∂t′ (a(U(t′) + U0)
)∣∣∣∣ dt′ ≤ T

∥∥∥∥ ∂∂t′ (a(U(t) + U0)
)∥∥∥∥

L∞
T

≤ TC
(
∥U0∥E3m

,
∥∥U∥∥

E3m

)
,

e também

∥∥a(U + U0)− a(U + U0)
∥∥
E3m

≤ C
(
∥U0∥E3m

,
∥∥U∥∥

E3m

)∥∥U − U
∥∥
E3m

≤ δC
(
∥U0∥E3m

,
∥∥U∥∥

E3m

)
.

Agora, notemos que

a(U + U0) ≥ a(U0)− C
(
∥U0∥E3m

,
∥∥U0

∥∥
E3m

)
(T + δ).

Por hipótese, ∃c0 > 0 tal que a(U)
∣∣
t=0

≥ c0 > 0 no Rd. Como a é contínua então

∀t ∈ [0, T ] ⇒ a(U0) = lim
t→0

a(U0 − tT (U0)) = a(U)
∣∣
t=0

≥ c0 > 0. Portanto

a(U + U0) ≥ c0 − C
(
∥U0∥E3m

,
∥∥U0

∥∥
E3m

)
(T + δ) ≥ c0 ≥ 0.

Logo segue que U+U0 é um estado de referência admissível tal que a(U+U0) ≥ c0 ≥ 0

para algum c0 ∈ Rd.

Portanto pela proposição 5.1.4, existe uma única solução U ∈ C2([0, T ], H∞(Rd)2)

de LU = G,

U |t=0 = U0,

onde L := ∂
∂t
+ dUT ,

tal que

∥U∥Ea
≤ C

(
k,B, ∥U∥E

q0+
1
2

, T

)(
∥(G,U0)∥F

a+3
2

+ ∥(G,U0)∥Fm0+1
∥U∥E

a+5
2

)
,

para algum q0 ∈ N dependendo apenas de d.
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Definindo φ = (G, V0) ∈ F∞ temos

∥Ψ(U)φ∥Ea
≤ C

(
k,B, ∥U + U0∥E

q0+
1
2

, T

)(
∥φ∥F

a+3
2

+ ∥φ∥Fm0+1
∥U + U0∥E

a+5
2

)
,

e então, tomando m1 ≥ 2 implica em a+m1 ≥ a+ 3
2
, ou seja,

∥φ∥F
a+3

2

≤ ∥φ∥Fa+m1
.

Além disso, m2 ≥ m0 ⇒ 2m2 ≥ m0 + 1, o que resulta em

∥φ∥Fm0+1
≤ ∥φ∥F2m2

.

Ainda, m3 ≥ 3 ⇒ a+m ≥ a+ 5
2
, e então

∥U + U0∥E
a+5

2

≤ ∥U + U0∥Ea+m3

= ∥U + U0∥Ha+m3+2
T

+

∥∥∥∥ ∂∂t(U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3+1
T

+

∥∥∥∥ ∂2∂t2 (U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3
T

≤ ∥U∥
H

a+m3+2
T

+ ∥U0∥Ha+m3+2
T

+

∥∥∥∥ ∂∂t(U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3+1
T

+

∥∥∥∥ ∂2∂t2 (U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3
T

≤ ∥U∥
H

a+m3+2
T

+ sup
t∈[0,T ]

∥U∥Ha+m3+2 +

∥∥∥∥ ∂∂t(U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3+1
T

+

∥∥∥∥ ∂2∂t2 (U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3
T

≤ 2

(
∥U∥

H
a+m3+2
T

+

∥∥∥∥ ∂∂t(U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3+1
T

+

∥∥∥∥ ∂2∂t2 (U + U0)

∥∥∥∥
H

a+m3
T

)
⇒ ∥U + U0∥E

a+5
2

≤ ∥U + U0∥Ea+m3
≤ Cst ∥U∥Ea+m3

Logo, tomando m = max {m1,m2,m3} podemos garantir Ψ(U)φ suficientemente

pequeno assim como em (5.8).

Podemos portanto utilizar o teorema 5.2.1, que afirma que se pode

resolver a equação Φ(U) = 0 desde que ∥Φ(U)∥F2m
≤ M0 para algum M0 > 0.

Observemos então que Φ(U) = (G, 0) e, por construção,

G
∣∣
t=0

=
∂U

∂t
+ T (U + U0)

∣∣
t=0

= 0;
∂G

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂2U

∂t2
+
∂

∂t

(
T (U + U0)

∣∣
t=0

)
= 0.
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Logo, ∥∥Φ(U)∥∥
F2m

=
∥∥(G, 0)∥∥

F2m
=
∥∥G∥∥

H2m+1
T

+

∥∥∥∥∂G∂t
∥∥∥∥
H2m

T

≤ T

(∥∥∥∥∂G∂t
∥∥∥∥
H2m+1

T

+

∥∥∥∥∂2G∂t2
∥∥∥∥
H2m

T

)
,

e tomando T menor se necessário garantimos ∥Φ(U)∥F2m
≤M0. Provamos, portanto,

a existência de uma solução U ∈ E∞ para Φ(U) = 0, ou seja, a solução para as

equações de ondas em água (1.23).

Vamos agora provar a unicidade. Sejam U1 e U2 duas soluções em Ea+m

para algum a ≥ m0 +
1
2

e para m como escolhido anteriormente. A diferença U =

U2 − U1 resolve dessa maneira
∂U
∂t

+ dU1+U0T · U = G,

U |t=0 = 0,

com G := −
∫ 1

0
(1− t)d2U0+U1+t(U2−U1)

T · (U,U)dt.

Usando a proposição 4.1.10, podemos obter que para todo s ≥ 2m0 +
1
2
, temos

∥G∥Hs ≤ Cs ∥U∥Hm0
1
2
, onde a constante Cs depende das normas de U1 e U2 em Es.

A partir das condições da proposição 5.1.4, podemos obter a estimativa

∥U∥Ha
T
≤ Ca+mC(T )

∫ t

0

∥U(t)∥Hm0+ 1
2
dt,

para algum inteiro m > 0. Limitando ∥U(t)∥
Hm0+

1
2

superiormente por ∥U(t)∥Ha e

usando um argumento clássico de Gronwall garantimos que U = 0, o que conclui a

unicidade, e portanto o teorema em questão. □
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.1 Apêndice A

Vamos mostrar como reduzir o sistema (1.17)-(1.20) para um sistema

equivalente, assim como feito por Craig em [6]. Para isso, precisamos tomar o traço

de (1.20) na superfície livre e utilizar a regra da cadeia como feito a seguir:

Em primeiro lugar vamos desenvolver os termos ∂ϕ
∂t

e ∥∇X,yϕ∥2 da equação (1.20).

Para o primeiro termo sabemos de (1.21) que

∂

∂t
ψ(t,X) =

∂

∂t
ϕ(t,X, ζ(t,X)) ⇒ ∂ψ

∂t
=
∂ϕ

∂t
+

(
∂ζ

∂t

)(
∂ϕ

∂y

)
⇒ ∂ϕ

∂t
=
∂ψ

∂t
−
(
∂ζ

∂t

)(
∂ϕ

∂y

)
. (14)

Para o segundo termo, utilizando um resultado análogo ao obtido em (14) para ∂ϕ
∂Xi

,

com i = 1, 2, · · · , d temos

∥∇X,yϕ∥2 =
(
∂ϕ

∂X1

)2

+ · · ·+
(
∂ϕ

∂Xd

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

=

[
∂ψ

∂X1

−
(
∂ζ

∂X1

)(
∂ϕ

∂y

)]2
+ · · ·+

[
∂ψ

∂Xd

−
(
∂ζ

∂Xd

)(
∂ϕ

∂y

)]2
+

(
∂ϕ

∂y

)2

=

(
∂ψ

∂X1

)2

− 2

[(
∂ψ

∂X1

)(
∂ζ

∂X1

)(
∂ϕ

∂y

)]
+

(
∂ζ

∂X1

)2(
∂ϕ

∂y

)2

+ · · ·

· · ·+
(
∂ψ

∂Xd

)2

− 2

[(
∂ψ

∂Xd

)(
∂ζ

∂Xd

)(
∂ϕ

∂y

)]
+

(
∂ζ

∂Xd

)2(
∂ϕ

∂y

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

= ∥∇Xψ∥2 − 2

(
∂ϕ

∂y

)
(∇Xψ · ∇Xζ) +

(
∂ϕ

∂y

)2 (
∥∇Xζ∥2 + 1

)
. (15)

Utilizando então os resultados (14) e (15) em (1.20) temos

∂ψ

∂t
−
(
∂ζ

∂t

)(
∂ϕ

∂y

)
+

1

2
∥∇Xψ∥2 −

(
∂ϕ

∂y

)
(∇Xψ · ∇Xζ)

+
1

2

(
∂ϕ

∂y

)2 (
∥∇Xζ∥2 + 1

)
+ gζ = −P. (16)

Antes de continuarmos, notemos que o lado esquerdo da equação (1.19) pode ser

reescrita da seguinte maneira,

∂ζ

∂t
−
√

1 + ∥∇Xζ∥2
∂ϕ

∂n+

∣∣∣∣
y=ζ(t,X)

=
∂ζ

∂t
−
√

1 + ∥∇Xζ∥2n⃗+ · ∇X,yϕ
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=
∂ζ

∂t
−

√
1 + ∥∇Xζ∥2√
1 + ∥∇Xζ∥2

(−∇Xζ, 1)
T · ∇X,yϕ =

∂ζ

∂t
+∇Xζ · ∇Xϕ− ∂ϕ

∂y

⇒ ∂ζ

∂t
+∇Xζ · ∇Xϕ− ∂ϕ

∂y
= 0. (17)

Então ao substituirmos o resultado de (17) em (16) vamos ter

∂ψ

∂t
−
(
∂ϕ

∂y
−∇Xϕ · ∇Xζ

)(
∂ϕ

∂y

)
+

1

2
∥∇Xψ∥2 −

(
∂ϕ

∂y

)
(∇Xψ · ∇Xζ)

+
1

2

(
∂ϕ

∂y

)2 (
∥∇Xζ∥2 + 1

)
+ gζ = −P

⇒ ∂ψ

∂t
−
(
∂ϕ

∂y

)2

+ (∇Xϕ · ∇Xζ)

(
∂ϕ

∂y

)
+

1

2
∥∇Xψ∥2 −

(
∂ϕ

∂y

)
(∇Xψ · ∇Xζ)

+
1

2

(
∂ϕ

∂y

)2 (
∥∇Xζ∥2 + 1

)
+ gζ = −P. (18)

Agora vamos desenvolver o termo (∇Xϕ) da última equação. Para isso, a partir de

(1.21) podemos escrever que

∇Xψ(t,X) = ∇Xϕ(t,X, ζ(t,X)) ⇒ ∇Xψ = ∇Xϕ+∇Xζ

(
∂ϕ

∂y

)

⇒ ∇Xϕ = ∇Xψ −∇Xζ

(
∂ϕ

∂y

)
. (19)

Substituindo (19) em (18) temos

∂ψ

∂t
+

[(
∇Xψ −∇Xζ

(
∂ϕ

∂y

))
· ∇Xζ

(
∂ϕ

∂y

)]
+

1

2
∥∇Xψ∥2 −

(
∂ϕ

∂y

)
(∇Xψ · ∇Xζ)

+
1

2

(
∂ϕ

∂y

)2 (
∥∇Xζ∥2 − 1

)
+ gζ = −P

⇒ ∂

∂t
ψ − ∥∇Xζ∥2

(
∂ϕ

∂y

)2

+
1

2
∥∇Xψ∥2 +

1

2

(
∥∇Xζ∥2 − 1

)(∂ϕ
∂y

)2

+ gζ = −P

⇒ ∂ψ

∂t
+ gζ +

1

2
∥∇Xψ∥2 −

1

2

(
1 + ∥∇Xζ∥2

)(∂ϕ
∂y

)2

= −P. (20)

Por fim, temos que desenvolver o termo
(
∂ϕ
∂y

)
. Com isso, a partir de (1.19) e (1.22)

podemos obter
∂ζ

∂t
−G(ζ)ψ = 0, (21)
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substituindo (17) em (21) segue que

−∇Xζ · ∇Xϕ+
∂ϕ

∂y
−G(ζ)ψ = 0 ⇒ ∂ϕ

∂y
= G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xϕ

assim, usando o resultado obtido em (19) na última equação temos

∂ϕ

∂y
= G(ζ)ψ +∇Xζ ·

(
∇Xψ −∇Xζ

(
∂ϕ

∂y

))

⇒ ∂ϕ

∂y
= G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ − ∥∇Xζ∥2

(
∂ϕ

∂y

)
⇒ ∂ϕ

∂y
=

1

1 + ∥∇Xζ∥2
(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ) (22)

Dessa maneira, com (20), (21) e (22) obtemos enfim o sistema
∂ζ
∂t

−G(ζ)ψ = 0,

∂ψ
∂t

+ gζ + 1
2
∥∇Xψ∥2 − 1

2(1+∥∇Xζ∥2)
(G(ζ)ψ +∇Xζ · ∇Xψ)

2 = 0,

onde as equações são avaliadas apenas na superfície livre, o que justifica por (1.15)

o fato de P ser zero.

.2 Apêndice B

Considere as matrizes quadradas An×n e Bn×n e note que

BAΘ ·Θ =


b11 · · · b1n
... . . . ...

bn1 · · · bnn



a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann



Θ1

...

Θn

 ·


Θ1

...

Θn



=


b11 · · · b1n
... . . . ...

bn1 · · · bnn



a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn

...

an1Θ1 + · · ·+ annΘn

 ·


Θ1

...

Θn



=


b11(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ b1n(an1Θ1 + · · ·+ annΘn)

...

bn1(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ bnn(an1Θ1 + · · ·+ annΘn)

 ·


Θ1

...

Θn


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=
[
b11(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ b1n(an1Θ1 + · · ·+ annΘn)

]
Θ1 + · · ·

· · ·+
[
bn1(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ bnn(an1Θ1 + · · ·+ annΘn)

]
Θn

= b11Θ1(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ b1nΘ1(an1Θ1 + · · ·+ annΘn) + · · ·

· · ·+ bn1Θn(a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn) + · · ·+ bnnΘn(an1Θ1 + · · ·+ annΘn)

= (a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn)(b11Θ1 + · · · bn1Θn) + · · ·

· · ·+ (an1Θ1 + · · ·+ annΘn)(b1nΘ1 + · · ·+ bnnΘn)

=


a11Θ1 + · · ·+ a1nΘn

...

an1Θ1 + · · ·+ annΘn

 ·


b11Θ1 + · · ·+ bn1Θn

...

b1nΘn + · · ·+ bnnΘn



=


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann



Θ1

...

Θn

 ·


b11 · · · bn1
... . . . ...

b1n · · · bnn



Θ1

...

Θn

 = AΘ ·BTΘ.

.3 Apêndice C

Vamos demostrar as seguintes estimativas

∥∇X,yf
∗∥1,2 ≤ Cst ∥∇Xf∥H 1

2

e que ∥∥∥∥∥ ∂Qf ∗

∂n

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

≤ Cst ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1
2
.

Para a primeira estimativa consideremos que

∥∇X,yf
∗∥21,2 =

∑
|α|≤1

∥Dα(∇X,yf
∗)∥22 = ∥∇X,yf

∗∥22 + ∥D(∇X,yf
∗)∥22 . (23)

Vamos estimar em primeiro lugar o termo ∥∇X,yf
∗∥2 de (23) e assim

∥∇X,yf
∗∥2 =

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

∂f ∗

∂Xi

+
∂f ∗

∂y

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

χ(y |D|) ∂f
∂Xi

+
∂

∂y
(χ(y |D|))f

∥∥∥∥∥
2
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≤ ∥χ(y |D|)∇Xf∥2 + ∥χ′(y |D|) |D| f∥2 ≤ Cst ∥∇Xf∥2 + ∥χ′(y |D|) |D| f∥2 .

A última desigualdade é valida pois χ e uma função de suporte compacto. Logo,

com esse resultado em mãos, segue que

∥∇X,yf
∗∥2 ≤ Cst ∥Λ(D)∇Xf∥2 +

(∫
Rd

∫ 0

−1

|χ′(y |D|) |D| f |2 dydX
) 1

2

= Cst ∥Λ(D)∇Xf∥2 +
(∫ 0

−1

|χ′(y |D|)|2 dy
∫
Rd

|D|2 |f |2 dX
) 1

2

.

Assim, usando a propriedade 2.1.6 de Parseval e pelo fato de χ ∈ C∞
0 então

∥∇X,yf
∗∥2 ≤ Cst

∥∥∥Λ(ξ)∇̂Xf
∥∥∥
2
+ Cst

(∫
Rd

|ξ|2
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣2 dX) 1

2

,

com isso, pelo teorema 2.1.4 segue que

∥∇X,yf
∗∥2 ≤ Cst ∥∇Xf∥H 1

2
+ Cst

(∫
Rd

|ξ|2
∣∣∣∣ 1

2πiξ
∇̂Xf(ξ)

∣∣∣∣2 dX
) 1

2

≤ Cst ∥∇Xf∥H 1
2
+ Cst

(∫
Rd

Λ(ξ)
∣∣∣∇̂Xf(ξ)

∣∣∣2 dX) 1
2

≤ Cst ∥∇Xf∥H 1
2
.

Agora, vamos estimar o termo ∥D(∇X,yf
∗)∥2 de (23)

∥D(∇X,yf
∗)∥2 =

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

∂

∂Xi

(∇X,yf
∗) +

∂

∂y
(∇X,yf

∗)

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

∂

∂Xi

(
∇Xf

∗ +
∂f ∗

∂y

)
+

∂

∂y

(
∇Xf

∗ +
∂f ∗

∂y

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

∂

∂Xi

(∇Xf
∗) +∇X

(
∂f ∗

∂y

)
+

∂

∂y
(∇Xf

∗) +
∂2f ∗

∂y2

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥χ(y |D|)
d∑
i=1

∂

∂Xi

(∇Xf) + 2χ′(y |D|) |D| ∇Xf + χ′′(y |D|) |D|2 f

∥∥∥∥∥
2

≤ ∥χ(y |D|)∇X (∇Xf)∥2 + ∥2χ′(y |D|) |D| ∇Xf∥2 +
∥∥χ′′(y |D|) |D|2 f

∥∥
2
,

e como χ ∈ C∞
0 e pela propriedade 2.1.6 de Parseval então

∥D(∇X,yf
∗)∥2 ≤ Cst

(
∥F (∇X (∇Xf))∥2 + ∥F (|D| ∇Xf)∥2 +

∥∥F (|D|2 f
)∥∥

2

)
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= Cst

(∥∥∥|(2πi)| |ξ| ∇̂Xf(ξ)
∥∥∥
2
+
∥∥∥|ξ| ∇̂Xf(ξ)

∥∥∥
2
+

∥∥∥∥ 1

|(2πi)|
|ξ| ∇̂Xf(ξ)

∥∥∥∥
2

)
≤ Cst

∥∥∥|ξ| ∇̂Xf(ξ)
∥∥∥
2
≤ Cst

∥∥∥(1 + |ξ|2)
1
2 ∇̂Xf(ξ)

∥∥∥
2
= Cst ∥∇Xf∥H 1

2
,

onde a penúltima igualdade vale pelo teorema 2.1.4. Logo, substituindo as estima-

tivas encontradas em (23) concluímos que

∥∇X,yf
∗∥1,2 ≤ Cst ∥∇Xf∥H 1

2
.

E para demostrar a segunda desigualdade note que∥∥∥∥∥ ∂Qf ∗

∂n

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

=
∥∥∥−(−ed+1) ·Q∇X,y f

∗|y=−1

∥∥∥
H

1
2

=
∥∥∥−(−ed+1) ·Q∇X,y χ(y |D|)f |y=−1

∥∥∥
H

1
2

=

∥∥∥∥∥
d∑
i=1

qd+1,i χ(y |D|) ∂f
∂Xi

∣∣∣∣
y=−1

+ qd+1,d+1 f
∂

∂y
χ(y |D|)

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

≤

∥∥∥∥∥ sup
1≤i≤d+1

qd+1,i

(
d∑
i=1

χ(− |D|) ∂f
∂Xi

+ χ′(− |D|) |D| f

)∥∥∥∥∥
H

1
2

Como χ(− |D|) e χ′(− |D|) são funções de suporte compacto, segue que∥∥∥∥∥ ∂Qf ∗

∂n

∣∣∣∣
y=−1

∥∥∥∥∥
H

1
2

≤ C ∥Q∥1,∞

(∥∥∥∥∥
d∑
i=1

∂f

∂Xi

∥∥∥∥∥
H

1
2

+ ∥|D| f∥
H

1
2

)

= C ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1
2
+ C ∥Q∥1,∞

(∫
Rd

Λ(ξ) |ξ|2
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣2 dξ) 1

2

= C ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1
2
+ C ∥Q∥1,∞

(∫
Rd

Λ(ξ) |ξ|2
∣∣∣∣ 1

2πiξ
∇̂Xf(ξ)

∣∣∣∣2 dξ
) 1

2

≤ C ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1
2
+ C ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1

2
≤ Cst ∥Q∥1,∞ ∥∇Xf∥H 1

2
.

.4 Apêndice D

Sejam A,B e C variáveis do polinômio A + B + C. O quadrado deste polinômio é

dado por

(A+B + C)2 = A2 +B2 + C2 + 2AB + 2AC + 2BC,
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pela desigualdade de Young temos

(A+B + C)2 ≤ A2 +B2 + C2 + 2

(
A2

2
+
B2

2

)
+ 2

(
A2

2
+
C2

2

)
+ 2

(
B2

2
+
C2

2

)
⇒ (A+B + C)2 ≤ 3(

∣∣A2
∣∣+ ∣∣B2

∣∣+ ∣∣C2
∣∣).

.5 Apêndice E

Vamos mostrar a seguinte estimativa∥∥∥P̃∥∥∥
∞

≤M(B, ∥a∥
Hm0+

1
2
).

Pela definição de P̃ apresentada no lema 3.1.4, temos que os coeficientes não cons-

tantes de P̃ são da forma,

A = ∂s
∂X̃i

com i = 1, · · · , d+ 1; B = 1
∂s
∂ỹ

ou C =

(
∂s
∂X̃i

)(
∂s

∂X̃j

)
∂s
∂ỹ

, com 1 ≤, j ≤ d,

onde s é dado por (3.6) e satisfaz a condição 3.1.1. Dessa maneira, estimar P̃ é equi-

valente a estimar os seus coeficiente não constantes A,B e C. Com isso, começando

por A, podemos escrever A = A1 +A2 com A1 =
∂s1
∂X̃i

e A2 =
∂s2
∂X̃i

pois,

A =
∂s

∂X̃i

=
∂

∂X̃i

(s1 + s2) =
∂s1

∂X̃i

+
∂s2

∂X̃i

= A1 +A2.

Logo,

∥A1∥∞ =

∥∥∥∥ ∂s1∂X̃i

∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∇X̃,ỹs1

∥∥
∞ ≤

∥∥∥∇X̃,ỹ

(
b(X̃)ỹ

)∥∥∥
∞

= Cst
∥∥∥∇X̃b(X̃)

∥∥∥
∞
+

∥∥∥∥ ∂∂ỹ (b(X̃)ỹ
)∥∥∥∥

∞
= Cst

∥∥∥∇X̃b(X̃)
∥∥∥
∞
+
∥∥∥b(X̃)

∥∥∥
∞

≤ Cst ∥b∥2,∞

e como m0 +
1
2
≥ 1 por definição, então

∥A2∥∞ =

∥∥∥∥ ∂s2∂X̃i

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥ ∂

∂X̃i

((ỹ + 1)aλ)

∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∇X̃,ỹ ((ỹ + 1)aλ)

∥∥
∞

≤ Cst ∥∇X̃a∥∞ +

∥∥∥∥a ∂∂ỹ ((ỹ + 1)χ(λỹΛ(D)))

∥∥∥∥
∞

≤ Cst ∥∇X̃a∥2 + ∥χ(λỹΛ(D))a∥∞ + ∥(ỹ + 1)λΛ(D)χ′(λỹΛ(D))a∥∞
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≤
(∫

S

∣∣∣∇̂X̃a(ξ)
∣∣∣2 dξ) 1

2

+ Cst ∥a∥∞ + Cst ∥Λ(D)a∥∞

≤
(∫

S

|ξ|2 |â(ξ)|2 dξ
) 1

2

+ Cst ∥a∥2 + Cst ∥Λ(D)a∥2

≤
(∫

S

(
1 + |ξ|2

)m0+
1
2 |â(ξ)|2 dξ

) 1
2

+ Cst
∥∥∥Λ(ξ)2(m0+

1
2
)â(ξ)

∥∥∥
2
≤ Cst ∥a∥

Hm0+
1
2
,

onde a propriedade 2.1.6 de Parseval é utilizada em algumas etapas. Além disso,

podemos escrever B = B1 + B2 com B1 =
1

∂s1
∂ỹ

e B2 = −
∂s2
∂ỹ

( ∂s1
∂ỹ )(

∂s
∂ỹ )

pois,

B =
1
∂s
∂ỹ

=

∂s1
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

) =

∂s
∂ỹ

− ∂s2
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

) =

∂s1
∂ỹ

(
∂s
∂ỹ

− ∂s2
∂ỹ

)
(
∂s1
∂ỹ

)2 (
∂s
∂ỹ

)

=

(
∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

)
−
(
∂s1
∂ỹ

)(
∂s2
∂ỹ

)
(
∂s1
∂ỹ

)2 (
∂s
∂ỹ

) =

(
∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

)
(
∂s1
∂ỹ

)2 (
∂s
∂ỹ

) −

(
∂s1
∂ỹ

)(
∂s2
∂ỹ

)
(
∂s1
∂ỹ

)2 (
∂s
∂ỹ

)

=
1
∂s1
∂ỹ

−
∂s2
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

) = B1 + B2.

Então, por (3.39) ∥B1∥∞ ≤ Cst e mais ainda,

∥B2∥∞ =

∥∥∥∥∥∥−
∂s2
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

)
∥∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥−
∂s2
∂ỹ

−b(X̃)c0

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥−
∂s2
∂ỹ

h0c0

∥∥∥∥∥
∞

≤ Cst

∥∥∥∥∂s2∂ỹ
∥∥∥∥
∞
,

onde a última desigualdade é valida pois como h0c0 > 0 e (∂s2
∂ỹ

) > h0 > 0, então

⇒ ∥B2∥∞ ≤ Cst sup
1≤i≤d+1

∥A2∥∞ ,

Portanto, pela estimativa de ∥A2∥∞ feita anteriormente, temos

∥B2∥∞ ≤ Cst ∥a∥
Hm0+

1
2
.

Por fim, podemos escrever C = C1 + C2, com

C1 =

(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
∂s1
∂ỹ

,
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C2 =

[(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)
+
(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)
+
(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)]
∂s1
∂ỹ

−
(
∂s2
∂ỹ

)(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
(
∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

) ,

pois,

C =

(
∂s
∂X̃i

)(
∂s
∂X̃j

)
∂s
∂ỹ

=

(
∂s1
∂X̃i

+ ∂s2
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

+ ∂s2
∂X̃j

)
∂s
∂ỹ

=

[(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
+
(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)
+
(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
+
(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)]
∂s1
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

)
=

[(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)](
∂s
∂ỹ

− ∂s2
∂ỹ

)
+
[(

∂s1
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)
+
(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
+
(
∂s2
∂X̃i

)(
∂s2
∂X̃j

)]
∂s1
∂ỹ(

∂s1
∂ỹ

)(
∂s
∂ỹ

)
= C1 + C2.

Com isso,

∥C1∥∞ =

∥∥∥∥∥∥
(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
∂s1
∂ỹ

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥∥
(
∂s1
∂X̃i

)(
∂s1
∂X̃j

)
b(X̃)

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ Cst
∥∥(∇X̃b)

2
∥∥
∞ ≤ Cst ∥b∥2,∞ .

Logo, de maneira análoga podemos estimar ∥C2∥∞ por Cst ∥a∥
Hm0+

1
2
. Assim, com

esse resultado em mãos, podemos garantir que∥∥∥P̃∥∥∥
∞

≤M(B, ∥a∥
Hm0+

1
2
).

com B assim como apresentado na notação 4.1.5. □

Os resultados obtidos neste trabalho, utilizaram além das referências

citadas anteriormente as seguintes referências: [1], [8], [13], [15], [16] e [21].
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