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Dylewski. – 2023.

114 f.
Orientador: Julio Cesar Lombaldo Fernandes.

Tese (Doutorado) – Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Instituto de Matemática e Estat́ıstica,
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1. Transporte de Nêutrons. 2. Anisotropia. 3.
Método BL. I. Fernandes, Julio Cesar Lombaldo, orient.
II. T́ıtulo.



Solução da Equação do Transporte de Nêutrons
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3.4 Resultados para o Método P1 Anisotrópico com L = 1 . . . . . . . . . 52
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S(x, s) Fonte externa posterior à transformada de Laplace
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sn(s) Fonte de nêutrons pulsadas

Bn Autovalores do problema de valor inicial envolvendo as autofunções

de Helmholtz de ordem n

δ Função delta de Dirac

F−1 Transformada inversa de Fourier
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3.5 Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 10 para

c = 0.9 com evolução temporal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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5.10 Fluxo escalar de nêutrons do caso B2 em uma placa de tamanho H =

8 (mfp). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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5.4 Valores dos polos do caso B4 associados às primeiras 10 autofunções. 87
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo resolver a equação de transporte de nêutrons

com espalhamento anisotrópico e com fontes pulsadas, que ocorrem, por exemplo, em

reatores reprodutores rápidos. Inicialmente, são desenvolvidos métodos de resolução

para casos isotrópicos e anisotrópicos, com grau de anisotropia L = 1, utilizando

técnicas de transformada de Laplace na variável temporal e Fourier na variável es-

pacial. Analisamos o espaço transformado através de aproximações por frequências

espaciais Bn em uma placa homogênea. As soluções foram obtidas via aproximação

pelo método de esféricos harmônicos (PM−1), que utiliza uma aproximação para o

termo integral da equação do transporte por quadratura de Gauss-Legendre de or-

dem M . Foram obtidas simulações numéricas considerando diferentes parâmetros

de transporte, e os resultados estão de acordo com dados encontrados na literatura.

Em seguida, após uma breve análise do referencial assintótico do problema, apresen-

tamos o modelo BL. Usamos este método para representar soluções semi-anaĺıticas

para problemas anisotrópicos considerando diferentes graus de anisotropia. Resulta-

dos numéricos, aplicados em uma região de domı́nio limitado, são apresentados para

problemas com fontes de nêutrons pulsados. Na presente discussão, interpretamos

as simulações considerando diferentes parâmetros de transporte e percebemos que o

método utilizado apresentou resultados fisicamente consistentes.
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Abstract

This work has an objective to solve the neutron transport equation with ani-

sotropic scattering and with pulsed sources which occur, for example, in fast breeder

reactors. Initially, resolution methods are developed for isotropic and anisotropic

cases, with degree of anisotropy L = 1, using Laplace transform techniques in the

temporal variable and Fourier transform in the spatial variable. We analyze the trans-

formed space through spatial frequency approximations Bn in a homogeneous slab.

The solutions were obtained via approximation by the harmonic spherical method

(PM−1), which uses an approximation for the integral term of the Gauss-Legendre

quadrature transport equation of M -order. Numerical simulations were obtained

considering different transport parameters, and the results are in agreement with

data found in the literature. Then, after a brief analysis of the asymptotic reference

frame of the problem, we present the BL model. We use this method to repre-

sent semi-analytical solutions to anisotropic problems considering different degrees

of anisotropy. Numerical results, applied to a limited domain region, are presented

for problems with pulsed neutron sources. In the present discussion, we interpre-

ted the simulations considering different transport parameters and realized that the

method used presented physically consistent results.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nas últimas décadas, vários modelos e métodos para obter a solução da

equação de transporte de nêutrons foram desenvolvidos [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. Ex-

perimentos com fontes de nêutrons pulsadas despertam o interesse de pesquisadores,

pois permitem avaliar as caracteŕısticas de sistemas orientados por fontes através

de dados obtidos nesses experimentos [9]. Levando em consideração que em dis-

positivos de multiplicação de nêutrons, sistemas acionados por um acelerador são

caracterizados por uma fonte de nêutrons de alta energia, é importante analisar o

desempenho dos fenômenos de espalhamento anisotrópico [10, 11]. Nesse sentido,

a presente abordagem é dedicada ao estudo da solução da equação de transporte

de nêutrons com dispersão anisotrópica utilizando uma fonte de nêutrons pulsadas.

Neste tipo de problema, a análise da solução encontrada é importante, pois permite

avaliar os efeitos f́ısicos do problema. Podemos citar alguns trabalhos desenvolvidos

ao longo dos anos, como a solução da equação do transporte de nêutrons isotrópica

em geometria plana e de difusão de nêutrons [12, 13], abordagens para problemas

multigrupos de energia [14, 15] e problemas de dependência temporal [16, 17], entre

outros [18, 19].

No presente trabalho, apresentamos inicialmente, uma revisão do modelo

geral da equação de transporte de nêutrons com dispersão anisotrópica, conside-

rando um grupo de energia, em uma placa de domı́nio limitado. Através de uma

aproximação do termo que representa a seção transversal de colisão por uma série

1



truncada em polinômios de Legendre, seguida de transformações de Laplace, na

variável temporal, e Fourier, na variável espacial, o modelo de aproximação BL [12] é

derivado. O caso B0 apresentado por Dulla et al. [12] representa a solução isotrópica

da equação de transporte de nêutrons.

O objetivo do nosso trabalho é apresentar a solução anisotrópica para o fluxo

escalar de nêutrons seguindo uma abordagem semelhante a apresentada por Dulla et

al. [12]. Nesse sentido, após resolver o sistema gerado até certo grau de anisotropia,

iniciamos o minucioso processo de inversão. Após a aplicação da transformada inversa

de Fourier, representando o termo fonte por uma série envolvendo as autofunções de

Helmholtz, que são geradas devido a uma superposição de ondas espaciais obtemos o

processo de inversão de Laplace, através da integral de Mellin-Fourier e a aplicação

do Teorema dos Reśıduos através da análise do espaço assintótico, também usando o

método de esféricos harmônicos aproximado de ordemM ou PM−1 [5]. Este processo

pode ser comparado com uma técnica de inversão numérica obtida por Ganapol et

al. [20] e resulta na solução completa do problema. Utilizamos a notação PM−1

para denominar o método de esféricos harmônicos aproximado de ordem M , que é

equivalente ao método de ordenadas discretas SM , de mesma ordem.

Apresentamos as soluções de casos com graus de anisotropia L ∈ {1, 2, 3, 4}.
Analisamos o comportamento do fluxo escalar de nêutrons dos casos B1, B2, B3 e

B4 através de um método semi-anaĺıtico onde, no processo de inversão de Laplace,

a integração numérica é resolvida analiticamente e via aproximação pelo método de

esféricos harmônicos para obter os reśıduos.

Simulações numéricas são muito importantes na determinação do desempe-

nho de reatores com fontes pulsadas, por exemplo, reatores do tipo reprodutores

[21], que veremos na seção sobre reatores nucleares abaixo. Os estudos são guiados

ao desenvolvimento de códigos precisos para compilar os parâmetros nucleares ne-

cessários para este fim, realizando testes numéricos sobre a adequação das mesmas

e, finalmente, utilizando essas simulações para avaliar o desempenho desse reator.

Antes de abordarmos sobre a metodologia empregada nesse trabalho, apre-

sentamos uma breve história sobre reatores nucleares, que são objetos de aplicação

em nossa pesquisa, e a dedução da equação do transporte de nêutrons.
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1.1 Reatores Nucleares: Uma Breve Abordagem

O surgimento da ciência nuclear ocorreu entre o final do século XIX e o

ińıcio do século XX e vem sendo constrúıdo até os dias atuais. Os primeiros reatores

nucleares foram desenvolvidos com o intuito de produzir armas nucleares para a

Segunda Guerra Mundial através do Projeto Manhattan [22], desenvolvido por vários

cientistas com destaque para Enrico Fermi, cientista responsável pelo projeto. Após

o fim da guerra, surge a ideia de se trabalhar com reatores para a produção de

eletricidade. Em 1951, foi desenvolvido, projetado e operado o reator experimental

EBR-1 [23], primeiro reator nuclear responsável pela produção de energia. Entre 1960

e 1975 a energia nuclear foi bastante comercializada. Porém, entre 1975 e o ińıcio

do século XXI, houve um peŕıodo de estagnação, após vários acidentes ocorridos,

com destaque para o desastre de Chernobil em 1986 [24]. Atualmente, devido a alta

demanda de energia elétrica, vários páıses retomaram os estudos e projetos nesse

ramo de pesquisa. Páıses como a China, Rússia, Índia, Estados Unidos e Coréia do

Sul compreendem a maior parte dos reatores em operação no mundo [25].

Entre os principais benef́ıcios da utilização de reatores nucleares para a

produção de energia elétrica, podemos citar [26]:

• a sustentabilidade - produzir eletricidade sem causar danos ao meio ambiente,

de forma a diminuir o efeito estufa;

• a quantidade de potência produzida - um reator de fissão libera muita energia;

• e a segurança energética - uma boa fonte de energia base.

De modo geral, a energia nuclear é capaz de fornecer uma boa carga de base,

isto é, pode produzir e conservar a energia em um ńıvel muito alto, o tempo todo.

Os principais tipos de reatores nucleares existentes, e que funcionam como

meios geradores de energia, são os reatores de água leve LWR (Light Water Reactor)

[27]. Esses reatores estão divididos em duas subcategorias: reatores de água fervente

BWR (Boiling Water Reactor) e reatores de água pressurizada PWR (Pressurized

Water Reactor). Os reatores BWR e PWR possuem mecanismos de funcionamento
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similares, onde o núcleo é composto por materiais f́ısseis, isto é, dispostos a sofrer

fissão com um nêutron térmico. As reações entre esses materiais liberam energia

que é transferida para o material refrigerante e gera calor que aquece a água e cria

vapor. O vapor produzido gira uma turbina que gera eletricidade. Nos reatores do

tipo BWR, existe uma chance maior de ocorrer vazamento de material radioativo

no meio ambiente devido a existência de uma bomba refrigerante, responsável por

resfriar a água ou recondensá-la, geralmente é um tubo de refrigeração ligado a um

lago ou oceano. Essa é uma das desvantagens desse tipo de reator.

Nos reatores do tipo PWR, o processo é semelhante, porém, neste caso, a

água está pressurizada. Quando aumenta a pressão, aumenta o ponto de ebulição

da água e isso faz com que o reator funcione em temperaturas mais altas do que um

reator BWR, o que gera mais eficiência energética. Outra vantagem que podemos

destacar nesse tipo de reator, é uma menor chance de ocorrer vazamento de material

radioativo, pois existem dois circuitos que operam separadamente com o combust́ıvel

nuclear, sendo mais isolado do ambiente.

Existem também, reatores de água pesada HWR (Heavy Water Reactor),

cujo mecanismo de funcionamento é semelhante ao PWR porém, neste caso, usa-se

água pesada ou D2O ao invés de H2O. O óxido de Deutério possui uma seção trans-

versal de absorção muito menor do que a água leve. Isso significa que os nêutrons que

estão dentro do reator tem uma chance maior de atingir um produto de fissão e um

pedaço de material fissionável e sofrer fissão. Mas também, existe uma possibilidade

maior de que a água ao redor absorva o nêutron. Outra desvantagem desse reator é

o custo-benef́ıcio, uma vez que, o óxido de Deutério é um material muito caro.

Novos tipos de reatores estão em desenvolvimento com o objetivo de torná-los

mais limpos, eficientes, seguros e econômicos, por exemplo, reatores reprodutores [21,

28], cujos mecanismos são idênticos aos reatores de água leve mas que, diferentemente

dos LWR, utilizam dois materiais extras dentro do núcleo. Por exemplo, o Tório

(Th 232
90 ) que absorve um nêutron e, após uma decadência Beta, se transforma em

Protact́ınio (Pa 233
91 ) que, por outra decadência Beta, se torna Urânio (U 233

90 ) que é

4



f́ıssel. Representamos abaixo essa transformação:

Th 232
90 + n 1

0 Th 233
90 Pa 233

91 + β− U 233
90 + β− . (1.1)

De uma forma geral, esses tipos de reatores geram o próprio combust́ıvel

nuclear. Não seria necessário adicionar tantos materiais f́ısseis como faria em um

reator de água leve normal. Como exemplos desse tipo de reator podemos citar:

reatores ADS (Accelerattor-Driven Systems) [29], FR (Fast Reactors) [29] e MSR

(Molten Salt Reactor) [30, 31].

Como aplicação para esses tipos de reatores, que podem utilizar o conceito de

fonte de nêutrons pulsadas, o objetivo principal do nosso estudo é obter uma solução

semi-anaĺıtica da equação do transporte com espalhamento anisotrópico através do

método assintótico espacial. Para fazer isso, vamos utilizar a formulação BL apre-

sentada por Dulla et al. [12]. A seguir, apresentamos a teoria geral da equação do

transporte de nêutrons.

1.2 Equação do Transporte: Teoria Geral

A equação do transporte de nêutrons é uma versão linearizada da equação

desenvolvida por Ludwig Boltzmann no estudo da teoria cinética dos gases. Em

sua forma ı́ntegro-diferencial, esta equação descreve a distribuição espacial, tempo-

ral, direcional e energética de part́ıculas em um meio material. Podemos aplicá-la

na resolução de problemas referentes ao transporte de nêutrons, elétrons, fótons,

entre outros [32]. A importância de pesquisas sobre a equação do transporte está

relacionada ao grande número de aplicações que podemos encontrar em diversas

áreas como: aplicações em nanotecnologia, relacionada a micro-fluidos [33] e micro-

máquinas [34, 35]; f́ısica de reatores nucleares [36, 37, 15]; medicina nuclear e proteção

radiológica [38], entre outros.

No ińıcio do século XX surge o método de esféricos harmônicos (PM−1) [6]

utilizado para aproximar a dependência angular do núcleo do termo integral. Anos

mais tarde, é desenvolvido o método de ordenadas discretas (SM) [2] que consiste
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em aproximar o termo integral por quadratura de Gauss-Legendre de ordem M

para obter soluções associadas à equação do transporte de nêutrons. Em 1960 é

desenvolvido o método de Case [1] que é uma referência na teoria do transporte por

ser uma solução anaĺıtica, para alguns casos espećıficos.

A dedução da equação do transporte em sua forma ı́ntegro-diferencial pode

ser feita a partir de um movimento de part́ıculas realizadas no espaço de fase do

problema [32]. O objetivo principal é rastrear uma população de nêutrons em al-

guma posição r⃗, com energia E, viajando numa direção Ω⃗ em função do tempo t.

A equação geral pode ser determinada através de um balanço entre ganhos e perdas

de nêutrons dentro do sistema. Entre os ganhos de nêutrons podemos citar, por

exemplo, processos de fissão, reações do tipo (n, in), dispersão interna, fotofissão

e a contribuição de uma fonte externa, entre outros. Já os processos de perda de

nêutrons podem ocorrer devido a fugas, captura, espalhamento para fora do sistema,

entre outros. A dimensão desses processos utiliza o conceito de seção de choque

macroscópica que é a probabilidade de interação de nêutrons por unidade de com-

primento na sua trajetória e o inverso da seção de choque macroscópica é chamado

de livre caminho médio [mpf]. As seções de choque macroscópicas são representadas

pela sigla σ e dependem da energia E, sendo que, em meios heterogêneos também

dependem da posição r⃗. Definimos a seção de choque macroscópica total σ(r⃗, E)

como a soma entre a seção de choque macroscópica de absorção σa(r⃗, E) e a seção

de choque macroscópica de espalhamento σs(r⃗, E). Neste caso,

σ(r⃗, E) = σa(r⃗, E) + σs(r⃗, E), (1.2)

com

σa(r⃗, E) = σf (r⃗, E) + σγ(r⃗, E), (1.3)

σs(r⃗, E) = σn(r⃗, E) + σn′(r⃗, E), (1.4)

onde:

• σf (r⃗, E) = Seção de choque macroscópica de fissão,

• σγ(r⃗, E) = Seção de choque macroscópica de captura radioativa,
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• σn(r⃗, E) = Seção de choque macroscópica de espalhamento elástico,

• σn′(r⃗, E) = Seção de choque macroscópica de espalhamento inelástico.

A seção de choque macroscópica total também pode ser representada pela

soma das seções de choque diferenciais σx(r⃗, Ω⃗
′ → Ω⃗, E ′ → E), onde o subscrito x

representa o tipo de interação nêutron-núcleo. Ou seja,

σ(r⃗, E ′)f(r⃗, Ω⃗′ → Ω⃗, E ′ → E) =
∑
x

σx(r⃗, E
′)fx(r⃗, Ω⃗

′ → Ω⃗, E ′ → E), (1.5)

onde fx(r⃗, Ω⃗
′ → Ω⃗, E ′ → E)dΩ⃗dE representa a probabilidade de que um nêutron de

energia E ′, com direção Ω⃗′, ao sofrer uma reação com o núcleo, emita um ou mais

nêutrons no intervalo de energia dE ao redor de E. Dessa forma, temos que∫
E

∫
Ω⃗

fx(r⃗, Ω⃗
′ → Ω⃗, E ′ → E)dΩ⃗dE = 1. (1.6)

Para representar a equação do transporte de nêutrons, definimos, inicial-

mente, o número de nêutrons N ′(r⃗, Ω⃗, E, t)dV dΩ⃗dE presente em um volume dV , na

posição r⃗, no instante t, dentro de todas as direções dΩ⃗ em torno de Ω⃗ e que possuem

energia E no intervalo elementar dE.

Considerando a dependência temporal da equação do transporte, represen-

tamos a taxa de variação de nêutrons em dV como a taxa de produção de nêutrons

menos a taxa de perda de nêutrons em dV , onde a taxa de variação é dada por[
∂

∂t
N ′(r⃗, Ω⃗, E, t)

]
dV dΩ⃗dE. (1.7)

A taxa de produção de nêutrons é representada por[∫
E′

∫
Ω⃗′
σ(r⃗, E ′)f(r⃗, Ω⃗′ → Ω⃗, E ′ → E)v′N ′(r⃗, Ω⃗′, E ′, t)dΩ⃗′dE ′+S(r⃗, Ω⃗, E, t)

]
dV dΩ⃗dE,

(1.8)

onde v′ e S representam, respectivamente, a velocidade escalar de propagação de

nêutrons e a fonte externa.
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A taxa de perda de nêutrons é expressa por:[
σ(r⃗, E)vN ′(r⃗, Ω⃗, E, t) + vΩ⃗∇N ′(r⃗, Ω⃗, E, t)

]
dV dΩ⃗dE, (1.9)

onde ∇ é o coeficiente obtido através do Teorema da divergência [39].

Considerando que o fluxo angular de nêutrons é dado por∫
V

ϕ(r⃗, Ω⃗, E, t)dV =

∫
V

vN ′(r⃗, Ω⃗, E, t)dV, (1.10)

reescrevemos a equação do balanço como

1

v

∂

∂t
ϕ(r⃗, Ω⃗, E, t) +∇Ω⃗ϕ(r⃗, Ω⃗, E, t) + σ(r⃗, E)ϕ(r⃗, Ω⃗, E, t) =∫

E′

∫
Ω⃗′
σ(r⃗, E ′)f(r⃗, Ω⃗′→ Ω⃗, E ′→E)ϕ(r⃗, Ω⃗, E, t)dΩ⃗′dE ′+S(r⃗, Ω⃗, E, t). (1.11)

A equação (1.11) é a forma mais geral da equação do transporte de nêutrons

desenvolvida por Boltzmann. Nesse trabalho, inicialmente, vamos resolver a equação

do transporte de nêutrons em geometria plana unidimensional, monoenergética, de-

pendente do tempo e para um meio homogêneo. Em seguida, resolvemos a equação do

transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico e fontes pulsadas via método

da análise do espaço assintótico. Sendo assim, dividimos nosso trabalho da seguinte

forma: no Caṕıtulo 2 apresentamos a teoria geral sobre o Método Assintótico Espa-

cial (SAM - Space Asymptotic Method) casos isotrópico e anisotrópico. No Caṕıtulo

3 apresentamos a descrição e os resultados para o método de esféricos harmônicos

PM−1 aplicado na equação do transporte de nêutrons com dispersão isotrópica e

anisotrópica. No Caṕıtulo 4 descrevemos o modelo de aproximação BL aplicado à

equação do transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico. No Caṕıtulo

5 apresentamos os resultados para os casos B1, B2, B3 e B4, que representam as

soluções semi-anaĺıticas da equação do transporte de nêutrons considerando graus

de anisotropia que variam de L = 1 até L = 4. No Caṕıtulo 6 apresentamos nossas

conclusões e propostas de trabalhos futuros, juntamente com uma seção de apêndices.

Por fim, apresentamos as referências bibliográficas utilizadas nesse trabalho.
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Caṕıtulo 2

Método Assintótico Espacial

Ao longo dos anos, diversas abordagens para a obtenção de soluções anaĺıticas

para o problema de transporte de nêutrons com dependência temporal tem sido pro-

postas como, por exemplo, Ganapol [16]. Uma delas, é a abordagem da equação

de transporte espacialmente assintótica, adotada em Weinberg e Wigner [6]. Esse

tipo de abordagem pode fornecer, não somente, soluções úteis sobre os fenômenos

de transporte, bem como, soluções precisas para o problema considerado. O mo-

delo é deduzido pelo estudo da equação do transporte considerando um domı́nio da

frequência após uma transformação de Fourier no espaço. Para produzir uma re-

presentação da solução do problema de transporte dependente do tempo, é utilizada

uma superposição de ondas espaciais através de uma série envolvendo as autofunções

de Helmholtz nos limites de fuga do sistema f́ısico e constituindo, assim, um con-

junto completo. Para o estudo dos transientes iniciados por um pulso localizado,

que veremos a seguir, será observado que a solução é exata para a parte inicial da

evolução.

Na seção seguinte, desconsideramos a contribuição de nêutrons atrasados.

Quando analisamos os transientes de curto prazo em experimentos pulsados, o papel

das emissões de nêutrons atrasados é irrelevante [12]. A seguir, apresentamos a teoria

assintótica espacial para o caso isotrópico.
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2.1 Teoria Geral: Caso Isotrópico

Consideremos a equação do transporte de nêutrons em geometria plana

unidimensional, monoenergética, dependente do tempo e para um meio homogêneo

[12]:

1

v

∂ϕ

∂t
(x, µ, t) + µ

∂ϕ

∂x
(x, µ, t) + σϕ(x, µ, t) =

cσ

2

∫ 1

−1

ϕ(x, µ′, t)dµ′ +
1

2
S(x, t), (2.1)

onde,

• x é a variável espacial pertencente ao intervalo
[
−H

2
, H

2

]
;

• H é o tamanho da placa;

• v é a velocidade de nêutrons;

• ϕ(x, µ, t) é o fluxo angular de nêutrons no ponto x, na direção de µ e ao longo

do tempo t;

• µ é a variável direcional: µ = cos(Θ) onde Θ é o ângulo polar, ou seja, µ ∈
[−1, 1];

• σ é a seção de choque macroscópica total;

• c é o número médio de nêutrons secundários por colisão;

• S(x, t) é uma fonte externa.

Para este problema, consideramos que as condições para o fluxo são dadas

por,

ϕ

(
H

2
, µ, t

)
= 0 com µ < 0, (2.2)

ϕ

(
−H

2
, µ, t

)
= 0 com µ > 0. (2.3)
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Aplicando a técnica da transformada de Laplace a partir da variável t em s,

na equação (2.1), escrevemos

1

v
L

{
∂ϕ

∂t
(x, µ, t)

}
+ µL

{
∂ϕ

∂x
(x, µ, t)

}
+ σL {ϕ(x, µ, t)}

=
cσ

2

∫ 1

−1

L {ϕ(x, µ′, t)} dµ′ +
1

2
L {S(x, t)} , (2.4)

e obtemos,

s

v
ϕ(x, µ, s) + µ

∂ϕ

∂x
(x, µ, s) + σϕ(x, µ, s) =

cσ

2

∫ 1

−1

ϕ(x, µ′, s)dµ′ +
1

2
S(x, s), (2.5)

onde

L {ϕ(x, µ, t); t→ s} =

∫ +∞

0

ϕ(x, µ, t)e−stdt = ϕ(x, µ, s). (2.6)

Aplicando a técnica da transformada de Fourier, das frequências espaciais

B em (2.5), temos

s

v
F
{
ϕ(x, µ, s)

}
+ µF

{
∂ϕ

∂x
(x, µ, s)

}
+ σF

{
ϕ(x, µ, s)

}
=

cσ

2

∫ 1

−1

F
{
ϕ(x, µ′, s)

}
dµ′ +

1

2
F {S(x, s)} , (2.7)

onde

F

{
∂ϕ

∂x
(x, µ, s);x→ B

}
=

∫ +∞

−∞

∂ϕ

∂x
(x, µ, s)eiBxdx = −iBΦ(B, µ, s), (2.8)

F
{
ϕ(x, µ, s);x→ B

}
=

∫ +∞

−∞
ϕ′(x, µ, s)eiBxdx = Φ(B, µ′, s). (2.9)

Como observação, cabe salientar que: lim
x→+

−∞
ϕ(x, µ, s) = 0 pois os valores do

fluxo nos extremos da placa são nulos.
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Assim, reescrevemos (2.7), como

s

v
Φ(B, µ, s)−iBµΦ(B, µ, s)+σΦ(B, µ, s) = cσ

2

∫ 1

−1

Φ(B, µ′, s)dµ′+
1

2
S(B, s). (2.10)

Reagrupando os termos que contém Φ(B, µ, s), temos

Φ(B, µ, s)
[(
σ +

s

v

)
− iBµ

]
=
cσ

2

∫ 1

−1

Φ(B, µ′, s)dµ′ +
1

2
S(B, s). (2.11)

Nesse momento, uma expansão da variável angular µ levaria à versão as-

sintótica do método de esféricos harmônicos. No entanto, seria necessário um trun-

camento na série de funções e, portanto, uma aproximação na ordem de anisotropia

da solução desconhecida. Portanto, é prefeŕıvel seguir uma abordagem exata alter-

nativa.

Dividindo a equação (2.11) por
[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
, obtemos

Φ(B, µ, s) =
cσ

2

∫ 1

−1

Φ(B, µ′, s)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]dµ′ +
1

2

S(B, s)[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.12)

Integrando com relação a variável angular µ, obtemos para o fluxo angular

transformado duas vezes∫ 1

−1

Φ(B, µ, s)dµ =
cσ

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] ∫ 1

−1

Φ(B, µ′, s)dµ′

+
1

2
S(B, s)

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.13)

Escrevendo Φ(B, s) =
∫ 1

−1
Φ(B, µ, s)dµ, que denota o fluxo escalar de nêutrons

transformado, isto é, os fluxos angulares em todas as direções discretas posśıveis, te-

mos

Φ(B, s) =
cσ

2
Φ(B, s)

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] + 1

2
S(B, s)

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.14)

12



Isolando o fluxo total transformado, obtemos

Φ(B, s)

[
1− cσ

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

]] =
1

2
S(B, s)

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.15)

Vamos utilizar a seguinte notação para facilitar nos cálculos futuros

A00(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] , (2.16)

onde A00 representa o termo integral que possui no seu núcleo a multiplicação de

dois polinômios de Legendre de ordem zero. Dessa forma, reescrevemos (2.15) como

Φ(B, s) [1− cσA00(B, s)] = A00(B, s)S(B, s), (2.17)

e assim, obtemos

Φ(B, s) =
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)
S(B, s). (2.18)

Em (2.18) o termo A00(B, s), tem como solução

A00(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] =
1

B
arctan

(
B

σ + s
v

)
. (2.19)

De fato, fazendo uma mudança de variáveis, denotando u =
[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
e du = −iBdµ, temos

A00(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
= − 1

2iB

∫ [(σ+ s
v )−iB]

[(σ+ s
v )+iB]

du

u

= − 1

2iB
ln
[(
σ +

s

v

)
− iB

]
+

1

2iB
ln
[(
σ +

s

v

)
+ iB

]

13



=
1

2iB
ln

[(
σ + s

v

)
+ iB(

σ + s
v

)
− iB

]

=
1

2iB
ln

i− B

(σ+ s
v )

i+ B

(σ+ s
v )

.
Como

1

2i
ln

[
i− z

i+ z

]
= arctan (z),

temos que

A00(B, s) =
1

B
arctan

(
B

σ + s
v

)
. □

Assumindo que a representação de fonte de nêutrons pulsados pode ser es-

crita como uma expansão das séries de autofunções de Helmholtz, normalizada es-

pacialmente, escrevemos

S(B, s) =
∞∑
n=1

sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)] , (2.20)

onde Bn são os autovalores do problema de valor inicial envolvendo as autofunções

de Helmholtz e são representados por

Bn =
(2n− 1)π

H
. (2.21)

Para o caso de fontes pulsadas, consideramos a fonte projetada no espaço

das autofunções de Helmholtz de ordem n, dada por

S(x, t) =
∞∑
n=1

Sn(x, t) =
∞∑
n=1

Sn(x)sn(t). (2.22)

Em (2.22), temos que Sn(x) é solução do problema de valor de contorno
d2Sn(x)
dx2

+B2
nSn(x) = 0,

Sn
(
−H

2

)
= Sn

(
H
2

)
= 0,

(2.23)
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cuja solução é

Sn(x) =

√
2

H
cos(Bnx), (2.24)

onde
√

2
H

é uma constante normalizada.

Substituindo (2.20) em (2.18) obtemos

Φ(B, s) =
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)

∞∑
n=1

sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)] . (2.25)

Assumindo que

A00(B, s)

1− cσA00(B, s)

∞∑
n=1

sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)]

=
∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)] , (2.26)

temos

Φ(B, s) =
∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)] . (2.27)

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (2.27), temos

ϕ(x, s) =
∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
sn(s)

√
2

H
cos(Bnx), (2.28)

onde F−1
{
Φ(B, s)

}
= ϕ(x, s) e F−1

{
1
2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)]

}
= cos(Bnx). Aqui,

F−1 representa o operador da transformada inversa de Fourier.

De fato,

F−1 {δ(B −Bn)} (x) =
∫ +∞

−∞
δ(B −Bn)e

iBxdB = eiBnx,
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F−1 {δ(B +Bn)} (x) =
∫ +∞

−∞
δ(B +Bn)e

iBxdB = e−iBnx.

Dessa forma, obtemos

F−1

{
1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)]

}
(x) =

F−1 {δ(B −Bn)} (x) + F−1 {δ(B +Bn)} (x)
2

=
1

2

[
eiBnx + e−iBnx

]
= cos(Bnx). □

A transformada inversa de Laplace pode ser realizada pela aplicação do

Teorema dos Reśıduos e obviamente incluirá contribuições dos reśıduos nos polos,

quando presentes, e da linha interna ao longo dos cortes. A solução completa pode

ser geralmente escrita a partir da transformada inversa de Laplace através da integral

de Mellin-Fourier e da aplicação do Teorema da Convolução [40]

ϕ(x, t) =
∞∑
n=1

{∫ t

0

dt′
[

1

2πi

∫ cn+i∞

cn−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
es(t−t

′)ds

]
∗ sn(t′)

}√
2

H
cos(Bnx),

(2.29)

onde ∗ representa a convolução de funções.

De fato, aplicando a técnica da transformada inversa de Laplace através da

integral de Mellin-Fourier em (2.28), temos

ϕ(x, t) = L−1
{
ϕ(x, s); s→ t

}
=

1

2πi

∫ cn+i∞

cn−i∞
ϕ(x, s)etsds

=
1

2πi

∫ cn+i∞

cn−i∞

{
∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
sn(s)

√
2

H
cos(Bnx)

}
etsds

=

√
2

H

{
∞∑
n=1

1

2πi

∫ cn+i∞

cn−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
sn(s)e

tsds

}
cos(Bnx). (2.30)

Considerando as funções F (t′) = sn(t
′) e G(t − t′) = A00(Bn,s)

1−cσA00(Bn,s)
es(t−t

′), e
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aplicando o Teorema da Convolução, reescrevemos (2.30) da seguinte forma

Φ(x, t) =

√
2

H

∞∑
n=1

{∫ t

0

[
1

2πi

∫ cn+i∞

cn−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
es(t−t

′)ds

]
∗ sn(t′)dt′

}
cos(Bnx).□

Uma observação muito importante feita na passagem de (2.28) para (2.29)

é que devemos tomar um cuidado especial pois a função que está sendo integrada, a

qual chamaremos de H(s), dada por

H(s) =
∞∑
n=1

Γ(Bn, s)sn(s)

√
2

H
cos(Bnx), (2.31)

onde

Γ(Bn, s) =
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
, (2.32)

é um termo que possui singularidades. Para resolvermos a integral inversa de Laplace,

vamos utilizar o Teorema dos Reśıduos [41]. Devemos calcular a integral realizando

o cálculo ao longo da curva

Figura 2.1: Semićırculo de raio Bn no plano complexo.
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A integral inversa de Laplace deve ser calculada ao longo da curva (CBn),

onde todas as singularidades {p1, p2, ..., pk} presentes dentro do semićırculo complexo

C de raio Bn são reais e negativas. Com o aumento do raio do semićırculo em questão,

fazendo n → ∞, temos que Bn → ∞ e assim, cobrimos todas as singularidades pk,

desde que |cn| > pk,∀k.
Supondo que cada singularidade pode ser representada por

pk = −cn +Rke
iθ = −cn +Rk[cos (θ) + i sen (θ)], com θ ≤

∣∣∣π
2

∣∣∣ , (2.33)

onde Rk representa o reśıduo para cada valor de k. Como, neste caso, temos apenas

singularidades reais, temos que θ = 0,∀k. Assim

pk = −cn +Rk[cos (0) + i sen (0)] = −cn +Rk. (2.34)

Dessa forma, pelo Teorema dos Reśıduos, para Γ(Bn, s) =
A00(Bn,s)

1−cσA00(Bn,s)
, es-

crevemos∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds+

∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
j

Resp=pj [Γ(Bn, s)] , (2.35)

ou seja,∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
j

Resp=pj [Γ(Bn, s)]−
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds, (2.36)

neste caso, LBn representa o comprimento entre (−cn − iBn) e (−cn + iBn) e CBn é

a curva que contorna esses pontos.

Supomos que para todos os pontos sobre CBn existe uma constante positiva

MBn tal que MBn → 0 quando Bn → ∞ e onde |Γ(Bn, s)| ≤ MBn . Dessa forma,

podemos representar parametricamente a integral ao longo da curva CBn usando que
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s = −cn +Reiθ e teremos que∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds =

∫ π
2

−π
2

Γ(Bn,−cn +Reiθ)e(−cn+Re
iθ)(t−t′)iReiθdθ

=

∫ π
2

−π
2

Γ(Bn,−cn +Reiθ)ecn(t
′−t)eRe

iθ(t−t′)iReiθdθ

≤ ecn(t
′−t)MBnR

∫ π
2

−π
2

eRe
iθ(t−t′)ieiθdθ,

ou ainda que∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ ecn(t
′−t)MBnR

∣∣∣∣∣
∫ π

2

−π
2

eRe
iθ(t−t′)ieiθdθ

∣∣∣∣∣
≤ ecn(t

′−t)MBnR

∫ π
2

−π
2

∣∣∣eReiθ(t−t′)ieiθ∣∣∣ dθ.
Note que ∣∣∣eReiθ(t−t′)∣∣∣ . ∣∣ieiθ∣∣ ≤

∣∣∣eReiθ(t−t′)∣∣∣ . |i| . ∣∣eiθ∣∣
≤

∣∣∣eReiθ(t−t′)∣∣∣
≤

∣∣∣eR cos (θ)(t−t′)
∣∣∣ ,

assim, temos∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ ecn(t
′−t)MBnR

∫ π
2

−π
2

∣∣∣eReiθ(t−t′)ieiθ∣∣∣ dθ (2.37)

≤ ecn(t
′−t)MBnR

∫ π
2

−π
2

eR cos (θ)(t−t′)dθ. (2.38)

Agora, realizando uma mudança de variável, fazendo (ψ = θ− π
2
), temos que
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[cos (θ) = − sen (ψ)] e assim, conclúımos que∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ ecn(t
′−t)MBnR

∫ 0

−π
e−R sen (ψ)(t−t′)dψ. (2.39)

Como em [−π, 0] temos que e−R sen (ψ)(t−t′) ≤ e−Rψ(t−t
′), segue que∫ 0

−π
e−R sen (ψ)(t−t′)dψ ≤

∫ 0

−π
e−Rψ(t−t

′)dψ =
eRπ(t−t

′) − 1

R(t− t′)
. (2.40)

Finalmente, temos que∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ ecn(t
′−t)MBnR

∫ 0

−π
e−R sen (ψ)(t−t′)dψ (2.41)

≤ ecn(t
′−t)MBnR

[
eRπ(t−t

′) − 1

R(t− t′)

]
(2.42)

≤
[
e(−cn+Rπ)(t−t

′)

t− t′

]
MBn . (2.43)

Por hipótese, supomos que MBn → 0 quando Bn → ∞, implicando em

lim
Bn→∞

∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 0. (2.44)

Assim, ao fazermos Bn → ∞, teremos que∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
j

Resp=pj [Γ(Bn, s)] , (2.45)

lim
Bn→∞

∫ −cn+iBn

−cn−iBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
j

Resp=pj [Γ(Bn, s)] , (2.46)

∫ −cn+i∞

−cn−i∞
Γ(Bn, s)e

s(t−t′)ds = 2πi
∑
j

Resp=pj [Γ(Bn, s)] . (2.47)

Sendo assim, devemos calcular cuidadosamente as singularidades de Γ(Bn, s)
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que dependem do termo integral A00(Bn, s). Portanto, devemos analisar este termo,

definindo para quais valores de n teremos tais singularidades.

2.2 Inversão de Laplace

Nessa seção, estudamos o cálculo da transformada inversa de Laplace da

integral que aparece na equação (2.28) que, a prinćıpio, requer identificar singulari-

dades existentes no núcleo dado pela função complexa:

Γ(Bn, s) =
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
. (2.48)

O termo A00 na equação (2.48) envolve uma função multivariada, a função

arco tangente. Para isto, é necessário introduzir um corte no plano complexo, repre-

sentando um espectro cont́ınuo. Pelo que vimos anteriormente, temos que

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
=

1

2i
ln

[(
σ + s

v

)
+ iBn(

σ + s
v

)
− iBn

]
, (2.49)

a regularização pode ser obtida a partir de um corte ao longo dos valores negativos

do argumento da função logaŕıtmica, começando de zero. Isso leva a um corte entre

os pontos −σ − iBn e −σ + iBn.

A equação caracteŕıstica para a determinação dos polos (singularidades) é

escrita zerando o denominador da função Γ(Bn, s), ou seja

1− cσA00(Bn, s) = 0 ⇒ 1− cσ

Bn

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
= 0. (2.50)

Dessa forma, temos

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
=
Bn

cσ
, (2.51)
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e definindo τn = Bn

cσ
e q =

(
s
σv

+ 1
)−1

, temos

arctan (τnq) =
τn
c
. (2.52)

Com efeito,

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
=

Bn

cσ

arctan

(
Bnσv

σ(σv + s)

)
=

Bn

cσ

arctan

[
Bn

σ

( s

σv
+ 1

)−1
]

=
Bn

cσ

arctan (τnq) =
τn
c
. □

A equação (2.52) gera apenas uma singularidade se τn
c

≤ |π
2
|. Como con-

sequência, nenhum polo está associado a harmônicos para os quais Bn >
πcσ
2
, ou seja,

quando τn
c
> |π

2
| e, para cada sistema f́ısico, um valor limitador nlim para a ordem

de harmônicos espaciais para os quais o comportamento dependente do tempo é de-

terminado apenas pela construção cont́ınua do espectro. Para obtermos o valor do

nlim, precisamos verificar os valores para os quais τn
c
= π

2
. Nesse caso, temos

τn
c

=
π

2
⇔ Bn

cσ
=
π

2

⇔ (2n− 1)π

cHσ
=
π

2
⇔ 4n− 2 = c(Hσ)

⇔ n =
c(Hσ) + 2

4
.

Dessa forma, para todo n ≤ nlim, temos singularidades presentes no sistema.

Neste caso, definimos

nlim =

⌈
c(Hσ) + 2

4

⌉
, (2.53)

onde ⌈x⌉ representa o número inteiro maior ou igual a x.
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Observamos que, quando c e σH diminuem, nlim decresce. Ainda, para

valores suficientemente pequenos dessas quantidades, ou seja, cσH < 2, todos os

harmônicos espaciais podem ser privados pelos polos correspondentes. Esses siste-

mas são caracterizados por fortes caracteŕısticas de transporte e a propagação por

nêutrons não colididos ou colididos em baixa ordem. A seguir, apresentamos modelos

que aproximam a equação caracteŕıstica Γ(Bn, s) para o cálculo das singularidades.

Em particular, daremos ênfase ao modelo PM−1 de esféricos harmônicos.

2.3 Modelos Aproximados para Γ(Bn, s)

Nessa seção, vamos utilizar outro tipo de aproximação para o termo integral

A00(Bn, s) como, por exemplo, uma fórmula de integração discreta.

Consideremos, novamente, a equação do transporte de nêutrons unidimen-

sional, dependente do tempo e em geometria plana, para um meio homogêneo:

1

v

∂ϕ

∂t
(x, µ, t) + µ

∂ϕ

∂x
(x, µ, t) + σϕ(x, µ, t) =

cσ

2

∫ 1

−1

ϕ(x, µ′, t)dµ′ +
1

2
S(x, t). (2.54)

Se o esquema de Gauss-Legendre de ordem M de segunda ordem for utili-

zado, o modelo padrão de ordenadas discretas SM equivalente à geometria do plano,

adotado para o modelo PM−1 de esféricos harmônicos é obtido. Nesse caso, introdu-

zimos conjuntos simétricos de peso ωm e direção µm, e escrevemos a aproximação de

A00(Bn, s) como:

1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] ≈ 1

2

M∑
m=1

ωm[(
σ + s

v

)
− iBnµm

]
=

M
2∑

m=1

ωm[(
σ + s

v

)
− iBnµm

] . (2.55)

Usando a aproximação (2.55) em (2.50), os polos podem ser localizados nos

23



pontos determinados pelas soluções das equações dadas abaixo,

1− cσA00(Bn, s) = 0 (2.56)

⇒ 1− cσ

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] = 0 (2.57)

⇒ 1− cσ

M
2∑

m=1

ωm[(
σ + s

v

)
− iBnµm

] = 0. (2.58)

Nesses casos, os 2M polos serão sempre determinados no plano complexo,

aproximando-se completamente os polos isolados e do espectro cont́ınuo devido aos

cortes de ramificação provenientes da estrutura da transformada de Laplace na

equação (2.28).

O caso mais simples corresponde ao modelo P1, assumindo M = 2, com

µ1 = −µ2 =
1√
3
e ω1 = ω2 = 1. Neste caso, usando a aproximação (2.58) na equação

(2.50), temos

1− cσ

2

2∑
m=1

ωm[(
σ + s

v

)
− iBnµm

] = 0,

⇒ 1− cσ

2

[
ω1(

σ + s
v

)
− iBnµ1

+
ω2(

σ + s
v

)
− iBnµ2

]
= 0.

Para ω1 = ω2 = 1 e µ1 = −µ2 =
1√
3
, obtemos

1− cσ

2

[
1(

σ + s
v

)
− iBn√

3

+
1(

σ + s
v

)
+ iBn√

3

]
= 0

⇔ 1− cσ

2

[
2
(
σ + s

v

)(
σ + s

v

)2
+ B2

n

3

]
= 0

⇔ 1

cσ
=

(
σ + s

v

)(
σ + s

v

)2
+ B2

n

3

. (2.59)

Dessa forma, obtemos a seguinte equação do segundo grau para a deter-
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minação dos polos: (
σ +

s

v

)2

− cσ
(
σ +

s

v

)
+
B2
n

3
= 0. (2.60)

Da equação (2.60) é posśıvel concluir que são admitidos polos reais por

autofunções que satisfazem a seguinte condição,

Bn ≤
√
3

2
cσ. (2.61)

Com efeito:

(
σ +

s

v

)2

− cσ
(
σ +

s

v

)
+
B2
n

3
= 0 ⇒

(
σ +

s

v

)
=
cσ ±

√
(cσ)2 − 4B2

n

3

2
,

os polos serão reais quando o discriminante é maior ou igual a zero, ou seja, quando

(cσ)2 − 4B2
n

3
≥ 0 ⇒ (cσ)2 ≥ 4B2

n

3
⇒ cσ ≥ 2Bn√

3
⇒ Bn ≤

√
3

2
cσ. □

Caso contrário, teremos singularidades complexas, ou seja, quando

Bn >

√
3

2
cσ. (2.62)

O estudo das singularidades requer muito cuidado, pois, na inversão de La-

place da equação carcateŕıstica Γ(Bn, s), os reśıduos referentes a essas singularidades

são fundamentais para obtermos a solução do problema. Veremos que, para o caso

anisotrópico, também existem equações caracteŕısticas para a determinação de sin-

gularidades pertencentes ao problema. A seguir, fazemos estudo detalhado sobre

a equação do transporte anisotrópico e a formulação geral do método assintótico

espacial.
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2.4 Espalhamento Anisotrópico e Formulação Ge-

ral de BL

Nessa seção, apresentamos a formulação geral do método assintótico espacial

aplicada à equação do transporte com dispersão anisotrópica, que será objeto do

nosso estudo.

Para representar o modelo geral de BL, a suposição de isotropia é removida

do termo integral de colisão, ou seja, a seção de choque σ agora depende da direção µ,

e, dessa forma, a equação de transporte anisotrópica em sua forma ı́ntegro-diferencial

é escrita como [42]

1

v

∂ϕ

∂t
(x, µ, t) + µ

∂ϕ

∂x
(x, µ, t) + σϕ(x, µ, t) =

∫ 1

−1

σc(µ, µ
′)ϕ(x, µ′, t)dµ′ +

1

2
S(x, t),

(2.63)

neste caso, σc contém as caracteŕısticas anisotrópicas referentes ao modelo.

Aproximando a seção transversal de colisão através de uma série truncada

em polinômios de Legendre de ordem L, temos

σc(µ, µ
′) =

L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ)Pl(µ

′), (2.64)

e consideramos que

∫ 1

−1

σc(µ, µ
′)ϕ(x, µ′, t)dµ′ =

∫ 1

−1

{
L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ)Pl(µ

′)

}
ϕ(x, µ′, t)dµ′

=
L∑
l=0

2l + 1

2

{∫ 1

−1

σlPl(µ)Pl(µ
′)ϕ(x, µ′, t)dµ′

}

=
L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ)

{∫ 1

−1

Pl(µ
′)ϕ(x, µ′, t)dµ′

}
.(2.65)

Aplicando as transformadas de Laplace, na variável temporal t, e Fourier,
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na variável espacial x, da equação (2.63), obtemos

s

v
Φ(B, µ, s)− iBµΦ(B, µ, s) + σΦ(B, µ, s) =

∫ 1

−1

σc(µ, µ
′)Φ(B, µ′, s)dµ′ +

1

2
S(B, s).

(2.66)

Utilizando (2.65) em (2.66) temos

Φ(B, µ, s)
[(
σ +

s

v

)
− iBµ

]
=

L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ)Φl(B, s) +

1

2
S(B, s), (2.67)

onde,

Φl(B, s) =

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Φl(B, µ

′, s)dµ′, (2.68)

introduzindo os momentos de Legendre Φl do fluxo angular de nêutrons.

Nessa fase, é prefeŕıvel evitar uma expansão do fluxo, sendo assim, proce-

demos conforme o caso isotrópico, dividindo (2.67) pelo termo
[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
. Ao

fazer isso, obtemos

Φ(B, µ, s) =
L∑
l=0

2l + 1

2

{
σlΦl(B, s)Pl(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]} +
1

2

S(B, s)[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.69)

Multiplicando ambos os lados da equação (2.69) por Pk(µ), temos

Φ(B, µ, s)Pk(µ) =
L∑
l=0

2l + 1

2

{
σlΦl(B, s)Pl(µ)Pk(µ)[(

σ + s
v

)
− iBµ

] }
+
1

2

S(B, s)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.70)
Integrando sobre a variável angular µ, obtemos

∫ 1

−1

Φ(B, µ, s)Pk(µ)dµ =

∫ 1

−1

{
L∑
l=0

(
2l + 1

2

)
σlΦl(B, s)Pl(µ)Pk(µ)[(

σ + s
v

)
− iBµ

] }
dµ

+

∫ 1

−1

{
1

2

S(B, s)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]} dµ. (2.71)

27



Assim, obtemos a seguinte expressão:

Φk(B, s) =
L∑
l=0

σlΦl(B, s)
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]dµ
+

1

2
S(B, s)

∫ 1

−1

Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]dµ, (2.72)

onde,

Φk(B, s) =

∫ 1

−1

Pk(µ)Φ(B, µ, s)dµ. (2.73)

Observamos que, uma vez definimos a ordem de anisotropia L, apenas os

L+1 primeiros momentos desconhecidos do fluxo estão contidos nas L+1 primeiras

equações, portanto o sistema pode ser resolvido independentemente. Posteriormente,

todos os outros momentos do fluxo podem ser avaliados simplesmente combinando

os L + 1 primeiros momentos já determinados, de acordo com a equação (2.72).

Este procedimento é conhecido como a aproximação BL ou Método BL. Nesse caso,

referimos a palavra aproximação como o truncamento da expansão para a seção

transversal da colisão e não da expansão para o fluxo. De fato, nenhuma hipótese

sobre o grau de anisotropia do fluxo é feita.

As integrais que aparecem na equação (2.72) que envolvem os polinômios de

Legendre de ordem l e k, que são simétricos, e dados por,

Alk(B, s) = Akl(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]dµ, (2.74)

podem ser facilmente expressas analiticamente a partir de A00, fornecida pela equação

(2.16) e utilizando a fórmula de recorrência:

(k + 1)Al,k+1(B, s) = i
δlk
B

− i

(
σ + s

v

)
B

(2k + 1)Al,k(B, s)− kAl,k−1(B, s), (2.75)

onde δlk é a função delta de Kronecker.

De fato podemos utilizar esta espressão. Para isso, vamos utilizar, inicial-

mente, a fórmula de recorrência de Bonnet das identidades dos polinômios de Legen-
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dre, dadas por

(k + 1)Pk+1(µ) = (2k + 1)µPk(µ)− kPk−1(µ). (2.76)

Multiplicando ambos os lados de (2.76) por Pl(µ), temos

(k + 1)Pl(µ)Pk+1(µ) = (2k + 1)µPl(µ)Pk(µ)− kPl(µ)Pk−1(µ). (2.77)

Dividindo (2.77) por 1

2[(σ+ s
v )−iBµ]

de ambos os lados, temos

(k + 1)Pl(µ)Pk+1(µ)

2
[(
σ + s

v

)
− iBµ

] =
(2k + 1)µPl(µ)Pk(µ)

2
[(
σ + s

v

)
− iBµ

] µ− kPl(µ)Pk−1(µ)

2
[(
σ + s

v

)
− iBµ

] . (2.78)

Integrando (2.78) com relação a variável µ ∈ [−1, 1], temos

k + 1

2

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk+1(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] =
2k + 1

2

∫ 1

−1

µPl(µ)Pk(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
− k

2

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk−1(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] , (2.79)

logo, temos que:

(k + 1)Al,k+1(B, s) =
2k + 1

2

∫ 1

−1

µPl(µ)Pk(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] − kAl,k−1(B, s). (2.80)

Para obtermos a igualdade, devemos mostrar que,

2k + 1

2

∫ 1

−1

µPl(µ)Pk(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] = i
δlk
B

− i

(
σ + s

v

)
B

(2k + 1)Al,k(B, s). (2.81)
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Com efeito,

(2k + 1)

2

∫ 1

−1

µPl(µ)Pk(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
=

(2k + 1)

2

{
− 1

iB

∫ 1

−1

[
−iBµPl(µ)Pk(µ) +

(
σ + s

v

)
Pl(µ)Pk(µ)[(

σ + s
v

)
− iBµ

] ]
dµ

}

+
(2k + 1)

2

{
− 1

iB

∫ 1

−1

[
−
(
σ + s

v

)
Pl(µ)Pk(µ)[(

σ + s
v

)
− iBµ

] ]
dµ

}

=
−(2k + 1)

2iB

{∫ 1

−1

[[(
σ + s

v

)
− iBµ

]
Pl(µ)Pk(µ)[(

σ + s
v

)
− iBµ

] ]
dµ

}

+
(2k + 1)

2iB

{(
σ +

s

v

)∫ 1

−1

[
Pl(µ)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]] dµ}

=
−(2k + 1)

2iB

{∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)dµ−
(
σ +

s

v

)∫ 1

−1

[
Pl(µ)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]] dµ} .

Como µ ∈ [−1, 1], pela propriedade da ortogonalidade dos polinômios de

Legendre, temos que ∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)dµ =
2

2k + 1
δlk, (2.82)

onde δlk representa a delta de Kronecker.

Utilizando essa informação, obtemos

(2k + 1)

2

∫ 1

−1

µPl(µ)Pk(µ)dµ[(
σ + s

v

)
− iBµ

] =
−(2k + 1)

2iB

{
2

2k + 1
δlk

}
+

(2k + 1)

2iB

{(
σ +

s

v

)∫ 1

−1

[
Pl(µ)Pk(µ)[(
σ + s

v

)
− iBµ

]] dµ}

= − 1

iB
δlk +

(
σ + s

v

)
iB

(2k + 1)

2
Al,k(B, s)

=
i

B
δlk −

(
σ + s

v

)
B

(2k + 1)Al,k(B, s). □ (2.83)
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Portanto a equação (2.75) é válida, para valores quaisquer de k e l. Cabe

ressaltar que a aproximação B0 refere-se à aproximação com espalhamento isotrópico,

visto anteriormente.

A representação da solução no domı́nio geométrico, dependente do tempo,

pode ser feita da mesma forma que obtemos no caso isotrópico. Ilustramos o caso

B1, como exemplo. O sistema a ser resolvido é o seguinte,Φ0(B, s) = σ0A00(B, s)Φ0(B, s) + 3σ1A10(B, s)Φ1(B, s) + A00(B, s)S(B, s),

Φ1(B, s) = σ0A10(B, s)Φ0(B, s) + 3σ1A11(B, s)Φ1(B, s) + A10(B, s)S(B, s).

(2.84)

A equação que representa o fluxo total Φ = Φ0 é obtida isolando o primeiro

momento Φ1 da segunda equação do sistema (2.84),

Φ1(B, s) =
σ0A10(B, s)

1− 3σ1A11(B, s)
Φ0(B, s) +

A10(B, s)

1− 3σ1A11(B, s)
S(B, s), (2.85)

e substituindo na primeira equação do sistema dado em (2.84), e isolando o termo

Φ0(B, s). Dessa forma, obtemos

Φ0(B, s) =

[
3σ1A2

10(B,s)

1−3σ1A11(B,s)
+ A00(B, s)

]
1− σ0A00(B, s)− 3σ1σ0A2

10(B,s)

1−3σ1A11(B,s)

S(B, s). (2.86)

Para a obtenção das singularidades, é feito um corte de ramificação no plano

complexo na mesma posição do caso de espalhamento isotrópico. A localização dos

polos para obter a solução completa no tempo é uma tarefa bastante labosora, visto

que, neste caso a equação caracteŕıstica para a determinação dos polos é maior em

relação ao caso isotrópico. Sendo assim, devemos tomar bastante cuidado ao realizar

o cálculo dos reśıduos. Pretendemos, utilizar a teoria vista até então, e buscar a

solução exata para a equação do transporte anisotrópica. Para fazer isso, vamos

utilizar as equações dadas por (2.72) e (2.75) para encontrar a solução do fluxo

escalar de nêutrons. Vamos utilizar também, as seguintes expressões para os termos
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A00(Bn, s), A10(Bn, s) e A11(Bn, s):

A00(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] =
1

Bn

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
, (2.87)

A10(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

µdµ[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] =
2i

B2
n

[
Bn −

(
σ +

s

v

)
arctan

(
Bn

σ + s
v

)]
,

(2.88)

A11(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

µ2dµ[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] =

(
σ + s

v

)
B3
n

[
Bn(
σ + s

v

) − arctan

(
Bn

σ + s
v

)]
.

(2.89)

As equações (2.87), (2.88) e (2.89) são as soluções anaĺıticas dos termos

integrais que aparecem nos sistemas e podem ser utilizadas para descobrir os valores

de qualquer integral do tipo Alk(Bn, s) através da relação de recorrêcia (2.75).

No próximo caṕıtulo, apresentamos um pouco mais sobre o método de

esféricos harmônicos PM−1, utilizado nas aproximações dos termos integrais que apa-

recem nas equações caracteŕısticas referentes a cada um dos problemas, sendo eles

isotrópicos ou anisotrópicos.
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Caṕıtulo 3

Modelo de Aproximação por

Esféricos Harmônicos

Neste caṕıtulo, descrevemos o método de aproximação P1 aplicado aos casos

isotrópico e anisotrópico com grau de anisotropia L = 1. Apresentamos a solução

considerando uma aproximação do termo integral por quadratura gaussiana de ordem

M = 2, ou seja, inserimos um conjunto simétrico de pesos e ráızes para aproximar

os termos integrais que aparecem nas funções Λ(Bn, s) e Λ1(Bn, s), os núcleos que

contém as sigularidades referentes aos problemas isotrópico e anisotrópico, respec-

tivamente. Em seguida, calculamos os reśıduos referentes à equação caracteŕıstica

em ambos os casos e o fluxo escalar considerando uma fonte pulsada de nêutrons.

Apresentamos resultados, para alguns casos, considerando diferentes parâmetros nu-

cleares.

3.1 Método P1 Aplicado ao Caso Isotrópico

Nessa seção, apresentamos a formulação do método de esféricos harmônicos

considerando uma aproximação do termo integral por quadratura gaussiana de ordem

M = 2, representando, assim, o método P1. Seguindo os mesmos passos apresentados

na seção (2.1), após aplicação das técnicas das transformadas, de Laplace no tempo
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e Fourier no espaço, na equação do transporte de nêutrons isotrópica, obtemos e

expressão (2.18), que pode ser reescrita como

Φ(B, s) =
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)
S(B, s) = Λ(B, s)S(B, s), (3.1)

onde a equação caracteŕıstica para a obtenção das singularidades é obtida a partir

do núcleo

Λ(B, s) =
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)
. (3.2)

Representando a fonte de nêutrons pulsados como uma expansão das séries

de autofunções de Helmholtz, normalizada espacialmente, escrevemos (3.2) como,

Φ(B, s) = Λ(B, s)sn(s)
∞∑
n=1

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)]

=
∞∑
n=1

Λ(Bn, s)sn(s)

√
2

H

1

2
[δ(B −Bn) + δ(B +Bn)] . (3.3)

Aplicando a transformada inversa de Fourier em (3.3), temos

ϕ(x, s) =
∞∑
n=1

Λ(Bn, s)sn(s)

√
2

H
cos(Bnx). (3.4)

Como Sn(x) =
√

2
H
cos(Bnx) é um conjunto ortonormal de funções, que

dependem da variável n, o somatório da equação (3.4) constitui uma série de Fourier

generalizada, cujos termos representados por sn(s) são definidos por,

sn(s) =
1

∥Sn(x)∥2
∫ H

2

−H
2

f(x)Sn(x)dx, (3.5)

ou seja,

sn(s) =

∫ H
2

−H
2

f(x)

√
2

H
cos (Bnx)dx, (3.6)

pois, Sn(x) é um conjunto ortonormal, e dessa forma, o denominador de (3.5) é
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unitário. Assim,

sn(s) =

∫ H
2

−H
2

f(x)

√
2

H
cos (Bnx)dx

=

√
2

H

∫ H
2

−H
2

f(x) cos (Bnx)dx

= 2

√
2

H

∫ H
2

0

f(x) cos (Bnx)dx. (3.7)

Supondo um pulso inicial constante, dado por f(x) = 1, no intervalo [0, x0] ∈[
−H

2
, H

2

]
, reescrevemos (3.7) da seguinte forma:

sn(s) = 2

√
2

H

∫ x0

0

cos (Bnx)dx. (3.8)

Integrando com relação a x, obtemos

sn(s) = 2

√
2

H

1

Bn

[sen (Bnx)]
x0
0 . (3.9)

Substituindo Bn = (2n−1)π
H

em (3.9) e aplicando os limites de integração,

obtemos,

sn(s) = 2

√
2

H

H

(2n− 1)π
sen

[
(2n− 1)πx0

H

]

=
2
√

2
H
H

(2n− 1)π
sen

[
(2n− 1)πx0

H

]
=

2
√
2H

(2n− 1)π
sen (Bnx0). (3.10)

Substituindo (3.10) em (3.4), temos:

ϕ(x, s) =
∞∑
n=1

Λ(Bn, s)
4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx). (3.11)

35



Aplicando a transformada inversa de Laplace em (3.11), temos

ϕ(x, t) = L−1
{
ϕ(x, s)

}
= L−1

{
∞∑
n=1

Λ(Bn, s)
4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx)

}

=
∞∑
n=1

4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx)L

−1 {Λ(Bn, s)} . (3.12)

Utilizamos a aproximação P1 para calcular as singularidades de Λ(Bn, s) para

cada valor de n, ou seja, vamos utilizar a quadratura gaussiana de ordemM = 2 para

fazer a aproximação do termo integral da equação (2.16). Considerando µ1 = 1√
3
,

µ2 = − 1√
3
, ω1 = 1 e ω2 = 1, escrevemos A00(Bn, s) como:

A00(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
–iBnµ

]
=

1

2

2∑
m=1

ωm(
σ + s

v

)
− iBnµm

=
3
(
σ + s

v

)
3
(
σ + s

v

)2
+B2

n

. (3.13)

Assim, a função Λ(Bn, s) é dada por,

Λ(Bn, s) =

(
σ + s

v

)(
σ + s

v

)2 − cσ
(
σ + s

v

)
+ B2

n

3

. (3.14)

As singularidades de Λ(Bn, s) vêm da equação caracteŕıstica dada por

(
σ +

s

v

)2

− cσ
(
σ +

s

v

)
+
B2
n

3
= 0. (3.15)
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Note que em (3.12), temos

L−1 {Λ(Bn, s)} = L−1

{
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)

}
=

1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
estds

=
1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

(
σ + s

v

)(
σ + s

v

)2 − cσ
(
σ + s

v

)
+ B2

n

3

estds

=
1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

v(vσ + s)

(s− s1)(s− s2)
estds, (3.16)

onde s1 e s2 são as ráızes de (3.15) e são dadas por:

s1 = v

cσ +
√

(cσ)2 − 4B2
n

3

2
− σ

 , (3.17)

s2 = v

cσ −
√

(cσ)2 − 4B2
n

3

2
− σ

 . (3.18)

Na seção (3.2), fazemos uma breve discussão sobre singularidades reais e

complexas, a partir dos termos que compõem s1 e s2 dadas nas equações (3.17) e

(3.18), respectivamente. Observe que a equação (3.16) é uma integral que envolve

uma função racional. Para resolvê-la, utilizamos a decomposição em frações par-

ciais, seguida do Teorema dos Reśıduos devido a presença de singularidades. Pela

decomposição em frações parciais, temos:

v(vσ + s)

(s− s1)(s− s2)
=

A

s− s1
+

B

s− s2
⇒ v(vσ + s) = A(s− s2) +B(s− s1). (3.19)

Se s = s1 em (3.19) temos,

A =
v(vσ + s1)

s1 − s2
. (3.20)
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Se s = s2 em (3.19) temos,

B =
v(vσ + s2)

s2 − s1
. (3.21)

Logo, reescrevemos a equação (3.16), como

L−1 {Λ(Bn, s)} =
1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

v(vσ + s)

(s− s1)(s− s2)
estds

=
1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

(
A

s− s1
+

B

s− s2

)
estds

=
1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

[
v(vσ + s1)

(s− s1)(s1 − s2)
+

v(vσ + s2)

(s− s2)(s2 − s1)

]
estds

=
1

2πi
2πi

2∑
i=1

Ri [Λ(Bn, s)]

= R1 + R2, (3.22)

onde R1 e R2 são os reśıduos provenientes da integral dada por,

lim
Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

[
v(vσ + s1)

(s− s1)(s1 − s2)
+

v(vσ + s2)

(s− s2)(s2 − s1)

]
estds. (3.23)

Devemos notar que, se s1 e s2 são singularidades reais, podemos calcular R1

e R2 da seguinte forma,

R1 = lim
s→s1

(s− s1)v(vσ + s1)e
st

(s− s1)(s1 − s2)
=
v(vσ + s1)e

s1t

(s1 − s2)
, (3.24)

R2 = lim
s→s2

(s− s2)v(vσ + s2)e
st

(s− s2)(s2 − s1)
=
v(vσ + s2)e

s2t

(s2 − s1)
. (3.25)

Portanto, reescrevemos a equação (3.22), como

L−1 {Λ(Bn, s)} =
v(vσ + s1)e

s1t

(s1 − s2)
+
v(vσ + s2)e

s2t

(s2 − s1)
. (3.26)
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Substituindo (3.26) em (3.12), temos:

ϕ(x, t) =
∞∑
n=1

4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx)

[
v(vσ + s1)e

s1t

(s1 − s2)
+
v(vσ + s2)e

s2t

(s2 − s1)

]
.

(3.27)

Vale ressaltar que, se s1 e s2 são singularidades reais, devemos analisar se

elas se encontram entre −σ e −σ+Bn. Caso contrário, se s1 e s2 são singularidades

complexas, devemos analisar se elas estão presentes no semićırculo de raio Bn.

Note que, quando (cσ)2 + 4B2
n

3
≥ 0, temos que s1 e s2 são reais. Caso

contrário, quando (cσ)2 + 4B2
n

3
< 0, s1 e s2 são complexas. No caso em que s1 e s2

são ráızes complexas, temos que:

s1 = b+ dni e s2 = b− dni, (3.28)

onde b = v
(
cσ
2
− σ

)
e dn = −v

[√
(cσ)2− 4B2

n
3

2

]
i.

Neste caso, teremos que

R1 =
v(vσ + s1)e

s1t

(s1 − s2)
=
v[vσ + (b+ dni)]e

(b+dni)t

(b+ dni)− (b− dni)
=
v[vσ + (b+ dni)]e

(b+dni)t

2dni

=
v[vσe(b+dni)t + (b+ dni)e

(b+dni)t]

2dni
, (3.29)

e,

R2 =
v(vσ + s2)e

s2t

(s2 − s1)
=
v[vσ + (b− dni)]e

(b−dni)t

(b− dni)− (b+ dni)
=
v[vσ + (b− dni)]e

(b−dni)t

−2dni

=
v[−vσe(b−dni)t − (b− dni)e

(b−dni)t]

2dni
. (3.30)

Logo,
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R1 + R2

v
=

[
vσe(b+dni)t + (b+ dni)e

(b+dni)t

2dni

]
+

[
−vσe(b−dni)t − (b− dni)e

(b−dni)t

2dni

]
=

vσe(b+dni)t + (b+ dni)e
(b+dni)t − vσe(b−dni)t − (b− dni)e

(b−dni)t

2dni

=
vσebt

dn

[
ednit − e−dnit

2i

]
+
bebt

dn

[
ednit − e−dnit

2i

]
+
dnie

bt

dni

[
ednit + e−dnit

2

]
=

vσebt

dn
sen (dnt) +

bebt

dn
sen (dnt) + ebt cos (dnt)

= (vσ + b)
ebt sen (dnt)

dn
+ ebt cos (dnt). (3.31)

Note que, como b = v
(
cσ
2
− σ

)
= vcσ

2
− vσ, temos

R1 + R2

v
=

(
vσ +

vcσ

2
− vσ

) ebt sen (dnt)
dn

+ ebt cos (dnt)

=
vcσebt sen (dnt)

2dn
+ ebt cos (dnt), (3.32)

e portanto,

R1 + R2 = vebt
[
vcσ sen (dnt)

2dn
+ cos (dnt)

]
. (3.33)

Assim, se as singularidades são complexas, temos

ϕ(x, t) =
∞∑
n=1

4vebt

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx)

[
vcσ sen (dnt)

2dn
+ cos (dnt)

]
, (3.34)

que representa a solução para o fluxo escalar de nêutrons quando temos singularidades

complexas. A seguir, apresentamos resultados para o caso isotrópico considerando a

aproximação pelo método P1.

3.2 Resultados para o Método P1 Isotrópico

Nesta seção, são apresentados, inicialmente, os valores para as singularida-

des referentes ao problema isotrópico considerando diferentes parâmetros como, por
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exemplo, a variação do parâmetro c que representa o número médio de nêutrons

secudários por colisão e diferentes tamanhos de placa H. Após, são apresentados

resultados para o fluxo escalar de nêutrons considerando diferentes parâmetros.

Devemos levar em consideração, que as singularidades s1 e s2 provenientes da

equação (3.15) podem ser reais ou complexas. Teremos singularidades reais, quando

o número de harmônicas n satisfaz,

(cσ)2 − 4B2
n

3
≥ 0, (3.35)

ou seja, quando

n ≤

[√
3c(Hσ)

4π
+

1

2

]
. (3.36)

Vamos denotar por nmax o valor que satisfaz a equação (3.36), isto é, o valor

de n para os quais teremos apenas singularidades reais. Escrevemos,

nmax =

⌊√
3c(Hσ)

4π
+

1

2

⌋
, (3.37)

onde ⌊y⌋ representa o número inteiro menor ou igual a y.

Sendo assim, conseguimos perceber que, quando
√
3c(Hσ)
4π

= 1
2
, existirá apenas

uma singularidade real no sistema e as demais serão complexas. Vemos também, que

quanto maior o valor de c(Hσ), maior é o número de singularidades reais referentes

ao problema.

Nas tabelas (3.1) e (3.2) abaixo, apresentamos os valores para as singula-

ridades da função Λ(Bn, s) considerando, inicialmente, uma placa de tamanho fixo

H = 50 e variando o número médio de nêutrons secundários por colisão c. Vamos

considerar a seção transversal total σ = 1 e a velocidade v = 1. Note, também, que

as distâncias são medidas em [mpf], ou seja, unidades de trajetos livres médios e o

tempo é medido em termos do tempo livre médio [mft], isto é, o tempo tomado para

cobrir uma distância de um [mpf]. Para simular os resultados, implementamos um

código em Python 3.7-32bit e executados em um computador Intel(R), Core(TM),
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i3-5005U, CPU 2.0GHz, 64bits, 4 GB de memória RAM e Windows(10). Apresen-

tamos todos os resultados dessa seção considerando 4 algarismos significativos e o

número de harmônicas N = 3000, referentes ao truncamento da série dada em (3.34)

para o fluxo escalar de nêutrons.

Tabela 3.1: Valores dos polos s1 associados as 15 primeiras autofunções para diferentes
valores do número de secundários por colisão c e para a espessura fixa H = 50.

n c = 0.3 c = 0.5 c = 0.7 c = 0.9

1 - – - -
2 - - - -
3 −0.85 + 0.1020j - - -
4 −0.85 + 0.2049j −0.75 + 0.0445j - -
5 −0.85 + 0.2830j −0.75 + 0.2100j −0.5238 -
6 −0.85 + 0.3698j −0.75 + 0.3110j −0.65 + 0.1916j −0.3420
7 −0.85 + 0.4471j −0.75 + 0.3999j −0.65 + 0.3161j −0.55 + 0.1411j
8 −0.85 + 0.5231j −0.75 + 0.4833j −0.65 + 0.4166j −0.55 + 0.3059j
9 −0.85 + 0.5982j −0.75 + 0.5637j −0.65 + 0.5077j −0.55 + 0.4217j
10 −0.85 + 0.6727j −0.75 + 0.6423j −0.65 + 0.5938j −0.55 + 0.5221j
11 −0.85 + 0.7469j −0.75 + 0.7196j −0.65 + 0.6766j −0.55 + 0.6147j
12 −0.85 + 0.8208j −0.75 + 0.7960j −0.65 + 0.7574j −0.55 + 0.7026j
13 −0.85 + 0.8944j −0.75 + 0.8718j −0.65 + 0.8366j −0.55 + 0.7874j
14 −0.85 + 0.9679j −0.75 + 0.9470j −0.65 + 0.9148j −0.55 + 0.8700j
15 −0.85 + 1.0413j −0.75 + 1.0219j −0.65 + 0.9921j −0.55 + 0.9509j

Na Tabela (3.1) vemos que, quando c é próximo de um existem algumas

singularidades reais, ao passo que, quando c é mais próximo de zero, temos apenas

singularidades complexas. Além disso, devemos notar que para as singularidades

complexas, a parte real se mantém igual para cada valor de n pois, só depende das

variáveis c, σ e v. De fato, a parte real das singularidades complexas é calculada

através de v
[
cσ
2
− σ

]
. Percebemos que o número de autofunções utilizadas foi de

n = 15 e para c = 0.3 e c = 0.5 as singularidades reais desaparecem, isto é, para

cada valor do esférico harmônico, nenhuma singularidade real s1 está presente no

semićırculo de raio Bn. Já nos casos em que c = 0.7 e c = 0.9, existe apenas uma

singularidade real e esta ocorre quando n = nmax. Ainda, cabe ressaltar que o valor
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do nmax varia conforme aumentamos o valor de c. No caso em que c = 0.5, por

exemplo, nmax = 3 e quando c = 0.9, nmax = 6. Este valor de nmax está associado

ao número de singularidades reais existentes, e é dado por (3.37).

Tabela 3.2: Valores dos polos s2 associados as 15 primeiras autofunções para diferentes
valores do número de secundários por colisão c e para a espessura fixa H = 50.

n c = 0.3 c = 0.5 c = 0.7 c = 0.9

1 −0.9955 −0.9973 −0.9981 −0.9985
2 −0.9532 −0.9751 −0.9826 −0.9866
3 −0.85− 0.1020j −0.9220 −0.9493 −0.9618
4 −0.85− 0.2049j −0.75− 0.0445j −0.8909 −0.9215
5 −0.85− 0.2830j −0.75− 0.2100j −0.7761 −0.8597
6 −0.85− 0.3698j −0.75− 0.3110j −0.65− 0.1916j −0.7580
7 −0.85− 0.4471j −0.75− 0.3999j −0.65− 0.3161j −0.55− 0.1411j
8 −0.85− 0.5231j −0.75− 0.4833j −0.65− 0.4166j −0.55− 0.3059j
9 −0.85− 0.5982j −0.75− 0.5637j −0.65− 0.5077j −0.55− 0.4217j
10 −0.85− 0.6727j −0.75− 0.6423j −0.65− 0.5938j −0.55− 0.5221j
11 −0.85− 0.7469j −0.75− 0.7196j −0.65− 0.6766j −0.55− 0.6147j
12 −0.85− 0.8208j −0.75− 0.7960j −0.65− 0.7574j −0.55− 0.7026j
13 −0.85− 0.8944j −0.75− 0.8718j −0.65− 0.8366j −0.55− 0.7874j
14 −0.85− 0.9679j −0.75− 0.9470j −0.65− 0.9148j −0.55− 0.8700j
15 −0.85− 1.0413j −0.75− 1.0219j −0.65− 0.9921j −0.55− 0.9509j

Na Tabela (3.2) percebemos uma pequena diferença em relação à Tabela

(3.1). Nesse caso, as singularidades, tanto reais, quanto complexas, existem para

todo valor de n. Verificamos que, quando c tende para um, o número de singulari-

dades reais aumenta, ao passo que, quando c tende para zero, esse número diminui.

Notemos também, que todas singularidades estão presentes no semićırculo de raio

Bn, o que implica que devemos efetuar o cálculo dos reśıduos para todos os valores

de s2 e, nesse caso, há contribuição de todos polos no fluxo escalar de nêutrons.

Nas tabelas (3.3) e (3.4), apresentamos os valores para as singularidades s1

e s2 da função Λ(Bn, s) considerando, inicialmente, um valor fixo para o número

médio de nêutrons secundários por colisão c = 0.9 e variando a espessura da placa

H. Vamos considerar que a seção transversal total σ e a velocidade v são unitárias.
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Tabela 3.3: Valores dos polos s1 associados as 15 primeiras autofunções para placas de
diferentes tamanhos e assumindo c = 0.9 fixo.

n H = 4 H = 10 H = 30 H = 50

1 −0.55 + 0.0558j - - -
2 −0.55 + 1.2838j −0.55 + 0.3059j - -
3 −0.55 + 2.2221j −0.55 + 0.7874j - -
4 −0.55 + 3.1421j −0.55 + 1.1872j −0.3971 -
5 −0.55 + 4.0562j −0.55 + 1.5692j −0.55 + 0.3059j -
6 −0.55 + 4.9676j −0.55 + 1.9438j −0.55 + 0.4897j −0.3420
7 −0.55 + 5.8776j −0.55 + 2.3146j −0.55 + 0.6444j −0.55 + 0.1411j
8 −0.55 + 6.7868j −0.55 + 2.6832j −0.55 + 0.7874j −0.55 + 0.3059j
9 −0.55 + 7.6955j −0.55 + 3.0504j −0.55 + 0.9241j −0.55 + 0.4217j
10 −0.55 + 8.6038j −0.55 + 3.4167j −0.55 + 1.0569j −0.55 + 0.5221j
11 −0.55 + 9.5118j −0.55 + 3.7823j −0.55 + 1.1872j −0.55 + 0.6147j
12 −0.55 + 10.4196j −0.55 + 4.1474j −0.55 + 1.3158j −0.55 + 0.7026j
13 −0.55 + 11.3273j −0.55 + 4.5121j −0.55 + 1.4430j −0.55 + 0.7874j
14 −0.55 + 12.2349j −0.55 + 4.8765j −0.55 + 1.5692j −0.55 + 0.8700j
15 −0.55 + 13.1423j −0.55 + 5.2407j −0.55 + 1.6946j −0.55 + 0.9509j

Pelos resultados da Tabela (3.3), verificamos que para alguns valores de H,

não existem singularidades reais. Isso decorre do fato de que tais valores para s1 estão

fora do semićırculo de raio Bn. Para espessuras pequenas da placa, temos apenas

singularidades complexas e, conforme aumentamos o valor de H, existe apenas uma

singularidade real referente a n = nmax. Ressaltamos também, que a parte real de

todas as sigularidades complexas não varia, pois seu valor não depende de H. Já

a parte imaginária cresce conforme o aumento do harmônico espacial, pois, como

vimos anteriormente, seu valor é dado por,

dn = −v


√
(cσ)2 − 4B2

n

3

2

 i,
quando o discriminante é negativo.
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Tabela 3.4: Valores dos polos s2 associados as 15 primeiras autofunções para placas de
diferentes tamanhos e assumindo c = 0.9 fixo.

n H = 4 H = 10 H = 30 H = 50

1 −0.55− 0.0558j −0.9618 −0.9959 −0.9985
2 −0.55− 1.2838j −0.55− 0.3059j −0.9618 −0.9866
3 −0.55− 2.2221j −0.55− 0.7874j −0.8833 −0.9618
4 −0.55− 3.1421j −0.55− 1.1872j −0.7029 −0.9215
5 −0.55− 4.0562j −0.55− 1.5692j −0.55− 0.3059j −0.8597
6 −0.55− 4.9676j −0.55− 1.9438j −0.55− 0.4897j −0.7580
7 −0.55− 5.8776j −0.55− 2.3146j −0.55− 0.6444j −0.55− 0.1411j
8 −0.55− 6.7868j −0.55− 2.6832j −0.55− 0.7874j −0.55− 0.3059j
9 −0.55− 7.6955j −0.55− 3.0504j −0.55− 0.9241j −0.55− 0.4217j
10 −0.55− 8.6038j −0.55− 3.4167j −0.55− 1.0569j −0.55− 0.5221j
11 −0.55− 9.5118j −0.55− 3.7823j −0.55− 1.1872j −0.55− 0.6147j
12 −0.55− 10.4196j −0.55− 4.1474j −0.55− 1.3158j −0.55− 0.7026j
13 −0.55− 11.3273j −0.55− 4.5121j −0.55− 1.4430j −0.55− 0.7874j
14 −0.55− 12.2349j −0.55− 4.8765j −0.55− 1.5692j −0.55− 0.8700j
15 −0.55− 13.1423j −0.55− 5.2407j −0.55− 1.6946j −0.55− 0.9509j

A Tabela (3.4) acima, apresenta os resultados para as singularidades s2 asso-

ciados as 15 primeiras autofunções para placas de diferentes tamanhos e c = 09. fixo.

Através dos resultados, percebemos que existem singularidades reais e complexas

para todos os valores de n. Verificamos também, que com o aumento da espessura

H ocorre um crescimento no número de singularidades reais presentes no semićırculo

de raio Bn.

Os resultados das Figuras a seguir são comparados com os obtidos por Dulla

et al. [12], cujo modelo P1 pode ser visto pela curva representada por triângulos.

Apresentamos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons do caso isotrópico obtido

pelo método P1. Consideramos uma placa de espessura H = 4, a seção transversal

total σ = 1, a velocidade de nêutrons v = 1, o número médio de nêutrons secundários

por colisão c = 0.9 e um pulso inicial localizado no ponto x0 = 0.1. Vamos apresentar

os resultados para diferentes valores do tempo, considerando N = 3000 harmônicas

referentes ao truncamento da série para o fluxo escalar de nêutrons.
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Figura 3.1: Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 4, para c = 0.9 e
no tempo t = 0.3 mft.

Figura 3.2: Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 4, para c = 0.9 e
no tempo t = 0.5 mft.
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Figura 3.3: Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 4, para c = 0.9 e
no tempo t = 0.8 mft.

Figura 3.4: Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 4, para c = 0.9 e
no tempo t = 1.6 mft.

Pelos resultados obtidos nas Figuras (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) vemos que o
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comportamento obtido para o fluxo com pulso em x0 = 0.1 foi similar ao apresentado

por Dulla et al. [12]. Observamos que, conforme aumentamos o valor de t, existe um

decaimento do fluxo na parte inicial e, após o pulso localizado, o fluxo de nêutrons

decai para zero. Além disso, conseguimos perceber que o fluxo também diminui no

espaço ao longo do tempo.

Vejamos uma outra situação, considerando o problema isotrópico numa placa

de espessura H = 10 para c = 0.9, σ = 1 e v = 1. Vamos considerar que o pulso

esteja localizado em x0 = 0.1. Temos os seguintes resultados para valores de tempo

diferentes:

Figura 3.5: Fluxo do caso isotrópico em uma placa de espessura H = 10 para c = 0.9
com evolução temporal.

Novamente percebemos que, com o aumento de t, ocorre um decaimento do

fluxo inicial e sua evolução ao longo do tempo é bem viśıvel quando comparamos as

curvas presentes na Figura (3.5). Também é v́ısivel o decaimento do fluxo no espaço.

Na seção seguinte, apresentamos o método P1 anisotrópico com grau de

anisotropia L = 1. Em sequência, observaremos que os resultados obtidos para este

caso são semelhantes ao caso isotrópico.
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3.3 Método P1 Aplicado ao Caso Anisotrópico com

L = 1

Nessa seção apresentamos a solução, por meio do método de esféricos harmônicos

de ordem M = 2, para a equação do transporte de nêutrons com espalhamento ani-

sotrópico considerando grau de anisotropia L = 1. Na seção (2.4) mostramos que

a solução do sistema linear, representado na equação (2.84), é dada pela equação

(2.86). Essa solução, para o fluxo duplamente transformado, é reescrita como:

Φ(B, s) = Λ1(B, s)S(B, s), (3.38)

onde,

Λ1(B, s) =
3σ1A

2
10 + A00 − 3σ1σ0A00A11

1− 3σ1A11 − σ0A00 + 3σ1σ0A00A11 − 3σ1σ0A2
10

, (3.39)

é o núcleo que contém a equação caracteŕıstica referente ao problema. Ressaltamos

que, para facilitar os cálculos, omitimos os termos (B, s) de todos termos integrais

que aparecem na equação (3.39).

Utilizamos o método P1 para calcular as singularidades de Λ1(Bn, s) para

cada valor de n, ou seja, vamos utilizar a quadratura gaussiana de ordemM = 2 para

fazer a aproximação dos termos integrais que aparecem no sistema. Considerando

µ1 =
1√
3
, µ2 = − 1√

3
, ω1 = 1 e ω2 = 1, os termos que vamos utilizar são dados por:

A00 =
1

2

∫ 1

−1

dµ[(
σ + s

v

)
–iBµ

] ≈ 1

2

2∑
m=1

ωm(
σ + s

v

)
− iBµm

=
3
(
σ + s

v

)
3
(
σ + s

v

)2
+B2

, (3.40)

A10 =
1

2

∫ 1

−1

µdµ[(
σ + s

v

)
–iBµ

] ≈ 1

2

2∑
m=1

µmωm(
σ + s

v

)
− iBµm

=
iB

3
(
σ + s

v

)2
+B2

, (3.41)

A11 =
1

2

∫ 1

−1

µ2dµ[(
σ + s

v

)
–iBµ

] ≈ 1

2

2∑
m=1

µ2
mωm(

σ + s
v

)
− iBµm

=

(
σ + s

v

)
3
(
σ + s

v

)2
+B2

. (3.42)
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Dessa forma, utilizando (3.40), (3.41) e (3.42), reescrevemos Λ1(Bn, s) como,

Λ1(Bn, s) =
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n[(

σ + s
v

)2
+ B2

n

3
− (σ0 + σ1)

(
σ + s

v

)
+ σ1σ0

] [(
σ + s

v

)2
+ B2

n

3

] . (3.43)

Podemos reescrever (3.43) da seguinte forma,

Λ1(Bn, s) =
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n[

1
v2
(s− s1)(s− s2)

] [
1
v2
(s− s3)(s− s4)

]
=

v4
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)

, (3.44)

onde s1, s2, s3 e s4 são as ráızes do denominador de Λ1(Bn, s) e são dadas por:

s1 = v

(σ1 + σ0) +
√

(σ1 − σ0)2 − 4B2
n

3

2
− σ

 , (3.45)

s2 = v

(σ1 + σ0)−
√

(σ1 − σ0)2 − 4B2
n

3

2
− σ

 , (3.46)

s3 = v

[
−σ + i

Bn√
3

]
, (3.47)

s4 = v

[
−σ − i

Bn√
3

]
. (3.48)

Utilizando a aproximação do termo fonte S(B, s) como uma expansão das

séries de autofunções de Helmholtz, normalizada espacialmente, assim como no caso

isotrópico, obtemos, após as transformadas inversas de Fourier e Laplace em (3.38)

a seguinte expressão para o fluxo escalar de nêutrons,

ϕ(x, t) =
∞∑
n=1

4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx)L

−1 {Λ1(Bn, s)} . (3.49)
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Dessa forma, os reśıduos do problema anisotrópico com L = 1 surgem ao

aplicarmos a técnica da transformada inversa de Laplace em Λ1(Bn, s). Ou seja,

L−1 {Λ1(Bn, s)} = L−1

v4
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)


=

1

2πi
lim

Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn

Λ1(Bn, s)e
stds

=
1

2πi
2πi

4∑
i=1

Ri[Λ1(Bn, s)]

=
4∑
i=1

Ri[Λ1(Bn, s)]

= R1 + R2 + R3 + R4, (3.50)

onde R1,R2,R3 e R4 representam os reśıduos referentes às singularidades s1, s2, s3 e

s4, respectivamente. Os reśıduos Ri com 1 ≤ i ≤ 4 são dados por:

R1 = lim
s→s1

v4(s− s1)
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)

est

=
v4

[
3
(
σ + s1

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s1

v

)2
+
(
σ + s1

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s1 − s2)(s1 − s3)(s1 − s4)

es1t. (3.51)

R2 = lim
s→s2

v4(s− s2)
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)

est

=
v4

[
3
(
σ + s2

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s2

v

)2
+
(
σ + s2

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s2 − s1)(s2 − s3)(s2 − s4)

es2t. (3.52)
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R3 = lim
s→s3

v4(s− s3)
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)

est

=
v4

[
3
(
σ + s3

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s3

v

)2
+
(
σ + s3

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s3 − s1)(s3 − s2)(s3 − s4)

es3t. (3.53)

R4 = lim
s→s4

v4(s− s4)
[
3
(
σ + s

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s

v

)2
+
(
σ + s

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s− s1)(s− s2)(s− s3)(s− s4)

est

=
v4

[
3
(
σ + s4

v

)3 − 3σ1σ0
(
σ + s4

v

)2
+
(
σ + s4

v

)
B2
n − σ1B

2
n

]
(s4 − s1)(s4 − s2)(s4 − s3)

es4t. (3.54)

Portanto, a solução para o fluxo escalar de nêutrons anisotrópico, com grau

de anisotropia L = 1, é dada por,

ϕ(x, t) =
∞∑
n=1

4

(2n− 1)π
sen (Bnx0) cos(Bnx) [R1 + R2 + R3 + R4] , (3.55)

onde R1,R2,R3 e R4 são dados, respectivamente, pelas equações (3.51), (3.52), (3.53)

e (3.54). A seguir, apresentamos os resultados para as singularidades existentes em

problemas considerando diferentes parâmetros numéricos e o fluxo escalar de nêutrons

obtido pelo método P1.

3.4 Resultados para o Método P1 Anisotrópico com

L = 1

Nesta seção, apresentamos, inicialmente, os valores para as singularidades

referentes ao problema anisotrópico considerando diferentes parâmetros como, por

exemplo, a variação de σ1 e σ0, e diferentes espessuras da placa. Posteriormente,

são apresentados resultados para o fluxo escalar de nêutrons considerando diferentes

dados numéricos.

No caso anisotrópico, para L = 1, devemos considerar todas as singulari-
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dades da equação caracteŕıstica do núcleo Λ1(Bn, s) dado pela equação (3.43). Tais

singularidades, surgem quando o denominador de (3.43) é nulo, ou seja, quando[(
σ +

s

v

)2

− (σ0 + σ1)
(
σ +

s

v

)
+ σ1σ0 +

B2
n

3

] [(
σ +

s

v

)2

+
B2
n

3

]
= 0. (3.56)

Podemos observar que (3.56) é uma equação de quarto grau em s. Sendo

assim, existem quatro singularidades diferentes para cada valor de n, dadas pelas

equações (3.45), (3.46), (3.47) e (3.48). Analisamos cada fator separadamente. Para

o primeiro fator, temos:

(
σ +

s

v

)2

− (σ0 + σ1)
(
σ +

s

v

)
+ σ1σ0 +

B2
n

3
= 0, (3.57)

de onde resultam as singularidades dadas nas equações (3.45) e (3.46). Essas sin-

gularidades podem ser reais ou complexas. Observe que, quando o discriminante é

maior ou igual a zero temos, apenas, singularidades reais, isto é,

(σ1 − σ0)
2 − 4B2

n

3
≥ 0, (3.58)

ou seja, quando

n ≤

[√
3H(σ1 − σ0)

4π
+

1

2

]
. (3.59)

Caso contrário, se

n >

[√
3H(σ1 − σ0)

4π
+

1

2

]
, (3.60)

teremos apenas singularidades complexas.

Para o segundo fator, temos que,

(
σ +

s

v

)2

+
B2
n

3
= 0, (3.61)

resulta apenas em singularidades complexas, dadas pelas equações (3.47) e (3.48).
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De fato, s3 e s4 sempre serão complexas, pois Bn ̸= 0. Essas ráızes estão locali-

zadas sempre na linha horizontal, acima ou abaixo de −σ, do semićırculo de raio

Bn. Observamos também que, como no denominador da parte imaginária existe um

fator
√
3 que divide Bn, s3 e s4 estão sempre presentes no semićırculo e, portanto,

devemos efetuar o cálculo dos reśıduos para todas essas singularidades. Isso garante

a existência de R3 e R4, para valores quaisquer dos parâmetros v, σ e n.

Para simular os resultados abaixo, implementamos um código em Python

3.7-32bit e executados em um computador Intel(R), Core(TM), i3-5005U, CPU

2.0GHz, 64bits, 4 GB de memória RAM e Windows(10). Todos os resultados abaixo

apresentam 4 algarismos significativos e o número de harmônicas N = 3000, referen-

tes ao truncamento da série dada em (3.55) para o fluxo escalar de nêutrons.

Nas Tabelas abaixo, apresentamos os valores para as singularidades da função

Λ1(Bn, s) para o caso anisotrópico com L = 1. Consideremos os seguintes parâmetros:

a seção transversal total σ = 1, σ0 = 0.9, σ1 = 0.3σ0 e a velocidade v = 1. Vamos

apresentar os resultados para diferentes espessuras de placas: H ∈ {4, 10, 50, 100}.
Apresentamos também, em cada problema, o raio do semićırculo Bn para o n em

questão. Observamos que, no artigo apresentado por Dulla et al [12], os únicos va-

lores de referência que temos para o problema anisotrópico são os valores de H, c e

σ1.
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Tabela 3.5: Valores dos polos da função Λ1(Bn, s) associados as 15 primeiras autofunções
para uma placa de tamanho H = 4 fixo com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0.

n s1 s2 s3 s4 Bn

1 -0.415+0.3262j -0.415-0.3262j -1+0.4534j -1-0.4534j 0.7854
2 -0.415+1.3234j -0.415-1.3234j -1+1.3603j -1-1.3603j 2.3562
3 -0.415+2.2453j -0.415-2.2453j -1+2.2672j -1-2.2672j 3.9270
4 -0.415+3.1585j -0.415-3.1585j -1+3.1741j -1-3.1741j 5.4978
5 -0.415+4.0689j -0.415-4.0689j -1+4.0810j -1-4.0810j 7.0686
6 -0.415+4.9780j -0.415-4.9780j -1+4.9879j -1-4.9879j 8.6394
7 -0.415+5.8864j -0.415-5.8864j -1+5.8948j -1-5.8948j 10.2102
8 -0.415+6.7944j -0.415-6.7944j -1+6.8017j -1-6.8017j 11.7810
9 -0.415+7.7022j -0.415-7.7022j -1+7.7086j -1-7.7086j 13.3518
10 -0.415+8.6098j -0.415-8.6098j -1+8.6155j -1-8.6155j 14.9226
11 -0.415+9.5172j -0.415-9.5172j -1+9.5224j -1-9.5224j 16.4934
12 -0.415+10.4246j -0.415-10.4246j -1+10.4293j -1-10.4293j 18.0642
13 -0.415+11.3319j -0.415-11.3319j -1+11.3362j -1-11.3362j 19.6349
14 -0.415+12.2391j -0.415-12.2391j -1+12.2431j -1-12.2431j 21.2057
15 -0.415+13.1463j -0.415-13.1463j -1+13.1500j -1-13.1500j 22.7765

Pelos dados da Tabela (3.5), vemos que para este problema existem apenas

singularidades complexas e que para cada autofunção, existem quatro polos. Ob-

servamos que a parte imaginária de cada singularidade cresce conforme o aumento

de Bn, porém, todas estão presentes dentro do semićırculo de raio Bn. Ressaltamos

também, que as singularidades dada por s3 e s4 estão posicionadas na linha de corte

do plano complexo, acima ou abaixo de −σ.
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Tabela 3.6: Valores dos polos da função Λ1(Bn, s) associados as 15 primeiras autofunções
para uma placa de tamanho H = 10 fixo com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0.

n s1 s2 s3 s4 Bn

1 - - -1+0.1814j -1-0.1814j 0.3142
2 -0.415+ 0.4437j -0.415- 0.4437j -1+0.5441j -1-0.5441j 0.9425
3 -0.415+ 0.8504j -0.415- 0.8504j -1+0.9069j -1-0.9069j 1.5708
4 -0.415+ 1.2299j -0.415- 1.2299j -1+1.2697j -1-1.2697j 2.1991
5 -0.415+ 1.6017j -0.415- 1.6017j -1+1.6324j -1-1.6324j 2.8274
6 -0.415+ 1.9702j -0.415- 1.9702j -1+1.9952j -1-1.9952j 3.4557
7 -0.415+ 2.3368j -0.415- 2.3368j -1+2.3579j -1-2.3579j 4.0841
8 -0.415+ 2.7024j -0.415- 2.7024j -1+2.7207j -1-2.7207j 4.7124
9 -0.415+ 3.0673j -0.415- 3.0673j -1+3.0835j -1-3.0835j 5.3407
10 -0.415+ 3.4318j -0.415- 3.4318j -1+3.4462j -1-3.4462j 5.9690
11 -0.415+ 3.7959j -0.415- 3.7959j -1+3.8090j -1-3.8090j 6.5973
12 -0.415+ 4.1598j -0.415- 4.1598j -1+4.1717j -1-4.1717j 7.2257
13 -0.415+ 4.5235j -0.415- 4.5235j -1+4.5345j -1-4.5345j 7.8540
14 -0.415+ 4.8871j -0.415- 4.8871j -1+4.8973j -1-4.8973j 8.4823
15 -0.415+ 5.2506j -0.415- 5.2506j -1+5.2600j -1-5.2600j 9.1106

Na Tabela (3.6), verificamos que s1 e s2 não existem para n = 1. Para os

demais valores de n, todas as outras singularidades estão presentes. Percebemos que

a parte imaginária das singularidades complexas, para este caso, é menor que para

H = 4. Isso se deve ao fato de que Bn diminui quando aumentamos o tamanho da

placa H.
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Tabela 3.7: Valores dos polos da função Λ1(Bn, s) associados as 15 primeiras autofunções
para uma placa de tamanho H = 50 fixo com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0.

n s1 s2 s3 s4 Bn

1 - - -1+0.0363j -1-0.0363j 0.0628
2 - - -1+0.1088j -1-0.1088j 0.1885
3 - - -1+0.1814j -1-0.1814j 0.3142
4 - -0.6014 -1+0.2539j -1-0.2539j 0.4398
5 -0.415+ 0.0858j -0.415- 0.0858j -1+0.3265j -1-0.3265j 0.5655
6 -0.415+ 0.2449j -0.415- 0.2449j -1+0.3990j -1-0.3990j 0.6911
7 -0.415+ 0.3509j -0.415- 0.3509j -1+0.4716j -1-0.4716j 0.8168
8 -0.415+ 0.4437j -0.415- 0.4437j -1+0.5441j -1-0.5441j 0.9425
9 -0.415+ 0.5302j -0.415- 0.5302j -1+0.6167j -1-0.6167j 1.0681
10 -0.415+ 0.6131j -0.415- 0.6131j -1+0.6892j -1-0.6892j 1.1938
11 -0.415+ 0.6936j -0.415- 0.6936j -1+0.7618j -1-0.7618j 1.3195
12 -0.415+ 0.7726j -0.415- 0.7726j -1+0.8343j -1-0.8343j 1.4451
13 -0.415+ 0.8504j -0.415- 0.8504j -1+0.9069j -1-0.9069j 1.5708
14 -0.415+ 0.9274j -0.415- 0.9274j -1+0.9794j -1-0.9794j 1.6965
15 -0.415+ 1.0037j -0.415- 1.0037j -1+1.0520j -1-1.0520j 1.8221

Na Tabela (3.7) vemos que algumas singuaridades reais dadas por s1 e s2

quando n ≤ nmax não estão presentes no semićırculo de raio Bn. Existe somente

uma singularidade real para n = 4, dada por −0.6014. As demais singularidades

são complexas. Vale ressaltar que, para os resultados do fluxo, consideramos apenas

os reśıduos das singularidades existentes no interior do semićırculo Bn. Destacamos

que, na aproximação pelo método de esféricos harmônicos, também são admitidas

singularidades complexas.
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Tabela 3.8: Valores dos polos da função Λ1(Bn, s) associados as 15 primeiras autofunções
para uma placa de tamanho H = 100 fixo com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0.

n s1 s2 s3 s4 Bn

1 - - -1+0.0181j -1-0.0181j 0.0314
2 - - -1+0.0544j -1-0.0544j 0.0942
3 - - -1+0.0907j -1-0.0907j 0.1571
4 - - -1+0.1269j -1-0.1269j 0.2199
5 - - -1+0.1632j -1-0.1632j 0.2827
6 - - -1+0.1995j -1-0.1995j 0.3456
7 - -0.6237 -1+0.2358j -1-0.2358j 0.4084
8 - -0.5738 -1+0.2721j -1-0.2721j 0.4712
9 - -0.4794 -1+0.3083j -1-0.3083j 0.5341
10 -0.415+ 0.1398j -0.415- 0.1398j -1+0.3446j -1-0.3446j 0.5969
11 -0.415+ 0.2141j -0.415- 0.2141j -1+0.3809j -1-0.3809j 0.6597
12 -0.415+ 0.2735j -0.415- 0.2735j -1+0.4172j -1-0.4172j 0.7226
13 -0.415+ 0.3262j -0.415- 0.3262j -1+0.4534j -1-0.4534j 0.7854
14 -0.415+ 0.3750j -0.415- 0.3750j -1+0.4897j -1-0.4897j 0.8482
15 -0.415+ 0.4213j -0.415- 0.4213j -1+0.5260j -1-0.5260j 0.9111

Observamos na Tabela (3.8) a existência de três singularidades reais refe-

rentes a s2 para n ∈ {7, 8, 9}. Os valores de s1 para n ≤ 9 e s2 para n ≤ 6 não

estão contidos no semićırculo e, dessa forma, não existem reśıduos referentes a estes

valores. Como observamos anteriormente, a parte imaginária dos polos, neste caso,

é menor em relação ao caso anterior, pois depende do valor de Bn. Isso fica mais

evidente para s3 e s4 que são dados pela fração Bn√
3
, ou seja, (2n−1)π√

3H
. Quanto maior

o valor de H, menor é o raio do semićırculo e, por consequência, menor é a parte

imaginária dessas singularidades.

Na Tabela (3.9), apresentamos os valores para as singularidades da função

Λ1(Bn, s) considerando os seguintes parâmetros: a seção transversal total σ = 1,

σ0 = 0.8, σ1 = 0.25σ0 e a velocidade v = 1. Nesse problema, fizemos uma pequena

alteração no valor de σ0 para verificar posśıveis mudanças na solução final para o

fluxo escalar. Vamos apresentar os resultados para uma placa de tamanho H = 10 e

os valores de Bn.
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Tabela 3.9: Valores dos polos da função Λ1(Bn, s) associados as 15 primeiras autofunções
para uma placa de tamanho H = 10 fixo com σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0.

n s1 s2 s3 s4 Bn

1 - -0.7389 -1+0.1814j -1-0.1814j 0.3142
2 -0.5+0.4540j -0.5-0.4540j -1+0.5441j -1-0.5441j 0.9425
3 -0.5+0.8558j -0.5-0.8558j -1+0.9069j -1-0.9069j 1.5708
4 -0.5+1.2337j -0.5-1.2337j -1+1.2697j -1-1.2697j 2.1991
5 -0.5+1.6046j -0.5-1.6046j -1+1.6324j -1-1.6324j 2.8274
6 -0.5+1.9725j -0.5-1.9725j -1+1.9952j -1-1.9952j 3.4557
7 -0.5+2.3388j -0.5-2.3388j -1+2.3579j -1-2.3579j 4.0841
8 -0.5+2.7041j -0.5-2.7041j -1+2.7207j -1-2.7207j 4.7124
9 -0.5+3.0688j -0.5-3.0688j -1+3.0835j -1-3.0835j 5.3407
10 -0.5+3.4331j -0.5-3.4331j -1+3.4462j -1-3.4462j 5.9690
11 -0.5+3.7971j -0.5-3.7971j -1+3.8090j -1-3.8090j 6.5973
12 -0.5+4.1609j -0.5-4.1609j -1+4.1717j -1-4.1717j 7.2257
13 -0.5+4.5246j -0.5-4.5246j -1+4.5345j -1-4.5345j 7.8540
14 -0.5+4.8881j -0.5-4.8881j -1+4.8973j -1-4.8973j 8.4823
15 -0.5+5.2515j -0.5-5.2515j -1+5.2600j -1-5.2600j 9.1106

Na Tabela (3.9) para o caso em que σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0, verificamos a

existência de uma sigularidade real em n = 1 para s2, diferentemente do que ocorre

quando temos σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0. Percebemos também, que em comparação à

tabela (3.6), a parte real das singularidades s1 e s2 sofre uma pequena alteração. Isso

ocorre, pois a parte real dessas singularidades é dada por v
[
(σ1+σ0)

2
− σ

]
.

A seguir, apresentamos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons do caso

anisotrópico, com grau de anisotropia L = 1, obtido pelo método de aproximação

P1. Primeiramente, na Figura (3.6), consideramos uma placa de espessura H = 4, a

seção transversal total σ = 1, a velocidade de nêutrons v = 1, σ0 = 0.9, σ1 = 0.3σ0

e um pulso inicial localizado no ponto x0 = 0.1. Posteriormente, na Figura (3.7),

modificamos os valores de σ0 e σ1, fazendo: σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0. Vamos apresentar

os resultados para diferentes valores do tempo. A ideia é mostrar que, com diferentes

parâmetros, o comportamento do fluxo escalar de nêutrons se mantém, de modo que

o método empregado é consistente.
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Figura 3.6: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 4,
com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0 para diferentes valores do tempo.

Figura 3.7: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 4,
com σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0 para diferentes valores do tempo.

Em ambas as Figuras apresentadas acima, conseguimos perceber um com-
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portamento bastante semelhante do modelo P1 aplicado ao caso isotrópico, exceto

por uma variação na escala dos gráficos. O fluxo de nêutrons, assim como no caso

isotrópico, diminui no ińıcio da placa conforme aumentamos o valor de t. E, após o

pulso de nêutrons localizado, o fluxo decai para zero. Conseguimos identificar uma

pequena diferença entre os gráficos das Figuras (3.6) e (3.7). Por exemplo, temos

que, para t = 1.6 mft, na Figura (3.6) o valor do fluxo, após o pulso, se aproxima de

1.00, enquanto que, na Figura (3.7) este valor é um pouco superior a 0.75. Isso está

associado às mudanças de valores que fizemos para as variáveis σ0 e σ1, que fazem

com que surjam mais singularidades, dependendo do problema.

Nas Figuras (3.8) e (3.9), apresentamos os resultados para o fluxo conside-

rando uma placa de espessura H = 10. Apresentamos os resultados para diferentes

tempos e os parâmetros utilizados são os mesmos das Figuras (3.6) e (3.7).

Figura 3.8: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 10,
com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0 para diferentes valores do tempo.
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Figura 3.9: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 10,
com σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0 para diferentes valores do tempo.

De forma semelhante ao caso de uma placa de espessura H = 4, percebemos

um comportamento bastante parecido para o caso em que H = 10. Conseguimos

observar que o fluxo escalar de nêutrons decai, tanto no tempo quanto no espaço,

conforme aumentamos o valor de t. Além disso, quando diminúımos os valores de σ0

e σ1, os valores para os fluxos diminuem com o passar do tempo.

Apresentamos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons considerando

uma placa de espessura H = 50 nas Figuras (3.10) e (3.11). São apresentados

os resultados para diferentes valores de tempo t. Os parâmetros utilizados são os

mesmos das Figuras (3.6) e (3.7), exceto o valor de x0. Nesse caso, consideramos um

pulso inicial diferente, para podermos enxergar melhor o que acontece com a solução.

Vamos considerar um pulso inicial no ponto x0 = 0.5.
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Figura 3.10: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 50,
com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0 para diferentes valores do tempo.

Figura 3.11: Fluxo do caso anisotrópico com L = 1 em uma placa de espessura H = 50,
com σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0 para diferentes valores do tempo.
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Os resultados para as Figuras (3.10) e (3.11) são análogos aos casos ante-

riores. Percebemos uma queda no valor do fluxo quando aumentamos o tempo e,

conforme variamos os valores de σ0 e σ1. Observamos que, para placas de espessuras

maiores, os valores para os fluxos de nêutrons são mais altos em relação a uma placa

de tamanho menor.

Os resultados que apresentamos são conhecidos na nossa literatura. Sendo

assim, vamos partir em busca uma abordagem que visa encontrar a solução para a

equação do transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico. A seguir, apre-

sentamos uma solução semi-anaĺıtica, através do método BL, considerando diferentes

graus de anisotropia.
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Caṕıtulo 4

Método BL

Neste caṕıtulo, usamos o método BL apresentado na seção (2.4), para repre-

sentar soluções semi-anaĺıticas para problemas anisotrópicos considerando diferentes

graus de anisotropia. Inicialmente, apresentamos uma forma geral para obter a

solução do sistema gerado pela equação (2.72), ou seja, a solução para o fluxo es-

calar de nêutrons duplamente transformado. Em seguida, apresentamos as soluções

dos casos anisotrópicos com graus de anisotropia L ∈ {1, 2, 3, 4}. Analisamos o

comportamento do fluxo escalar de nêutrons dos casos B1, B2, B3 e B4 através de

um método semi-anaĺıtico onde, no processo de inversão de Laplace, a integração

numérica é resolvida analiticamente e, no processo para a obtenção dos reśıduos,

utilizamos a aproximação pelo método de esféricos harmônicos.

4.1 Solução pelo Método BL

Nessa seção, apresentamos a solução, duplamente transformada, da equação

do transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico para qualquer ordem de

anisotropia L, procedente da equação (2.72). O objetivo é mostrar que é válida a

seguinte propriedade:
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Proposição: Dado o sistema de equações lineares,

Φ0 = σ0A00Φ0 + 3σ1A01Φ1 + · · ·+ (2L+1)
2

σLA0LΦL + A00S(B, s)

Φ1 = σ0A10Φ0 + 3σ1A11Φ1 + · · ·+ (2L+1)
2

σLA1LΦL + A10S(B, s)
...

ΦL = σ0AL0Φ0 + 3σ1AL1Φ1 + · · ·+ (2L+1)
2

σLALLΦL + AL0S(B, s)

, (4.1)

que, em forma matricial, é representado por ALΦL = CL, onde

AL =


1− σ0A00 −3σ1A01 · · · − (2L+1)

2
σLA0L

−σ0A10 1− 3σ1A11 · · · − (2L+1)
2

σLA1L

...
...

. . .
...

−σ0AL0 −3σ1AL1 · · · 1− (2L+1)
2

σLALL


(L+1)×(L+1)

, (4.2)

ΦL =
[
Φ0 Φ1 · · · ΦL

]T
, (4.3)

CL =
[
A00S(B, s) A10S(B, s) · · · AL0S(B, s)

]T
. (4.4)

Vamos demonstrar que, pela regra de Cramer, a solução do sistema (4.1),

ΦL = Φ0 é dada por

ΦL =
− ∂
∂σ0

(|AL|)S(B, s)
|AL|

, (4.5)

onde |AL| representa o determinante da matriz AL.

Demonstração. Provaremos que esse resultado é válido para todos os graus de aniso-

tropia L, sendo assim, provaremos caso a caso. Por simplicidade, usaremos a notação

Alk para representar as funções Alk(B, s).

Utilizaremos, também, o fato de que é posśıvel aplicar a derivada em relação

a variável σ0 em todos os passos da demonstração. Isso de fato ocorre, pois as

integrais Alk são cont́ınuas e diferenciáveis no intervalo I = [−1, 1], em particular,

são cont́ınuas e diferenciáveis em quaisquer σl ∈ I, ∀ 0 ≤ l ≤ L. Dessa forma, existe

uma vizinhança ao redor de cada σl tal que as funções σlAlk são de classe C1 no
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intervalo I. Portanto, existe a derivada parcial em relação a σl ∈ I. Em particular,

existe ∂
∂σ0

[σlAlk], para quaisquer l e k.

Caso L = 1: Considere o sistema de equações lineares dado porΦ0 = σ0A00Φ0 + 3σ1A01Φ1 + A00S(B, s)

Φ1 = σ0A10Φ0 + 3σ1A11Φ1 + A10S(B, s)
. (4.6)

Em forma matricial representamos esse sistema como A1Φ1 = C1, onde

A1 =

[
1− σ0A00 −3σ1A01

−σ0A10 1− 3σ1A11

]
2×2

, (4.7)

Φ1 =
[
Φ0 Φ1

]T
, (4.8)

C1 =
[
A00S(B, s) A10S(B, s)

]T
. (4.9)

Vamos provar que a solução do sistema (4.6), Φ1 = Φ0 é dada por

Φ1 =
− ∂
∂σ0

(|A1|)S(B, s)
|A1|

, (4.10)

onde |A1|, representa o determinante da matriz A1.

Note que, o determinante da matriz A1 pode ser expresso por

|A1| =

∣∣∣∣∣ 1− σ0A00 −3σ1A01

−σ0A10 1− 3σ1A11

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1 −3σ1A01

0 1− 3σ1A11

∣∣∣∣∣− σ0

∣∣∣∣∣ A00 −3σ1A01

A10 1− 3σ1A11

∣∣∣∣∣
= |D1| − σ0

∣∣∣∣∣ A00 −3σ1A01

A10 1− 3σ1A11

∣∣∣∣∣ , (4.11)
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onde

D1 =
[
1− 3σ1A11

]
1×1

, (4.12)

ou seja, D1 representa a matriz A1, excluindo a primeira linha e a primeira coluna.

Multiplicando ambos os lados de (4.11) pelo termo fonte, duplamente trans-

formado S(B, s), temos

|A1|S(B, s) = |D1|S(B, s)− σ0S(B, s)

∣∣∣∣∣ A00 −3σ1A01

A10 1− 3σ1A11

∣∣∣∣∣
= |D1|S(B, s)− σ0

∣∣A1
1

∣∣ , (4.13)

onde

A1
1 =

[
A00S(B, s) −3σ1A01

A10S(B, s) 1− 3σ1A11

]
2×2

, (4.14)

que é obtida pela regra de Cramer para resolver o sistema A1Φ1 = C1.

Como o determinante da matriz D1 não depende da variável σ0 e as funções

σlAlk são cont́ınuas e diferenciáveis, derivando em relação a σ0, obtemos

∂

∂σ0
(|A1|)S(B, s) =

∂

∂σ0
(|D1|)S(B, s)−

∂

∂σ0

(
σ0

∣∣A1
1

∣∣)
⇒

∣∣A1
1

∣∣ = − ∂

∂σ0
(|A1|)S(B, s). (4.15)

Pela regra de Cramer, sabemos que a solução do sistema A1Φ1 = C1 é dada

por

Φ1 =
|A1

1|
|A1|

, (4.16)

de modo que, obtemos

Φ1 =
− ∂
∂σ0

(|A1|)S(B, s)
|A1|

. (4.17)

Caso L = 2: Similarmente ao caso L = 1, consideremos o sistema de
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equações lineares dado por
Φ0 = σ0A00Φ0 + 3σ1A01Φ1 + 5σ2A02Φ2 + A00S(B, s)

Φ1 = σ0A10Φ0 + 3σ1A11Φ1 + 5σ2A12Φ2 + A10S(B, s)

Φ2 = σ0A20Φ0 + 3σ1A21Φ1 + 5σ2A22Φ2 + A20S(B, s)

. (4.18)

Em forma matricial representamos esse sistema como A2Φ2 = C2, onde

A2 =

 1− σ0A00 −3σ1A01 −5σ2A02

−σ0A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12

−σ0A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22


3×3

, (4.19)

Φ2 =
[
Φ0 Φ1 Φ2

]T
, (4.20)

C2 =
[
A00S(B, s) A10S(B, s) A20S(B, s)

]T
. (4.21)

Provaremos que a solução do sistema (4.18), Φ2 = Φ0 é dada por

Φ2 =
− ∂
∂σ0

(|A2|)S(B, s)
|A2|

. (4.22)

Novamente, temos que o determinante da matriz A2 é dado por

|A2| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− σ0A00 −3σ1A01 −5σ2A02

−σ0A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12

−σ0A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3σ1A01 −5σ2A02

0 1− 3σ1A11 −5σ2A12

0 −3σ1A21 1− 5σ2A22

∣∣∣∣∣∣∣− σ0

∣∣∣∣∣∣∣
A00 −3σ1A01 −5σ2A02

A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12

A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22

∣∣∣∣∣∣∣
= |D2| − σ0

∣∣∣∣∣∣∣
A00 −3σ1A01 −5σ2A02

A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12

A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22

∣∣∣∣∣∣∣ , (4.23)
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onde

D2 =

[
1− 3σ1A11 −5σ2A12

−3σ1A21 1− 5σ2A22

]
2×2

, (4.24)

ou seja, D2 representa a matriz A2 excluindo a primeira linha e a primeira coluna.

Multiplicando ambos os lados de (4.23) por S(B, s), temos

|A2|S(B, s) = |D2|S(B, s)− σ0S(B, s)

∣∣∣∣∣∣∣
A00 −3σ1A01 −5σ2A02

A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12

A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22

∣∣∣∣∣∣∣
= |D2|S(B, s)− σ0

∣∣A1
2

∣∣ , (4.25)

onde

A1
2 =

 A00S(B, s) −3σ1A01 −5σ2A02

A10S(B, s) 1− 3σ1A11 −5σ2A12

A20S(B, s) −3σ1A21 1− 5σ2A22


3×3

, (4.26)

que é obtida através da regra de Cramer.

Como o determinante da matriz D2 não depende da variável σ0, derivando

(4.25) em relação a essa variável, temos

∂

∂σ0
(|A2|)S(B, s) =

∂

∂σ0
(|D2|)S(B, s)−

∂

∂σ0

(
σ0

∣∣A1
2

∣∣)
⇒

∣∣A1
2

∣∣ = − ∂

∂σ0
(|A2|)S(B, s). (4.27)

Pela regra de Cramer, a solução do sistema A2Φ2 = C2 é dado por

Φ2 =
|A1

2|
|A2|

. (4.28)

Substituindo (4.27) em (4.28), obtemos

Φ2 =
− ∂
∂σ0

(|A2|)S(B, s)
|A2|

. (4.29)

70



Caso geral : Devemos mostrar que, para qualquer grau de anisotropia L, a

solução do sistema ALΦL = CL é dada pela equação (4.5).

De forma indutiva, e análoga aos casos anteriores, temos

|AL| = |DL| − σ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A00 −3σ1A01 · · · − (2L+1)

2
σLA0L

A10 1− 3σ1A11 · · · − (2L+1)
2

σLA1L

...
...

. . .
...

AL0 −3σ1AL1 · · · 1− (2L+1)
2

σLALL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.30)

onde

DL =


1− 3σ1A11 −5σ2A12 · · · − (2L+1)

2
σLA1L

−3σ1A21 1− 5σ2A22 · · · − (2L+1)
2

σLA2L

...
...

. . .
...

−3σ1AL1 −5σ2AL2 · · · 1− (2L+1)
2

σLALL


L×L

. (4.31)

Multiplicando ambos os lados de (4.30) por S(B, s) e derivando em relação

a σ0, obtemos:

∂

∂σ0
(|AL|)S(B, s) =

∂

∂σ0
(|DL|)S(B, s)−

∂

∂σ0

(
σ0

∣∣A1
L

∣∣)
⇒

∣∣A1
L

∣∣ = − ∂

∂σ0
(|AL|)S(B, s), (4.32)

onde |A1
L| é a matriz resultante da substituição da primeira coluna da matriz AL pelo

vetor CL.

Como a solução do sistema (4.1), pela regra de Cramer, é

ΦL =
|A1

L|
|AL|

, (4.33)

substituindo (4.32) em (4.33), obtemos

ΦL =
− ∂
∂σ0

(|AL|)S(B, s)
|AL|

. (4.34)
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Para finalizar a demonstração, nos passos em que multiplicamos ambos os

lados das equações pelo termo fonte duplamente transformado S(B, s), precisamos

garantir que esse termo não seja nulo. De fato, S(B, s) ̸= 0 pois, caso contrário,

teŕıamos a solução trivial Φ = 0. Isso completa a demonstração.

Nas seções que seguem, apresentamos as soluções da equação do transporte

de nêutrons com espalhamento anisotrópico obtidas pelos casos B1, B2, B3 e B4.

Vamos utilizar a propriedade vista acima para facilitar as resoluções dos problemas.

4.2 Caso B1

Nessa seção apresentamos o caso B1, correspondente à solução da equação

de transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico considerando o grau de

anisotropia L = 1 ou, equivalentemente, a solução para o sistema dado na equação

(4.6). Na seção (2.4) vimos que o sistema gerado pelo método B1 é representado pela

equação (2.84). A equação que representa o fluxo escalar, duplamente transformado,

Φ1 = Φ0 é obtida isolando o primeiro momento Φ1 da equação (2.84) e substituindo

em Φ0. Ao fazer isto, obtemos a seguinte expressão

Φ1(B, s) =
N[1](B, s)

D[1](B, s)
S(B, s), (4.35)

onde

N[1](B, s) = A00(B, s) + 3σ1A
2
10(B, s)− 3σ1A00(B, s)A11(B, s), (4.36)

D[1](B, s) = 1− 3σ1A11(B, s)− σ0A00(B, s) + 3σ1σ0[A00(B, s)A11(B, s)−A2
10(B, s)],

(4.37)

representam, respectivamente, o numerador e o denominador de Φ1(B, s).

Para obter a solução completa do caso B1, precisamos aplicar as transforma-

das inversas de Fourier e Laplace na equação (4.35). Observe que, como D[1](Bn, s) é

uma função que depende da variável temporal transformada, usaremos o Teorema dos
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Reśıduos para encontrar a solução do fluxo escalar final. Devido a grande complexi-

dade de trabalhar apenas com a solução anaĺıtica dos termos integrais, que aparecem

na equação (4.35), usaremos uma abordagem modificada que permite aproximar a

solução do fluxo através de métodos bem estabelecidos na literatura [12]. Dessa

forma, no numerador da expressão (4.35) usaremos as soluções anaĺıticas dos termos

A00(Bn, s), A10(Bn, s) e A11(Bn, s) dados, respectivamente, pelas equações (2.87),

(2.88) e (2.89). Obtemos a seguinte expressão,

N[1](Bn, s) = 3σ1 [σv + s]2 (σ0 − 4) arctan2

(
vBn

σv + s

)
− 12B2

nv
2σ1

+ Bnv
[
−3(σ0 − 8)(σv + s)σ1 +B2

nv
]
arctan

(
vBn

σv + s

)
. (4.38)

Para o denominador da equação (4.35) utilizaremos o método de esféricos

harmônicos ou PM−1, que utiliza aproximações do termo integral por quadratura de

Gauss-Legendre de ordem M . Para o caso B1, usamos o método P1 para determinar

as singularidades do problema, ou seja, aproximamos os termos integrais por qua-

dratura gaussiana de ordem M = 2. Utilizando as aproximações dadas nas equações

(3.40), (3.41) e (3.42), escrevemos D[1](Bn, s) como,

D[1](Bn, s) =
Γ1(Bn, s)(
σ + s

v

)2
+ B2

n

3

, (4.39)

onde Γ1(Bn, s) é a equação caracteŕıstica do método B1 e, é dada por

Γ1(Bn, s) =
(
σ +

s

v

)2

− (σ1 + σ0)
(
σ +

s

v

)
+ σ1σ0 +

B2
n

3
. (4.40)

As singularidades do caso B1 são obtidas quando Γ1(Bn, s) = 0. Neste caso,

serão as ráızes da equação do segundo grau,

(
σ +

s

v

)2

− (σ1 + σ0)
(
σ +

s

v

)
+ σ1σ0 +

B2
n

3
= 0, (4.41)

que são representadas pelas equações (3.45) e (3.46).
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Os reśıduos encontrados para o caso B1 são dados por:

R1(n) =

[(
σ + s1(n)

v

)2

+ B2
n

3

]
N[1][Bn, s1(n)]e

s1(n)t

s1(n)− s2(n)
, (4.42)

R2(n) =

[(
σ + s2(n)

v

)2

+ B2
n

3

]
N[1][Bn, s2(n)]e

s2(n)t

s2(n)− s1(n)
. (4.43)

Utilizando as equações (4.42) e (4.43), reescrevemos a equação (4.35), após

as transformadas inversas de Fourier e Laplace, como

ϕ[1](x, t) =
∞∑
n=1

[
4

v2B4
n(2n− 1)π

sen (Bnx0) cos(Bnx)

]
[R1(n) +R2(n)] , (4.44)

que representa a solução para o caso anisotrópico, obtida pelo método B1. Observe

que a equação (4.44) é diferente da equação (3.55), que representa a solução para

o caso anisotrópico com L = 1 pelo método P1. Neste caso, os reśıduos encon-

trados são diferentes para o caso B1. A seguir, apresentamos o caso B2, referente

a equação do transporte de nêutrons com espalhamento anisotrópico considerando

grau de anisotropia L = 2.

4.3 Caso B2

Nessa seção, apresentamos a solução semi-anaĺıtica da equação do transporte

de nêutrons com dispersão anisotrópica para um grau de anisotropia L = 2. Utili-

zaremos a mesma ideia apresentada no caso B1. Para facilitar a notação, a partir

de agora usaremos Alk em vez de Alk(B, s). Pela equação (2.72) o sistema a ser

resolvido é dado pela equação (4.18), cuja solução duplamente transformada é dada

por (4.29). Representamos essa solução como

Φ2(B, s) =
N[2](B, s)

D[2](B, s)
S(B, s), (4.45)
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onde

N[2] = 15σ2σ1[(A11A22 − A2
21)A00 − A2

10A22 + 2A10A20A21 − A11A
2
20]

+ 3σ1(A
2
10 − A00A11) + 5σ2(A

2
20 − A00A22) + A00, (4.46)

D[2] = 15σ0σ1σ2[(A
2
21 − A11A22)A00 + A2

10A22 − 2A10A20A21 + A11A
2
20]

+ 3σ0σ1(A00A11 − A2
10) + 5σ0σ2(A00A22 − A2

20) + 15σ1σ2(A11A22 − A2
21)

− 5σ2A22 − 3σ1A11 − σ0A00 + 1. (4.47)

Da mesma forma que representamos para o caso B1, usaremos o método

PM−1 para aproximar os termos integrais da equação (4.47). Note que, se utilizar-

mos o método P1, teremos que A20 = A21 = A22 = 0 (basta verificar pela fórmula de

recorrência da equação (2.75)), o que reduziria o problema ao caso B1. Assim, utili-

zamos o método P2, ou seja, uma aproximação dos termos integrais pela quadratura

gaussiana de ordem M = 3. Usando os parâmetros de peso {ωm} e direção {µm}
referentes a esta ordem de aproximação temos os seguintes termos

A00 ≈
3∑

m=1

ωm(
σ + s

v

)
− iBnµm

=
15

(
σ + s

v

)2
+ 4B2

n

3
(
σ + s

v

) [
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] , (4.48)

A10 ≈
3∑

m=1

µmωm(
σ + s

v

)
− iBnµm

=
5iBn

3
[
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] , (4.49)

A11 ≈
3∑

m=1

µ2
mωm(

σ + s
v

)
− iBnµm

=
5
(
σ + s

v

)
3
[
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] , (4.50)

e utilizando a fórmula de recorrência dada na equação (2.75), temos

A20 =
−2B2

n

3
(
σ + s

v

) [
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] , (4.51)
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A21 =
2iBn

3
[
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] , (4.52)

A22 =
3
(
σ + s

v

)2
+B2

n

3
(
σ + s

v

) [
5
(
σ + s

v

)2
+ 3B2

n

] . (4.53)

Utilizando as equações (4.48), (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) e (4.53), reescre-

vemos (4.47) como

D[2](Bn, s) =
Γ2(Bn, s)[

3B2
n

5

(
σ + s

v

)
+
(
σ + s

v

)3] , (4.54)

onde Γ2(Bn, s) é a equação caracteŕıstica de terceiro grau dada por

Γ2(Bn, s) =
(
σ +

s

v

)3

− (σ0 + σ1 + σ2)
(
σ +

s

v

)2

− σ0σ1σ2 −
4B2

nσ0
15

+

(
3B2

n

5
+ σ0σ1 + σ0σ2 + σ1σ2

)(
σ +

s

v

)
− B2

nσ2
3

, (4.55)

que retorna três ráızes para cada valor de n no sistema f́ısico, a saber, s
(2)
1 (n), s

(2)
2 (n)

e s
(2)
3 (n).

Substituindo as soluções anaĺıticas dos termos integrais, dados pelas equações

(2.87), (2.88) e (2.89), na equação (4.46) e aplicando o Teorema dos Reśıduos no pro-

cesso de inversão de Laplace, obtemos a seguinte solução para o caso B2:

ϕ[2](x, t) =
∞∑
n=1

{[
4

(2n− 1)πv4B6
n

]
sen (Bnx0) cos (Bnx)

[
3∑
i=1

R
(2)
i (n)

]}
, (4.56)

onde

R
(2)
1 (n) =

[
3B2

n

5

(
σ +

s
(2)
1 (n)

v

)
+

(
σ +

s
(2)
1 (n)

v

)3
]
N[2][Bn, s

(2)
1 (n)]es

(2)
1 (n)t

[
s
(2)
1 (n)− s

(2)
2 (n)

] [
s
(2)
1 (n)− s

(2)
3 (n)

] , (4.57)
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R
(2)
2 (n) =

[
3B2

n

5

(
σ +

s
(2)
2 (n)

v

)
+

(
σ +

s
(2)
2 (n)

v

)3
]
N[2][Bn, s

(2)
2 (n)]es

(2)
2 (n)t

[
s
(2)
2 (n)− s

(2)
1 (n)

] [
s
(2)
2 (n)− s

(2)
3 (n)

] , (4.58)

R
(2)
3 (n) =

[
3B2

n

5

(
σ +

s
(2)
3 (n)

v

)
+

(
σ +

s
(2)
3 (n)

v

)3
]
N[2][Bn, s

(2)
3 (n)]es

(2)
3 (n)t

[
s
(2)
3 (n)− s

(2)
1 (n)

] [
s
(2)
3 (n)− s

(2)
2 (n)

] , (4.59)

são os reśıduos referentes as singularidades s
(2)
1 (n), s

(2)
2 (n) e s

(2)
3 (n), respectivamente.

Na seção seguinte apresentamos o caso B3.

4.4 Caso B3

Apresentamos, nessa seção, a solução para a equação do transporte de

nêutrons com espalhamento anisotrópico, considerando grau de anisotropia L = 3.

Seguindo as mesmas ideias mostradas anteriormente, para os casos B1 e B2, o sistema

a ser resolvido é dado por

Φ0 = σ0A00Φ0 + 3σ1A10Φ1 + 5σ2A20Φ2 + 7σ3A30Φ3 + A00S(B, s)

Φ1 = σ0A10Φ0 + 3σ1A11Φ1 + 5σ2A21Φ2 + 7σ3A31Φ3 + A10S(B, s)

Φ2 = σ0A20Φ0 + 3σ1A21Φ1 + 5σ2A22Φ2 + 7σ3A32Φ3 + A20S(B, s)

Φ3 = σ0A30Φ0 + 3σ1A31Φ1 + 5σ2A32Φ2 + 7σ3A33Φ3 + A30S(B, s)

, (4.60)

ou, equivalentemente, em forma matricial A3Φ3 = C3, onde

A3 =


1− σ0A00 −3σ1A01 −5σ2A02 −7σ3A03

−σ0A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12 −7σ3A13

−σ0A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22 −7σ3A23

−σ0A30 −3σ1A31 −5σ2A32 1− 7σ3A33


4×4

, (4.61)

Φ3 =
[
Φ0 Φ1 Φ2 Φ3

]T
, (4.62)
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C3 =
[
A00S(B, s) A10S(B, s) A20S(B, s) A30S(B, s)

]T
. (4.63)

A solução do sistema (4.60), pela regra de Cramer, é dada por

Φ3 =
− ∂
∂σ0

(|A3|)S(B, s)
|A3|

. (4.64)

nesse caso, obtemos

Φ3(B, s) =
N[3](B, s)

D[3](B, s)
S(B, s), (4.65)

onde N[3] e D[3] estão descritos na seção de apêndices abaixo.

Para o numerador, dado na equação (6.1), usaremos as soluções anaĺıticas

dos termos integrais. Utilizamos as equações (2.87), (2.88) e (2.89), juntamente

com a fórmula de recorrência (2.75) para determinar os outros termos integrais e

substitúı-los em N[3]. Novamente, para o denominador, representado pela equação

(6.2), usaremos o método PM−1. Observe que, se utilizarmos o método P2, obteremos

que A30, A31, A32 e A33 são nulos e, portanto, retornamos ao caso B2. Para evitar

este problema, utilizaremos o método P3, isto é, aumentamos a ordem de quadratura

para aproximar os termos integrais do denominador de Φ
3
(B, s). Obtemos a seguinte

expressão

D[3](Bn, s) =
Γ3(Bn, s)[

105
(
σ + s

v

)4
+ 90

(
σ + s

v

)2
+ 9B4

n

] , (4.66)

onde

Γ3(Bn, s) = 105
(
σ +

s

v

)4

− 105(σ0 + σ1 + σ2 + σ3)
(
σ +

s

v

)3

+ 105

(
σ0σ3 + σ1σ3 + σ2σ3 + σ0σ1 + σ0σ2 + σ1σ2 +

90B2
n

105

)(
σ +

s

v

)2

− 105

[
σ3 (σ0σ1 + σ0σ2 + σ1σ2) + σ0σ1σ2 +

55B2
n

105
+ 63B2

nσ3

](
σ +

s

v

)
− 27B2

n

(
σ1 −

35σ2
27

)(
σ +

s

v

)
+ 9B4

n + 27B2
nσ0σ1 + 28B2

nσ0σ3

+ 105σ0σ1σ2σ3 + 35B2
nσ2σ3, (4.67)
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representa a equação caracteŕıstica do método B3 que tem quatro polos s
(3)
1 (n),

s
(3)
2 (n), s

(3)
3 (n) e s

(3)
4 (n) que são obtidos por aproximação pelo método de New-

ton–Raphson. Após determinar as singularidades, e filtrar aquelas que estão dentro

da região de integração, usamos o Teorema dos Reśıduos para determinar R
(3)
1 (n),

R
(3)
2 (n), R

(3)
3 (n) e R

(3)
4 (n), dados, respectivamente, por

R
(3)
1 (n) =

[
105

(
σ +

s
(3)
1 (n)

v

)4

+ 90

(
σ +

s
(3)
1 (n)

v

)2

+ 9B4
n

]
N[3][Bn, s

(3)
1 (n)]es

(3)
1 (n)t

[
s
(3)
1 (n)− s

(3)
2 (n)

][
s
(3)
1 (n)− s

(3)
3 (n)

][
s
(3)
1 (n)− s

(3)
4 (n)

] ,

(4.68)

R
(3)
2 (n) =

[
105

(
σ +

s
(3)
2 (n)

v

)4

+ 90

(
σ +

s
(3)
2 (n)

v

)2

+ 9B4
n

]
N[3][Bn, s

(3)
2 (n)]es

(3)
2 (n)t

[
s
(3)
2 (n)− s

(3)
1 (n)

][
s
(3)
2 (n)− s

(3)
3 (n)

][
s
(3)
2 (n)− s

(3)
4 (n)

] ,

(4.69)

R
(3)
3 (n) =

[
105

(
σ +

s
(3)
3 (n)

v

)4

+ 90

(
σ +

s
(3)
3 (n)

v

)2

+ 9B4
n

]
N[3]

[
Bn, s

(3)
3 (n)

]
es

(3)
3 (n)t

[
s
(3)
3 (n)− s

(3)
1 (n)

][
s
(3)
3 (n)− s

(3)
2 (n)

][
s
(3)
3 (n)− s

(3)
4 (n)

] ,

(4.70)

R
(3)
4 (n) =

[
105

(
σ +

s
(3)
4 (n)

v

)4

+ 90

(
σ +

s
(3)
4 (n)

v

)2

+ 9B4
n

]
N[3][Bn, s

(3)
4 (n)]es

(3)
4 (n)t

[
s
(3)
4 (n)− s

(3)
1 (n)

][
s
(3)
4 (n)− s

(3)
2 (n)

][
s
(3)
4 (n)− s

(3)
3 (n)

] .

(4.71)

Utilizando as equações (4.68), (4.69), (4.70) e (4.71), após aplicação das

transformadas inversas de Fourier e Laplace em (4.65) obtemos a solução para o

fluxo escalar do caso B3, que é dada por

ϕ[3](x, t) =
∞∑
n=1

{[
9

(2n− 1)πv6B8
n

]
sen (Bnx0) cos (Bnx)

[
4∑
i=1

R
(3)
i (n)

]}
, (4.72)

onde R
(3)
i (n) são os reśıduos referentes as singularidades s

(3)
i (n) para i ∈ {1, 2, 3, 4}.
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4.5 Caso B4

Nessa seção apresentamos a solução para a equação do transporte de nêutrons

com dispersão anisotrópica, considerando um grau de anisotropia L = 4. Procede-

mos de forma semelhante aos casos anteriormente apresentados. O sistema para o

caso L = 4 em forma matricial é A4Φ4 = C4, onde

A4 =


1− σ0A00 −3σ1A01 −5σ2A02 −7σ3A03 −7σ4A04

−σ0A10 1− 3σ1A11 −5σ2A12 −7σ3A13 −7σ4A14

−σ0A20 −3σ1A21 1− 5σ2A22 −7σ3A23 −7σ4A24

−σ0A30 −3σ1A31 −5σ2A32 1− 7σ3A33 −7σ4A34

−σ0A40 −3σ1A41 −5σ2A42 −7σ3A43 1− 7σ4A44


5×5

,

(4.73)

Φ4 =
[
Φ0 Φ1 Φ2 Φ3 Φ4

]T
, (4.74)

C4 =
[
A00S(B, s) A10S(B, s) A20S(B, s) A30S(B, s) A40S(B, s)

]T
. (4.75)

Como vimos anteriormente, a solução do sistema é dada por

Φ4 =
− ∂
∂σ0

(|A4|)S(B, s)
|A4|

. (4.76)

Da equação (4.76), obtemos a seguinte solução duplamente transformada,

Φ4(B, s) =
N[4](B, s)

D[4](B, s)
S(B, s), (4.77)

onde N[4](B, s) e D[4](B, s) são apresentados na seção de apêndices.

Semelhante aos casos anteriores, para o numerador de Φ4(B, s) dado na

equação (6.3), usaremos as soluções anaĺıticas dos termos integrais obtidos junta-

mente com a fórmula de recorrência (2.75). Para o denominador representado pela

equação (6.4), utilizaremos o método PM−1. Observe que, se usarmos o método P3,

obteremos A40 = A41 = A42 = A43 = A44 = 0 e, portanto, retornaremos ao caso B3.

Sendo assim, usaremos o método P4 para aproximar os termos integrais de D[4](B, s).
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Fazendo isso, obtemos

D[4](Bn, s) =
Γ4(Bn, s)

225(σv + s) [T(Bn, s)]
, (4.78)

onde Γ4(Bn, s) é a equação caracteŕıstica do método B4, dada na equação (6.5)

apresentada nos apêndices e,

T(Bn, s) =

(
B4
n +

14

4
B2
nσ

2 +
21

5
σ4

)
v4 +

28σsv3

3

(
B2
n +

9σ2

5

)
+

84s3σv

5

+
14s2v2

3

(
B2
n +

27σ2

5

)
+

21s4

5
. (4.79)

Como Γ4(Bn, s) é um polinômio de quinto grau na variável s, aproximando

pelo método de Newton-Raphson, obtemos cinco polos s
(4)
1 (n), s

(4)
2 (n), s

(4)
3 (n), s

(4)
4 (n)

e s
(4)
5 (n). Depois de encontrar as singularidades e filtrar aquelas que se enquadram

na região de integração, usamos o Teorema dos Reśıduos para encontrar R
(4)
1 (n),

R
(4)
2 (n), R

(4)
3 (n), R

(4)
4 (n) e R

(4)
5 (n), definidos por

R
(4)
1 (n) =

{
225

[
σv + s

(4)
1 (n)

][
T(Bn, s

(4)
1 (n))

]}
N[4][Bn, s

(4)
1 (n)]es

(4)
1 (n)t[

s
(4)
1 (n)− s

(4)
2 (n)

][
s
(4)
1 (n)− s

(4)
3 (n)

][
s
(4)
1 (n)− s

(4)
4 (n)

][
s
(4)
1 (n)− s

(4)
5 (n)

] ,
(4.80)

R
(4)
2 (n) =

{
225

[
σv + s

(4)
2 (n)

][
T(Bn, s

(4)
2 (n))

]}
N[4][Bn, s

(4)
2 (n)]es

(4)
2 (n)t[

s
(4)
2 (n)− s

(4)
1 (n)

][
s
(4)
2 (n)− s

(4)
3 (n)

][
s
(4)
2 (n)− s

(4)
4 (n)

][
s
(4)
2 (n)− s

(4)
5 (n)

] ,
(4.81)

R
(4)
3 (n) =

{
225

[
σv + s

(4)
3 (n)

][
T(Bn, s

(4)
3 (n))

]}
N[4][Bn, s

(4)
3 (n)]es

(4)
3 (n)t[

s
(4)
3 (n)− s

(4)
1 (n)

][
s
(4)
3 (n)− s

(4)
2 (n)

][
s
(4)
3 (n)− s

(4)
4 (n)

][
s
(4)
3 (n)− s

(4)
5 (n)

] ,
(4.82)

R
(4)
4 (n) =

{
225

[
σv + s

(4)
4 (n)

][
T(Bn, s

(4)
4 (n))

]}
N[4][Bn, s

(4)
4 (n)]es

(4)
4 (n)t[

s
(4)
4 (n)− s

(4)
1 (n)

][
s
(4)
4 (n)− s

(4)
2 (n)

][
s
(4)
4 (n)− s

(4)
3 (n)

][
s
(4)
4 (n)− s

(4)
5 (n)

] ,
(4.83)
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R
(4)
5 (n) =

{
225

[
σv + s

(4)
5 (n)

][
T(Bn, s

(4)
5 (n))

]}
N[4][Bn, s

(4)
5 (n)]es

(4)
5 (n)t[

s
(4)
5 (n)− s

(4)
1 (n)

][
s
(4)
5 (n)− s

(4)
2 (n)

][
s
(4)
5 (n)− s

(4)
3 (n)

][
s
(4)
5 (n)− s

(4)
4 (n)

] .
(4.84)

Após aplicação da transformada inversa de Fourier, representando o termo

fonte conforme os casos anteriores, e transformada inversa de Laplace juntamente

com o Teorema dos Reśıduos, obtemos a seguinte solução para o fluxo escalar de

nêutrons do método B4,

ϕ[4](x, t) =
∞∑
n=1

{[
1

144(2n− 1)πv8B10
n

]
sen (Bnx0) cos (Bnx)

[
5∑
i=1

R
(4)
i (n)

]}
, (4.85)

onde R
(4)
i (n) são os reśıduos referentes as singularidades s

(4)
i (n) para i ∈ {1, ..., 5}.

No Caṕıtulo 5, apresentamos os resultados referentes as soluções obtidas

nesse caṕıtulo. Vamos apresentar resultados para as singularidades obtidas pelo Te-

orema dos reśıduos, a distribuição dos polos na região de integração e a representação

do fluxo escalar de nêutrons com dispersão anisotrópica considerando diferentes pro-

blemas.
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Caṕıtulo 5

Resultados

Neste caṕıtulo vamos apresentar os resultados para os casos B1, B2, B3 e B4

discutidos no caṕıtulo anterior. Inicialmente, representaremos os valores obtidos para

as singularidades de alguns casos considerando diferentes parâmetros de transporte.

A seguir, mostraremos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons para diferen-

tes graus de anisotropia. Vale ressaltar que, antes de obter os resultados dos casos

anisotrópicos, estudamos o caso isotrópico apresentado por Dulla et al. [12] e com-

paramos os resultados obtidos com os dados do artigo. Para simular os resultados,

implementamos um código em Python 3.10-64bit e executados em um computador

Intel(R), Core(TM), i5-1135G7, CPU 2.4GHz, 64bits, 8 GB de memória RAM eWin-

dows(11). Apresentamos todos os resultados dessa seção considerando 4 algarismos

significativos e o número de harmônicas N = 300, referentes aos truncamentos das

séries representadas para os fluxos escalares de nêutrons de cada caso considerado.

Vale ressaltar que não foi preciso utilizar o mesmo número de harmônicas do caso

PM−1 pois, os resultados que encontramos para o método BL produziram resultados

melhores que o método de esféricos harmônicos com menos termos nas séries obtidas.

Na Tabela 5.1, apresentamos os valores dos polos encontrados no caso B1.

Consideramos a seção transversal total e a velocidade de propagação de nêutrons

unitárias, σ0 = 0.9, σ1 = 0.3σ0 e uma placa de dimensão fixa H = 4 mfp, onde as

distâncias são representadas por unidades de caminhos livres médios (mfp) e o tempo

é medido em termos de tempo livre médio (mft), ou seja, o tempo necessário para
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percorrer uma unidade de distância mfp. Podemos observar que todas as singulari-

dades encontradas, neste caso, são complexas e pertencem ao semićırculo de raio Bn

(cujo valor também está presente na Tabela 5.1) e, portanto, devemos determinar o

reśıduos para todas as singularidades obtidas em todas as autofunções consideradas.

Tabela 5.1: Valores dos polos do caso B1 associados às primeiras 15 autofunções.

n s
(1)
1 s

(1)
2 Bn

1 −0.415 + 0.3262j −0.415− 0.3262j 0.7854
2 −0.415 + 1.3234j −0.415− 1.3234j 2.3562
3 −0.415 + 2.2453j −0.415− 2.2453j 3.9270
4 −0.415 + 3.1585j −0.415− 3.1585j 5.4978
5 −0.415 + 4.0689j −0.415− 4.0689j 7.0686
6 −0.415 + 4.9780j −0.415− 4.9780j 8.6394
7 −0.415 + 5.8864j −0.415− 5.8864j 10.2102
8 −0.415 + 6.7944j −0.415− 6.7944j 11.7810
9 −0.415 + 7.7022j −0.415− 7.7022j 13.3518
10 −0.415 + 8.6098j −0.415− 8.6098j 14.9226
11 −0.415 + 9.5172j −0.415− 9.5172j 16.4934
12 −0.415 + 10.4246j −0.415− 10.4246j 18.0642
13 −0.415 + 11.3319j −0.415− 11.3319j 19.6349
14 −0.415 + 12.2391j −0.415− 12.2391j 21.2057
15 −0.415 + 13.1463j −0.415− 13.1463j 22.7765

Na Tabela 5.2, apresentamos os valores para os polos do caso B2 associado

às primeiras 15 autofunções. Consideramos os mesmos parâmetros da Tabela 5.1

somando o valor de σ2 = 0.3σ1. Neste modelo, temos a existência de polos reais e

um par de polos complexos conjugados. Vemos que todos os polos estão dentro da

região de integração obtida pelo processo de inversão de Laplace.

84



Tabela 5.2: Valores dos polos do caso B2 associados às primeiras 15 autofunções.

n s
(2)
1 s

(2)
2 s

(2)
3 Bn

1 −0.4218 −0.6636 + 0.4536j −0.6636− 0.4536j 0.7854
2 −0.5458 −0.6016 + 1.7743j −0.6016− 1.7743j 2.3562
3 −0.5518 −0.5986 + 3.0116j −0.5986− 3.0116j 3.9270
4 −0.5534 −0.5978 + 4.2370j −0.5978− 4.2370j 5.4978
5 −0.5540 −0.5975 + 5.4585j −0.5975− 5.4585j 7.0686
6 −0.5544 −0.5973 + 6.6783j −0.5973− 6.6783j 8.6394
7 −0.5545 −0.5972 + 7.8972j −0.5972− 7.8972j 10.2102
8 −0.5547 −0.5972 + 9.1155j −0.5972− 9.1155j 11.7810
9 −0.5547 −0.5971 + 10.3334j −0.5971− 10.3334j 13.3518
10 −0.5548 −0.5971 + 11.5510j −0.5971− 11.5510j 14.9226
11 −0.5548 −0.5971 + 12.7685j −0.5971− 12.7685j 16.4934
12 −0.5549 −0.5971 + 13.9859j −0.5971− 13.9859j 18.0642
13 −0.5549 −0.5971 + 15.2031j −0.5971− 15.2031j 19.6349
14 −0.5549 −0.5971 + 16.4203j −0.5971− 16.4203j 21.2057
15 −0.5549 −0.5970 + 17.6374j −0.5970− 17.6374j 22.7765

Nas Tabelas 5.3 e 5.3 apresentamos os polos associados do caso B3 con-

siderando os mesmos parâmetros citados na Tabela 5.2 e o valor de σ3 = 0.3σ2.

Observamos que todas as singularidades s
(3)
1 (n), s

(3)
2 (n), s

(3)
3 (n) e s

(3)
4 (n) contribuem

com valores para os reśıduos, pois estão presentes na região de integração à medida

que o raio Bn aumenta.
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Tabela 5.3: Valores dos polos do caso B3 associados às primeiras 15 autofunções.

n s
(3)
1 s

(3)
2 s

(3)
3 s

(3)
4 Bn

1 -0.5482 +0.1452j -0.5482 -0.1452j -0.8142 +0.5489j -0.8142 -0.5489j 0.7854
2 -0.7199 +1.9708j -0.6425 -0.7972j -0.6425 +0.7972j -0.7199 -1.9708j 2.3562
3 -0.6490 +1.3333j -0.6490 -1.3333j -0.7133 +3.3468j -0.7133 -3.3468j 3.9270
4 -0.6508 +1.8680j -0.6508 -1.8680j -0.7116 +4.7094j -0.7116 -4.7094j 5.4978
5 -0.6515 +2.4023j -0.6515 -2.4023j -0.7109 +6.0676j -0.7109 -6.0676j 7.0686
6 -0.6518 +2.9365j -0.6518 -2.9365j -0.7105 +7.4238j -0.7105 -7.4238j 8.6394
7 -0.6520 +3.4707j -0.6520 -3.4707j -0.7103 +8.7789j -0.7103 -8.7789j 10.2102
8 -0.6521 +4.0048j -0.6521 -4.0048j -0.7102+10.1334j -0.7102-10.1334j 11.7810
9 -0.6522 +4.5389j -0.6522-4.5389j -0.7101+11.4874j -0.7101-11.4874j 13.3518
10 -0.7101 +12.8412j -0.6523 -5.0730j -0.6523 +5.0730j -0.7101 -12.8412j 14.9226
11 -0.6523 +5.6071j -0.6523 -5.6071j -0.7100+14.1947j -0.7100-14.1947j 16.4934
12 -0.6524 +6.1411j -0.6524 -6.1411j -0.7100+15.5481j -0.7100-15.5481j 18.0642
13 -0.6524 +6.6752j -0.6524 -6.6752j -0.7100+16.9014j -0.7100-16.9014j 19.6349
14 -0.6524 +7.2093j -0.6524 -7.2093j -0.7099+18.2546j -0.7099-18.2546j 21.2057
15 -0.7099 +19.6077j -0.6524 -7.7433j -0.6524 +7.7433j -0.7099 -19.6077j 22.7765

Na Tabela 5.4 apresentamos os valores dos polos do caso B4 considerando um

domı́nio fixo H = 2 (mfp) e σ4 = 0.3σ3. É importante observar que, a cada aumento

do grau de anisotropia L, diminúımos a probabilidade do desvio do nêutron após a

colisão com o meio material, deixando todas as seções de choque na proporção do

valor de σ0. Como nos casos anteriores, todas as singularidades obtidas na Tabela 5.4

estão presentes no semićırculo de raio Bn e contribuem para o cálculo dos reśıduos.

Vale ressaltar que a utilização de diferentes parâmetros, como o tamanho da espessura

da placa H, pode resultar em reśıduos nulos para algumas autofunções, pois, em

certos casos, o polo encontrado não está dentro da região de integração.
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Tabela 5.4: Valores dos polos do caso B4 associados às primeiras 10 autofunções.

n s
(4)
1 s

(4)
2 s

(4)
3 s

(4)
4 s

(4)
5

1 -0.6957 -0.6900 +0.8241j -0.6900 -0.8241j -0.8208 +1.3386j -0.8208 -1.3386j
2 -0.7110 -0.7161 +2.5343j -0.7161 -2.5343j -0.7872 +4.2396j -0.7872 -4.2396j
3 -0.7120 -0.7180 +4.2274j -0.7180 -4.2274j -0.7847 +7.0986j -0.7847 -7.0986j
4 -0.7123 -0.7185 +5.9195j -0.7185 -5.9195j -0.7841 +9.9507j -0.7841 -9.9507j
5 -0.7124 -0.7187 +7.6115j -0.7187 -7.6115j -0.7838+12.8010j -0.7838-12.8010j
6 -0.7125 -0.7188 +9.3033j -0.7188 -9.3033j -0.7836+15.6492j -0.7836-15.6492j
7 -0.7125 -0.7836 +18.4974j -0.7189-10.9951j -0.7189+10.9951j -0.7836 -18.4974j
8 -0.7125 -0.7189+12.6868j -0.7189-12.6868j -0.7835+21.3452j -0.7835-21.3452j
9 -0.7125 -0.7190+14.3785j -0.7190-14.3785j -0.7835+24.1928j -0.7835-24.1928j
10 -0.7125 -0.7190+16.0702j -0.7190-16.0702j -0.7835 +27.0402j -0.7835 -27.0402j

Nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, apresentamos a localização dos polos repre-

sentados nas Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, respectivamente. Mostramos os polos das

equações caracteŕısticas dos casos B1, B2, B3 e B4. Para melhor visualização, apre-

sentamos o valor do semićırculo Bn referente ao último valor de n de cada tabela.

Mostramos apenas um recorte do gráfico, pois os polos estão localizados em pontos

próximos no eixo imaginário e distantes do centro do semićırculo no eixo real.

Figura 5.1: Singularidades da equação caracteŕıstica do caso B1.
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Figura 5.2: Singularidades da equação caracteŕıstica do caso B2.

Figura 5.3: Singularidades da equação caracteŕıstica do caso B3.
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Figura 5.4: Singularidades da equação caracteŕıstica do caso B4.

Como podemos perceber, a disposição dos polos está localizada dentro do

semićırculo e assim, todos contribuem para a solução por meio do Teorema dos

Reśıduos. Além disso, na Tabela 5.2 podemos perceber que os polos s
(2)
1 formam

uma sequência decresente de pontos no eixo real e isso fica mais evidente através

dos pontos azuis da Figura 5.2. Percebemos também, que os polos das Tabelas 5.3 e

5.4 podem se alternar devido ao método utilizado para determinar as singularidades

nesses casos.

A Figura 5.5 mostra a evolução temporal do caso B1 após o pulso localizado

no ponto x0 = 0.5 calculado com 300 autofunções. Os parâmetros usados são os

mesmos mostrados na Tabela 5.1 acima. Podemos observar um decaimento do fluxo

no ińıcio da placa conforme o valor de t aumenta e no espaço ao longo da região.
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Figura 5.5: Fluxo escalar de nêutrons do caso B1 para diferentes valores de tempo.

A Figura 5.6 mostra a evolução do fluxo escalar de nêutrons no caso B2 em

uma placa de tamanhoH = 4 (mfp) após um pulso localizado em x0 = 0.5 e os demais

parâmetros são retirados da Tabela 5.2. Apresentamos a evolução para diferentes

tempos e notamos um comportamento semelhante ao caso B1. Esse comportamento

é esperado para esse tipo de fonte. Podemos observar que, no ponto t = 0.5 mft,

o fluxo de nêutrons da parte inicial é próximo ao pulso inicial e, logo após, ocorre

o decaimento ao longo da região. Para os demais tempos, o fluxo preserva um

comportamento semelhante, com algumas oscilações presentes. Esses efeitos são

decorrentes da anisotropia pois, a medida que o tempo passa, o fluxo escalar, que é

uma soma de vetores que representam as direções angulares dos nêutros, pode variar.
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Figura 5.6: Fluxo escalar de nêutrons do caso B2 para diferentes valores de tempo.

Na Figura 5.7 apresentamos o fluxo escalar de nêutrons para o caso B3. Os

parâmetros usados são os seguintes: σ = 1, v = 1, σ0 = 0.9, σ1 = 0.3σ0, σ2 = 0.3σ1

e σ3 = 0.3σ2. Apresentamos a evolução do fluxo em uma placa de tamanho H = 2

(mfp) após um pulso localizado em x0 = 0.25. Notamos um aumento do fluxo

na parte inicial e verificamos um decaimento temporal e espacial conforme previsto

ao longo do tempo. Nesse caso, o pulso inicial também é maior em relação aos

casos anteriores. Fica bem viśıvel também, nos casos em que t ∈ {0.8, 1.6, 2.0}, que
o comportamento do fluxo oscila na parte intermediária e decai na parte final do

domı́nio.
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Figura 5.7: Fluxo escalar de nêutrons do caso B3 para diferentes valores de tempo.

Na Figura 5.8 apresentamos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons

aplicado ao caso anisotrópico com grau de anisotropia L = 4. Usamos o caso B4 para

representar a evolução do fluxo escalar ao longo do tempo. Usamos os parâmetros

apresentados na Tabela 5.4 e mostramos a evolução após um pulso dado no ponto

x0 = 0.25. Como mostrado nos casos anteriores, obtemos um comportamento análogo

com decaimento temporal e espacial ao longo do domı́nio. Percebemos um aumento

do fluxo na parte inicial da placa, e que os efeitos da anisotropia estão mais presentes

na Figura 5.8 como, por exemplo no caso t = 1.0 mft. Isso pode ser explicado pelo

crescimento do grau de anisotropia, o que gera um aumento do número de seções de

choque tranversais de colisão e, possivelmente, uma variação do fluxo na região ao

longo do tempo.
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Figura 5.8: Fluxo escalar de nêutrons do caso B4 para diferentes valores de tempo.

Na Figura 5.9 modificamos os valores dos parâmetros mostrados na Figura

5.5 para o caso B1. Avaliamos a evolução temporal do fluxo escalar de nêutrons em

uma placa de tamanho H = 10 após um pulso localizado em x0 = 0.5. Os outros

parâmetros usados são v = 1, σ = 1 , σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0. Verificamos um

comportamento semelhante ao apresentado na Figura 5.5, com decaimento temporal

e espacial do fluxo ao longo do domı́nio.
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Figura 5.9: Fluxo escalar de nêutrons do caso B1 em uma placa de tamanho H = 10
(mfp).

A Figura 5.10 apresenta os resultados para o fluxo escalar de nêutrons do

caso B2 em uma placa de tamanho H = 8 após um pulso localizado em x0 = 0.5 com

seção transversal e velocidade unitárias. Os outros parâmetros usados são σ0 = 0.8,

σ1 = 0.25σ0 e σ2 = 0.3σ1. Modificamos os valores das seções transversais de colisão

e percebemos um decaimento temporal e espacial para o fluxo escalar de nêutrons

ao longo da região. Comportamento semelhante ao mostrado na Figura 5.6.

94



Figura 5.10: Fluxo escalar de nêutrons do caso B2 em uma placa de tamanho H = 8
(mfp).

Na Figura 5.11 apresentamos os resultados para o fluxo escalar de nêutrons

do caso B3, usando N = 300 autofunções, em uma placa de tamanho H = 4 após um

pulso localizado em x0 = 0.25 com seção transversal e velocidade unitárias. Os outros

parâmetros usados são σ0 = 0.9, σ1 = 0.2σ0, σ2 = 0.2σ1 e σ3 = 0.2σ2. Observamos a

evolução do fluxo escalar de nêutrons ao longo da região e, mesmo após modificar os

parâmetros, o comportamento do fluxo decai temporal e espacialmente, semelhante

ao que foi mostrado na Figura 5.7 dadas suas proporções.
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Figura 5.11: Fluxo escalar de nêutrons do caso B3 em uma placa de tamanho H = 4
(mfp).

A Figura 5.12 mostra os resultados da evolução do fluxo escalar de nêutrons

do caso B4 em uma placa de tamanho H = 4 após um pulso localizado em x0 =

0.25 com seção transversal e velocidade unitárias. Os outros parâmetros usados são

σ0 = 0.7, σ1 = 0.25σ0, σ2 = 0.3σ1, σ3 = 0.2σ2 e σ4 = 0.2σ3. Podemos observar

o decaimento temporal e espacial do fluxo escalar de nêutrons ao longo da região.

Como podemos ver, este comportamento é semelhante ao mostrado na Figura 5.8

dada anteriormente.
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Figura 5.12: Fluxo escalar de nêutrons do caso B4 em uma placa de tamanho H = 4
(mfp).

Nas Figuras 5.13, 5.14 e 5.15, apresentamos os resultados para o caso B1

comparando com os dados obtidos pelo método P1 nas Figuras 3.6, 3.7 e 3.10, res-

pectivamente. Os parâmetros utilizados foram os mesmos das Figuras 3.6, 3.7 e

3.10. Observamos que os resultados encontrados pelo método B1 foram melhores

em comparação aos obtidos pelo método de esféricos harmônicos de ordem M = 2.

Comparamos os resultados para os mesmos valores de tempos e percebemos um

decréscimo do fluxo escalar de nêutrons pelo caso B1, cuja solução foi obtida de

forma semi-anaĺıtica, o que era esperado pois se aproxima ainda mais da solução

anaĺıtica para os problemas considerados, e isso mostra que nossa solução produz

resultados com melhor efetividade em relação ao método de esféricos harmônicos.
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Figura 5.13: Caso B1 em relação ao Método P1 com σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3σ0.

Figura 5.14: Caso B1 em relação ao Método P1 com σ0 = 0.8 e σ1 = 0.25σ0.
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Figura 5.15: Caso B1 em relação ao Método P1 em uma placa de espessura H = 50.

Finalizamos os resultados considerando o caso B1 para uma região de tama-

nho única H = 8, com velocidade e seção de choque total unitárias, variando, apenas,

os parâmetros das seções de choques transversais de colisão, ou seja, as probabili-

dades de um nêutron ao colidir com um meio material gerar um ou mais nêutrons

dentro do reator. Na Figura 5.16 utilizamos σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3. Na Figura 5.17

utilizamos σ0 = 0.7 e σ1 = 0.2. Por fim, na Figura 5.18 utilizamos σ0 = 0.5 e σ1 = 0,

o que levaria a um comportamento do caso isotrópico, visto que, se σ1 = 0, o sistema

gerado por (4.6) teria solução independente.
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Figura 5.16: Caso B1 considerando σ0 = 0.9 e σ1 = 0.3.

Figura 5.17: Caso B1 considerando σ0 = 0.7 e σ1 = 0.2.
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Figura 5.18: Caso B1 considerando σ0 = 0.5 e σ1 = 0.

Como podemos perceber, as mudanças nos valores de σ0 e σ1 implicam em

mudanças do comportamento para o fluxo escalar de nêutrons, principalmente, em

sua parte inicial. Nos casos em que temos valores não-nulos para essas variáveis, o

pulso inicial se dá em uma região próxima a 0.8 porém, quando anulamos a variável

σ1 na Figura 5.18, esse valor cai pela metade. E como dito anteriormente, isso

representaria uma evolução do fluxo com dispersão isotrópica, ou seja, o caso L = 0.

Isso justifica o fato de quando aumentamos o valor de L, há também, uma evolução

espacial do fluxo escalar de nêutrons. Isso também ocorre para os demais casos

investigados. Outro fato a ser citado é que, quando diminúımos o valor das seções

transversais de colisão, o fluxo decai, temporal e espacialmente, sendo viśıvel pelas

cores que empregamos para representar as diferentes evoluções para o fluxo.

Na seção seguinte, apresentamos as conclusões desse trabalho e as perspec-

tivas de futuros trabalhos que podem ser feitos sobre o nosso estudo. Apresentamos,

também, a seção de apêndices, onde constam algumas equações que utilizamos para

determinar os fluxos dos casos apresentados.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

Neste trabalho apresentamos uma solução para a equação de transporte de

nêutrons com espalhamento anisotrópico através do método de aproximação BL. A

solução para o fluxo escalar de nêutrons foi obtida através de uma dupla trans-

formação, Laplace na variável temporal e Fourier na variável espacial. Após utilizar

a aproximação para a seção transversal de colisão através de uma série truncada em

polinômios de Legendre de ordem L, o método BL é derivado. Definindo o grau

de anisotropia L, resolvemos o sistema linear pelo método de Cramer e obtemos a

solução Φ(B, s) para o fluxo duplamente transformado e, na sequência, aplicando as

transformadas inversas de Fourier no espaço e Laplace no tempo, representando a

fonte de nêutrons pulsadas como uma expansão, espacialmente normalizada, da série

de autofunções de Helmholtz, obtemos o fluxo escalar total de nêutrons para o grau

de anisotropia em questão. Apresentamos os casos anisotrópicos com L variando de

1 a 4. Em cada caso, mostramos a versão final para o fluxo escalar de nêutrons, que

depende dos reśıduos obtidos no processo de inversão de Laplace.

Representamos, inicialmente, as posições geográficas para os polos encon-

trados em cada caso estudado, que estão localizados no plano complexo, ao longo

da região do semićırculo de raio Bn. Em seguida, apresentamos resultados para o

fluxo escalar de nêutrons dos casos B1, B2, B3 e B4. As soluções para fontes de

pulsos localizados mostram um comportamento consistente do ponto do vista f́ısico,

pois, através dos resultados, percebemos um comportamento semelhante de decai-
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mento temporal e espacial mesmo após modificar os parâmetros de transporte no

sistema f́ısico e, desta forma, podemos ver que o método funciona. Embora existam

trabalhos nesta mesma linha de pesquisa, não foi posśıvel comparar resultados, pois

esses, evidenciam particularidades que não se assemelham ao que foi desenvolvido

aqui. A única comparação que mostramos foi entre o caso B1 e o método de esféricos

harmônicos de ordem M = 2 para o caso anisotrópico considerando um grau de ani-

sotropia L = 1. Mostramos que o método B1 possui resultados melhores em relação

ao método P1 e isso mostra que nosso método é mais eficiente, se aproximando ainda

mais da solução anaĺıtica.

Como projeto futuro, fica em aberto a busca pela solução de problemas de

transporte de nêutrons com dispersão anisotrópica considerando graus de anisotropia

superiores a L = 4. Além disso, a utilização de dois tipos de aproximação para os

termos integrais durante a aplicação do Teorema dos Reśıduos não nos permite dizer

que a solução obtida é totalmente anaĺıtica, mas sim uma solução semi-anaĺıtica,

que produz resultados fisicamente consistentes. A ideia a seguir é utilizar o método

que empregamos neste trabalho e aplicá-lo a problemas considerando maiores graus

de anisotropia. Para obter a solução duplamente transformada, podemos utilizar o

processo mostrado no ińıcio do Caṕıtulo 4, onde conseguimos generalizar as soluções

para qualquer grau de anisotropia L. A partir dessas soluções devemos iniciar o

processo de inversão, tomando bastante cuidado ao aplicar a transformada inversa

de Laplace, pois as funções que estão sendo integradas possuem singularidades e,

nesses casos, é preciso utilizar o Teorema dos Reśıduos para evitar posśıveis erros.

De forma geral, apresentamos um importante avanço da teoria geral da

equação do transporte de nêutrons aplicada em reatores nucleares por meio de repre-

sentações por fontes pulsadas. A técnica para resolução consiste em utilizar trans-

formadas integrais nas variáveis tempo e espaço. Por meio dos resultados obtidos,

podemos compreender como se comporta uma população de nêutrons dentro de um

reator e analisar os posśıveis efeitos da anisotropia presentes no núcleo.
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Apêndices

Nessa seção apresentamos alguns cálculos, realizados no software Maple 18,

que utilizamos para determinar as soluções para o fluxo escalar de nêutrons. A seguir,

apresentamos os numeradores e os denominadores das equações (4.65) e (4.77), dados

por

N[3] = 105σ1σ2σ3(A00A11A22A33 − A00A11A
2
32 − A00A

2
21A33 − A2

10A22A33

− A00A22A
2
31 + A2

20A
2
31 + A2

10A
2
32 − A11A

2
20A33 + A2

21A
2
30 − A11A22A

2
30)

+ 210σ1σ2σ3(A10A20A21A33 − A10A20A31A32 − A10A21A30A32

+ A10A22A30A31 + A00A21A31A32 + A11A20A30A32 − A20A21A30A31)

+ 15σ1σ2(−A00A11A22 + A00A
2
21 + A2

10A22 + A11A
2
20 − 2A10A20A21)

+ 21σ1σ3(−A00A11A33 + A00A
2
31 − 2A10A30A31 + A2

10A33 + A11A
2
30)

+ 35σ2σ3(−A00A22A33 + A00A
2
32 + A2

20A33 − 2A20A30A32 + A22A
2
30)

+ 3σ1(A00A11 − A2
10)+5σ2(A00A22 − A2

20)+7σ3(A00A33 − A2
30)−A00. (6.1)

D[3] = 105σ0σ1σ2σ3(A00A11A22A33 − A00A11A
2
32 + A2

21A
2
30 − A00A

2
21A33

− A00A22A
2
31 − A2

10A22A33 + A2
10A

2
32 − A11A

2
20A33 − A11A22A

2
30 + A2

20A
2
31)

+ 210σ0σ1σ2σ3(A00A21A31A32 + A10A20A21A33 − A10A20A31A32

− A10A21A30A32 + A10A22A30A31 + A11A20A30A32 − A20A21A30A31)

+ 15σ0σ1σ2(−A00A11A22 + A00A
2
21 + A2

10A22 − 2A10A20A21 + A11A
2
20)

+ 21σ0σ1σ3(−A00A11A33 + A2
10A33 − 2A10A30A31 + A00A

2
31 + A11A

2
30)

+ 35σ0σ2σ3(−A00A22A33 + A00A
2
32 + A2

20A33 − 2A20A30A32 + A22A
2
30)

+ 105σ1σ2σ3(−A11A22A33 + A11A
2
32 + A2

21A33 − 2A21A31A32 + A22A
2
31)

+ 3σ0σ1(A00A11 − A2
10) + 5σ0σ2(A00A22 − A2

20) + 7σ0σ3(A00A33 − A2
30)

+ 15σ1σ2(A11A22 − A2
21) + 21σ1σ3(A11A33 − A2

31) + 35σ2σ3(A22A33 − A2
32)

− σ0A00 − 3σ1A11 − 5σ2A22 − 7σ3A33 + 1, (6.2)
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N[4] = 945σ1σ2σ3σ4(A00A11A22A33A44 − A00A11A22A
2
43 − A00A11A

2
32A44

− A00A11A33A
2
42 − A00A

2
21A33A44 + A00A

2
21A

2
43 + A00A

2
31A

2
42 + A00A

2
32A

2
41

− A00A22A33A
2
41 + A2

10A22A
2
43 + A2

10A
2
32A44 − A00A22A

2
31A44 + A2

10A33A
2
42

− A2
10A22A33A44 + 2A00A11A32A42A43 + 2A00A21A31A32A44 + A11A

2
20A

2
43

− 2A00A21A31A42A43 − 2A00A21A32A41A43 + 2A00A21A33A41A42

+ 2A00A22A31A41A43 − 2A00A31A32A41A42 − 2A2
10A32A42A43 + A11A

2
30A

2
42

+ 2A10A20A21A33A44 − 2A10A20A21A
2
43 − 2A10A20A31A32A44 + A11A

2
32A

2
40

+ 2A10A20A31A42A43 + 2A10A20A32A41A43 + 2A11A22A30A40A43

− 2A10A20A33A41A42 − 2A10A21A30A32A44 + 2A10A21A30A42A43

+ 2A10A21A32A40A43 − 2A10A21A33A40A42 + 2A10A22A30A31A44

− 2A10A22A30A41A43 − 2A10A22A31A40A43 + 2A10A22A33A40A41

− 2A10A30A31A
2
42 + 2A10A30A32A41A42 + 2A10A31A32A40A42

− 2A10A
2
32A40A41 − A11A

2
20A33A44 + 2A11A20A30A32A44 + A2

20A
2
31A44

− 2A11A20A30A42A43 − 2A11A20A32A40A43 + 2A11A20A33A40A42

− A11A22A
2
30A44 − A11A22A33A

2
40 − 2A11A30A32A40A42 − 2A2

20A31A41A43

− 2A20A21A30A31A44 + 2A20A21A30A41A43 + 2A20A21A31A40A43

+ A2
20A33A

2
41 − 2A20A21A33A40A41 + 2A20A30A31A41A42 + A2

21A
2
30A44

− 2A20A
2
31A40A42 + 2A20A31A32A40A41 + A22A

2
30A

2
41 + A2

21A33A
2
40

− 2A20A30A32A
2
41 − 2A2

21A30A40A43 − 2A21A
2
30A41A42 + A22A

2
31A

2
40

+ 2A21A30A31A40A42 + 2A21A30A32A40A41 − 2A21A31A32A
2
40

− 2A22A30A31A40A41) + 105σ1σ2σ3(−A00A11A22A33 + A00A11A
2
32

+ A00A
2
21A33 − 2A00A21A31A32 + A00A22A

2
31 + A2

10A22A33 − A2
10A

2
32

− 2A10A20A21A33 + 2A10A20A31A32 + 2A10A21A30A32 + A11A
2
20A33

− 2A10A22A30A31 − 2A11A20A30A32 − A2
20A

2
31 + A11A22A

2
30 − A2

21A
2
30

+ 2A20A21A30A31) + 135σ1σ2σ4(−A00A11A22A44 + A00A11A
2
42

+ A00A
2
21A44 − 2A00A21A41A42 + A00A22A

2
41 − 2A10A20A21A44
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− A2
10A

2
42 + 2A10A20A41A42 + 2A10A21A40A42 − 2A10A22A40A41

− A2
20A

2
41 + A2

10A22A44 + A11A
2
20A44 − 2A11A20A40A42 + A11A22A

2
40

+ 2A20A21A40A41 − A2
21A

2
40) + 189σ1σ3σ4(−A00A11A33A44 − A2

10A
2
43

+ A00A11A
2
43 + A00A

2
31A44 − 2A00A31A41A43 − 2A10A30A31A44

+ A00A33A
2
41 + A2

10A33A44 + 2A10A30A41A43 + 2A10A31A40A43

− 2A10A33A40A41 + A11A
2
30A44 − 2A11A30A40A43 + A11A33A

2
40

− A2
30A

2
41 + 2AA30A31A40A41 − A2

31A
2
40) + 315σ2σ3σ4(A00A22A

2
43

− A00A22A33A44 + A00A
2
32A44 + A00A33A

2
42 + A2

20A33A44 − A2
20A

2
43

− 2A00A32A42A43 − 2A20A30A32A44 + 2A20A30A42A43 + A22A33A
2
40

− 2A20A33A40A42 + A22A
2
30A44 − 2A22A30A40A43 + 2A20A32A40A43

− A2
30A

2
42 + 2A30A32A40A42 − A2

32A
2
40) + 15σ1σ2(A00A11A22 − A2

10A22

− A00A
2
21 + 2A10A20A21 − A11A

2
20) + 21σ1σ3(A00A11A33 − A2

10A33

− A00A
2
31 + 2A10A30A31 − A11A

2
30) + 27σ1σ4(A00A11A44 − A2

10A44

+ 2A10A40A41 − A11A
2
40 − A00A

2
41) + 35σ2σ3(A00A22A33 − A00A

2
32

− A2
20A33 + 2A20A30A32 − A22A

2
30) + 45σ2σ4(A00A22A44 − A00A

2
42

− A2
20A44 + 2A20A40A42 − A22A

2
40) + 63σ3σ4(A00A33A44 − A00A

2
43

− A2
30A44 + 2A30A40A43 − A33A

2
40) + 3σ1(A

2
10 − A00A11) + 5σ2(A

2
20

− A00A22) + 7σ3(A
2
30 − A00A33) + 9σ4(A

2
40 − A00A44) + A00, (6.3)

D[4] = 945σ0σ1σ2σ3σ4(A00A11A22A33A44 − A00A11A22A
2
43 + A00A

2
21A

2
43

− A00A11A
2
32A44 + 2A00A11A32A42A43 − A00A11A33A

2
42 − A00A

2
21A33A44

+ 2A00A21A31A32A44 − 2A00A21A31A42A43 + 2A00A21A33A41A42

− 2A00A21A32A41A43 − A00A22A
2
31A44 − A00A22A33A

2
41 + A00A

2
31A

2
42

+ 2A00A22A31A41A43 − 2A00A31A32A41A42 + A00A
2
32A

2
41 − A2

10A22A33A44

+ A2
10A

2
32A44 − 2A2

10A32A42A43 + A2
10A33A

2
42 + 2A10A20A21A33A44

− 2A10A20A21A
2
43 − 2A10A20A31A32A44 + 2A10A20A31A42A43
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+ 2A10A20A32A41A43 − 2A10A20A33A41A42 − 2A10A21A30A32A44

+ 2A10A21A30A42A43 + 2A10A21A32A40A43 − 2A10A21A33A40A42

+ 2A10A22A30A31A44 − 2A10A22A30A41A43 − 2A10A22A31A40A43

+ 2A10A22A33A40A41 − 2A10A
2
32A40A41 − 2A10A30A31A

2
42 + A2

10A22A
2
43

+ 2A10A31A32A40A42 + 2A10A30A32A41A42 + A11A
2
32A

2
40 + A11A

2
20A

2
43

+ 2A11A20A30A32A44 − 2A11A20A30A42A43 − 2A11A20A32A40A43

+ 2A11A20A33A40A42 − A11A22A
2
30A44 + 2A11A22A30A40A43

− A11A22A33A
2
40 + A11A

2
30A

2
42 − 2A11A30A32A40A42 − A11A

2
20A33A44

+ A2
20A

2
31A44 − 2A2

20A31A41A43 + A2
20A33A

2
41 − 2A20A21A30A31A44

+ 2A20A21A30A31A43 + 2A20A21A31A40A43 − 2A20A21A33A40A41

+ 2A20A30A31A41A42 − 2A20A30A32A
2
41 − 2A20A

2
31A40A42

+ 2A20A31A32A40A41 + A2
21A

2
30A44 − 2A21A30A40A43 + A2

21A33A
2
40

− 2A21A
2
30A41A42 + 2A21A30A31A40A42 + 2A21A30A32A40A41

− 2A21A31A32A
2
40 + A22A

2
30A

2
41 − 2A22A30A31A40A41 + A22A

2
31A

2
40)

+ 105σ0σ1σ2σ3(−A00A11A22A33 + A00A
2
21A33 − 2A00A21A31A32

+ A00A22A
2
31 + A00A11A

2
32 + A2

10A22A33 − A2
10A

2
32 + A11A

2
20A33

+ A11A22A
2
30 − A2

20A
2
31 − A2

21A
2
30 − 2A10A20A21A33 + 2A10A20A31A32

+ 2A10A21A30A32 − 2A10A22A30A31 − 2A11A20A30A32 + 2A20A21A30A31)

+ 135σ0σ1σ2σ4(−A00A11A22A44 + A00A11A
2
42 + A00A22A

2
41 + A00A

2
21A44

− 2A00A21A41A42 + A2
10A22A44 − 2A10A20A21A44 + 2A10A20A41A42

− A2
10A

2
42 + 2A10A21A40A42 − 2A10A22A40A41 − 2A11A20A40A42

+ A11A
2
20A44 + A11A22A

2
40 − A2

20A
2
41 − A2

21A
2
40 + 2A20A21A40A41)

+ 189σ0σ1σ3σ4(−A00A11A33A44 + A00A11A
2
43 + A2

10A33A44 − A2
10A

2
43

+ A00A
2
31A44 − 2A00A31A41A43 + A00A33A

2
41 + 2A10A30A41A43

− 2A10A30A31A44 + 2A10A31A40A43 − 2A10A33A40A41 + 2A30A31A40A41

+ A11A
2
30A44 − 2A11A30A40A43 + A11A33A

2
40 − A2

30A
2
41 − A2

31A
2
40)
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+ 315σ0σ2σ3σ4(−A00A22A33A44 + A00A22A
2
43 + A00A

2
32A44 − A2

20A
2
43

− 2A00A32A42A43 + A00A33A
2
42 + A2

20A33A44 − 2A20A30A32A44

+ 2A20A30A42A43 + 2A20A32A40A43 − 2A20A33A40A42 + A22A33A
2
40

− A2
30A

2
42 + 2A30A32A40A42 − A2

32A
2
40 + A22A

2
30A44 − 2A22A30A40A43)

+ 945σ1σ2σ3σ4(−A11A22A33A44 + A11A22A
2
43 + 2A31A32A41A42

+ A11A
2
32A44 − 2A11A32A42A43 + A11A33A

2
42 + A2

21A33A44 − A2
21A

2
43

− 2A21A31A32A44 + 2A21A31A42A43 + 2A21A32A41A43 − 2A21A33A41A42

+ A22A
2
31A44 − 2A22A31A41A43 + A22A33A

2
41 − A2

31A
2
42 − A2

32A
2
41)

+ 15σ0σ1σ2(A00A11A22 − A00A
2
21 − A11A

2
20 − A2

10A22 + 2A10A20A21)

+ 21σ0σ1σ3(A00A11A33 − A00A
2
31 − A2

10A33 + 2A10A30A31 − A11A
2
30)

+ 27σ0σ1σ4(A00A11A44 − A00A
2
41 − A2

10A44 + 2A10A40A41 − A11A
2
40)

+ 35σ0σ2σ3(A00A22A33 − A00A
2
32 − A2

20A33 + 2A20A30A32 − A22A
2
30)

+ 45σ0σ2σ4(A00A22A44 − A00A
2
42 − A2

20A44 + 2A20A40A42 − A22A
2
40)

+ 63σ0σ3σ4(A00A33A44 − A00A
2
43 − A2

30A44 + 2A30A40A43 − A33A
2
40)

+ 105σ1σ2σ3(A11A22A33 − A11A
2
32 − A2

21A33 + 2A21A31A32 − A22A
2
31)

+ 135σ1σ2σ4(A11A22A44 − A11A
2
42 − A2

21A44 + 2A21A41A42 − A22A
2
41)

+ 189σ1σ3σ4(A11A33A44 − A11A
2
43 − A2

31A44 + 2A31A41A43 − A33A
2
41)

+ 315σ2σ3σ4(A22A33A44 − A22A
2
43 − A2

32A44 + 2A32A42A43 − A33A
2
42)

+ 3σ0σ1(−A00A11 + A2
10) + 5σ0σ2(−A00A22 + A2

20) + σ0A00

+ 7σ0σ3(−A00A33 + A2
30) + 9σ0σ4(−A00A44 + A2

40) + 3σ1A11

+ 15σ1σ2(−A11A22 + A2
21) + 21σ1σ3(−A11A33 + A2

31) + 5σ2A22

+ 27σ1σ4(−A11A44 + A2
41) + 35σ2σ3(−A22A33 + A2

32) + 7σ3A33

+ 45σ2σ4(−A22A44 + A2
42) + 63σ3σ4(−A33A44 + A2

43) + 9σ4A44 − 1. (6.4)

O polinômio de quinto grau, dado na equação (6.5) abaixo, representa a
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equação caracteŕıstica do método B4,

Γ4(Bn, s) = −945
(
σ +

s

v

)5

+ 945(σ0 + σ1 + σ2 + σ3 + σ4)
(
σ +

s

v

)4

− 945

[
(σ0 + σ1 + σ2 + σ3)σ4 + (σ1 + σ2 + σ3)σ0 +

1050

945
B2
n

](
σ +

s

v

)3

− 945 [(σ1 + σ3)σ2 + σ1σ3)]
(
σ +

s

v

)3

+ 945 [(σ1 + σ2 + σ3)σ0]σ4

(
σ +

s

v

)2

+ 945

{
[(σ1 + σ3)σ2 + σ1σ3]σ4 +

[
735

945
B2
n + (σ1 + σ3)σ2σ1σ3

]
σ0

}(
σ +

s

v

)2

+
[
(483σ1 + 555σ2 + 567σ3)B

2
n + 945σ1σ2σ3 + 810B2

nσ4
] (
σ +

s

v

)2

− 945σ4

{[
495

945
B2
n + (σ1 + σ3)σ2 + σ1σ3

]
σ0 + σ1σ2σ3

}(
σ +

s

v

)
−

[
(243σ1 + 315σ2 + 567σ3)B

2
nσ4 + (483σ1 + 240σ2 + 252σ3)B

2
nσ0

] (
σ +

s

v

)
−

[
945σ0σ1σ2σ3 + 225B2

n

(
B2
n +

16

15
σ1σ2 +

21

16
σ2σ3

)](
σ +

s

v

)
+

{
[(243σ1 + 252σ3)B

2
n + 945σ1σ2σ3]σ0 + 81B4

n + 315B2
nσ2σ3

}
σ4

+ 64B4
nσ0 + 240B2

nσ0σ1σ2 + 80B4
nσ2, (6.5)

que retorna até cinco posśıveis singularidades para cada valor de n, algumas delas

representadas na Tabela 5.4, como podemos ver anteriormente.

109



Referências Bibliográficas
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