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RESUMDO

O presente trabalho busca analisar e classificar erros
cometidos por alunos universitarios ao realizar demonstracodes

em Geometria.

Os participantes da pesquisa, alunos de um curso de Li-
cenciatura Plena em Matematica, realizaram demonétragées de
proposi¢oes de Geometria Plana e suas solug¢des, tanto orais
como escritas, foram analisadas com o . objetivo de classificar

os erros detectados e tentar descobrir as suas causas subja-

centes.

As conclusoOes sobre as causas dos erros envolvem aspec-
tos do processo ensino-aprendizagem de Matematica, conceitua-
cOes sobre demonstracdo de teoremas e, também, consideragoes

sobre a influéncia da filosofia da Matematica que norteia a

pratica docente e a elaboragado dos curriculos de cursos de Ma

tematica.




ABSTRACT

The object of this paper is to analyse and ' classify
errors made by college students as to demonstration in Geome-

try-.

The subjects, students of undergraduate school in a Ma-

thematics course,demonstrated propositions in Plane Geometry;
their solutions, both in oral and written form,were analysed,
the errors were classified and their possible causes discus-

sed.

The conclusions about the causes of the errors are rela-
ted to the teaching-learning process in Mathematics, as well

as to the concepts about proofs of theorems.

Finally, considerations are made about the phylosophical
aspects of Méthematics that may influence the teaching acti-

vity and the elaboration of curricula for the courses of Ma-

thematics.




1. INTRODUGCAO

HA muito tempo leciono em cursos de Licenciatura,em Cien
cias e Matematica, e, ao longos dos anos, fui preocupando-me
cada vez mais com as dificuldades encontradas pelos alunos ao

demonstrar teoremas.

De leitura em leitura, de conversa em conversa, de reu-
nido em reunido, fui me convencendo de que esta preocupacéo
nio é original. A maioria dos colegas se queixa de problemas
deste tipo; os colegas de outras universidades também se mani
festam no mesmo sentido; as atas de reunibes e congressos de
Matematica evidenciam estas preocupac¢Oes nos participantes;os
artigos em publicacbes sobre Educagao Matematica relatam pes

quisas e apresentam sugestdes para solucionar o problema.

Nos dltimos anos, coletei empiricamente as respostas da-

das por meus alunos a questoes escritas que envolviam demons-

tracdes de teoremas e notei que certos tipos de erros se repe

tiam metodicamente, tais como: a introducdo na demonstragao
.

‘de afirmativas provenientes, apenas, da percep¢ao visual da

figura, o uso da tese como um elemento da hipotese, o mau uso

da linguagem matematica, entre outros de menor incidéncia.




Proponho-me, agora, de uma forma sistematica, a analisar
e classificar os erros cometidos nas demonstragoes de teore-
mas de Geometria, com o objetivo de detectar as suas possiveis
causas, e poder, desta forma, reformular a minha pratica e con-
tribuir para a reflexdo sobre o ensino de Matematica de uma

forma geral.

Os onze alunos participantes cam os quais se realizou a pes-
guisa cursam a Licenciatura Plena em Matematica na PUCRS, uni
versidade onde trabalho. A cada aluno foi proposta a demonstra
cao de trés proposi¢oes de Geometria Plana; o alunoaeveriaeﬁ_
plicar seu raciocinio ao procurar resolver o problema e,apos,
escrever a demonstracgao. Suas verbalizagées foram gravadas e
transcritas para posterior analise. Na entrevista éeguinte,os
erros cometidos foram discutidos com o aluno, com vistas a de

tectar as causas subjacentes.

Esta investigacdo parte do pressuposto de que o0s erros
cometidos pelos alunos nas demonstracgoes de teoremas estdao re
lacionados com o processo. de ensino-aprendizagem, em qualquer
um dos niveis; com o abandono do ensino de Geometria Dedutiva
no 19 e 29 graus; com o excesso de rigor e formalismo que exi

gimos nas demonstracdes desde o inicio do Curso de Matematica

e com a falta de explicitacdo de uma filosofia da Matematica

que norteie a pratica docente.




2. UMA VISAO GERAL DO ASSUNTO

2.1. Uma Visao Historica

No decorrer da década de sessenta, o Brasil foi paico de
uma série de acontecimentos que, de uma forma ou de outra,con
tinuam a influenciar a vida do Pais. Em termos de educacao,
as mudang¢as foram profundas, em todos os niveis, com alaplicg

b

cdo das Leis 4024/61 (Lei de Diretrizes e Bases da Educacao

Nacional), 5540/68 (Lei da Reforma Universitaria) e 5692/71(Di

retrizes e Bases do Ensino de 192 e 29 Graus) »

Quanto a Educacdo Matematica, os problemas decorrentes
das mudancas educacionais citadas uniram-se aqueles origina-

dos pela reforma da Matemética Moderna.

No inicio da década de cingllenta, eclodiu nos Estados
Unidos e também na Europa um movimento que ficou conhecido co
mo a reforma da Matematica Moderna, cujas raizes eram a chama
da "Crise dos Fundamentos" e as modificacgdes introduzidas na

Matematica pelo desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos.

Nos Estados Unidos, desde o inicio do século, foram fei-
tas pesquisas com o objetivo de modificar os curriculos de Ma

tematica. A 28 Guerra Mundial propiciou o desenvolvimento da

o




Matematica Aplicada e a introducao de alguns topicos como Es-
tatistica e Programacdo Linear nos curriculos universitarios.
E, porém, aceito que o lancamento do satélite soviético Sput-
nik, em 1957, foi o estopim de que necessitavam os reformis-
tas para conseguir recursos a seus projetos de modificacgdes
nos curriculos de Matematica, o que, segundo eles, permitiria
aos americanos voltarem a ter a superioridade em Ciéncias e

Tecnologia.

No Brasil, considera Rodrigues (1978) que o ponto de par
tida para o movimento da reforma foi o 19 CongressolBrasilei—
ro de Ensino da Matematica, realizado em 1955, em Salvador.
Nas conclusoes do plenario, foi sugerida a organizacao de no-
nvos programas para o ensino de Matematica em nivel secundaria
Em 1957, em Porto Alegre, realizou-se o 292 Congresso, no qual
a professora Odila Barros Xavier, do Instituto de Educacdo Ge
neral Flores da Cunha, propds um programa de Matematica para
o curso normal que incluia teoria dos conjuntos, correspondén
cia biunivoca e diferentes sistemas de numeracgao. Outros pro-
fessores propuseram modificag¢Oes, como Ubiratan DBmbrosio,que
sugeria, para o curso secundario, o estudo de conjuntos e es-

truturas algébricas, bem como de transformacOes geométricas.

Ja no 3¢9 Congresso, realizado no Rio de Janeird em 1959,

foi sugerido que algumas escolas fizessem experiéncias com a
introducdo da Matematica Moderna. Em 1961 fundouse em Sao Pau -
lo o GEEM (Grupo de Estudos do Ensino da Matemética), baseado
no SMSG (School Mathematics Study Group, da Yale Universiﬁy).
Este grupo, no 49 Congresso Brasileiro de Ensino da Matemati-

ca, em 1962, em Belém do Para, apresentou um projeto de incor
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poracdao da Matematica Moderna aos curriculos dos cursos prima

rio e secundario-.

Conforme Rodrigues, a introducao da Matematica Moderna,
sem a devida preparacdo do corpo docente, trouxe desalentado-
ras conseqgliéncias para o ensino da Matematica,constatadas nos

primeiros semestres dos cursos universitarios.

"Por nao se darem conta de que amaior par
te do professorado secundario brasileiro nao
tinha formacdo adequada, devido a seu recruta-
mento em outras areas profissionais, acabaram
por estimular o emprego abusivo das noc¢oes ele
mentares destas teorias e provocar o abandono
de técnicas importantes como o calculo aritme-
tico e algébrico, a resolucdo sistematica de
problemas e, em muitos casos, como vem ocorren
do no Rio Grande do Sul, desleixaram o trata
mento dedutivo da Geometria Euclideana,reduzin
do-o a simples aplicacdes de teoremas nao de-
monstrados." (RODRIGUES, 1978, p. 16)

Beatriz D'Ambrdsio também considera que a Geometria Eu-
clideana foi vitima das modificacgdes do curriculo,ao ser abor

dada de uma nova forma:

"Esta nova abordagem, para ser feita de
acordo com os principios da Matematica Modernsa,
desenvolveu a Geometria através do uso de veto
res e transformacdes, baseada na proposta fran
cesa. (...) As mudangas eram baseadas na Alge~-
bra Linear e, devido ao rigor e ao formalismo,
estavam aquém do entendimento de muitos profes
sores e alunos. COnseqllentemente, este topico
era geralmente relegado ao Gltimo més do ano
escolar e raramente trabalhado apropriadamen-
te." (D'AMBROSIO, 1987, p. 211)*

Realmente, os professores n3o tiveram tempo para estudar

os contelidos de Matemdtica Moderna e passaram a leciona-1los

com base nos livros didaticos que tinham que adotar,muitas ve

*0 texto original esta escrito em ingiés e a traducao foi mi-
nha, assim como de todos os outros textos em lingua estran-
geira citados neste trabalho.

LU}
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zes memorizando conteidos e até metodologia-.

Ainda de acordo com Beatriz D'Ambrdésio, o movimento bra-
sileiro utilizou o americano como modelo, mas teve, ainda, a
influéncia de outros educadores europeus,como Dienes,Papy,Lu-
cienne Félix, Dieudonné e Gattegno. Os programas estrangeiros
baseavam-se em premissas diferentes e, ao combind-los sem uma
analise critica, os brasileiros criaram um curriculo inconsis
tente. Nos Estados Unidos, a reforma teve como foco a prepara
cao de cientistas e matematicos; na Europa,a preocupacéo foi
com a melhoria dos programas para os estudantes desfacados. o)
Brasil, na época, tentava expandir Quantitativamente o siste-
ma de ensino para oferecer oportunidades educacionais para to
dos. Assim, os objetivos estrangeiros nao eram adequados ao

nosso ensino.

A énfase no rigor, na axiomatizacdo, no conceito de es-
trutura e na unificacdo da Matemdtica através da Teoria dos
Conjuntos, apresentadas desde o 19 até o 392 grau , muitas ve-
zes sem a preocupacdo com a adequacdo dos contetdos ao nivel
de desenvolvimento cognitivo dos alunos, gerou, nos anos em
que o movimento teve maior influéencia, grandes distorgdoes no

ensino de Matematica no Brasil.

Assim, apesar dos esforgos de alguns grupos de estudo,
com a finalidade de modificar a situacgao em nivel de 12 e 29

graus, parece-me dque ainda conviveremos por muito tempo comas

consegfiéncias desastrosas da implantacio da Matematica Moder-

na.




2.2. As Correntes.Filosoficas da Matematica

0 pano de fundo para a situacao em que se encontram os
alunos e proﬁessores de Matematica foi apresentado no item
anterior. Com poucas excec¢des, os professores de 19, 29 e 39
graus foram formados dentro de uma universidade sofrendo as
conseqfiéncias da Reforma de 1968 e tiveram que lecionar Mate-
matica Moderna sem realizar seu estudo aprofundado. Assim, oOs
alunos que chegam ao curso de Matematica, salvo excec¢dOes, tém
algumas nogdes de Geometria Plana, apresentadas de forma rapi
da, sem o tratamento dedutivo que daria uma base pafa um estu

do axiomatico nos cursos universitarios.

Ao ingressar em um curso de Matematica, a maioria dos
alunos reclama muito do rigor e do formalismo exigidos
nas demonstracdes de teoremas, cuja razdo de ser nao podem per

ceber.

Qualquer professor tera ouvido, muitas e muitas vezes, a
pergunta: "Mas para que demonstrar se eu ja sei que & verda-
de?" ou, o que & pior, a interrogacao: "Ja terminou a demons-
tracdo?" Sera que o professor sabe dar uma resposta a primei-
ra pergunta? Como tera pensado o aluno durante a demonstracgao,
quando faz a segunda pergunta? Estas interrogacg¢des ndo tém uma
resposta simples nem Gnica, porque dependem de intmeras varia
veis, inclusive da filosofia da Matematica eSposada pelo pro-

fessor, que esta por tras da apresentagdo dos conteudos e que

toe

muitas vezes sequer € percebida por ele.

Cabe, em rapidas pinceladas, salientar as principais cor

rentes de filosofia da Matematica, de forma que se possa en-

-




tender as implicacdes das suas idéias na pratica dos professo

res.

Para Platdo, os entes matematicos existem independente-
mente da consciéncia dos individuos, em alguma regiao ideal,
em um "mundo das idéias"; a Matematica consistiria, portanto,

na descoberta destes entes, suas relagoOes e propriedades.

Aristdételes também desenvolveu uma filosofia da Matemati
ca,em alguns aspectos oposta a de Platao. Conforme K&érner,ele
",.. distingue nitidamente entre a possibilidade dé' se abs-
trair (...) unidade, circularidade e outras caracteristicasma
tematicas de objetos e a existéncia independente destas caracC
teristicas ou suas instdncias, isto &, unidades e circulos.”
(KBRNER, 1985, p. 20). Nesta perspectiva, a Matematica consis

tiria no estudo das abstrac¢bes matematicas a partir dos obje-

tos do mundo perceptivel.

No inicio deste século, ocorreu a chamada "Crise dos Fun
damentos", em que trés escolas expunham seus pontos de vista

sobre a Matematica: a Logicista, a Intuicionista e a Formalis

ta.

Os Logicistas, cujo expoente maximo é Russell, acreditam

que a Matematica reduz-se a Légica, que os conceitos matemati

cos sdo definiveis em termos de conceitos l6gicos e os enun-
ciados matematicos verdadeiros podem ser demonstrados a par—

tir de principios logicos.

0 Intuicionismo, escola chefiada pelo holandés Brower,as
severa que as entidades matematicas sdo criadas pela inteli-

géncia humana, que a Matematica & o estudo dos processos de

Ao
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construcido efetuados pelos matematicos, com base na intuigao.*

(COSTA, 1962)

O Formalismo tem suas raizes no método axiomatico, prati
cado ja por ﬁuclides. Numa teoria axiomatizada, escolhe-se um
certo numero de conceitos e proposig¢des primitivas e scbre eles
edifica-se a teoria, aceitando novos conceitos somente gquando
definidos a partir dos primitivos e novas proposigdoes somente

quando demonstradas a partir das anteriores.

O Formalismo, criado por Hilbert, pretende transformar ©
método axiomatico na propria esséncia da Matematica; esta se-
ria um jogo, respeitando certas regras previamente fixadas e

tendo o cuidado de ndo chegar a contradigoes.

Tal concepcdo a respeito da natureza da Matematica esta

na base da obra de Bourbaki e influenciou sobremaneira a Mate-
matica Moderna; a énfase na axiomatizagdo, no rigor, no simbo
lismo, muitas vezes degenerou em um ensino na base da memori-

zagdo, sem raizes no real, no concreto, no histodrico.

0s resultados publicados por G&del em 1931 abalaramo For
malismo, estabelecendo qgue a consisténcia e incompativel com
a completude. Ha consisténcia em uma axiomatica se nao for pos
sivel demonstrar uma proposicédo e, simultaneamente, a sua ne-

gacdo; hd completude gquando todo enunciado ou & demonstravel

ou sua negagdo o €.

Como nenhuma das escolas resolveu a Crise dos Fundamen-

* 0 Intuicionismo é, portanto, um Construtivismo, como foi
Finitismo de Kronecker: "Deus criou os numeros naturais,

resto é obra dos homens". )

Moo




tos, a par de novas formulacgdes para as concepgoes logicistas,
intuicionistas e formalistas, temos outras influéncias na filo
sofia e no ensino da Matematica, como, por exemplo, as idéias
de Polya e dé¢ Lakatos. Polya acredita na arte da descoberta o
na for¢a do raciocinio plausivel, que sustenta as conjeturas

feitas na descoberta de novas verdades.

Partindo de um exemplo de Polya, Lakatos,em sua tese dou
toral, "Poofs and Refutations", apresenta um dialogo entre um
professor e seus alunos, no qual, a partir de um problema e

de uma conjetura, a Matematica € vista como processo em desen

volvimento e ndao como produto acabado.

O Falibilismo, concepg¢ao fundamentada nas idéias de Laka
tos de que a Matematica é falivel e corrigivel, de que ela
cresce por meio de criticas e correc¢des, descreve o que a Ma-

tematica € e ndo o que deve ser.

Davis e Hersh sao os defensores atuais destas idéias; nes
ta concepcao, a Matematica €& vista como parte da nossa heran-
¢a cultural, com raizes historicas e sociais, cujo desenvolvi
.mento € impulsionado pelos problemas e necessidades de cada

época e de cada cultura.

O Falibilismo nao abandona o simbolismo, as demonstra-
coes, o rigor; simplesmente mostra que uma demonstracdo pode

ser reformulada varias vezes, conforme os critérios de rigor

e precisao aceitaveis pela comunidade matematica de cada épo-

Ca.

Ao que tudo indica, os professores de Matematica, de uma

maneira geral, nutrem-se com um pouco de cada uma destas con-
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cepcoes filosoficas; ndo param para pensar no que acreditam

realmente, misturando as idélas numa salada "indigesta" para

0os alunos.

Desta forma, as demonstragoes que o professor apresenta
vém imbuidas desta concepgdo eclética de Matematica, aparecen
do geralmente temperadas com pitadas de Logicismo e Formalis-

mo -




2.3. Consideracdoes sobre Logica, Pensamento Logico e De-

monstracoes

Para entender os erros nas demonstracoes de teoremas, €
necessario eiucidar o que se entende por demonstragao do pon=-
to de vista da Logica. Cabe, no entanto, primeiramente, escla
recer com que Logica se trabalha e qual a relagdo entre LOgi-

ca e pensamento logico.

£ dificil definir o que é Logica. Muitos autores esqui-
vam-se da questdo; Mates (1967), por exemplo, sugere que, as-
sim como a melhor resposta as perguntas "O que € Matematica?',
"O que & Fisica?" seja, talvez, "Vocé podera decidir depois
de saber o que fazem os matemdticos ou os fisicos", também em

relacdo a Logica deve-se entender do que ela trata e como o

faz.
Define Stanley-Jevons que:

",,. a Logica é a ciéncia do raciocinio,
que ensina a distinguir entre o raciocinar bem
que conduz a verdade e o raciocinar mal,que to
tos os dias é causa de erros e desastres." (JE

VONS, 1925, p.9)
Para Irving Copi, o termo "ldgico" & utilizado na lingua
gem corrente como sindnimo de "razoavel"; assim, o .estudo da
Logica seria "... o estudo dos métodos e principios utiliza-

dos para distinguir o raciocinio correto do incorreto." (COPI,

1973, p. 17)

A Logica tem sido definida como a ciéncia das leis do pen

samento, mas esta definigdo ndo é exata, pois quando se recor

da algo, quando se imagina uma situacdo, quando se deixa o pen




samento vagar seguindo associagOes livres, ndo se estad desen-
volvendo uma atividade planejada e sistematica, ndo se esta

desenvolvendo um raciocinio.

Também nio é adequada a definic3o de Logica como ciéncia
do raciocinio, pois, sendo o raciocinio um tipo especial de
pensamento, também é estudado pelos psicologos gque, no entan-
to, estdo interessados no percurso através do qual a mente che
ga ds suas conclusdes, enqguanto que os logicos so se interes-

sam pela correcao do processo, uma vez concluido.

Dewey afirma que a melhor maneira de pensar € o emprego
do pensamento reflexivo, que consiste em "...examinar mental-
mente o assunto e dar-lhe consideracgdo séria e consecutiva."
(DEWEY, 1959, p. 13). Ainda segundo o mesmo autor, o pensamen
to pode ser considerado sob dois pontos de vista diferentes ,
que ele denominou "processo" e "produto". O processo € o pensa
mento real que ele também denomina de psicologico.Consiste em
todo o caminho percorrido em busca de uma conclusao; o produ-
to é a conclusdo pronta, a forma logica sob a qual se reveste

o resultado do processo sistematico de obtencdo da conclusao.

£ claro que ao demonstrar um teorema, o aluno devera uti
lizar o pensamento reflexivo para chegar ao produto, que € a
demonstracdo pronta, acabada, com todos os seus passos justi-

ficados. Seria interessante analisar oOs processos mentalis, O

caminho percorrido pela mente do aluno, o ir-e-vir na busca

de uma solucao. Esta, no entanto, & uma tarefa demasiado ambi
ciosa, que esta além dos limites da presente pesquisa. Conten
tar-me-ei em analisar aquilo que foi verbalizado ou escrito

durante a realizacdo do trabalho .proposto, objetivando detec-
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tar os erros e suas possiveis causas dentro do processo de en

sino-aprendizagem.

Voltando a Copi, a Logica sO se interessa em saber se
concluséo a que se chegou deriva das premissas utilizadas:
"Se a conclusdo se depreende das premissas,
isto é,se as premlssas constituem um fundamen-
to ou uma boa evidéncia da conclusio,de modo que
aflrmar a verdade das premissas garante a afir
macao de que tambem a conclusao e\mxdaknra,en—
tao o raciocinio & correto. Em caso contrario,
é incorreto.A dlstlncao entre oraciocinio correto
e o incorreto & o problema central de que tra-
ta a Légica." (copI, 1972, p. 19-20)
Para que se tenha alguns elementos que possibilitemadis

cussiao sobre o raciocinio logico e as dedugodes, precisa-se ini

cialmente da definicao de alguns termos que serdo utilizados.

Uma proposicdo é.o significado de uma oracéo declarati-
va; pode ser verdadeira ou falsa. As proposicdes sdo indica-
das por letras minusculas, "p", "gq", "r", etc.; a partir das
proposicdes dadas podem ser construidas outras, por meio dos
conetivos "nao" (~), "e" (A), "ou" (V), "se ... entao" (),
"se e somente se" (¢-). O valor de uma proposigao composta
vai depender dos valores das proposigoes simples que a com-

poem.

Algumas proposic¢oes tém na sua tabela-verdade somente O

valor V; sdo as tautologias, como por exemplo "p V ~ p". Ou-~
tras, tém somente o valor F, sio as contradig¢des, como é o ca
so de "p A ~p". Diz-se que uma proposicdo & equivalente a ou-

tra se e somente se O bicondicional entre elas e uma tautolo-

gia. Por exemplo, a proposicio condicional "p —» " equivale

3 sua contra-positiva "~ q— ~p",pois (p — q) e (~g— ~ p)

R




€ uma tautologia.

Uma inferéncia consiste na afirmacdo de certa proposicgao
(a conclusao) com base em outras proposicoes (as premissas)da
das como verdadeiras, ou tratadas como se o fossem. A cada in
feréncia corresponde um argumento, que € definido como qual-
quer grupo de proposic¢es do qual se afirma que uma delas ( a
conclusio) decorre das demais (premissas), fornecendo estas a

evidéncia para a verdade daquela. (HEGENBERG, 1966) .

A palavra "raclocinio" se usa multas vezes para. indicar
o processo, porém em Logica ela € considerada sindonimo de ar-
gumento. No meu estudo, portanto, estarei interessada no ra-
‘ciocinio como processo e também como argumentacao, pois quero
saber como o aluno raciocina (ou seja, procede) quando faz um

raciocinio (isto &, argumenta).

Um argumento é valido quando as premissas e a conclusao
estio de tal modo relacionadas que éimpossivel serem as premis
sas verdadeiras sem gue a conclusao também o seja. A teoria
da deducdo trata do estabelecimento de técnicas para separa-

cido de argumentacdes validas das que ndo o sao.

Nio se deve confundir a validade de um argumento com a
verdade das proposicoes que O compdem. Podem~-se ter argumen-

tos validos com proposigdes verdadeiras:

Todos os retdngulos sao paralelogramos

Todos os paralelogramos tém lados opostos congruentes

Logo, todos os retangulos tem lados opostos congruentes.

podem-se ter, também, argumentos validos com proposigoes




falsas:

Todos os tridngulos retadngulos sdo isosceles

Todos os triangulos isdsceles sdo equilateros

Logo, todos os tridngulos retdngulos sdo equilateros.

Podem-se. ainda, ter argumentos invalidos com proposigoes

verdadeiras:

"Se eu fosse o Presidente eu seria famoso

Eu nao sou o Presidente

Logo, eu ndo sou famoso" (HEGENBERG, 1966, p. 41).

Portanto, a verdade ou a falsidade da conclusao nao de-
termina a validade ou invalidade de um argumento, nem a vali-

dade de um argumento garante a verdade da conclusao.

O tratamento classico, aristotélico, da deducao, centra-
va-se em argumentos que continham proposicdes especiais chama

das "categdricas" e que podem ser breve e formalmente apresen

tadas:

Proposicdo universal afirmativa: Todo A
proposicdo universal negativa: Nenhum A
proposicdo particular afirmativa: Algum

proposicao particular negativa: Algum A

Com uma uUnica premissa, pouco se pode fazer; pode-se,por

exemplo, inferir que "algum A & B" a partir de "todo A é B.Ro

se fazer um argumento com duas premissas e uma conclusdo, to-
das as trés proposicdes categéricas, de tal forma que exista

um termo comum a ambas as premissas, tem-se o silogismo.

Provavelmente o exemplo maig citado de silogismo seja:




Todos os homens sao mortais
Socrates & homem

Logo, Socrates €& mortal.

Se os termos das premissas de um silogismo sao indicados
por S, M e P, sendo M o termo médio (comum), os pares M, P e
M,S podem ser ordenados de quatro maneiras diferentes,que sao
chamadas as figuras do silogismo. Como uma proposigao pode ser
de um dos quatro tipos antes indicados, cada figura permite
diversas combinag¢oes, que formam os modos do silogismo,alguns
validos, outros nao. Dos validos, retirados aqueleé que sao
considerados "conclusoes fracas", restam dezenove silogismos
(ou dezoito, segundo alguns autores), que, desde a Idade Mé-
dia, recebem nomes especiais; Barbara, Celarent, Darii, etc..
0 exemplo citado acima € um silogismo de primeira figura, cha

mado Barbara, esquematizado por:

... S el P

Este &, portanto, o campo da Logica Formal, uma vez que
os silogismos nao comportam termos concretos mas lugares va-

zios, designados por letras a serem substituidas por termos

concretos.

Para apresentar os conceitos de uma forma simbdlica, po-
de-se dizer que um argumento € um conjunto de n + 1 proposi

coes, onde uma delas, a conclusado, €& consegliéncia das demais,

as premissas. Costuma-se indicar um argumento de premissas,Al,

A2, A3,..., An e conclusio B por Al, A2, A3,..., An |—B, onde

o simbolo "|— " pode ser lido come " acarreta". O argumento é
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valido se e somente se AT A A2A A3A...AAn-— B € uma tauto-

logia.

Pode-se trabalhar com argumentos simbdolicos ou com argu-
mentos formulados em linguagem corrente, simbolizando-os quan

do se utilizam as tabelas-~verdade para provar sua validade.

Quando se consideram argumentos com mais de trés proposi
¢oes, € trabalhoso o emprego de quadros de valores para cons-
tatar a validade. Pode-~se entdo, deduzir a conclusao usando
argumentos mais simples, cuja validade ja foil provada, como o
modus ponens (p, p-m)q,}__q), o modus tollens (p-4g,~9 F.-p),
o silogismo hipotético (p V g, a V rf~p V r) e o silogismo

disjuntivo ( p V g, ~p }— q).

Dado um argumento A1, A2, A3, ..., An|- B, diz-se queuma
seqliéncia finita de proposig¢des C1, C2, C3,..., Ck & uma de~-
monstracdo ou deducdo de B a partir das premissas Al,A2,A3,..
.+, An, se e somente se cada Ci, ic¢ {1,2,..k§,for1nm1das pre-

missas ou provir das propasicdes. precedentes pelo uso de um ar

gumento valido.

0 processo das tabelas-verdade € mecanico, enquanto que
na deducdo é preciso construir os passos, ou seja, descobrir

os argumentos validos ja conhecidos, atraves dos quais se po-

de obter a conclusao.

Até agora, estive falando do calculo proposicional,porém

precisa-se de outros elementos para trabalhar com proposigoes
do tipo "todo A € B", onde B & o predicado de A; neste caso,é
necessdrio introduzirem-se as nocoes de fungao proposicional,
de quantificadores, etc.. No ehtapto, a dedugao de uma conclu
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de certas premissas vai ter um procedimento analogo ao que

no calculo proposicional.

vé-se assim que, para fazer uma demonstra¢ao de um teore
ma, em um ramo qualguer da Matematica, precisa-se,primeiramen
te, do conhecimento do que seja uma demonstracdo e de uma sé
rie de argumentos cuja validade ja foi provada. Além disso,ha
a necessidade de um corpo de conhecimentos, por menor que se-
ja, para ter um ponto de partida. Ao se estudar a Geometria
(ou qualquer outra disciplina matematica) pelo chamado método
axiomatico, precisa-se estabelecer termos primitivos (ou inde
finidos) e proposicdes aceitas como verdadeiras (os axiomas) .
A partir dos termos primitivos, definem-se novos termos e,jun

tamente com os axiomas, demonstram-se novas proposigoes.

Com esta Légica trabalha-se e sabe-se, portanto, formal-

mente, o que & uma demonstragéo.




2.4. A Escolha da Geometria Como Fonte de Analise dos

Exros

InUmeros autores destacam a importancia da Geometria
desenvolvimento do raciocinio logico do aluno. Pogorélov,

prefacio de sua excelente "Geometria Elementar", diz que:

"A Geometria se distingue pela clareza e
pela simplicidade tanto no enunciado do resul-
tado como no estabelecimento dos axiomas a par
tir dos quais deve obter-se este resultado. As
sim, a Geometria nos brinda as melhores oportu
nidades para desenvolver o pensamentclégicona
escola." (POGORELOV, 1974, p. 9)

Thom, quando ataca a reforma da Matematica Moderna,recla

~ ma que:

"(...) os reformistas (pelo menos aqueles
da Europa Continental) foram induzidos, pela
sua tendéncia filoso6fica, por um lado a abando
nar aquele terreno que é uma aprendizagem ideal
para a investigacao, aquela mina inexaurivel de
exercicios, a Geometria Euclideana, e por oOu-
tro lado, a substitui-la pelas generalidades
da 1logica e da teoria dos conjuntos, isto é,ma
terial que é pobre, vazio e desencorajador pa-
ra a intuicdo." (THOM, 1973, pl 197)

Rodrigues critica a redugao da Geometria a meras aplica-
coes de formulas e defende o papel formativo da Geometria Eu-

clideana:

" Geometria Euclideana oferece um vasto cam
po de idéias e métodos de muito valor gquando se
trata do desenvolvimento intelectual do aluno,
de seu raciocinio logico e da passagem da in--
tuicdo e de dados concretos e experimentais pa

~

ra os processos de abstracao e generalizacéo.Tr
(RODRIGUES, 1978, p. 18) o

Quando planejei a disciplina "Geometria Plana" para o Cur

so de Licenciatura em Matematica da PUCRS, em conjunto com Os

e




professores da area, fui tentada a apresenta-la de uma forma
axiomatica. Afinal, desde Euclides é este o método tradicio-
nal de estudar Geometria. Porém, os resultados iniciais leva-
ram a conclulr que nem sempre o aluno que ingressa no 39 grau

tem condicdes de fazer um estudo axiomatico.

A disciplina €& lecionada no primeiro semestre do curso e
os alunos chegam, as vezes, apenas com "noticias" de Geome-
tria, tendo recebido no 19 e,2¢ graus um conjunto de formulas
prontas para aplicar em exercicios. No momento em gue lhes sao
solicitadas as primeiras demonstragoes de teoremas,‘sente-se

a dificuldade que os alunos tém em fazer conjeturas, em anali

sa-las, em justificar os passos de seu raciocinio, em escre-

ver a demonstracdao em linguagem matematica.

Cada corpo de conhecimentos pode ser represéntadockatrés
maneiras diferentes: por um conjunto de agdoes que o sujeito
executa com o objetivo de alcancar um determinado resultado
(representacdo ativa); por um conjunto de imagens, diagramas,
figuras, que organizam a percepg¢ao do sujeito deumaforma con
creta (representagldo icdnica); por um conjunto de:sentencas 10
gicas, regidas por leis bem definidas de formagao, transforma
cdo, inducgdo e implicacéo (representacéao simbélica)f (BRUNER,

1966, 1976; BORDAS, 1985).

Portanto, alguns dos alunos necessitam passar pelo manu-
seio e pela acdo (fase ativa), para depois organizarem a sua
percepgdo em torno de imagens (fase icdnica) 'e chegarem, fi-
halmente ao trabalho com as idéias, d fase simbolica, na qual

estardo aptos a fazerem dedugoes.




Assim, o estudo de Geometria no curso de Matematica da
PUCRS é realizado axiomaticamente, mas com apelos a intuicgao,
4 visualizacdo, ao concreto, exatamente para adequa-lo as eta

pas do raciocinio do aluno.

Durante os doze anos em que lecionei esta disciplina,tan
to nos cursos de Ciéncias como no de Matematica, notei,nas de
monstracoes feitas em aula e/ou nas verificacOes, certos ti-
pos de erros que se repetiam sistematicamente. Comecei a cole
tar empiricamente as respostas e vi gue, de uma forma geral,
os erros envolviam introducgao de afirmativas tiradés do dese
nho, sem nenhuma justificativa logica, utilizacao da tese co-
mo elemento da hipotese, mau uso da linguagem matematica, en-

tre outros erros de menor ocorrencia.

Muitas vezes tive o cuidado de reformular a apresentacgao
dos contelidos, replanejar o ensino de topicos nos quaisosalu
nos apresentavam um maior numero de erros e, ao voltar a cole
tar as respostas, notei, desanimadoramente, que 0S erros con-
tinuavam a se repetir. Por que? Onde estava a sua origem? Se-~
ra que o problema estava nos conteidos de Geometria especifi

camente ou seria comum a todas as disciplinas do curso?

Nas reunides de professores do curso, eu notava que es-
tas preocupagoes eram comuns 3 maioria dos docentes. Estariam
os professores de Matematica falhando em empregar estratégias

de ensino que objetivassem a aquisicdo da habilidade de de-

monstrar teoremas, tais como organizar conjeturas para refuta

coes, identificar hipoteses e conclusao, conecta-las logica-
mente, fazer exaustivas verificacdes empiricas ( estrategias

estas citadas por Bell (1976) em.sua tese doutoral)?
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Na tentativa de encontrar respostas para estas questoes,

propus-me a pesquisar, agora de uma forma sistematica, os er-
ros cometidos pelos alunos em demonstracoes de Geometria. Po-
rém, como fazer isto? Resolvi, primeiramente, realizar uma re
visdo das pesquisas sobre erros, para descobrir o que ja ha-
via sido feito nesta area: quais os seus pressupostos, de que

modo haviam sido trabalhados e quais os resultados obtidos.




2.5. 0s Estudos Sobre Analise de Erros

2.5.1. 0 que e considerado erro

Ja coloquei as minhas preocupacoes a respeito dos erros
cometidos pelos alunos em demonstragdes de teoremas e me pro
pus a pesquisar suas causas; porem, neste momento, cabe per-
guntar quando se deve considerar que uma afirmacao feita pelo

aluno, ao demonstrar um teorema, esta errada.

Donaldson diz que "do ponto de vista do senso comum, OS
erros sao acontecimentos desastrados, que seria melhor evitar
completamente, se possivel." (DONALDSON, 1977, p. 181) Porém,
segundo o mesmo autor, este & um ponto de vista erroneo, por
que os erros podem ter um papel extremamente fecundo na ativi

dade intelectual.

Uma outra forma de abordar o problema do erro & alia-lo
3s condicdes finais de uma tarefa proposta: sucesso ou insuces
so. Bruner (1966) considera que, ao tentar aprender algum con
tetido ou resolver um problema, ha duas condigoes finais que
devem ser separadas: o sucesso ou insucesso de um lado e a re

compensa ou a punig¢ao de outro.

O sucesso e o insucesso vdo depender de algum critério

previamente estabelecido e sdo inerentes a tarefa, enquanto

que a recompensa e a punicdo sdo controladas por agentes ex-
ternos (professores, pais, etc.). Nao ha (ou nado deveria ha-

ver) obrigatoriedade de associar sucesso com recompensa e in-

sucesso com punigdo.

Cabe salientar que, gquando o insucesso do aluno e punido




pelo professor, reduz-se a possibilidade de aproveitar o erro
como fonte de informagdo sobre os processos mentals ou como
instrumento para explorar o conhecimento. O erro, desta
forma, deixa de exercer o papel fecundo na atividade in-

telectual.

Raffaella Borasi (1988) considera que, nos Ultimos anos,
modificou-se a atitude dos educadores matematicos em relacao
aos erros dos estudantes, passando de uma perspectiva behavio
rista gque sugeria que 0s erros eram obstaculos ao processo de
aprendizagem, devendo ser evitados e eliminados, pafa uma no-
va perspectiva sob. a qual é reconhecido o valor dos erros co-
mo instrumentos de identificacdo das causas dos problemas de

aprendizagem e das estratégias para supera-los.

Nem sempre & facil resolver o que esta errado em uma de-
monstracao. Pode-se, por exemplo, considerar errado aquilo que
nio esta de acordo com o que se pensa; desta forma, esta-se
aprisionando o pensamento do aluno com oOs grilhoes dos concei
tos de verdade, conceitos muitas vezes particulares, subjeti-

vos, dependentes até do momento vivido.

Pode-se, ainda, considerar errado aquilo que ndo esta de
acordo com as regras, com as.convenqées, com a seqglléencia de
axiomas que a teoria apresenta; novamente trata-se de uma ati
tude rigida. Deve-se analisar, cuidadosamente, os objetivos
pretendidos quando € proposta uma demonstracac ao aluno. Se,

realmente, o proposito é verificar se ele sabe a seqliéncia de

axiomas que deve utilizar, entdo a nao utilizacdo da mesma €

um erro. Se o objetivo & verificar se o aluno conhece as con-




vencdes da escrita matematica e ele mostra ndo as conhecer,en
tdo estara errando. Porém, se o objetivo & verificar se o alu
no sabe encadear os passos de um raciocinio, utilizando argu-
mentos validos e definigdes e teoremas conhecidos, entdo have
ra erro quando o aluno nao fizer este encadeamento,quando uti
lizar definicOes incorretas ou quando empregar mal um teore-

ma-

Levando em conta tais critérios, revisei as pesquisas rea

lizadas em Educacao Matematica, no que tange a erros.
2.5.2. As pesquisas sobre erros

Hendrik Radatz, em artigos ja classicos na area ( 1979,
1980) faz um apanhado da analise de erros na Educacido Matema-

tica, especialmente nos Estados Unidos e na Alemanha. De acor

o) in;q;o do seculo, com abordagens e 1nteresses dlferentes.

Nos Estados Unidos, as pesquisas eram orientadas pelo be
haviorismo, enquanto que na Alemanha eram influenciadas pela
Gestalt, pela psicandlise e pelas idéias do escolanovismo. Na

Unido Soviética, as mudancas fundamentais na estrutura esco-

lar e as reformas curriculares no inicio da década de sessen-

ta levaram a uma série de pesquisas, entre as quais as que ana

lisavam erros foram das modalidades mais utilizadas.

Radatz acredita que estas diferencas apontadas entre as
pesquisas dos diversos paises podem ser uma razao para o fato

de nao haver troca de idéias entre os pesquisadores da Europa

e dos Estados Unidos.




Radatz cita a classificacdo de erros de um pesquisador
alemio, de um soviético e propde a sua propria classificacao.
Weimer, na Alemanha, com pesquisas datadas ja de 1922, tinha
como objetivo estabelecer um padrdo de erro para explicar os
equivocos individuais. Agrupou-os em cinco categorias: erros
de familiaridade, erros de perseveranca, erros de similarida-

de, erros mistos e erros devido a emocdo e vontade.

Menchiskaya, na Unido Soviética, enfatizou o caréter re-
gular dos erros cometidos pelos estudantes de Matemética e a
complexidade do processo de determinagao das causas'dos erros.
Mesmo assim, apresentou uma tipologia dos erros de acordo com
as causas: erros devido a incorreta implementagao de uma ope-
racdo; erros devido a qualidade insuficiente da compreensao do
conceito; erros mecdnicos devido a falta de interesse ou di-
gressdo; e erros devido a aplicagdo de regras ou algoritmos

inapropriados.

Radatz nfo explica cada categoria criada pelos pesquisa-
dores e propde a seguinte classificacao de erros de acordo com

um modelo baseado nos mecanismos do processamento de informa-

gao

a) Erros devido a dificuldade de linguagem; a aprendiza-
gem do vocabulario matematico e do simbolismo, paramuitosalu
nos, & como se fosse a aprendizagem de uma lingua estrangeira,

com todos os problemas relacionados;

b) Erros devido a dificuldade em obter informagao espa-

cial; o emprego cada vez maior de diagramas, figuras, "instru
¢bes iconicas" nos ]ivros-—texto,léva alguns alunos,que nao tem

capacidade de visualizacido, a cometerem e€rros;




c) Erros devido ao dominio deficiente de conteudos,fatos
e habilidades consideradas como pré-requisitos; deficiéncias
que o aluno apresenta em termos de aprendizagem anterior moti

vam erros deste tipo;

d) Erros devido a associagbes incorretas ou rigidez de
pensamento; varias pesquisas em relacdo a solugao de proble-
mas mostram que alguns alunos adquirem um método de solﬁcéo
de um determinado tipo de problema e ndao o modificam me smo

quando as condi¢bes do problema mudam;

e) Erros devido a aplicacdes de regras ou estratégias ir
relevantes; o uso inadequado de estratégias de solucao foi de
tectado, também, pelas pesquisas sobre solucdo de problemas

como causador de erros.

Apesar de propor o seu modelo de classificacao, Radatz

considera que:

" .. & dificil fazer uma separacao entre
as possiveis causas de um dado erro, porque ha
uma estreita interacdo entre as causas. O mes-
mo problema pode originar erros de diferentes
origens e o mesmo erro pode ser proveniente de
diferentes processos de solugdo de problemas.
Uma classificacdo e hierarquia precisa das cau
sas dos erros parece impossivel de ser realiza
da." (RADATZ, 1979, p. 170-1)

Em revistas americanas e inglesas, encontrei artigos mais

recentes sobre pesquisas em analise de erros, nos guais os au

tores também apresentam categorias. Entre elas cabe salientar

a classificacdo proposta por Newman e modifiecada por Casey
.(CLEMENS, 1980) . Newman propos um modelo para a seqliéncia de
passos realizados por um aluno na solucao de um problema de

Matematica que apresenta uma s6 dificuldade. De acordo com




as etapas sao as seguintes:

a) leitura;

b) compreensao;

c) transformacao;

d) execucao das habilidades necessarias ao processo;

e) codificacao.

Uma falha em gqualquer nivel desta hierarquia impede a cor
reta resolucao do problema. Assim, havera uma classificacao

das causas dos erros de acordo com a etapa do processo na qual

o erro foi cometido.

Além das cinco categorias, Newman considera que ha.outros
trés tipos de causas gque podem ocasionar erros em gqualquer es
tagio do processo de solugdo de um problema: a motivacao,a de

satencdo e a formulagao da questao.

Casey modificou e extendeu a classificacao de Newman,
tornando-a aplicavel a analise de erros em problemas com mais
de uma dificuldade. Ele considera que, ao tentar solucionar
o problema, o aluno nao realiza os passos na seqtiéncia rigida
indicada por Newman; muitas vezes ele precisa voltar as eta-

pas iniciais, como por exemplo, reler o problema para captar

I

algum dado adicional. |

Além disso, pensa dque a formulacdo da questdo é o primei

ro ponto de interacdo entre aquele que elabora a questao e ©

gue a resolve.

sua classificacao para as causas dos erros & a seguinte:

a) formulacgao da questao;




b) leitura;

c) compreensao;

d) selecdo de estratégias;

e) selegdao das habilidades requeridas;
f) manipulacdao das habilidades;

g) apresentacdo da solucao.

Os erros que escapam a esta classificagao foram -agrupa-
dos em duas categorias que Casey chamou de "bloco conhecido"e

"bloco desconhecido".

As classificacdes de Newman e Casey lembram as fases da
resolucdo de um problema propostas por Polya: compreensao do
problema, estabelecimento de um plano, execugao do'plano e re
trospecto. Polya também acredita que um aluno pode saltar por
sobre as fases iniciais e dar impulsivamente a solugéo,enquag
to outro pode (e deve) voltar as etapas iniciaislpara reconsi

derar o trabalho ja feito.

Polya ndo fez analise de erros, ele fez sugestoes para
acertos, "... naturais, simples, obvias, apenas o bom senso

comum" (POLYA, 1978, p.2).

Newman pesquisou alunos de 9 a 11 anos; depois que foram
dadas por escrito as respostas aos testes propostos, os alu-
nos com mais baixo rendimento foram entrevistados, sendo uti-

lizadas entrevistas estruturadas.

Casey pesquisou alunos de 10 a 12 anos, .com um teste con

tendo questdes com mais de uma dificuldade e também entrevis
tou os alunos. Neste caso, O pesquisador informava o aluno so

bre o erro que estava cometendo e auxiliava-o na etapaemques

LR




Clemens (1980), utilizando a classificacao de Newman,pes
quisou alunog de 9 a 14 anos, também com um teste escrito,ten

do entrevistado os que demonstraram rendimento baixo ou médio.

Todas estas sdo, portanto, pesquisas com alunos de fai-
xas etarias diversas da que proponho a pesquisar. Mais préxi~
mo deste trabalho situa-se o estudo feito por Movshovitz-Hadar,
Zaslavski e Inbar (1986, 1987), professores israelenses que
pesquisaram as respostas dadas por alunos de mais ou menos de
zessete anos, submetidos ao exame ahual de Matematica que e

aplicado em todo o pais ao final do segundo grau.

Estes autores nio consideraram a tipologia de Radatz ade
quada ao seu trabalho e propuseram uma nova classificagao, a
partir dos dados coletados durante dois anos, em uma amostra

de respostas as questdes escritas do exame.

Rejeitada a classificacgdo inicial, o sistema foi revisa-
do e reaplicado em novo exame, de forma a atingir finalmente

um modelo de classificacldo que apresenta seis categorias:

a) uso errado dos dados;

b) linguagem mal interpretada;

c) inferéncia logicamente invalida;
d) definicdo ou teorema distorcido;
e) solucao nao comprovada;

f) erros técnicos.

A classificacdo foi feita apenas com base nas questoes

escritas; ndo houve posterior entrevista para analise dos er-




ros. Os autores verificaram que estes ocorreram mais freqllen -
temente na categoria de definic¢oes e teoremas distorcidos;32%
dos erros detectados foram desta classe, seguidos dos erros
téenicos (27%), dos erros por mau uso dos dados (20%) ,dos er-
ros pela mi interpretagdo da linguagem (18%), das solugdes
ndo comprovadas (2%), e das inferéncias logicamente invalidas

(1%).

Da categoria de maior incidéncia de erros,os autores des

tacam dois tipos gerais de distorc¢oes de teoremas:

a) distorcdo do antecedente: quando o aluno aplica um teo
rema utilizando a tese, mas distorcendo a hipotese. Se, por
exemplo, um aluno utiliza, em relacao a gquaisquer duas media-
nas de um triangulo isosceles, a proposicao que diz que as me
dianas em relacio aos lados congruentes de um tridngulo isdos-

celes sdo congruentes, ele estara distorcendo o antecedente.

b) distorgéo do conseqgtlente: quando o aluno conservaahi
potese do teorema utilizado, mas inventa uma nova tese, dis-
torcendo a original. Se, por exemplo, um aluno lembra algo so
bre o teorema do angulo externo, que dii gue um angulo exter-
no de um.triéngulo é maior que qualquer um de seus internos
ndo adjacentes, ele podera conservar a condicdo inipial,ou,sg
ja, podera utilizar um angulo externo, mas modificara a con-

clusio do teorema, afirmando que O externo € maior gue a soma

dos internos nao adjacentes.

Movshovitz-Hadar e colaboradores acreditam que, se O pro

fessor auxiliar o aliino, advertindo-o quanto a distorcao

feita no teorema, & provavel que ele o recorde apropriada-




mente e o aplique corretamente em outra oportunidade.Nao acre,
dito nesta afirmativa, pelo menos de uma forma geral, pois es
ta parece ser a primeira idéia que os professores tém ao de-
tectar um tipé6 de erro e minhas experiéncias em alertar os estu

dantes nao provou ser esta atitude eficaz para prevenir os erros

Certos erros sdo persistentes e a modificagao do compor-
tamento do aluno s6 se dard por uma tomada de consciéncia,por
uma reflexdo sobre sua propria reflexdo, pela compreensao das
‘conseqliéncias de sua afirmativa errada. Se o aluno, no exem-
plo citado anteriormente, do angulo externo de um tfiéngulo,

tiver condicoes de comprovar, por medig¢Oes ou por um encadea-

mento de raciocinios,que o adngulo externo € exatamente igual

3 soma dos seus internos ndo adjacentes, e que nao Ipode ser
maior que a soma porque chegaria ao absurdo de mostrar que o
dngulo é menor que ele mesmo (j& que a soma dos angulos inter
nos de um tridngulo vale 180°0),estdo este aluno nado repetira
o erro, pois j& construiu o seu proprio conhecimento sobre a
propriedade em quest@o. N3o tera sido a autoridade do profes-
sor (ou do livro) que o impedira de repetir o erro, mas a sua

propria autoridade baseada no seu conhecimento.

Ainda quanto aos textos sobre analise de erros(alguns au
tores também se referiram aos objetivos das pesquiéas sobre
erros. Radatz (1980), em sua revisao dos trabalhos feitos des
de o inicio do século, considera que o interesse das pesqui- "

sas esta localizado em:

1) listar todas as técnicas potenciais de erros;
2) determinar as distribuicdes de freqliéncia destas téc-

nicas de erros através das faixas -etarias;

Ve
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3) analisar dificuldades especificas, encontradas na pré
tica ao fazer divisles escritas e operacOes com zero;

4) determinar a persisténcia das técnicas individuais de
erros;

5) tentar classificar e agrupar erros.

O autor ndo explica, porém, o que significa exatamente

cada um dos objetivos citados.

Raffaella Borasi propde um esquema de categorizacao dos

usos dos erros para o ensino, de acordo com o objetivo com o©

qual o erro é estudado e com o foco sob o qual o erro € exami

nado. Seu esquema € o seguinte:




OBJETIVO

considerando o oogl considerando,atrﬂ considerando atra

tetdo técnico do

erro

vés dos erros, a
natureza de um

assunto

vés dos erros, o
processo de apren

dizagem

DIAGNGS
TICO

PREVEN-
¢Ao

Erros como sinais
de que O proces-
so de aprendiza-
gem falhou. Suas
causas sao diag-
nosticadas no es
forgo para elimi

na-los.

Erros como proje
coes dos equivo-
do

aluno sobre a na

cos basicos

tureza do assun-
to. O professor
tenta identifica
-los e planejar

recuperacao .

Erros como meios
de identificardi
ficuldades poten
ciais e armadi-
lhas no processo
de aprendizagem

de um.topico e
conseqﬁentemente
aperfeigoar o cur
riculo a fim de
evita-las no fu-

turo

INVESTI-
GACAO

Erros como moti-
vacao de ponto de
partida para ex-
ploracido de topi
cos de Matemati~-

ca‘

Erros como meios
de investigar as
forcas, limitagoes
e metodologiasd%
uma disciplina.

Erros como meios
de investigar a
forma da
trabalhar.

mente

Fonte:

Borasi,

1987, p.

5

Dentro deste esquema, esta pesquisa pode ser situada nos

quadros um, dois e trés, pois tem como objetivo a analise e

classificacdo dos erros e o diagnéstico das dificuldades

de

aprendizagem que os causaram. Os focos da analise serao:o con

teiido técnico do erro; as concepgoes erroneas sobre um deter-

minado assunto, que levam o aluno a cometer o0 erro € O proces

so de ensino-aprendizagem daquele contetdo.




Especificamente em relacao a Geometria, encontrei o tra
" balho de Rolland Smith, "Three major difficulties in the lear
ning of demonstrative geometry" (1940), que, realmente € uma
pesquisa muito interessante, pois o autor acompanhou os erros
cometidos por alunos de aproximadamente 16 anos, em um Curso
de Geometria, no decorrer do outono de 1932, propondo, quase
diariamente, uma série de testes que visavam a verificar as

dificuldades na aprendizagem de demonstracoes.

No final do trabalho, o autor considerou gue 0s erros poQ

diam ser classificados em trés categorias:

a) erros devido ao pouco conhecimento das figuras geome —
tricas;

b) erros devido & imcompreensdo do significado da rela-
cao logica de implicagao;

c) erros devido a escassa compreensao do significado de

uma demonstracao.

Os testes envolviam gradativas_dificuldades: construcao
de um elemento; construc¢do de uma figura de acordo com as con
dicbes de uma sentenca do tipo "se-entao"; verificacdao da va-
lidade de uma argumentagdo; obtencdo de uma conclusao a par-

tir de premissas dadas; e, finalmente, demonstracoes de teore

mas, dadas a hipOtese e a tese.

Sharon Shenk (1985) comenta o pequeno numero de pesqui-
sas relacionadas com erros em demonstracées( citando a de Smith,
e apresenta uma pesquisa feita nos Estados Unidos,em 1981,com
2699 estudantes de um curso de Geometria, na faixa etaria de

15 a 17 anos. Em seu trabalho, porém, ndo analisa cada erro




especificamente, mas avalia o resultado final da demonstracgao
e atribui escores de zero a quatro. E, assim, uma pesquisa
cujos objetivos e conclusoes sao muito particulares,porque es
peciflcos para o tipo de gquestoes que colocou e para a forma

como foram avaliadas.

Em revistas brasileiras, tanto de Matematica como de Edu
cacdo, ndo encontrei referéncias especificas a trabalhos so-
bre analise de erros ou sobre erros em demonstracdes de teore

mas.

Revisados os aspectos considerados fundamentais a esta

pesquisa, passo a apresentacdo da escolha das questoes e da

metodologia.




3. A PESQUISA EM ST

3.1. A Escolha das Questoes e da Metodologia

O Curso de Licenciatura Plena em Matematica da PUCRS ofe
rece no 19 semestre trés disciplinas do Instituto de Matemati
ca: Calculo Diferencial na Reta, Fundamentos de Matematica I
e Ceometria I. O aluno inicia a aprendizagem das técnicas de
demonstracao e, em Geometria I, Geometria Euclideana Plana,de
senvolve esta habilidade demonstrando teoremas sobre Geome-—

tria.

Inicialmente, pensei em trabalhar com alunos que ja ti-
vessem sido aprovados em Geometria I e Fundamentos de Matema-
tica I, pois isto permitiria verificar como o aluno demonstra
teoremas, depois que teve nogoes de Logica em Fundamentos de
Matematica e aprendeu técnicas de demonstracdo nas discipli-

nas do primeiro semestre.

Para uma primeira etapa do trabalho, na qual faria a va-
lidacdo dos instrumentos de pesquisa, convidei quatro alunos
que ja tinham cursado as disciplinas mencionadas; queria veri

ficar como o trabalho se desenvolveria e quais as modificagoes

que deveria fazer em termos de quéstdes e/ou de metodologia




antes da pesquisa propriamente dita.

Propus, em primeiro lugar, uma afirmativa do tipo "se-en
tao" para que o aluno verificasse se era verdadeira ou falsa
e justificasge a sua resposta; apos, solicitei a demonstracgao
de duas proposig¢oes, envolvendo contelddos de Geometria Plana.
Apresentei, também, as questOes a quatro professores do curso,

para que opinassem sobre a corregao das mesmas.

Pelas respostas obtidas, tanto dos alunos como dos pro-
fessores, resolvi substituir a primeira questao, pois nao es-
tava de acordo com os objetivos do trabalho, ja que a justifi

cativa, no caso, ndo era uma demonstracgao.
Apds a substituicdo, assim ficaram as questoes:

12) Demonstre:

Hipotese

Esta questdo foi uma das utilizadas por Smith em seu es-

tudo pioneiro; a figura & o que chamou de "complexa". Ja que

os pontos A, C e E formam um tridngulo isosceles de base CE e

vértice A, para colocd-lo na posicdo em que geralmente se ve
o tridngulo isdsceles, desenhado em livros-texto, o ponto A

deveria sofrer um giro de 90 graus no sentido horario. Alem
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desta dificuldade de visualizacgdo para o aluno, a figura apre
senta triangulos superpostos, o que, em geral, confunde al-
guns alunos que tém dificuldade em separa-los para analisar

as informacoes.

22) Demonstre:

C é ponto médio de AB

¢

| i
Hipotese .
BC

ME

/

Tese ABC & um triangulo isés-

celes

Esta questao envolve os conceitos de perpendicularismo,
de ponto médio, de tridngulo isdsceles e a congruéncia de tri
angulos retdngulos. Como. os triangulos AMD e BME sao claramen
te identificaveis, as dificuldades da questao baseiam-se exa-

tamente na utilizacao dos conceitos citados.

3%} Demonstre:
C

AKMJ e BKJM sdo para-

Hipotese lelogramos

KJ = KM

/’/ . . .
Tese |ABC € um triangulo isos:

celes




Esta questao permite a abordagem de varias formas.Pensan
do na propriedade que diz que os lados opostos de um paralelo
gramo sao congruentes, este fato aplicado a cada paralelogra-
mo, juntamente com a hipotese de que KJ é igual a KM, permite
concluir que os dois triangulos, AKJ e BKM, sao congruentes
por LLL e, conseqlientemente, o. angulo A € congruente ao angu-
lo ﬁ, 0 que possibilita deduzir que o triangulo ABC & isGsce-

les.

Ainda, utilizando a propriedade que diz que em um trian-
gulo isoOsceles os angulos da base sao congruentes, pode-se ob
ter, de Kj=KM, que KJM & congruente a KMJ; como os angulos

opostos de um paralelogramo sdao congruentes, chega-se a con-

~ -

clusdo de que o angulo A & congruente ao angulo B, e novamen-
te se deduz que o tridngulo ABC é isosceles. Estas sao, tal
vez, as idéias mais imediatas que ocorrem, mas ainda se pode
pensar em angulos alternos internos, em semelhangas de trian-
gulos, etc. A questdo envolve conceitos e propriedades de pa-

ralelogramos e de tridngulos isoOsceles.

Além da escolha das questoOes, a primeira etapa da pesqui
sa permitiu verificar a possibilidade de gravar as verbaliza-

¢oes do aluno enquanto resolvia o problema.

Nos estudos sobre analise de erros, sempre houve a preo=-

cupacao em ouvir o aluno ou anotar as suas verbalizacoes en-—

guanto resolvia um problema.

Lyndal Hutcherson (1975), em uma pesquiéa realizada nos

Estados Unidos, repetiu um estudo feito em 1927 por Lenore John,

no qual a técnica de "pensar em voz alta" ja tinha sido utili




zada.

Hutcherson assinala o fato de gue seu antecessor acredi-
ta que este método da informacdes a respeito do raciocinio do
sujeito que nao poderiam ser obtidas de outra forma.Para eles
tal método também apresenta limitac¢Oes como:a impossibilidade
de o sujeito dizer tudo o que lhe passa pela mente; o aumento

do tempo de resolu¢do do problema, ja que a fala € extremamen

te lenta se comparada com o pensamento, causando o esquecimen

to de parte do raciocinio; a dificuldade que representa para

o pesquisador anotar rapidamente tudo o que é dito belo aluno.

Naturalmente, esta Ultima limitac¢do & de facil solugao
pelo uso do gravador, porém corre-se o risco, neste caso, de

introduzir um elemento que pode atrapalhar o aluno.

Watson (1980) cita pesquisas mais antigas e outras atuais
que utilizaram entrevistas para descobrir as causas dos erros.
Newman e Clemens entrevistaram os alunos pesquisados depois
de ter as respostas escritas. Minha idéia de ouvir o aluno du
rante a resolucdo da questao baseia-se, principalmente,no tra
balho de Newell e Simon, "Human Problem Solving'(1972). Estes
dois pesquisadores tinham objetivos bem diferentes dos meus ,

porém utilizaram, entre outras tarefas, problemas de Logica

Simbdolica.

Os individuos pesquisados por Newell e Simon recebiam
uma proposicdo logica e um conjunto de regras e deveriam de-
monstrar a proposicdo de acordo.com aquelas regras,sempre di-

zendo ao experimentador, em voz alta, o que pensavam.A seguir,

eram analisados os protocolos verbais.
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Concordo com a utilizacdo dos protocolos verbais na ana-
lise da tarefa proposta, porque a experiéncia docente na cor-
recdo de demonstrag¢des comprova que, se o aluno nao diz o que

fez e porque o fez no momento em que esta resolvendo a gues-
tdo, mais tarde ndo se lembrara do que pensou e ndo auxiliara

na descoberta das causas dos erros.

Resolvi, entdo, utilizar esta técnica de pensar em voz
alta e testei-a na primeira etapa da pesquisa, com os quatro
alunos ja mencionados. Quanto ao uso do gravador, uma das alu

nas me disse na segunda entrevista:

"BEu estava tdo nervosa, por causa do gra-

vador. Eu olhava para ele e parecia um bicho

-papdo, que coisa horrorosa! Quando cheguei em

casa, foi a primeira coisa que eu comentei:'En

frentar a Helena tudo bem, mas eu olhava o gra

vador e parecia que ele sabia mais do que eu'.™

Considerei que o problema dela nao estava ligado especi-
ficamente ao gravador, pois ela usava a expressao " enfrentar
a Helena" colocando em mim uma autoridade demasiada que depois

transpunha, também, para o gravador.

Assim, embora correndo o risco de inibir alguns alunos
com o uso do gravador, optel por utiliza-lo, pois realmente

seria impossivel captar, s6 escrevendo, todas as nuances, to-

dos os ir-e-vir das verbalizag¢oes do aluno.

Ainda na primeira etapa da pesquisa, apos a aplicagao do

teste para os quatro alunos, estabeleci que o tempo previsto

para cada questdo seria de aproximadamente quinze minutos.
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3.2. A Escolha dos Alunos Participantes da Pesquisa

Escolhidas as questoes e a metodologia, restava definir
os participantes da pesquisa. Inicialmente, convidel os vinte
e treés alunoé que, naquele 19 semestre de 1988, cursavam o 29
semestre do curso de Matematica da PUCRS e satisfaziam as exi
géncias de aprovag¢ao nas disciplinas ja mencionadas.Porém, co
mo se aproximava a éepoca de exames, a maioria dos alunos de-

clinou do convite.

Resolvi, entdo, esperar o inicio do 29 semestre de 1988,

para que os alunos pudessem trabalhar com mais calma, sem a

preocupacao com as provas.

Divulguei o convite, ja agora aberto a todos os alunos do
curso.que tivessem concluido as disciplinas de 19 semestre,in
clusive através de um cartaz no mural, destinado a avisos re-
lativos ao curso de Matematica. Tive, no entanto, muita difi-
culdade em contar com candidatos. Somente com convites pes-
soais ou por indicac¢ao de outros professores, que me auxilia-
ram na tarefa de sensibilizar os alunos, & que consegui reu-

nir onze estudantes dispostos a participarem da pesquisa.

Por comentarios que eles fizeram, durante ou apos as en-

trevistas, fiquei com a impressdo. de que o medo de errar,o me

do de se sujeitar a um teste para o qual eles néo estudaram,
foi o fator preponderante das recusas. Como eu lhes esclare-
cia, ndo se prepararem para o teste era uma condicdo fundamen
tal para o trabalho, pois o proposito era ex;tamente verifi-

car o que o aluno tinha construido como seu conhecimento, em

termos de conteGdos de Geometria e de técnicas de demonstra-




cao.

Para resguardar o sigilo da pesquisa, assegurado aos alu
nos no inicio da primeira entrevista, aproveitei a idéia de
Lakatos (1978) que, em sua tese doutoral, descreveu um dialo-

go imaginario com varios alunos, cujos nomes sio os das letras

do alfabeto grego.

Assim, os alunos participantes da pesquisa serdo identi-

ficados por: Alfa, Beta, Gama, Delta, Epsilon, Zeta, Kapa,Lam

bda, R6, Sigma e Omega.




3.3. A Sistematica de Aplicacao do Teste e da Entrevista

Posterior

Todas as entrevistas, iniciais e finais, foram realiza-
das no Instituto de Matematica da PUCRS, em uma sala destina-
da a aulas especiais ou a atendimento de alunos, com poucas
classes, de forma que o aluno ficava sentado a minha frente

e na mesa ao lado ficava. o gravador.

A primeira parte do trabalho com cada aluno consistiu em
uma sessao,de aproximadamente uma hora, em que foram propos-

tas as trés demonstracoes a serem realizadas.

ouando o aluno entrava na sala para a primeira . sessao,
era convidado a sentar-se e eu lhe dava as explica¢6es neces-
”sérias sobre os objetivos da pesquisa, sobre a técnica utili-
zada, sobre o tempo estipulado para cada questdo e éobre o si
gilo dos resultados. Ja que ndo interessava verificar a capa-
cidade de memoria do aluno, eu lhe apresentava, também ,um tex
to com as definigoes e teoremés gque poderiam ser necessarios
3 demonstracdo. Este texto sera citado daqui por diante com a

expressdo "folha auxiliar".

Ao entregar as gquestdes ao aluno, ligava o gravador e mar
cava o horario de inicio de trabalho. A partir deste momento,
tudo o que fosse falado, pelo aluno ou por mim, estaria sendo

gravado e seria transcrito depois, palavra por palavra.

Ao mesmo tempo em gue eram gravadas as verbalizagoes, eu

registrava em folha a parte as observagoes sobre os elementos
que o aluno citava, para poder, posteriormente, entender o que

fora colocado por ele. .

LI
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No final de todo o trabalho, eu entregava ao: aluno um
questionario que ele deveria trazer preenchido na proxima en-
trevista, no qual eram solicitadas informagoes sobre as esco-
las onde o aluno havia freglientado o 19 e 29 graus e um histd
rico das disciplinas realizadas até ali no curso de Matemati

ca. 0 modelo deste questionario encontra-se em anexo.

Ao ler a transcricdo de cada entrevista, analisei tudo o
gque foi dito, detectando os erros e fazendo algumas suposi-
cOes sobre as causas. A transcricdo foi, entao, reéscrita e
foram intercaladas, entre oé trechos do dialogo, aé’ observa-

¢Ses pertinentes, para depois confirma-las ou descarta-las.

‘Na segunda entrevista, realizada em geral uma semana de-
pois, eu lia para o aluno o texto datilografado com a trans-
cricdo da entrevista inicial, enquanto ele acompanhava pela
sua folha de trabalho. O procedimento funcionava comumreplay
da entrevista inicial, pois eu estava lendo as palavras que
ele havia dito e também as observagoes gque eu lhe havia feito
na ocasiio. Assim, ele relembrava melhor os passos de seu ra-
ciocinio, o gue eu comprovel muitas vezes, gquando o aluno fa-

zia observacdoes do tipo: "Eu estou me lembrando bem do que es

tava pensando quando disse isto”.

Durante a leitura da transcricao, discutia com o aluno

todos os comentarios feitos, procurando saber a sua opinido a

respeito dos erros por ele cometidos. ApOs esta analise, con-

versiavamos a respeito do ensino de Matematica que o aluno ha-

‘via recebido no 19 e 29 graus e sobre o seu conceito de demons

tracdo de teoremas.

Sem necessariamente ser nesta ordem nem com estas pala-




vras, eu perguntava sobre o ensino de Matematica que o aluno
tivera no 19 e 29 graus, sobre a aprendizagem de Geometria,so
bre a realizacao de demonstracoes de teoremas em niveis ante-
riores e sobre sua opinido a respeito da necessidade de de~-

monstrar teoremas.

Como ndo havia um roteiro rigido, muitas vezes o aluno

narrava as situagoes de aprendizagem que mais lhe haviam cha-

mado a atencdo; falava sobre os seus sentimentos em relacao
aos professores de 19 e 29 graus e colocava suas opinioces so-

bre o ensino de Matematica, inclusive em nivel de 39 grau.

Desta segunda entrevista, que nao transcrevi palavra por
palavra, eu destaquei as respostas as minhas perguntas sobre
os seus erros e, tambem, o cénceito de demonstracéo.Em alguns
casos, quando o aluno lembrava fatos ocorridos relativos ao

19 e 29 graus, registrei as suas consideracgoes.

Ao falar, os alunos usaram muito as expressoes "este la-
do", "este angulo", porque estavam apontando para o desenho e
eu estava vendo o que faziam; nas notas que tomei, estes ele-
mentos na maior parte das vezes foram identificados. Na trans
cricdo da entrevista, coloquei entre parénteses a identifica-
cdo de tais elementos, assim como as observagoes que elucidam
o texto. Desta forma, quando forem citadoé trechos da verbali

zacio, serd possivel acompanhar o raciocinio do aluno na figu

ra correspondente.




3.4. 0Os Erros Encontrados

3.4.1. Introducao

Apb6s a degunda entrevista, escrevi mais uma vez a trans-
crigcdo da inicial, agora colocando, junto com as observagoes,
as justificativas que o aluno dera para os seus erros e as ob-

servac¢oes que fizera sobre o assunto.

Iniciou-se, entdo, a fase de analise destes textos, para
tentar classificar os erros encontrados. Apds uma primeira ana
lise, em que encontrei vinte e quatro tipos de erroé,,reli os
trabalhos sobre analise de erros ja citados anteriormente e
conclui que as minhas categorias ndo eram mutuamente exclusi-
vas. Fiz, entdo, uma segunda analise, agrupando os erros em
dez classes. Ao analisar as causas dos erros encontrados, no-
vamente verifiquei que havia uma intersecc¢ado nao nuladas clas

ses, e resolvi,finalmente, apresentar oito categorias.

Nio afirmo que tenha chegado a uma classificagdo otima e
penso que outros professores poderiam ler o material e encon-
trar categorias diversas. Porém, cada classificacao obedece
aos critérios escolhidos por aquele que classifica e nao vejo,
pelo menos por enquanto, possibilidade de modificar;aque apre
sentei, sob pena de englobar, em uma mesma categorié,ennx;cuja

Gnica caracteristica comum & o fato de serem erros.

Assim, descreverei daqui por diante cada um dos tipos de

erros, exemplificando, em cada caso, com algumas ocorréncias

e com as respectivas observac¢oes dos alunos.

Para facilitar a leitura, ja que estarei a todo momento
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fazendo referéncia aos elementos das questdes propostas, colo
carei a direita de cada folha as trés figuras correspondentes

as mesmas.
3.4.2. 0Os erros do tipo I

A Matematica é uma linguagem, com alguns simbolos univer
salmente aceitos: além destes, cada autor pode,se necessario,
introduzir outros simbolos, desde que indique o seu significa

do previamente.

Na disciplina de Geometria Plana do curso de Matematica

da PUCRS, seguindo a orientacgdo dos autores dos livros—texto
com os quais se trabalha, utilizam-se as seguintes notagoes e

convengoes:
I) Para segmentos, semi-retas e retas:

a) utiliza-se uma barra horizontal sobre duas letras pa-
ra indicar um segmento cujas extremidades sao os pontos repre
sentados por aquelas letras. EX.: AB representa o segmento

cujas extremidades sdo os pontos A e B.

b) utiliza-se uma flecha da esquerda para a direita so-
bre duas letras para indicar uma semi-reta cuja origem €& opon
to representado pela letra a esquerda e que passa pelo ponto
representado pela letra a direita. Ex.: XE representa a semi

—-reta com origem em A e passando por B.

c) utiliza-se uma flecha dupla sobre duas letras para in

"dicar a reta determinada pelos pontos representados por aque-

> 3
las letras. Ex.: AB e a reta determinada pelos pontos A e B.
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d) utilizam-se duas letras para indicar a distancia entre
os pontos representados por aquelas letras. Ex.:AB representa

a distancia de A até B.
II) Para angulos e triangulos:

a) representa-se um angulo por trés letras, de forma que
a do meio representa o ponto que é vértice do éngulo e as ou-
tras duas representam, respectivamente, pontos de cada lado
do angulo. Utiliza-se, ainda, um outros sinal, <« ; colocado

na frente das trés letras, ou um acento circunflexo colocado

sobre a letra que indica o vértice. Ex.: ABC é o dngulo dewver
. . ~ -2 - ~ - -
tice em B e cujos lados sao BA e BC. Quando nao ha outros an-

gulos na figura com O mesmo vértice B, pode-se, simplesmente,

-

representa-lo por B.

b) representa-se um tridngulo de vértices A,B e C, por

A ABC.

III) Para a relacgao de congruéncia:

A congruéncia entre segmentos, angulos ou triangulos €

o7
— o N

" ou = .

indicada pelos simbolos

Pela definicdo de congruéncia de segmentos, sabe-se que
dois segmentos sdo congruentes se e s6 se tém a mesma medida;

assim, pode-se indicar nas demonstracgdes, indiferentemente,

AB ¥ CD ou AB=CD, conforme indique a relacao de congruéncia

entre segmentos ou a relacao de igualdade entre as medidas dos

mesmos.

-

- ~ -
Da mesma forma para os angulos, pode-se escrever A= B

- -~ - -

ou mA = mB, onde mA indica a medida do angulo A.

L
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Quanto a congruéncia de tridngulos, costuma-se indica-la
apresentando as trés letras em uma certa ordem que indica os
vértices correspondentes em cada triangulo. Assim, por exem-
plo, se os tridngulos a ABC e a DEF sdo congruentes,existe uma
correspondéncia bijetora entre os vértices, de forma que A cor
responde a D, B corresponde a E e C corresponde a F. Logo, es

creve-se 4 ABC ‘;. ADEF.

Ainda quanto a convencgdes, neste caso aplicaveis a figura
com a qual se trabalha, existem as marcas ou riscos que se
faz para indicar congruéncias de lados ou de énguloé.Por exem
plo, ao marcar os tridngulos a ABC e A DEF como representado

- -

abaixo, indica-se que AB=DE, AC=DF, BC=EF, mA=mD, mB=mE ,mC=mF.

Alguns autores mencionam explicitamente a func¢ao das mar-
cas (Moise & Downs, 1971, por exemplo) , outros apenas utili-
zam sem comentar (Hariki & Onaga, 1979, por exemplo), outros,

ainda, ndo utilizam (Pogorélov, 1974; Barbosa, 1985).

£ Sbvio que ndo ha necessidade de fazer as marcas, € um

recurso auxiliar para o raciocinio, e notei gue nem todos o©0sS

alunos entrevistados. se socorrem desta marcacao; alguns, en-—

tretanto, ao marcar de uma forma inadequada, provocam outros

erros.
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0] errb do tipo I € o que en-
volve a linguagem matematica. Pode
relacionar-se com os simbolos e con
vencoes da linguagem escrita ou po
de envolver a linguagem oral,o uso
das palavras que designam entes ma
tematicos, a interferéncia de sig-
nificados diversos, a falta de cla

reza e precisao.

Os erros relacionados com OsS
simbolos e convencgoes, detectados
nas demonstracgoes escritas, foram
os mais freqgfientes.Os exemplos mais

comuns foram:

a) Indicacao de angulos somen
te com a letra do vértice  quando
havia outros angulos com © mesmo

vértice na figura. Na 13 questao,os

-~ -

angulos ABE e ADC indicados apenas
com as letras B e D, réspectivameg

te;na 2@ questdo, os angulos retos

-

ADM e BEM indicados apenas por D e

E,respectivamente; na 32 questao,

os angulos AKJ, BKM, AJK, BMK,KJM,

KMJ, citados somente atraves das
letras que indicam cs veértices.
b) Além de indicar o angulo

com uma unica letra, as vezes al-




guns alunos ainda representam-no
sem o acento circunflexo, o que in
dica, entao, um ponto.

c) Indic¢agdo do angulo com
trés letras, porém semo acento cir
cunflexo ou o sinal " <« "; da mes-
.ma forma, indicaclo de um triangu-
lo com trés letras sem o sinal "a".
Assim, causava duavidas para a inter
pretagdo da resposta, pois nado per
mitia saber se o aluno se referira
ao angulo ou ao triangulo.

d) Indicacao de congrueéencia
de segmentos colocando a barra ho-
rizontal sobre as letras, mas usan
do o sinal de igualdade entre eles.
Ex.: AB=AD. Da mesma forma, indica
cao da congruéncia de segmentos cO
locando o sinal de congruéncia en-
tre os pares de letras que indicam
comprimento dos mesmos.Ex. :AB= AD.

e) Indicacdo de congruéncia
de tridngulos utilizando o sinal
de igualdade entre eles. -

Ex.: A ABE = A ADC.

f) Indicacao de conqruéncia

de tridngulos com as letras troca

das. Ex.: Na 1@ questao, em lugar

de escrever A ABE ~ a ADC, indicar




por & ABE = A CDA.

Este tipo de erro nao é real-

mente algo que impe¢a o aluno de
fazer uma demonstracdo; & como se,
ao escrever em um idioma estrangei
ro,fossem cometidos erros,esquecen
do ou trocando letras,ndo obedecen
do a concordéncia verbal ou nomi-
nal, etc.. O texto escrito ficaria
incorreto, talvez até dificil de
ler, mas provavelmente nao impédi—

ria a compreensao do mesmo.

Comento os erros e indico~0s
porque escrever corretamente em Ma
tematica € um dos objetivos a se-
rem alcancados por qualquer pessoa
que se disponha a ser professor de
Matematica. Néb insistirei sobre a
causa destes erros relacionados com
simbologia por que nao configuram
o cerne do problema da demonstra-

cao.

Somente em um caso, da aluna
Lambda, as notacdes por ela utili-
zadas ao escrever a demonstragdo
.fizeram muitas vezes com que O £e§

to escrito fosse absurdo.




Na 2@ questao, ela escreveu a
demonstracao (que nem pode receber

este nome) da seguinte maneira:

"MEBR = MDA

M= M—

DeglbaE%O

A = - A

AM = MB
Lado angulo lado
A = g — AC = AB e C ponto de
interseccdo entre as retas AC e BC
e o angulo C o complemento dos 1809

graus internos."

Em primeiro lugar,ha uma igual
dade entre dois grupos de letras
que ndo se sabe se indicam angulos
ou tridngulos. Em segundo lugar, o
que significa "M = M -"? De um la-
do um angulo, de outro lado uma di
ferenca sem subtraendo, onde o mi-
nuendo & um ponto. Em terceiro lu-
gar, da equagdo "A = B - A" chego
a " B = 2A". Mas o que & isto? O

que sdo A e B? Pontos? Angulos?

Na segunda entrevista, quando

lhe fiz ver o absurdo do que tinha

escrito, ela justificou-me que, em

ambos os casos, ndo eraum sinal de

e




menos, era um risco que ela usa pa
ra separar os elementos que vai ci
tando. Portanto, a aluna criou um
novo significado para o simbolo,
mas,utilizando-o em um texto mate-
matico, fere a exigencia de unici-
dade: cada simbolo deve ter um uni

co significado.

Além dos erros ja citados,ain
da se tem retas indicadas sem a du
pla flecha e os graus estranhamen-
te indicados, pois ela escreve
"1809 graus" e dessa forma lé-se

"centésimo octagésimo graus”.

Ilustrei a apresentacao dos
erros relacionados com simbologia
matematica com este exemplo,porque

foi o caso em que o mau uso dos sim
bolos impediu a compreensao do que

fora escrito.

Quanto as marcagoes na figura,
para indicar segmentos ou angulos

congruentes, a sua falta ou utiliza

cio diferente da usual ndo pode ser

considerada erro, pois cada um po-
de criar a sua propria convengao,
j4 que € um recurso auxiliar.Somen

te quando a marcagao errada provo-

A




car um erro de outro tipo e que as

sinalarei o fato.

Mais graves que 0S erros que
envolvem simbolos e conven¢des,sdo
os relacionados com a maheira in-
correta de utilizar os termos mate
maticos,a interferencia de signifi
cados matematicos diferentes, a in
terseccao de significados néo mate

maticos, a verbalizacao incorreta

de relacoes matematicas,a falta de
clareza e precisao. Alguns exem-—

plos serdo indicados a seguir.

O aluno Alfa, na 19 gquestao,
em certo momento afirmou: "Eu te-
nho este K em comum, tenho este ég

gulo de 90 em comum."

Realmente, K & o vértice co-
mum aos tridngulos A DKE e A BKE;
neste caso, usou corretamente a ex
pressdo "em comum". Mas logo em se
guida falou em angulo de 90 "em co

mum". Os angulos gque ele considera

va como retos, ABK e ADK, n3do eram

comuns a dois triangulos. Quando
perguntei-lhe, na segunda entrevis
ta, o que significava para eleapa

lavra "comum", respondeu gue Os an

L




gulos seriam iguais.

Entao, ele esta usando a pala
vra incorretamente , como sindnimo

de igual, de congruente.

O aluno Epsilon, na 13 ques-
tio, também usou de forma errada a
palavra "comum". Havia uma duvida
quanto ao caso de congruéncia aser

aplicado e ele disse:
"Eu tenho um lado cgo
mum, um angulo comum e
um angulo oposto tambem

comum. *
Além de um erro quanto ao ca-
d

so de congruéncia, que sera anali-
sado mais adiante, ele estava usan
do a expressdo "lado comum" no sen
p n
tido de "lados correspondentes con
gruentes" e da mesma forma quanto

aos angulos citados.

A aluna Lambda também fez um
mau uso da palavra "comum" quando,
na 32 questdo,ela escreveu:"... la
dos comuns-?3 paralelogramos sao

iguais".

Provavelmente queria dizer "la

dos congruentes",para que a conclu

sao fosse esta.

.o
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A aluna Delta, na demonstra-
cido escrita na 18 questdo,escreveu
que "K forma 2 tridngulos, » BCK e

& DEK". Mas nao é K que forma os
triangulos, eles sao formados por
segmentos, K €& um vértice comum.
Quando perguntei-lhe a razao pela
qual escrevera desta forma,ela jus
tificou dizendo que ndo volta atras
{para reler o que escreve,porque se

ndo perde muito tempo.

Ainda a aluna Delta,na demons
tracdo escrita na 22 questdo,escre
veu que "... o segmento CD = CE pe

la perpendicularidade de AD e EB".

Ha erros de outros tipos,como
por exemplo concluir a congruéncia
de segmentos através do perpendicu
larismo, pois nada permite fazé-lo.
Este erro sera classificado e ana-
lisado adiante.O que interessa, no
momento,é o mau uso da palavra
perpendicularidade, pois AD e EB
nio sdo perpendiculares entre si,

eles sdo segmentos perpendiculares,

‘respectivamente, a MD e ME.

Ha, ainda, um 39 erro da mes-

ma aluna na 32 questdo, quando ela

R




disse no finaléuademonstracao:“Dai
eu provo este tridngulo aqui'(agMC).
Mas um tridngulo nao se prova! Um
triangulo pode ser desenhado, pode
ser apresentado, pode ser definido,
mas o que se prova € alguma pro-

priedade do triangulo.

A aluna Zeta, na 1@ questao,
tentava resolvé-la através de uma
construcao, tragando o segmento GE.
Porém, ela disse: "Ta, se eu pas-
sar uma reta aqui, fica um triangu

lo isésceles". ( & ACE).

E claro que poderia tragar uma
reta.passando por C e E, mas nao o
fez, tragou exatamente um segmen-
to; portanto, faltou precisao de

linguagem.

A aluna Lambda cometeu varios

erros relacionados com linguagem

matematica.

Na 1@ questdo, ela disse, de

repente:

"Ah, ta, ja enxer-—
guei! Sdo triangulos se-
melhantes e este triangu
lo aqui (a ADC) & seme-
lhante a.este aqui"( a ABE).




Sem saber se ela citava a re-
lacao de congruéncia ou de semelhan
¢ca, perguntei-lhe, na segunda en-
trevista, e ela disse:

"Eu confundo seme-
lhanga com congruencia.
Semelhante eu sei que
ndo é igual, mas eu nao

conseguli assimilar que o
congruente & igual."

Na 2@ questdo, em dois momen
tos ela usou a palavra'"praticamen-
te"; quando se referiu ‘ao angulo
E, disse que era "praticamente opos
to" e quando se referiu ao angulo
AéM, usou a expressao "praticamen-
te a metade". No primeiro caso,ela
queria dizer que o angulo 6‘ € o
oposto ao lado AB e no segundo ca-
so, queria dizer que,tracandoc uma
bissetriz CM (o que & outro proble

ma a ser analisado mais adiante) ,

teria o angulo C dividido em dois

angulos congruentes, sendo ACM d'me

tade" de C.

Mas o que significa "pratica-
mente" neste contexto? Quando lhe
perguntei, respondeu-me dque seria
"igual 3 metade". E uma interferén

cia de significado ndo matematico.
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A mesma aluna,ainda na 22 ques
tdo, escreveu "5 e él;a900; além
dos erros de notagdo, que ja men-
clonel, exlste outro resultante da
interferéncia de significados mate
maticos diferentes, pois  angulos
nio sio perpendiculares, a relacdo
de perpendicularismo se da entre

segmentos.

Ainda na 2@ questado,Lambda es
creveu que "o éngulo.é é o comple-
mento dos 180 graus internos"; ela
queria dizer que,em um triangulo

qualquer, a soma dos angulos inter

o . -~
nos vale 180 e,considerando os tres

angulos, A, Be C, do tridngulo

A ABC, 6 deve valer "o que faltapa
ra completar 1800", o que é dife-
rente de "complemento dos 180 graus",
pois diz-se que um angulo é o com-
plemento de outro quando a soma de

suas medidas vale 90°.

Na 1@ questdo, a aluna RO fez
um erro causado pela interferéncia
de significado matematico diferen-
te, quando disse: "Eu posso supor
que BE e CD sdo mediatrizes de um

angulo?".




Em primeiro lugar,"mediatriz”
€ uma palavra que se aplica a seg-
mento. Diz-se que uma reta € media
triz de um segmento quando € per-
pendicular a ele pelo seu ponto mé
dio. Se citava segmentos de um tri
angulo, provavelmente queria dizer
"mediana", o que ela confirmou na
segqunda entrevista, quando disse
gue tinha uma vaga idéia do nome a

ser usado.

0 aluno Sigma também fez um
erro causado por interferéncia de
significados matematicos diferen
tes, quando marcou, na 12 questéo,
os angulos opostos pelo vértice mas
chamou-os de "alternos internos".
Na entrevista, confirmou que fazia
confusdo entre os nomes dos angu-
los, pois sabia exatamente o que
eram os opostos pelo vertive e o
gque eram os alternos internos,quan
do lhe pedi gque marcasse, emuma fi

gura, angulos de cada um dos dois

tipos.

Um outro erro de linguagem bas
tante interessante, também cometi-

do por Sigma, na 3% questao, rela-

ciona-se com o uso que ele faz da
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palavra "porque". Vejamos a frase
completa:

"Ah,se este lado &
igual a este (KJ,KM)é por
que este dngulo € 1igual
a este (A,B) e se estes
dois angulos sao iguais
é porque este ladoe igual
a este (AC,BC) e se tem .
dois lados iguais, e isos
celes."”

Depois analisarei a primeira
parte da frase, que comporta outro
tipo de erro; porém, de qualquer
forma, vé-se que ele usa "é& porque"
como se dissesse "entdo".E uma tro
ca de antecedente por consequente,

pois quando se diz "os angulos da

base sio congruentes porque o trian

gulo é isésceles","o tridngulo é

isésceles" é a causa para a congru
éncia dos dngulos da base, ou seja
&6 o antecedente de uma proposigao
do tipo "se p entao que". Na sua
formulacdo, ele esta considerando

que a congruéncia dos lados é cau
sada pela congruéncia dos angulos
da base, sb que diz isto através des

ta expressdo "é porque".

Ainda como interferéncia de
significados matematicos diferen-

tes, considero o fato de trocar de

L
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finicao por propriedade e vice-ver,
sa. Nem sempre esta troca configu-
ra um erro, depende das definigoes
utilizadas por cada autor ao estu-
dar axiomaticamente uma discipli-
na. No estudo de Geometria Plana
que & feito no curso, define-se o©
paralelogramo como o quadrilatero
que tem lados opostos. paralelos e
prova-se que, em um paralelogramo,

os lados opostos sao congruentes.

Nesta pesquisa, a troca sur-
giu exatamente quanto ao paralelo-
gramo, pois trés alunos considera-
ram que ter os lados opostos con-

gruentes € a definigao de paralelo

gramo.

O Gnico destaque interessante
quanto a isto foi a atitude da alu
na Zeta. Na 32 demonstracgao,ela es
creveu: "Como AKMJ é um paralelo-
gramo, pela definicdo..." e parou,
olhando a folha auxiliar. Apesar
de ter lido que um quadrilatero é
um paralelogramo se e sO se OS la-
dos opostos sao paralelos, voltou
3 sua folha de trabalho e confir-

mou: "...pela definigdo de parale-

logramo AK=JM e AJ=KM". Portanto,




novamente aparece agquele conceito
ja adquirido, que nao se modifica
nem mesmo quaﬁdo confere 0o que a
"autoridade"  (no caso a folha auxi

liar) afirma.
3.4.3. 0 erro do tipo II

b erro do tipo II & oerropro
duzido pela figura,pela disposigao
dos elementos na figura ou pelas mar
cagoes que se faz na mesma.Influen
ciado pelo desenho, o aluno emite
uma afirmativa que € apenas visual,
ndo tem justificativa ldgica, nao
apresenta uma seqliéncia de passos

que garanta a conclusao.

Na 12 questdo,em relacao aos

angulos ABK e ADK, sete alunos con

sideraram que seriam angulos retos,
algumas vezes simplesmente apresen
tando o fato, sem nenhuma duvida a
respeito, outras vezes com alguma
preocupacgao sobre a maneira de jus
~tificar o gue acreditavam serlver—

dadeiro.

O aluno Beta, por exemplo,per

guntou: "Como & que eu posso dizer

que isto aqui tem 90 graus?"




O aluno Epsilon disse: " Para
provar que isto & 90 graus, eu te-

ria que afirmar que € altura"

O erro ao considerar o angulo

como reto, Epsilon conservou até o
final; a sua davida era sobre como
justificar que CD era altura do a ADC,

pois depois acrescentou:

"Eu penso sempre CO-
mo aprendi, que olhando
num triangulo retangulo,
tem que fazer em direcao
a hipotenusa."

Portanto, para ele,'os trian-
gulos A ADC e a ABE eram retdngu-

los!
A aluna RO perguntou-me:

"Isto aqui da para
supor, Helena, que ABE e-
gquivale a um angulode 90
graus?Agora porqué eu nao
sei, eu enxergo.”

Quando lhe perguntei,na segun
da entrevista,a razdo de sua duvi-

da, ela disse:

"0 angulo de 90 tu
consegues discernir, por
'que sao iguais,se fosse
menor ou maior ... Como
eu ndo tinha prova sufi-
ciente,eu nao conseguide
finir com um teorema, eu
queria supor ao menos Vi
sualmente."




Na explicagdo, ve-se que o fa

to de os éngulos ABE e EBC (e tam-

bém ADC e CDE) terem sido desenha-
dos de uma forma que levava o alu-
no a considera-los congruentes, in

fluenciou a sua decisao.

Outra justificativa para con-
siderar os angulos citados como sen
do retos foi dada pela aluna Zeta:
"Eu cologuei uma reta aqui e ima-

£
ginei que fosse altura." (CD)

0 impacto visual é tao forte
gue alguns alunos nao se convence-
ram de que nao fossem éngulos re-
tos, mesmo quando eu expliquei que
poderia ter feito o mesmo desenho
(e proposto a mesma demonstracéo)
com angulos diversos, bastando mu-

dar a posicdo dos pontos B e D.

A aluna Lanmbda,por exemplo,re

trucou:

"Se eu tivesse parti
do realmente do triangu-
lo tracando as medianas,
seria 90 graus."

Nesta resposta, nota-se um acu

mulo de erros deste tipo II, pois

ela estava, entdo,considerando que




B e D eram, respectivamente,os pon
tos médios dos lados AC e AE e, tam
.bém, que o triangulo 4 ACE era um
tridangulo isdsceles (quem sabe equi
latero) para que a mediana coin-

cidisse com a altura.

‘A aluna Zeta,que concluiu a
12 questao corretamente, ao fazer
suposi¢des sobre o desenho, primei
ramente afirmou que CD era uma al-
tura; foi entdo testar,colocando o
lapis perpendicularmente a iﬁeacog
cluiu que ndo era. Supds,entdo,que
fosse mediana, olhou bem de perto
e também disse que nao era. Final-
mente, disse que CD seria uma bis-
setriz, s6 que logo acrescentou:

"Agora eu tenho que provar isto."

Portanto, ela sabia que deve-
ria provar o que afirmara, alias
s6 fez a demonstracao escrita quan-
do teve certeza de que provara-‘a
tese e fé-la corretamente. E cla-
ro que ela precisa fazer conjeturas
para chegar 3 demonstracdo e sao
validas as suas tentativas de es-

clarecer que elemento seria o CD.

Destaco, no caso, o fato de que os




apelos visuais foram os primeiros
a comandar as conjeturas, nao fo-
ram as informac¢oes da hipotese que
guiaram o seli pensamento. Alias,Ze
ta sO0 consegquiu desenvolver a de-—
monstracao corretamente quando lhe
sugeri que desenhasse separadamen-

te os triangulos que visualizava.

Na 12 questao, outros alunos
consideraram B e D como pontos mé-
dios, respectivamente, dos lados
AC e AE.

A aluna Gama considerou que,

sendo. AB e AD dois segmentos con-

gruentes e BC e DE também congruen

tes, os pontos B e D deveriam es-

tar "na metade".

A aluna Delta, que fez o mes-
mo erro, justificou-o dizendo: "Eu
acho que influencia muito a figura

em si".

Ooutro erro visual foi cometi-
do pela aluna R&, na 1@ questao,
quando tracou o segmento CE e dis-
se: "Da para fazer um tridngulo
equilatero". Depois ela abandonou

esta idéia e foi tentar a demons-




tracdao por outros caminhos, mas o
impacto visual esteve presente,pois
nada poderia garantir que o segmen
to tracgado, EE, fosse congruente a

AC e AE.

Outro erro,também influencia
do pelo desenho,apareceu quando al
guns alunos consideraram que os an
gulos A&D e B&E seriam opostos pe-
lo vértice, na 22 questdo,e com es

ta afirmativa justificaram a con-

gruéncia deles.

Este & um erro que eu ja tinha vig
to inUmeras vezes no decorrer dos
anos em que lecionei Geometria Pla
na; € interessante gque os ' alunos
sabem o0 que sdo opostos pelo verti
ce e reconhecem quando o sdo efeti
vamente, porém,ao enxergar angulos
que tenham um vértice comum e dois
dos lados formados por semi-retas

— —3 .
opostas (MA e MB, no caso),ja

en-
xergam" opostos pelo vértice, nao

notando que as outras duas semi-re

tas (MD e ME, no exemplo citado )

nao sao opostas.

A aluna Zeta, por exemplo,afir

mou que eram angulos opostos pelo

R
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vértice, depois indicou com o dedo
as semi-retas EM e DM e notou que
nao eram, mas o impacto visual, no-

vamente ,foi 6 primeiro.

A aluna Omega cometeu este er
ro na 22 e na 32 questdo, nesta ul
tima em relacdo aos angulos AKJ e

BKM. Alias, foi interessante seu

comportamento, pois ela afirmou,na

- -

22 questdo,que AMD e BME eram con-

gruentes porque ervam opostos pelo

vértice. Na 3% questao, gquando pro

curava elementos para encaixar em

algum caso de congruéncia de trian
gulos, ela disse,de repente:

"Ah, ja descobril! Es

tes dois lados sao iguais

(KJ,KM) ,este aqui (AK) tam

bém é igual a este (BK),

estes angulos sao  oOpos-

tos pelo vertice .... ou
nao sao?"

Olhou com mais atencao e ex-
clamou: "N3o sdo! Esta faltando um
pedaco do angulo!". No entanto, co
mo recolheceu que os angulos apre-
sentavam-se da mesma forma que na

22 questdo, ela acrescentou: "sao,

nio sio? Deixa eu 'colar' da minha

outra demonstracdo." E como tinha

errado antes, "colou" o erro e con

R




tinuou com ele ate o final.

Outra variante do erro influen
ciado pelo desenho e a afirmativa,
verdadeira, tirada somente do de-
senho, isto é, o aluno afirma que
‘determinados elementos sao congruen
tes sem que nenhuma cadeia de ra-
ciocinio tenha levado a esta con-
clusdo. Em geral, sdo afirmativas
feitas no inicio da demonstragao,
quando o aluno vé o desenho e, ate
o final, ele conserva a afirmativa,

sem justifica-la logicamente.

Este erro apareceu na 12 ques
tao, guando alguns alunos conside-
raram congruéncias de segmentos ou
de angulos somente porqgue visuali-

zavam-nos com esta relacgao.Por exem

plo, BK = DK, BE = CD, KC = KE, ..

EK = CK, Kgc = KBE. Nesta ultima
afirmativa, feita pelo aluno Sigma,
ele nao considerou os angulos con-
gruentes por serem retos, como mui
tos fizeram, mas simplesmente por-
que os enxergava assim: "Ta bem de

‘senhado, a gente enxerga, este - e

que & o problema."

Noto que alguns alunos acredi




tam muito no que véem, nao enten-
dem a demonstragao como uma justi-
ficativa logica, exatamente daqui-

lo que os sentidos detectaram.

A aluna Lambda, por exemplo,
na 12 questdo, apos olhar a figura
e entender o que deveria demonstrar,
disse:

"Agora, como € que eu
vou fazer a demonstracgao
é que eu nao sei. A olho

nu eu vejo que estes dois
angulos sdo iguais(C,E) .

<) Uma outra variante do erro

causado pelo desenho € o0 erro pro-

veniente de uma construgao ou de

uma marcacio errada que o proprio

aluno fez.

Na 1@ questdo, o aluno Beta,
ao ler a hipotese, foi marcando no
desenho as congruéncias dadas, SO
que marcou com um s6 tra¢o cada um

dos quatro segmentos mencionados.

Desta forma, ao olhar novamen
te a figura, ele disse: "Eu estou

pensando agora se O ponto médio vai

me servir". Realmente, :ao marcar

com um s6 traco os segmentos AB e

BC (e também AD e DE), ele estava

e
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indicando uma congruéncia - entre
eles; se assim fosse, B e D seriam,
respectivamente, os pontos médios
de XE e KE. Portanto, o erro aocon
siderd-los como pontos médios ndo
foi causado pelo impacto visual ini
cial, como em outros casos que ja

citei, mas pelo desenho que o alu-

no fez.

Mais adiante, ao tentar encail
xar os elementos em um caso de con
gruéncia, o aluno se deu conta do
seu erro, voltou ao desenho e mar-
cou com dois tracos cada umdos seg

mentos 56 e 55.

Também na 1@ questao, o aluno

Beta, ao ler a questao, marcou no

- -~

desenho os angulos C e E. Afirmou,

mais adiante, que C e E eram iguais,

mas depois se deu conta de que uti
lizara uma informacdo visual:

"Eu falei uma coisa

errada, este C nao pode

ser contado, tem que che
gar neste angulo.”

Ooutro aluno, Epsilon, tambeém

na 12 questdo, fez o mesmo tipo de

erro; marcou cada segmento citado

na hipbtese com um s6 trago e con-

o
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siderou que B e D seriam pontos me
dios, mas também se deu conta do
erro: "Por um erro anterior, eu ja

vou tentando afirmar outra coisa."

Epsilon fez este tipo de erro,
novamente, na 33 questao. Ao relem-
brar a propriedade que diz que o0s
angulos opostos de um paralelogramo
sao congruentes, ele marcou com O
mesmo sinal os angulos A e KMJ no

paralelogramo AKMJ e 0OS angulos B

e KJM no paralelogramo BKJM.

Nio usou a informacao de que
KJ é igual a KM e foi logo conclu-

-~

indo que o angulo A & congruente ao

angulo B, simplesmente porque as

suas marcacoes eram todas iguais.

E verdade que A é congruente a B ,
porém a justificativa légiéa envol
ve a congruéncia de KJM' e KMJ ou a

congruéncia dos triadngulos A AKJ e

A BKM, o que ele nado fez.

Ainda na 3@ questao,esta mes-
ma marcacao incorreta levou-_-o aafir
mar, na demonstragao escrita, que
os tridngulos a AKJ e a BKM sdo éo_g

gruentes pelo caso ALA, simplesmen-

te porque enxergou 0S8 angulos ARKJ

L




e BKM congruentes, ja que estavam

marcados com o mesmo sinal.
3.4.4. O erro do tipo III

Considero que o aluno comete
um erro do tipo III guando tem um
conceito errado sobre algum ente

matematico.

A aluna Lambda, na 22 questao,
estava com dificuldades para ex—
pressar o que pensava e perguntei
-lhe o que precisava para chegar
ao que queria provar. Ela respon-
deu:

"provar que os dois
lados sao iguais. Eu seil
que é isosceles. Isosce-
les é os dois lados iguais
e este aqui desigual, a
base diferente." '

Entdo ela sO —aceiltava como

isésceles aquele que tivesse a ba-

se "diferente". Na entrevista, ela

me disse:

"gu acho que ja vem
de antes,eu acho que na
escola...De tanto falar
gque o equildtero tem trés
lados iguais,a gente cria
gque o isbsceles tem que
ter a base diferente."

Entio o que ela havia visto
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nas disciplinas de Geometria do cur
so de Matematica nao modificara o
conceito que ela trazia. Sao os er -
ros persistentes, que ndo sao eli-
" minados apenas com a informacao ob
tida do livro-texto ou do profes-

SOX »

Na 3@ .questao, vi que o erro
de Lambda & mais grave do que su-
pus, pois novamente falando sobre’
o triangulo isosceles, ela disse:
"Isosceles &€ o que tem a base sem-

pre menor que os dois lados".

Entdo, ela exige ndo soque a
base seja diferente,  como ainda
que seja menor que cada um dos la-
dos congruentes. Quando justificouy,
na segunda entrevista, ela acres-
centou ao que ja havia dito antes:
"por habito, desenha-se sempre O

triangulo assim".

A aluna Gama também tem este

mesmo conceito sobre o triangulo

isosceles. Na 22 questdo, como ha-

via feito a demonstragdo correta e

-

'ja tinha concluido que. A € congruen

te a B, estranhei quando ela tra-

cou o segmento CM e foi trabalhar

LI
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com os triangulos aDMC e a EMC.
Perguntei-lhe o que estava procu-
rando e ela disse:

"Agora eu tenho que
encontrar que os~éngulos
sdo diferentes,nao e?Que
o angulo A e igual ao B
e que o C e diferente pa
ra ele ser isodsceles".

Pedi-lhe, entao, que defi
nisse triangulo isdsceles e ela
disse: "Dois lados iguais e um di-
ferente". E interessante a persis-
téncia do conceito errado,pois, ape
sar de ela ter lido na folha auxi-
liar a definicdo de isdsceles como
o tridngulo que tem dois lados con
gruentes, ela continuou com a sua
afirmativa. Na 2@ entrevista, ela
disse que achou "fraca" a defini-
cao, porgue continuava com i:idéia

de que o isdsceles deveria ter um

lado diferente.

Portanto, os conceitos adqui-

ridos nao sdo questionados, a alu-

na considerou que o erro estava na
definicdo que eu lhe . apresentava

na folha auxiliar.

O aluno Alfa também tem difi-

culdades com o conceito de triangu

L
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lo isbdsceles. Na 33 guestao,quando
analisava o triangulo A JMC, ele
disse: "Ah, sim, isoOsceles porque
este lado & menor" (JM).Quando lhe
perguntei, na segunda entrevista,o
seu conceito de isosceles , ele res
pondeu:

"Normalmente no trian
gulo isosceles que a gen
te conhece desde pequeno,
seriam os dois lados
iguais maiores que a ba-
Set"

A aluna Delta, na 32 questao,
mostrou um conceito errado de pon-
to médio. Em certo momento,ela dis
se:

"Aqui eu estou enxer
gando que K € o ponto me
dio de AB;dai eu ja es-
tou provando que AK e
igual a KB".

Como a seqliéncia do racioci-
nio seria ao contrario, ou seja, a
partir da propriedade dos ~ lados
opostos de um paralelogramo ela po

deria chegar a AK = KB e concluir

que K é o ponto médio de AB, per-

guntei-lhe, na segunda entrevista,

. como "enxergava" que K é ponto meé-
dio de AB e ela respondeu-me:"Por-

que K era comum nos dois, dai se-

A




ria ponto médio".

Entdo ela define ponto meédio
como o ponto comum a dols segmen-
tos adjacentes, o que, obviamente,

& totalmente errado. Bastaria que

ela fizesse um contra-exemplo para

ver como o seu conceito nao se sug
tenta ,mas, novamente, parece que
o conceito adquirido ndo é questio

nado.

A aluna Lambda, na 3@ ques&ih
voltou a cometer um erro deste ti-
po, pois,em certo momento,referiu—
-se aos segmentos R&, KM e JM como
medianas do triangulo A ABC;assim,
mediana, para ela,é o segmento que

une dois pontos médios.
3.4.5. 0 erro do tipo IV

Muitas vezes os alunos chegam
a conclusdes a partir de elementos
que nio permitem fazé-lo. Vi exem-
plos nos quais o aluno tinha feito
uma cadeia de raciocinios validos,
mas nio os verbalizou nem escreveu,
sO justifiéando~os'na segunda en-
treVista. No entanto, em certos ca

sos, o aluno coloca alguma afirma-




tiva para justificar a sua conclu-
sio, sem que se possa de forma ne
nhuma aceitar o raciocinio como va

lido. '

Os erros do tipo IV sao, por-
tanto, conclusdes cujas razdes sao

inaceitaveis.

A aluna Gama, na 12 questao,

escreveu na demonstracgao:

"Sendo A o angulo for
mado pelos segmentos AE
e AC e como BE = CD, po-
de-se concluir que C=E".

Ja "BE = CD" havia sido uma
afirmativa tirada so6 do desenho,con
forme ja analisei antes;o erro,ago

-~ -~

ra, & "concluir" que C 2 E sem que

as proposicdes anteriores, "A & O
ingulo formado por AE e AC"e"BE=CD,

sejam razdes aceitaveis.

A aluna Lambda, na 12 questag

escreveu: "Se A & comum aos 2triég

gulos, entdo C = E".Novamente omes

mo erro, sem nenhuma justificativa

logica.

0 aluno Sigma, ao escrever a

12 demonstracao, também cometeu es

te tipo de erro:

o
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"Rebatendo o 4DKE so
bre o a BKC, veria que o

angulo B=D, pois tenho
que BC DE" .

" "

Em priméiro lugar, "ver nao
e demonstrar e ele efetivamente ndo
tinha "visto" pois s6. imaginara o
rebatimento. Assim, nao se pode con
cluir que g & congruente a\g por
este suposto movimento de rebater.
Além disso,quando escreve "pois BC
"-DE" da a idéia de que BC=DE fosse
a causa da congruéncia dos angulos
g e 6 ou da possibilidade de reba-
timento, o que também ndo € aceita
vel, pois pode-se ter dois segmen-
tos congruentes sem que, ao reba-

ter um tridngulo sobre o outro, ha

ja a superposicao perfeita.

A aluna Omega,na demonstragao
da 12 questdo, colocou a conclusao
"portanto 8 = é" sem que as afirma
tivas que fizera antes pudessem
justificar o fato, pois so "jogou"

congruéncias, tanto de lados camo de

dngulos, sem que aparecesse O enca

deamento para as afirmativas.

A aluna Lambda, na demonstra-

cio da 2@ questdo, escreveu:




"A = B — AC = AB". Mas ela nao ha
via provado que A = B, alias esta
seria a proposigao a que deveria

chegar, portanto ndo ha justifica-

tiva para afirmar que AC = AB.

Na 3@ questdo, ela novamente
apresentou duas afirmativas, JM=MK
e MB = BK, totalmente erradas, sem
justificativa possivel,acrescentou
"KM comum" e concluiu "entao K&B =
equilatero". Além dos erros de no-

tagdo, vemos que & uma conclusaoto

talmente inaceitavel.

A aluna Delta,na 28 questao,
cometeu este tipo de erros duas ve-
zes quando escreveu:

__"...entdo o segmento
CD = CE pela perpendicu-
laridade de AD e EB, lo-
go o A ABC é isosceles™

EM primeiro lugar, o perpendi
cularismo ndo é razao para a con-
gruéncia, pelo menos neste caso; a
razdo para a congruéncia dos seg-

mentos so6 poderd vir a partir de

uma congruéncia de triangulo.

Em segundo lugar, nenhuma das
afirmativas feitas justifica o fa-

to, de o tridngulo A‘'ABC ser isosce




0 aluno Alfa,na 3% questao,ao

considerar os quatro triangulos in

teriores ao triangulo A ABC,disse:

"Se todos o0s quatro
triangulos sao iguais,te
nho um tridngulo equila-
tero. Puxa, vou pensar
como € gue eu vou escre-
ver isto..."

Realmente,os quatro triangu-
los interiores sao congruentes,mas
nio ha razao aceitavel para dizer
que o tridngulo a ABC seria equila
tero. Nota-se,pela segunda frase,

que ele mesmo estava achando difi-

cil justificar o fato.

A aluna Gama, no final da de-

monstracao da 32 questao,escreveu:

"Seja L o ponto onde
as diagonais dos parale-
logramos se encontram,en
tdo pode-se dizer que
AC = BC e dai a ABC &
isbésceles".

Nada justifica a conclusao
"AC = BC" pelo fato deas diagonais
(que ela desenhou nos paralelogra-

mos) se cruzarem em um ponto L;- e

totalmente inaceitavel.

Um caso particular de.erro por
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justificativa inaceitavel é o que
consiste em fazer construg¢des inde
vidas. Na pesquisa de Smith (1940),
quando ele propds demonstracgdes de

teoremas dando a hipotese e a tese,
as construcoes indevidas aparece-
ram em algumas demonstracoes, : se

bem que numa percentagem pequena.

Na minha pesquisa,somente uma
aluna fez um erro deste tipo.Na 12
guestao, Delta, em certo momento ,

disse:

"Mas se eu estou pas
sando a minha bissetriz
por aqui, & clarodqueele
vai passar no meio”

Ela indicava que a bissetriz

-

do angulo A passa por K e corta,

também, o angulo CKE ao meio. Del-

ta ainda acrescentou:

"Eu estou imaginando
uma bissetriz aqui,entao
é logico que este lado
vai ser igual a este, (KC
KE) pois ele estara cor-
tando, passando no meio
aqui®.

Nada garante que a bissetriz
do angulo A passe por K e seja,tamn
bém, bissetriz do angulo CKE. Nao

ha argumentos logicos para a sua

afirmativa e, quando ela diz que




KC e igual a KE por esta constru-
cao feita, esta fazendo uma afirma
tiva sem justificac¢ao plausivel.No
entanto, na segunda entrevista,quan
do lhe perguntei qual a razao para
o que dissera, ela respondeu:

"Até podes ver que eu
fiz um risco,imaginei um
risco no CE, dail dava an
gulo de 90 e dai & logi-
co que passava no meio.”

Ela considerava,portanto, AC

igual a AE, o gue & verdade,e ela

ja tinha concluido,da hipotese;tra

cava CE e ficava com o tridngulo
A ACE, isosceles. Dai, ao tracar
a bissetriz do éngulo.i, esta se-
ria também mediana e altura, por-
tanto surgia o tal "angulo de 90".
Mesmo assim, ndo € aceitavel , por-
que ha muita coisa a ser  provada
para que ela chegue a conclusdo de

Y

que a bissetriz de A passa por K e

-

& bissetriz de CKE.
3.4.6. O erro do tipo V

Quando existe um teore€ma que
pode ser utilizado em uma argumen-
tacdo e ja se tem as condigoes da

hipotese do mesmo,é facil concluir




uma demonstracao; no entanto, mui-
tos alunos, mesmo tendo os teore-
nmas referentes aos casos de con-
gruéncia citados na folha auxiliar,
nao souberam verificar se os dados
de que dispunham estavam de acordo

com as hipoteses do teorema a ser

utilizado.

Assim, o erro do tipo V surge

quando o aluno ndao reconhece um teo

rema a ser utilizado, mesmo tendo
feito as deducgdes anteriores e dis-
posto de todos os elementos da hi-

potese do mesmo teorema.

0 aluno Epsilon,na 12 questdo,

ja tinha feito um erro ao supor que

-~ -~

os angulos ABE e ADC fossem retos;

no entanto, aceitando que fosse

verdade, ele,com os outros dados de

que dispunha,poderia encaixa-los no

caso de congruéncia do triangulo
retangulo. Mas,neste momento , ele

disse:

-~

"posso dizer que o C
& congruente ao E por aque : .
le caso de congruéncia de
tridngulos retangulos,se | !
nio me engano, que € la- '°
do,angulo, angulo oposto
ao lado."
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Na 23 questao, ele fez nova-
mente o mesmo erro; neste caso, Os
tridangulos eram,realmente, ret&ngg
los e eu sugeri-lhe,entado,que pro-
curasse na folha auxiliar, ja que
eu notava que alguma coisa estava
errada, pela confusao que ele fa-
zia ao citar o caso de congruéencia

de tridngulos retangulos e dizer a

sigla LAAo.

Até este momento, eu pensava
que o aluno tinha s6 uma dificulda
de de linguagem matematica, ja que
confundia os casos. No entanto, ao
procurar na folha auxiliar,ele leu
todos os casos e continuou a afir-
mar que a congruéncia era LAAO. AS
sim, ndo notava que as suas hipote
ses nao encaixavam no caso em ques

tao.
Na entrevista, ele me disse:

",.. E interessante
que eu sempre diferenciei
bem os trés casos, mas
quando. chegava no trian-
gulo retdngulo,eu sempre
pensava que era lado, an
gulo, angulo oposto.”

Como ele mesmo diz, € interes

sante que os trés primeiros casos

de congruéncia, que sdo aceitos co




mo axiomas (na apresentacao da dis
ciplina) ,ele sabia reconhecer, mas
os que foram demonstrados, ele con

fundia.

A aluna Delta também teve di-
ficuldades em encaixar os elemen-
tos em um caso de congruéncia de
tridngulos. Na 12 questdo,ela afir
mou:

"pois €, dai eu tenho
angulos opostos (DRE,BRC)
...provaria que este la-
do aqui (KC) seria o mes
mo deste aqui (KE). Dai
eu provaria por lado, an
gulo, lado." '

Mesmo que houvesse a possibi-
lidade de garantir que KC=KE, nao
poderia usar casos de congruéncia
de tridngulos, pois ndo tinha ele-
mentos suficientes. No momentoc em
que escreveu a demonstracgao,ela co
locou: "Se BC = DE e K angulos opos

tos,entdo os angulos C e E sd3o con

gruentes pelo teorema LAAO."

Junto com outros erros ja ana
lisados ou por analisar, novamente
hi o erro na aplicagao de um caso

de congruéncia,pois sequer citou

trés congruéncias para poder justi
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ficar a aplicacao de um caso de con

gruencia.

Na 2@ questao,novamente apare
ce este erro quando a mesma aluna
cita as congruéncias tiradas da hi
potese, AM = MB, MD=ME, AISM = BI."]‘M,
mas escreve que os tridngulos sao
congruentes por LAL, ou seja, néo
sabe aplicar os dados de que dis-

poe.

0 aluno Sigma,na 23 questao,
citou também as mesmas congruén-
cias citadas no exemplo acima e es

creveu: "com isso posso dizer, pe-

-

lo caso LLA, que o A = B".

Mas nem existe esta sigla! Na
entrevista, ele disse:

"S6 porgue eu vi dois
lados iguais e um angulo,
disse lado,lado,angulo."”

0 aluno Alfa também cometeu
este tipo de erro,na 22 questdo,em
trés oportunidades. Citou as con-
gruéncias tiradas da hipétese&acog
cluiu: "entdo fica lado, dngulo, an
-gulo oposto a congruéncia destes
dois triangulos"( AAMD, a BME). De-

pois, gquando resolveu tracgar CM .e

e




trabalhar com os triangulos a CMD
e ACME, citou o lado comum 6&, os
angulos retos que obtinha da infor
magao sobre perpendicularismo e a
congruéncia dos angulos DéM e EéM
(erro de que falarei depois). Con-
cluiu, entao:
"Posso provar por la
do, angulo, angulo opos-

to tambem (...) Tem um
monte de jeito de fazer"

~

Aceitando DEM = EéM, poderia,
realmente, aplicar LAAo, mas nao o
caso LAL, pois faltaria um lado ou
um dngulo conforme a ordem em que

tomasse os elementos.
3.4.7. 0 erro do tipo VI

O erro do tipo VI consiste em

utilizar a tese como um dos elemen

tos da hipotese.

Nas respostas as questoes de
Geometria, em aula ou em provas,es
te era um dos erros mais freqlien-
tes; na pesquisa, apareceu somente

quatro vezes.

0 aluno Epsilon,na 12 questao,

ao tentar achar um casocﬂzcongruég

cia,tomou como congruentes oOs angu-

oo
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los Ce £ e citou-os como angulos
opostos aos lados AD e AB, respectiva
mente, para usar 0 caso LAAo; de-

pois se deu c¢conta do erro.

A aluna Gama, na 2% questdao,
ao tragar o segmento éﬁ, escreveu:
"Seja CM a altura do 4 ABC".Na se-
gunda entrevista,quando lhe pergun
tei porque afirmava isto, ela res-
ponde:

"Se & ABC fosse um-
tridngulo isoOsceles e M
fosse o ponto medio, po-
deria tracar altura,por-
que num triangulo isosce
les a mediana & igual a
altura."

Entdao, ela estava usando a te
se (A ABC é isosceles) como se fos

se um dado conhecido, como se fos-

se uma hipotese.

0 aluno Alfa fez exatamente o
mesmo erro na 2@ questéo, duas ve-
zes,pois considerou primeiramente
gue CM seria altura e, depois, que
CM seria bissetriz. A sua justifi-
cativa foli a mesma que Gama apre-
sentou, pois lembrava-se também .do
teorema que diz que, em um triangu

lo isdsceles, a mediana,a bissetriz

e a altura a partir do vértice sao




coincidentes.
3.4.8. O erro do tipo VII

Ao falar, ao escrever,ao ler,
por motivos que nem sempre se pode
entender, as pessoas cometem erros
gue chamamos "lapsos'. Também nes-
ta pesquisa eles aparecerem, em oOi

to ocasioes.

A aluna Delta, na 12 questao,
em certo momento, referindo-se ao
que fazer com os dados da hipotese,
disse: "Aproveitava-se os :lados,

...aqui no caso A igual a B

Mas A e B sdo pontos, nao sao

lados! Ela justificou o lapso di-

zendo que fica muito ansiosa em si
tuacgdoes de prova,principalmente pe
la falta de tempo para fazer a ques

tao.

A aluna Zeta, ao explicar de
uma maneira clara e precisa como
demonstraria a 32 guestao, comple-

tou com a seguinte frase:

"aqui ja da para ver
que estes tridngulos sdo
iguais,ou seja, este an-
gulo aqui é_congruente a
este aqui (A,B)e pelomes
mo teorema anterior, os
dngulos opostos sdo con-




gruentes."”

O teorema anterior a que ela
se referia € o que diz que, se um
triangulo tem dois angulos congru
entes, os lados opostos a eles tam
bém sido congruentes. Parece-me queg
ao lembrar do enunciado do teorema,
que menciona a palavra "angulos ",
ela trocou os termos, pois sabia

perfeitamente o que fazer,como mos

trou na demonstracgao escrita.

A aluna Lambda cometeu um lap
so na 22 questao, quando'disse, re
ferindo-se aos angulos retos  dos
tridngulos o AMD e A BME:"Aqui eu
enxerguei, porque aqui tem oitenta,
agqui tem oitenta". Ela pretendia,
naquele momento, utilizar a soma

dos angulos internos de um triangu

lo, que vale 180 graus, porisso,pa

rece-me que disse "oitenta" quando
deveria dizer "noventa", referindo

-se aos angulos retos.

Na 32 questdo, ela também co-

meteu um lapso quando falou em “an
gulos isosceles", mas neste caso,
ndao consigo fazer uma suposicdo so

bre o uso da palavra "angulo" em

A




. ~ 1}
vez de "tridngulo'

O lapso de escrita aparece na
33 questao, guando a aluna RO es-
creve: "...e como KJ = KM — KB=AJ"
Ja que havia, oralmente, dito que
MB & igual a AJ, sabia quais os seg
mentos congruentes e quais as con-

clusoes a chegar.

Também na 3% questao, o aluno
Sigma escreveu: "Tenho por hipote-
se que KJ = KM e com isso chego que
os angulos 5 e i sdo congruentes".
Como oralmente e no desenho tinha
indicado corretamente K3M congruen
te a K&J, acredito que configura-
-se um lapso de escrita. O erro de

convencao, ao utildizar uma s6 le-

tra para indicar estes angulos ja

foi analisado antes.

O lapso na leitura apareceu
s6 duas vezes, de forma irrelevan-
te porque foi logo eliminado, mas
pode servir como um alerta para o
professor no momento de aprgsentar

uma guestdo escrita.

Os alunos Lambda e Sigma, : na

22 questao, fizeram uma confusaona




leitura da Gltima afirmativa da hi
potese, MD = ME Lambda leu-=& como
tese, pois,em certo momento, disse:
fEu tenho qué chegar a MD igual a
ME, ndo é?" Depois ela justificou,
dizendo que a hipotese era muito
longa. Sigma ndo leu a afirmagao e
s6 o fez quando chamei a atencado pa
ra o fato, pois vi gue ele, em voz
baixa, lia as proposig¢des da hipo-
tese,com excessao da ultima. Quan-
do lhe perguntei porque nado havia
lido, ele disse:

"A gente fica fixado
em achar o final e nao
se da conta, perde muita
coisa".

Portanto, parece-me que a disg
posicao dos dados da questao,no ca
so os dados da hipdtese,tornando-a
muito longa comparativamente a te-
se, pode ser um fator causador de

erros em provas de verificagao.

3.4.9. O erro do tipo VIII

outro tipo de erro detectado

na pesquisa foi o erro em lingua

portuguesa. Nao considero que a
ocorréncia de erros no que tange a

utilizacdo da chamada "norma culta"

o




prejudique a analise de uma demonstragdao, pois o aluno pode
apresentar argumentoé validos e demonstrar corretamente sem se
expressar com corre¢ao. Acredito, nao obstante, que um futuro
professor deva ter cuidado com a linguagem escrita, quer a ma

tematica quer a natural.

De uma forma geral, os erros em portugués foram relacio-
nados com ortografia, concordancia nominal ou verbal, acentua
cao e pontuacao. Em alguns casos, a falta de virgulas em todo

o texto da demonstracao dificultou a leitura.

3.4.10. Obser&agées finais sobre a analise inicial
s

Em alguns casos (éB; para ser exata), foram detectados
erros na primeira anéligé que com o trabalho posterior acabei
por nao considerar. Refiro-me as situacoes em que o aluno con
cluiu a demonstracdo corretamente, justificando os passos de
seu raciocinio, mas omitiu justificativas que lhe pareceram
5bvias. Sdo casos como a ndao justificacao da implicagao "A:g
- » ABC iséOsceles" através do teorema que diz que, se dois an
gulos de um tridngulo sdo congruentes, entdo os lados opostos
também o sdo. Outro exemplo &, ao colocar que " A ADC = A ABE

—» C = E", na 12 questdo, omitir a justificativa da definigao

de congruéncia de triangulos.

Quando comentei tais omissoes com os alunos, suas res-—
postas me fizeram pensar um pouco mais no assunto. Muitos de-.

les lembravam a propriedade ou definicao acima citados, mas

disseram nio achar importante menciona-la, pois seria uma per

da de tempo, etc.

Lembrei-me de que, em textos de Matematica, nem sempre
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todos os detalhes sao elucidados. Quantas vezes, nos cursos
de graduacdo, os alunos reclamam da tipica expressao: "Facil-
mente conclui-se que...", alegando que para descobrir o que

o autor acha facil é preciso estudar algumas horas.

Serd que, no nivel considerado por esta pesquisa, € cor-

reto exigir detalhes tao Sbvios como este de citar adefinicao

de congruéncia, quando o aluno ja chegou a conclusao correta
e pode-se notar pela relacgdo escrita, que sabia esta defini-

cao?

Acredito que, se considerasse isto como erro,estaria sen
do incoerente, pois reproduziria uma atitude que condeno:a de

aprisionar o pensamento do aluno nas firmes cadeias do rigor.

Apesar das observag¢oes de alguns alunos, durante a pes-
quisa ou em situagoes de sala de aula, manifestando-se c0ntr§
rios as exigéncias de corregao de linguagem simbolica, conti-
nuo considerando importante a deteccdo dos erros do tipo I,
pois em um curso de Licenciatura em Matematica se formam futu
ros professores desta disciplina e nao se pode aceitar que
eles nao saibam falar ou escrever na linguagem com a qual tra

balham, mesmo que raciocinem logicamente.

Isto pode ser comparado a um Curso de Letras que forme
professores de portugués que sabem analisar corretamente 0s
enunciados, mas que, ao escrever as sentencas analisadas, co-

metam erros de ortografia.

Portanto, ha uma diferenga entre considerar como €rros
aqueles que se referem 4 linguagem simbolica e os que sao ape

nas omissdes dos detalhes Sbvios e macgantes de uma demonstra-

N




3.4.11. Sintese da analise inicial

Concluida a analise, com os erros classificados e exem=-

plificados, obteve-se,portanto, as seguintes categorias:

1) Erros do tipo I - S3o os erros ligados a linguagem ma
tematica. Podem relacionar-se com o uso dos simbolos e conven
¢oes da linguagem escritaj; com o uso das palavras que desig-
nam entes matematicos; com a interferéncia de significados di
versos; com a verbalizagdo incorreta de relacées matematicas;

com a falta de clareza e precisao.

2) Erros do tipo II - Sdo os erros produzidos pela figu-
ra. Podem relacionar-se com a disposicao dos elementos na fi-
gura; com as marcacgdes que sdo feitas na mesma; com as afirma

tivas retiradas do desenho por simples visualizagao, sem jus-

tificativa.

3) Erros do tipo III - Sdo os erros relacionados com oS
conceitos matematicos. Surgem quando o aluno tem um conceito

errado de um ente ou de uma relacdo matematica.

4) Erros do tipo IV - Sdo. os erros relacionados com con-
clusdes inaceitaveis. Surgem quando o aluno conclui uma deter
minada proposicdo a partir de outras, sem que a conclusao se

depreenda das premissas utilizadas.

5) Erros do tipo V - Sdo os erros relacionados com a nao

utilizacdo de axiomas e teoremas existentes na teoria. Surgem
quando o aluno, mesmo dispondo de todos os elementos da hipo-

tese de um determinado teorema, ndo o reconhece e ndo sabe ve

e
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rificar que os dados de que dispOe estdo de acordo com o teo-

rema conhecido.

6) Erros do tipo VI - Sao os erros relacionados com o uso

da tese como um dos elementos da hipdtese. Surgem quando e}
aluno supoe ja verdadeiras as afirmativas que sdo a tese do

teorema e prova-o com base nestas afirmativas.

7) Erros do. tipo VII - Sao os erros relacionados com lap

sos, orais, de escrita e de leitura.

8) Erros do tipo VIII - Sao os erros em lingua portugue-
sa, relacionados com ortografia, concordancia nominal ou ver

bal, acentuacao e pontuacao.

O numero de ocorréncias de cada tipo de erro em cada ques
tdo e apresentado na Tabela I, onde as linhas indicam os ti-

pos de erro e as colunas indicam as questoes. Pode-se, assim,

ter uma visdo geral das ocorréncias.
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TABELA I

Nimero de erros de cada tipo em cada questao.

Tipo de erro

I
IT

Vé-se que oS erros ocorridos com maior fregliéncia sdo os
erros do tipo I, relacionados. com a linguagem matematica. Os
erros deste tipo representam 43,4% do total, uma percentagem
bastante alta, tendo em vista. o numero pequeno de alunos,con-

frontados com apenas trés questoes.

Seguem-se em numero de ocorréncias os erros do tipo 1II,
produzidos pelo desenho, representando 21% do total e os er-
ros do tipo IV, relacionados com conclusdes inaceitaveis, re-
presentado 10,1% do. total. Os outroé tipos de erros tém inci-
déncia bem menor: os erros do tipo V (ndo utilizacao de teore
mas ja existentes) e do tipo VII (lapsos) feﬁresentam,cada um,

6,2% do total. Os erros do tipo VIII (erros em lingua portu-

guesa) representam 5,4% do total. Os erros do tipo III (concei
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tos errados) representam 4,6% do total. Finalmente, os erros
do tipo VI (uso da tese como hipotese) representam 3,1% do to

tal.

Somados’os erros dos tipos IV, V e VI, cujas causas pare
cem ser as mesmas, uma vez que tals erros se relacionam com o
raciocinio propriamente dito, com a argumentacao utilizada na
demonstracao, tem-se 19,4% do total. Desta forma, ainda predo
minam os erros dos tipos I e II. As causas subjacentes a cada

tipo de erro serdo analisadas mais adiante.

Quanto as questles, vé-se que na primeira ocorreu maior
nimero de erros, sendo que estes representam 38,8% do total;a
seguir tem-se a 2@ questdo,. representando 31,8% do total,e a

32, representando 29,4% do total.

Considero que as razoes para a ocorréncia de um maior nu

mero de erros na 18 questdo sdo de dois tipos:

a) Razdes psicoldgicas - o receio dos alunos, que chega-
vam, em geral, atemorizados com o teste, sem saber com o que
se iam deparar. Mesmo tendo conhecimento de que nao era uma
prova de avaliacdo, de que o sigilo seria mantido, etc..,eles
receavam pela sua imagem perante um professor do curso e fren
te a si mesmos. Assim, era necessario um tempo até que o alu-
no se acalmasse e este tempo, em geral, era maior do que odes

tinado a resolucdo da 12 questao.

O tempo atribuido a cada guestdo era de,aproximadamente,

quinze minutos e o tempo médio de resolucao da 12 questao foi
de 15 minutos e 16 segundos. Parece, portanto, que, em geral ,

nio correspondeu ao necessario para que o aluno se tranquili
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zasse e, assim, a 12 questdo foi respondida sob pressao.

b) Razoes relacionadas com a figura - as dificuldades
relacionadas com a superposigdo dos tridngulos, a posicdo dos
postos A, C é E, formando um tridngulo isésceles em posigédo
nio usual e a visualizacdo dos pontos B e D como sendo pontos
médios de AC e AE, respectivamente, ocasionaram erros de va-

rios tipos, segundo a analise realizada.

A segunda questdo, mesmo tendo sido considerada a mais
facil pelos alunos e resolvida no menor tempo médio, (10 minu
tos e 38 segundos), apresentou como maior dificuldade o caso
de congruéncia de triangulos reténgulos, que, como ja foi co-
mentado anteriormente, & o menos compreendido pelos alunos.
Alids, a esse respeito, um dos alunos que resolveu as questoes
na primeira fase da pesquisa, guando da validacao dos instru-

mentos comentou:

"Eu nunca gostei de usar este teorema,nao
gostei muito dele, ndo sei por que, antipatia.
Eu ndo suporto mesmo. Tem alguma coisa guanto
ao angulo reto que eu nao consigo engolir bem?

Quando os alunos ja estavam mais calmos, envolvidos com o
trabalho e tinham relembrado os casos de congruéncia, uma vez
gue os tinham utilizado pelo menos na 22 guestao, iniciavam a
32 questdo com mais desenvoltura e erravam menos. Porém,as di
ficuldades relacionadas com os conceitos e propriedades dos
paralelogramos e OS conceitos e propriedades dos. triangulos
isbsceles retardavam as coﬁclusées. O tempo. médio de resolu-

‘¢io desta questdio foi de 18 minutos e 11 segundos.

A analise mais profunda dos resultados obtidos exige ain

da, consideragOes sobre os alunos, o que passo a fazer.

om
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3.5. A Descricao dos Alunos Participantes

3.5.1. Introducgao

no definir cada tipo de erro encontrado na pesquisa, fo-
ram colocadas as causas imediatas do erro, aquelas que sao de
tectaveis através das verbalizacdoes ou das resolucgdOes escri-

tas.

Para tentar descobrir as causas subjacentes e entender
as dificuldades no processo de ensino-aprendizagem, € preciso
levar em consideracao cada aluno: sua maneira de enfrentar as
questdes propostas; suas dificuldades; suas duvidas; suas re-
cordacoes e comentarios sobre as situacoes de ensino-aprendi-

zagem vivenciadas.

Além das observacdoes registradas no decorrer das entre-

vistas, sdo, também, indicados alguns dados referentes a sexo

idade, tipos de escolas que freqllentou e situacao académica.

f apresentada, também, uma tabela denominada "matriz de
erros", registrando o numero de erros de cada tipo cometidos
em cada questdo. Esta matriz & indicada com a letra grega cor
respondente ao nome pelo qual o aluno € identificado. Cada ma
triz tem oito linhas e trés colunas: os elementos da primeira
linha correspondem aos erros do tipo I, os da segunda linha
correspondem aos erros do tipo II e assim sucessivamente.Quan
to A4s colunas, os elementos colocados na primeira coluna indi
cam os erros cometidos na 1§ questdo, os da segunda coluna re

ferem-se aos cometidos na 2% e os da terceira coluna, aos da

32 questao.
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O maior ou menor numero total de erros em cada matriz
nio corresponde , necessariamente ao melhor ou pior desempe-
nho do aluno na resolugdo. das questdes propostas. As vezes,um
s6 erro, desde que fundamental para a correcao da demonstra-
cao, pode torna-la completamente absurda, enquanto que, em ou
tro caso,um grande nimero de erros pode ser aceitavel, desde

gue ndo comprometa a argumentacgao do aluno.

Nio houve interesse em atribuir notas ou conceitos a ca-
'da teste; a matriz soO tem como finalidade verificar, de uma
maneira rapida, em que categoria ocorreu a maior incidéncia
de erros, para cada aluno. Quando nao houve necessidade, por-
‘gue o aluno nao cometeu erros ou cometeu apenas um tipo, nao

. foi utilizado este recurso.

+ o

3.5.2. 0 aluno Alfa

Alfa é um jovem de 18 anos, que cursou © 19 grau em uma
escola particular fora do estado do Rio Grande do Sul. Comple

tou o 19 e 29 graus através de curso supletivo particular, em

porto Alegre. Ingressou no curso de Matematica da PUCRS no pri

meiro semestre de 1987 e cursa, atualmente (29 semestre de
1988, quando foi feita a pesquisa) disciplinas do 19 e 2¢ se-

mestres do curso.

Alfa ndo demonstrou ter dificuldades quanto ao gravador,

pois falava rapidamente, como se expressa habitualmente.

Alids, a transcricao de suas verbalizacdes foi amais lon
ga de todas, pois, muitas vezes, ele comecava uma frase e nao
a terminava, recomec¢ando-a novamente e assim sucessivamente,

como. se cortasse o fluxo das idéias. Ele mesmo explicou esta

R




117

sua maneira de falar: "Eu raciocino rapido demais e na hora

de escrever ou falar, eu corto, eu néo,organizo.“

Ao escrever, parece meticuloso, escreve algo e considera
errado, apaga para escrever novamente, da mesma forma entre-
cortada com que se expressa verbalmente. Quando lhe perguntei

porque fazia isto, respondeu:

"f a pressa... Ndo consigo, raciocino mais
rapido que a minha mao, nao consigo escrever,
comeco a pensar rapido demais e minha m3do nao
acompanha, de vez em quando chego a esquecer

de escrever uma palavra...".

Queixou-se, também, de que ndo gosta de gquestao tedrica,

porque é um suplicio escrever, "ficar enrolando" .

Na resolucdo das questdes, depende muito do que vé.As ve

zes girava a figura, tapava uma parte com a mao, procurando ob

ter informacoes do desenho. Ele mesmo concordou com isso,pois

me disse: "Eu acho que a minha demonstracdo € muito visual”.

viu conteudos de Geometria no 19 grau, em uma disciplina
de Desenho Técnico que era "bastante puxada'; atribuiu a isto
o fato de entender os conteidos de Geometria quando associa-
dos ao Desenho. Ele considera que "a Geometria & o inicio do

Desenho". Afirmou gque sO tomou contato com demonstracoes de

teoremas na faculdade.

Sua matriz de erros € indicada abaixo:

Y
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3.5.3. O aluno Beta

Beta e um jovem de 18 anos, qgue cursou as trés primeiras

séries do 19 grau em escola particular. Da 43 série até o fi-

nal do 29 grau fregfientou escola publica, sempre na mesma ci-

dade do interior do Rio Grande do Sul.

Ingressou no curso de Matematica no 29 semestre de 1987

e cursa atualmente as disciplinas do 39 semestre do curso.

Desde que entrou na sala para fazer a primeira entrevis-
ta, Beta mostrou-se nervoso; suas maos estavam vermélhas,apeg
tava-as uma contra a outra. Durante o trabalho,ele procurava
confirmar se estava certo o que fazia perguntando "ndo €?" a

cada afirmativa.

Beta é muito detalhista; quando foi escrever "por con-
gruéncia de tridngulos retangulos", perguntou-me: "S6'por con
gruéncia de tridngulos'ou preciso botar 'por teorema de con-

gruéncia'?".

Também quanto aos simbolos, usou-os corretamente,mas sem
confianca no que colocava, precisava perguntar se era mesmo
daquela forma. No gue tange a4 lingua portuguesa,também demons
trou preocupacdo. Em certo momento escreveu "dai" e interrom-
peu o que fazia, dizendo: "Hi, tem um monte de '‘dai'”. Trocou,

entdo o "dai" por "portanto" e acrescentou: "...comestes pro-

bleminhas assim € que o tempo voa nas provas".

Notei que ele se preocupava muito com o tempo,pois tam-

pém disse, em outro momento: "Quando eu tenho pouco tempo pa-

ra explicar um negocio, vem tudo na minha cabeca e uma coisa




atropela a outra"

Quando releu a 3% demonstrag¢dao, achou que nao estava ben,
que faltava alguma coisa e disse: "Eu penso sempre em fazer o
teorema o mais facil possivel, para nao deixar duvidas". Nao
gosta muito de escrever, talvez porque se preocupe demais com

os detalhes:

"E, para mim o chato € escrever... € umpou
quinho xarope...repetir as palavras e tudo...e
prestar atencao...Num teorema de (X)*,por cau-
sa de uma palavrinha que eu escrevi nao ficou
totalmente certo o teorema."

Beta viu Geometria Plana na 7% série,rapidamente. SO se
lembra de que estudou angulos e.a nomenclaturadas figuras pla
nas. A Geometria Espacial, s6. foi vista no curso pré-vestibu-
lar. Ja tinha tomado contato com demonstracoes no 29 grau e
lembrava-se de algumas férmulas que haviam sido deduzidas.Até
acrescentou: "Numa prova eu me lembrava da demonstracdo e nao

lembrava da formula, entdo fui fazendo a demonstracdo até che

gar na foéormula"

Beta s6 cometeu trés erros do tipo II, na 22 questao.

3.5.4. A aluna Gama

Gama é uma jovem de 19 anos que fez o 19 e o 29 graus em
escolas piblicas do interior do Rio Grande do Sul. Ingressou

no curso de Matemdtica no 29 semestre de 1986. Esta cursando

as disciplinas do 59 semestre do curso e uma do 69 semestre.

* As referéncias as disciplinas do curso serao apresentadas
desta forma, para evitar sua. 1dent1f1cagao.

Rt
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Gama € uma pessoa quieta, muito gentil ao responder as
perguntas, mas pouco expansiva. Somente no final da segunda
entrevista, talvez se sentindo mais tranqllila, porque tinha
terminado o trabalho, ela conversou um pouco, relembrando fa-
tos do 19 e 29 graus. Achei-a um pouco tensa no inicio do tra

balho, o que ela confirmou posteriormente-

f organizada e rapida para resolver as questoes;desde o
inicio vai colocando as informag¢des da hipotese do teorema.
Quando perguntei se fazia sempre assim, respondeu: "Eu olho,
vejo alguma coisa e tenho que escrever, porque sendo eu me es

gque¢o, me perco".

0 fato interessante de que se lembrava, relativo ao 19

grau, refere-se ao uso de material concreto:

"Eu me lembro pouca coisa, eu me lembro na
12 série a professora usava palitinhos de pico
1é, dentro de uns envelopes brancos e ela fa-
zia a gente contar,amarrava com borrachinhas."

Do 29 grau, também contou um fato interessante ,mostrando
gue usar certos recursos didaticos tais como jogos, deve ser
uma atividade planejada, de forma a que o aluno construa al-

gum conceito e saiba qual a relacao com agquele material:

"Eu me lembro que no 19 ano o professor da
va para a gente. 'batalha naval' para jogar na
aula.Fu ndo sei qual era a moral,sempre no fi-
nal ele dava dez minutinhos para a gente jogar
batalha naval, ele entregava o0s papeizinhos...
mas ele nunca falou porque ele dava batalha na
val para a gente jogar.” '

Gama viu pouca coisa de Geometria no 19 grau,porque sem-

pre a Geometria ficava para o final do ano. No 29 grau, estu-

dou Geometria Espacial. Quando lhe perguntei se ja tinha rea-

o




lizado demonstracdes de teoremas, no 1?2 ou no 29 graus, ela
respondeu que ndo se lembrava, mas quando perguntei se as for
mulas nio eram deduzidas, ela disse: "Ah, claro, dedugao! A

gente falava "deducdo de formulas'." E uma observacgao interes
sante,pois evidencia que a demonstragao de um teorema na fa-
culdade e a deducdo de uma férmula no 29 grau lhe parecem ati

vidades diferentes.

Seus erros estdo distribuidos por varios tipos;ndo ha uma

predominancia que permita corroborar observagoes anteriores.
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3.5.5. A aluna Delta

Delta tem 33 anos, fez o 19 grau em escolas particulares
e publicas e o 2?9 grau em escola particular, sempre do inte-

rior do Rio Grande do Sul.

Esteve varios anos sem estudar, iniciou outro curso uni-
versitario, em outra universidade e ingressou no curso de Ma-
temitica da PUCRS no 29 semestre de 1987. Esta cursando,atual

mente, disciplinas do 29 e do 39 semestres do curso.

Um pouco depois que comegou.a pensar na 12 guestdo,noteil

que a mao de Delta estava trémula guando apontava para a figu

ra; posteriormente, confirmou que estava nervosa.

Parecia querer livrar-se logo da tarefa; quando terminou
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a 12 questdo, virou logo a folha e disse: "Meu mal € queeufi
co muito nervosa". Na 2% entrevista, justificou-se dizendo que
ficava nervosa em provas desde pequena, todas as vezes em que
& algo relacionado com Matematica, Fisica, Quimica ou Biolo-
gia, que sdo as disciplinas que ela considera importantes, de
que gosta. Disse que ndo se preocupava em provas de outras dis

ciplinas.

Outra caracteristica sua interessante € a preocupacao em

' ndo esquecer o que lhe passa pela mente; ela diz que tem mui-
ta dificuldade de memoria, gque, quando. esta assistindo a uma
aula, "enxerga li adiante", mas quando sai ja esqueceu.Ndo se
lembrou se tinha estudado Geometria no 19 e 29 graus;disse que
“‘fazia muito tempo, Quanto.a demonstragoes de teoremas, assegu

+

rou que s6 tinha tomado contato na faculdade.

Na sua matriz de erros, pode-se observar que a predomi-
nancia dos erros do tipo I esta de acordo com as suas preocu-
pacoes, pois ela comete erros de linguagem, de notac¢ao,na sua

pressa em escrever o que lhe vem a mente antes que esqueca.

s
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3.5.6. 0 aluno Epsilon

fpsilon é um jovem de 19 anos que fez o 1?9 grau em esco-

la particular e o 29 grau em escola publica, ambas no interior

do Rio Grande do Sul. Ingressou no curso de Matematica no 29
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semestre de 1987 e esta cursando .o 39 semestre do curso.

Epsilon é desinibido, comunicativo, fala bastante e

demonstrou nervosismo durante o trabalho.

Apesar ge ndo ter completado as duas primeiras demonstra
¢bes porque ndo conseguiu resolver qual o caso de congruéncia
de triadngulos que deveria usar, Epsilon evidenciou saber de-
senvolver uma argumentag¢do, procurando justificar as afirmati

vas que colocava.
Quanto ao ensino que teve no 19 grau, considerou que:

"No 1@ grau o nivel era bom, bem puxado, foi
gquando se iniciou o estudo de Algebra. As au-
las eram sO tedricas e exercicios, muita gente
reclamava que tinha que decorar a formula, exa
tamente porque ndo.existe este trabalho com o
concreto, de experlmentagao

fpsilon acha que viu uma iniciacao a Geometria no 19 grau
e nio lembrava de ter visto Geometria Espacial no- 2?9 grau,com

esta ele s6 tomou contato no curso pré-vestibular, e apenas

como foérmulas para resolver exercicios.

Afirmou que, antes de entrar na faculdade, nunca tinha

realizado uma demonstracdo de teorema. Quando pergunteil sobre
as deducdes de férmulas de trigonometria, as quais ele tinha

se referido, ele frisou: "Mas demonstracao de um teorema eu

nunca vi".

Noto, novamente, a dissociag¢do que o aluno faz entre a

atividade de deduzir uma formula e a de demonstrar um teorema.

Sua matriz de erros mostrou a predomindncia dos erros do

tipo I, devidos, principalmente, ao fato de considerar que um

L]
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teorema é definicdo ou vice-versa. As observagoes tiradas do
desenho lhe causaram problemas no momento da adequagao dos da
dos a um caso de congruéncia. Sua matriz de erros € a seguin-

te:
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3.5.7. A aluna Zeta

7eta tem 19 anos, fez o0.19 e o0 29 graus na mesma escola,
"publica, em Porto Alegre; ingressou no curso de Matematica no

19 semestre de 1986 e esta cursando o 69 semestre do curso.

zeta tem realizado o curso com muita facilidade, desde o
inicio. E muito expansiva, gosta de conversar, participa das
atividades do Instituto de Matematica e ja esta pensando  em

fazer pos-graduacdo em Matematica, gquando concluir o curso.

Na época da pesquisa, 7zeta estava enfrentando dificulda-
des com uma disciplina (talvez pela primeira vez no curso) e
estava revoltada, especialmente com as demonstracoes de teore
mas que precisava fazer. Fez observacoes que me mostraram que

ela depende muito.do professor para desenvolver-se em uma dis

ciplina. Se a atuacido do professor l1he desagrada, esforca-se.

mais no estudo, para mostrar que pode fazé~lo sem ajuda; se
gosta do professorxr, esforga-se porgue quer mostrar-se a altu-

ra do mestre.

Sobre o 29 grau, comentou alguma coisa relacionada a ati-
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tude de uma professora: "Para mim foi bom o 29 grau,porque a
gente fez o nosso. curriculo, a professora era otima e a gente

deu as prioridades, primeiro a gente quer isto...".

Zeta viu Geometria no 19 e 29 graus; nao considera que
tenha visto demonstracdes, apesar de afirmar que a professora
"= = " 3 s : -

nio era de dar formulas prontas", mas institiu em gue nao era

"ecomo na faculdade”.

Zeta fez apenas seis erros e suas demonstracoes ficaram

muito completas, com todas as justificativas. Sua matriz de

erros € a seguinte:
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3.5.8. 0 aluno Kapa

Kapa tem 18 anos, cursou o 1?9 e o 29 graus em colégios
particulares de Porto AlegreQ Ingressou no curso de Matemati-
ca no 29 semestre de 1987. Estad cursando as disciplinas do 3@

semestre do curso e uma do 59 semestre.

Ao entrar na sala para fazer o teste, Kapa queixou-se de

que estava com muita dor de cabeca. Talvez estivesse um pouco

tenso, porque, mais adiante,'quando lhe perguntei como estava,

respondeu que a dor havia passado durante a resolucao das ques
toes.

Fez as duas primeiras demonstragdes tao completas,com to

das as justificativas validas, que até brinquei com ele,comen
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tando: "Imagina se tu ndo estivesses com dor de cabecal!". Ele
riu, um pouco contrafeito, e respondeu: "Sabe o que é, Helena,
é que eu estou sem pratica de demonstrar este tipo de teorena,

de Geometria, dal eu tenho que estar escrevendo".

Nio entendendo bem o.que ele queria dizer, perguntei-lhe
e ele respondeu que achava que a sua demonstracdo deveria ser

mais concisa; alids, ele mesmo colocou: "Eu me acho muito mi-

nucioso®.

Esta &, efetivamente, a sua caracteristica mais marcante.
Suas demonstracdes tém todos os detalhes que possam elucidara
questdo, todas as argumentagdes sdo validas e o proprio texto
& muito bem escrito. Alids, a matriz de erros de Kapa é nula,
ele ndo cometeu erros, apenas teve dificuldade em completar
a 32 demonstracgdo, porque fez um caminho muito longo para pro
var que o triangulo era is6sceles e, como tinha compromissos
de aula logo a seguir, ndo pudemos ultrapassar o tempo previs

to para o teste.

Ainda quanto a sua maneira de demonstrar teoremas, vou

transcrever um trecho de nosso dialogo que me parece elucidar

perfeitamente o assunto:

"Kapa - Eu acho que eu tenho um problema,eu pe
go a hipbtese e vou desenvolvendo sem

muito ver o gue eu guero provar.

Esta sua maneira de pensar & uma coisa
que adquiristes ao longo do estudo ou
& uma maneira propria de ser?

Eu acho que & uma coisa adquirida, por
que ndo € s nos teoremas de Geometria,
é em qualquer problema. As vezes 0S8 pro
fegssores dizem que a gente tem que ver
antes o que o teorema significa,mas eu
pego uma determinada forma de desenvol
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ver, uma determinada linha, e vou de-
senvolvendo.

- Mas tu chegas no final?

Eu chego,proque tem um momento em que
tu tens que parar e ver onde tu queres
chegar,ndo adianta,mas mesmo vendo onde
eu quero chegar, eu pego a tese e vou
fazendo o caminho contrario,entende?"

Kapa considera qgue adquiriu esta maneira de trabalhar em

Matematica desde o 29 grau:

"Eu tive as mais variadas formas de profes
sores,mas comecei a me envolver com Matematica
no 19 ano do 29 grau (...)eu peguei uma profes
sora recém-formada e ela era muito minuciosa
também, quando ia entrar em logaritmo dava as
definigoes todas,direitinho, com os 'se e O
se' ,com o caderninho. Entdo era minuciosa e eu
comecei a me dar bem,me encaixar naquele jeito
dela-“ .

Ainda acrescentou uma observagao sobre as demonstracées

que aprendera no 29 grau:

"Os professores,por exemplo em Geometria,
deduziam as foérmulas; a maioria dos alunos ndo
se interessava,porque diziam que nao precisa sa-
ber,ndo vai cair na prova,mas eu gostava de acom
panhar o raciocinio deles no sentido do desen-
volvimento das formulas,o como,de onde tiravam,
e isto sempre teve comigo, este interesse de:sa
ber de onde saiu."

Portanto,ele tem a curiosidade de saber o porqué,nao acei

ta formulas prontas.

Kapa viu Geometria no 1? grau muito rapidamente, no fi-

nal da 82 série; no 29 grau viu Geometria Espacial.

3.5.9. A aluna Lambda-

Lambda tem 39 anos, fez os antigos .cursos ginasial

cientifico em escolas publicas de Porto legre; ficou
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dezenove anos sem estudar e ingressou no curso de Matematica
no 19 semestre de 1987. Atualmente, estd cursando disciplinas

do 29 semestre do curso.

Lambda foi a Gnica aluna que me procurou espontaneamente
para trabalhar na pesquisa, quando soube de sua existencia
através de uma colega. Ela esperava que a pesquisa lhe auxi-
liasse a descobrir as causas dos seus erros, porQue ela esta

com dificuldades no curso.

Quanto i Geometria, Lambda considera ser o que viunadis
ciplina de Desenho Geométrico que a auxilia, pois ela "enxer-
ga" o que se pede para demonstrar. Ela gosta de medir para com
provar, conforme suas palavras, "se eu tivesse um compasso eu

ja estava medindo para ver".

Alias, na segunda entrevista, ela fez uma observag¢ao pi-
toresca sobre o mesmo assunto: "Eu nao confio muito em esqua-

dro, régua, estas coigas, mas com compasso a gente transpée

as medidas”.

Na 2@ questdo, quandoleu na hipoétese que MD é perpendi-

cular a AC, disse: "Bom, sO se fosse no espag¢o, porque nao ve
jo eles serem perpendiculares". Depois notou que estava olhan

do mal, olhava para OS dngulos formados pelos segmentos MD e

AB. Dai concluiu:

"Eu acho que o erro maior da gente & gue a
gente ndo pega o desenho e ndo vira paraoutros
lados para ver se enxerga outra coisa. A gente
se habitua tanto com aquela posicao fixa que
nio enxerga os detalhes."

Ela reconhece suas dificuldades em demonstrar teoremas,oO
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que colocou em frases entrecortadas:

"Eu ndo olho para a hipdotese, este é o meu
problema... eu nao sei partir da hipotese, eu
guero enxergar no desenho...usar o que esta na
hipotese e na tese, s6 em pensar isto al me da
um. ..eu me lembro 1la das provas, fico bem per-

dida."

Portanto, entra aqui um componente emocional, pois s6 de
lembrar uma situacdo de prova, ela ja se perturba. Ela afirma
que seu problema € com a linguagem matematica:

"Eu me confundo toda, a linguagem Matemati
ca para mim & dificil. Em Portugueés eu tenho
uma facilidade incrivel, mas eu terminei o 29
grau em 1968, nao tinha nada desta parte da Ma

tematica Moderna, que desenvolve mais a lingua
gem matematica.

£ interessante que, em relagdo a convengdo das marcas na
figura, para indicar as congruéncias, ela nao sO néo as utili
za como também n3o entendeu a razdo pela qual os professores
(ou os livros—-texto) utilizam aqueles sinais: "Eu nao conse-
gui pegar, eu achava a coisa mais estranha, achava que enfeia

va o desenho"

Suas recordagoes das aulas de Matematica no ginasio nao

sao muito boas:

"Nio motivavam a gente a descobrir de onde
vem isto, de onde vem aquilo, ndo despertavam
a curiosidade matematica. Em Desenho Geométri-
co nio, eu tive um professor na 4%@ série glna—
sial que fazia a gente descobrlr mais coisas
do gue com a Matematica."”

Contrariamente ao aluno Kapa que considera ter adquirido

o gosto por descobrir o porqué das coisas no decorrer da vida

escolar, Lambda critica seus professores de Matematica por
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nao terem despertado.hela a curiosidade matematica.

Lambda diz que viu pouca coisa de Geometria no ginasio e
cientifico e lembra que decorava as formulas de Geometria Es-

pacial. Nao se recorda de ter visto demonstragoes.

Sua matriz de erros mostra a predominancia de erros do

tipo I, confirmando-se as suas observa¢des quanto as dificul-

dades com a linguagem matematica.
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3.5.10. A aluna RO

A aluna RG & uma jovem de 21 anos, que cursou o 1?eo 29
graus na mesma escola, no interior do Rio Grande do Sul. In-
gressou no curso -de Matematica no. 29 semestre de 1986 e esta

cursando disciplinas do 49 e 59 semestres e uma do 6@ semes-—

tre.

R3 estava muito nervosa durante a realizacao das ques-
tées. Notei que suas mdos tremiam e ela falava de uma forma
entrecortada, como se lhe faltasse o ar. Mais tarde, acalmou-

-se um pouco e, na segunda entrevista, confirmou o nervosismo,

comentando que o gravador lhe. atrapalhou:

"Eu achei bom fazer 1sto al, apesar de que
eu tive um pouquinho de receio, porque é quase
como se fosse uma auto-analise, para ver como
a gente estd situada em torno da Matematica.”
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Parece-me que os fatores emocionais atrapalharam o seu
desempenho nas primeiras gquestdes, pois a terceira, quando ja

estava mais calma, foli feita com corregao e rapidez.

Seu problema principal, na 12 questao, foi considerar er

radamente os angulos ABE e ADC como retos, o que invalidou o

restante da demonstracao.

Na 22 questdo, ela ndo conseguiu descobrir o caso de con
gruéncia a ser aplicado: mesmo quando eu lhe sugeri que procu

rasse na folha auxiliar, ela nédo soube se movimentar em rela-
cid0 aos teoremas ali apresentados, ndo lembrava sequer a ex-

pressdo "casos de congruéncia", s6 dizia "definigdes".

Na segunda entrevista, gquando comentei sua dificuldadeem

procurar na folha auxiliar, ela justificou-se dizendo:

"Se eu ia ler atentamente aquela folha que
a senhora tinha me dado, de repente eu ia con-
seguir mas eu tinha que ler atentamente, com
mais tempo, com mais atencao."
RG diz que cursa Matematica porque gosta*, influenciada

por seu professor de Matematica, unico desde a 6% série até o

final do 39 grau.

R6 viu pouca coisa de Geometria no 19 grau. Lembra que os

conteidos foram apresentados em um semestre em que houve uma

greve e ndo foi possivel aborda-los. todos, como estava previs

to.

*Cursar Matematica porque gosta ndo € o mais fregtiente entre
os alunos do curso;muitos deles, nao especificamente os que
participaram da pesqguisa,mas Os gue sdo entrevistados  habi-
tualmente quando ingressam no curso, dizem que estao fazen
do Matematica enquanto ndo passam no vestibular para O curso
gue realmente desejam. »

Mo
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No 29 grau, RO viu Geometria Espacial. Afirma que ndo viu
demonstragdes, que seu professor sé explicava as foérmulas. No
vamente, suponho que haja a distingdo entre as demonstragoes
gue vé na faculdade e as dedu¢des que o professor possa ter

feito ao "explicar as formulas".

Sua matriz de erros indica dificuldades com a linguagem
matematica, pois nas demonstragoes escritas a aluna cometeu er

ros no uso de simbolos e convencoes.
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3.5.11. O aluno Sigma -

Sigma tem 23 anos, cursou o 19 e 0 29 graus em escolas
puiblicas do interior do Rio Grande do Sul. Iniciou o curso de

Matematica no 19 semestre de 1986 e esta cursando as discipli

nas do 49 e uma do 59 semestre do curso.

Pelo que eu lembrava do aluno, ele pareceu-me um pouco
nervoso, pois falava sem muita clareza, entrecortando as fra-
ses. Sabia o que tinha que fazer para resolver as questoes,mas
confundiu-se com detalhes visuais e, as vezes, dava a impres-

si0 de ir e vir pelos mesmos caminhos, de ndo organizar o flu

xo de idéias que lhe passava pela mente.

Sua 1@ questdo ficou invalidada pela idéia de que reba-

ter um tridngulo sobre o outro seria a mesma coisa que demons

trar a congruéncia (erro ja citado antes).

A




Sigma viu pouca coisa.de Geometria no 19 grau e nao teve
Geometria Espacial no 29 grau; o que sabe, estudou sozinho,pa
ra fazer alguns concursos. Nunca fez demonstragoes antes da
faculdade e assevera que os professores davam as formulas pron

tas, para serem utilizadas nos exercicios.

Sua matriz de erros mostra dificuldades de linguagem,con
forme ja se observou nas andlises anteriores de cada tipo de

erro.
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3.5.12. A aluna Omega

Omega tem 19 anos, cursou o 19 grau em escolas publicas
do interior e da capital e o 2?9 grau em escolas publicas da
capital. Ingressou no curso de Matematica no 29 semestre de

1986 e esta cursando as disciplinas do 59 semestre.

Desde o inicio do. trabalho, fiquei com a impressdo de que
Smega ndo queria participar da pesquisa, que tinha aceito o
convite mas arrependera-se depois. Houve um problema com o gra
vador e nao pude atendé-la na data marcada para a primeira en

trevista; quando ela veio, na semana seguinte, parecia estar

fazendo o teste de ma vontade, como se quisesse livrar-se lo-

go do compromisso. Depois que fez a 1?2 guestao, relaxou um pou

co e ficou mais comunicativa.

Mesmo assim, pouco deixou entrever de suas dificuldades,
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6 falava sobre os elementos da figura ou sobre as suposigoes
que fazia. O que, porém, ficou bem claro, porque foi algo co-
mentado por ela algumas vezes, foi a sua dificuldade em enxer
gar os elementos (triangulos, paralelogramos) separadamente.

Na 1@ questdo, por exemplo, sO trabalhou com os triangulos

A EDK e o CBK e sua demonstracao estava errada.

Quando lhe perguntei, na segunda entrevista, a razao pe-
la qual ela ndo usara os tridngulos 4 ADC e A ABE,ela disse:
"Na hora eu ndao consegui enxergar isto co-
mo um trlangulo e outro triangulo(...) o meu
problema € este, eu tenho que desenhar ao lado

os dois separados, na hora eu ndo enxergo cComo
'dois triangulos.”

~ A
Na 2@ questdo, ao se referir aos angulos ADM e BEM na de

monstracido escrita, escreveu: "... e os « D e E sao « retos

(Gnicos do triangulo)".

Nio entendi o significado da palavra "unicos", pois éevi
dente que um triéngulo s6 pode ter um angulo reto. Na entre-
vista, ela me esclareceu que, com isto, queria dizer que, ten
do cada tridngulo somente um dngulo reto, ela sabia que eles
eram correspondentes, porque ndo haveria outro angulo reto pa

ra confundi-la.

Na 3@ questdo, ela novamente se confundiu com a disposi

cdo dos paralelogramos e teve dificuldades em enxergar OS an-

gulos gque seriam correspondentes nos tridngulos vistos.Sua de

monstracao ficou correta, e eu ndo entendia a razao pela qual,
depois de ter provado a congruéncia dos triangulos por LLL,ela

precisava falar nos angulos BKM e AKRJ. Na segunda entrevista,

ela novamente mostrou o problema, quando me explicou:"Por que

A




135

- - -

eu posso dizer que o A & igual ao B? Nao podia ser o B igual

-~ FS
ao J?" (AJK) .

Mais adiante, acrescentou que usara oS angulos para se
localizar, vendo quais os lados que formavam cada um dos angu
los.omega diz que viu muito superficialmente Geometria,porque
trocou de colégio varias vezes e os curriculos de Matematica
nao coincidiam. Quando ia se iniciar o estudo de Geometria em
um colégio, trocava para outro onde a Geometria ja tinha sido

ensinada.

Também ndo estudou Geometria Espacial. Quanto as demons-
tracdes, diz que nunca as fez no 19 e 29 graus. Pareceu-e que
nio quis falar sobre o 19 e 2?9 graus, pois disse nao lembrar

como tinham sido as aulas de Matematica e nao fez outras ob-

servacoes.

s6 destaco, ainda, uma observagdo feita no final da 2%

demonstracdo, porque me parece interessante para entender co-~-
mo a aluna vé a atividade de demonstrar um teorema. Ela escre
veu a 22 demonstracdo sem cuidado, apenas "jogando" as afirma
tivas, sem justifica-las; no final, perguntou-me: "Tem que CO
locar mais alguma coisa para explicar?". Eu respondi que ela
é que resolveria se o que escrevera ja era suficiente. Ela,en
tdo, retrucou: "E que a senhora esta olhando, ndo &, estou fa

zendo aqui...Quando a gente vai fazer prova, tem gue explicar

um monte de coisas".

Portanto, nio compreende a necessidade de justificar os
passos de um raciocinio. Para ela, justificar os passos €& al-

go que se faz em provas, porque O professor exige.
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Sua matriz de erros indica a predominancia de problemas

visuais, como ja se observou nos comentarios.
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4. A ANALISE FINAL: AS CONSIDERACOES SOBRE OS ERROS

4.1. Introducgao

Ao me propor a analisar os erros em demonstragoes de teo

remas de Geometria, 1li varias obras e estudei varios conteu-

dos de alguma forma relacionados com © assunto.

Como se segurasse na mao o tema da pesquisa, joguel - uma
rede em um mar de teorias, de forma a abranger todos os aspecC

A

tos possiveis do tema em questao.

Procurei entender as mudancas educacionais e areforma da
Matematica Moderna, reviseil os conceitos de Logica relaciona-
dos com deducdes, as correntes filosoficas da Matematica e as

pesquisas sobre andlise de erros.

Concluida a fase de aplicagdo dos instrumentos de pesqui
sa, tive em mdos um conjunto de dados para cotejar com o due
estudara. Detectei os erros; classifiquei-os e exemplifiquei
-o0s; transcrevi as justificétivas dos alunos,suas Qbservacées
sobre o ensino de Matematica recebido, sua visao dos conteu
dos de Geometria aprendidos antes do ingresso no curso de Ma-

tematica, suas concepgdes a respeito de demonstragao e suas
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opinides quanto a necessidade de demonstrar um teorema.

Chegou, entdo, o momento de puxar a rede, trazendo jun-

tas a teoria e a pratica: o que 1li, pensei, estudei, os erros

que detectei e as observagoes que ouvi.

Houve, entao, a necessidade de selecionar entre todo es-
te material aqueles elementos que permitiam uma analise final
dos erros, na qual procurei descobrir as causas mais profun-

das, aquelas que estdo imbricadas no processo de ensino-apren

dizagem* .

Como o tema da pesquisa é o erro, € sobre ele que recai
a atencao, de forma a propiciar o entendimento das causas sub

jacentes a cada tipo de erro detectado.

*# Estou consciente de que existem causas profundas de carater
psicoldogico, social, politico, etc., mas estas nao sao con-
sideradas, porque.estdao alem dos limites da pesquisa.

Your
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4.2. As Causasg dos Erros do Tipo I

Os erros do tipo I sdo relacionados ao emprego da lingua
gem matematica e se caracterizam pelo mau uso dos simbolos e
convencoes da llnguagem escrita, pelo uso inadequado das pala
vras que designam os entes matematicos, pela interferéncia de

significados diversos, pela falta de clareza e de precisao.

Bell (1976) aéredita que o ato de representar uma situa-
cd3o por simbolos ou diagramas estd ligado a abstracao, porém
os simbolos utilizados em Geometria sdo um pouco’ diferentes
dos utilizados na aritmética. Quando se escreve "1%, é claro
que este simbolo estd relacionado ao conceito de nimero um.Po
rém, quando se desenha um tridngulo isdsceles, o desenho pode
ser considerado como um simbolo do ente "triangulo" ou como o

proprio objeto em consideracao?

Segundo Bell, o desenho "e, de fato, a representacao de
um tridngulo isoOsceles genérico, mas, se cuidadosamente dese
nhado, pode ser medido ou dobrado para verificar a igualdade
dos angulos ou lados; assim, € uma representacao mais comple-

ta do que um simbolo. Pode ser chamado um icone".(BELL, 1976,

p. 3.11)

A linguagem matematica inclui o vocabulario que indica
os entes, os simbolos que representam estes entes e as opera-
coes entre eles, os significados atribuidos as sentencgas mate

miticas e as convengdes que sdo utilizadas para escrever um

texto matematico.ou para representar relacdoes em uma figura.

Ghosh & Giri (1987) relatam uma pesquisa feita na India

para entender os erros relacionados a linguagem matematica.

R




Eles classificaram as dificuldades linguisticas em doze cate-
gorias, algumas das quais ndo interessam a esta pesquisa por
se relacionarem ao fato de ensinar Matematica na segunda lin-
gua do aluno- (no caso, ensinar em inglés para alunos que fala
vam bengali). Em comum com sua pesquisa, detectei a interfe-
réncia de significados matematicos e ndo matematicos diversos,

o uso impréprio dos simbolos e a falta de clareza e precisao.

Os autores acreditam que, na aquisigao da linguagem mate
matica, estdo envolvidos varios fatores e cada um deles con-
tribui para a ocorréncia dos erros: O professor, os alunos,os

livros, os métodos e técnicas utilizados.

Penso que, na realidade brasileira, os livros-texto tém

grande influéncia nos problemas de simbolizagao. D'Ambrosio

(1987) relata que, entre os professores por ela entrevistados,

houve uma concordancia geral quanto ao fato de que os livros
—texto foram os determinantes da elaboracao dos novos curricu
los de Matematica. O sistema educacional, na década de sessen
ta, era altamente centralizado e os livros-texto adotados em
escolas publicas eram aprovados pelas Secretarias de Educagao.
As editoras pressionavam os autores no sentido de colocarem

contetdos de Matematlca Moderna para que OS livros fossem mals

vendidos.

As obras tradicionais recebiam uma nova "roupagem" . 0s
professores, na maior parte das vezem sem oportunidade de adé
quarem-se as mudancas, apréndiam os conceitos e simbologias
‘através do livro-texto que adotavam, mas conservavam muitos

termos a que estavam acostumados.
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Assim, as diferencas entre a nova linguagem e a antiga
eram transmitidas aos alunos, em todos os niveis, por profes-
sores e pelos livros-textos, e estes alunos, quando formados,
iriam repetir o que receberam, acrescido de mais algumas pala

vras ou simbolos novos.

A aluna Lambda, por exemplo, que nao teve Matematica Mo
derna no ginasio, sente dificuldade em aceitar a expressao
"tridngulos congruentes"; na época em gque estudou, dizia-se
"tridngulos iguais" e ela hoje comenta: "Nao conseéui assimi-

lar que congruente & igual".

Alén disso, os livros propunham exercicios padronizados
e os professores seguiam aqueles modelos. D'Ambrosio (1987)ci

ta que:

"Muito freqgtientemente, nos livros texto pa
ra o 19 grau, solicitavam as crianganazerex§
tamente o que estava feito no problema modelo.
Isto, sem divida, limita o significado da com-
preensdo e do pensamento e desenvolve, ao in-
vés ,habilidades de imitagao. Esta pratica leva
as crian¢as a acreditarem que Matematica €, ex
clusivamente, manipulacdo de simbolos."
(D'AMBROSIO, 1987, p. 192)

0 aluno Alfa recorda-se das aulas do 19 e 29 graus:

"As aulas eram boas, mas seguiam muito o
livro, faziam exercicios pelos modelos, modelo
um, modelo dois, nunca misturavam, e eu sempre
passava a perna na professora porque ela seguia
o livro."” _

pParece-me também que, -apesar das excessdes, como € o ca

so de Alfa, que contesta os professores, resolvendo os exerci

cios por um modelo diferente, 0S alunos acreditam demais na

autoridade do professor e do livro didatico, porque eles rece




bem as coisas prontas.
Deveria ser segulda a sugestdo de Bruner:

"NO6s ensinamos um conteddo ndo para produ
zir pequenas bibliotecas ambulantes sobre ague
le assunto, mas para levar o estudante a pen-
sar matematicamente por si mesmo, (...) a tomar
parte no processo de aqulslgaock:conhe01mento.
Conhecer € um processo, nao um produto."
(BRUNER, apud BELL, 1976, p.1. 4)

Marlene Grillo (1979) comenta que:

. "Em multos casos, os professores confundem
¥/ processo com produto e,embora desejem ensinar
o aluno a pensar, o.que realmente ocorre € que
ensinam o produto do pensamento de alguém, en-
sinam ao aluno o que pensar.’
(GRILLO, 1979, p. 105)

) Ndo se acostumando a criticar o conhecimento recebldo, o}
.
aluno, as vezes, adquire uma idéia errada e aquilo passaa ter
a mesma autoridade que ele colocou no professor ou no livro;
ele nao péra, nio reflete sobre a existéncia de "ruidos" na

comunicacao e, mesmo relendo a definicdo correta em um livro,

conserva a anterior, pois ndo pensou sobre ela,recebeu-a pron

ta.

Portanto, como causas dos €erros relacionados com a lin-
guagem matematica, aponto os problemas decorrentes da adogao

precipitada de novos termos e simbolos, quando da reforma da

Matematica Moderna, e o fato de o aluno, muitas vezes,receber

os conteidos prontos e nao guestionar as informacoes recebi-

das com vistas a elaboracao do seu proprio conceito.




4.3. As Causas dos Erros do Tipo II

Os erros do tipo II sdo relacionados ao desenho e se ca-
racterizam pela introducao de informacoes erradas, provenien-
tes da disposicdo dos elementos na figura e das marcacoes ali
realizadas, bem como pela insercao. de informagées corretas,mas

apenas visualizadas.

Revendo as observacoes guanto aos erros relacionados ao
desenho, destacam-se as percepgoes (certas ou erradas) que al
guns alunos tém sobre uma certa relacao entre os elementos da
figura, percepc¢bes estas que, algumas vezes, sao modificadas

com o auxilio de medigdes, construgdes ou argumentagoes.

A aluna Lambda, ao declarar que viu "a olho ni" a conclu
sdo a que deveria chegar, mostrou ter uma percepcao imediata ;
porém so6 isto nao basta e a aluna evidenciou,pelo restante do
trabalho, que ndo sabe justificar o que foi pressentido. Ela

intuiu a verdade da proposicdo dada, mas nao a sua prova.

Na construcido do saber matematico, antes de demonstrar

uma proposicao, o matematico percebe-a intuitivamente. Mesmo

que, de inicio, ele nao tenha idéia de como. demonstra-la, sua

mente vai aos poucos rearranjando. detalhes, em um padrao coe-

rente. Como diz Goodman:

" . .a intuicdo matematica € um caso espe-
cial da habilidade geral do homem em reconhecer
padroes ou,mais especificamente, de sintetizar
estruturas complexas a partir de sugestoes dis
persas." (GOODMAN, 1979, p. 547)

Kapadia (1979), em um breve artigo sobre intuigao,usa co

mo sindnimos as palavras "intuition" e "insight". No Webster's,
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entre outros significados, intuig¢do € definida como o ato ou
processo de ir direto ao conhecimento ou a certeza, sem racio
cinar ou inferir. No mesmo dicionario, "insight",entre outros
significados, & conceituado como o ato ou fato de éérender a
natureza interna das coisas ou de ver intuitivamente. Nestas

acepgoes, os dois termos parecem realmente sinonimos.

Em textos em lingua portuguesa, a palavra "insight" cos
tuma aparecer no original. O dicionario Aurélio define da se-
guinte forma a palavra "intuigado": "1. Ato de ver, perceber,
discernir; percepg¢do clara ou imediata; discernimento. 2. Ato

ou capacidade de pressentir, pressentimento".

Varios autores falam sobre intuigdo e defendem o uso des
ta capacidade em oposigdo ao formalismo. Davis e Hersh rela-
cionam varios significados para "intuitivo": & o oposto de ri
goroso; & aquilo que é deficiente em rigor; que é visual; que
& plausivel ou convincente na auséncia de demonstracao; que &
incompleto; que se apoia sobre modelos fisicos; que e unifica

do ou integrado em oposig¢do a detalhado ou analitico. (DAVIS

& HERSH, 1985)

Bruner diz que "a intuig¢ado implica o ato de captar o sen
tido, o alcance ou a estrutura de um problema ou situacdo,sem

‘dependéncia explicita do aparato analitico do oficio de quem

o faz" (BRUNER, 1968, p. 55)

0 mesmo autor distingue o pensamento intuitivo do anali-

+

‘tico.0O pensamento intuitivo & menos rigoroso em relagdo as de

monstracdes, é mals visual ou icdnico, direcionado no sentido

de captar o todo; o pensamento analitico se caracteriza por

*
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apresentar uma seqlténcia de passos, que podem ser relatados a
outra pessoa, porque se processa com consciéncia das informa-

cdes e operacdes utilizadas.

Portanto, para iniciar uma demonstrac¢ao,é necessario que
o aluno capte o todo, tenha um "insight" do problema, para de
pois analisar cada passo da deducao. Mas os alunos nem sempre
tém a possibilidade de fazer isto, porque nao lhes foram opor
tunizadas ocasides de trabalhar com os conceitos matematicos
em niveis concretos, com vistas a sintetizar as informagoes em

um padrdo coerente, pensando intuitiva e analiticamente.

Revisando as informacgdes dos alunos sobre o ensino de Geo
metria no 19 e 29 graus, vejo que a maioria (oito alunbs)teve
apenas algumas no¢oes de Geometria no 19 grau, dadas em final
de ano, de uma forma rapida e superficial. So dois alunos con
sideraram ter estudado Geometria, mas, mesmo assim, um deles

declarou que teve "puxado para o Desenho"; um aluno nao soube

informar.

Quanto a Geometria Espacial, no. 29 grau, a situacao nao
& muito melhor, pois s6 quatro alunos declararam ter estudado
estes conteldos; dois informaram ter visto muito pouco e cin-
co alunos nao chegaram a trabalhar com Geometria Espacial. Os

que estudaram, em geral, s6 recordavam ter recebido formulas

prontas.

E por que tera sido a Geometria apresentada de forma tao

‘rapida, superficial, sem © apelo .a intuigdo e sem sequer ter

sido realizada a deducao de formulas?

um dos motivos foi o ja apontado por Rodrigues (1978) e




D'Ambrosio (1987), entre outros: a_introdugéo da Matematica
Moderna no Brasil, trazendo a idéia de algebrizacao da Geome-
tria, encontrou profeséores despreparados para o seu ensino.

Desta forma, o professor preferia evitar os conteudos ou dei-
xava-os para o final do ano, onde os apresentava como infor-
macdes soltas, que o aluno deveria, em geral, memorizar atra-

vés de associacgoes.

Por exemplo, ao desenhar um triangulo no quadro-negro e
"yrecitar" os casos de congruéncia, o professor esta, no maxi-
mo, levando o aluno a fazer associacbes do tipo "congruéncia

de tridngulos-lados e dngulos congruentes”.

0 aluno Sigma, por exemplo, mostrou claramente este tipo

de associacdo quando, na 22 guestdo, concluiu que os triangu-
los eram congruentes pelo caso "lado, lado, angulo", sem ne-

nhum cuidado em adequar os elementos que tinha a hipotese de

um determinado caso de congruéncia.

Assim, no ensino de 19 e 29 graus, falta, em geral, um
trabalho de construcgdo do conhecimento, de passagem pelo esta
gio ativo, onde o aluno manuseia e age sobre os elementos e
pelo estagio iconico, onde a organizacio perceptual se da em

torno de imagens.

Todos os alunos gue, por exemplo, simplesmente olharam
para a figura e "enxergaram" as respectivas congruéncias de
lados e angulos mostraram ter ficado apenas no estagio 1iconi
.co, nao tendo examinado as possibilidades de alternativas,nao

tendo trabalhado os conceitos anteriormente para chegar,ao fi

nal, no estagio simbdlico, pelos menos nesta disciplina.

.
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Bruner (1966) considera que, quando o aluno esta comecan
do a aprendizagem de um corpo de conhecimentos, desde o seu
inicio, (como € o caso da Geometria Plana), é tarefa do profes
sor (ou do sistema educacional) planejar segliéncias de apren-
dizagem que otimizem o desenvolvimento equilibrado dos trés
sistemas de representacdo daquele conhecimento (ativo, ic5n1~

co e simbolico).

Ainda segundo Bruner (1968), se a estratégia para o ensi
no de Geometria nos primeiros anos fosse no sentido de apre-
sentia-la de forma intuitiva, seria muito mais facil paraoalu

no entender mais adiante o significado dos teoremas.

A Geometria, nos curriculos de 19 e 29 dgraus, nao esta
14 "por acidente", apenas como- uma obrigacdo de que o profes-
sor tem que se livrar. Alias, a este respeito, inumeros auto-

res destacam sua importancia no desenvolvimento do raciocinio

logico.

Novamente citando Rodrigues, a Geometria, especialmente,
permite "...a passagem da intuicdo e de dados concretos e ex-
perimentais para Os processos de abstracdo e generalizagao".

(RODRIGUES, 1978, p.18)

Bell (1976) considera que se podem distinguir trés tipos
de abstracdo em Matemadtica. O primeiro tipo é o reconhecimen-
to de um conceito, gquando este é identificado em nova situa-_

cdo. O segundo tipo & a extensdo de um conceito e ocorre guan

do um novo significado & adotado para um conceito que inclui

o antigo como um caso especial. O terceito tipo é a criagao

de um conceito, ocorrendo quando se passa da consideracao de

.




148

um dnico elemento para a criacdo de uma nova classe a qual o

elemento em questao pertence.

Davis e Hersh (1985) consideram que generalizacao e abs
tragao sao ffeqﬂentemente usadas como equivalentes.Apresentam
o conceito de abstracao com os significados de idealizacao
(quando, por exemplo, a partir de uma reta, tragada com uma
régua, abstrai-se a nocdo de reta) e de extracao (quando, por
exemplo, uma crianc¢a, a partir de objetos que pode contar, ex
trai a nocao de nimero), enquanto que a generalizagao pode:ser
compreendida como um processo em que uma proposicao que vale
para um caso particular é afirmada para um caso mals geral,

que engloba aquele.

De qualquer forma, mesmo que haja certas diferencas de

conceitos, estas atividades devem ser desenvolvidas pelo alu-

no, devendo os professores planejar estratégias com este obje

tivo.

Bell (1976) cita varias estratégias para chegar a abstra
cdo, como por exemplo descrever, classificar, representar, va
riar a representacéo do elemento em questao. Para a generali-
zagao, o mesmo autor cita estratégias relevantes ' como, Ppor
exemplo, reconhecer relacoes, fazer conjeturas, gerafexemplos

para testar conjeturas e organiéar sistematicamente os dados.

A aluna Gama, por exemplo, mostrou que tenta utilizar es.

tas estratégias ao fazer um comentario referente a uma das
) .

disciplinas do curso:

"Em (X) eu ndo consigo captar muito bem, por
que falta exemplos daquilo que estad sendo de-
monstrado. Eu substituo aqueles ' negocinhos'
que ele da por numeros para ver CoOmo e que ele
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faz, porque ele estad falando gue isto € aquilo
gque ele esta demonstrando."

Portanto, nao defendo a apresentacao da Geometria_ Plana
apenas através do apelo a intuig¢do, ao visual. Também ndo con
cordo com o abandono das capacidades de abstracao, generaliza
cio e deducdo. Proponho, antes, uma mistura bem dosada entre
estas tendéncias. Como diz Bruner,

"S6 um pedagogo romantico poderia dizer que
o principal objetivo da instrucao e’ preservar

o talento intuitivo da crianca. E sO um tolo di

ria que o principal objetivo é levar o aluno
para além de qualquer acesso a intuicdo, é fa-
zer dele uma precisa maquina analitica."
(BRUNER, 1971, p. 83) '

Morris Kline considera que a compreensao se consegue in-

tuitivamente e a apresentacdo ldgica & o suplemento da apren-

dizagem. Ele cita uma curiosa frase, proferida por Max Shif-

fer: "Jamais ponha carrogas logicas adiante de cavalos heuris

ticos." (Apud KLINE, 1976, p. 193)

Considerando,entao,0s erros relacionados a figura,acredi
to que as causas deste tipo de erro estdao ligadas ao abando-
no da Geometria no 19 e 29 graus, o que impede O aluno de fa-
zer a passagem pelo concreto e de adquirir um corpo de conhe-
cimentos que sirva como base para a compreensao intuitiva e a
formalizacdo subsegfiente. Mesmo quando sao apresentados con-
teidos de Geometria, em geral ndo ha um planejamento de estra

tégias que desenvolvam a abstracao e a generalizacao.
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4.4. As Causas dos Erros do Tipo III

Os erros do tipo III se caracterizam pela utilizacao de

conceitos matematicos errados.

Atividades tais como a observagdo (de figuras geométri-
cas, por exemplo, para descobrir prdpriedades), a classifica~
cdo (de tridngulos, por exemplo, para formar os conceitos de
isésceles, equilatero e escaleno), a comparacao ( de defini-
cGes diferentes de um mesmo ente, por exemplo, para descobrir
erros em uma delas),acritica (de uma propriedade apresentada,
para decidir se é verdadeira ou falsa) permitem ao aluno enga
jar-se no processo de ensino-aprendizagem, construindo o seu
conhecimento, ao invés de decorar frases soltas_facilmente es

quecidas ou embaralhadas.

Quanto as definig¢oes erradas de triangulos isésceles, no
tei pelas observagoes dos alunos (aAlfa, Gama, Lambda),que eles
estavam acostumados a um tipo de representacéo do triangulo
isbésceles, aquela em que este & desenhado com a base menor do
que cada um dos lados congruentes. Realmente, esta € uma ten-
déncia do professor, pois quando vai chamar a atengao para al-
guma propriedade do triangulo isdésceles, quer deixar claro o

tipo de tridngulo considerado e ©O distingue do equilatero de-

senhando a base menor.

Se, porém, o aluno tivesse adquirido o conceito de trian
gulo isdsceles a partir de um trabalho proprio sobre varios
exemplos, se tivesse feito conjeturas sobre a propriedade em
questdo em varios tipos de tridngulos, ele ndo teria, talvez,

"enquistado" esta ideia de que o isdsceles deve ter a base me

nor que cada um dos lados congruentes.
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Em relagéo a definicéo errada de ponto médio,apresentada
por Delta como sendo o ponto comum a dois segmentos adjacen-
tes, acredito que possa ter havido a influéncia da definicao
da relacdo de "estar entre". Diz-se gque um ponto B esta entre
os pontos A e C se e s6 se A, B e C sdo colineares e AB+BC=AC;
diz-se gue um ponto B & ponto médio de um segmento AC se e s6

se B esta entre A e C e AB=BC.

Quando simplesmente sdo. apresentadas as definigoes de "es
tar entre" e de "ponto médio", sem dar um tempo ao.aluno para .
compara-las, critica-las e testa-las com vistas ao‘COnhecimeg
to exato do que significa uma e outra expressao, este aluno

podera confundi-las posteriormente.

Quanto ao erro .de Lambda, considerando que uma mediana de

um tridngulo é o segmento gue une dois pontos médios, ao in-

vés de ser o segmento que une um vértice ao ponto médio do la
do oposto, acredito ter a aluna simplesmente decorado a defi-
nicdo de mediana. No momento em que precisou, sO lembrou a ex
pressdo "extremidade do segmento no ponto médio de um dos la-

dos" e estendeu-a, englobando dois pontos medios de cada vez.

Quando analisei as causas dos erros do tipo II, ja salien
tei que alguns professores ensinam o produto acabado e nao de
senvolvém estratégias para que o aluno forme os seus proprios
conceitos e descubra as propriedades. Esta me parece ser a cau

sa dos erros relacionados com OS conceitos errados.
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4.5. As Causas dos Erros dos Tipos IV, V e VI

Os erros do tipo IV sado relacionados a conclusdes inacel
tiveis. Os erros do tipo V sdo relacionados a nao utilizacgao
de teoremas jé existentes, apesar de o aluno ter todos os ele
mentos da hipotese. Os erros do tipo VI surgem guando o aluno
usa a tese como um dos elementos da hipotese. Parece-me que
as causas destes trés tipos dé erro sdo as mesmas, pois eles

relacionam-se diretamente com O processo de deducao.

Ja foi visto, por exemplo, que o aluno Sigma rebateu um
triangulo sobre o outro (mentalmente) e disse ter "visto" que
os angulos eram congruentes. Delta concluiu congruéncia de la
dos nos triangulos . da 1% questao, porque "construiu" uma bis-
setriz do angulo A que passa por K. Epsilon, na 22 questao,mes
mo tendo todos os elementos para concluir a congruéncia dos
tridngulos pelo caso da congruéncia dos triangulos retangulos,
insistiu erradamente em conclui-la por LAAO. Gama, na 2% ques
tio, concluiu congruéncia a partir da construcao de uma altu-

ra CM, porque usou o fato do tridngulo ABC ser isosceles.

Todos estes sao exemplos de que ndoc houve a compreensao
da demonstracdo como uma seqgliéncia de passos logicamente jus-
tificaveis.

£ claro gque os alunos poderiam (e deveriam) ter feito

conjeturas a respeito dos elementos de que dispunham. E exata

mente desta forma que se processa o ir-e-vir entre o pensamen

“to intuitivo e o analitico, na procura da solucdo do problema.

No entanto, se o aluno nao adquiriu esta habilidade, insiste

em uma determinada afirmativa e passa a aceita-la como verda-

-
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deira, sem se preocupar em testar a conjetura.

Bell (1976) revisou algdmas pesquisas sobre erros de 16~
gica nas demonstragoes de teoremas e cita alguns deles: con-
fundir a verdade da conclusdo com a validade do racilocinio;

omitir uma premissa ou assumir outra ndo existente; confundir

o significado de uma premissa.

As conclusdes de uma das pesquisas citadas por Bell vem
ao encontro dos resultados aqui encontrados. Reproduzindo o

trecho de Bell:

"Wason (1968) mostra como mesmo sujeitos
inteligentes tendem a aderir com tenacidade as
suas hipéteses, se encontram evidéncias que as
confirmem, e falham em considerar hipoteses al
ternativas." (BELL, 1979, p.6.4)

E o que acontece com os alunos que confirmam visualmente

alguma congruéncia e ndo abandonam esta afirmativa,mesmo nao

encontrando justificativas provenientes da hipotese dada.

porém, de onde tera se originado esta atitude? Como sao

demonstrados os teoremas no 19 e 29 graus? Que atividades sao

planejadas para que O aluno inicie este aprendizado?

Voltando as informa¢des dadas pelos alunos, noto que eles
nao estao seguros de terem realizado demonstracoes no 19 ou 29
graus. Em relacdo ao 19 grau, foi quase unanime a resposta ne
gativa, porém em relacao ao 29 grau, dois alunos declararam,.
com convicgao, terem feito demonstracées, trés consideraramte

rem visto alguma coisa e seis nido se lembraram de terem reali

zado esta atividade.

Alids, a expressdo empregada, por eles, "ver uma demons-
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tracao", ja indica como o assunto € apresentado. Realmente, o

aluno vé o professor escrever no quadro-negro uma seqiiéncia

de frases e simbolos que representa a cadeia de raciocinio do
f

professor, ou do autor do livro-texto no qual .o professor se

baseou.

Kline refere-se as queixas dos professores quanto a pre-

guica mental dos alunos e critica duramente os primeiros:

"Outra razdo importante da popularidade da
abordagem dedutiva de propriedades esta em ser
mais facil para apresentar. O corpo todo do ma
terial é tracado numa seqgtiéncia clara e nitida
e tudo o que o professor tem a fazer é repeti-
-la.(...)Mas os professores que apresentam a
formulagao légica porquanto ela evita tais di-
ficuldades como ensinar descobertas(...) sao
mais dignos de censura que os estudantes que
desejam evitar a ideia de pensar e preferem re
petir mecanicamente os processos aprendidos.”
(KLINE, 1976, p. 172)

Para desenvolver a habilidade de demonstrar teoremas,

(1976) sugere varias estratégias de ensino:

a) identificar dados e conclusoes;
b) conectar dados e conclusoes logicamente;

c) fazer exaustivas verificacgdes empiricas da proprieda-

de proposta;

d) construir classes que satisfacam uma parte do proble-

e) expor conjeturas para discutir com os colegas e refu-

ta-las;

f) encaixar os dados no conhecimento ja existente;

g)

reconhecer arbitrariedades dos termos nao definidos e

LS

das suposigoes.
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Varios destes procedimentos fazem lembrar o trabalho de
Polya, que propds estratéglas para resolucao de problemas em
Matematica. Este autor considera que ter um problema signifi-
ca "buscar conscientemente alguma agao apropriada para conse
guir um propdsito claramente concebido mas nao imediatamente

alcancavel". (POLYA, 1975, p. 4)

No mesmo artigo, Polya estabelece a distingao entre dois
tipos de problema que ele chama de "problema de encontrar" e
"problema de provar". O objetivo de um problema de( encontrar
6 descobrir a .incoégnita do mesmo; o objetivo do problema de
provar e decidir se certa proposicdo & verdadeira ou falsa,

prova-la ou refuta-la.

Desta forma, demonstrar um teorema €& um problgma e para
a sua solucdo podem-se destacar as quatro . fases indicadas por
Polya: compreensao do problema, estabelecimento de um plano,
execucdo do plano e retrospecto. Para cada fase, o autor su-

gere estratégias de trabalho. (POLYA, 1978)

- Parece-me, portanto, que ha algo mais relacionado aos er
ros referidos. Ja foi relatado que a maior parte dos alunos
pesquisados nao fez demonstracdes de teoremas no 19 e/ou 29
graus e que, portanto, nao desenvolveu esta habilidade a par-
tir de estratégias de ensino planejadas pelo professor.Mas O

que acontece quando o aluno entra no curso de Matematica? Por

acaso, procura-se saber se ele esta apto a fazer demonstra-

goes?

Na maior parte das vezes, a resposta é nao. Em algumas

disciplinas, de inicio se lhes informa que sera feito um estu
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do axiomatico e "joga-se" sobre eles um corpo de definigoOes e
axiomas, supondo que eles irao compreender os teoremas demons

trados.

O autoritarismo da proposta e tao grande que, raras ve-

zes, algum aluno se sente encorajado a perguntar "Por qué?ﬁSe
o fizer, certamente ndo recebera resposta, ou, talvez sejam
utilizados os costumeiros chavdes como "porque esta € a manei
ra de estudar Matematica" ou "porque assim se disciplina o pen

samento, se ensina a pensar".

Mas desde quando se produz Matematica desta maneira,

contato com o real, como um jogo em que sO se conhecem as

" en

gras, mas ndo se sabe para que jogar? Além disso, o que é
sinar a pensar"? Por acaso o aluno ndo pensou até aquele mo-
mento? Por que a Matematica seria a ciéncia pri&ilegiada, pro
prietdria do pensamento? Ndo se pensa quando se estuda qual-

quer outra ciéncia, humana ou exata?

Por uma especie de doutrinacdo sutil, costuma-se acredi-
tar que a Matematica s é Matematica guando as verdades sdo
demonstradas. "Torce-se o nariz" para a Matematica Aplicada,
como Sse existisse uma oposic¢do entre a Matematica Pura e a
Aplicada, como se uma pudesse existir sem a outra, e privile-

gia-se o rigor e o formalismo em detrimento da intuicao.

De onde vém estas idéias? Novamente os pressupostos que
orientam a Matematica Moderna tem sua parte de responsabilida

de. Davis e Hersh asseveram que:

"0 estilo formalista penetrou gradualmente
o ensino da Matematica em niveis mais elementa
res e finalmente, sob o nome de "matematica mo
derna" invadiu até o jardim de infancia."
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(DAVIS & HERSH, 1985, p. 385)

Segqundo os mesmos autores, "formalizacao € o processo de
adaptar a matematica ao processamento mecanico" (DAVIS & HERSH
1985, p. 167i e as linguagens formais foram introduzidas no
final do século.passado, com o objetivo de tornar as demons-

tragoes mais rigorosas.

Muitos autores matematicos concordam com que a nocao de
rigor mudou de época para epoca, pois argumentos que pareciam
rigorosos ha alguns séculos hoje sdo considerados * inadequa-

dos.

A Matematica, por volta de 1800, apresentava um cresci-

mento prodigioso,mas com alicerces pouco firmes. O trabalho

de Cauchy, introduzindo o rigor no estudo das fungoes elemen-—
tares e no estudo das séries,aplacou os escrupulos de seus ~con
tempdréneoseaantecessores.(REVUZ,1967LMasC)queé,afinal;um ra
ciociniorigoroso?ﬂaquele<queexplicita todas as suas justifi-:

cacbes, que ndo aceita resultados parciais sem demonstracao.

Goodman (1979) argumenta que a mudanca diz respeito aoc
padrdo de rigorismo de uma demonstracdo, pois um argumento ri
goroso & sempre agquele que é suficiente para estabelecer aver
dade de suas conclusOes. Thom cita o ponto de vista formal:
"pm oum sistema formal S, uma proposicéo P & verdadeira se po-
de ser deduzida dos axiomas de S através de um numero finito |

de passos permitidos no interior do sistema S" (THOM, 1971,p.

696); no entanto, assevera que "nio ha uma definigao rigorosa

de rigor" (THOM, 1971, p. 697), afirmando que uma prova € ri-

gorosa se ganha a aceitacado dos leitores adequadamente educa-

dos e preparados para“compreendé—ia.

o
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Kline também critica veementemente o rigor exagerado, es
pecialmente na Geometria Euclideana, que é dedutiva mas nao
rigorosa. Acrescenta ele, mais adiante, que:

"Alguns professores, conhecendo as provas
rigorosas, sentem-se inquietos com a apresenta
¢do tao somente de um argumento convincente que
eles, pelo menos, sabem ser incompleto.Mas nao
é o professor que deve ser satisfeito, e o es-
tudante." (KLINE, 1976, p. 171)

Moles (1981) acha que a preocupagéo com o rigor faz o ma

tematico achar cada vez mais evidentes os fatos que aceitava

antes e exigir, cada vez demonstracgoes mais rigorosas.

E como se sente a aluna Zeta, referindo-se a sua maneira

de demonstrar teoremas:

"Agora eu complico tudo. Logo que eu en-
trei na faculdade, para mim era tudo barbadaeu
achava tudo facil. Agora ndo, faco um bicho de
sete cabecas de uma coisinha banal. Quando eu
entrei em (X), tinha umas coisas que estavam
na cara eu me sentia como se tivesse que desa-
prender para fazer. Aquilo la tu nao pode,aqui
lo tu ainda nio aprendeu, nao pode colocar co-
mo justificativa. Agora, num teorema,eu sei uma
coisa e penso: 'Sera que isto na faculdade eu
ja aprendi, ja posso usar como definigao?”

0O aluno Kapa também relatou a mesma situacao:

"As préprias demonstragdes sao muito com-
partimentadas, porque cada ramo da Matematica
parte de determinados pressupostos e partindo
daqueles, tu tens gue usar aquilo e entao ou-
tros pressupostos ndo interessam. Por exemplo,
eu estou demonstrando um teorema, de repente-
ponho uma coisa ali e a professora chegaediz:
'nio, isto & verdadeiro, mas tu ndao podes usar
porgue nds estamos noutra teoriat'.Ta, dai tem
qgue apagar e procurar algo naquela teoria."

Tristemente, eles espelham uma maneira de enxergar a Ma-

tematica: cada disciplina em sua !torre de marfim", comparti-

e
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mentando o conhecimento como se houvesse gavetas mentais,on-
de a cada disciplina o aluno fosse buscar uma maneira diferen

te de pensar.

0 aluno'Alfa, por exemplo, mostrou que nao formou um con
ceito de demonstracdo e que, para ele; ha esta separacao en-
tre as disciplinas matematicas; em certo momento do teste,per
guntou qual o tipo de demonstracao que deveria fazer, o que
utiliza na disciplina (X) ou o que utiliza na disciplina (Y)

ou, ainda, o que utiliza na disciplina (Z).

Assim, parece que oOs erros relacionados com O Pprocesso
de demonstracido em si tém como causas a ndo utilizacao de es-
tratégias, no 19 e 29 graus, gue capacitem o aluno a demons-
trar teoremas e a apresentacdo rigorosa e formalizada dos con
teddos no curso de Matematica, impedindo o aluno, em qualquer
um dos niveis, de fazer o verdadeiro trabalho matematico, que
persegue a verdade atraves de conjeturas, usando a intuicgao e
a imaginacdo, para, somente no final, formalizar os resulta-

dos através de uma demonstracao.

O depoimento dos alunos s30 uma critica velada a uma de-
terminada maneira de ensinar Matematica, a um tipo de demons-
tracio exigida, que ndo da lugar a intuicdo, a criatividade,
3 utilizacao de conhecimentos anteriores, cerceando o pensa-

mento do aluno.

Ao mesmo tempo, as reclamacdes dos alunos despertam no-

vas idéias, abrindo possibilidades para a adogao de um outro

tipo de ensino, baseado em outra filosofia. Neste sentido, o
Falibilismo daria o suporte, atraveés dos pressupostos de que

2 Matematica é falivel e corrigivel, de que cresce por meio

on
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de criticas e correcdes e de que os produtos do trabalho mate
matico, incluéive as demonstracdes de teoremas, nao podem ser
considerados acabados e perfeitos. O Falibilismo aceita a na-
tureza relativa de uma demonstracdo. Da mesma forma, a Educa
cio Matematica baseada nesta filosofia aceita que as maneiras
de justificar uma determinada conclusao vao desde a verifica-
cio intuitiva até a prova rigorosa, obedecendo ao estagio de

desenvolvimento cognitivo do aluno.

Uma importante contribuicao do Falibilismo, se aplicado
53 Educacdo Matematica, seria a maneira de considerar o 'erro.
Aceitando que a Matematica é fallvel e corrigivel, o erro se-
ria tratado de uma forma diferente, pois o aluno poderia uti-
lizd-lo como instrumento para a realizacdo de novas descober-
tas. Mo resolver um problema, o aluno faz varias conjeturas €
ao testa-las, descobre novos conceitos e propriedades sobre
os conteidos em questao. Os erros, deste ponto de vista, po-
dem ser compreendidos como. "trampolins para a investigacao',na
expressdo de Borasi (1988) e este potencial educacional pode

ser utilizado em qualguer nivel de ensino.

Outra contribuicdo importante do Falibilismo no ensino
da Matematica é sua énfase ao estudo das aplicacgdes da Matema
tica As diversas areas do conhecimento humano. Em decorréncia
disso,0 ensino deve se basear nas necessidades de uma determi-
nada época e nos problemas que .exigem solucdo. A motivacgao

proporcionada por esta perspectiva é muito maior do que a de

"estudar para aprender a pensar"”, como alguns professores de

Matematica ainda insistem em enfatizar.

Com base no Falibilismo, podgr-se—ia fazer um trabalho
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matematico que ndo fosse dissociado da realidade, mas
vesse suas origens nos problemas da realidade e a ela
se para propor solu¢des, pois, sendo a Matematica uma

de humana, nio pode ser vista isoladamente, sem estar

que ti-
voltas—
ativida

relacio

nada a Histéria, a Antropologia, & Sociologia, a Politica e

as demais ciéncias de uma determinada época.




4.6. As Causas dos Erros do Tipo VIT

Os erros do tipo VII sdo os lapsos, orails, de escrita ou
de leitura. As causas destes erros gsdo da competéncia dos psi
_cblogos. A psicanalise se ocupa dos "lapsus linguae" e dos
"lapsus calamii", mas cada ocorréncia € analisada separadamen
te. Ja arrisquei alguns palpites sobre os lapsos feitos pelos
alunos desta pesquisa e detenho-me neste ponto, pois nao te-

nho condicdes para analisa-los.

Acredito, porém, que é importante levar em conta estes
erros, quando se vai avaliar uma prova, pois, como ja foi re-
ferido nas citacdes dos lapsos de leitura dos alunos Sigma e
Lambda, pode-se invalidar uma questao simplesmente por um lap
so que o aluno cometeu, cuja causa nao esta relacionada ao co
nhecimento que ele tem do assunto ou a sua argumentagéo.

Assim, cabe uma alerta no sentido de verificar se um determi-

nado. erro nao € apenas um lapso, que pode ser desconsiderado

na avaliacao final.




4.7. As Causas dos Erros do Tipo VIII

Os erros do tipo VIII sado os erros em lingua portuguesa,

relacionados com ortografia, pontuac¢ao, concordancia nominal

e verbal. Nao me compete discutir as causas destes erros, pois,
estando relacionados ao processo de ensino-aprendizagem de por
tugués, fogem ao tema desta pesquisa. Destaquei-os, como ja
esclareci antes, porque considero que o futuro professor de

Matematica deve se expressar corretamente, em Portugués e em

Matematica.
Alias, Bruner enfatiza este aspecto, quando diz:

"BEu ndo posso imaginar um homem culto da-
qui ha um século que ndo va ser largamente bi
linglle neste sentido especial - conciso e peri
to em ambas as linguagens, a natural e a mate-
matica." (BRUNER, 1969, p. 352)

Acredito que possa haver uma relacao entre os erros em
linguagem matematica e os erros em lingua portuguesa, mas tal
crenca tem um carater apenas intuitivo. Poderia ser tema de ou
tra pesquisa, da qual fariam parte professores da area de en-

sino de portugués, de lingliistica, etc.
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4.8. A Influencia do Professor

Considerei as causas dos erros no ambito do processo de

ensino-aprendizagem, mas ainda nao me referi ao aluno e aopro

fessor como pessoas, a influéncia da relacao professor —aluno

neste contexto.

As observacdes feitas pelos alunos a respeito dos seus
sentimentos em relacio aos professores, de como se relaciona-
vam com eles, surgiram no decorrer da segunda entrevista,quan
do, informalmente, procurei saber como tinha sido o ensino de
12 e 29 graus em Matematica. Assim, ndo houve um planejamento
de instrumentos de pesquisa para descobrir causas relaciona-
das com a relacido professor-aluno, especialmente porque, nao
tenho conhecimentos de psicologia que me possibilitem traba-
lhar com estes conteﬁdos,.preferi ater-me aos aspectos rela-

cionados ao processo. de ensino-aprendizagem propriamente dito.

Porém, nao posso deixar de registrar algumas destas ob-
servacoes que, em certos casos, perturbaram-me momentaneamen-
te, guando ouvi, relatados por algum aluno, sentimentos e si

tuacbes por mim ja experimentados.

Alfa, por exemplo, disse que grava mais os contelidos quan

do tem afinidade com o professor.

Beta Se preocupou em nao errar para nao magoar o profes--

sor que lhe ensinou aquele contetido. Referindo-se a 18 ques-

t3o0 do teste, ele disse:

"Como foi a Sra. que deu a matéria, eu es-
tava pensando assim: 'Se eu fizer errado, vai
ficar xarope para mim e para a professora, por
que foi ela que lecionou’.”
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Zeta narrou um episdodio acontecido no 19 grau e ilustrou
bem a sua maneira de relacionar-se com os professores. Apesar
de longa, vou transcrever toda a observagao, porque a conside

ro sumamente importante.

"0 que mais me marcou foi na 8% serie, que
um professor ndo explicava nada. Eu sempre fui
apaixonada por Matematica, desde pequena eu que
ria ser professora de Matematica e sempre fui
daquelas alunas chatas, que queriam saber tudo,
o porqué das coisas, e este professor nao ex-
plicava nada, chegava na aula e dizia: 'Da pa-
gina tal a tal, estudem sozinhos'. Eu pegava o
meu livro e a cadeira, sentava ao lado dele e
fazia ele explicar tudo. Um dia em que eu nao
estava me. sentindo bem, fol a primeira aula em
que ele explicou e foi Geometria Plana. Eu es-
tava dormindo na aula, dai ele parou a aula e
pediu que eu explicasse o gue ele tinha expli-
cado. Eu disse que ndo estava me sentindo bem
e ndo ia explicar e ele me deu um alto sermao,
me xingou um monte porgue eu vivia enchendo o
saco dele para ele explicar e no dia emgue ele
estava explicando, eu nao estava prestando aten
cdo na aula. Me ralei na prova, depois daquela
vez ele se recusou a me explicar a matéria. Pe
guei recuperacdo em Matematica, estudei um mon
te e passei. O que mais me marcou em Matemati-
ca foi isto, desde la eu me interessei por Geo
metria Plana, eu fiquei com tanto odio que eu
queria s saber de Geometria Plana, para esfre
gar na cara dele.”

0 aluno Kapa identificou-se com uma professora gue era
minuciosa e acredita que comegou a gostar de Matematica quan-
do se "encaixou" no jeito dela. RO considera que gosta de Ma-

tematica porque teve, por muitos anos, a influéncia de um mes

mo professor, "que mais que um professor foi um amigo".Sao pa

lavras suas:

"Eu sempre tive um professor s0, desde a 6%
série e ele me acompanhou até o 3?9 ano do 29
grau. Ele era um professor que sabia lecionar,
inclusive era um dos professores melhores dami
nha cidade, entdo eu tive uma facilidade muito
grande; no 29 grau as minhas notas basicamente
foram s6 dez. Eu gostava de Matematica influen
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ciada pelo professor, eu ia até o coleglo, da-
va aula para o pessoal de recuperacao, me en-
trosava, e quando tu pre01sa ensinar alguém,tem
gque estar mais 'por dentro', porque as duvida
aparecem, entao tem que responder 'nao sei' e
o 'niio sel' a gente ndo gosta de responder."

A importancia do professor como um modelo para o aluno €,
assim, um fator a ser levado em consideracao. Seria interes-

sante analisar, por exemplo, os erros diretamente relaciona-

dos- & pratica de cada professor, para descobrir como a rela-

cdo professor-aluno esta imbricada neste contexto.




4.9. Os Conceitos de Demonstracdo Apresentados pelos Alu

nos e Outras Definicdes de Demonstragac

Na segunda entrevista, conversei com o0s alunos sobre 0

ensino de 19, 29 e 39 graus. Uma das perguntas que fiz a cada
aluno, foi a relativa ao conceito de demonstracdo e a necessi
dade de fazé-la. Nem sempre as respostas foram originais; va-
rios alunos repetiram chavées tais como "demonstrar & partir

da hipétese e chegar a tese", "demonstrar & provar que algo e

verdade".

Assim, menciono somente aquelas conceituagoes que mos-—

tram que o aluno tentou colocar sua propria ideia.

Relendo as conceituacgdes apresentadas pelos alunos e re
visando outros artigos onde diversas opinides sao emitidas,ve
jo que, como pano de fundo de todo este trabalho, esta a ex-
plicitagdao do tipo de atividade em que consiste a demonstra-
cdo de teoremas, ndo so do ponto de vista da logica formal ou
de escolas filosdficas como o Logicismo e ©O Formalismo, como
também do ponto de vista da Matematica real, considerada como

um produto social, mais de acordo com as idéias do Falibilis-

mo.
Conforme Abraham Moles,

"Demonstrar um fato € construir um senti-
mento de evidéncia deste em um individuo recep
tor ,comunicando-lhe uma mensagem cujos elemen-
tos formam uma série de evidéncias elementa-

res." (MOLES, 1981, p. 37) - .
A demonstracao de um teorema & uma mensagem. Nao tem uma

existéncia independente, vai depender do sujeito que faz a de
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monstracao e dos que a recebem.

Se um matematico cria uma demonstracao, ele logo quer di
vulga-la entre os colegas. Num primeiro estagio, verbal, ele
explica o que fez; se conseguir interessa-los, ele mostrara
a prova escrita e, finalmente, se esta tiver a aprovacao da
comunidade matematica, sera publicada, para gue a mensagem al

cance o maior nimero de pessoas. (DE MILLO et alii, 1979)

Bell (1976) considera que, sendo a demonstracao uma ati-
vidade essencialmente pilblica, o aluno sé apreciara a neces-
sidade de fazé-la quando se conscientizar do papel publico da

"quele conhecimento.

0 aluno Sigma ja chegou a esta constatacdo, pois respon-
deu a questdo sobre a necessidade da demonstracao da seguinte

maneira:

"pu estou vendo que ha necessidade agora,
porque eu estou lecionando, 52 e 6@ series; eu
acho ridiculo chegar 1la para os alunos e ensi-
nar uma equacgdo e dizer 'tu passas de um lado
para o outro e troca de sinal'. Eu sei que eles
estio acreditando, mas € uma coisa que eu sei
que ndo & bem assim. E uma coisa que eu nao ti
ve, cdai eu achei necessidade de mostrar, pois
de repente ele esquece da regra mas sabe como
é que se faz."

Sigma detacou que sempre foi "péssimo em Matematica",que
precisava de aulas particulares no 1?9 grau para Ser aprovado.
No entanto, no 29 grau, ele.comegou a gostar de Matematica, por
que os professores explicavam o porqué das‘coisas, nao davam,

apenas, formulas. Assim, ele desenvolveu-se de tal forma que

ingressou no curso de Matematica e ja esta lecionando.Nas suas

primeiras experiencias como professor, ja pretende oferecer




aos alunos um antidoto ao ensino mecanico, ensinando-lhes a
resolucdo de equagdes como gostaria que estas lhe tivessem si

do explicadas no 19 grau.

:

Davis e llersh acreditam que, no mundo real da Matematica,
as demonstracdes escritas servem para provar gque o autor con-
venceu, a si proprio e aos seus amigos, de que um determinado

resultado a que chegou é verdadeiro. (DAVIS & HERSH, 1988)

Mas em que constitui, afinal, uma prova matematica reco-
nhecida como tal? Novamente Davis e Hersh respondem:

"por mais chocante e perturbadora que pos-
sa ser, a verdade e qgue nenhuma resposta expli
cita pode ser dada. Pode-se apenas identificar
o que realmente € realizado em cada ramo da Ma
tematica." (DAVIS & HERSH, 1988, p. 71)

Algumas vezes, demonstra-se um teorema sem ter a minima
idéia da interpretacio geométrica, fisica, etc., que ele pos-
sa ter; simplesmente, usam-se as definicdes e propriedades ja
demonstradas e a Logica. Mas, desta forma, nao se esta fazen-
do Matematica. Apenas se joga com simbolos, pois, no momento

em que tiver que ser explicado aquele resultado, notar -se ~-a

que ndo se sabe faze-lo, porque nao foi internalizado.

A internalizacao de um conceito nido é feita da mesma for
ma para diferentes pessoas. Cada uma tem o seu quadro de refe

réncias, a sua historia em termos de conhecimentos adquiridos

e di a sua propria interpretacgao.

cada matematico, entdo, pode refinar uma demonstracgao,

no sentido de acrescentar-lhe novos passos € suprimir outros,

utilizando a propriedade em novos trabalhos e o conhecimento




inicial sera socializado.

A Matematica €,portanto, um produto social, criado e de-
senvolvido pelas interag¢des de muitas mentes. (GOODMAN, 1979)
As propriedades dos entes matematicos sdo idéias compartilha-
das, verificadas por varios tipos de raciocinios validos que
diferem de um ramo da Matematica para outro e de uma época pa

ra outra. (HERSH, 1979)

Porém, provavelmente, ndao € este o conceito que se passa
aos alunos, pois nas conceituagoes transparecem, algumas ve-

zes, a doutrinacao, outras vezes, a revolta.

Delta parece aceitar a idéia de que se deve justificar
passo a passo tudo o que é feito em uma demonstragao, ao di-

Zer:

"Por exemplo, citando um problema do dia a
dia, seria citar cada coisa que fizeste no teu
dia, o que fizeste de manha, passo a passo ...
seria mais ou menos isto. £ uma coisa logica,
que tu tens que explicar realmente o que esta
acontecendo. ali, tudo o que tu ves."

Depois destas observacgdes, ainda reforgou a idéia, enume
rando em seqfiéncia as ac¢les: "...escovar os dentes, lavar o

rosto, pentear o cabelo...".

Colocada desta forma, uma demonstracdo € algo rotineiro,
enfadonho, metodico, que nao exige criatividade. Suas pala-

vras lembram outras de Kline: "...pedir ao estudante que cite

axiomas nas operacgdes com numeros é como pedir a um adulto que

justifique cada ato que faz depois que se levanta de manha".

(KLINE, 1976, p. 65)




Zeta mostrou como estava se sentindo revoltada em rela-

cido as demonstragdes, quando tentou explicar o seu conceito:

" Tem que explicar o porqué, mas tudo o
que tu sabe, tu nao sabe. Tu tens uma hipétg
se e uma tese, entao parte da hipotese e tem
que chegar na tese, tudo em passos que tu ja
tenhas a definicdo, tu nao pode usar nada mais
gue aquilo, tu ndo pode usar o que tu ja sabe,
tem que sempre aplicar as definigoes certas.Tu
tem que usar as que vem antes, as que tu ja
sabe que vao vir depois, esquece, mesmo que fa
cilite.”

Fazer Matematica desta forma nao é um prazer, & um sacri
ficio! A aluna esta manietada, presa a uma camisa de forga,re
presentada pelos axiomas e teoremas de uma determinada teoria,
em uma determinada ordem e nao pode, sequer, utilizar conheci
mentos anteriormente acumulados. Ndao ha criatividade, a de-
monstracdo é apresentada como se tivesse sido feita por uma
maquina, por um computador que "checasse" cada passo apresen
tado. Alids, esta idéia nio & nova, alguns autores ja criaram

programas de computador que demonstram teoremas. ( NEWELL &

SIMON, 1958)

Mas como diz Hersh (1979), quem esta acostumado a encon-
trar erros em programas de computador (debugging) sabe que a
tarefa nio & facil e que ndo se pode garantir a perfeicdo de
uma prova feita por uma maquina, ja que esta faz o que o pro-

gramador, falivel, estabelece.

Podem ser considerados dois momentos na demonstracgao de

um teorema. Numa primeira instdncia, o matematico cria a de-
monstracgao, estabelecendo 0s seus passos principais, de manei

ra informal, despreocupando-se dos detalhes que ele sabe que




poderd provar depois. Num segundo momento, se deseja apre-
sentar a demonstracdao a comunidade matematica, ele o faz de
uma maneira formal e rigorosa, para que a prova seja vali

da.

Querer que o aluno, iniciante no aprendizado de demons,
tracdes, Jja as realize com todo o rigor e formalismo, é
podar-lhe a criatividade e inutiliza-lo para o trabalho ma

tematico produtivo.

Também, como contestagdo quanto as exigéncias dos profes

sores, apareceu a observacao do aluno Alfa:

"Se o professor da, a gente aceita como ver
dade. Nos colégios de 19 grau, impoem as coi-
sas, a gente esta acostumado a aceitar como o©O
professor disse, como verdade, muitos poucos
se animam a perguntar 'por que?'. De vez en
quando a gente pergunta, dai eles dizem ' isto
se demonstra' e a gente entende, mas em deral
dizem que é verdade porque o professor falou
que e.”

Portanto, Alfa acha que a demonstracao deve ser feita exa
tamente para que as coisas nao sejam dadas prontas, como um
desafio que o aluno impdOe ao professor que nao quer lhe dar a

oportunidade de descobrir por si. Ja que o professor impoe a

verdade, o aluno lhe desafia a que a prove, a que pelo menos

a prove, ja que tera que aceita-la dali por diante, sem té-la

descoberto.

0 aluno Kapa, coerente com o que ja havia criticado no

curso, respondeu as perguntas sobre demonstracdo com uma lon-
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ga explicacdo que transcrevo na integra, pelas ideias impor-

tantes que levanta:

" uma pergunta que eu tenho me feito ul-
timamente e talvez eu tenha procurado uma res-—
posta para justificar, nao que esta resposta se
ja realmente a minha. As pessoas dizem que de-
senvolve o grau de raciocinio. Eu acho que de-
senvolve o grau de raciocinio mas, devido a mi
nha maneira de demonstrar, eu acho que desen-
volve muito mais o grau de abstracdo. ..também,
nao e? Nao sei se sao iguais. Por exemplo, o0s
professores de (X) dizem que tu precisasde (X)
para saber raciocinar e planejar uma aula,é co
mo justificam a cadeira para nos. Agora,eu acho
‘que certas demonstracOes de certos teoremas nao
tém por que existir no curso; tem muita coisa
que & justamente aquilo que justifica as outras
matérias que nds vamos lecionar no 19 e no 29
graus, que sao importantes a gente saber. Mas
teria que analisar muito bem, porque nesta his
toria de de repente ter que demonstrar para
aprender a raciocinar, as pessas se perdem ...
ou o curriculo...ndo sei de quem €& a culpa."

Em suas observacgoes estao. presentes inquietagoes com o}
curso e com as razdes que determinam a escolha de determina-
dos conteldos, demonstrando que o velho chavdo "a Matematica

ensina a pensar", ja ndo se sustenta mais.

fpsilon, opinando. sobre a utilidade da Matematica,disse:
"Até os professores dizem que utilidade na vida pratica nao
tem, mas serve para desenvolver o raciocinio". Mesmo assim, mos
tra que nao aceitou o chavao, pois opinou sobre o trabalho que

deveria ser feito no sentido de mostrar aos jovens a utilida-

de da Matemética na solucdo de problemas da vida pratica:

"Deveria comecar este trabalho guando en-
tra na faculdade de Matematica,porque isto de-
sestimula muito o pessoal, da para ver pelo nu
mero que continua, a maioria pede transferén-
cia, reopcdo, porque vé que aquilo ali esta mui
to abstrato, nao esta ligado com o fato concre
to."




174

Pelas respostas dos alunos, parece-me que ha uma mudanga
quanto a concep¢do de demonstrag¢do e uma revolta quanto as exi
géncias formalistas que, por varios anos, alguns professores
(e autores de livros-texto) tentaram impor aos alunos. Viven-
do em um mundo em constantes transformacdoes e em uma socieda-
de que procura criticar e contestar valores estabelecidos, os
jovens se posicionam frente ao ensino que recebem e questionam
a validade de certos conteldos e a forma de apresenta-los.Seus
posicionamentos evidenciam a revolta contra as regras pré-es-—
tabelecidas que impedem o desabrochar da criatividade, contra
a falta de consisténcia de certas justificativas dadas pelos
professores e salientam, também, o desejo de estudar uma Mate

matica mais voltada para os problemas de sua época.

ds pressupostos do Falibilismo, no que tange a um ensino
baseado na historia dos conceitos matematicos, nas necessida—
des de uma época, nas aplicagoes daqueles conceitos a proble-
mas reais da vida atual, estariam mais proximos dos anselios
dos alunos e seriam justificativas bem mais convincentes no
planejamento de uma disciplina de um curso de Matematica, ja

que substituiriam os lugares-—comuns tantas vezes utilizados

pelos professores na justificativa.

Ao responder sobre a necessidade de fazer uma demonstra-

cdo, algumas vezes apareceram embutidas as frases feitas, o0s

conceitos estereotipados do que seja a Matematica.

Respondendo 3 pergunta "é necessario fazer demonstragoes?"

RS emitiu um conceito rigido de Matematica:

"Eu acho que sim, eu acho gue € muito im-
portante. porque tuy estas tendo o fato concreto
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na tua frente, tu estas comprovando com itens
... e a Matematica é uma coisa exata, € ou nao
e,... Eu acho gque é importante, apesar de que
eu nao gosto de demonstragao."

Como diz Bruner, se a criang¢a aprende a aplicar certas
receitas, sem compreender seu significado, ela é "levada a
crer que a coisa mais importante para ela é ser exata -embora
a exatidio tenha menos a ver com a matematica do que como cal

culo”. (BRUNER, 1968, p. 36) Talvez, por enxergar a Matemati-

ca desta maneira, RO ndo goste de demonstrar teoremas.

Outra resposta curiosa para a necessidade de demonstracao

foi a do aluno Beta:

"Talvez seja para ndo deixar duvidas, para
dizer que funciona mesmo, porgue na Matematica
as coisas sdo meio assim por cima, meio avoa-
das, tem que imaginar bastante... Eu demonstra
ria para dizer que uma coisa e loglca,que eles
nao pr901sar1am gravar por formulas, & sO pen-
sar um pouco.’

Apesar de ndao entender bem o que significa "assim por ci

ma, meio avoadas", fica evidente que o aluno se refere a abs-
tracdo. Reitera-se a afirmacao de que a Matematica & "o reino

das abstracoes"”

Mas o abstrato nio estd em um nivel superior ao concreto
ambos tém suas raizes na mesma realidade e sdo duas instancias
interligadas da investigagdo organizada desta realidade, "...
para descobrir a esséncia dos seres e dos fendmenos e as leis

que os regem com o fim de aproveitar as propriedades das coi-

sas e dos processos naturais em beneficio do homem." ( PINTO,

1979, p. 30)

vVoltando ao aluno Beta, em outro momento da entrevista,




ele havia dito:

_ "Foi no fim da 72 série que eu aprendi que
ndo precisava decorar regras, a unica regra que
talvez precisasse decorar era a do vezes e a
do dividir, que aquilo la eu ainda nao parei pa
ra pensar por que acontece, porque as outras

eram logicas."
vé-se, entdo, que a sua nogdo de regra "logica" comporta
contradigoes, pois ele considera que a demonstracao serve pa-
ra "dizer que uma coisa & ldégica" e, no entanto, ndo acredita
que as regras de sinal para a multiplicacdo e a divisao sejam
logicas, pois estas ele precisou decorar. E por que ele as de
corou? Por que ainda ndo "parou para pensar"? Talvez porgue
sua visio da disciplina seja compartimentada; para ele a Mate
matica é um conjunto.de regras e formulas, umas para serem de
coradas, outras para serem pensadas e todas para que possam:pra
ticar exercicios e resolvé-los corretamente nas provas. Pare-
ce-me que esta €& sua preocupag¢do maior, pois colocou em outro

momento: "Tu pode até saber, mas se tu ndo pratica tunao vai

te lembrar. E é na hora da prova gque €& importante”.

Assim, o ensino. de um conhecimento compartimentado, dis-
sociado da realidade, nao apresentando solugOes para 0s pro-
blemas que ela comporta, produz, no aluno, uma visao estreita,
onde a preocupagao nao & com o saber, com a investigacao da

esséncia das coisas, mas com as provas de verificacao.

Outra caracteristica da Matematica e o trabalho com gene

ralizacdes. Esta ideéia estd por tras da resposta de Lambda a

questdo sobre a necessidade de fazer demonstracoes:

"Fu acho que tem necessidade da demonstra-
cdo para mostrar que aquilo e exato, que aqui-
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lo ali nio funciona num caso s6, ele vai fun-
cionar sempre."

Lambda, nesta medida, captou um dos conceitos mais impor
tantes da Matematica: o.de generalizac¢do. Usando a generaliza
cdo se faz a investigacdo metodica da realidade, partindo ée
casos particulares e descobrindo as leis que regem um determi

nado fenomeno.

Parece-me, portanto, que as causas dos erros cometidos
em demonstracdes tém componentes mais profundos. Os conceitos
estereotipados e compartimentados da Matematica e a visao ri-
gida e formalista das demonstracdes sao transmitidas aos alu-
nos em qualquer dos niveis de ensino, dificultando-lhes a com
preensao de que o trabalho matematico é uma das tarefas huma
nas em uma determinada sociedade e época, com o objetivo de
entender as dificuldades desta mesma sociedade e propor solu

cbes para a resolucdo de seus problemas.

Assim, reconhecendo a importdncia do diagnostico das cau
sas dos erros, parece-me gque sua correcao envolve, também, fa

tores anteriores ao processo de ensino-aprendizagem, localiza

dos nos pressupostos tedrico-filosoficos que embasam oS curri

culos e as praticas docentes em um Curso de Matematica.
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4.10. Consideracoes Finais

Encerrada a andallse e apresentadas as conclusoes, venho
ainda fazer algumas observagoes que, se colocadas no final,nao

sdo por isso menos importantes para o trabalho como um todo.

Trabalhei com onze alunos; propus-me a fazer um estudo
particular, para analisar e classificar os erros cometidos em
demonstracoes de Geometria Plana, com o objetivo de detectar
suas possiveis causas. As conclusées a que cheguei sao,portan
to, validas para esta disciplina, para estes alunos, para es-

te curso, para esta situacao e momento e com estes personagens.

O0s resultados que obtive poderdo servir como sementes de
novas idéias, de novas indagag¢oes, de novas hipoteses a serem
testadas em outros grupos de alunos, em outras disciplinas e

em outros cursos.

concluido o trabalho, jogo novamente a minha rede, agora
em direcdo ao nosso mar particular, aos professores e alunos
do curso de Licenciatura Plena em Matematica da PUCRS, para
que as descobertas feitas possam auxiliar no trabalho com a

nossa realidade e a ela adequar a pratica, docente e discente.

Se outros colegas e pesquisadores validarem a pesquisa,
os seus resultados poderdo ser aproveitados e utilizados como

ponto de partida para novos trabalhos ou para o desenvolvimen

to de novas idéias. Por outro lado, a satisfacao de uma etapa

concluida ja me impulsiona a jogar outras redes em outros ma-
res e a tentar novas experiéncias nestas aguas ainda pouco ex

ploradas da analise de erros.




5. ANEXO



5.1. QUESTIONARIO
Prezado Aluno (a):

para apresentacdo dos resultados da pesquisa gque estou
realizando, preciso, também, de alguns dados a seu respeito.

Pediria, portanto, que preenchesse este questionario.

Obrigado!

2. Idade: «eceeen
Escola(s) onde cursou o 19 grau (indique, também, se e pu-

blica ou particular) e local:
Escola(s):‘CC.-..CQ..Ib..-'......ﬂ.......C"..Q...’...‘.l.

Cidade(S) feeevsssareessscsnssensssanssososessnsasevaoaainess

Escola(s) onde cursou o 29 grau (indique, também, se € pu-
blica ou particular) e local:

ESCOla(S}:...-.....n..-....-....-..-.-.-....-.-.-..o...-.o

Cldade(s)

Ano e semestre de ingresso no Curso de Licenciatura em Ma-

tematica da PUCRS: «eeacoravocanossscsssssssscaassnnsancas

Das disciplinas listadas a seguir, indigue as gue cursou,

assinalando com um X sua situacao em relacgao a cada disci-

plina:




\gitua(} ao

Disciplinas

Aprovado

Reprovado,

neste sem.

Reprovado{Cursando

repentindolainda néot pela

repetiu 12 vez

Desenho Geom.e Geomd

Descritiva

Geometria I

Fundanmentos deMat.I

Calculo Dif.na Reta

Geometria II

Geometria Analitica

calculo Int.na Reta

Algebra A

Algebra B

calculo Dif.eInt.lII

Cilculo Dif.eInt.IV

Algebra C

Mat.Financeira I

Conteudos e Metod.

p/Ensino de Mat. T

Algebra D

Algebra Linear

Contetdos e Metod.

p/Ensino de Mat.II

Matem. Aplicada A

Fundamentos Mat. II

Analise Matem. A

Conteldos e Metod.

p/Ensino de Mat.III

Pratica Ensino Mat.

Matematica Aplic. B

Analise Matem. B

R

Probabilid.e Estat.M
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