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R E.S U M O

O presente trabalho busca analisar e classe.ficar erros

cometidos por alunos universitários ao realizar demonstrações

em Geome fria .

Os participantes da pesquisa, alunos de um curso de Ll--

cenciatura Plena em Matemática, real i.zaram dentonstrações de

proposi.ções de Geometria Plana e suas soluções, tanto orais

como escritas, foram anali.sadas com o objeti.vo de classificar

os erros detectados e tentar descobrir as suas causas subja-
centes .

As conclusões sobre as causas dos erros envolvem aspec-

tos do processo ensino-aprendizagem de Matemát:Lca, conceitua-

ções sobre demonstração de teoremas e, também, considerações
sobre a influência da filosofia da Matemática que norteia a

prática docente e a elaboração dos currículos de cursos de Ma
temáti.ca



ÀBSTRACT

The object of thls paper is to analyse and classify

errors made by college students as to demonstration in Geome-

try

The subjects, students of undergraduate school in a Ma-

thematics course,demonstrated propositions in Plane Geometry;

their solutions, both in oral and wrltten forra,fere analysed.

the errors were classifled and their possible caules discus-
sed .

The conclusions about the causei of the errors are rela-

ted to the teaching-learning process i-n Mathematics, as we]].

as to the concepts about proofs of theorems.

Finally, considerations are made about the phylosophical

aspecto of Mathemat=ics that may influence the teaching acti-
vity and t:he elaboration of curricula for the courses of Ma--

thematics .



l . INTRODUÇÃO

liá multo tempo leci.ono em cursos de Licenciatura.em ciêg

clãs e Matemática, e, ao longos dos anos, fui preocupando-me

cada vez mai.s com as dificuldades encontradas pelos alunos ao

demons trai teoremas .

De lei.tuna eln leitura, de conversa em conversa, de reu-

nião em reunião, ful me convencendo de que esta preocupação

não é ori.final. A maiori.a dos colegas se queixa de problemas

deste tipo; os co].egos de outras universidades também se man.}
testam no mesmo sentido; as alas de reuniões e congressos de

[tatemãtica evidenciam estas preocupações nos participantes;os

artigos em publicações sobre Educação Matemática relatam peg.

quisas e apresentam sugestões para solucionar o problema.

Nos Últi.mos anos, coletes empiricamente as respostas da-

das por meus alunos a questões escritas que envolviam demons-

trações de teoremas e notei que certos tipos de erros se repg
Liam metodicamente, ta.is como: a introdução na demonstração

de afirmati.vas ]l)rovenientes, apenasl da percepção visual da

figura, o uso da tese como um elemento da hipóteses o mau uso

da ]-i-nguagem matemãEI.ca, entre outros de menor incidência.
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Proponho-me, agora, de uma forma sistemática, a analisar
e classificar o!; erros cometidos nas demonstrcações de teore-

mas de Geometria, com o objetivo de detectar cRS suas possíveis

causas, e poder. desta forma, reformular a minha prática e con--

tribuir para a reflexão sobre o ensino de Matemática de uma

forma geral .

Os onze alunos parti-cipantes can os (;uais se realizou a pes--

guisa curvam a Licenciatura Plena em Matemática na PUCRS, uni
versidade onde trabalho. A cada aluno foi- proposta.a demonstra!

ção de três proposições de Geometria Plana; o alunodeverla ex

plicar seu raciocíni.o ao procurar resolver o problema e,apósr
escrever a demonstração. Suas verbali.zações foram gravadas e

transcritas para posters-or análise. Na entrevista seguinte,os

erros cometidos foram discuti-dos com o aluno, com Qi.smas a dg

tectar as causas suk)jacentes.

t

b

Esta investigação parte do pressuposto de que os erros

cometidos pelos al-unos nas demonstrações de teoremas estão rg

lacionados com o processo de ensino--aprendizagem,. em qualquer
um dos níveis; com o abandono do ensino de Geometria Deduzi-va

no 19 e 29 graus; com o excesso de rigor e formalismo que ex.}

cimos nas demonstrações desde o Início do Curso de Matemática
e com a falta de explicitação de uma filosofia da Matemática

que norteie a pratica docente



2 . UMA VISÃO GERAL DO ASSUNTO

2 . 1 . Uma visão Histórica

No decorrer da década de sessenta, o Brasil foi palco de

uma série de acontecimentos que, de uma forma ou de outrarcol!
tinuam a influenci.ar a vida do País. Em termos de educação,

as mudanças foram profundasr em todos os níveis, com a aplica

ção das Leis 4024/61 (Lei- de Diretrizes e Bases da Educação

Nacional), 5540/68 (Lei da Reforma Universitária) e 5692/71(DI
retrizes e Bases do Ensino de lo e 20 Graus)

Quanto à Educação Matemática, os problemas decorrentes
das mudanças educaci.onais citadas uniram--se àqueles origina-

dos pela reforma da Matemática Moderna.

No início da década de cinqüenta, eclodiu nos Estados

Unidos e também na Europa um movimento que ficou conhecido cg

mo a reforma da Matemática Modelnar cu:jas raízes eram a chama

da "Crise dos Fundamentos" e as modificações introduzidas na

Matemática pelo desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos.

Nos Estados Unidos, desde o início do século, foram fei--

tas pesquisas com o objetivo de modificar os currículos de Mg

temática. A 2õ Guerra Mundo-al propiciou o desenvolvimento da
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Matemática Aplicada e a introdução de alguns tópicos como Es-
tatística e Programcação Linear nos currículos universitários.

É, porém, aceito que o lançamento do satélite soviéti.co Sput-

nik, em 1957, foi o estopim de que necessitavam os reformis-

tas para conseguir recursos a seus projetos de modificações

nos currículos de Matemática, o que, segundo eles, permitirá.a

aos americanos volta.rem a ter a superioridade em Ciências e

Tecnolog ia .

No Brasil, considera Rodei-gues (1978) que o ponto de pal.

tida para o movimento da reforma foi o lo Congresso Brasilei-

ro de Ensino da Matemática, rea]izado em 1955, em Sa].vador.

Nas conc].usÕes do plenário, foi sugerida a organização de no-

vos programas para o ensino de Matemática em nível secundaria

Em 1957, em Porto Alegre, realizou-se o 2e Congresso, no qual

a professora Odila Barrou Xavier, do Insti.tuta de Educação Cg

neral Flores da Cunha, propôs um programa de Matemática para

o curso normal que incluía teoria dos conjuntos, correspondêB
cia biunívoca e diferentes sistemas de numeração. Outros pro-

fessores propuseram modificações, como Ubi.ratan DIAmbrõsio,que

sugeria, para o curso secundário, o estudo de conjuntos e es-

truturas algébricas, bem como de transformações geométricas.

\

}

Já no 3e Congressos realizado no Rio de Janei.ro em 1959,

foi sugerido que algumas escolas fizessem experiências com a

introdução da Matemática Moderna. Em 1961 fundourrse em são Pag

lo o GEEM (Grupo de Estudos do Ensino da Matemática) , baseado

no SMSG (School Mat.hematics Study Groupr da Vale University)

Est:e grupos no 4Q Congresso Brasileiro de Ensino da Matemáti-

ca, em 1962. em Belém do Para, apresentou um prometo de incor
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poração da Matemática Moderna aos currículos dos cursos prima
rio e secundar io

Conforme Rodei-gues, a introdução da Matemática Moderna ,

sem a devida preparação do corpo docente, trouxe desalentado

ras conseqüênci.as para o ensino da Matemática,constatadas nos

pri-melros semestres dos cursos universitários

npO= não se darem conta de que amador pal
te do professorado secundário brasileiro não
tinha formação adequada, devido a seu recruta-
mento em outras áreas profissionais, acabaram
por está-mulas o emprego abusivo das noções elg
mentores destas teorias e provocar o abandono
de técnicas importantes como o calculo aritmé-
tico e algébrico, a resolução sistemática de
problemas e, em mui.tos casosr como vem ocorrem
do no Rio Grande do Sul, desleixaram o trata
mento dedutivo da Geometria Eucli.deana,reduzia
do-o a simples aplicações de teoremas não de-
monstrados." (RODRIGIJES, 1978, P. 16)

Beatriz D'Ambrósio também considera que a Geometria Eu

clideana foi vítima das modificações do currículo,ao ser abol

dada de uma nova forma

i'Esta nova abordagem. para ser fei-ta de
acordo com os princípi-os da Matemática Moderna,
desenvolveu a Geometria através do uso de veta
res e transformações, baseada na proposta traz
cesa. (...) As mudanças eram baseadas na Álge-
bra Linear e, devido ao ri.gor e ao formalismo,
estavam aquém do entendimento de muitos p:Safe.g
goles e alunos. COnseqtlentemente, este tópico
era geralmente relegado ao Último mês do ano
escolar e raramente trabalhado apropriadamen--
te." (D'AMBRÓSIO, 1987, P. 211)+

Realmente, os professores não tiveram tempo para estudar
!.

â:

os conteúdos de Matemática Moderna e passaram a lecioná-los

com base nos li.vãos didãticos que tinham que adorar,muitas vg

XQ texto orzgznal está escrito em inglês e a tradução foi mi
nha, asse-m como de todos os outros textos em língua estran
beira citados neste t:rabalho. i.
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zes memorizando com:eúdos e até metodologia

Ainda de acordo com Beatriz D'Ambrósio, o movimento bra-

sileiro utilizou o americano como modelo, mas teve, ainda. a

i.afluência de outros educadores europeugrcomo Dlcnes,PapyfLu-

cienne Félix, Dieudonné e Gattegno. Os programas estrangeiros

baseavam-se em premissas diferentes e, ao combina-los sem uma

analise crítica, os brasileiros criaram um currículo inconsi.g

tente. Nos Estados Unidos, a reforma teve como foco a prepara

ção de ci.ente.star e matemáticos; na Europara preocupação foi
com a melhora.a dos programas para os estudantes destacados. O

Brasil, na época. tentava expanda.r quantitativamente o siste-

ma de ensino para oferecer oportunidades educacionais para tg

dos. Assim, os objetivos estrangeiros não eram adequados ao

nos se ens i.no .
}

A ênfase no rigorr na axiomatização, no conceito de es-

trutura e na uni.ficação da Matemática através da Teori-a dos

Conjuntosr apresentadas desde o 10 até o 30 grau r muitas ve-
zes sem a preocupação com a adequação dos conteúdos ao nível

de desenvolvimento cognitivo dos alunos, gerour nos anos em

que o movimento teve maior influência, grandes di.storções no
ensino de Matemática no Brasil.

Assim, apesar dos esforços de alguns grupos de estudo,

com a finalidade de modificar a situação em nível de le e 2e

grausr parece'me que ainda .conviveremos por mui-to tempo com as

conseqüências desastrosas da implantação da Matemática Moder-
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2.2 As Correntes .Fi].osófi.cas da Matemática

O pano de fundo para a situação em que se encontram os

alunos e professores de Matemática fol apresentado no item

anEeri-or. Com poucas exceções, os professores de 19, 2ç) e 3ç

graus foram formados dentro de uma universidade sofrendo as
consequências dc& Reforma de 1968 e tiveram que lecionar Mate-
mática Moderna sem realizar seu estudo aprofundado. .Assim, os

alunos que chegam ao curso de Matemática, salvo exceções, têm

algumas noções de Geometria Plana, apresentadas de, forma rãp.L
da, sem o tratamento dedutivo que daria uma base para um esta

do axi.omáti.co nos cursos universo.táxi.os.

Ao ingressar em um curso de Matemática, a maioria dos

alunos reclama muito do rigor e do formalismo exigidos

nas demonstrações de teoremas, cuja razão de ser nãopodempel.

beber

Qualquer professor terá ouvido, muitas e muitas vezes, a

pergunta: "Mas para que demonstrar se eu já sel que é venda--
de?" ou, o que é pi-orl a interrogação: "Já terei-nou a demons-

tração?" Será que o professor sabe dar uma resposta à primei-

ra pergunta? Como tclrá pensado o aluno durante a demonstração,

quando faz a segunda pergunta? Estas interrogações não têm uma
resposta simples nem única, porque dependem de inúmeras vara.ã
veia, inclusive da. filosofia da Matemática esposara pelo pro--

fessor, que esta por trás da apresentação dos conteúdos e que
muitas vezes sequer é percebida por ele

Cabe, em rápidas pinceladasr salientar as principais col.

rentes de filosofia da Matemática, de forma que se possa en-
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tender as implicações das suas idéias na prática dos professa
res

Para Platão, os; entes matemáticos existem =1.ndependente-

mente da consciênci.a dos indivíduos, em alguma região ideal,

em um "mundo das idéias"; a Matemática consistiria, portanto,

na descoberta destes entes, suas relações e propriedades.

AristÓteles também desenvolveu uma filosofia da Matemáti-

ca,em alguns aspectos oposta a de Platão. Conforme Kórner,ele

"... di-sti.ngue nitidamente entre a possibiJ-idade de se abs-

trair (. ..) unidade, circul-aridade e outras característicasmg

temáticas de objetos e a existência Independente destas caras
terísticas ou suas instâncias, isto é, unidades e círculos."

(KORNER, 1985, p. 20) . Nesta perspecElva, a Matemática conste

tida no estudo das abstrações matemáticas a partir dos obje-

tos do mundo perceptível

No início deste século, ocorreu a chamada "Crise dos FuD

lamentos", em que três escolas expunham seus pontos de vista

sobre a Matemática: a Logicista, a Intuicionista e a Formalig

ta

os Logicistas, cujo expoente máximo é Russell, acreditam

que a Matemática reduz-se à Lógica, que os conceitos matemát.}

cos são definÍvei.s em termos de conceitos lógicos e os enun-

ciados matemáticos verdadeiros podem ser demonstrados a par-

ti.r de pri-ncíplos lógicos .

o Inl:uiclonismo, escola chefiada pelo holandês Brower, ag

severa que as entidades matemáticas são criadas pela inteli-

gência humana, que a Matemática é' o estudo dos processos de
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construção efetuados pelos matemáticos, com base na intuição.+

( COSTA , 1 9 6 2 )

O Formali.smo tem suas raízes no método axiornãtico, praz.L

cado já por Euc.Lides. Numa Eeor3-a axlomatlzada, escolhe-se um

certo número de conceitos e proposições pri.altivas e sobre eles

edifica-se a teoria, aceitando novos conceitos somente quando

definidos a partir dos primitivos e novas proposições somente

quando demonstradas a partir das anteriores.

O Formalismo, criado por Hilbert, pretende transformar o

método axiomãtico na própria essência da Matemática; estla se-

ria um jogo, respeitando certas regras previ.agente fixadas e

tendo o cuidado de não chegar a contradições.

Tal concepção a respeito da natureza da Matemática esta

na base da obra de 13ourbaki e influenciou sobremaneira a Mate-

mática Moderna; a ênfase na axiomatização, no rigor, no simbg

lismo, muitas vezes degenerou em um ensino na base da memori--

cação, sem raízes no real, no concreto, no hi.stórico.

Os resultados publicados p.or GC5del em 1931 abalaramo Fol.

malismo, estabelecendo que a consistênci-a é incompatível com

a completude. Há consistência em uma axiomática se não forpo2
cível demonstrar umca proposição e, si-multaneamente, a sua ne-

gação; há completude quando todo enunciado ou é demonstrável

ou sua negação o ê.

Como nenhuma das escolas resolveu a Crime dos Fundamen

+ O Intuicionismo é, portanto, um Construti.cismo, como foi- o
Fi.nitismo de Kronecker: "Deus criou os números naturais, o
resto é obra dos tlomens"

F
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tos, a par de novas formulações para as conceF)does logicistas,
intui.sionistas e formalistas,temos outras Influênci.as na silo

sofra e no ensino da Matemática, comor por exemplo, as idéias
de Polca e dd Lakatos. PoJ-ya i:tcrcdlta iiit i.trLc (liu dcscobcrLzi c

na força do raci.ocínío plausível, que sustenta as conjeturas
fei.tas na descoberta de novas verdades.

Partindo de um exemplo de Polya, Lakatos,em sua tese dou

tonal, "Poofs and Refutatíons", apresenta um dialogo entre um

professor e seus a]«finos, no qual., a part:Lr de um probl.ema Q

de uma conjetura, a Matemática é vi.sta como processo em desen

volvimento e não como produto acabado.

O Fallbili.smo, concepção fundamentada nas idéias de Laka

tos de que a Matemát:i.ca é falível e corrigível, de que ela

cresce por meio de críti.cas e correçÕes, descreve o que a Ma-

temática é e não o que deve ser

Dava.s e Hersh são os defensores atuais destas i.déias; nes

ta concepção, a Matemática é vista como parte da nossa heran-

ça cultural, com raízes históricas e sociais, cujo desenvolvi
mento é impulsionado pelos problemas e necessi.danes de cada

época e de cada cultura .

O Falibilismo não abandona o simboli.smo, as demonstra-

ções, o rigor; simplesmente mostra que uma demonstração pode

ser reformulada várias vezes, conforme os critérios de rigor

e precisão aceitáveis pela comunidade matemática de cada épo-
ca

Ao que tudo Indica. os professores de Matentática, de uma

maneira geral, nutremnse com um pouco de cada uma destas con-
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cepções filosóficas; não param para pensar no que acreditam

realment:e, misturando as idéias numa salada "indigesta" para

os alunos .

Desta forma, as demonstrações que o professor apresenta

vêm i.mbuídas desta concepção eclétíca de Matemãti.ca, aparecem

do gera].mente temperadas com pitadas de Logic.l-smo e Formalis-

mo

;-
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2.3. Considerações sobre Lógica, Pensamento LÓg4:çS) g !)e

néon s t raçõe s

Para ent:enter os erros nas demonstrações de teoremas, é

necessário e].uc](]ür o que se entende L)or c]amonstrüção do po)t

to de vista da LÓgi.ca. Cabe, no entanto, primeiramente, esc].2

tecer com que Lógica se trabalha e qual a relação entre LÓgi--

ca e pensamento ].ógico.

É di.fícll defina.r o que Ó LÓgIca. Muitos autores esqui-

vam-se da questão; Mates (1967) , por exemplo, sugere que, as-

sim como a melhor resposta àÉ perguntas "0 que é Matemática?')

"0 que é Física?" seja. talvez, "você poderá deck.di.r depois
de saber o que fazem os matemáticos ou os fís:i.cos", também em

relação à Lógica deve--se entender do que ela trata e como o
faz

Define Stanley-Jevons que

"... a LÓgi.ca é a ciência do raciocínio,
que ensina a distinguir entre o racioci-nar bem
que conduz à verdade e o raciocinar mal,que .tg
tos os dias é causa de erros e desastres." (Jg
VONS , 1 925 , P. 9)

Para Irving Comi, o termo "lógico" e uti]i.zado na ].i.ngua

gem corrente como s=i-nânimo de "razoável"; asse-m, o :estudo da

LÓgi.ca seria "... o estudo dos métodos e princípi-os utiliza-

dos para distinguir o raciocínio carreto do incorreto." (COPA.

1973, P. 17)

A Lógica tem sido definida.como a ciêncicã das leis dopeE
lamento, mas esta definição não é exala, pois quando se recai

da algo, quando se i-magma uma situação, quando se deixaope2
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lamento vagar seguindo associ-anões livres, não se está desen-

volvcnclo uma at:ivi.ande pl-arejada e slsl:emát.lca, não se est:ã
desenvolvendo um raciocínio .

Também não é adequada a definição de LÓgIca como cIêncIa

do raciocíni.o, poi.s, sendo o raciocínio um t=i.po especial de

pensamento, também é estudado pelos psi.cÓlogos que, no entan-

to, estão interessados no percurso através do qual a mente cale

ga às suas conclusões, enquanto que os lógicos só se i.nteres-

sam pela correção do processo, uma vez concluído.

Dewey afirma que a melhor maneira de pensar é o emprego

do pensamento reflexa.vo, que consiste em ". . .examinar mental--

mente o assunto e dar-lhe consi.deração séria e consecutiva."

(DEWEy, 1959, P. 13). Ainda segundo o mesmo autora o pensamen

to pode ser considerado sob dois pontos de vista diferentes ,

que ele denomi.nou "processo" e "produto". o processo é o pensa

mento real que ele também denomina de psicol-Ógico.Consiste em

todo o caminho percorri.do em busca de uma conclusão; o prado--
to é a conclusão pronta/ a forma IÓgi.ca sob a qual se reveste

o resultado do processo sistemático de obtenção da conclusão.

É claro que ao demonstrar um teorema, o aluno deverá ut.L

lizar o pensamento refJ-exlvo para chegar ao produto, que é a
demonstração prontas acabada, com todos os seus passos justl-

fi.cados. Seria interessante analisar os processos mentais, o

caminho percorrido pela mente do aluno, o Ir--e--vlr na busca

de uma so].ução. Estar no entanto, é uma tarefa demasiado ambl

ciosa, que está além dos lImItes da presente pesquisa. Contei

tar-me-ei em analisar aqui.lo que foi- verbalizado ou escrito

durante a realização do trabalho .proposto. objetivando detec-
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tar os erros e suas possível.s causas dentro do processo de e2

s :l.no --apta ndi z aq em .

Voltando a Copa, a LÓg].ca sÓ se Interessa em saber se a

conclusão a que se chegou deriva das premissas utilizadas:

"Se a conclusão se depreende das pranissas,
isto é,se as premissas constituem um fundamen--
to ou uma boa evidência da concl-usão,de modo que
afi.amar a verdade das premissas garante a afi.l
mação de que também a conclusão é verdadeira, .en-
tão o raciocínio é corneto. Eh caso contrari-o,
é incorreto.A distinção entre o raciocínio corneto
e o incorreto é o problema central de que tra-
ta a l,ógica." (COPA, 1972, P. 19-20)

Para que se tenha alguns eJ-ementas que possibiJ-itema aig
cussão sobre o rabi.ocínio lógico e as deduções, prece.sa--se i-n.L

ci.aumente da defi-ni.ção de alguns termos que serão utilizados.

Uma proposição é o significado de uma oração declarati

va; pode ser verdadeira ou falsa. As proposições são indica-

das por letras minúsculas, "p"r "q"r "r"/ etc.; a partir das

proposições dadas podem ser construídas outras, por mei-o dos
conetivos "não«(-), "e"(A), "ou"(V), "se ... então"(-->).

"se e somente se" ((---)) . O valor de uma proposi.ção composta

vai depender dos valores das proposições simples que a com-

poem .

Algumas proposições têm na sua tabela-verdade somente o

valor V; são as tautologias, como por exempl-o "p V

trás, têm somente o valor F,. são as contradições, como é o cg

se de "p A -p". Diz--se que uma proposj-ção é aqui.valente ã ou-
tra se e somente sc: o bicondicional entre elas e uma tauto].a-

gia. Por exemplo, a proposição condicional "p ----> q" equivale
alva ". a--+ -P".pois(P--.-) q) <-->( «,q--) - P)contra posasuaa

E.

;:
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é UMa tautologia

Uma inferência consiste na afirmação de certa proposição

(a conc].usão) com base em outras proposições (as premissas)dg

das como verdadeiras, ou tratadas como se o fossem. A cada in

ferência corresponde um argumento, que é definido como qual-

quer grupo de proposi-ções do qual se afirma que uma delas ( a

conclusão) decorre das demais (premissas) , fornecendo estas a

evidência para a verdade daquela. (HEGENBERG, 1966)

A palavra "racIocÍnIo" se usa multas vezes para Indicar

o processo, porém em LÓgIca ela é considerada sinÕni-mo de ar--

aumento. No meu estudo, portanto, estarei interessada no ra-

ciocínio como processo e também como argumentação, poi.s quero

saber como o aluno raciocina (ou seja, procede) quando faz um

raciocínio(isto é, argumenta)

}

Um argumento é vá].ido quando as premi-asas e a conclusão
estão de ta[ modo re].acionadas ({ue éimpossível serem as premia.

sas verdadeiras sem que a conclusão também o seja. A teoria

da dedução trata do estabelecimento de técnicas para separa-

ção de argumentações válidas das que não o são.

Não se deve confundi-r a vala-date de um argumento com a

verdade das proposições que o compõem. Podem-se ter argumen--

tos vãli.dos com proposições verdadeiras:

Todos os ret.ângulos são. paralelogramos

Todos os para]e].ogramos têm lados opost(5g congruentes

Logo, todos os retângulos têm lados opostos congruentes

Podem--se ter, também, argumentos validos com proposições
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fa ]. sa s

Todos os tri.ângulos retãngulos são isósceles

Todos os triângulos isósceles são equiláteros

logo, todos os triângulos retângu.Los são equll-ãl=eros

Podar-se ainda, ter argumentos inválidos com proposições

ve xdadeira s :

"Se eu fosse o Presidente eu seria famoso

EU não sou o Presidente

Logo, eu não sou famoso" (HEGENBERG, 1966, P. 41)

Post:anta, a ve.idade ou a falsidade da conclusão não de

termo.na a vala.jade ou invalidade de um argumento, nem a vala

dado de um argumento garante a verdade da conclusão.
l

}

O tratamento clássico, ari.stotélico, da dedução, centra-

va-se em argumentos que continham proposições especiais chama

das "categóricas" e que podem ser breve e formalmente apreseE
fadas :

Proposição universal afirmativa: Todo A é B;

proposição universal negativa: Nenhum A é B;

proposição particular afirmativa: Algum A é B;

proposição particular negativa: A].gum A é não B

Com uma única premissa, pouco se pode fazer; pode--se,por

exemplo, inferir que "a].gum A é B" a partir de "todo A é B"Ao
se fazer um argumento com duas premissas e üma conclusão, to--

das as três prole)os;i(;ões categorlcasp de tal forma que exista
um termo comum cR cambas as premissas, tem-se o si].oglsmo.

Provavelmente o exemplo maia citado de silogismo seja:
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Todos os homens são mortais

Sócrates é homem

Logo, SÕcrates é mortal

Se os termos das premissas de um sllogismo são indicados

por S, M e P, sendo M o termo medi.o (comum) , os pares M, P e

M,S podem ser ordenados de quatro maneio'as diferentes,que são

chamadas as figuras do silogismo. Como uma proposi.ção pode ser

de um dos quatro tipos antes indicados, cada figura permite

diversas combinações, que formam os modos do silogismo,alguns

válidos, outros não. Dos válidos, retirados aqueles que são

considerados "conclusões fracas", restam dezenove si.logismos

(ou dezoit:o, segundo alguns autores) , que, desde a Idade Mé--

dia, recebem nomes especiais; Bárbara, Celarent, Daria. etc

O exemplo citado acima é um silogísmo de pri.meiga figura, ch&
nado Bárbara. esquematizado por:

M-P

S-M

S P

l

\

+

Este é, portanto, o campo da Lógica Formal, uma vez que

os silogismos não comportam termos concretos mas lugares va-
zios, designados por letras a serem substituídas por termos

concx'eto s .

Para apresentar os conceitos de uma forma simbólica, po'
de-se dizer que um argumento é um conjunto de n + l propos.}

ções, onde uma delas, a conclusão, é conseqtlêhcia das demais,

as premissas. Costuma-se i.ndi.ccar um argument:o de irem.í.ssao,AI,

A2, A3,..., An e conc].usão B por Alr A2, A3,..., An l--Br onde

o símbolo "f-- " pode ser lido como " acarreta". O argumento é
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válido se e somente se AI /\ A2 /\ A3 À . . . A An---.) B é uma Lauto

log i. a .

Pode-se traba]]tar cola arqun\entoa simbó]..l.cos ou con\ argu-

mentos formulados em linguagens corrente, slmbol i.zango--os qual
do se utilizam as tabelas-verdade para provar sua validade

Quando se consideram argumentos com mais de três propor.}

ções, é traba].hoste o emprego de quadros de valores para cons-

tatar a vala.date. Pode-se então, deduzir a conclusão usando

argumentos mais simples, cuja validade já fol provada, como o

modas ponens (p, p---)q,l.--q) , o modus tollens (p-+q,-q F -p),

o silogismo hipotético (p V q, q V rr--p V r) e o silogismo
disjuntivo ( p V q, -p 1-- q) .

Dado um argumento AI, A2, A3, ..., Anj--- B, diz-sequeuma

seqtlência fmi.tca de proposições CI , C2, C3,..., Ck é uma de-
monstração ou dedução de B a partir das premissas AI ,A2,A3,

, An, se e contente se cada Ci, ic [1,2,..k!,forumadas- pre'

missas ouprovil das proposições. precedentes pelo uso de um al

aumento válido .

O processo das tabelas-verdade é mecânico, enquanto que

na dedução é prece.se construir os passos/ ou seja, descobrir

os argumentos váli.dos já conhecidos, através dos quais se po-

de obter a conclusão .

Até agora, está.ve falando do cálculo proposicional,porém

precisa-se de outros elementos para trabalhar com proposições

do tiPO "todo A é B", onde B é o predicado cie A; neste caso,e

necessário introduzi.rem-se as noções de função proposicional,

de quantificadores, etc. . No entanto, a dedução de uma conclg
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são de certas premissas vai ter um procedimento anãlogoao que

tem no cálculo proposlclonal

Vê-se asse-m que, para fazer uma demonstração de um teorg
ma, em um tanto qualquer da Matemãti-ca, premi-sa--se,prlmelramen

te, do conhecimento do que seja uma demonstração e de uma sê

rie de argumentos cuja validade já fol provada. Além disso,há

a necessi.date de um corpo de conhecimentos, por menor que se-

ja, para ter um ponto de parti.da. Ao se estudar a Geometri.a

(ou qualquer outra díscipJ-ina matemática) pelo chamado método
axi.omáti.co, precisa-se estabelecer termos primlti-vos (ou indo

fi.nados) e proposições aceitas como verdadeiras (os axiomas)

A partir dos termos primitivos, definem--se novos termos e,juB
Lamente com os axiomas, demonstram-se novas proposições.

\

}.

Com esta Lógica trabalha-se e sabe-se, portanto, formal

mente, o que é uma demonstração.
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2.4 A Escol.ha da Geometri.a Como Fonte de Análi.se dos

E x'ro s

Inúmeros autores destacam a importância da Geometria no

nodesenvo[vimento do raciocínio ].ógico do aluno Pogorélov ,

prefácio de sua excelente "Geometria El-emendar", di.z que

"A Geometria se distingue pela clareza e
pela simplici.jade tanto no enunci-ado do resul-
tado como no estabelecimento dos axiomas a pa11
tir dos quais deve obter--se este resultado. A.g
si.m, a Geometria nos brinda as melhores. oportg
nídades para desenvolver o pensamento lógico na
escola." (POGORÉLOV, 1974, P. 9)

Thom, quando ataca a reforma da Matemática Moderna,reco-â

ma que:

"(...) os reforma-smas (pelo menos aqueles
da Europa Continental-) foram induzidos, . pel:a
sua tendência filosófica, por um lado a abandg
nar aquele terrena que é uma .aprendizagem ideal

a investigação, aquela mina inexaurível de
exercícios, a Geometri-a Euclideana, e por. ?u-
rro lado, a substituí-la pelas generalidades
da lógica e da teoria dos conjuntos, isto é,m2
serial que é pobre, vazio e desencorajador pa-
ra a intuição." (THOM, 1973. PI 197)

Rodrigues critica a redução da Geometria a meras aplica

cães de fórmulas e defende o papel formativo da Geometria Eu
cl ideana

'h Geometria Euc].i-deana oferece um vasto cale
po de idéias e métodos de muito valor.quandosetrata do desenvolvimento intelectual do aluno,
de seu raciocínio lógico e da passagem da. in-

li l: :E:'. :l .! : ;::!'ã.'::E il; li:-e.: il El:: l:l:i::: 1; g.-+
(RODRIGUES , 1 978 , P. 1 8)

Quando planejei. a disciplina "Geometria Plana" para o Cul

se de Licenciatura em Matemática da PUCRS, em conjunto com os
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professores da área, fui tentada a apresenta--la de uma forma

axiomát:ica. Afina], desde Euc].ides é este o método tradiclo-

na[ de estudar GJeomctFiã. Porém. os resu]tados iniciais ].eva--

ram a conc].ulr (]ue liam sentpre o aluno (]ue Ingressa no 39 grau

tem conde.ções de fazer um estudo axiomática.

A disciplina é lesionada no primeiro semestre do curso e

os alunos chegam, ãs vezes, apenas com "notícias" de Geome-

tria, tendo recebido no 19 e .29 graus um conjunto de fórmulas

prontas para aplicar em exercícios. No momento em que lhes são

so].icltadas as primeiras demonstrações de teoremas, sente - se

a dificuldade que os alunos têm em fazer conjeturas, em anal.}

sá--las, em justificar os passos de seu raciocínio, em escre-
ver a demonstração em l i.nguagem matemática.

{

\

Cada corpo de conhecimentos pode ser representado de três

maneiras diferentes: por um conjunto de ações que o sujeito

executa com o objet=i.vo de alcançar um determinado resul-Lado

(represent:ação ati.va) ; por um conjunto de imagens, diagramas,

figuras, que organizam a percepção do sujeito deuma forma cog
creia (representação icõnica) ; por um conjunto de sentenças lg

giras, regidas por lleis bem definidas de formação, transforma

ção, indução e implicação (representação simbólica) . (BRUNER,

1 966 , 1 976 ; BORDAS, 1 985)

Portanto, alguns dos alunos necessitam passar pelo manu-

seio e pela ação (fase aviva) , para depois organi.zarem a sua

percepção em torno de imagens (fase icõnica) 'e chegarem, fi-
nalmente ao trabalho com as idéias, à fase si.mbólica, na qual

estarão aptos a fazerem deduções.



31

Asse.m, o estudo de Geometria no curso de Matemática da

PUCRS é realizado axiomaticamente, mas com apelos à Intuição,

ã visual:i.zação, ao concreto, exatamente para adequa--lo ãs eta

pas do raciocíni-o do aluno .

Durante os doze anos em que leci.anel esta disciplina.taE

to nos cursos de Ciências como no de Matemática, notei.,nas dg

monstrações fei.tas em aula e/ou nas veria.cações, certos ti.-
pos de erros que se repetiam sistematicamente. Comecei a caIS
tar empiricamente as respostas e vi que, de uma forma geral,
os erros envolviam introdução de afirmativas tiradas do pese

nho, sem nenhuma justificativa lógica. utilização da tese co-

mo elemento da hi-pótese, mau uso da linguagens matemática, en-

tre outros erros de menor ocorrência.

Mui.tas vezes tive o cuidado de reformular a apresentação

dos conteúdos, replanejar o ensino de t(épicos nos quais os alg

nos apresentavam um maior número de erros e, ao voltar a cola
t:ar as respostas/ notei, desanlmadoramente, que os erros con-

tinuavam a se repelir. Por quê? Onde estava a sua origem? Se--

rá que o problema estava nos conteúdos de Gclometria especif.L
comente ou feri.a comum a todas as discipli.nas do curso?

Nas reuniões de professores do curso, eu notava que es-

tas preocupações eram comuns ã maiori-a dos docentes. Estariam

os professores de Matemática falhando em empregar estratégias

de ensi-no que objetivassem.a aquisição da habilidade de de--
monstras teoremas, tais como organizar conjeturas para refuta

ções, identificar hipóteses e conclusão, conectá-las logica-

mente, fazer exaustivas verificações empíricas ( estratégias

estas citadas por Bela (1976) em-sua tese doutoral)?
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Na tentativa de encontrar respostas para estas questões,

propus-mc! a ides(Julgar, agora de uma foriíta slstemáti.ca, os er--

ros comet:idos pelos alunos em demonstrações de Geometria. Po-

rém, como fazer isto? Resolvi, primeiramente. realizar uma re

visão das pesquisas sobre erros, para descobrir o que jã ha-
via sido feito nesta área: quais os seus pressupostos, de que

modo haviam sido trabalhados e quais os resultados obtidos.
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2.5 Os Estudos Sobre 2\nálise de Erros

2.5.1 O que é consi-derado erro

Já co].oquei as minhas preocupações a respeito dos erros

cometidos pelos alunos em demonstrações de teoremas e me prg

pus a ]l)esqui-sar suas causas; porémr neste momento, cabe per--
juntar quando se deve considerar que uma afirmação feita pelo

aluno, ao demonstrar um teorema, está errada.

Donaldson diz que "do ponto de vista do senso comum, os

erros são acontecimentos desastrados, que seria melhor evitar

completamente, se possível." (DONALDSON, 1977, p. 181) Porém,

segundo o mesmo autor, este é um ponto de vista erróneo, poÉ

que os erros podem ter um papel extremamente fecundo na ati-vi

date in t:electual

Uma outra í?orinit de abordar o problema do erro é ali.á-lo

às condições fi.naif de uma tarefa proposta: sucessoou insuces

se. Bruner (1966) considera que, ao tentar aprender aJ-gum coD

tendo ou resolver um problema, há duas condições finais que

devem ser separadas: o sucesso ou insucesso de um lado e a rg

compensa ou a ptmição de outro.

O sucesso e o i.nsucesso vão depender de algum critério

previamente estabelecido e são inerentes à tarefa, enquanto

que a recompensa e cR punição são controladas por agentes ex-
ternos (professores, patsr etc.). Não hã (ou não deveria ha-

ver) obrigatoriedade de associar sucesso com recompensa e ln--
sucesso com pum.çao .

Cabe salientar que, quando o insucesso do aluno é pum.do



34

pelo professor, reduz-se a posei-bilidade de aproveitar o erro
como font:e de Informação sobre os processos mentais ou corno

instrument:o para expl-orar o conhecimento. O erro, desta
forma, deixa de exercer o papel fecundo na aLlvldade In--
te lectua ].

Raffaella Borasi(1988) consi.dera que, nos Últimos anos,

modificou-se a ati.rude dos educadores matemáticos em relação

aos erros dos estudantes, passando de uma perspectiva behavi.g

lista que sugeria que os erros eram obstáculos ao processo de

aprendi.zagem, devendo ser evitados e eliminados, para uma no--

va perspectiva sob a qual é reconhecido o valor dos erros co--
mo instrumentos de i.dent;ificação das causas dos problemas de

aprendizagem e das estratégias para supera-los.

Nem sempre é fácil resolver o que está errado em uma de-

monstração. Pode-se, por exemplo/ considerar errado aquilo que

não está de acordo com o que se pensa; desta forma, está-se

aprisionando o pensamento do aluno com os grilhões dos conce.}
tos de verdade, conceitos muitas vezes particulares, subjeti-

vos, dependentes até do momento vivido.

Pode-se, ainda, consi.gerar errado aquilo que não está de

acordo com as regras, com as convenções, com a seqtlência de

axiomas que a teoria apresenta; novamente trata-se de uma at.L

tude rígida. Deve-se analisar, cuidadosamente. os objetivos

pretendidos quando é proposta uma demonstração ao aluno. Ser

realmente, o propósito é verificar se ele sabe a seqtlência de

axi.omas que deve uEillzar, então a não utilização da mesma é

um erro. Se o objetivo é veria.car se o aluno conhece as con-
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venções da escrita matemática e e].e mostra não as conhecer,eE

tão estcará erralldo. Porém, se o objetivo é verificar se o a].B
no sabe encadear os passos de um raciocínio, utili-zando argu--

bentos validos e definições e teoremas conhecidos, então cave

rã erro quando o aluno não fi.zer este encadeamento,quando ut.}
li.zar definições incorretas ou quando empregar mal um teore--
ma

Levando em conta tais cri.sérios, revisei as pesquisas re2

lizadas eln Educação llatemática, no que tange a erros.

2.5.2 As pesquisas sobre erros

llendril{ Radatz, ein artigos já clássicos rla área ( 1979,

1980) faz um apanhado da análise de erros na Educação Matemã-

ti.ca, especi.almente nos Estados Unidos e na Alemanha. De acol

do com o autor, a análise de erros vem se desenvolvendo desde

o início do século, com abordagens e interesses diferentes.

Nos Estados Unidos, as pesquisas eram orientadas pelo bg

haviorismo, enquanto que na Alemanha eram influenciadas pela

Gestalt, pela psicanálise e pel-as idéias do escolanovismo. Na

União Soviética, as mudanças fundamentais na estrutura esco-
lar e as reformas curriculares no iníci.o da década de sessen--

ta levaram a uma série de pesquisas, entre as quais asqueang

ligavam erros foram das modalidades mai-s uti-lizadas.

Radatz acredita que estas diferenças apontadas entre as

pesquisas dos diversos países podem ser umd razão para o fato
de não haver troca de idéias entre os pesqulscadores da Europa

e dos Estados Uni.dos .
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Radatz cita a classificação de erros de um pesquisador

alemão, de um soviét;lco e propõe a sua própria classificação.

weimer, na Aleman})a. com pesquisas dQtcãdas já de 1922. ti.nha

colmo objetlvó estabcllecer um padrão de erro pi3-ra explicar OE;

equívocos individuais. Agrupou-os em cinco cat.egorias: erros
de familiaridade, erros de perseverançar erros de simi.larida-

de, erros mistos e cirros devido ã emoção e vontade

Menchiskaya, Dc& União Soviética. enfatizou o carãter re-

gular dos erros comclti.dos pelos estudantes de Matemática e a

complexidade do processo de determi.nação das causas dos erros.

Mesmo assim, apresentou uma tipologia dos erros de acordo com

as causas: erros devido à incorrera implementação de uma ope-

ração; erros devido à qualidade insuficiente da compreensão do

conceito; erros mecânicos devido à falta de interesse ou di--

pressão; e erros devido à aplicação de regras ou algoritluos
inapropriados .

\

F

J~,

Radatz não expJ-ica cada categori.a criada pelos pesquisa

dores e propõe a seguinte classificação de erros de acordo com

um modelo baseado nos mecanismos do processcamento de i.nforma-

çao :

a) Erros deva.do a dificu]dade de ].inguagem; a aprendi-za

gem do vocabulário n\atemático e do simbolismo, paramuitos aly.

nos, é como se fosse a aprendizagem de uma língua estrangeira,
com todos os problemas relacionados;

b) Erros deva.do à dificuldade em obter informação espa-

ce.al; o emprego cada vez maior de di.agramas, figuras, "instrg

ções icõnicas" nos livros--texto,lava alguns alunos,que não têm

capacidade de visualização, a cometerem erros;
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c) Erros devido ao domínio deficiente de conteúdos,fatos

e hábil i.jades consideradas como pré-requi.silos; deficiências

que o armo apresenta em termos de aprendizagem anterior meti

vam erros deste tipo ;

(]) Erros devido cR assoc=1.anões Incorrer:as ou rIgIdez tlQ

pensamento; várias pesquisas em relação à solução de proble--

mas mostram que alguns alunos adquirem um método de solução

de um determinado tipo de problema e não o modifi.cam mesmo

quando as condições do problema mudam;

}.

e) Erros dev:Ldo a aplicações de regras ou estratégias J-l

relevantes; o uso inadequado de estratégias de solução foi dS.

tectado, também, pelas pesquisas sobre solução de problemas

como causador de erros .

Apesar de propor o seu modelo de classificação, Radatz

consi.dera que

... é di.fícll fazer uma separação entre
as possível.s causas de um dado erro, porque há
uma estreita interação entre as causas. O mes--
mo problema pode originar erros de diferentes
origens e o mesmo erro pode ser proveniente de
diferentes processos de solução de problemas.
Uma classificação e hierarquia precisa das.cay
sas dos erros parece i-mpossível de ser realize
da. " (RADATZ , 1 979, P. 1 70-1 )

Em revistas americanas e inglesas, encontrei artigos mai-s

recentes sobre pesquisas em analise de erros, nos quais os aU

tomes também apresentam categori.as. Entre elas cabe salientar

a classificação proposta por Newman e modifi-cada por Casei

(CLEMENS, 1980) . Newman propôs um modelo para a seqtlênci.a de

passos realizados por um aluno na solução de um problema de
Matemática que apresenta uma sõ di.faculdade. De acordo com



38

Newman, as etapas são as seguintes

a) leitura ;

b) compreensão ;

c) transformação ;

d) execução das habilidades necessárias ao processo;

e ) codificação .

Uma falha em qualquer nível desta hierarquia impede a col

neta resolução do problema. Asse-mr haverá uma classificação

das causas dos erros de acordo com a etapa do processonaqual

o erro fol cometido .

Além das cinco categoriasr }lewman considera que há:outros

três tipos de causas que podem ocaso-onar erros em qualquer eg.

tágio do processo de solução de um problema: a motivação,a dg
satenção e a formulação da questão.

Casey modificou e extendeu a classifi-cação de Newman.

tornando-a aplicável ã análise de erros em probl-emas com mais

de uma dificuldade. Ele considera que, ao tentar solucionar

o problemas o aJ-uno não realiza os passos na seqtlência rígida

indicada por Newman; muitas vezes ele precisa voltar ãs eta--

pas iniciais, como por exempl-o/ reler o problema para captar
algum dado adlcional-

Além disso, pensa que a formulação da questão é o pri-me.L

ro ponto de interação entre. aque].e que elabora a questão e o

que a resolve .

Sua classificação para as causas dos erros é a seguinte:

a) formulação da questão;
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b) leitura ;

c) compreensão ;

d) seleção de estratégias ;

e) seleção das habili(idades requeridas;

f) manipulcação das habilidades;

g) apresentação da solução.

Os erros que escapam a esta classificação foram agrupa-

dos em duas categorias que Casey chamou de "bJ-oco conhecido"e

"bloco desconhecido "

As classificações de Newman e Casey lembram as fases da

resolução de um problema propostas por Polya: compreensão do

prob[ema, estabe].ecimento de um planar execução do plano e rg

prospecto. Polca também acredita que um aluno pode saltar por
sobre as fases inici.ais e dar impulsivamente a soJ-ução,enqua3

t:o outro pode (e deve) voJ-tar ãs chapas Iniciais ]l)ara recons].

deram o trabalho já fei-to .

Polca não fez anãli.se de erros, ele fez sugestões para

acertos, "... naturais, simplesr óbvias, apenas o bom senso

comum" (POLYA, 1 978 , P. 2)

Newman pesquisou alunos de 9 a ll anos; depois que foram

dadas por escrito as respostas aos testes propostos, os alu-
nos com mai.s baixo rendimento foram entrevistados, sendo uti---
lizadas entrevistas estruturadas.

Casei pesquisou alunos de 10 a 12 anos, .dom um teste cog

tendo questões com mais de uma dificuldade e também entrevia
tou os alunos. Neste caso, o pesque.dador i-nformava o aluno sg

bre o erro que estava cometendo e. auxi-fiava--o na etapa em quem.
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tão

Clemens (1980) , utilizando a classificação de NewmanrpeE

qui-sou alunos de 9 a 14 anos, também com um teste escrito,teg
do entrevistado os que demonstraram rendimento baixo ou medi-o

Todas estas são, portanto, pesquisas com alunos de fai--

xas etárias diversas da que proponho a pesquisar. Mais próxi-

mo deste trabalho situa-se o estudo feito por Movshovi.tz-nadar,

Zaslavski e Inbar (1986, 1987) , professores israelénses que

pesquisaram as respostas dadas por alunos de mais Óu menos dg

zessete anosr submetidos ao exame anual de 14atemática que é

aplicado em todo o país ao final do segundo grau.

Estes autores não consideraram a tipologia de Radatz adg

queda ao seu trabalho e propuseram uma nova c].assíficação/ a

partir dos dados coletados durante dois anos, em uma amostra

de respostas às questões escritas do exame.

Rejeitada a classificação i.nicial, o sisa:ema foi revira--

do e reaplicado em novo exame, de forma a atingir final-mente
um modelo de classificação que apresenta seis categorias:

a) uso errado (nos dados ;

b) linguagem mal interpretada;

c) inferências-ogi-comente inválida;

d) defi.nação ou teorema distorcido;

e) s.olução não comprovada ;

f) erros técnicos .

A classificação foi feita apenas com base nas questões

escritas; não houve posterior entrevista para análi.se dos er-
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ros. Os autores verificaram que estes ocorreram mais freqüeB

temente na categoria de definições e teoremas distorcidos;32%

dos erros detectados foram desta classe, seguidos dos erros

t:Ócltlcos (27?,) , dos erros l)or mau UE;o dos dados (20%) ,doo er--

ros pe].a mã i.nterpretação da linguagem (18%), das soluções

não comprovadas (28) , e das inferências logicamente inváli.das

Da categoria de mai.or incidênci.a de erros,os autores deÊ

tocam dois tipos gerais de distorções de teoremas:

a) distorção do antecedente: quando o aluno aplicaum teg

rema utili.zango a tese, mas distorcendo a hipótese. Se, por

exemplo, um aluno utiliza, em relação a auaisauer duas media--

nas de um triângulo isósceles, a proposição que diz que as me

dignas em relação aos lados congruentes de um triângulo isós-

celes são congruentes, ele estala distorcendo o antecedente

b) distorção do consequente: quando o aluno conserva a h.}

pótese do teorema utilizado, mas inventa uma nova tese, dis--

torcendo a ori-final. Se, por exempJ-or um aluno lembra algo sg

bre o teorema do ângulo externo, que dlz que um ângulo exter-

no de um triângulo é mai.or que qualquer um de seus internos

não adjacentes, ele poderá conservar a condição ini-cial,ou sg

ja, poderá utilizar um ângulo externo, mas modificará a con-
clusão do teorema, afirmando que o externo é maior que a soma

dos internos não adjacentes .

Movshovitz--Hadar e colaboradores acreditam que. se o prg

fessor auxiliar o aluno, advert:indo--o . quanto à distorção
+-An,-,.,.. n r'\'rnxr;\rol n IP êlP m TQCÓT'c]e a.t)ro{)rla(]a.--feita no /
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mente e o aplique corretamente em outra oportunidade.Não acre

dito nesta afirmati.va, pelo menos de uma forma geral, pois e.g

ta parece ser a primeira ideia que os professores têm ao de-

tectar um tipo de erro e minhas experiências emalertar os está

dantes não provou ser esta atitude eficaz para prevenir os erros

Certos erros são persistentes e a modificação do compor'

Lamento do aluno só se data por uma tomada de consciênci.a,por

uma reflexão sobre sua própria reflexão, pela compreensão das

consequências de sua afirmativa errada. Se o aluno,. no exem-

plo citado anteriormente, do ângulo externo de um tri.ângulo,

tiver condições de comprovarr por medi.ções ou por um encadea-

mento de raciocínios,que o ângulo externo é exatamente i-qual

à soma dos seus internos não adjacentes, e que não pode ser

maior que a soma porque chegaria ao absurdo de mostrar que o

ângulo é menor que ele mesmo (jã que a soma dos ângulos integl

nos de um triângulo vale 180o) ,estão este aluno não repetirá

o erro, pois já construiu o seu próprio conhecimento sobre a

propriedade em questão. Não terá Éi.do a autoridade do profes'

sor (ou do livro) que o impedira de repetir o erro, mas a .glB.

própria autoridade baseada no seu conhecimento.

Ainda quanto aos textos sobre analise de erros,alguns a.g

fores também se referiram aos objetivos das pesque.sas sobre

erros. Radatz (1980), em sua revisão dos trabalhos feitos deg.

de o iníci.o do século, considera que o interesse das pesque'

sas está localizado em:

1) listar todas as técni-cas potenciais de erros;
2) determinar as distribuições de freqüência destas téc

nucas de erros através das faixas etárias;
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3) cRnalisaF dificuldades específicas, encontradas

bica ao fazer divisões escritas e operações com zero;

4) determinar a persistência das técnicas individuais de

erros ;

5) tentar classificar e agrupar erros.

na

O autor não explica, porém, o que signif.ica exatamente

cada um dos objetivos citados .

Raffaella Borasi propõe um esquema de categorização dos

usos dos erros para o ensino, de acordo com o objetivo com o

qual o erro é estudado e com o foco sob o qual o erro é exam.L

nado. Seu esquema é o seguinte
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FOCO considercando o (nd considerando,atrd considerando abra
tendo técni-co dolvés dos erros, ajvés dos erros, o
erro i natureza de uml processo de apreD

assunto l dizagemOBJETIVO

Erros como sinais
de que o proces-
so de aprendiza--
gem falhou . Suas
causas são di-ag-
nosticadas no es
forço para elím.i
nã-!os .

Erros como projg
ções dos equívo-
cos básicos do
aluno sobre a na
dureza do assun-
to . O professor
tenta Identi fica
-los e planejar
recuperam ao

Et'ros como meios
de identificar d i.

faculdades potes.
dai.s e armadi-
lhas no processo
de aprendizagem
de um . tópico e

conseqtlLentemente
aperfeiçoar o cul
rículo a fi.m de
evita-las no fu-
turo

3

DIAGNÓS
RICO

e

PREVER
ÇÃo

\

F l 2

Erros como meti--IErros como meiosIErros como meios
vação de ponto desde investigar asjde investigar a
partida para ex-l forçaslJ-Jinitações l forma da mente
ploração de tóp.Lje metodologias ael trabalhar
cos de Matemãtl-fuma di.sciplina.
ca

l NVESTI
GAÇÃO

Fonte: Borasl , 1 987 , p. 5

Dentro deste esquema, esta pesquisa pode ser situada nos

quadros um, doi.s e três, pois tem como objetivo a análi-se
classificação dos erros e o diagnóstico das dificuldades de

aprendizagem que os causaram. Os focos da aná].ise serão:o cop.

tendo técnico do erro; as concepções erróneas sobre um deter-

minado assunto, que levam o aluno a cometer o erro e o proce.g

se de ensino-aprendizagem daquele conteúdo.
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Especificamente em relação à Geometria, encontrei o tra

balho de Rolland Sm.ith, "Three major difficulties in the leal

ning of demonstrar:ive geometry" (1940) , que, realmente é uma

pesquisa mui-to interessante, poi.s o autor acompanhou os erros
cometidos por alunos de aproximadamente 16 anos, em um curso

de Geometria, no decorrer do outono de 1932, propondo, quase

diariamente, uma série de testes que visavam a verificar as

dificuldades na aprendizagem de demonstrações.

No final do trabalho, o autor consi.durou que os erros pg

aliam ser classifi.Gados em três categorias:

a) er

tr i.cas ;

b) erros devido à ímcompreensão do significado da feia

ção lógica de i-mplicação;
c) erros devido à escassa compreensão do si.gnlficado de

uma demonstração .

das figurasconhecimentodevido geomepoucoros ao

os testes envo].viam gradativas dia.culdades: construção

de um elemento; construção de uma fi.aura de acordo com as coE

lições de uma sentença do tipo "se-então"; verificação da va-

lidade de uma argumentação; obtenção de uma conclusão a par--

tir de premissas dadas; e, finalmente, demonstrações de teorg

mas , dadas a hip(5tese e a tese.

Sharon Shenk (1985) comenta o pequeno número de pesque-.

sas relacionadas com erros em demonstraçõesr citando a (tlSmith,

e apresenta uma pesquisa feita nos Estados Unidos,em 1981 ,cona
2699 estudant:es de um curso de Geometri.a, na faixa etária de

15 a 17 anos. Em seu trabalho, porémr não analisa cada erro
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especificamente, mas avalia o resul-Lado final da demonstração

e atribui encores de zero a quatro. É, assim, uma pesquisa

cujos objetivos e conclusões são mui.to particulares,porque eg.
L)tcí.í'.l.cof3 l)'tl:i\ o l:lJ)o cle questões blue colocou e pi.tru a lorinii

como foram aval fadas .

Em revistas brasa.].eiras, tanto de Matemát:ica como de Edu

cação, não encontrei referências específicas a trabalhos so-

bre analise de erros ou sobre erros em demonstrações de teore

mas .

Revirados os aspectos considerados fundamentais a esta

pesquisa, passo a aE)rebentação da escolha das questões e da

metodologia .

?.



3 . A PESQUISA EM SI

3.1 A Escolha das Questões e da Metodologia

O Curso de Licenciatura Plena em Matemát=i.ca da PUCRS ofe

tece no 19 semestre três disciplinas do Instituto de Matemãti

ca: Cálculo Di.ferencia] na Reta, Fundamentos de Matemática ]:

e Geometria 1. 0 aluno inicia a aprendizagem das técnicas de

demonstração e, em Geometria 1, Geometri-a Euclideana Plana,dg

senvolve esta habilidade demonstrando teoremas sobre Geome-

tria

l
}

Ini.cialmente, pensei em trabalhar com alunos que já ti-

vessem sido aprovados em Geometria l e Fundamentos de Matemá--

bica 1, poi.s isto permitirá-a verificar como o aluno demonstra

teoremas, depois que teve noções de Lógica em Fundamentos de
Matemática e aprendeu técnicas de demonstração nas discipli-

nas do primeiro semestre

Para uma primeira etapa do trabalho, na dual faria a va--

].idação dos instrumentos de pescou.isa, convi-dei quatro alunos

que já tinham cursado as disciplinas mencionadas; queria veri-

ficar como o trabalho se desenvolveria e quais as modificações

que deveria fazer em termos de questões e/ou de metodologia
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antes da pesquisa propriamente di.ta

Propusr em pri.melro lugar. uma aElrinatlva do Llpo "se--eE

tão" parca que o a.huno verificasse se era verdadeira ou falsa

e justificasse a sua resposta; após, solicitem. a demonstração

de duas proposições, envolvendo conteúdos de Geometria Plana

Apresentei., também, as questões a quatro professores do cursor

para que opinassem sobre a correção das mesmas.

Pelas respostas obti.das, tanto dos alunos como dos pro--

fessores, resolvi substituir a primeira questão, po.ís não es-
tava de acordo com os objetivos do trabalho, já que a justifi

cata.va, no caso, não era uma demonstração.

Após a substituição, assim ficaram as questões:
\

}

l e) Demonstre

AD

DE
Hipótese

q.'e se

Esta questão fo[ uma das uti.].izadas por Smith em seu es-

tudo pioneiro; a fi(lura é o que chamou de "complexa". Já que

os pontos A, C e. E formam um triângulo isósceles de base CE e
verti.ce A, para co.Laca-lo na posição em que geralmente se vê

o triângulo isõsceJ-es, desenhado em livros-texto, o ponto A

deveria sofrer um giro de 90 graus no sentido horário. Além
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desta di.faculdade de visualização para o aluno, a figura aprg

senta tri.ângulos superpostos, o que, em geral, confunde al--

gins alunos que tâm dlficuldaden em separa-los para analisar
as informações .

2g ) Demonstre

M é ponto médio de ÃB

MD l AC
Hipótese l+ l .---+ l

ME l BC

Tese l ABC é um triângulo ísÕs
deles

Esta questão envolve os conceitos de perpendicularismo,
de ponto médio, de triângulo isósceles e a congruência de tri

ângulos retângulos. Como os triângulos AMD e BME são claramen

te identificáveis, as dificuldades da questão baseiam-se exa-

tamente na utilização dos conceitos citados.

3g)

AKMJ e BKJM são para

llipõtese l ].elogramos
KJ : KM

Tese l ABC é um triângu].o isÓs
deles

A
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Esta questão permite a abordagem de várias formas.Pensar

do na propriedade que dlz que os lados opostc)s de um paralelo
gramo são congruentes, este fato aplicado a cada paralelogra-

mo, juntamente com a hipótese de que KJ é Igual a KM, permite
concluir que os dois triângulos, AKJ e BKM. são congruentes

por LLL e, conseqüentemente, o ângulo A é congruente ao ângu-

lo m, o que possibilita deduzir que o triângulo ABC é isósce-
les

Ainda, uti.lidando a propriedade que diz que em um triân--

guio Isósceles os ângulos da base são congruentes, pode-se ob

ter, de Kj=KM, que KJM é congruente a KMJ; como os ângulos

opostos de um paralelogramo são congruentes, chega--se à con-

c[usão de que o ângu].o A é congruente ao ângu]o B, e novamen-

te se deduz que o tríângu]o ABC é isÓsce]es. Estas são, ta].

vez, as idéias mais imediatas que ocorrem, mas ainda se pode

pensar em ângulos alternos internos, em semelhanças de trlân--

guias, etc. A questão envolve concei-tos e propriedades de pa-

ralelogramos e de triângulos isósceles.

\

+

A[ém da esco].ha das questões, a primeira etapa da pesou:L

sa permitiu verificar a possibilidade de gravar as verbal-iza-
ções do a].uno enquanto resolvia o problema.

Nos estudos sol)re análise de erros, sempre houve a preo

cupação em ouvi-r o Etluno ou anotar as suas verballzaçÕes en

quanto resolvia um problema

Lyndal Hutcherson (1975) r em uma pesquisa realizada nos
Estados Unidos, repetiu um estudo feito em 1927 por Lenore Jolln,

no qual a técnica de "pensar em voz alta" jã Linha sido utili
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zada

Hutcherson assinala o fato de que seu antecessor acredi.--

ta que este método dá informações a respeito do raciocínio do

sujeito que não poderiam ser obtidas de outra forma.Para eles

tal método também apresenta limitações como:a impossibilidade
de o sujeito di-zer Euro o que Ihe passa pela mente; o aumento

do tempo de resolução do problema, já que a fala é extremame2

te lenta se comparada com o pensamento, causando o esquecimeB

to de parte do raci.ocínio; a di-faculdade que representa para

o pesquisador anotar rapidamente tudo o que é dito pelo aluno.

Naturalmente, esta Últi.ma. limitação é de fácil solução

pelo uso do gravador, porém corre--se o risco, neste caso, de

introduzi.r um elemento que pode atrapalhar o aluno.\

b

Watson (1980) cita pesquisas mais antigas e outlras anuais

que utilizaram entrevistas para descobrir as causas dos erros.

Newman e Clemens entrevistaram os alunos pesquisador depois

de ter as respostas escritas. Minha ideia de ouvir o aluno dg

unte a resolução da questão baseia-se, princi.palmente,no trg

balho de Newell e Slmon, "Human Problem Solving"(1972) . Estes

dois pesquisadores tinham objetivos bem diferentes dos meus ,

porém uti.lizaram, entre outras tarefas, problemas de LÓgIca
Simbó ]. ica .

Os indivíduos pesquisador por Newell e Simon recebi.am

uma proposição ].ógi.ca e um conjunto de regras e deveriam de-
monstrar a proposição de acordo.com aqueJ-as regras,sempre di-

zendo ao experimentador, em voz alta, o que pensavam.A seguir
eram anali.gados os protocolos verbais.
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Concordo com a utíli.zação dos protocolos verbais na aná-

lise da tarefa propogLar porque a experiência docente na cor-

reção de demonstrações comprova que, se o aluno não di-z o que

fez e porque o Eez no momento em que está resolvendo a quem--

tão, mais tarde não se lembrará do que pensou e não auxiliará
na descoberta das causas dos erros.

Resolvi., então, uti.lizar esta técni.ca de pensar em voz

alta e tentei.-a na privei.la etapa da pesquisa, com os quatro

alunos já mencionados. Quanto ao uso do gravador, uma das alg

nas me disse na segunda entrevista

"Eu estava tão nervosa, por causa do gra-
vador. Eu olhava para ele e parecia um bicho
-papão/ que coisa horrorosa! Quando cheguei. em
casa, foi a primeira coisa que eu comentei: 'Eg
frent:ar a llelena tudo bem. mas eu olhava o grq
vedor e parecia que ele sabe-a mais do que eu'.n

Considerei. que o problema dela não estava ligado especi-

ficamente ao gravador, poi.s ela usava a expressão " enfrentar

a melena" colocando em mi.m uma autoridade demasiada que depois

transpunha, também, para o gravador

Assim, embora correndo o risco de inibir alguns alunos

com o uso do gravador, optei. por utiliza--lo, pois realmente

seria impossível captarf só escrevendo, todas as nuances, to--

dos os Ir-e-vir das verbalizações do aluno.

Ainda na prime=i-ra etapa da pesquisa, após a aplicação do

teste para os quatro alunos, estabeleci que o tempo previsto

para cada questão seria de aproximadamente quinze minutos.
k
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3.2 A Escolha dos Alunos Participantes da Pesquisa

Escolhidas as questões e a metodologia, restava (iefinlr

os participantes da pesquisa. Inicialmente, convidei os vinte

e três al-finos que, naquele I'? semestre de 1988, cursavam o 29

semestre do curso de Matemática da PUCRS e satisfazi.am as exi

gências de aprovação nas disciplinas já mencionadas.Porém, co
mo se aproxi-mova a época de exames, a mai.orla dos alunos de--

cl 3.nou do conv i. te .

Resolvi, então, esperar o .InícJ.o do 29 seiítest:Fe de 1988,

para que os alunos pudessem trabalhar com mais calma, sem a

preocupação com as provas .

Divulguem o convite, já agora aberto a nodosos alunos do

curso que tivessem concluído as disciplinas de 19 semestre,ig
clusive através de um cartaz no mural, destinado a avisos re-

lata.vos ao curso de Matemática. Tive, no entanto, muita difi-

culdade em contar com candidatos. Somente com convi.tes pes-

soais ou por indicação de outros professores, que me auxilia--

ram na tarefa de senso-bili.zar os alunos, é que consegui- reu--

nlr onze estudantes dispostos a participarem da pesquisa.

Por comentários que eles fi.zelam, durante ou após as en--

grevistas, fi-quem com a impressão. de que o medo de errar,o mg
do de se sujeitar a um teste para o qual eles não estudaram,

foi o favor preponderante das recusas. Como eu lhes esclare-.

cia, não se prepararem para o teste era uma condição fundameD

ta]. para o trabalho, pois o propósito era exatamente veria.-

car o que o aluno ti.nha construído como ggg conhecimento, em
termos de conteúdos de Geometria e de técni.cas de demonstra-
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çao

I'ara resguardar o sIgIlo da pesquisa, assegurado aos alu

nos no início da E)cimeira entrevista, aproveitei a ideia de
Lakatos (1978) que, em sua tese doutoral, descreveu um diálo-

go imaginário com vários alunos, cujos nomes sâo ondas letras
do alfabeto grego.

Assim, os alunos partia.pentes da pesquisa serão Ident:l--

focados por: Al-fa, Beta, Gama, Delta, Épsilon, Zela, Rapa,Lam
bda, RÕ , Slgma e ómega.

:'
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3.3. A Sistemática de Apl-i.cação do Teste e da Entrevista

Posterior

Todc3s as entrevistas, inibi-ais e finais, foram realiza-

das no Instituto de Matemática da PUCRS, em uma sala vesti.na-

da a aulas especiais ou a atendimento de alunos, com poucas
classes, de forma que o aluno ficava sentado â minha frente

e na mesa ao lado ficava o gravador

A pri.melro parte do trabalho com cada aluno conslsti.u em

uma sessão,de aproxi.mudamente uma hora, em que foram propos-

tas as três demonstrações a serem realizadas.

Quando o aluno entrava na sala para a primeira sessão,

era convidado a sentar-se e eu Ihe dava as expJ-icações neces-

sãri.as sobre os objetivos da pesquisa, sobre a técnica utili-

zada, sobre o tempo estipul-ado para cada questão e sobre o sl

silo dos resultados. Já que não interessava veria.car a capa-
ci.jade de mem(ária do aluno, eu Ihe apresentava, também,um teZ
to com as definições e teoremas que poderiam ser necessários

à demonstração. Este texto será citado daqui. por diante com a

expressão "folha auxiliar"

\

}

Ao entregar as questões ao aluno, ligava o gravador e maXI

cava o horário de início de trabalho. A partir deste momento,

tudo o que fosse fal-ado, pelo aluno ou por mi.m, estará.a sendo

gravado e seria transcrito depor.sr palavra por palavra.

Ao mesmo tempo em que eram gravadas as +erbalizações, eu

reglstrava eili rali-ia ã pari:e as observações sol)rc os elemetiLos

que o aluno citava, para poderá posteriormente, entender o que

fora colocado por ele .
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No final de todo o trabalho, eu entregava ao : aluno um

questionário que ele deverá-a trazer preenchido na próxima en--
grevista, no qual eram solicitadas i-nformações sobre as esco--

las onde o aluno havia freqtlentado o 19 e 29 graus e um hi.stó

rico das disciplinas realizadas até all no curso de Mabemãtl

ca. O modelo deste questionário encontra-se em anexo.

Ao ler a transcrição de cada entrevi.sta, analisei tudo o

que foi dito, detectando os erros e fazendo algumas suposi-

ções sobre as causas. A transcrição foi, então, reescrita e
foram intercaladas, entre os trechos do diálogo, as observa--

ções pertinentes, para depois confirma-las ou descarta-las.

Na segunda entrevista, realizada em geral uma semana de-

poisr eu li-a para o aluno o texto datilografado com a trans-

crição da entrevista inici-al, enquanto ele acompanhava pel-a
sua folha de trabalho. O procedlinento funcionava com um replay

da entrevista inicial, poi-s eu estava lendo as palavras que

ele havia dito e também as observações que eu Ihe havia feito

na ocaso.âo. Assim, ele relembrava melhor os passos de seu ra--

clocíni.o, o que eu comprovem muitas vezes, quando o aluno fa-

ze.a observações do tipo: "Eu estou me lembrando bem do que eâ

tava pensando quando di-sse isto"

Durante a leitura da transcrição, discutia com o aluno

todos os comentários feitos, procurando saber a sua opinião a

respeito dos erros por ele cometidos. Após esta análise, con--
versãvamos a respelLo do ensino de Matemática que o aluno ha--

via recebido no 19 e 29 graus e sobre o seu conceitodedemong

oração de teoremas .

Sem necessariamente ser nesta ordem nem com estas pala
P
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vias, eu perguntava sobre o ensino de Matemática que o aluno

ti.verá no 19 e 29 g.raras, sobre a aprendizagem de Geometria,se
bre a real.i.zação cle demonstrações de teoremas em níveis ante-

r:].odes e so])rc !3ua op]n].ão a lc:spe]to da necel3n].(Jade cle cle.-
Dons trai teoremas .

Como não havia um roteiro rígido, muitas vezes o aluno

narrava as situações de aprendi.zagem que mais Ihe haviam cha-

mado a atenção; falava sobre os seus sentimentos em relação

aos professores de 19 e 2'? graus e coJ-ocava suas opi.niÕes se--

bre o ensino de Matemática, inclusive em nível de 39 grau.

Desta segunda entrevista, que não transcrevi palavra por

palavra, eu destaques as respostas às minhas perguntas sobre

os seus erros e, também, o conceito de demonstração.Em alguns

casos, quando o aluno lembrava fatos ocorridos relativos ao

I'? e 29 gl'aus, registrei as suas consi.derações.

\

b

Ao falar, os alunos usaram mui-to as expressões "este la-
do", "este ângulo", porque estavam apontando para o desenho e

eu estava vendo o que faziam; nas notas que tomei, estes ele-

mentos na mai-or parte das vezes foram i-dentifi.cados. Na trans

crição da entrevistet, coloquei entre parênteses a ídentifi.ca-

ção de tais e].ementos, assim como as observações que elucidam

o texto. Desta form(a, quando forem citados trechos da verbali

zação, será possível- acompanhar o rabi-ocínio do aluno na íigg.

ra correspondente
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3 . 4 . Os E:rz-os Encontl'aços

3 . 4 . 1 . Introdução

Após a segunda entrevlst:a, escrevi mais uma vez a trans-

crição da i.ni.cial, agora colocando, junto com as observações,

as justificativas que o aluno dera para os seus erros eas ob-

servações que fizera sobre o assunto.

Inibi.ou-se, então, a fase de análise destes textos, para

tentar classificar os erros encontrados. Após uma pri.beira aná

lide, em que encontrei vinte e quatro tipos de erros, reli os

traba[hos sobre aná].ise de erros já citados anteriormente e

concluí que as minhas categori-as não eram mutuamente exclusi-

vas. Flz, então, uma segunda análise, agrupando os erros em

dez classes. Ao analisar as causas dos erros encontrados, no--

vamente verifiquei que havia uma intersecção não nula das clag

ses, e resolvi,finalmente, apresentar oito categorias.

b

Nâo afirmo que tenha chegado a uma classificação Ótima e

penso que outros professores poderiam ler o material e encon-

trar categorias diversas. Porém, cada classifi-cação obedece

aos cria;brios escolhidos por aquele que classifica e não vejo,

pelo menos por enquanto, possibilidade de modificar o que aprg
sentei, sob pena de englobar, em uma mesma categoria,erros cuja
úni.ca característ:ica comum é o fato de serem erros.

Assim, descreverei daqui por diante cada um dos tipos de

erros, exemplificando, em cada caso, com algumas ocorrências

e com as respectivas observações dos alunos.

Para facilitar a lei.tuta, já que estarei a todo momento
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fazendo referência aos elementos das questões propostlas, cola
corei ã direita de fiada folha as três figuras correspondentes

as me smas .

3 .4 . 2. Os erros do tlipo l

A Matemática é uma linguagem, com alguns símbolos unlvel

salmente aceitas: além destes, cada autor poderse necessário,

introduzir outros símbo].os, desde que inda.que o seu significa

do previamente

Na disco-plana de Geometria Plana do curso de Matemáti.ca

da PUCRS, seguindo a orientação dos autores dos livros-texto

com os quais se traba]ha, uti.].izam-se as segui.ntes notações e

convenções :

1) Para segmentos, gemi-Tetas e tetas

a) utiliza-se uma barra horizontal sobre duas letras pa-

ra indicar um segmento cujas extremidades são os pontos reprg

sentados por aquelas letras. Ex.: AB representa o segmento

cujas extrema-dades são os pontos A e B.

b) uti-liza-se uma flecha da esquerda para a direita so-

bre duas letras para i.ndi.car uma gemi-teta cuja origem é opor.

to representado pela letra ã esquerda e que passa pelo ponto

representado pela letra à di-Feita. Ex.: AB representa a senil
.neta com origem em A e passando por B.

c) utili-za-se uma flecha dupla sobre duas letras para iE

picar a teta determinada pelos pontos representados por aque-
("+ . s q .l.. .nnannn 71 c3 12efmzneAB areEx aeletraslas e
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d) utili.zam-se duas letras para i.ndicar a distância entre

os pontos representados por aquelas letras. Ex. :AB representa
a distância de A até B.

11 ) Para ângulos e triângulos

a) representa-se um ângulo por três letras, de forma que

a do meio representa o ponto que é vértice do ângulo e as ou--

trás duas representam, respectivamente, pontos de cada lado

do ângulo. Utiliza--se, ainda, um outros sinal, < , colocado
na frente das três ].ellas, ou um acento clrcunflexo colocado

sobre a letra que indica o vértice. Ex.: ABC é o ângulode:vél.

vice em B e cujos lados são ãã e BC. Quando não há outros ân-

gulos na figura com o mesmo vértice B, pode-se, simplesmente,

representa-lo por B.

b) representa--se um triângulo de vértices A,B e C, por

6 ABC.

111) Para a re].ação de congruência

A congruência entre segmentos, ângulos ou triângulos é

indicada pelos símbolos " ; " ou " = "

Pela definição de congruênci-a de segmentos, sabe-se que

dois segmentos são congruentes se e sõ se têm a mesma medida;

assim, pode-se indicar nas demonstrações, Indifetentementer

À.iã g CD ou AB=CD, conforme indique a relação de congruência

entre segmentos ou a relação de igualdade entre asmedi-das dos

mesmos .

Da mesma forma para os ângulos, pode-se escrever

ou mA = mB, onde mA indica a medida do ângulo A.
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Quanto à congruência de triângulos, costuma-se indica--la

apresentando as três letras em uma certa ordem que Indica os

vértices correspondentes em cada triângulo. Assim, por exem-

plo, se os triângulos A ABC e ó.DEF são congruentes,existeurna

correspondência bijetora entre os vértices, de forma que Acol

responde a D, B corresponde a E e C corresponde a F. Logo, eg.

creve-se 6 ABC = ÓDEF'

Ai-nda quanto a convenções, neste caso aplicáveis ã figura

com a qual se trabalha, exi.atem as marcas ou riscos que se

faz para inda-car congruêncías de lados ou de ângulos.Por exe!!

plo, ao marcar os triângulos A ABC e 6. DEF como representado

abaixo, indica-se que ABADE, AC=DF, BC=EF, mA=mD, mB=mE,mC=mF.

Alguns autores mencionam explicitamente a função das mar--

cas (Moise & Downs, 1971, por exemplo) l outros apenas utili-

zam sem comentar (liarlki & Onaga, 1979, por exemplo) r Outros,

ainda, não utilizam (Pogorélov, 1974; Bârbosar 1985)

É Óbvio que não hã necessidade de fazer as marcas, é um

recurso auxiliar para o raciocínio, e notei que nem todos os

alunos entrevistados se socorrem desta marcação; alguns, en-

tretanto, ao marcar de uma forma inadequada, provocam outros

erros .
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O erro do tipo l é o que en-

volve a l.inguagem matemática. Pode
relacionar-se com os símbolos e con

venções da linguagem escrita ou pg

de envolver a linguagem oral,o uso

das palavras que desi-unam entes ma

temáticos, a i.nterferência de sig-

nificados di.versos, a falta de clg

reza e precisão .

4

os erros relaci.onados com os
símbolos e convenções, detectados

nas demonstrações escritas, foram

os mais freqtlentes.Os exaíç)los mais

comuns foram :

\

b

a) tndi.cação de ângul-os somem

te com a ].erra do vértice quando

havia out:ros ângulos com o mesmo

verti.ce na figura. Na le questão,os

ângulos ABE e A])C indicados apenas
com as letras B e D, respectivameg

te;na 2g questão, os ângulos Fetos

ADM e BEM indicados apenas por D e

E,respectivamente; na 3e questão,

os ângulos AKJ, BKM, AJK, BMK,KJM,

KMJ, ci.Lados somente através das

letras que indicam cs vértices.

b) Além de inda-car o ângulo

com uma única letra. às vezes al-

3

A K B
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duns alunos ai-nda representam--no

sem o acento cll-ctmflexo, o que l=

dica , então , um ponto .

c) Indicação do ângulo com

três letras, porém seno acento ci-l

cunf[exo ou o sina]. " <' "; da mes-

ma forma, indicação de um triângu-

lo com três letras sem o sinal "a.".

Assim, causava dúvidas para a i-nter

predação da respostas pois não pel

mi.tía saber se o aluno se referira

ao ângulo ou ao triângulo.
d) Indicação de congruência

de segmentos colocando a barra ho--

rizontal sobre as letras, mas usam

do o sinal de igualdade entre eles.
Ex.: AB=AD. Da ntesma forma, indica

ção da congruênci-a de segmentos cg

focando o sinal de congruência en--

tre os pares de leal:as que indicam

comprimento dos mesmos.Ex. :ABg AD.

e) indicação de congruência

de triângu].os utilizando o sinal

de igualdade entre eles .
Ex. : a ABE = Â ADC

f) Indicação cle congruência

de triângulos com as letras troca

das. Ex.: Na lg quem;tão, em lugar

de escrever CABE llaADC, indicar

4

3

A K &
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por a ABl:l : a. CDA. 4

Este ti.po de erro não é real-

mente a].go que impeça o aluno de

fazer uma demonstração; é como se,

ao escrever em um idioma estranhe.}

ro,fossem cometidos erros,esquecem

do ou trocando letras, não obedecem

do à concordância verbal ou nomi-

nal, etc.. O texto escrito ficaria
i.ncorreto, talvez até difícil de

ler, mas provavelmente não impede.-

ria a compreensão do mesmo .

Comento os erros e indico

porque escrever corretamente em Mg

temática é um dos objetivos a se-

rem alcançados por qualquer pessoa

que se dí.oponha a ser professor de
Matemática. Não insist=i.rei sobre a

causa destes erros relacionados com

simbologi..a por que nâo configuram

o cerne do problema da demonstra--

çao .

3

Somente em um caso, da aluna

Lambia, as notações por ela utili-
zadas ao escrever z} demonstração

fizeram muitas vezes com que o te3

to escrito fosse absurdo .

A K B



65

Na 2e questão , ela escreveu a

demonstração (que nem pode receber

este nome) da seguillte maneira:

4

"MEB = MDA

D e E 1 --.) 90

A : B - A

AM : MB

Lado ângulo lado

A = B --> AC = ÀB e C ponto de

intersecção entre as tetas AC e BC

e o ângulo C o complemento dos 1809

graus internos . "

Em primeiro luçlar,hã uma igual

date entre doi.s grupos de letras

que não se sabe se indicam ângulos

ou triângulos. Elm sclgundo lugar, o

que significa "M = M -"? De um la-
do um ângulo, de outro lado uma d.}

ferença sem subtraendo, onde o mi-

nuendo é um ponto. E:m tercei-ro lu--

gar, da equação "A = B - A" chego
a " B = 2A". Mas o que e isto? O

que são A e B? Pontos? Ângulos?

3

Na segunda entrevista, quando

Ihe fiz ver o absurdo do que tinha

escrito, ela justif=i.cou-me que, em

ambos os casos, não eraum si-nal de

A K B
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menos, era um r=i-sco que ela usa pg

ra separar os eILementos que vai ci

tendo. Portanto, a aluna criou um

novo si.qnif=í.Gado para o sím})olo,

mas, utili.zando-o em um texto mate-

mático, fere a exigência de unici-
dade: cada símbo]o (leve ter um únl

co si-unificado .

4

Além dos erros já citados ,a13
da se tem Tetas i.ndicadas sem a du

pla flecha e os graus estranhamen-

te indicados , pois ela escreve

"180'? graus" e dessa forma lê--se

"centésimo octagésin\o graus"
\

b

llustrel a apresentação dos

erros relaci.onados com simbologia

matemática com este exemplo,porque

foi o caso em que o mau uso dos sílB

bolos impediu a come)reensão do que

fora escz:ito . 3

Quanto às marcações na figura,

para indicar segmentos ou ângulos

congruentes, a sua falta ou utiliza

ção di.ferente da usual nãopode ser
consi.derada erro, pois cada um po--

de criar a sua própria convcnçãor

já que é um recurso auxiliar.Somem

te quando a marcação errada provo-

A K &
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car um erro de outro tipo é que ag
s inalare i. o fato .

4

Moais graves que os erros que

envolvem símbolos e convenções,são

os relacionados com a manei.ra i.n-

correta de uti].:azar os termos mate

míticos,a interferência de signif.}

cabos matemáticos diferentes, a ig

tersecção de significados não mata

míticos, a verbalização íncorreta

de relações matemáticas,a falta de

clareza e precisão. Alguns exem-

plos serão indicados a seguir

O aluno Alfa, na 19 questão,

em certo momento afirmou: "Eu te-

nho este K em comum, tenho este â!!

guio de 90 em comum. "

Realmente , K é o vértice co-

mum aos tri.ângulos d DKE e 6 BKE;

neste caso, usou corretamente a eZ

pressão "em comum". Mas logo em sg

gui-da fa]ou em ângu].o de 90 "em cg

mum". Os ângulos que ele considera

va como fetos, ABK e ADK, não eram

comuns a dois triângulos. Quando

perguntei--lhe, na sclgunda entrevlg

ta, o que significava para eleapg

lavra "comum", respondeu que os ã=

3

A K &
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nulos será-am i.quais
4

Então , ele esta usando a pala

vra i.ncorretamente , como sinónimo

de igual , de congruente

O aluno Épsi-lon , na l ç quem--

tão, também usou de forma errada a

palavra "comum". Havi.a uma dúvida

quanto ao caso de congruência a ser
apli.capo e ele disse

"Eu tenho um lado co
mum , um ângulo comum e
um ângulo oposto também
c omum . ''

Além de um erro quanto ao ca--

se de congruência, que será anali-

sado mais adiante, ele estava usam

do a expressão "l-ado comum" no sen
tido de "lados correspondentes con

gruentes" e da mesma forma quanto

aos ângulos citados .

P. M 6

3

A aluna Lambda também fez um

mau uso da palavra "comum" quando/

na 3Q questão/e].a escreveu:"... ig

dos comuns'>3 paralelogramos são

iguais"

Provavelmente queria dizer "lg

dos congruentes" ,para que a conclg

são fosse esta .

AK &
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A aluna Delta , na demonstra-

ção escrita na le questão,escreveu

que "K forma 2 triângulos, aBCK e
6 DEK" . Mas, não é K que fornta os

triângulos, eles são formados por

segmentos, K é um vértice comum.

Quando perguntei.-lhe a razão pela

qual escrevera desta forma,ela jug

tificou dizendo que não volta atrás

para reler o que escreve,porque sg

não perde muito tempo .

4

Ainda a aluna Delta,na demon.g

oração escri.ta na 2e questão,escrg

veu que "... o segmento CD = CE pg

la perpendicularidade de AD e EB".

Hã erros de outros tipos , como

por exemplo concluir a congruêncla

de segmentos através do perpendicg

laxismo, poi.s nada permite faze-lo.
Este erro será classifi-capo e ana-

lisado adiante.O que Interessa , no

momento, é o mau uso da palavra

per'pendiculai'idade, pois AD e EB

não são perpendiculares entre g.},

eles são segmentos perpendiculares,

respectivamente , a MD e ME.

3

A K Õ

Hã, ai-nda , um 3ç) erro da mes--

ma aluna na 3e quest:ão, quando ela
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disse no final da demonstração:"DaÍ

eu provo este triângulo aqui"(aWC).

Mas um tri.ângulo não se prova! Um

triângulo pode ser desenhado, pode
ser apresentado, pode ser defi-nado,

mas o que se prova é alguma pro-

priedade do triângulo.

4

A aluna Zela, na l ç questão,

tentava resolvo-la através de uma

construção, traçando o segmento CE.

Porém, ela disse: "Tá, se eu pas-
sar uma neta aqui, fica um triângB

lo i.sósceles" . ( 6 ACE)
\

}

É c].aro que poderia traçar uma

neta passando por C e Er mas não o

fez, traçou exatamente um segmen-

to; pol:tcanto, faltou precisão de

linguagem .

A aluna Lainbda cometeu vários

erros relacionados com linguagem

matemática

3

Na l e questão, ela disse / de

repente

" Ah , tá , jã enxer-
guei ! são triângulos.se-
melhantes e ente tri.ãngy
lo aqui ( a ADC) é seme-
lhante a este aqui "( .& ABE).

A K 8
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Sem saber se e].a citava a re-

lação de congruência ou de semelhan

ça, pergtlntei-ljae, na segunda en-

Lrevls t:a , e óla disse

4

" Eu confundo seme-
lhança cola congruéncla .
Semelhante eu sei que
nao e iguala mas eu nao
consegui assimilar que o
congruente é igual. . "

Na 29 questão, em dois mome2

tos ela usou a palavra"praticamen-

te"; quando se referi-u :ao ângu].o

C, disse que era "praticamente opor.

to" e quando se referiu ao ângulo

ACM, usou a expressão "praticamen--
te a metade". No pr:Lmelro caso,ela

queria di-zer que o ângulo C é o

oposto ao lado AB e no segundo ca-

so, quere-a dizer que,traçando uma

bissetriz CM (o que é outro problgl
ma a ser analisado mais adiante) ,

teria o ângulo C di-vidido em dois

ângulos congruentes, sendo ACM d'mg

tarte" de C

\

}

A

3.

6

Mas o que signifi-ca "pratica--

mente" neste contexto? Quando Ihe

perguntei, respondeu--me que feri.a

''igual à metade". É uma interferê=

cia de significado não matemático.
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A mesma aluna ,ainda na 2e quem.

tão, escreveu "D e 1:l--)90a; além

dos erros de notaçãc>, que jã men-

cionei, ex-Lsl:c outro resulLanLc da

interferência de significados mãES

mágicos diferentes, pois ângulos

não são perpendi.culares, a relação

de perpendicularismo se dá entre

segmentos .

Ainda na 2e questão,Lambda eâ

creveu que "o ângulo C é o comple-
mento dos 180 graus Internos"; ela

queria dizer que/em um triângulo
qual-quer, a soma dos ângulos intel
nos vale 180' e,considerando os três

ângulos, A. B e C, do triângulo

A ABC, C deve valer "o que faltapg

ra completar 180o", o que é dife-

rente de "complemento dos 180 graus",

pois diz-se que um ângulo é o com-

plemento de outl'o quando a soma de
suas medidas vale 90o

\

b

3

Na l g questão, a aluna RÕ fez

um erro causado pela interferência

de si.unificado matemático diferen-

te, quando di.sse: "lZu posso supor

que BE e CD são med=Latrizes de um

ângulo?"

A K 6
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Em primeiro lugar, "medi-atroz"

é uma E)a].avia que se aplica a seg-

mento. Di.z-se que uma Teta é media

t:rl-z de um segmento quando ó per-

pendicular a ele pelo seu ponto mg

dio. Se citava segmentos de um tri

ângulo, provavelmente queria di-zer

"mediana", o que ela cona-amou na

segunda entrevista, quando disse

que ti-nha uma vaga ideia do nome a

sez usado .

4

O aluno Sigla também fez um

erro causado por interferência de

si.gni.focados matemáticos dlfere=

tes, quando marcou, na l$ questão,

os ângulos opostos pelo vértice mas
chamou-os de "alternos internos"

Na entrevi.sta, confirmou que fazia

confusão entre os nomes dos ângu--

los, pois sabia exatamente o que

eram os opostos pelo vértive e o

que eram os alternos internos,qual
do Ihe pedi que marcasse, emuma íl

aura, ângulos de cada um dos dois

tipos .

3

Um outro erro de linguagem bag.

tente interessante , também cometi--

do por Sigma, na 3e questão, rela-
ciona-se com o uso que ele faz da

A K &

:'
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palavra "porque". Vejamos a frase
comp lera =

4

"Ah,se este lado é
Igual a este (KJ , l<M) ó pol
que este ângulo é Igual
a este (Â,B) e se estes
doi.s ângulos são igual.s
é porque este lados Igual
a este (AC,BC) e se tem
doi.s lados igual-s , é isõg
ce ].es . "

Depois analisarem a primeira

parte da frase, que comporta outro

ti.po de erro; porémr de qualquer

forma, vê-se que ele usa "éporque"

como se dissesse "então".É uma trg

ca de antecedente por consequente,

pois quando se diz "os ângulos da
base são congruentes porque o triâ2

guio é isósceles",'io triângulo é
isósceles" é a causa para a congro

ência dos ângulos da base, ou sejam

é o antecedente de uma proposição

do tipo "se p então que" . Na sua

formulação, ele está considerando

que a congruência dos lados é cag

fada pela congruênc:i.a dos ângulos

da base, só que diz isto através deg

ta expressão "e por(lue"

F

A

3.

6

Ainda como Interferência de

significados matemáticos di.geren-

tes, considero o fato de trocar dg

A K 6
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finição por propriedade e vice--ver

sa. Nem sempr'e esta troca configu-

ra um errar depende das definições

utlllzi:tcjas por cada autor ao estu-

dar axiomaticamente uma discipl i.--

na. No estudo de Geometria Plana

que é feito no curso, define--se o

paralelogramo como o quadrilátero

que tem lados opostos- paralelos e

prova-se que, em um paralelogramo,

os lados opostos são congruentes.

4

Nesta pesquisa r a troca sur-

giu exatamente quanto ao paralelo-

gramo, pois três alunos considera-

ram que ter os lados opostos con-

gruentes é a definição de paralela

gramo .

O único destaque interessante

quanto a isto foi a atitude da alg
na Zela. Na 3e demonstração,ela eg

creveu: "Como AKMJ é um paralelo--

gramo, pela definição..." e parou/
olhando a folha aux:aliar. Apesar

de ter li.do que um quadrilátero é

um paralelogramo se e só se os la-

dos OPost.os são param-elos, vo].tou
à sua folha de trabalho e confia--

mou: "...pela defi-nação de parale-

logramo AK=JM e AJ=KM". Portanto,

3

A K 8



76

novamente aparece aquele conceito

já adqui-rido, que não se medi.fica

nem mesmo quando confere o que a

"autora.date" (no caso a folha auxl

l iar ) afirma .

4

3.4 . 3. O erro do tipo ]-l

O erro do tipo ll é o erro prg

duzi-do pela figura,pela disposição

dos element=os na fl€1ura ou pelas mail

cações que se faz na mesma.Influem

ci.ado pelo desenho, o aluno emite

uma afirmativa que é apenas vi.sualf

não tem justificativa lógica, não

apresenta uma seqtlência de passos

que garanta a conclusão.

}

Na l e questão,em relação aos

ângulos ABK e ADK, sete alunos coB

lideraram que seriam ângulos reles,

a].gumes vezes si-mpla:smente apreseB

tendo o fato, sem nenhuma dúvi.da a

respeitos outras vezes com alguma

preocupação sobre a maneira de juâ
tificar o que acreditavam ser ver-
dadeiro .

3

O a]uno Bet:a, ]l)or exemplo,pe11

juntou: "Como é que eu posso dizer

que isto aqui. tem 90 graus?"

A K &
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O aluno Élpsilon di-sse 11 Para
4

provar que isto é 90 graus , eu te

ria que afirmar que é altura"

O erro ao considerar o ângulo

como neto, Épsilon conservou até o

fi.nal; a sua dúvida era sobre como

justificar que CD era altura do a ADC,

pois depois acrescentou

"Eu penso sempre co-
mo aprendi- , que olhando
num tri.ângulo retângulo ,
tem que fazer em direção
à hi.potenusa . "

Portanto , para e].e, os triân

guias Á ADC e Ã ABE eram retângu

].os !

A aluna RÕ perguntou-me

"Isto aqui dá para
suporJ Helena, que AÊE e-
qui-va].e a um ângulo de 90
graus ?AgoJ:a porque eu nao
sel l eu eitxergo . "

3

Quando Ihe perguntei/ na segue

da entrevista/a razão de sua dúvi

da , ela disse:

"0 ânquJ-o de 90 tu
consegues discernir r pol
que são iguais , se fosse
menor ou maior . . . Como
eu não tinha prova suei--
ciente ,eu não consegui dg
f i.nir com um teorema , eu
queria supor ao menos v.L
sualmente . "

A k 6
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Nca explicação, vê--se que o íg:

to de os ângulos; ABE e EBC (e tam-

bém ADC e CDE) terem sido desenha--

dos de uma forma que levava o alu-

no a considera-los congruentes, ín

fluenciou a sua decisão .

4

Outra justificativa para con-

siderar os ângulos citados como seg
do Fetos foi. dada pela aluna Zeta

"EU coloquei uma teta aqui e ima-

ginei que fosse altura." (àÓ)

O impacto visual é tão forte

que al-duns alunos não se convence--

ram de que não fossem ângulos ne-

tos, mesmo quando eu expli-quem que

poderia ter feito o mesmo desenho

(e proposto a mesma demonstração)

com ângulos diverso:s, bastando mu-

dar a posição dos pontos B e D.

l

b

,4 n 6

A aluna Lambda ,por exemplo,rg

traçou :

3

"se eu tivesse parti
do rea].ntente do triangu-
lo traçando as medianas r
seria 90 graus . "

Nesta resposta , nota-se um acg

mula de erros deste tipo 11/ pois

ela estava, então,considerando que
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B e D eram, respectivamente,os poE

t:os médios dos lados AC e AE e,taU

bÕíí\, (lue o triângt:tlo Â ACE era um

triângulo isósceles(quem sabe equ.}
lãtero) para que a mediana coi.n-
ci(ilisse com a a]. tuta .

4

A a].una Zela ,que concluiu a

le questão corretamente, ao fazer

suposições sobre o desenho, prime.L

lamente afi.amou que CD era uma al--

Lura; foi então testar,colocando o

lápis perpendicularmente ã AE e co3

aluiu que não era. Supõsrentão,que

fosse mediana. olhou bem de perto

e também disse que não era. F':l.nal--

mente, di-sse que CD seria uma bis--

setriz, só que logo acrescentou:

"Agora eu tenho que provar Isto."

S

}

Portanto, ela sabia que deve-

ria provar o que afirmaram ali.ás

só fez a demonstração escrita quan-

do teve certeza de que provara a

tese e fê-la corretamente. É cla-

ro que ela precisa fazer conjeturas

para chegar à demonstração e são
válidas as suas tens;ativas de es-

clarecer que elemento seria o CD.

Destaco, no caso, o fato de que os

3

A K 6
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apelos visuais foram os primeiros

a comandar as conjeturas, não fo-

ram as Informações da hipótese que

guiaram o seu pensamento. Aliás,zg
ta só consegui.u desenvolver a de-

monstração corretamente quando Ihe

sugeri que desenhaste separadamen--

te os triângulos que visualizava.

4

Na l e questão, outros alunos
consideraram B e D como pontos mé-

dios, respectivamente, dos lados
AC e AE.

\

b A aluna Gama consi.derou que ,

sendo AB e AD dois segmentos con--

gruentes e BC e DE também congrueg

tes , os pontos B e D deveriam es-
tar "na metade "

A aluna Deltcã , que fez o mes--

mo erro, justifi.cou-o dizendo: "Eu

acho que influencia muito a figura
em si''

3

Outro erro visual foi cometi-

do pela aluna RÕ, na l e questão,

quando traçou o segmento CE e dis-

se: "Dá para fazer um triângulo

equilátero" . Depois ela abandonou
esta ideia e foi tentar a demons-

A K &
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oração por outros caminhos, mas o

impacto vi.sual est:eve presente,pois

nada poderia garantir que o segme2
to traçado, CE, fosse congruent-e a
AC e AE.

4

Outro erro, também i-nfluencíg

do pelo desenho/apareceu quando a.}
duns alunos consideraram que os â2

nulos AMD e BME seriam opostos pe-

lo vértice, na 2e questão,e com eg

ta afi.rmativa justificaram a con-

gruência deles .

Este é um erro que eu já ti.nha vi.s
to inúmeras vezes no decorrer dos

anos em que leclone.i. Geometria Plg

na; é int.eressante que os alunos

sabem o que são opostos pelo vêrt.}

ce e reconhecem qualado o são efet.}

vamente, porémlao enxergar ângulos

que tenham um vértice comum e doi-s

dos lados formados })or gemi-Tetas

opostas (MA e MB, no caso) ,já "en--

vergam" opostos pelo vértice, não
notando que as outras duas semi-rg

tas (MD e ME, no exemplo C].Lado )

não são opostas .

3

A k B

A a].una Zela, por exemplo.arie

mou que eram ângulos opostos pelo
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verti.ce, depois indicou com o dedo
as senil--Tetas EM e DM e notou que

não erram, mas o i-mpacto visual-.no-

vamente . foi C) primeiro.

à 4

A aluna Õmega cometeu este e:

ro na 2g e na 3e questão, nesta úl
uma em relação aos ângulos AKJ e

Bl<M. AI i.ás, foi. i.nteressante seu

comportamento, pois ela afirmou,na

2e questão,que AMD e BME eram con-

gruentes porque eram opostos pelo
vértice. Na 3e questão, quando prg

curava elementos para encaixar em

algum caso de congruência de triâZ

guias , ela di-sse, de repente :

"Ah, já descobri ! Es
tes dois ].idos são iguais
(KJ,KM) ,este aqui (AK) taB

bém é igual a este (BK) r
estes ângulos são Opos-
tos pelo vértice . . . . ou
não são? "

A H 6

3
Olhou com mai-s atenção e ex--

clamou: "Não são! Esta faltando um

pedaço do ângulo!". No entanto, cg

mo recolheceu que os ângulos apre-

sentavam--se da mesma forma .que na

2e questão, ela acrescentou: "São,
não são? Deixa eu '':o].ar' da minha

outra demonstração. " E como ti-nha

errado antes, "colou" o erro e cog
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tinuou com e]e até o fina].
4

Outra variante do erro influaa

alado pelo desenho é a afirmati.va,

verdadeira, tirada somente do de-

senho, isto é, o aluno afirma que

determi.nados elementos são congrue=

tes sem que nenhuma cadeia de ra-

ciocÍni.o tenha levado a esta con-

clusão. Em geral, são afirmativas

feitas no início da demonstração,

quando o aluno vê o desenho e, até

o final, ele conserva a afi-rmatlva,

sem justa-fica-].a logicamente\

b

Este erro apareceu na l $ quem

tão, quando alguns alunos convide--

ralam congruênclas de segmentos ou

de ângulos somente porque visuali-

zavam-nos com esta relação.Por exem

Plo, BK = DKr BE = CDr KC = KEr
EK = CK, KBC = KDE. Nesta última

afirmativa, feita pelo aluno Sigma,

ele não considerou os ângulos con--

gruentes por serem 3:elos, como mu.}
tos fizeram, mas simplesmente por-

que os enxergavca asse.m: "Ta bem dg
senhado, a gente enxerga, este é

que é o problema. "

3

A K G

Noto que alguns alunos acred}
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tam muito no que vêem, não enten

dem a demonst;z-anão como uma justa

ficatlva lógica, exataiílente daqui

lo que os; sentidos detectaram.

4

A a].una ].amada , por exemplo/

na le questão, após olhar a figura

e entender o que deveria dannnstlar,

disse

"Agora, como é que eu
vou fazer a demonstração
é que eu não sei. A olho
nú eu vejo que estes doi.s
ângulos êão 'iguais (ê,Ê)

.-~: Uma outra variante do erro

causado pelo desenho é o erro pro-
veniente de uma construção ou de

uma marcação errada que o próprio

a ].uno fez .

Na l g questão, o aluno Beta,

ao ler a hi.põtese, foi marcando no

desenho as congruências dadas/ só

que marcou com um s(5 traço cada um

dos quatro segmentos mencionados .

3

Desta forma. ao olhar novameE

te a figura, ele disse: "Eu estou

pensando agora se o ponto médio vai
me servir". Realmclnte, ao marcar

com um se traço os segmentos AB e

BC (e também AO e OE) , ele estava

A K &
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indicando uma congruência entre

eles; se assim fosse, B e D seriam,

respectivamente, os pontos médios

de AC e AF:. Pare:ant:o, o clrroaocon

siderá-los como pontos médios não

foi causado pelo impacto visual ini

cia[, como em outros casos que ]á

ci.tei, mas pelo desenho que o alu-

no fez.

4

Mais adi.ante, ao tentar enca.}

xar os elementos em um caso de cog

gruênci.a, o aluno se deu conta do

seu erro, voltou ao desenho e mar-
cou com dois traços cada umdos seg.

mentes BC e DE.

Também na l e questão, o aluno

Beta, ao ler a (!uestão, marcou no

desenho os ângulos C e E. Afirmou,

mais adiante, que C e E eram iguais,

mas depois se deu conta de que ut.}
lizara uma informação visual

A n 6

3

" Eu falei uma coi-sa
errada, este ê não pode
ser contado, nem que chg
gar neste ângulo. "

outro aluno, É})si].on, também

na lg questão, fez o mesmo tipo de

erro; marcou cada segmento ci.Lado

na hipótese com um só traço e con-

A K B
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si.gerou que B e D seriam pontos mg
duos , mas também se deu conta do

erro: "Por um erro anterior, eu ja
vou tentando' afí.arar outra coi.sa."

4

Épsi-lon fez este tipo de erro,

novamente, na 3e questão. Ao relem-

brar a propriedade que di.z que os

ângulos opostos de um paralelogramo
são congruent:es, ele marcou com o

mesmo sinal os angul-os A e KMJ no

paralelogramo AKMJ e os ângulos B

e KJM no paralelogramo BKJM.

Não usou a informação de que

KJ ê igual a K){ e fol logo conclu--

indo que o ângulo A é congruentle ao

ângulo B, simplesmente porque as
suas marcações eram todas iguais.

É verdade que A é congruente a B ,

porém a justa.ficativa lógica envo.L

ve a congruência de KJM e KMJ ou a

congruência dos triângulos Á AKJ e

a. BKM, o que ele não fez.

A

3.

6

Ainda na 3e questão,esta mes-

ma marcação incorrera levou-o aafi.r.

mar, na demonstração escrita, que

os triângulos A AKJ e A BKM saocon

gruentes pelo caso ALA, simplesmen-

te porque enxergou os ângulos AKJ

A K 8
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e BKM congruentes, já que estavam

marcados com o mesmo sinal
4

3.4 .4. O erro do tipo lll

Considero que o aluno come te

um erro do tipo l-EJ- quando tem um
conceito errado sobre al-gum ente

matemãt i.co .

A aluna Lambda , na 2+ questão,

estava com di.faculdades para ex--

prestar o que pensava e pergunte.}

-lhe o que precisava para chegar

ao que queria provar. Ela respon-

deu :

"Provar que os dois
lados são i.quais . Eu sei-
que é isósceles . lsosce-les é os dois lados iguais
e este daqui desigual , a
base diferente . "

P. M 6

Então ela se aceitava como

isósceles aquele que ti-veste a ba-

se "diferente". Na entrevista, ela

me disse :

3

" Eu acho que já vem
de antes ,eu acho que na
esco].a . . . l)e tanto fal-ar
que o equilátero tem Eles
lados igual-s ,a gente cria
que o isósceles tem que
ter a bcãsQ diferente . " Ak B

Então o que ela havia vi.sto
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nas disciplinas de Geometri.a do cur
se de Matemática não modificará o

conceito que ela trazia. São os eE

ros persistentes, que não são eli--

minados apenas aom a informação ob

tida do livro-texto ou do profes-

sor

4

Na 3e questão, vi que o erro

de Lambda é mais grave do que su-

pus, pois novamente falando sobre

o triângulo Isósceles, ela disse:

"Isósceles é o que tem a base sem-

pre menor que os dois lados"

Então, ela exi.ge não só que a

base seja diferente, como ainda

que seja menor que cada um dos la-
dos congruentes. Quando justificou

na segunda entrevista, ela acres--

centos ao que já havia dito antes:

"Por hábi.to, de!;enha-se sempre Q

triangulo assim" .

3

A aluna Gama também nem este

mesmo conceito sobre o triângulo

isósceles. Na 2e questão, como ha-

via feito a demonstração correra e

já ti.nha conc]uido (]ue. A é congrue2
te a B, estranhei quando ela tra-

çou o segmento CM e foi trabalhar

A k e,
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com os triângulos A DMC e a EMC .

Perguntei--lhe o que estava procu
rondo e e].a disse :

4

"Agora eu tenho que
encontrar que os ângulos
são diferentes ,não é?Quç
o ângulo.A é igual- ao B
e que o C é diferente pg
ra ele sez' isósceles " .

Pedi-lhe , então, que def.L

nesse triângulo isósceles e ela

disse: "Doi-s lados .Lguais e um di-

ferente". É interessante a persis-

tência do conceito errado,pois. apg

sar de ela ter lido na folha auxi-

liar a defi.nação de isósceles como

o triângulo que tem dois lados coB

gruentes, ela continuou com a sua
afirmativa. Na 2g entrevista, ela

disse que achou "fraca" a defini-

ção, porque continuava com e. ideia

de que o isósceles deveria ter um
].ado di. :gerente

3

Portanto, os conceitos adqui.-

ri.dos não são questiQnadosr a alu--

na considerou que o erro estava na

definição que eu Ihe apresentava

na folha auxili.ar
A k 8

O a]uno A].fa também tem dia--

culdades com o conceito de triângg
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lo isósceles. Na 3$ questão,quando

analisava o triângulo ÂJMC, ele

di.sse: "Ah, s]nt, =1.stSsce].es L)orque

este lado é menor" (JM) .Quando Ihe

perguntei, na segunda entrevista,o

seu conceito de isósceles l ele reâ

pendeu :

4

"Normalmente no triân
guio i-sósceles que a ge2
te Conhece desde pequenos
seriam os dois lados
iguais maiores que a ba--
se

A aluna Delta , na 3e questão ,

mostrou um conceito errado de pon--

to médio. Em certo momento,ela dig

se :

"Aqui. eu estou enxe!
bando quç K e o po?to mg
di.o de ABFdal eu ]a es--
tou provando que AK e
igual a KB"

/. n 6

Como a seqtlência do raciocí-

nio seria ao contrário, ou seja, a

partir da propriedade dos lados

Opostos de um paralelogramo ela pg
della chegar a AK = KB e concluir

que K é o ponto médio de ABr per-

guntei-lhe, na segunda entrevista,
como "enxergava" que K é ponto mé--

dio de AB e ela respondeu-me:"Por-

que K era Comum nos doisr daÍ SQ-

3

A k &
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ri.a ponto médio"
4

Então ela deflliie ponto rnódlo

como o L)oito con\um t\ dois segnten-

t:os adjacentes, o que, obviamente.
é totalmente errado. Bastaria que

ela fizesse um contra-exemplo para
ver como o seu conceito não se sus

tenta ,mas, novamente, parece que

o conceito adquirido não é questlg
nado .

A a].una Lambda , na 3ç questão,

voltou a cometer um erro deste ti--

por polar em certo momento,referíu-

-se aos segmentos K.T, KM e JM como

medianas do trlãngu].o A ABC;asse.m,

mediana, para ela,é o segmento que

une dois pontos médios .

b

b

3.4 . 5. O erro (ílo tipo IV

Muitas vezes os alunos chegam

a conclusões a partir de elementos

que não permitem faze-l-o. Vi exem-

plos nos quais o aluno tinha fei-to
uma cadei.a de racioc:irias válidos,

mas nao os verbalizou nem escreveu/

sÕ just=i.ficando-os ltâ segunda en-
trevista. No entanto, em certos cg

sos, o aluno coloca alguma afirma-

3

A K &
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uva para justificar a sua conclu-

são, sem que se possa de forma ng
nl\uma aceitar o raclocíni.o como vá

l j.do .

4

Os erros do tipo IV são, por-

tanto, conclusões cujas razões são
inaceitáveis .

A aluna Gama, na l e questão,

escreveu na demonstração :

"Sendo A o ângulo fol
medo pelos segmentos AE
e AC e como BE = CDI po--
de-se concluir que C=E"

Já "BE = CD" havia sido uma

afirmativa ti.roda só do desenho,ccE

forme já analisei- antes;o erro,agg

ra, é "concluir" que C : E sem que

as proposições anteriores, "A é o

ângulo formado par AE e AC"e"BE=ClJ;

sejam razões aceitáveis.

A aluna Lambia . na l e questão

escreveu: "Se A é comum aos 2 triâ=

gul-os, então C = E".Novamente omeg

mo erro. sem nenhuma justificativa

lógica .

O aluno Slçlmca , ao escrever a

lg demonstração, também cometeu e.g

te tipo de erro :
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" Rebatendo 0 A DKE se
bre o b BKC, veria que o
ângulo B=D , pois tenho
que BC = DE"

4

Em primeiro lugar , "ver" não

é demonstrar e ele efeti.vamente não

tinha "visto" poi.s sÓ imaginara o

rebatimento. Assim, não se pode co=

cluir que B é congruente a D por

este suposto movimento de rebater

Além disso,quando escreve "pois BC

=DE" dá a ideia de que BC=DE fosse
a causa da congruência dos ângulos

B e D ou da possibi.lidade de beba--

cimento, o que também não é aceita

vel, pois pode-se ter dois segmen-

tos congruentes sem que, ao reba-

ter um triângulo sobre o outro, hg

ja a superposição perfeita.

A aluna Õmega,na demonstração

da lg questão, colocou a conclusão

"portanto C = E" será que as afirma

uvas que fizera antes pudessem

justificar o fato, poi-s sÕ "jogou"

congruências, tanto de lados cano de

ângulos, sem que aparecesse o encg

deamento para as afirmativas .

3

A aluna Lambda , na demonstra

ção da 2g questão, escreveu:

A k 6



94

«Â. = B => AC = AB". Mas ela nâo ha

via provado que A ; B, aliás esta

seria câ proposição .3 (ll\te deveria

chegar, porLãnt:o não há justifica-

tiva para afirmar que AC = AB.

4

Na 3e questão , ela novamente

apresentou duas afirmativas, JM=MK

e MB = BK,totalmente erradas, sem

justificativa possível,acrescentou

"KM comum" e concluiu "então KMB =

equilátero". Além dos erros de no-

tação, vemos que é uma conclusãoto
ta Imente inaceitável

\

}

A a]una De].ta ,na 2g questão,

cometeu este tipo de erros duas ve-

zes quando escreveu :

" . . . então o segmento
C:D = (iii pela perpend icu-
laridade de AD e EB , lo-
go o a ABC é i.sÓsceles".

EM primeiro lugar, o perpendl

cu].abismo não é razão para a con-

gruência, pelo menos neste caso; a

razão para a congruência dos seg-

mentos só poderá vir a parti.r de

uma congruência de triângulo.

3

Em segundo lugar, nenhuma das

afirmativas feitas ljustiflca o fa-

to. ge o triângu].o .a .ABC ser isÓsce

A k B
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les
4

O aluno Alfa ,na 3e questão ,ao

considerar os quatro triângulos J.B

tenores ao triangulo 6 ABC,disse:

"Se todos os quatro
triângulos são iguais , tg
nho um tri-ângulo equilá-
tero . Puxa , vou pensar
como é que eu vou escre-
ver isto. . . "

Realmente ,os quatro triângu-

los interi.odes são congruentes ,mas

não há ra.zão aceitável para dizer

que o tri.ângulo a ABC seria equi12
teço. Nota-se,pela segunda frase,

que ele mesmo estava achando difí--

ci]. justificar o fato.

S

}

A aluna Gama , no final da de-

monstração da 3e questão,escreveu

"Seja L o ponto onde
as diagonais dos parale-
logramos se encontram,e2
tão pode-!;e dizer que
AC = BC e daí 6. ABC é
i sósc e ].e s "

3

Nada justifica a conclusão

"AC = BC" pelo fato de as diagonais

(que ela desenhou nos paralel-ogra-
mos) se cruzarem em um ponto L; é

Lota Imente inaceitável
A k &

Um caso parti.curar de.erro por
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justa.ficativa i.nacei.sável é o que
consiste em fazer construções ande

vidas. Na pesqu:i.sa de Smith (1940),

quando ele propi3s demonstrações de

teoremas dando a hi-pótese e a tese,

as construções i.ndevidas aparece--

ram em algumas demonstrações, se

bem que numa percentagem pequena.

4

Na minha pesquei-sa,somente uma

aluna fez um erro deste tipo.Na le

questão,Delta, em certo momento ,

disse:

\

b
"Mas se eu estou pas

bando a minha bi.ssetriz
por aqui , é claro que ele
vai passar no mexo"

Ela i.ndicava que a bissetriz

do ângulo A passa por K e corta,

também, o ângulo CKE ao mei.o. Del-

ta ai.nda acrescentou :

6

"Eu esstou imaginando
uma bissetríz aqui ,então
é 1(5gi.co (!ue este lado
vai ser igual a este , (KC
KE) poi-s ele estala cor-
tando , passando no meio
aqu l- "

3

Nada garante que a bissetriz

do ângulo A país;e por K e sejartaD

bém, bissetri.z do ãngul-o CKE. Não

hã argumentos lógicos para a sua
afirmativa e, quando ela dlz que

AK B
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KC é Igual a KE por esta constru-

ção feita, esta fazendo uma afirma

uva sem justif.icação plausível.No

entanto, na segunda entrevista,(luar
do Ihe perguntei- qual a razão para

o que dissera , eJ-a respondeu :

4

"Até podes ver que eu
fiz um ri-sco , imaginei um
risco no CE, daí dava ân
guio de 90 e daí é lógi:
co (]ue l)assava no meio . ''

Ela considerava ,portanto , AC

igual a AE, o que é verdade, e ela

já tinha concluído/ da hipótese;trg

çava CE e ficava com o tri.ângulo

A ACE, i.sÓsce]es. ])aí, ao traçar

a bissetriz do ânguILo A, esta se-

ria também mediana e altura, por-

tanto surgia o tal "ângulo de 90"

Mesmo assim, não é acei-Lavei f por-

que há muita coisa a ser provada

para que ela chegue ã conclusão de

que a bissetriz de A passa por K e
é bissetriz de CKE .

3

3.4.6. O erro do tipo V

Quando existe um teorema que

pode ser utilizado em uma argumen--

tação e já se tem as condições da

hi-pótese do mesmo,é fácil- concluir
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uma demonstração; no entanto, mui-

tos alunos, mesmo tendo os teore--

mas referentes aos casos de con-

qruâlicia citados na fo].ha aux:i.].iar,

nâo souberam veria.cax se os dados

de que d:i-opunham estavam de acordo
com as hi-póteses do teorema a ser

ut i. ]. i. z ado .

4

Assim, o erro do tipo V surge

quando o aluno não reconhece um teg
rema a ser utilizado, mesmo tendo

feito as deduções anteriores e dis-

posto de todos os elementos da hi--

pó t:ese do me smo teorema

o a].uno Épsllon,na lg questão,

jã tinha feito um erro ao supor que

os ângulos ABE e ADC fossem Fetos;

no entanto, acei.bando que fosse

verdade, ele,com os outros dados de

que di-opunha /poderia encaixa.los no

caso de congruência do triângul-o

retângulo. Mas/neste momento , ele
disse

A

3.

6

"posso dizer.que o C
é congruente ao Ê: por aqui
le caso de congruênc:ia de
triângulos retângulos ! se
não me engano, que é la-
do,ãnguILo, ângulo oposto
ao lado . "

A K B
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Na 2Q questão , ele fez nova-

mente o mesmo el:ro; neste caso, os

triângulos eram.realmente , retângB

].os e eu sugeri-lhe,então,que pro-
curasse na folha auxiliar, jã que

eu notava que alguma coisa estava
errada, pela confusão que ele fa-

zia ao citar o caso de congruência

de triângulos retângulos e dizer a

sigla Lado .

4

At.é este momento , eu pensava

que o aluno ti.nha sÓ uma di-ficulda
de de linguagem matemática, já que
confundia os casos. No entanto, ao

procurar na folha auxiliar,ele leu
todos os casos e continuou a afir-

mar que a congruência era Lado. Ag

si.m, não notava que as suas hipótg

ses não encaixavam no caso em quem
tão .

3

Na entrevista , ele me disse

" . . . É interessante
que eu sempre diferalciei.
bem os três casos , mas
quando chegava no trlân-
gu[o ret.ângu].o ,eu sempre
pensava q\te era lado! ãp
guio, ângulo oposto. "

Como ele mesmo diz , é intereâ

cante que os três primeiros casos

de congruênci.a, que são afeitos cg
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mo axiomas (na apresentação da di.!
c.i-plllla) ,ele sabia reconhecer, mas

os que foram demonstrados, ele con
f tIRai a .

4

A aluna Delta também deve di-

ficu].danes em enchi.xar os e].emên-

tos em um caso de congruência de

triângu[os. Na ]e questão,e].a afi:

mou :

"Poi.s é , daí eu tenho
ângulos opostos (DRE,BRC)

provaria que este la-
do aqui (KC) seria o mes
mo deste aqui (KE) . Dai
eu provaria por lado, ã=
guio , lado . "

\

}

Mesmo que houvesse a possibl--

lidade de garantir que KC=KE, não

poderia usar casos de congruência

dé triângulos, pois não tinha ele--
bentos suficientes. No momento em

que escreveu a demonstração,ela cg
tocou: "Se BC = DEe K ângulos opor

tos,então os ângulo.os C e E são co3

gruentes pelo teorema Lado. "

,o. n 6

3

Junto com outros erros jã an2

ligados ou por anali.sar, novamente

hã o erro na apll.ilação de um caso

de congruência,pois sequer citou

três congruências para poder just.}

A K B
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ficar a aplicação de um casode con

gruenc la .

4

Na 29 questão,novamente apara
ce este erro quando a mesma aluna

cita as congruências tiradas da hi

pótese, AM = MB, MD=ME, ADM = BEM,

mas escreve que os triângulos são

congruentes por LALr ou seja, não

sabe aplicar os dados de que dls-

poe

O aluno Sigma ,]aa 2g questão,
citou também as mesmas congruên--

clãs citadas no exemplo aci.ma e eg

creveu: "com isso posso dizer, pe--

lo caso LLA, que o A = B".

Mas nem exi.ste esta sigla ! Na

entrevista , ele disse :
P. n B

"SÓ porque eu vi dois
lados iguais e um ângulo,
di.sse lado, lado,ângulo . " 3

O aluno Alfa também cometeu

este tipo de err'o,nz} 2e questão,em

três oportunidades. Ci.tou as con-

gruências tiradas da hipótese e coB
cluiu: "então fica lado, ângulo, ã3

guio oposto a congruêncla destes

dois triângulos" ( AAMD, âBME) . De-

pois, quando resol-veu traçar CM .e

Ak &
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trabalhar com os triângulos a CMD

e ACMl], citou o lado comuna CM, os

ângulos Fetos que obtinha da i.nfor

mação sobre perpendlcularlsmo e a

congruência dos ângulos DCM e ECM

(erro de que falarei depois) . Con-

cluiu , então :

4

"Posso provar por lg
do , ângulo , ângulo opas--
to também ( . . . ) Tem um
monte de jeito de fazer"

Aceitando DCM ; ECM, poderia ,

realmente, aplicar LAAol mas não o

caso LAL, poi-s faltaria um lado ou

um ângulo conforme a ordem em que

tomasse os e].eventos .

\

b

3.4 .7. O erro do tipo VI

O erro do tipo VI consiste em

utilizar a tese como um dos eleme=

tos da hipótese.
3

NcRS respostas às questões de

Geometria, em aula ou em provasreg
te era um dos erros mais freqtlen-

tes; na pesquisa, apareceu somente

quatro vezes .

O aILuno Ép:illon.na le questãop

ao tentar achar um caso de congruê2

cia.tomou como congruentes os ângu-
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los êeÊ e citou--os como ângulos

opostos aos lados ÃD e Aii, respectiva

mente, para usar o caso Lado; de-
pois se deu Conta do erro.

4

A aluna Gama, na 2g questão,

ao traçar o segmento CM, escreveu:

"Seja CM a altura do Á ABC".Na se-

gunda entrevista,quando].he pergu=

tei. porque afirmava isto, ela res-

pondeu:

"Se a ABC fosse um
triângulo isósceles e M
fosse o ponto médio , po-
deria traçar altura , por-
que num triângulo isõscg
les a mediana'é igual ãl
altura . "

Então , ela estava usando a tg

se (a.ABC é isósceles) como se fos

se um dado conhecido, como se fos--

se uma hi.pótese

O aluno Alfa fez exatamente o

mesmo erro na 2g questão, duas ve-

zes ,pois considerou primei.lamente

CM feri.a altura e, depor.s, que

CM será.a bissetriz. A sua justa.fi-

cati.va foi a mesma que Gama apõe--

sentou, pois lembrava-se também do

teorema que diz que, em um tri-ângg

to isósceles, a medi.ana,a bisseEriz

e g .altura a partir do vértice são

3

A K &
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co i.nc idente s
4

3.4 .8. O erro do tipo Vll

Ao faltar . ao escrever , ao ler ,

por motivos que nem sempre se pode

entender, as pessoas cometem erros

que chamamos "lapsos''. Também nes--

ta pesquisa eles aparecerem, em o.L

to ocasiões .

A a]una De]. ta , na l $ questão ,

em certo momento, referindo-se ao

que fazer com os dados da hipóteses

disse: "Aproveitava-se os lados,

não é? . ..aqui no caso A igual aB'L

Mas A e 13 são pontos, não são

lados! Ela justificou o lapso di--

zendo que fica multo ansiosa em si.

tuações de prova ,pri.ncipal-mente pg

la falta de tempo para fazer a quem

tão .

P. n 6

3

A aluna Zela , ao explicar de

uma maneira clara e precisa como

demonstraria a 3e questão, comple-

tou com a seguinte frase :

"Aqui já dá para vgr
que estes triângulos são
i-qual.s ,ou seja , este ân-
gulo aqui é.congruente a
este aqui (A,B) e pelo meg
mo teorema anterior , os
ângulos opostos sáo con-

AK &
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gruentes
4

O teorema anterior a que ela

se refer=i-a é o que dlz que, se un\

triângulo tem dois ângulos congro

entes, os lados opostos a eles tala

bém são congruentes. Parece--me quem

ao lembrar do enunciado do teorema,

que menciona a palavra "ângulos ",

ela trocou os termos, pois sabia

perfeitamente o que fazer,como mog.

orou na demonstração escri-ta

A aluna Lambda cometeu um laE

se na 2g questão, quando disse, rg

ferindo-se aos ângulLos netos dos

triângulos z! AMD e a BME:"Aqui eu

enxerguei., porque aqui tem oi.tenta,

aqui tem oitenta". Ela pretendia,

naquele momento, utilizar a soma
dos ângulos internos de um triãngg

lo, que vale 180 graus, porisso,pg

tece-me que disse "oitenta" quando

deveria dizer "noventa" , referindo

-se aos ângulos Fetos .

3

Na 3Q questão, ela também co--

meteu um lapso quando falou em "aB

guias isósceles", mas neste caso,

não consigo fazer uma suposição s9

bre o uso da palavra "ângulo" Qm

A K &
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vez de "tri.ângulo"
4

O lapso de escrita aparece na

3g questão, quando a aluna RÕ es--
creve: "...e como KJ = KM--+ KB=AJ"

aá que havia, oral-mente, dito que
MB e igual a AJ, sabia quaisos seg

mentor congruentes e quais as con-

clusões a chegar

Também na 3ç questão , o aluno

Sigma escreveu: "Tenho por hipóte-

se que KJ = KM e com isso chego que

os ângulos J e K são congruentes"

Como oralmente e no desenho tinha

indicado corretamente KJM congrue=

te a KBIJ, acredito que configura-

-se um lapso de escrita. O erro de

convenção, ao utilizar uma sÓ le-

tra para indicar estes ângulos já

foi ana].içado antes .

,o. n B

O lapso na lei.t:ura apareceu
só duas vezes, de forma irrelevan--

te porque foi logo cli-minados mas

pode servir como um alerta para o

professor no momento de apresentar

uma questão escrita.

3

Os alunos Lambia e Sigla , na

2e questão, fizeram uma confusãona
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lei.tuta da última afirmativa da hi

potese , MD = ME Lambda leu

tese, pois,em certo momento. disse:

"Eu tenho quó che(Ja:r a MD Igual a

ME, não é?" Depois ela justificou,

dizendo que a hipótese era mui.to

longa. Sigla não leu a afi-rmação e

só o fez quando chamei. a atenção pg

ra o falo, pois vl (]ue ele, em voz

baixa, lia as proposições da hi.pÓ-

tese,com excessão da última. Quan-

do Ihe perguntei porque não havia

lido , ele disse :

4

\

}

"A gente fica fixado
em achar o final e nao
se dá com:a , perde muita
coisa"

Portanto , parece-me que a ai.g

posição dos dados dca questão,no cg

se os dados da hipótesertornando-a

muito longa comparativamente à te-

se, pode ser um fatal causador de

erros em provas de verificação.

An 6

3

3.4 .9. O erro clo tipo Vlll

Outro tipo de erro detectado

na pesquisa foi o ex:ro em língua

portuguesa. Não cone;mero que a
ocorrência de erros no que tange ã

utilização da chamadla "norma culta"

AK G
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prejudi.que a anál=i.se de uma demonstração, pois o al-uno pode

apresentar argumentos validos e demonstrar corretamente sem se

expressar com correção. Acredito, não obstante, que um futuro

professor deva ter cuidado com a linguagem escri.ta, quer a ma
temática quer a natural

De uma forma geral, os erros em português foram relacio-

nados com ortografia, concordânci.a nominal ou verbal, acentua

ção e pontuação. Em alguns casos, a falta de vírgulas em todo

o texto da demonstração dificultou a leitura.

3.4.10. Observações finais sobre a aná]ise i.nicia].

Em alguns caso!; (43, para ser exala) , fo«ram detectado!;

erros na primeira anãli-se que com o trabalho posterior acabei

por não considerar. Refiro-me às si-tuaçÕes em que o aluno con

aluiu a demonstração corretamente, justificando os passos de

seu raciocínio, mas omitiu justificativas que Ihe pareceram

óbvias. São casos como a não justificação da implicação "A=B

-+a ABC Isósceles" através do teorema que diz que, se dois ân

guias de um triangulo são congruentes, então os lados opostos

também o são. Outro exemplo é, ao colocar que " .6ADC ; A ABE

--+ C = E", na lç questão, omi.tir a justificativa da definição

de congruência de triângulos .

/'

Quando comentei. tais omissões com os alunos, suas res--

postas me fizeram pensar um pouco mai-s no assunto. Muitos de--

les lembravam a propriedade ou definição acima citados, mas

disseram não achar importante menciona--la, poi.s seria uma pel

da de tempo , etc .

Lembrei-me de que, em textos de Matemática, nem sempre
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todos os detalhes são elucidados. Quantas vezes, nos cursos

de graduação, os alunos rec].amam da típica expressão: "Fácil--

mente conclui-se que...", alegando que para descobrir o que

o autor acha fácil ó preciso estudar algumas horas.

Será que, no nível considerado por esta pesquisa. é cor-

neto exi.gir detalhes tão óbvios como este de citar adefi.nação

de congruência, quando o aluno já chegou à conclusão corneta

e pode-se notar pela relação escrita, que sabia esta defina---

ção?

Acredito que, se considerasse isto como erro,estaria seB

do incoerente, pois reproduzida uma atitude que condeno:a de

apri.slonar o pensamento do aluno nas firmes cadeias do rigor

Apesar das observações de alguns alunos, durante a pes--

guisa ou em situações de sala de aula, mini-festando-se contra
rios às exi.gências de correção de linguagem simbólica, conta--

nuo considerando importante a detecção dos erros do ti-po l/

pois em um curso de Licenciatura em Matemática se formam fut.g

ros professores desta disciplina e não se pode âceiLtât que

eles não saibam falar ou escrever na linguagem com a qual trg

balham, mesmo que raciocinem logicamente

Isto pode ser comparado a um curso de Letras que forme

professores de português que sabem analisar corretamente os

enunciados, mas que, ao escrever as sentenças analisadas, co--
metam erros de ortografia .

Portanto, hã uma di.ferença entre considerar como erros

aqueles que se refez'em ã li-nguagem si-mbólica e os que são apg
nas omissões dos detalhes óbvi-os .e maçantes de uma demonstra--

P
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çao

3.4. 1 1 Sente se da analise InIcIa l

Cone:]t.lida a aná]]se, com os erros c].asslf=lcados Q axcili

plificados, obteve-se,portanto, as seguintes categorias:

1) Erros do tipo 1 - São os erros ligados ã linguagem mg
temática. Podem relacionar-se com o uso dos símbolos e conven

ções da ]-inguagem escrita; com o uso das palavras que desig--
nam entes matemáti.cos; com a interferência de significados di-

versos; com a verbalização incorrera de relações matemáticas;

com a falta de clareza e prece-são.

2) Erros do tipo ll -- São os erros produzidos pela fiou--

ra. Podem relacionar--se com a disposi.ção dos elementos na fl--

gula; com as marcações que são feitas na mesma; com as afirma

uvas retiradas do desenho por simples visualização, sem jus--

ti. ficar i.v a .

\

}

3) Erros do tipo .[ll -- são os erros relacionados com os
conceitos matemáticos. Surgem quando o aluno tem um conceito

errado de um ente ou de uma relação matemática

4) Erros do tipo lv - São. os erros relaci.onados com con-

clusões inaceitáveis. Surgem quando o aluno concl-ui uma deter

minada proposição a partir de outras, sem que a conclusão se

depreende das premissas utilizadas.

5) Erros do tlipo v - São os erros relacionados com a não

utilização de axioméls e teoremas exi-utentes ncã teoria. Surgem

quando o aluno, mesmo dispondo de todos os elementos da hipó-
tese de um determincado teorema, não o reconhece e não sabe vg
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rificar que os dados de que dispõe estão de acordo com o teo
rema conheci.do .

6) Erros do tipo VI - São os erros relacionados comouso

da t:ese como uin dos elententos da hipótese. Surgem quando o
aluno supõe já verdadeiras as afirmativas que são a tese do
teorema e prova-o com base nestas afirmativas.

7) Erros do ti-po V.[l - São os erros re]acionados com ]aE
sos, orais, de escrita e de leitura.

8) Erros do tipo Vlll - São os erros em língua portugue-

sa, relacionados com ortografia, concordância nominal ou ver
bal , acentuação e pontuação .

O número de ocorrências de cada tipo de erro em cada quer
tão é apresentado na Tabela 1, onde as linhas indicam os ti.-

pos de erro e as co].unam indicam as questões. Pode--se, assim.

ter uma visão geral das ocorrências.
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TABELA l

NÚmc:ro de erros de cada tipo em coada quest:ão

TOTAL

\

}

Vê-se que os erros ocorridos com mai-or freqtlência são os

erros do ti-po 1, relaci.onados com a linguagem matemática. Os

erros deste tipo representam 43,48 do total, uma percentagem

bastante alta, tendo em vi.sta o número pequeno de alunos,con-

frontados com apenas três questões.

Seguem-se em número de ocorrências os erros do tipo ll,

produzidos pelo desenho, representando 21sa do total e os er-

ros do tiPO IV, TelcRci.onãdos com conclusões i-naceitãveis, re--

presentado lO,18 do total-. OS outros tipos de erros têm inci-
dência bem menor: os erros do tipo V (não utll.ização de teor9

mas já existentes) e do tipo vll (lapsos) representam,cada um.

6,28 do total. Os erros do tipo Vlll (erros em língua portu-

guesa)representam 5,4g do tota].. Os erros do tipo lll (conce.}

{'
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tos errados) representam 4,6% do total. Finalmente, os erros
do ti-po VI (uso da t:ese como hipótese) representam 3,18 do to
ta ].

Soulcãdos os erros dos t.Lpos IVr V e VI, cujas causas pare

cem ser as mesmas, uma vez que tais erros se relacionam com o

raci-ocíni.o propriamente dito, com a argumentação utilizada na

demonstração, tem-se 19,48 do tota].. Desta forma, ai.nda predg

minam os erros dos tipos l e 11. As causas subjacentes a cada

tipo de erro serão analisadas mai.s adiante

Quanto às questões, vê-se que na primeira ocorreu maior

número de erros, sendo que estes representam 38,88 do t:oral;a

segui-r tem-se a 2e questão, representando 31 ,8g do total,e a

3g,representando 29,48 do total\

}

Considero que as razões para a ocorrência de um maior ng

mero de erros na lg questão são de dois tipos:

a) Razões É)sicológicas - o receio dos alunos, que chega--

vam, em geral, atemorizados com o teste, sem saber com o que

se iam deparar. Mesmo tendo conhecimento de que não era uma

prova de avaliação, de que o. sigilo seria mantido, etc. .,eles

receavam pela sua imagem perante um professor do curso e frei
te a si mesmos. Assim, era necessário um tempo até que o alu--

no se acalmasse e e!;te tempo, em geral, era mcRlot do queodeg

finado à resolução da le questão.

O tempo atribuído a cada questão era de.aproximadamente,

quinze minutos e o tempo médio de resolução da le questão foi
de 15 minutos e 16 segundos. Parece/ portanto, que/em geral ,

não correspondeu ao necessário para que o aluno se tranquil.{
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passe e, assim, a l$ questão foi respondida sob pressão

b) Razões relacionadas com a figura - as dificuldades

relacionadas com a superposlção dos trlâiigulos, ü posição dos

post:os A, C e E, formando um triângulo isósceILes em posição

não usual e a visuali.zação dos pontos B e D como sendo pontos

médios de AC e AE, respectivamente, ocaso-oneram erros de vá--

ri-os ti.pos, segundo a análise realizada

A segunda quesEâo, mesmo tendo si-do considerada a mais

fácil pelos aJ-unos e reso].vida no menor tempo médio, (lO mlng

tos e 38 segundos) , apresentou como maior dificuldade o caso

de congruência de triângulos retângulos, que, como já foi co--
meneado anteriormente, é o menos compreendido pelos alunos.

A].iás, a esse respeitos um dos alunos que resolveuasquestões

na pri-meí.ra fase da pesquisa, quando da validação dos instru-
mentos comentou :

\

}

"Eu nunca gostei de usar este teorema,não
gostei muito dele, não sei por que, .anel.patia.
Eu não suporto mesmo. Tçm alguma coi.sa.quanto
ao ângulo Feto que eu não cons=i-go engoli-r bemT

Quando os alunos já estavam mais calmos, envolvidos como

trabalho e ti.nham relembrado os casos de congruência, uma vez

que os tinham utilizado pelo menos na 2e questão, iniciavam a
3e questão com mai-s desenvoltura e erravam menos. Porém.as d.{
faculdades relacionadas com os conceitos e propri-edades dos

paralelogramos e os conceitos e propriedades dos. triângulos
isósceles retardavam as conclusões. O tempo médio de resolu-

ção desta questão foi de 18 mí.nulos e ll segundos.

A análise mais profunda dos resultados obtidos exige aiB.

da, considerações sobre os alunos, o que passo a fazer
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3.5 A Descai.ção dos Alunos Participantes

3 . 5 . 1 . Introdução

Ao definir cada tipo de erro encontrado na pesquisa, fo-

ram colocadas as causas imediatas do erro, aquelas que são dg

tectáveis através das verbalizações ou das resoluções escri-

tas .

Para tentar descobrir as causas subjacentes e entender

as dificuldades no processo de ensi.no-aprendizagem, é preciso

levar em consideração cada aluno: sua maneira de enfrentar as

questões propostas; suas dia.culdades; suas dÚvi-das} suas re-
cordações e comentários sobre as situações de ensino-aprendi--

zagem vivenciadas .

Além das observações regístradas no decorrer das entre-

vistas, são, também, inda.cados alguns dados referentes a sexo,

idade, ti-pos de escolas que freqtlentou e situação acadêmi-ca.

É apresentada, também, uma tabela denominada "matriz de

erros", registrando o número de erros de cada tipo cometidos

em cada questão. Esta matriz é indicada com a letra grega col

respondente ao nome pe].o qual o aluno é identificado. Cada mg
triz tem oito linhas e três colunas: os elementos da primei.ra

linha correspondem aos erros do tipo 1, os da segunda linha

correspondem aos erros do tipo ll e assim sucessivamente.Qual
to às colunas, os ellementos colocados na pri-meiga coluna inda

cam os erros cometid.os na le questão, os da s.egunda coluna rS.

ferem-se aos cometi.dos na 29 e os da terceira coluna, aos da

3e questão.
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O maior ou menor número total de erros em cada matriz

nao corresponde r necessar:i.agente ao melhor ou pior desempe-

nho do aluno na resolução. das questões propostas. Ãs vezes,um

só erro, desde que fundamental para a correção da demonstra--

ção, pode torna--].a completamente absurda, enquallto que/ em OB

tro caso,um grande número de erros pode ser aceitável, desde

que não comprometa a argumentação do aluno.

Não houve interesse em atribuir notas ou conceitos a ca-

'da teste; a matriz sÓ tem como finalidade verificar, de uma

manei.ra rápida, em que categoria ocorreu a maior incidência

de erros, para cada aluno. Quando não houve necessidade, por-

que o aluno não cometeu erros ou cometeu apenas um tipo/ não
foi utilizado este recurso .

3 . 5 . 2. O aluno Alfa

Alfa é um jovem de 18 anosr que cursou o 19 grau em uma

escola particular fora do estado do Rio Grande do Sul. Complg

tou o 19 e 29 graus através de curso supletivo particular, em

Porto Alegre. Ingressou no curso de Matemática da PUCRS no pr.L
melro semestre de 1987 e cursar anualmente (29 semestre de

1988lquando foi feita a pesquisa) disciplinas do I'? e 29 se-
mestres do curso .

Alfa não demonstrou ter di.faculdades quanto ao gravador,

pois falava rapidamenLer como se expressa habitualmente

Aliás, a transcrição de suas verbalizações folamais loB

ga de todasr pois/ muitas vezes, ele começava uma frase e nao
a terminava, recomeçando--a novamente e assim sucessivamenter

dnn idéias. Ele mesmo explicou estacomo se fluxocortas se 0
r
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sua maneira de falar: "Eu raciocina rápido demais e na hora

cle escrever ou falar, eu corto, eu não organizo."

Ao escrever, pcarece ine t:lculoso, escreve algo e considera

errado, apaga para escrever novamente, da mesma forma entre-

cortada com que se expressa verbalmente. Quando Ihe perguntei

porque fazia isto, respondeu:

"É a pressa... Não consigo, raciocino mais
rápido que a minha mão, náo consigo escrever!
começo a pensar rápido demais e minha mao não
acomll)anha, de vez em quando chego a esquecer
de escrever uma palavra . . . "

Queixou-se, também, de que não gosta de questão teóri.ca,

porque é um suplício escrever, "ficar enrolando"

l

b
Na resolução dias questões, depende mui.to do que vê.As vg

zes gi.lava a figura, tapava uma parte com a mâo, procurandocb
ter informações do desenho. Ele mesmo concordou com Isso,poi.s

me disse: "EU acho que a minha demonstração é muito visual"

viu conteúdos dle Geometria no 19 grau, em uma desci-plana

de Desenho Técnico que era "bastante puxada"; atribuiu a isto
o fato de entender os conteúdos de Geometria quando associa--
dos ao Desenho. Ele considera que "a Geometria é o início do

Desenho". Afirmou que sÓ tomou contado com demonstrações de

teoremas na faculdade .

Sua matriz de erros é indicada abaixo

2 1 1
110
001
001
020
0 2 0
000
110

«
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3 . 5 . 3 . O aluno }3eta

Beta é um jovem de 18 anos, que cursou as três primeiras

séries do 19 grau ein escola parti.cu].ar. Da 4e série até o fi-
nal do 29 grau freqf5entou escola pública, sempre na mesma ci--
jade do interior do Ri.o Grande do Sul.

Ingressou no curso de Matemática no 29 semestre de 1987

e cursa anualmente as disciplinas do 39 semestre do curso.

Desde que entrou na sala para fazer a primeira entrevis--

ta, Beta mostrou-se nervoso; suas mãos estavam vermelhas,apel

tava-as uma contra a outra. Durante o trabalho,ele procurava

cona.amar se estava certo o que fazia perguntando "não é?" a

cada af i.rmativa
\

}

Beta é muito detalhista; quando foi escrever "por con-

gruênci.a de triângulos retãngulos" , perguntou-me: "SÓ'por coB

gruência de triângulos'ou preciso botar 'por teorema de con-

gruência ' ? "

Também quanto aos símbolos, Usou-os corretamentermas sem

confiança no que colocava, precisava perguntar se era mesmo

daquela forma. No que tange à língua portuguesa,também demon.E

orou preocupação. Em certo momento escreveu "daí" e interrom-

peu o que fazia, dizendo: "Hi-/ tem um monte de 'daí'". Trocou,
então o "daí" por "E)ortanto" e acrescentou: "...comestes pro-

bleminhas assim é que o tempo voa nas provas"

Notei que ele se preocupava mui.to com o temporpoi.s tam-
bém disse, em outro momento: "Quando eu tenho pouco tempo pa-

ra expli.car um negócio, vem tudo na mi-nha cabeça e uma coisa
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atropeJ-a a outra"

Quando releu a 3ç demonstração, achou que não estava bei»

que faltava alguma coisa e disse: "Eu penso sempre en\ fazer o

teorema o mais fáci.L possível, para não deixar dúvidas". Não

gosta muito de escrever, talvez porque se preocupe demais com
os dela ]. êles :

"É, para mim o chato é escrever... éumpoy
qui.nho xarope. . .repetir as palavras e tudo. . .e
prestar atenção. . .Num teorema de (X) +,por cau-
sa de uma palavra.nha que eu escrevi não ficou
totalmente certo o teorema . "

Beta vi.u Geometria P].ana na 7e séri-e,rapidamente. SÓ se

lembra de que estudou ângulos e a nomenclatura das figuras plg
nas. A Geometria Espace.al, só foi vi.sta no curso pré-vestibu-
lar. Jã tinha tomado cantata com demonstrações no 29 grau e

lembrava-se de algumas fórmulas que havi.am sido deduzidas.Até

acrescentou: "Numa prova eu me lembrava da demonstração e não

lembrava da fórmula, então fui fazendo a demonstração até chg

gar na fórmula"

S

}

Beta sÓ cometeu três erros do tipo 11, na 2+ questão

3 . 5 . 4 . A a].una Gama

Gama é uma jovem de 19 anos que fez o lç' e o 29 graus em

escolas públicas do interior do Rio Grande do Su[. ]]ngressou
no curso de Matemática no 2Q semestre de 1986. Esta cursando

as disciplinas do 5ç> semestre do curso e uma do 69 semestre.

+ As referências às disciplinas do curso serão
desta forma, para evi.tar sua. identificação.

apresentadas
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Gama é uma pessoa quieta, muito gentil ao responder as

perguntas, mas pouco expansiva. Somente no fincal da segunda
entrevi.st.a, talvez se sentindo mais tranqtlila. porque tinha

terei.nado o trabalho, ela conversou um pouco, relembrando fa--

tos do 19 e 29 graus. Achei-a um pouco tensa no início do trg

balho, o que ela confirmou posteriormente

É organizada e rtpi.da para resol-ver as questões;desde o
início vai colocando as informações da hipótese do teorema.

Quando perguntei- se fazia sempre assim, respondeu: "Eu olho,

vejo alguma coisa e tenho que escrever, porque senão eu me eg

quedo, me perco" .

O fato interessante de que se ]-embrava, relativo ao 19

grau, refere-se ao uso de material concreto:l
}

"Eu me lembro pouca coisa, eu me lembro na
le s(;rie a professora usava palltinhos de plcg
lé, dentro de uns envelopes brancos e ela fa--
zi.a a gente contar,amarrava com borrachinhas."

Do 2'? grau, também contou um fato i.nteressante,mostrando

que usar certos recursos didáticos tais como jogos, deve ser

uma atividade planejada, de forma a que o a.Luno construa al--

gum conceito e saiba qual a relação com aquele material:

"Eu me lembro que no 19 ano o professor dg
va para a gente 'batalha naval' .para jogar na
au].a. Eu não sel qual era a moral,sempre no fi--
nal. ele dava dez minutinhos para a gente jogar
batalha naval, ele entregava os papeizinhos. ..
n\as ele nunca falou porque ele dava batalha ng
val para a gente jogar . "

Gama viu pouca coisa de Geometri.a no lç) grau,porque sem

pre a Geometri.a ficava para o fi.nal do ano. No 29 grau, estu

dou Geometri.a Espacial. .Quando lhe perguntei se já tinha rea
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li.zado demonstrações de teoremas, no I'? ou no 29 graus, ela

respondeu que não se lembrava, mas quando perguntei se as fól
mulas não eram deduzidas, ela disse: "Ah, claro, dedução! A

gente falava 'dedução de fórmulas'." É uma observação intereg

sente,pois evidencia que a demonstração de um teorema na fa--
culdade e a dedução de uma fórmula no 29 grau Ihe parecem at&

vidades diferentes .

Seus erros estão distribuídos por vários tipos;não hã uma

predomi-nância que permita corroborar observações anteriores.

00
10
01
00
10
00
10

3 . 5 . 5 . A aluna Delta

Delta tem 33 anos, fez o 19 grau em escolas particulares

e públicas e o 29 grau em escola particular, sempre do Inte-
rior do Ri.o Grande do Sul

Esteve vários anos sem estudará iniciou outro curso uni-

verso.tãrio, em outra universo-dade e ingressou no curso de Ma--

temática da PUCRS no 29 semestre de 1987. Esta cursando,anual

mente, desci-planas d.o 29 e do 39 semestres do curso.

Um pouco depor.s que começou a pensar na le questão,notei

que a mão de Delta estava trêmula quando apontava para a íigg

ra; posters.oriente, confirmou que estava nervosa.

Parecia querer livrar--se logo da tarefa; quando terminou
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a le questão, virou logo a folha e disse: "Meu mal é queeu íl
co muito nervosa". Nca 2Q entrevista, justificou-se dizendoque

ficava nervosa em provas desde pequena, todas as vezes em que

é algo relacionado com Matemática, Física, Química ou Bíolo--

gi-a, que são as disciplinas que ela considera importantes, de

que gosta. Disse que não se preocupava em provas deoutras dig.

cipli.na s .

Outra característica sua interessante é a preocupação em

não esquecer o que Ihe passa pela mente; el-a diz que tem mui--

ta di.faculdade de memória, que, quando está assistindo a uma

aula, "enxerga lá ad:i.ante", mas quando sai já esqueceu.Não se

lembrouse tinha estudado Geometlria no 19 e 29 graus;disse que

fazia muito tempo. Quanto a demonstrações de teoremas, assegg

rou que só tinha tomado cantata na faculdade
l

}

Na sua matriz de erros, pode--se observar que a predomi--

nância dos erros do tipo l está de acordo com as suas preocu-

pações, pois ela comete erros de linguagem, de notação,na sua

pressa em escrever o que Ihe vem à mente antes que esqueça.

3
0
0
2

l
0
0
0

3 . 5 . 6 . O aluno Épsilon

Épsilon é um jovem de 19 anos que fez o IQ grau em esco-

la particular e o 29 grau em escola pública, ambas no interior
do Rio Grande do Sul. Ingressou no curso de Matemática no 2Q

P
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semestre de 1987 e está curvando o 39 semestre do curso

Éps].].on õ cleslnlbldo, comunlcuntlvo, fala bal3t:ant:e e nâo

deinonst:rou )\corvos:t.sino durante o traball)o.

Apesar de não ter comp.vetado as duas primeiras demonstra

ções porque não conseguiu resolver qual- o caso de congruência

de triângulos que deveria usar, Épsilon evidenciou saber de-

senvolver uma argumentação, procurando justifi.car as afirmati

vas que colocava.

Quanto ao ensino que teve no lç' grau, considerou que

"No 19 grau o nível era bom, bem puxado.foi
quando se iniciou o estudo de Álgebra. As au--las eram só teóricas e exercícios, multa gente
reclamava que tinha que decorar a fórmula, exg
Lamente porque não existe este trabalho com o
concreto , de experimentação"

Épsllon acha que vlu uma Inlci-anão à Geometria no 19 grau

e não lembrava de ter visto Geometria Espacial no. 29 grau,com

esta ele só tomou cantata no curso pré-vestibular, e apenas
como fórmu].as para resoJ-ver exercícios.

Afirmou que, antes de entrar na faculdade, nunca tinha

realizado uma demonstração de teorema. Quando perguntei. sobre

as deduções de fórmulas de trigonometrla, às quais ele tinha

se referido, ele frisou: "Mas demonstração de um teorema eu

nunca vi ''

Noto, novamente, a dissociação que o aluno faz entre a

atividade de deduzir uma fórmula e a de demonstrar um teorema.

Sua matriz de erros mostrou a predomi-nância dos erros do

tipo 1, devidos, principalmente, .ao fato de considerar que um
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teorema é definição ou vice--versa. As observações tiradas do

desenho Ihe causaram problemas no momento da a(llequação dos dg

dos a um caso de congruência. Sua matriz de erros é a seguin-

te

3 . 5 . 7 . A aluna Zela

Zela tem 19 anos/ fez o.19 e o 2'? graus na mesma escola,

publica, em Porto Alegre; ingressou no curso de Matemática no
I'? semestre de 1986 e esta curvando o 6'? semestre do curso.

Zela tem realizado o curso com multa facilidade, desde o

inÍci.o. É muito expansiva/ gosta de conversarr participa das

ativldades do Instituto de Matemática e já est.á pensando em

fazer pós-graduação em Matemática, quando concJ-uir o curso.

Na época da pesquisam Zela estava enfrentando dia.cuida--

des com uma disciplina (talvez pela primeira vez no curso) e
estava revoltada, especialmente com as demonstrações de teorg

mas que precisava fazer. Fez observações que me mostraram que

ela depende muito do professor para desenvolver-se em uma dig.

ciplina. Se a atuação do professor Ihe desagrada, esforça-se
mais no estudar para mostrar que pode faze-lo sem ajuda; se

ç,-.a..,- nqfr)Tcã-se porque quer moe;trai-se a altu-
gosta do profes
ra do mestre .

t.nu alguma coi.sa relaci.onada à ati-comen29 grau: fSobre 0
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rude de uma professora: "Para mim foi bom o 2ç grau,porque a

gente fez o nosso currículo, a professora era Ótima e a gente

deu as prioridades, primeiro a gente quer isto..."

Beta viu Geometria no 19 e 29 graus; não considera que

tenha vi.sto demonstrações, apesar de afi.amar que a professora

"não era de dar fórmulas prontas", mas institi-u em que nãoera

"como na faculdade "

Zela fez apenas seis erros e suas demonstrações ficaram

multo completas, cora todcas as justificativas. Suga maLrlz de

erros é a segui-nte

11
21
00

Ç
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00

00
00

\
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3 . 5 . 8 . O aluno Rapa

Kapa tem 18 anos, cursou o 19 e o 29 graus em col-églos

particulares de Po.rto Alegre. Ingressou no curso de Matemáti.-
ca no 29 semestre de 1987. Esta curvando as disciplinas do 39

semestre do curso e uma do 59 semestre

Ao entrar na sala para fazer o teste, Kapa queixou-se de

que estava com muita dor de cabeça. Talvez estivesse um pouco

tenso, porquep mais adiante, quando Ihe perguntei. como estava,

respondeu que a dor havia passado durante a resolução das quem.

tões .

Fez as duas pri.mei.ras demonstrações tão completasrcom tg

das as justificativas válidas, que até brinquei com ele,comem
P



126

bando: "Imagina se tu não está-vesses com dor de cabeça!". Ele

riu, um pouco contrafei.to, e respondeu: "Sabe o que é, Helenca,

õ que eu estou !;em prãLica de dCUQHStlcüt este Lll?o de teorema,

cie Geometria; daí eu tenho que estar escreveneilo"

Não entendendo bem o.que ele queria dizer, perguntei--lhe

e ele respondeu que achava que a sua demonstração deveria ser

mais cona.sa; aliás, ele mesmo colocou: "Eu me acho mui.to mi-

nuc j.oso " .

Esta é, efet=1.vamente, a sua característica mais marcante

Suas demonstrações têm todos os detalhes que possam elucidada

questão, todas as argumentações são válidas e o próprio texto

ê muito bem escrito. Aliás, a matei.z de erros de Kapa é nula.

ele não cometeu erros, apenas teve dificuldade em completar

a 3g demonstração, porque fez um caminho muito longo para prg

var que o triângulo era Isósceles e, como tinha compromissos

de aula logo a seguir, não pudemos ultrapassar o tempo previa.

to para o teste

\

}

Ainda quanto à sua maneira de demonstrar teoremasr vo
transcrever um trecho de nosso diálogo que me parece elucidar

perfez.Lamente o assunto :

U

"Kapa

H

Eu acho que eu tenho um problema.eu pg
go a hipótese e vou desenvolvendo sem
muito ver o que eu quero provar .

Esta sua maneira (ile pensar é uma coisa
que adqui-vistes ao longo do estudo ou
e uma maneira própria de ser?

Eu acho que é uma coisa adqui.lida, pol
que não é só nos teoremas de Geometria,
e em qualquer problema. Âs vezes os prg
resgates dizem que a gente tem que ver
antes o que o teorema significa,mas eu
pego uma determinada forma de desenvo.L

Kapa
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ver, uma determinada linha, e vou
sehvolvendo .

de

H

Kapa

Mas tu chegas no final?

Eu chego,proque tem um momento em que
tu tens que parar e ver onde tu queres
chegar,não adianta,mas mesmo vendo onde
eu quero chegar, eu pego a tese e vou
fazendo o caminho contrári.o,entende?"

Rapa considera que adquiriu esta maneira de trabalhar em

Matemática desde o 2'? grau

"Eu tive as mais variadas formas de profes
Bofes,mas comecei a me envolver com Matemática
no 19 ano do 2'? grau (...)eu peguei uma profeg
sofá recém-formada e ela era muito minuciosa
também, quando ia entrar em logaritmo dava as
definições todas,direitinho, com os 'se e se
se' ,com o caderninho. Então era mi.nuciosa e eu
comecei a me dar bem,me encaixar naquele jeito

11dela

Ainda acrescentou uma observação sobre as demonstrações

que aprendera no 29 grau

"Os professores,por exemplo em Geometria,
reduziam as fórmu].as; a maioria dos a].unos não
se interessava,porque di-ziam que náo precisa sa-
ber,não vai cair na provarmas eu gostava deacoD
panhar o raciocínio deles no sentido do desen-
volvi.mento das fórmulas,o como,de onde tiravam,
e i.sto sempre teve comigo, este interesse de:sã
ber de onde saiu . "

Portanto,ele tem a curiosidade de sabei' o porquêrnão ace.}

ta fórmulas prontas

Kapa viu Geometria no 19 grau muito rapidamenter no
nal da 8e série; no 29 grau viu Geometria Espace-al

3 . 5 . 9 . A aluna Lambia

Lainbda tem 39 anos , fez os ant:lhos cursos glnaslal

e científico em escolas públicas de Porto lebre ; ficou
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dezenove anos sem estudar e ingressou no curso de Matemática
no 19 semestre de 1987. Atualmente, está curvando disciplinas

do 29 semestre do curso .

Lan\bda foJ. a única aluna que me procurou espontaneamente

para trabalhar na pesquisa, quando soube de sua existência

através de uma colega. Ela esperava que a pesquisa Ihe auxi-

li.asse a descobrir as causas dos seus erros, porque ela está
com dif iculdades no curso .

Quanto à Geometri-a, Lambia considera ser o que viuna dig

cíplina de Desenho Geométrico que a auxi.lia, pois ela "enxer--

ga" o que se pede para demonstrar. Ela gosta de medirpara coE

provar/ conforme suas palavras, "se eu ti.verse um compasso eu

já estava medindo para ver"

Aliás, na segunda entrevista, ela fez uma observação pi-

toresca sobre o mesmo assunto: "Eu não confio mui.to em esqua-
=-...3 ac+.. e anis:nq. mas com compasso a gente transpoe

dro , recua ,

as medidas "

Na 2e questão, quando leu na hipótese que MD é perpendi-

cular a AC, disse: "Bom/ só se fosse no espaço/ porque nao vg

jo eles serem perpendiculares". Depois notou que estava olhai
do mal, olhava para os ãngu].os formados pelos segmentos MD e

DaÍ concluiu :

::::lll il:l:lll.l:i1ll:lll:i:ll:liH':!i:l
não enxerga os detalhes . "

Ela reconhece suas dificuldades em demonstrar teoremas,o
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que colocou em frases entrecortadas

"EU não olho para a Itipót:ese, est:e Ó o meu
problema... eu não sei partir da hi-põtese, eu
quero enxergar no desenllo. . .usar o que esta na
hi.pótese e na tese, só ein pensar Isto caí me dá
um...eu nte ].eutbro lã das provasr fico hein per--
diria

Portanto, entra aqui um componente emocional, pois só de

lembrar uma situação de prova/ ela já se perturba. Ela afirma

que seu probJ-ema é com a linguagem matemática:

"Eu me confundo toda, a l i-nguagem Matemáti-
ca para mim é difícil.. Em Português eu tenho
uma faci].idade incrível, mas eu terminei- o 29
grau em 1968, não tinha nada desta parte da Mg
temática Moderna, que desenvolve mais a lingug
gem matemática. "

Ê interessante que, em relação à convenção das marcas na

figura, para indica=r as congruênci-as, ela não só não as utiJ-.}
za como também não entendeu a razão pela qual os professores

(ou os li.vãos-texto) utilizam aqueles sinais: "Eu não conse-

gui pegará eu achava a coisa mais estranha, achava que enfeig:
va o desenho"

Suas recordações das aulas de Matemáti-ca no ginásio não

são muito boas :

"Não motivavam a gente a descobrir de onde
vem isto, de onde vem aquilo, não despertavam
a curiosidade matemática. Em Desenho Geométri-
co não, eu tive um professor na 4e série gana--
sial que fazia a gente descobrir mais coisas
do que com a Matemati.ca. "

Contrariamente ao aluno Rapa que considera ter adquirido

o gosto por descobrir o porquê das coisas no decorrer da vida

escolar, Lambda critica seus professores de Matemática por
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não terem\ despertado neJ-a a curiosidade matemática

Lama)da dlz que vlu pouca coisa de Geometria no glnás.Lo e

ci.entíf]co e ]embra que decorava as fórmu].as de Geometria Es-

pacial. Não se recorda de ter visto demonstrações.

Sua matriz de erros mostra a predominância de erros do

ti.po 1, confirmando-se as suas observações quanto ãs dificul--

jades com a linguagem matemática.

596
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3 . 5 . 1 0 . A a].una Râ

A aluna RÕ é uma jovem de 21 anos, que cursou o 19eo 29

graus na mesma escola, no interi-or do Rio Grande do Sul. In-

gressou no curso de Matemática no 29 semestre de 1986 e está
curvando discipli-nas do 4'? e 59 semestres e uma do 69 semes--

tre

RÕ estava mui.to nervosa durante a realização das ques-

tões. Notei que suas mãos tremi.am e ela falava de uma forma

entrecortada, como se Ihe faltasse o ar. Mai.s tarde, acalmou-

-se um pouco el na segunda entrevista, confirmou o ne=voslsmor

comentando que o grcavador Ihe atrapalhou:

"Eu achei. bom fazer isto aí, apesar.de que
eu ti.ve um pouquinho de receio, porque e quase
como se fosse uma auto-análise, para ver como
a gente está situada em torno da Matemática."
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Parece-me que os fatores emocionais atrapalharam o seu

desempenho nas primeiras questões, pois a terceira, quando já

estava mais caIR\a, foi feita com correrão e rapidez.

Seu prob].ema principal, na le questão, foi considerar er

raramente os ângulos ABE e ADC como Fetos, o que invalidou o

restante da demonstl:anão .

Na 2$ questão, ela não conseguiu descobrir o caso de con

gruência a ser aplicado: mesmo quando e\l Ihe sugeri que procy.

risse na folha auxiliar, ela não soube se movi.mental em Tela--

ção aos teoremas ali. apresentados, não lembrava sequer a ex-

pressão "casos de congruenci.a", só dizia "def:i.nações"

Na segunda entrevista, quando comentei sua dificuldadean

procurar na folha auxiliar, ela justificou-se dizendo:

''Se eu i.a ler atentamente aquela folha que
a senhora tinha me dado, de repente eu ia con--
segu=i-r mas eu tinha que ler atentamente, com
mais tempo , com mais atenção . "

RÕ diz que cursa Matemática porque gostam, i.nfluenciada

por seu professor de! Matemática, único desde a 6g série até o

final do 39 grau.

RÕ viu pouca coisa de Geometria no 19 grau. Lembraque os

conteúdos foram aprclsentados em um semestre ein que houve uma

greve e não foi possível aborda-los. todos, como estava previ-g
to

+Cursar Matemãti.ca E)orque gosta não é o mais freqtlente entre
os alunos do curso;muitos deles, não especificamente os que
participaram da pesque.sa,mas os que são. entrevistados hab i --

tualmente quando' ingressam no curso, dizem que estão fazei
do Matemática enquanto não passam no vestibular para o curso
que realmente desejam.

r
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No :!9 grau, RÕ vlu Geometria Espacial. Afirma quenãoviu
demonstrações, que seu professor só explicava. as fórmulas. No

valente, suponho .que haja a di.stinção entre as demonstrações
que vê na faculdade e as deduções que o professor possa ter

feito ao "explicar as fórmulas".

Sua matriz de erros indica dificuldades com a linguagem

matemãti.ca, pois nas demonstrações escritas a aluna cometeu el
ros no uso de símbolos e convenções.
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3. 5. 1 1 . O aluno Sigma

Si.gma tem 23 anos, cursou o 19 e o 29 graus em escolas

públicas do interior do Rio Grande do Sul. Ini.dou o curso de
Matemática no lç) semestre de 1986 e est:á curvando as disclpl.}

nas do 49 e uma do 59 semestre do curso.

Pelo que eu lentbrava do aluno, ele pareceu-me um pouco

nervoso,pois falava sem multa clareza, entrecortando as fra-

ses. Sabia o que ti.nha que fazer para resolver as questões,mas

confundiu--se com detalhes visuais e, às vezes, dava a i-mpres-

são de ir e vir pelos mesmos caminhos, de não organizar o ílg

xo de idéias que Ihe passava pela mente.

Sua lg questão ficou invalidada pela i.dé.ia de que reba-

ter um triângulo sobre o outro seria a mesma coisa que demong

trai a congruência (erro já citado antes)
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Sigma viu pouca coisa.de Geometria no 19 grau e não teve

Geometria Espacial no 29 grau; o que sabe, estudou sozinho,p3

ra fazer all.duns con(=liTsos. Nunca fez demorlstrEtçoes anões dlt

faculdade e assevera que os professores davam as fórmulas prcE

tas, para serem utilizadas nos exercícios.

Sua matriz de erros mostra dificuldades de linguagem,co3

forme já se observou nas análi.ses anteriores de cada tipo de

erro
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3 . 5 . 1 2 . A aluna Ómega

õmega tem 19 anos, cursou o 19 grau em escolas públicas

do interi.or e da capital- e o 29 grau em escolas públicas da

capital. Ingressou no curso de Matemáti.ca no 29 semestre de
1986 e está cursando as disciplinas do 59 semestre.

Desde o início do trabalho, fiquei com a impressãodeque

õmega não queria participar da pesquisa. que tinha aceito o

convite mas arrependera-se depois. Houve um problema com o grâ

vador e não pude atendê-la na data marcada para a primeira e=

grevista; quando ela veio, na semana seguinte, parecia estar.
fazendo o teste de má vontade, como se quisesse livrar--se lo--

.go do compromisso. Depois que fez a le questão, relaxouumpoB
co e ficou mais comunicativa

Mesmo assim, pouco deixou en.trever de suas dificuldades,
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sõ falava sobre os elementos da figura ou sobre as suposições

que nazi-a. O que, porém, ficou bem claro, porque foi algo co--

montado por ela algumas vezes, foi a sua dificuldade em enxe11

gar os e]-ementas (triângu].os, paralelogramos) separadamente.

Na l# questão, por exemplos só trabalhou com os triângulos

a. EDK e 6 CBK e sua demonstração estava errada.

Quando Ihe perguntei-, na segunda entrevista, a razão pe

la qual ela não usara os triângulos .d ADC e CABE.el-a disse

"Na hora eu não consegui enxergar Isto co--
mo um triângulo e outro triângulo(...) o meu
problema é este, eu tenho que desenhar ao lado
os dois separados, na hora eu não enxergo como
doi.s triângulos . "

Na 2e questão, ao se referir aos ângulos AbM e BEM na dg
monstração esci-ita, escreveu: "... e os '( D e E são ..z netos
(únicos do triângulo) "

A

\

}

Não entendi o significado da palavra "únicos", pois éev2.

dente que um triângulo só pode ter um ângulo Feto. Na entre-

vi.sta, ela me esclareceu que, com isto, queria dizer que, teZ

do cada triângulo somente um ângulo neto, ela sabia que eles

eram correspondentesr porque não haveria outro ângulo retro pg
ra confundi-la .

Na 3e questão, ela novamente se confundiu com a disposJ.

ção dos paralelogramos e teve dificuldades em enxergar os an-

gul-os que feri.am correspondentes nos tri-ângulos vistos.Sua dg
monstração ficou correra, e eu não entendia a razão pela qual,

depois de ter provado a congruência dos tríânçlulos por LLLreJ-a

prece.sova falar nos ângulos BKFI e AKJ. Na segunda entrevista,
ela novamente mostrou o problema,. quando me explicou:"Por que

\
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eu posso di.zer que o A é igual ao B? Não podia ser o B igual

ao J? " (ACIK)

Mais adiante, acrescentou que uscara os ângulos para se

localizar, vendo quais os lados que formavam cada um dos ângB

los.õmega di-z que viu muito superficialmente Geometria,porque

trocou de colégi.o várias vezes e os currículos de Matemática

não coincida.am. Quando ia se iniciar o estudo de Geometria em

um colégio, trocava para outro onde a Geometria já tinha sido

ens i.nada .

Também não estudou Geometria Espace.aJ-. Quanto às demons-

trações, di.z que nunca as fez no 19 e 2ç graus. Pareceu-negue

não quis falar sobre o lç) e 29 graus, poi.s disse não lembrar
como tinham sido as aulas de Matemática e não fez outras ob-

servações .

SÓ destaco, ai.nda, uma observação feita no final da 2g

demonstração, porque me parece interessante para entender co--

mo a aluna vê a atividade de demonstrar um teorema. Ela escoe

veu a 2g demonstração sem cuidado, apenas "jogando" as afirma

uvas, . sem justifi.cá-].as; no final, perguntou-me: "Tem que cg

local mais alguma coisa para explicar?". Eu respondi que ela

é que resolveria se o que escrevera já era suficiente. Ela,eB
tão, retrucou: "É que a senhora está olhando, não é, estou fg

zendo aqui. . .Quando a gente vai fazer provar tem que explicar
um monte de coisas " .

Portanto, não compreende a necessidade de justifi-car os

passos de um raciocínio. Para ela, justificar os passos é aJ---

go que se faz em provasr porque o professor exige.
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Sua matriz de erros indica a predominância de problemas

visual.s, como já se observou nos comentários.
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4 A ANALISE FINAL AS CONSIDERAÇÕES SOBRE OS ERROS

4 . 1 . Introdução

Ao me propor a analisar os erros em demonstrações de teg

lemas de Geometria, li varias obras e estudei vários conteú-

dos de alguma forma relaci.onados com o assunto.l

}

Como se segurasse na mão o tema da pesque-sa, joguei- uma

rede em um mar de teorias, de forma a abranger todos os aspeg

tos possíveis do tema em questão.

Procurei entender as mudanças educacional-s e a reforma da

Matemática Moderna, revisei os conceitos de Lógica relaci.ona-

dos com deduções, as correntes filosóficas da Matemática e as

pesquisas sobre análise de erros.

Concluída a fase de aplicação dos i-nstrumentos de pesqu.L

sa, tive em mãos um conjunto de dados para cotejar com o que
estudara. Detectem os erros; classifiquei-os e exemplifiquel

-os; transcrevi as justificativas dos alunos,.suas observações

cobre o ensino de Matemática recebi-do, sua visão dos contei

dos de Geometria aprendi.dos antes do ingresso no curso de Ma--

temática. suas concepções a respeito de demonstração e suas

F
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opina-ões quanto à necessidade de demonstrar um teorema

Chegou, então, o momento de puxar a rede, trazendo jun-

tas a t.eori.a e a przítlca: o que li, penselr estudei, os erro!;

que detectem e cRS ol)servaçÕes que ouvi

Houve, então, a necessidade de selecionar entre todo es-

te material aqueles elementos que permitiam uma analise final

dos erros, na qual procurei descobrir as causas mais profun-

das, aquelas que estão imbricadas no processo de ensi.no--apreB

dizagem+

Como o tema da pesquisa é o erro, é sobre ele que recai

a atenção, de forma a propiciar o entendi-mento das causas sub

jacentes a cada tipo de erro detectado.

+ Estou consciente de que existem causas profundas de carãter
psicológico, social, polÍtxco11 etc., mas estas nao sao con-
sideradas, porque estão além dos limites da pesquisa
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4.2 As Causas dos Erros do Tipo l

os erros do ti-po l são relacionados ao emprego da língua

gela matemática e se caracterlzain pelo mau uso dos símboJ-os e

convenções da llnguzlgent escrlt:a, pelo uso Inadequado das pala

vias que designam os entes matemáticos, pela i.nterferência de

significados diversos, pela falta de clareza e de precisão.

Bel1 (1976) acredita que o ato de representar uma situa-

ção por símbo].os ou diagramas está ligado à abstração, porém
os símbolos utilizados em Geometria são um pouco diferentes

dos utilizados na al:i.tmétíca. Quando se escreve "l", é claro

que este símbolo esta relacionado ao concei.to de número um.Pg

rém. quando se desenha um triângulo isósceles, o desenho pode
ser considerado como um símbolo do ente "triângulo" ou como o

próprio objeto em consideração?

\

}

Segundo Bell, o desenho "é, de fato, a representação de

um triângulo isósceles genérico, mas, se cuidadosamente desg

nhado, pode ser medi-do ou dobrado para verificar a igualdade

dos ângulos ou lados; assim, é uma representação mai-s comple--

ta do que um símbolo. Pode ser chamado um zpcorle". (BELL. 1976,

P. 3.11)

A linguagem matemática inca-ui o vocabulário que i-ndica

os entes, os símbolos que representam estes entes e as opera-

ções entre eles, os significados atribuídos às sentenças mate
míticas e as convenções que são utilizadas para escrever um

texto matemático .ou para representar relações em uma figura.

Ghosh & Gin. (1987) relatam uma pesquisa feita na índia

para entender os erros reJ-acionados à li-nguagem matemãti.ca
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Eles classificaram as dificuldades linguísti.cas em doze bate--

gori.as, algumas das quais não Interessam a est:a pesquisa por

se relaci.onarem ao fato de ensinar Matemática na segunda lín--

Crua do al.uno (no c:aso, ensinar Qm =1.nql{.âs para alun08 que fal.B

vam bengala) . Em contum com sua pesque-sa, detectem a i.nterfe-

rêncla de signifi-cabos matemáticos e não matemáticos diversos,

o uso impróprio dos símbolos e a falta de clareza e precisão.

os autores acreditam que, na aquisição da linguagem mata

mágica, estão envolvidos vãri.os favores e cada um deles con-

tribui para a ocorrência dos erros: o professor, os alunos,os

livros, os métodos e técnicas utili.zados.

Penso que, na realidade brasileira, os li-vãos-texto têm

grande influênci.a nos problemas de si-mbolização. D '.Ambrosi.o

(1987) relata que, entre os professores por ela entrevistados,

houve uma concordância geral quanto ao fato de que os livros.

-texto foram os determinantes da elaboração dos novos currícB

los de 14atemática. O sistema educacional, na década de sesseg

ta, era altamente centralizado e os livros-texto adorados em

escolas públicas eram aprovados pelas Secretarias de Educação.

As edi.tolas pressionavam os autores no sentido de colocarem

conteúdos de Matenlátlca Moderna para que os livros fossem nnls

vendidos .

l
}

AS obras tradicionais recebiam uma nova "roupagem". Os

professores, na maior parte das vezem sem oportunidade de adg

querem-se às mudançasr aprendiam os conceitos e simbologias
através do livro-texto que adotavam, mas conservavam muitos

termos a que estavam acostumados.
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Assai.m, as diferenças entre a nova li-nguagem e a anui-ga

eram transmi.tidas aos alunos, em todos os níveis, por profes-

sores e pelos livros-textos, e estes alunos, quando formados,

iriam repetir o que receberam, acrescido de mais algumas pala

vras ou símbolos novos .

A aluna Lambda, por exemplo, que não teve Matemática Mo

derna no ginásio, sente dificuldade em aceitar a expressão

"triângulos congruentes"; na época em que estudou, dize-a-se

"triângu]os iguais" e e].a hoje comenta: "Não consegui assumi---

lar que congruente é igual"

Além disso, os livros propunham exercícios padronizados

e os professores seguiam aqueles modelos. D'Ambrosio (1987)ci

ta que

"Muito freqtlentemente, nos livros texto pg
ra o 19 grau, solicitavam às crianças fazerexg
Lamente o que estava feito no problema modelo.
Isto, sem dúvida, ]-imita o significado da com-
preellsão e do pensamento e desenvolve, .ao .i.n
vés,habilidades de imitação. Esta plãtica.leva
as crianças a acreditarem que Matemãti-ca e, e3
cluslvamente, manipulação de símbolos."
(D 'AMBRÓS].O , 1 987 , P . 1 92)

O aluno Alfa recorda-se das aulas do IQ e 29 graus

"As.aulas eram boas, mas seguiam muito o
li.vro, faziam exercícios pelos modelos, modelo
um, modelo dois, nunca misturavam, e eu sempre
passava a perna na professora porque e].a seguia
o ]. ivro . "

Parece-me também que, -apesar das excessões, como é o cg

se de Alfa, que contesta os professores, resolvendo os exerc.{

cites por um modelo diferente, os alunos acreditam demais na

autoridade do professor e do livro di-dãtico, porque eles tece
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bem as coisas p.Contas

Deveria ser seguida a sugestão de Bruner

i-NÓs ensinamos um conteúdo não para produ
zir pequenas bibliotecas ambulantes sobre aqui
le assunto, mas para levar o estudante a pen-
sar matematicamente por si- mesmo, (. . .) a tomar
parte no processo de aqui?ição do conhecimento.
Conhecer é um processo, não um produto."
(BRUNER, apud BELL, 1976, P.1.4)

Marlene Gri.llo (1979) comenta que

"Em mulLos casos, os professores confundem
':. proa'osso com pr'oduto e,embora desejem ensinar

o aluno a pensará o.que realmente ocorre e que
ensinam o produto do pensamento de alguem. en-
sinam ao aluno o que pensar . "
( GRILLO, 1 979 , P. 105)

Não se acostumando a criticar o conhecimento recebido, o

aluno, as vezes, adquire uma ideia errada e aqui.to passaa ter

a mesma autoridade (]ue ele colocou no professor ou no livro;

ele não para, não reflete sobre a existência de "ruídos" na
comunicação e, mesmo relendo a definição corneta em um livros

conserva a anteri.or, poi.s não pensou sobre ela,recebeu-a proa.

y

ta

Portanto, como causas dos erros relacionados com a li-n-

guagem matemática, aponto os problemas decorrentes da adoção

precipitada de novos termos e símbolos, quando da reforma da
Matemática Moderna, e o fato de o aluno, mui.tas vezes,receber

os conteúdos prontos e não questionar as informações recebi-

das com vistas ã elaboração do seu próprio conceito.
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4.3 As Causas dos Erros do Ti.po ll

Os erros do tipo ]] sao re].aclonados ao desenho e 9e ca

FãCtCFIZcRIU pela Introdução de Informações erradas, provenien-

tes da disposição dos elementos na figura e das marcações ali

realizadas, bem como pela inserção de informações cornetas,iras

apenas visualizadas .

Revendo as observações quanto aos erros relacionados ao

desenho, destacam-se as percepções (certas ou erradas) que a.L

duns aJ-unos t:em sob:re uma certa relação entre os eILementos da

figura, percepções estas que, algumas vezes, são modificadas

com o auxí].io de medições, construções ou argumentações.

A aluna Lambda, ao declarar que viu "a olho nú" a concly.

são a que deverá.a claegar, mostrou ter uma percepção imediata ;

porém só isto não basta e a aluna evidenciou,pelo restante do

trabalho, que não sabe justificar o que foi pressentido. Ela

íntuiu a verdade da proposição dada, mas não a sua prova.

Na construção do saber matemático, antes de demonstrar

uma proposi-ção, o matemático percebe-a intuitivamente. Mesmo

que, de início, ele não tenha i-déia de como demonstra-la, sua
mente vai aos poucos rearranjando. detalhes, em um padrão coe-

rente . Como dlz Goodman :

it.. .a i.ntuição matemática é um caso espe-
cial da habilidade geral do homem em reconhecer-
padrões ou,mais especificamente, de s inteti zar
estruturas complexas a partir de sugestões dig
persas." (G00DMAN/ 1979, P. 547)

Kapadia (1979) , em um breve artigo sobre intuição,usa cg

mo sinónimos as palavras "intuition" e "insight". No 1'íebster's,
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entre outros significados, intuição é defi.nada como o ano ou

processo de ir direto ao conhecimento ou à certeza, sem racig

ci.nar ou inferir. NO mesmo di.cionário, "insight",entre outros

significados, é conceituado como o ato ou fato de aprender a
natureza interna das coisas ou de ver intui-vivamente. Nestas

acepções, os doi-s termos parecem realmente sinónimos.

Em textos em língua portuguesa, a palavra "insight" cog.

trama aparecer no origi.nal. O dicionãri-o Aurélio define da se-

guinte forma a palavra "intuição": "I. Ato de ver, perceber,
discernir; percepção clara ou imediata; discernimento. 2. Ato

ou capacidade de pressentir, pressentimento"

Vários autores falam sobre intui-ção e defendem o uso des

ta capacidade em oposição ao formalismo. Davas e Hersh rela-

cionam vários signo:EI.cados para "intuitivo": é o oposto de r&

moroso; é aquilo que é deficiente em rigor; que é visual; que

é plausível ou convincente na ausência de demonstração; que é

incompleto; que se apoia sobre modelos físicos; que é unifica

do ou integrado em oposição a detalhado ou analítico. (DAVIS

& riERSn , 1 985 )

\

}

Bruner diz que "a intuição. implica o ato de captar o seE

tido, o alcance ou a estrutura de um problema ou situação,sem

dependência explícita do aparato analítico do ofício de quem
o faz': (BRUNER, 1 968 , P. 55)

O mesmo autor distingue o pensamento intuito-vo do analí-

tico.o pensamento intuitivo é menos rigoroso em relação às dg
inonsLrações, é n\als visual ou lcõnlco, dlreclonado no senLldo

de captar o todo; o pensamento analítico se caracteriza por
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apresentar uma seqtlência de passosr que podem ser relatados a

outra pessoal porque se processa com consci-ência das informa--
ções e operações utilizadas .

Portanto, para InIcIar uma demonstração,é necessário que

o aluno capte o todo, tenha um "insi-ght" do problema, para ag

pois analisar cada passo da dedução. Mas os aJ-unos nem sempre

têm a possibilidade de fazer isto, porque não lhes foram opor
tunizadas ocasiões de trabaJ-har com os conceitos matemáticos

em níveis concretos, com vistas a sintetizar as Informaçõesem

um padrão coerente, pensando intulti.va e anallticamente

Revi.sande as informações dos alunos sobre o ensinode Geg

metria no 19 e 2Q graus, vejo que a maioria (oito alunos)teve

apenas algumas noções de Geometria no I'? grau, dadas em final

de ano, de uma forma rápida e superfici.al. SÓ dois alunos cog

lideraram ter estudado Geometria, mas, mesmo asse.m, um deles

declarou que teve "puxado para o Desenho"; um aluno não soube

informar

l
b

Quanto à Geometria Espacialr no 29 graus a situação não

é muito melhor, pois só quatro alunos declararam ter estudado

estes conteúdos; dois informaram ter visto muito pouco e cin-

co alunos não chegaram a traba].har com Geometria Espacial. Os
+-..H=ram pm ataral. só recordavam ter recebido fórmulasque estud

prontas .

E por que terá sido a Geometria apresentada de forma tão

rápida, superficial, sem o apelo à intuição e sem sequer ter
sido realizada a dedução de fórmulas?
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D-Ambrósi.o (1987) , entre outros: a i-ntrodução da Matemática

Moderna no Brasil, trazendo a Idéla de alqebr:Lzação da Germe--

fria. encontrou professores despreparados para o seu ensino.

Desta fo!:ma, o professor preferia evitar os conteúdos ou dei--

xava--os para o final do ano, onde os apresentava como Infor--

mações soltas, que o aluno deveria, em geral, memorizar atra-

vés de associações .

Por exempJ-o, ao desenhar um triângulo no quadro-negro e

"reco.tar" os casos de congruência, o professor está, no maxi--

mo, levando o aluno a fazer associações do tipo "congruêncla

de triângulos-lados e ângulos congruentes"

O aluno Sigma, por exemplos mostrou cl-altamente este tipo

de associação quando, na 2e questão, concluiu que os triângu-

los eram congruentes pelo caso "lado, lado, ângulo", sem ne--

nhum cuidado em adequar os elementos que tinha ã hipótese de

um determinado caso de congruência.

\

}

Assim, no ensino de 19 e 29 graus, falta, em geral, um

trabalho de construção do conhecimento, de passagem pelo esta

gio ativo, onde o aluno manusei.a e age sobre os elementos e

pelo estágio icõni.co, onde a organização perceptual se dá em
torno de imagens

Todos os alunos que, por exemplo, simplesmente olharam

para a figura e "enxergaram" as respectivas congruências de
lados e ângulos mostraram ter fi.cedo apenas no estágio lcõni

co, não t,endo examinado as possibilidades de alternativas,não
tendo trabalhado os conceitos anteriormente para chegar,ao fl

nal, no estágio simbólico, pelos menos nesta disco.plana.
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Bruner (1966) considera que, quando o aluno está começam

do a aprendizagem de um corpo de conhecimentos, desde o seu

iniciar (como é o caso da Geometria Plana) , é tarefa do profeg
sor (ou do sistema elducacional) planejar seqtlências de apren-

dizagem que otimi.zem o desenvolvimento equilibrado dos três

sistemas de representação daquele conhecimento (ativo, icõni-

co e si.mbõlico)

Ainda segundo Bruner (1968) , se a estratégia para o ens.}

no de Geometria nos privei.ros anos fosse no sentido de apõe--

senta-la de forma i.ntuitiva, feri.a muito mais fácil para o alg

no entender mais adiante o significado dos teoremas.

A Geometria, nos currículos de 19 e 29 graus, não está

lã "por acidente", apenas como uma abri.cação de que o profes-

sor tem que se livrar. Aliás, a este respeito, inúmeros auto-
res destacam sua importância no desenvolvimento do raci-ocínio

lógico .

\

}

Novamente citando Rodrigues, a Geometria, especialmente,

permite ". ..a passagem da intuição e de dados concretos e ex-

perlmenLais para os processos de abstração e generalização".

(RODR].GUES , 1 978 , P. 1 8)

Bel1 (1976) considera que se podem distinguir três ti.pos

de abstração em Matemática. O primeiro ti-po é o reconhecimen-

to de um conceito, quando este é identificado em nova situa-

ção. O segundo tipo é a extensão de um conceito e ocorre qual
do um novo significado é adorado para um conceito que inca-ui

o antigo como um caso especial. O terceito tipo é a criação

de um conceito, ocorrendo quando se passa da consideração de

f
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um único elemento para a criação de uma nova classe ã qual o

elemento em questão pertence

Dava.s e Hersh (1985) consideram que generalização e abE

trarão são freqtlentemente usadas como equi.valentes.Apresentam
o conceito de abstração com os signo.fi-cabos de Idealização

(quando, por exemplar a partir de uma teta, traçada com uma

régua, abstrai.-se a noção de teta) e de extração (quando, por

exemplo, uma crianças a partir de objetos que pode contar, el

trai a noção de número) , enquanto que a generalização pode ser

compreendi.da como um processo em que uma proposição que vale

para um caso particu].ar é afirmada para um caso mais geral,

que engloba aquele .

De qualquer forma, mesmo que haja certas di.ferenças de

conceitos, estas atlvidades devem ser desenvolvidas peJ-o alu-

no, devendo os professores planejar estratégias com este objg
tive .

Bel1 (1976) cita várias estratégias para chegar à abstrg

ção, como por exempl.o descrever, classe-ficar, representar, vg

Fiar a representação do elemento em questão. Para a generali-

zação, o ]nesmo autor cita estratégias relevantes como. por

exemplo, reconhecer relações, fazer conjeturas, gerar exemplos

para testar conjeturas e organizar si.stematlcamente os dados.

A aluna Gama, por exemplo, mostrou que tenta utilizar eg.

tas estratégias ao fazer um- comentário referente a uma das

discipli.nas do curso :
P

"Em (x) eu não consi-go captar muitoban,poli
que falta exemplos daquilo que está sendo de-monstrado. Eu substituo aqueles ' negocinhos'
que ele dã por números para ver como é que ele
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faz, porque ele está falando que i.sto é aquilo
que ele está demonstrando. "

Portanto, não defendo a apresentação da Geometria Plana

apenas através do apelo ã intuição, ao visual. Também não coD
coado com o abandono das capacidades de abstração, generallzÊ!

ção e dedução. Proponho, antes, uma mistura bem posada entre
estas tendências. Como diz Bruner,

"SÓ um pedagogo romântico poderia dizer que
o principal objetivo da instrução g preservar
o talento intuitivo dacri.onça. E sÕ um tolo di-
ria que o principal objetivo é levar o aluno

'além de qualquer acesso à intuição, é fa-
zer dlele uma prece.sa máquina analítica."
( BRUNER, 1 971 , P. 83 )

Morria Kline consi.dera que a compreensão se consegue in--

tui.vivamente e a apresentação lógica é o suplemento da apren-

dizagem. Ele cita uma curiosa frase, proferida por Max Shif--
fer: "Jamais ponha c:arroças lógicas adiante de cavalos heuríg

tacos." (Apud KL].NE, 1976, P. 193)

Considerando,então,os erros relacionados à figura,acredl

to que as causas deste tipo de erro estão ligadas ao abando-
no da Geometria no 19 e 29 graus, o que Impede o aluno de fa--

zer a passagem pelo concreto e de adquirir um corpo de sonhe--

ci.mentes que sirva como base para a compreensão i-ntuitiva e a

formalização subseqtlente. Mesmo quando são apresentados con--

teúdos de Geometria, em geral não há um planejamento de estro

tégías que desen.volvem a abstração e a generalização.
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4.4 As Causas dos Erros do Tloo lll

Os erros do tipo 111 se caracterlzain pela utilização de

conceitos mateinátlcos errados .

Atividades tais como a observação (de figuras geométri--

cas, por exemplo, para descobrir propriedades) / a classifica--

ção (de triângulos, por exemplos para formar os conceitos de

isósceles, equilátero e escaJ-eno) , a comparação ( de defina--

ções d=i.gerentes de um mesmo ente, por exemplos para descobrir

erros em uma delas),a crítica (de uma propriedade abTesentada,

para decidir se é verdades.ra ou falsa) permitem ao aluno en92

jar-se no processo (]e ensino-aprendizagem, construindo o seu

conhecimento, ao invés de decorar frases soltas facilmente eã

quecidas ou embaralhadas .
l

}

Quanto ãs definições erradas de triângulos i-sósceles, ng

tei pelas observações dos alunos (Alfa, Gama, Lambda),que eles
estavam acostumados a um tipo de representação clo triângulo

i.sõsceles, aquela em que este é desenhado com a base menor do

que cada um dos lados congruentes. Realmente, esta é uma ten--
dência do professor, pois quando vai chamar a atençãopara al--

duma propriedade do triângulo i-sósceles, quer deixar claro o

tipo de triângulo consi-gerado e o distingue do equilátero de-
senhando a base menor

Se, porém, o aluno tivesse adquiri-do o conceito de triâD

guio isósceles a partir de um trabalho próprio sobre vári-os

exemplos, se tivesse feito conjeturas sobre a propriedade em

questão em vários ti.pos de triângulos, ele não teria, talvez,

"enquistado" esta i(lléia de que o isósceJ-es deve ter a base mg

nor que cada um dos lados congruentes.
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Em relação à definição errada de ponto médio,apresentada

por Delta como sendo o ponto comum a dois segmentos adjacen--

tes, acredito que possa t:er havido a influência da defina.ção

da relação de "estar entre". Dlz-se que um ponto B esta entre

os pontos A e C se e sõ se A, B e C são colineares e AB+BC=AC;

diz-se que um ponto B é ponto médio de um segmento AC se e sõ
se B esta entre A e C e AB=BC.

Quando simplesmente são apresentadas as defi.nações de "e.g

tar entre" e de "ponto médio", sem dar um tempo ao aluno para

compara-las, crItIca-las e testa-las com vistas ao conheclmeD

to exato do que signifi-ca uma e outra expressão, este aluno

poderá confundi-las posteriormente

Quanto ao erro -de Lambda, considerando que uma medi.ana de

um triângulo é o segmento que une dois pontos médios, ao in-

vés de ser o segmento que une um vértice ao ponto médio do la

do oposto/ acredito ter a aluna simplesmente decorado a defi-
nição de mediana. No momento em que precisou, só lembrou a eZ

pressão "extremidade do segmento no ponto médio de um dos la-
dos" e estendeu-a/ engl-orando dois pontos médios de cada vez-

\

.}

Quando analisei as causas dos erros do tipo 11, já salieg

tei que alguns professores ensinam o produto acabado e não dg

senvolvem estratégias para que o aluno forme os seus próprios

conceitos e descubra as propriedades. Esta me parece ser a ca.g

sa dos erros relaci-onados com os conceitos errados.
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4.5 As Ç©

Os erros do tipo IV sao relacionados a conclusões Inace.L

dáveis. Os erros do TIPO v são relacionados a não utilização

de teoremas já existentes, apesar de o aluno ter todos os e19

mentes da hipótese. OS erros do tipo VI surgem quando o aluno

usa a tese como um dos elementos da hipótese. Parece-me que

as causas destes três tipos de erro são as mesmas, pois eles

relacionar\--se diretamente com o processo de dedução.

Já foi visto, por exemplo, que o aluno Sigma rebateu uin

triângulo sobre o outro (mentalmente) e di.sse ter "visto" que

os ângulos eram congruentes. Delta concluiu congruência de lg
dos nos triângulos da lg questão, porque "construiu" uma bis-

setriz do ângul-o A que passa por K. Épsi-lon, na 2e questão,meg.

mo tendo todos os e.Lementos para concluir a congruência dos

tri.ângulos pelo caso da congruêncla dos triângulos retângulos,
insistiu erradamente em conc]uí--].a por LADO. Gama/ na 2e quem.

tão, concluiu conqruênci.a a partir da construção de uma altu-

ra CM, porque usou o fato do triângulo ABC ser isósceles.

\

}

Todos estes são exemplos de que não houve a compreensão

ão como uma seqtlência de passos logo-camente :jus-ta demonstra

tificáveis .

Ç

É claro que os alunos poderiam (e deveriam) ter fei.to

conjeturas a respeito dos elementos de que dispunham. É exatg
mente desta forma que se pl'ocessa o ir-e--vir entre o pensameB

to intuitivo e o analítico, na procura da solução do problema.

No entanto, se o aluno não adquiriu esta rabi:Lldade, insiste
flrmnti\7R n i)asse a acei.ta--la como venda--determinada aumaem
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deita, sem se pz'eocupar em testar a conjetura

Bel1 (1976) revlsou algumas pesquisas sobre erros de IÓ

glca nas demonstrações de teoremas e cita alguns deles: con

fundir a verdade da conclusão con\ a valldacle do raciocínio;

omitir uma premi-ssa ou assumir outra não exige;ente; confundir

o significado de uma premissa.

As conclusões de uma das pesque.sas citadas por Bell vem

ao encontro dos resultados aqui encontrados. Reproduzindo o

trecho de Be]. ].

"wason (1968) mostra como mesmo sujeit?s
inteligentes tendem a aderir com tenacidade ãs
suas hipóteses, se encontram evidências que as
confirmem, e falham em consi-gerar hipóteses al
ternativas."(BELL, 1979, P.6.4)

\

}

É o que acontece com os alunos que confirmam visualmente

alguma congruêncla e não abandonam esta aflrmiltiva,mesmo não
encontrando justifi.cativas provenientes da hipótese dada.

Porém, de onde terá se originado esta atitude? Como são

demonstrados os teoremas no 19 e 29 graus? Que ativldades são

planejadas para que o aluno inicie este aprendizado?

voltando às informações dadas pelos alunos, notoque eles

não estão seguros de terem realizado demonstrações no 19 ou 29

graus. Em relação ao 19 grau, foi. quase unânime a resposta ng

cativa, porém em relação ao 2'? grau, dois alunos declararam,.
com convicção, terem feito demonstrações, três consideraramtg.

rem visto alguma coisa e seis não se lembraram de terem reali
z ado esta atividade

Aliás, a expressão empregada. por eles, "ver uma demons
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oração", já indica como o assunto é apresentado Realmente , o

aluno yg o professor escrever no quadro-negro uma seqtiêncla

de frases e símbolos que representa a cadeia (lle raciocínio do

professor, oü do autor do livro-texto no qual ,o professor se
l

baseou

Kline refere--se ãs queixas dos professores quanto à pre

gui.ça mental dos alunos e critica duramente os primeiros

"Outra razão importante da popularidade da
abordagem dedutiva de propriedades está em ser
mai.s fácil para apresentar. O corpo todo do mg
serial é traçado numa seqüênci-a clara e nítida
e tudo o que o professor tem a fazer é repeti-
-la. (...)Mas os professores que apresentam a
formu[ação [õgica porquanto e].a evi-ta tais di-
flcu].danes como ensinar descobertas (. . .) são
mais dignos de censura que os estudantes que
desejam evi.tar a ideia de pensar e preferem rg
pedir mecanicamente os processos aprendidos."
( KLINE, 1 976 , P. 1 72)

Para desenvo].ver a habilidade de demonstrar teoremas,

Bel]. (1976) sugere várias estratégias de ensino:

a) identificar dados e conclusões;

b) conectar dados e conclusões logicamente;

c) fazer exaustivas verificações empíricas da proprieda

de proposta ;

d) construir classes que satisfaçam uma parte do proble

ma ;

e) expor conjeturas para discutir com os colegas e refu

tá-las ;

f) encaixar os dados no conhecimento já existente;

g) reconhecer arbitrariedades dos termos não definidos e

das suposi-ções

r
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Vários destes procediment.os fazem lembrar o trabalho de

Polca, que propôs estratégias para resolução de problemas em
Matemática. Este autor considera que ter um p3:0blema signifi-

ca "buscar conscientemente alguma ação apropriada para canse

gui-r um propósito claramente concebi.do mas não Imediatamente

alcançável". (POLCA, 1975, P. 4)

No mesmo artigo, Polya estabelece a di.stinção entre dois

tipos de problema que ele chama de "problema de encontrar" e

"problema de provar". O objetivo de um problema de encontrar

é descobrir a Incógnita do mesmo; o objetivo do problema de

provar é decidir se certa proposição é verdadeira ou falsa,

prova-la ou refuta-la.

Desta forma, demonstrar um teorema é um problema e para

a sua solução podem-se destacar as quatro fases i-ndicadas por

Polya: compreensão do problema, estabelecimento de um plano,

execução do pl-ano e retrospecto. Para cada fase, o autor su-

gere estratégias de trabalho. (POLCA, 1978)

Parece-me. portanto, que há algo mais relacionado aos el

ros referidos. aá foi relatado que a maior parte dos alunos

pesquisador não fez demonstrações de teoremas no I'? e/ou 29
graus e que, portanto, não desenvolveu esta rabi.lidade a par-
tir de estratégias de ensino planejadas pelo professor.14as o

que acontece quando o aluno entra no curso de Matemática? Por
acaso, procura-se saber se ele está apto a fazer demonstra-

ções?

Na maior part.e das vezes, a resposta é não. Em algumas

disciplinas, de iníci.o se lhes informa que será feito um esta
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do axi.temático e "joga--se" sobre el-es um corpo de definições e

caxiomas, supondo que eles irão compreender os teoremas demons

brados .

O autoritari.smo da proposta é tão grande que, raras ve-

zes, algum aluno se sente encorajado a perguntar "Por quê?''Se

o fi.zer. certamente não receberá respostas ou, talvez sejam

utilizados os costulneiros chavões como "porque esta é a manei

ra de estudar Matemática" ou "porque asse-m se disciplina open

lamento, se ensina a pensar" .

Mas desde quando se produz Matemática desta maneira, sem

cantata com o real, como um jogo em que sõ se conhecem as re-

gras, mas não se sabe para que jogar? Além disso, o que é "e=
sinal a pensar"? Po): acaso o aluno não pensou até aquele mo-

mento? Por que a Matemática feri.a a ci.ência privilegi.ada, prg

prletárla do pensamento? Não se pensa quando se estuda qual--

quer outra ciência, humana ou exala?

Por uma espécie! de doutrinação sutil, costuma--se acredi--

tar que a Matemática só é Matemática quando as verdades são
demonstradas. "Torce-se o nariz" para a Matemática Aplicada.

como se existisse uma oposição entre a Matemática Pura e a

Aplicada, como se uma pudesse existir sem a outra, e privile-

gia-se o rigor e o formalismo em detrimento da intui.ção.

De onde vêm estas idéias? Novamente os pressupostos que-

orientam a Matemática Moderna Eem sua parte de responsabllidg

de . Davas e Hersh asseveram que

"0 estilo formalista penetl:ou gradualmente
o ensino da Matemática em nível-s mais elemento
res e finalmente, sob o nome de "matemática mg
perna" i.nvadiu até o jardim de i.nfância."
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(DÀVIS & HERSH, 1 985 , P 385)

Segundo os mesitos autores, "formalização é o processo de

adaptar a matemática ao processamento mecânico" (DAVIS & HERSH

1985, p. 167) e as ]-inguagens formais foram introduzidas no
final do século passado, com o objeti.vo de tornar as demons-

trações mais rlgoros;as .

Muitos autores matemáticos concordam com que a noção de

rigor mudou de época para épocas pois argumentos que pareciam

rigorosos há alguns séculos hoje são considerados .inadequa-

dos .

A Matemática, por volta de 1800, apresentava um cresci.-

mento prodigioso,mas com alicerces pouco fi.rmes. O trabalho

de Cauchy, introduzindo o rigor no estudo das funções elemen-

tares e no estudo das séries,aplacou os escrúpulos de seus ':coD:

temporâneos e ãnteces;goles.(REVUZr1967).Mas o que é,afinal,um rg,

ciocínio ri.moroso?É aquele que explicita todas as suas justa.fi.-

cações, que não aceita resultados parciais sem demonstração.

l

F

Goodman (1979) argumenta que a mudança diz respeito ao

padrão de rigori.smo de uma demonstração, pois um argumento rl

moroso é sempre aquele que é suficiente para estabelecer aves.
dade de suas conclusões. Thom cita o ponto de vista formal:

"Em um sistema formal S, uma proposição P é verdadeira se po-

de ser deduzida dos axiomas de S através de um número finito

de passos permitidos no interior do sistema S" (TllOMr 1971 ,P.
696) ; no entanto, assevera que ".não há uma defi.nação rigorosa

de rigor" (THOM, 1971/ P. 697) f afirmando que uma prova e rz--

morosa se ganha a aceitação dos leitores adequadamente educa--
dos e preparados para compreendê-la.

P
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Kline também critica veementemente o ri.gor exagerado, eg

peca-almente na (;eometría Euclideana. que e dedutiva mas não

ri.morosa. Acrescenta ele, mais adiante, que

"Alguns professores, conhecendo as provas
rigor:asas, sentem-se i.nquietos com a apresenta
ção tão somente de um argumento convincente que
eles, pelo irlenos, sabem ser incompleto.Mas não
é o professor que deve ser satisfeito, é o es-
tudante." (KL].NE, 1976, p. 171)

Moles (1981) acha que a preocupação com o ri-gor faz o m2

temático achar cada vez mais evidentes os fatos que ãceitãvc&

antes e exigir, cada vez demonstrações mais rigorosas

É como se sente a aluna Zetla, referindo--se à sua maneira

de demonstrar teoremas

"Agora eu complico tudo. Logo que eu en--
frei na faculdade, para mim era tudo barbuda,eu
achava tudo fácil. Agora nâo, faço um bicho de
sete cabeças de uma coisinha banal. Quando eu
entrei em (X) , l:unha umas coisas que estavam
na cara eu me sentia como se tivesse que desa-
prender para fazer. Aqui.lo lá tu.não pode,aqu.}
lo Lu ainda não aprendeu, não pode colocar co-
mo justificativa. Agora, num teorema,eu sel uma
coisa e penso: 'Será que isto na faculdade eu
já aprendi, já posso usar como defi-nação?"

O aluno Rapa também relatou a mesma situação

"As própri-as demonstrações são muito .com-
partimentadas, porque cada ramo da Matemática
parte de determi.nados pressupostos e partindo
daqueles, tu tens qle usar aqui.lo e então ou-
tros pressupostos não interessam. Por exemplo/
eu estou demonstrando um teorema, de repente
ponho uma coisa ali e a professora chegae diz :

''não, isto é verdadeiro, mas tu não.podes usar
porque nós estamos noutra teori.a' .Tá, dai tem
que apagar e procurar algo naquela teoria."

Tristemente, eles espelham uma maneira de enxergar a Ma

temática cada disciplina em sua :'torre de marfim", comparei
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meneando o conhecimento como se houvesse gavetas mentais,on-

de a cada disciplina o aluno fosse buscar uma maneira dlferen

te de pensar

O aluno Alfa, por exemplo, mostrou que não formou um co3

deito de demonstração e que, para ele, há esta separação en-

tre as di.sciplinas matemáticas; em certo momento do teste,pel
juntou qual o tipo de demonstração que deveria fazer, o que

utiliza na desci-plana (X) ou o que utiliza na disco.plana (Y)

ou, ainda, o que utiliza na disciplina (Z)

Asse.m, parece que os erros relacionados com o processo

de demonstração em si têm como causas a não utili.zação de es--

tratégias, no 19 e 29 graus, que capacitem o aluno a demons-
trar teoremas e a apresentação rigorosa e formalizada dos co=

teúdos no curso de Matemática, impedindo o aluno, em qualquer

um dos níveis, Cle fazer o verdadeiro trabalho mat;errático, que

persegue a verdade através de conjeturas, usando a intui.ção e

a i.maginação, para, somente no final, formalizar os resulta--
dos através de uma demonstração.

\

F

O depoimento dos alunos são uma crítica velada a uma de--

terminada maneira de ensinar Matemática, a um tipo de demons-

tração exigida, que não dá lugar à intuição, ã criatividade,

à utili.zação de conhecimentos anteriores, cerceando o :pensa-

mento do a].uno .

Ao mesmo tempo/ as reclamações dos alunos despertam no-

vas idéias, abrindo possibilidades para a adoção de um outro

tipo de ensino, baseado em outra filosofia. Neste sentido, o

Falibilislno daria o suportei através dos pies:;upostos de que

a Matemática é falível e corrigível, de que cresce por meio
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de críticas e correções e de que os produtos do trabalho mate

mágico, inclusive as demonstrações de Leoremasr não podem sel:
considerados acabados e perfeitos. O Falibi.llsmo aceita a na-

tureza relata.va de uma demonstração. Da mesma forma, a Educa

ção Matemática baseada nesta filosofia aceita que as maneiras

de .justificar uma determinada conclusão vão desde a verifica-

ção i.ntuitiva até a prova rigorosa, obedecendo ao estágio de

desenvolvimento cogni-tive do aluno.

Uma importante contribuição do Fala-bili-unto, se aplicado

ã Educação Matemática, feri.a a maneira de considerar o erro.

Aceitando que a Matemãti.ca é fa]Íve]- e corrigíve]., o erro se-
ria tratado de uma forma diferente, pois o aluno poderá.a uti-

liza-lo como i.nstrumento para a reali-zação de novas descober-

tas. Ao resolver um problema, o aluno ílaz vár.las conjeturas q

ao testa-las, descobre novos conceitos e propriedades sobre
os conteúdos em questão. Os erros, deste ponto de vistas po-

dem ser compreendidos como "trampolins para a investigação'lna

expressão de Borasi. (1988) e este potencial educacional pode
ser utilizado em qualquer nível de ensino.

C)urra contribui.ção importante do Falibil-esmo no ensino

da Matemática é sua ênfase ao estudo das aplicações da Matemg

ti.ca às diversas áreas do conhecimento humano. Em decorrência

disso,o ensino deve se basear nas necessidades de uma determi-

nada época e nos problemas que exi.gem solução. A motivação

proporcionada por esta perspect:iva é muito maior do que a de
"estudar para aprender a pensar", como alguns professores de

Matemática ainda insistem em enfatizar.

Com base no Fallibilismo, poder-se--ia fazer um traba].ho
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matemático que não fosse dissociado da realidade, mas que ti-

vesse :;uas or:í.bens nos prob]emas c]a real Lande e a e.Lua vo] t:as--

se para propor soluções, poisa sendo a Matemática uma ati-vida

de humana, não pode ser vista i-solaclamente, sem estar reJ-cicio

nada à História, à Antropologia, à Sociologia, ã Política e

ãs demais ciências de uma determinada época.
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4.6 As Ca\!gg:g.

Os erros do tipo vll são os lapsos, orais, de escriba ou

de leitura. As causas destes erros são da competência dos psl

cÓlogos. A psi-canãlise se ocupa dos "J-apsus li.nguae" e dos

"l-apsus calamii" , mas cada ocorrênci-a é analisada separadameE

te. Jã arrisquei- alguns palpites sobre os lapsos feitos pelos

alunos desta pesquisa e detenho-me neste pontos pois nâo te-

nho condições para ana] i.sã--].os .

Acr-ccllt:o, L)orórKf que é Imporá;ante levar eln c:anta estes;

erros, quando se vai avali.ar uma provar poisa COn\O já foi re-

ferido nas citações dos lapsos de leitura dos alunos Sigma e

l,amada. pode-se invali.dar uma questão simplesmente por um laE

se que o aluno cometeu, cuja causa não está relacionada ao cg

nhecimento que ele tem do assunto ou à sua argumentação.

Assim, cabe uma alem-ta no sentido de verá.ficar se um determi-

nado erro não é apenas um lapsos que pode ser desconsiderado

na avali.ação final
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4.7 As Causas dos Erros do Tipo Vlll

Os erros do tipo Vlll são os erros em língua portuguesa,

relacionados com ortografia, pontuação, concordância nominal
e verbal. Não me compete discutir as causas destes erros,poísr

estando relacionados ao processo de ensi.no-aprendizagem de po:

Luguês, fogem ao tema desta pesquisa. Destaques-os, como já

esclareci. antes, porque considero que o futuro professor de

Matemática deve se expressar corretamente, em Português e em

Ma Eemát i. c c&

Alias, Bruner enfaLI.za este aspecto, qual.do diz

"Eu não posso imaginar um homem culto da-
qui há um século que não vã ser largamente b.}
lingtle neste sentido especi.al - conciso e per.l
to em ambas as linguagens, a natural e a mate-
mática." (BRUNER, 1969, p. 352)

Acredlt.o que possa haver uma relação entre os erros ern

linguagem matemática e os erros em língua portuguesa, mas tal

crença t:eira um caráte.r apenas IntulElvo. Poderia ser temadeou

tra pesquisa, da qual fariam parte professores da área de en-

si.no de português, de lingtlísti-ca, etc
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4.8. A ]nf].uênci.a do Professor

Considerei as causas dos erros no ântblt:o do processo de

ensino-aprendizagem, mas ainda não me referi ao aluno e aoprg

fessor corno pese;oas, a =i-nf]..uõncla da relctçao E)rof esgar - aluno

neste conbext:o .

As observações feitas pelos alunos a respei-tio dos seus

sentimentos em relação aos professores, de como se relaci.ona-

vam com eles, surgi.iam no decorrer da segunda entrevista,qual

do, informalmente, ]l)rocurei saber como tinha si-do o ensino de

19 e 29 graus em Matemática. Assim, não houve um pl-anejamento

de i.nstrumentos de ]l)esqui-sa para descobrir causas relaciona--

das com a relação p:r'ofessor-aluno, especialmente porque. não

tenho conhecimentos de psicologia que me pois-ibi.citem tuba--

Içar com estes conteúdos, preferi ater-me aos aspectos rela-

ci.arados ao proa:essa de ensino-aprendizagem p:roprlamente dito

Porém, não posso deixar de reglstrar algumas destas ob--

servações que, em certos casos, perturbaram--me momentaneamen-

te, quando ouvi, rel-atados por algum aluno, sentimentos e s.L
tuações por mim já experimentados.

Alfa. por exemll)lo, disse que grava mai-s as conteudos quan

do tem afinidade com o professor.

Beta se preocuE)ou em nao errar para nao tTtagoar o profes-

sor que Ihe ensinou aquele conteúdo. Referindo-se à le quem

tão do teste , e].e di.sse

''Como foi a Sra. que deu a rnatérla! eu es-
tava pensando assim: ÍSe eu fizer errado/ vai.
ficar xarope para mim e para a professora. pol
que foi ela que lesionou ' . ''
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Zela narrou um episódio acontecido no 19 grau e ilustrou

bem a sua manei.ra d(! relacionar-se com os professores Apesar

de longa. vou ti-anscr'ever toda a observaçãor porque a conside

ro sumamente , importante

"0 que mais me marcou foi na 8$ série, que
um professor não explicava nada. Eu sempre fui
apai>(onada por Matemática, desde pequena eu qug
ria ser professora de Matemática e sempre fui
daquelas alunas chatas, que quere.am saber tudo,
o porquê das coisas, e este professor não ex-
plicava nada, chegava na aula e dizia: 'Da pa-
gina tal a tal, estudem sozi.nãos'. Eu pegava o
meu livro e a cadeira, sentava ao lado dele e
faz:]-a e].e explicar tudo. Um dla. cm (lue eu nao
estava me sentindo bem, foi- a primeira aula em
que ele expli-cou e foi Geometria Plana. Eu es-
tava dormindo na aula. daí ele parou a aula e
pediu que eu explicasse o que ele ti.nha expli-
cado. Eu disse que não estava ine sentindo bem
e não ia explicar e ele me deu um alto sermão,
me vingou um monte porque eu vi.via enchendo o
saco del-'3 para ele expli.car e no dia emque ele
estai,a explicando, eu não estava prestando atei
ção na aula. 14e Falei na provar depois.daquela
vez ele se recusou a me explicar a meteria. PÊ
suei recuperação em Matemática, estudei um.moE
te e passei. O que mais me marcou em Matemati.-
ca foi isto, desde lá eu me interessei por Geg
metria Plana, eu fiquei com tanto õdi.o que eu
queria só saber de Geometria Plana, para esfrg
gar na cara dele . "

O aluno Rapa identificou-se com uma professora que era

mi.nuciosa e acredita que começou a gostar de Matemática quan

do se "encaixou" no jei- to dela RÕ considera (]ue gosta de Ma

temática porque teve, por muitos anos, a influência de um mej.

mo professor, "que maxi.s que um professor foi um amigo".São pg
lavras suas

"Eu sempre tive um professor só, desdea 6e
série e ele me acompanhou até o 3Q ano do 2'?
grau. Ele era um professor que rabi.a lecionar!
inclusive era um dos professores mel-bofes dama
nha cidade, então eu tive uma fao-lidade muito
grande; no 29 grau a$ minhas notas basicamente
foram sõ dez. Eu gostava de Matemática infl-ueB
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dada pelo professor, eu ia até o col-égio, da-
va aula para o pessoal de recuperaçaor me en--
troçava, e quando tu precisa ensinar alguém,tan
que estar ittals 'por dentro' r porque as dúvidas
aparecem, então tem que responder 'não sei' e
C)' ittiiC) Self i=1 qC)i\te lÍtIO (J01 t(\ i.It) i'eSJJ01ttll0Í'."

A i.mportância clo professor como um modelo para o aluno é,

assim, um favor a ser levado em consideração. Seria interes-

sante analisar, pór exemplo, os erros diretamente relaciona-

(lias ã pratica de cada professor, para descobr.i-r como a rela-

ção professor-a].uno está imbricada neste contexto.
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4.9. os Conceitos de Demonstração? IE

nos e Outras Defln=ições de Dcmonstrcçãc

Na segunda elite'avista, conversei con\ os alunos sobre o

ensino de 19, 2Q e 13'? graus. Uma das perguntas que flz a cada

aluno, foi a relata.va ao concei-to de demonstração e ã necess.{
dade de faze-la. Nem sempre as respostas foram ori.finais; vá--

rios alunos repetiram chavões tai.s como "demonstrar é partir

da hi-pótese e chegar à tese", "demonstrar é provar que algo é

verdade "

Assim, menciono somente aquelas conceituações que mos

Eram que o aluno tentou colocar sua proprza z'reza.

Relendo as conceituações apresentadas pe].os alunos e rg

visando outros artigos onde diversas opi.niões são emitidas,vg

jo que, como pano de fundo de todo este trabalho, esta a ex-

pli.ci.ração do ti.po (le ati-vidade em que consist.e a demonstra-
ção de teoremas, não só do ponto de vista da IÓgi.ca formal ou
de escolas filosóficas como o Logici.smo e o Formalismo, como

também do ponto de vista da Matemáti-ca real, consi-derada como

um produto social, nlai.s de acordo com as idéias do Falibilis--

mo

l
b

Conforme AbFahcam Moles ,

"Demonstrar um fato é consLrulr um senti-
mento de evidência deste em um individuo.receE!
tor,comunicando-lhe uma mensagem cujos elemen--
tos formam uma série de evidências elementa--
res. " (MOLES, 1981 , P. 37)

A demonstração de um teorema é uma mensargem. Não tem uma

existência Independentes vai depender do sujem-to que faz a dg
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monstração e dos que a recebem

Se um iíiatemátlco cri.a uma demonstração, ele logo quer ó.L

vulgo-la entre os colegas. Num primeiro estágio, verbal, ele

explica o que fez; se conseguir interessa-los, ele mostrara

a prova escrita e, finalmente, se esta tiver a aprovação da
comunidade matemática, será publicada, para que a mensagem a.L

cance o maior número de pessoas. (DE MILLO et ali.i., 1979)

Bela (1976) consi.dera que, sendo a demonstração uma ati-

vidade essenc]a]ment;e púb].lca, o aluno só aprec:l-ará a neces-

sidade de faze--la quando se conscientizar do papel- público dj!

quele conhecimento .

O aluno Siqma :lá chegou a esta constatação, pois respon-

deu ã questão sobre a necessi.date da demonstração da seguinte
made ir a :

"Eu estou vendo que há necessidade agora,
porque eu estou lecionando, 5e e 6g series; eu
acho ridículo chegar lá para os alunos e ensi-
nar uma equação e'di-zer 'tu passas de um lado
para o outro e troca de sinal'. Eu sei que eles
estão acreditando, mas é uma coi-sa que eu sex
que não é bem assim. É uma coisa que eu não tJ:ve. dlaí eu achei necessidade de mostrar, pois
de repente ele esquece da regra mas sabe como
é que se faz."

Sigma detacou que sempre foi "péssimo em Matemática",que

precisava de aulas particulares no 19 grau para ser aprovado.
No entanto, no 29 grau/ ele começou a gostar (]e Matemática,por

que os professores explicavam o porquê das co:l.sas, não davamf

apenas, fórmulas. Assimr ele desenvolveu-se de tal forma que

ingressou no curso de Matemática e jã está lecionando.Nas suas

primeiras expert.ênc=ias como professor, já pretende oferecer
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aos alunos um antídoto ao ensino mecânico, ensinando-lhes a

resolução de equações como gostaria que estas Ihe tivessem s.}

do explicadas no l '? grau .

Davas e ller'sh ítcredltam que, no mundo reéll- da MüLemát:lcLlp

as demonstrações esc:rifas servem para provar taue o autor con--

venceu, a si próprio e aos seus amigos, de que um determinado

resultado a que cheçlou é verdadeiro. (DAVIS & HERSH. 1988)

Mas em que constitui, afina.L, uma prova inatemãtica reco
nhecída como ta].? Novament:e Davas e llersli res])oilclein:

"Por mais chocante e perturbadora que pos-
sa ser, a verdade é que nenhuma resposta.expl.}
cita pode ser dada. Pode--se apenas identificar

ue realmente é reagi.zado em.cada ramo da Mg
temática." (DAVAS & HERSH, 1988, P. 71)

Algumas vezes, demonstra--se um teorema sem ter a mínima

ideia da interpretação geomót:ri.ca, física, etc. , que ele pos-

sa ter; simplesmente, usam-se as definições e propri-edades já.

demonstradas e a Logo.ca. Mas, desta forma, não se esta fazen--

do Matemática. Apenas se joga com símbolos, poiso no momento

em que tiver que ser explicado aquele resultado, notar -se -ã

que não se sabe faze-lo, porque não foi i-nternalizado.

A inEernalização de um conceito não é feita da mesma fol.

ma para diferentes pessoas. Cada uma tem o seu quadro de refS.
rências, a sua história em termos de conheci.mantos adquiridos

e dã a sua própria interpretação.

Cada matemático, então, pode refinar uma demonstração,

no sentido de acrescentar--lhe novos passos e s;oprimir outros,

utilizando a propriedade em novos trabalhos e o conhecimento
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ini.cia]. sela socializada

À Mat:emãtica é,portanto, um produto social, criado e de--

senvo[vido pe.]-as interações de muitas mentes. (G00DMAN, 1979)

As propriedades dos entes matemáti.cos são idéias compartllha-

das, verificadas por vários tipos de raci.ocínios válidos que

diferem de um ramo da Matemática para outro e de uma época pg

ra outra . (HERSH, 1 979 )

Porém, provavelmente, não é este o conceito que se passa

aos alunos, poi.s nas conceituações transparecem, algumas ve--

zes, a doutrinação, outras vezes, a revolta.

Delta parece aceitar a ideia de que se deve justificar

passo a passo tudo o que é feito em uma demonstração, ao di-\

}

"])or exemplo, citando um problema do dia a
dia, seria citar cada coisa que fi-zeste noteu
dia, o que fizeste de manhã, passo a passo
sc:ri.a mais ou menos isto. É uma coisa lógica,
que tu tens que explicar realmente o que esta
acontecendo ali, tudo o que tu vês."

Depois destas ot)servações, ainda reforçou a =i.déi.a, enumg

bando em seqtlência as anões: "...escovar os dentes, lavar o

rosto, pentear o cabelo. . . "

Colocada desta floria, uma demonstração é algo rota-negro,

enfadonho, metódico, que não exige criatividade. Suas pala-

vras lembram outras de Kli.ne: "...pedir ao estudante que cite

axi.amas nas operações com números é como pedir a um adulto que

justifique cada ato que faz depois que se levanta de manhã"

(KLINE, 1 976 , P. 65)
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Zeta mostrou como estava se sentindo revoltada em Tela

ção ãs demonstrações, quando tentou explicar o seu conceito

" Tem que explicar o porquês mag tudo. o
que tu sabe, tu não sabe. Tu tens uma hipõtÊ
se e uma tese. então parte da hi.põtese e tem
que chegar na tese, tudo em passos que tu jà
tenhas a definição, tu não pode usar nada mais
que aquilo, tu não pode usar o que tu jã sabe,
tem que sempre apli.car as definições certas.Tu
tem que usar as que vêm antes, as que tu jà
sabe que vão vir depor.s, esquece, mesmoque fg
nn l l +-n "

Fazer Matemãt:i.ca desta forma não é um prazer. é um sacra

vício! A aluna esta manietada, presa a uma cama.sa de força,rg

presentada pelos axiomas e teoremas de uma determi-nada teoria,

em uma determinada ordem e não pode, sequer, utilizar conhec.{

mentor anteriormente acumulados. Não nã criatividade, a de-

monstração é apresentada como se tivesse sido fei-ta por uma

mãqui-na, por um computador que "checasse" cada passo apreseZ
Lado. Aliás, esta idéi.a não é nova, alguns autores jã criaram

programas de computador que demonstram teoremas. ( NEWELL &

S IMON, 1 958 )

\

}

Mas como diz Hersh (1979) , quem esta acostumado a encon-

trar erros em programas de computador (debugg.ing) sabe que a

tarefa não é fácil e que não se pode garanti-r a perfeição de

uma prova feita por uma maquina, já que esta :faz o que o pro'

gramadorr falível, estabelece

Podem ser cons=i.derados dois momentos na demonstração de

um teorema. Numa pr=i.medra instância, o matemático cria a de-

monstração, estabel-acendo os seus passos principal-s, de gane.}

ra informal, despreocupando-se dos detalhes que ele sabe que
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poderá provar depois. Num segundo momento, se deseja apre-

sentar a demonstração à comunidade matemática, ele o faz de

uma ntaneira formal e rigorosa, para que a prova seja vál.}
da

Querer que o aJ-uno, i.niciante no aprendizado de demons

orações, já as realize com todo o rigor e formalismo, é

podar-lhe a criati.vidade e inutiliza-lo para o trabalho ma

temático produtivo.

Também, como contestação quanto ãs exigências dos prole.!

Bofes, apareceu a observação do aluno Alfa:

"Se o professor dá, a gente aceita comover
date. Nos colégios de le grau, impoem as coi-
sas, a gente esta acostumado a aceitar como o
professor disse, como verdade, mui.tos poucos;
se animam a perguntar 'por que:''. De vez em
quando a gente pergunta, daí eles dizem ' i.sto
se demonstra' e a gente entende, mas em geral
dizem que é verdade porque o professor falou
que e) . "

Portanto, Alfa acha que a demonstração deve ser feita exg:

Lamente para que as coisas não sejam dadas prontas, como um

desafi-o que o aJ-uno impõe ao professor que não quer Ihe dar a

oportunidade de descobrir por si. Já que o professor impõe a
verdade, o aluno Ihe desafia a que a prover a que 2S;Lg menos

a prove. jã que terá que aceita-la dal-i por dianter sem tê-la
descoberto .

O aluno Kapar coerente cola o que jã havia cri-tocado no

curso, respondeu às perguntas sobre demonstração com uma lon-
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ga explicação que transcrevo na íntegra, pelas Idéias impor
tentes que levanta

"É uma pergunta que eu tenho me feito ul-
tintainent:e e talvez eu tenha procurado uma res--
posta para justificar, não que esta respostasg
ja realmente a minha. As pessoas dizem que de-
senvolve o grau de raciocínio. Eu acho que de-
senvolve o grau de raci.ocínio mas, devido a m.}
nha manei.ra de demonstrar, eu acho que desen-
volve mui.to mai.s o grau de abstração. . .também,
não é? Não sei. se são i-quais. Por exemplo, os
professores de (X) dizem que tu precisasde (X)
para saber raciocinar e planejar uma aula,é cg
mo justificam a cadeira para nÓs. Agora,eu acho
que certas demonstrações de certos teoranns nao
têm por que existir no curso; tem muita coisa
que e justamente aquilo que justifica as outras
matérias que nós vamos leci.anal no 19 e no 29
graus, que são importantes a gente saber. Mas
terica que analisar muito bem, porque nesta hig
t(5licã de de repente ter que demonstrar para
aprender a raciocinar, as pensas !e perdem =..
ou o currículo. . .não sei de quem é a culpa."

Em suas observações estão presentes inqu.ietações com c)

curso e com as razões que determi-nam a escolha de determi.na-

dos conteúdos, demonstrando que o velho chavão "a Matemática

ensina a pensar", já não se sustenta mais

Épsilon, opinando sobre a utilidade da Matemática,disse

"Até os professores dizem que utilidade na vida prática nao

tem, mas serve para desenvolver o raciocínio" Mesmo ass=im, mos

tra que não aceitou o chavão, pois opinou sobre o trabalho que
deverá.a ser feito no sentido de mostrar aos jovens a utilida--

de da Matemática na solução de prob].emas da vida prática

"Deveria começar este trabalho quando en-
tra na faculdade de Matemática,porque isto de:
sest=imula muito o pessoal, dã para ver pel-o.nu
mero que conta-nua,'a malori.a pede transferên-
ci.a, reopção/ porque vê que aquilo ali estamul
to abstrato, não esta ]-içado com o fato concrg

11to



Pelas respostas dos alunos, parece-me que há uma mudança

quanto à concepção de demonstração e uma revolta quanto às ex&

gõncias formal.iscas que, por vários anos, alguns professores

(e autores de livro:s-texto) tentaram impor aos alunos. Viven-
do em um mundo em constantes transformações e em uma socieda--

de que procura criticar e contestar valores estabeleci.dos, os

jovens se post-ci-onain frente ao ensino que recebem e questionam
a vala.dade de certos conteúdos e a forma de aE)resentá-los.Seus

posicionamentos evidenciam a revolta contra as regras pré--es--
tal)elccldas que impedem o desabrochar da crlat=lvida(le, cone.ra
a falta de consi.stência de certas justa.fi.cata.vas dadas pelos

professores e scalientam, também, o desejo de estudar uma Mate
mágica mais volt:ada para os problemas de sua época.

Os pressupostos do Falibilismo, no que tange a um ensino
baseado na histÓr=i.a dos conceitos matemáticos, ncas necesslda--

des de uma época, nas aplicações daqueles conceitos a probl-e-
las reais da vida anual, estariam mais próximos dos andei.os

dos alunos e seriam justificativas bem mais convincentes no

planejamento de uma discipli-na de um curso de Matemática, já

que substitui.riam os; lugares-comuns tantas vezes utilizados

pelos professores na justificativa.

Ao responder sobre a necessidade de fazer uma demonstra--

ção, algumas vezes apareceram embutidas as frases fei.tas, os
conceitos estereotiE)aços do que seja a Matemática.

Respondendo à pergunta "é necessário fazer dannnstxações?"

RÕ emi.tiu um conceit:o rígido de Matemãti-ca:

"EU acho que sim, eu acho que é muito im--
cortante porque tu estás tendo o fato concreto
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na tua frente. tu estas comprovando com itens
e a Matemática é uma coisa exala, é ou nao

é,... Eu acho que é importante, apesar de que
eu não gosto de demonstração . "

Como diz Bruner, se a criança aprende a aplicar certas

receitas, sem compreender seu significado, ela é "levada a

crer que a coisa mais importante para ela é ser excita -embora

a exati.dão tenha menos a ver com a matemática do que como cá.L

culo". (BRUNER, 1968, p. 36) Talvez, por enxergar a Matemãti--

ca desta maneira, RÕ não goste de demonstrar teoremas.

outra resposta cura-osa para a necessi-dado de demonstração
foi a do aluno Beta:

"Talvez seja para não deixar dúvidas, .para
dizer' que funci.ona mesmo, porque na Matemática
as coi.sas são meio assim por ci.ma. meio avia--
das, tem que Imaginar bastante. . : EU demonstre
ria para dizer que uma coisa.é lógicalque eles
não precisariam gravar por fórmulas, e só pen-
sar tiin pouco . '

Apesar de não clntender bem o que signo-fica "assim por cl

ma, meio aviadas", fica evidente que o aluno se refere à abs-

tração. Reitera-se a afirmação de que a Matemática é "o reino

das abstrações"

Mas o abstrato não está em um nível superior ao concfetop

ambos têm suas raízes na mesma realidade e são duas instâncias

interligadas da Investigação organizada desta real i.dade,

para descobrir a essência dos seres e dos fenómenos e as leis

que os regem com o fim de aproveitar as propriedades das coi-
sas e dos processos naturais ern benefíci.o do homem." ( PINTOR

1979, P. 30)

Voltando ao aluno Betar eln outro momento da entrevi sta .
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ele havi.a dito

"li'oi. no flirt da 7g série que eu aprendi que
não precisava decorar regras, a única regra que
talvez precisasse decorar era a do vezes e a
do d.i.vidir, que aquilo lá eu ainda nãopareipg
ra pensar por que acontece, porque as outras
eram lógicas . "

Vê-se, então, (]ue a sua noção de regra "lógica" comporta

contradições, pois ele considera que a demonstração serve pa-

ra "dizer que uma coisa é lógica" e, no entanto, não acredita

que as regras de sinal para a multiplicação e a divisão sejam

lógicas, pois estas e].e precisou decorar. E por que ele as dg

corou? Por que ainda não "parou para pensar"? Talvez porque

sua visão da discipli-na seja compartlmentada; para ele a Mate

meti.ca é um conjunto. de regras e fórmulas, umas para serem dg

coradas, outras parca serem pensadas e todas para que possam prg

ficar exercíci.os e resolvo-los corretamente nas provas. Pare

ce--me que esta é sua preocupação maior, pois colocou em outro

momento: "Tu pode até saber, mas se tu não pratica tufão vai-
te lembrar. E é na hora da prova que é i.mportante"

Assim, o ensino de um conheci.mento compartimentado, dis-

sociado da reali.date, não apresentando soluções para os pro-

blemas que ela compc'rta, produz/ no aluno, uma visão estreita,

onde a preocupação não é com o saber, com a investigação da
essência das coisas, mas com as provas de ver=Lflcação.

outra característica da Matemática é o trabalho com gene

ralizações. Esta ideia está por trás da resposta de Lambia à

questão sobre a necessi-jade de fazer demonstrações:

"Eu acho que tem necessidade da demonstra
ção para mostrar que aqui-lo é exato, que aqui.
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lo ali não furei.ona num caso só, ele vai.
clonar sempre . "

fun

l,amada, nesta medida. captou unl dos concelt:os il\als Inlpol
tentes da Matemática: o de generalização. Usando a general-lza

ção se faz a Investigação metódica da realidade, partindo de

casos particul-ares e descobrindo as leis que regem um determ.}
nado fenómeno .

Parece-me, portanto, que as causas dos erros cometidos

em demonstrações têm componentes mais profundos. Os conceitos

estereotipados e compartimentados da Matemática e a visão rí--

lida e formalista das demonstrações são transmiti-das aos alu--

nos em qualquer dos níveis de ensino, di-facultando-lhes a cole

preensão de que o trabalho matemáti.co é uma das tarefas humâ

nas em uma determinada sociedade e época, com o objetivo de

entender as dificu](]a(Eles desta mesma soa.idade e propor sola.

ções para a resolução de seus problemas.

Assim, reconhecendo a importânci.a do diagnóstico das cag

sas dos erros, parece-me que sua correção envolve, também, fa

fores anteriores ao processo de ensino-aprendi-zagem, localize.

dos nos pressupostos teórico-fi-].osÓficos que embalam os curta.

culos e as práti.cas docentes em um curso de Matemáti-ca.
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4 . 1 C) . Considerações Finais

Encerrada a análise e apresenLatlas as conclusões, venllo

ainda f[azer a].gumes observações que, se co]-oca(]as no final,não

são por isso menos i.mportantes para o trabalho como um todo.

Trabalhei. com onze alunos; propus-me a fazer um estudo

particular, para analisar e classlfi.car os erros cometidos em
demonstrações de Geometria Plana. com o objetivo de detectar

suas possível-s causas. As conclusões a que cheguei são,portal.
to, válidas para esta disciplina/ para est:es Etlunos, para es-

te curso, para esta situação e momento e com estes personagens.

Os resultados (lue obtive poderão servir como sementes de

novas idéias, de no\ras i.ndagações, de novas hi-póteses a serem

testadas em outros grupos de a.hunos, em outras di-sciplinas e

em outros cux:sos .

Concluído o trabalho, jogo novamente a minha rede, agora

em direção ao nosso mar parti.Guiar, aos professores e alunos

do curso de Licencicatura Plena em Matemática da PUCRS, para

que as descobertas eleitas possam auxi]iar no traba].ho com a
nossa realidade e a ela adequar a prática, docente e discente

Se outros colegas e pesquisadores vala-darem a pesquisa.

os seus resultados l;)oderão ser aproveitados e utilizados como

ponto de partida para novos tribal-hos ou para o desenvolvimeg

to de novas idéi.as. Por outro lado, a satisfação de uma etapa

concluída já me impulsiona a jogar outras redes em outros ma-

res e a tentar novas expert-ências nestas águas; a:indapouco eX

ploradas da análise de erros .



5. A N E X O 

' .r 
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5 . 1 . QUESTIONÁRIO

Prezado Aluno (a)

Para apresenta(;ão dos resultados da pesquisa que estou

realizando, preces;o, também, de a].duns dados a seu respeito.

Pediria, portam:o, (lue preenchesse este questi-onárlo.

Obrigado!

]

3

Noiiteo Bebo en eolelraelPe oeele 2 Idad.e

Escola(s) onde cursou o 19 grau (indique, também, se é pú

b].i.ca ou part]cu]ar) e ]-ocal

Esco].a ( s )

Cidade ( s )

4. Escola(s) onde ctlrsou o 29 grau (i.ndique, também, se é pú

bli-ca ou particu].ar) e local:

Escola (s) : . . . . . . . . .

Cidade ( s ) :

5. Ano e semestre de ingresso no Curso de Licenciatura em Ma

temática da PUCRS :

6. Das disciplinas ll i-suadas a seguir, r

asse.nalando com um X sua situação em relação a cada disco

plana
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Situcação 1 1 Reprovado , l neprovaao,l Curvando
Aprovado jrepentindojainda nãol pela

Di-sciplinas ''"''"-..... l jneste sem. jrepetiu l le vez

Desenho Geom . e Geom

Descritiva

Geometria l

Fundamentos de :Mat . ].

cãlcu].o Dif . na Rota

Geometri.a l l

Geometria Analítica

calculo Int . na acta

Álgebra A

Álgebra B

Cá].cu].o Dj.f

Cãlcu].o Dif

Álgebeg .g

Mat . Fi.Dancei.ra l

Conteúdos e Metod .

Ãlgebra P
Álgebra Linggg.
Conteúdos e Metod .

/Ensino de Mat . ].l

Matem! :delicada .ê.

Fundamentos Mat . ll

Aná ]. iZg..ye:.ES!!.:..A

Conteúdos e Meloa .

EZgP:Eln9..gS..Eel.yl
Pratica Ensino Mat

Matemáti.ca Apli-c . B

Análise Matem . B

Probabil id..e Estar . M

r
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