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GEOMETRIA VETORIAL NO ENSINO DE SISTEMAS DE EQUACOES

Pedro Sica Carneiro
Maria Alice Gravina

1 INTRODUCAQ

Na escola, as aproximagoes entre dlgebra e geometria acontecem, especialmente,
quando trabalhamos com geometria analitica, j& que as retas e circulos da geometria
euclidiana passam a serem vistos como conjuntos de pontos P = (x, y) no plano cartesiano
satisfazendo, respectivamente, as equagdes ax + by = ¢ e (x- a)’ + (y- b)? =7 .Em
outros topicos do programa escolar essas aproximagdes também poderiam estar mais
presentes e, dentre eles, destacamos aquele que trata da resolugao de sistemas lineares

com duas ou trés varijveis.

A resolucao dos sistemas de equagdes com duas varidveis (equagdes do tipo
ax + by = ¢) pode ser discutida nos contextos geométrico e algébrico, estabelecendo-
se relacGes entre a existéncia de solugao do sistema e a posicao relativa de retas. Por
exemplo, o caso em que o sistema tem uma tnica solugao corresponde a duas retas

: . L. . . . ~
que se interseccionam em um tnico ponto. J4 o estudo dos sistemas de trés equacdes
com trés varidveis (equacoes do tipo ax + by + cz = d), em geral, na escola, fica
restrito a manipulagoes algébricas com equagdes, matrizes e determinantes, nisso

fazendo-se uso de regras desprovidas de explicagoes.

Na “regra de Cramer”, os alunos fazem célculos com determinantes, mas nao
entendem porque os calculos levam a solucao do sistema. Jd no método do
escalonamento, que tem como prop(’)sito transformar o sistema em outro equivalente
mais sirnples, as manipulag()es algébricas sao mais compreensiveis. Mas, mesmo nesse
método, os possiveis tipos de conjuntos-solugao do sistema ainda se apresentam de
dificil compreensao para os alunos. A solugao desse tipo de sistemas poderia ser mais

clara se os conjuntos fossem interpretados geometricamente.

Essa interpretagao pode ser introduzida na Matematica escolar por meio dos
conceitos de vetores e operagdes, como veremos na proposta que foi concebida,
implementada e avaliada e que se constituiu em dissertacao de Mestrado apresentada
no Programa de Pés-Graduagao em Ensino de Matematica do Instituto de Matematica

da UFRGS'. No que segue vamos tratar de responder a pergunta.

100 A dissertagao, com titulo Geometria vetorial na escola: uma leitura geométrica para sistemas de equagoes ,
¢ de autoria de Pedro Sicca Carneiro, realizada sob a orientacdo de Maria Alice Gravina, e foi defendida
em 2008. O texto, na integra, estd disponivel na Biblioteca Virtual da UFRGS, em: <http://
www.lume.ufrgs.br/handle/10183/13337> . Acesso em: 12 jul. 2011



2 APROXIMACOES ENTRE ALGEBRA E GEOMETRIA

Na escola, em diversos momentos, podemos observar a énfase que ¢ dada aos
raciocinios de natureza algébrica, com pouca associagao a idéias geométricas. Por
exemplo: no estudo de fungdes, o grifico da funcao quadratica ¢ simplesmente
chamado de “parabola”, sem maiores explicagbes quanto a razao e a propriedade que
justifica o uso desse nome'”". Outra situacio: nimeros complexos e operagdes, em
geral, sdo apresentados na forma de exercicios de manipulagoes algébricas, sendo
pequena a énfase nas interpretagdes geométricas que podem ser associadas as
operagoes. E mesmo no ensino da geometria analitica, nem sempre sao apresentadas
as dedugdes da equagao da reta e do circulo por meio do raciocinio geométrico.

Enfim, na escola, poucas sao as aproximacoes entre algebra e geometria.

E interessante observar que, segundo Charbonneau (1996), a dlgebra muitas
vezes ¢ vista como um produto da evolugao da aritmética, porém na histéria da
Matematica vemos que a geometria teve um importante papel na evolucao da dlgebra.

No livro II dos “Elementos de Fuclides”!®

, muitas das proposigoes trazem provas
geométricas de identidades algébricas, sendo que a ideia central é sempre olhar para
a drea de uma mesma figura de duas formas distintas: por um lado, olhamos para a
drea da figura como um todo e, por outro lado, a sua drea ¢ vista como a soma de
dreas de figuras que fazem a sua composigao. A titulo de exemplo trazemos, desse

livro, a Proposigao IV, acompanhada de desenho a seguir (Figura 117):

PROP IV. TEOR.

Se uma reta for cortada em duas partes quaisquer, serd o quadrado da
toda igual aos quadrados das partes, juntamente com o retangulo das
mesmas partes, tomado duas vezes (COMMANDINO, 1944, p. 32).

A oSl

H .

Figura 117 - Proposicdo IV
Fonte: Commandino (1944, p. 32)

101 A pardbola, sob o ponto de vista geométrico, é o conjunto de pontos do plano que se mantém
equidistantes de uma dada reta e um dado ponto, fixos.

102 Para as transcri¢oes dos “Elementos de Euclides”, feitas nesta secdo, estamos usando como
referéncia a obra Euclides — Elementos de Geometria, versao latina de Frederico Commandino, publicada
por Edigées Cultura, em 1944, disponivel em formato digital em: <http://www.dominiopublico.gov.br/
download/texto/be00001a.pdf>. Acesso em: 12 jul. 2011



Essa proposicao, em linguagem matematica atual, teria a seguinte redacdo: se
um segmento ¢ dividido em duas partes quaisquer, a drea do quadrado sobre o segmento
todo serd igual a soma das dreas dos quadrados construidos sobre cada uma das
partes e das dreas dos dois retangulos construidos sobre as duas partes. Isso corresponde
a propriedade algébrica conhecida, na escola, como “produto notavel”, ou seja,
(a+b)’ = o’ + b* + 2ab.

Ainda, segundo Charbonneau (1996), até a metade do Século XIX, os
“Elementos de Euclides” foram considerados como um modelo teérico da Matemitica
que pode ser uma das razoes pela qual a geometria foi usada muitas vezes para resolver
problemas de natureza algébrica. £ o caso da resolucio da equagdo x’ + 10x = 39,
apresentada pelo astrénomo e matemético Al-Khowarizmi'” (780-850 a.C.) ¢ na
qual ele faz uso de igualdade de dreas: o primeiro membro da igualdade representa a
soma da area de um quadrado de lado x com a drea de retingulo valendo area 10x; o

segundo membro, o nimero 39, ¢ tomado como a area de um retangulo.

Segundo Boyer (1974), na obra Ars Magna de Cardano, que viveu no periodo
1501-1576), também sao apresentadas resoluctes das equacdes cubicas e quadrticas,
com esse mesmo espirito geométrico. Nessas resolugoes ¢ muito ténue a presenga
das manipulagdes algébricas, e isso nos mostra o quanto as equagoes, na histéria da
Matematica, comegaram a ser resolvidas com uma forte interpretacao geométrica. E
Boyer também registra que ¢ Viete (1540-1603) o primeiro matemaético que comeca
a distinguir claramente a dlgebra da geometria e da aritmética. Sobre a sua obra

Introdugdo a Arte Analitica, comenta Boyer (1974, p. 271):

E sem davida a primeira vez na histéria da Matemdtica que vemos em
ago um tratamento algébrico puramente literal de um problema ma-
tematico. Isto ¢, dispomos fle férmulas que podem se aplicar a qual-
quer problema numérico. E assim que Viete propde ao final de cada
um de seus problemas uma aplicagao numérica. Talvez para mostrar
aos céticos que seu método é bom.

No entanto, Descartes (1596-1650) , ainda segundo Boyer (1975), é o nome
associado a introdugao da algebra na geometria, com o trabalho apresentado em A
Geometria, um dos trés apéndices de sua obra Discurso do Método. O objetivo de Descartes
era duplo: por meio de processos algébricos ele queria libertar a geometria de figuras,
que segundo ele fatigavam a imaginacao desnecessariamente; e também queria ele
dar significado as operagoes da dlgebra por meio de interpretagio geométrica, ao

considerd-la uma arte confusa e obscura que embaragava a mente.

103 Detalhes da resolugio podem ser consultados em Charbonneau (1996, p. 26).



Quanto ao conceito de vetor — nosso objeto de discussao, no que segue — ¢é
interessante saber que sua origem estéd no século XVII e, que, nessa época, surpreendeu
por integrar os aspectos: algébrico e geométrico. Segundo Crowe (1967), a adicao de
vetores, cujos primeiros indicios apareciam na Grécia antiga, ja era utilizada para a
soma de velocidades e forgas na Fisica nos séculos XVI e XVII. Entretanto, até o final
do século XIX nao havia nenhuma teoria ou conjunto de regras bem definidas que

pudéssemos chamar de dlgebra linear.

Importantes idéias conduziram a construgao da anélise vetorial, dentre elas,
destacamos a apresentada por Leibniz (1646-1716), em uma carta a Huygens (1629-
1695)'", conforme registrado em Crowe (1967):

Eu descobri certos elementos com uma nova caracteristica
inteiramente diferente da dlgebra e que terd grandes vantagens em
representagdo para a mente, exatamente e de uma maneira acreditével
por sua natureza, mesmo sem figuras tudo dependerd de um senso
de percepgao. Algebra é a caracteristica para nimeros indeterminados
ou magnitudes somente, mas, ndo expressa posi¢do, angulos ou
dire¢do de movimento. Portanto ¢ dificil analisar as propriedades de
uma figura pelo cilculo, e é ainda mais dificil conseguir construgoes
e demonstragdes geométricas convenientes, mesmo quando o célculo
algébrico esta completo. Mas, esta nova caracteristica, que segue
figuras visuais, nao pode falhar em dar a solugdo, a construgao
geométrica e a demonstragao, tudo ao mesmo tempo, e de um modo
natural em uma anilise.

Embora os detalhes de sua idéia nunca tenham sido totalmente trabalhados,
Leibniz se tornou o precursor da primeira analise vetorial — uma nova maneira de

representar entidades geométricas por meio da algebra.

Nesta se¢ao, procuramos ilustrar como o nascimento do pensamento algébrico
estd fortemente vinculado a geometria. Com a evolugao da Matematica, a dlgebra
passou a ser uma area de conhecimento independente da geometria. Estruturas tedricas
(grupos, anéis, corpos entre outras) foram desenvolvidas e nelas tém-se, nos dias de

hoje, interrogacoes de pesquisa de natureza puramente algébrica.

No entanto, na Matematica escolar, sempre que possivel, deveriam ser colocados
em estreita relagio contetdos de dlgebra e geometria, pois isso contribui para a
construgao de conhecimento mais pleno de significado por parte do aluno. Segundo
Douady e Parsysz (1998), a geometria permite que os alunos adentrem no problema

com algumas ideias, vindas de percepgoes visuais ou da familiaridade com o ambiente

104 Na transcrigao dos trechos da carta de Leibniz, estamos tomando como referéncia CROWE, M.

A history of Vector Analysis. London: University of Notre Dame Press, 1967.



em que vivem,; jd a dlgebra fornece ferramentas que ajudam a avangar nos aspectos

que sao mais complicados de tratar no contexto puramente geométricolos.

3 SISTEMAS DE FQUACOES SOB INTERPRETACAQ GEOMETRICA

,
E com a introducao da geometria vetorial na escola que podemos interpretar

geometricamente a resolugao de sistemas de equagdes com trés variaveis.
Inicialmente, vamos fazer essa interpretacao para sistemas de equaces com

duas varidveis. Para isso, precisamos apresentar uma nova interpretacao geométrica

para a equacio a.x + b.y = ¢, que ja sabemos ser a de uma reta r no plano.

Se 71 ¢é vetor com coordenadas (g, b) e P ¢ ponto com coordenadas (x, y ),
entao temos que o ponto P = (x, y) pertence a reta que ¢ perpendicular a diregao
dada pelo vetor n, passando pelo ponto P , se e somente se o vetor determinado pela

seta ¢ ortogonal ao vetor 71, conforme indica a Figura 118.

¥

E o

P

Figura 118 - Reta
Fonte: Carneiro(2008)

Figura 119 - Vetores na equacgdo da reta
Fonte: Carneiro(2008)

105 Um exemplo que ilustra muito bem a ideia mencionada ¢ o problema de encontrar uma reta
tangente ao gréﬁco de y= X’ na origem. Geometricamente, os alunos acreditam que a reta ndo existe,
pois imaginam que ela ndo possa interceptar a curva. No entanto, eles conseguem avangar quando

langam mao de ferramentas algébricas calculando a inclinagio da reta por meio da derivada.



Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo retingulo determinado pelos

vetores 71 e ﬁ, conforme a Figura 119, usando (a, b) e (x - x , y — y ) como as
correspondentes coordenadas, obtemos'*:a.(x—x ) +b.(y—y) = 0 e, portanto,
ax +by =ax +by.

Esta ultima equagao ¢ idéntica a equagado a . x + b .y = ¢, conhecida como
equacao geral de uma reta r, bastando para isso tomar ¢ = a. x +b.y. De acordo
com a explicagao dada anteriormente, temos agora uma nova interpretacao para os
coeficientes dos termos x e y da equagao geral: eles sao as coordenadas do vetor 7

que ¢ ortogonal a esta retar. Esse vetor 77 = (a, b) ¢ dito vetor normal a reta r.

Com esse conceito de vetor normal a reta, podemos determinar, sem célculos,
se um sistema de duas equagdes tem ou nao solugao. A titulo de exemplo, trazemos

dois sistemas:

2. x+3.y=5 1
*EEY M 2.x+4.y=5 2)
x-2.y=1
-x-2.y =3

No sistema (1), os vetores normais as duas retas tém, respectivamente,
coordenadas (2, 3) e (1, -2). Na representacao dada na Figura 120, temos feixes de
retas perpendiculares ao vetor (2, 3) e feixe de retas perpendiculares ao vetor (1, -2),
e vemos entao que as duas retas em questao (com destaque em negrito) se
interseccionam em um unico ponto, o que signiﬁca que o sistema tem uma Unica

solugdo.
5, 2.4}
T ),

(1.-2)

Figura 121 - Retas paralelas

Figura 120 - Intersecgdo de retas
Fonte: Os autores

Fonte: Os autores

106 A equagio apresentada a seguir ¢ resultado de manipulacao algébrica aplicada a condicao dada

pelo teorema de Pitdgoras, a saber: | ﬁ | 2 4 |Z |2 = |ED. - | 2,



J4 no sistema (2), os vetores normais as retas tém a mesma diregao (neste caso
dizemos que um vetor ¢ miltiplo do outro), e suas coordenadas sao (2, 4) e (-1, -2),
conforme ilustra a Figura 121. E como os termos Correspondentes a0 parametro c,
nas duas retas, sao distintos, concluimos que as retas sdo paralelas (com destaque em
negrito) , o que significa que o sistema nao tem solugdo.

Vemos assim que relagdes entre os vetores normais as retas informam sobre as
solugdes do sistema e, em resumo, as possibilidades sdo : se os vetores nao sao multiplos
um do outro, as retas se interseccionam em um dnico ponto, o qual corresponde a
solugao unica do sistema; se os vetores sao multiplos um do outro, ou as retas sao
paralelas ou sdo coincidentes, o que corresponde as situa¢bes em que o sistema nao
tem solugdo ou tem infinitas solugdes.

Para sistemas com trés varidveis, ¢ de forma analoga ao que foi feito no caso de
sistema com duas varidveis, interpretamos geometricamente a equagao

a.x+b.y+c.z=d, conhecida como equagio geral do plano.

i Az
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Figura 122 - Determinacdo do plano Figura 123 - Vetores na equagdo do plano
Fonte: Carneiro (2008) Fonte: Carneiro (2008)

Na Figura 122, temos o plano Tt que passa pelo ponto P =(x,y,7)equeé
ortogonal a diregao dada pelo vetor 77 = (a, b, ¢). Como antes, um ponto P = (x, y; z)
pertence ao plano T se e somente se o vetor F,P ¢ ortogonal ao vetor 71, e assim

podemos aplicar o teorema de Pitdgoras no tridngulo cinza determinado pelos vetores

-

n e B,P, destacado na Figura 123. Sendo (a, b, ¢) e (x-x ,y—y ,z—z) as
correspondentes coordenadas dos vetores, obtemos'?”:

a.(x—x)+b(y—y)+tc(z—2z) =0

e, portanto, a.x +b.y+c.z=d, Comd=a.xu+b.y0+c.zu.



Com essa interpretag?lo geométrica, podemos tornar claras as expressées
sistema determinado, sistema indeterminado, sistema impossivel, as quais sempre sao
motivo de muita confusao para os alunos quando estio aprendendo a resolver
sistemas de trés equagdes e trés incégnitas. Sao as diferentes possibilidades de
posigoes relativas dos trés planos que informam as diferentes possibilidades de
solugbes do sistema 3 x 3 . Por exemplo, se os trés planos se interceptam em um
Gnico ponto, temos o caso de sistema determinado e a solugao do sistema ¢ este
Unico ponto de intersecgao; se trés planos se interceptam segundo uma reta,
temos o caso de sistema indeterminado que tem como solugdes as infinitas triplas
(x, 7, z) que correspondem a coordenadas de pontos que estao na reta de
interseccao dos planos. O sistema ¢ impossivel quando a interseccao dos planos é
um conjunto vazio, ou seja, nio existe ponto P = (x, y, z) que satisfaga,
simultaneamente, as equagdes do sistema (por exemplo, a situagao em que duas

das equagoes correspondem a planos paralelos).

O entendimento geométrico da equagao,a . x + b.y + c. z = d, além de
esclarecer as diferentes possibilidades de solugao para sistemas com trés incégnitas,
também permite decidir, rapidamente, quanto a existéncia ou nao de solugao, bastando
para isso observar as coordenadas do vetor normal a cada um dos planos. A titulo de

exemplo, trazemos um sistema de duas equagoes:

2.x+3.y+5.2 =6 (3)
2.x=2.yt3.z =4

Os vetores normais a cada um dos planos tém, respectivamente, as coordenadas
(2,3,5)e(2,-2, 3) e, portanto, um nao ¢ vetor miltiplo do outro. Assim sendo, os
planos perpendiculares as dire¢des dadas pelos dois vetores nao podem ser paralelos
ou idénticos, ou seja, sao planos que se interceptam e a intersecgao somente pode ser
uma reta ou seja, o sistema dado em (3) tem solugao, e mais, as solugdes sdo infinitas

e correspondem a0s pontos que estao na reta de intersecgéo.

Nos diferentes argumentos matematicos desenvolvidos anteriormente temos,
sempre, um ponto delicado que diz respeito a compreensao do conceito de vetor. E
preciso desenvoltura com esse conceito, especialmente quanto: a) ao entendimento
de que diferentes “setas” podem representar um mesmo vetor; e b) a notagao (x, y)
ou (x, y, z), que ora indica as coordenadas de um ponto no plano ou espago, ora as

coordenadas de um vetor. Essas ideias, a serem colocadas sob dominio dos alunos,

107 Como no caso da reta, a equagido apresentada a seguir ¢ resultado de manipulagdo algébrica

aplicada a condicao dada pelo Teorema de Pitdgoras, a saber: | Ef; |2 +|n? = |Ef; T



sa0 ilustradas na Figura 124, em que temos duas setas representantes de um mesmo

vetor, pois ambas guardam a mesma informagao de direcao, sentido e comprimento'”.

4
/F/*’B(lb. o)
AlR o)
T Pikp :-'ph
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Figura 124 - Coordenadas de um vetor
Fonte: Carneiro(2008)

Qualquer uma das setas pode informar as coordenadas do vetor, pois na seta
em destaque, basta fazer a diferenca entre as coordenadas dos pontos A e B (as
extremidades da seta). Essas mesmas coordenadas também podem ser obtidas por
meio da seta representante que estd na origem do sistema e, neste caso, as coordenadas

sao dadas, simplesmente, pelas coordenadas do ponto extremidade da seta.

E interessante também pensar nas coordenadas do vetor como informagao de
movimento: na coordenada x temos a informagao de deslocamento horizontal
(esquerda/direita, dependendo do sinal da coordenada x), e na coordenada y temos a
informagao de deslocamento vertical (para cima/para baixo, dependendo do sinal da
coordenaday). Essa ideia de movimento realga o quanto as coordenadas de um vetor

independem da seta representante que esta sendo considerada.

Ainda sobre as dificuldades que se apresentam na aprendizagem do conceito de
vetor, em Poynter e Tall (2005) temos exemplos que nos ajudam a entender os cuidados
didéticos a serem tomados na introdugao desse assunto. Na Figura 125, em (a),
temos um dos exemplos: os alunos devem obter uma seta representante para o vetor
resultante da uma soma de dois vetores, representados pelas duas setas. Como resposta,
eles deveriam desenhar, uma seta equivalente a uma daquelas que ja estd na figura do
problema e entao marcar a seta representante da soma, indicada em negrito na Figura
125 (b). No entanto, uma resposta que os alunos apresentam ¢ registrada na Figura
125 (¢): desenham uma terceira seta, de modo a obter setas consecutivas, e entao
colocam em destaque aquela que correspondente ao vetor que ¢ a soma de trés vetores
e nao mais dos dois vetores indicados inicialmente. Isto mostra dificuldades dos alunos

para trabalharem com setas que Sao representantes de um mesmo vetor.

108 Uma definigao cuidadosa de vetor depende do conceito de relagao de equivaléncia, definido no
conjunto de todos os segmentos orientados AB. A relagao identifica dois segmentos orientados AB e CD,
se o ponto médio de AD também ¢ ponto médio de BC. Define-se um vetor como sendo uma classe de
equivaléncia dessa relagio e um elemento da classe ¢ dito “seta representante do vetor”.



TN LN <

Desenhar seta que represente o

vetor resultante da soma dos dois

vetores dados pelas duas setas.
(a) Questdo proposta

(b) Solugdo correta (c) Solugéo dos alunos

Figura 125 - Dificuldades dos alunos
Fonte: Carneiro (2008)

Segundo Poynter e Tall (2005), para que os alunos compreendam o conceito
de vetor como conjunto de setas equivalentes, a transformacao translagio pode ser
bastante adequada. Porém, é importante que o foco nao esteja na definicao formal da
translagdo, mas sim no efeito fisico do movimento. No momento em que tal efeito ¢
entendido, a translagao pode ser representada por uma seta que informa a diregao, o
sentido e a quantidade de deslocamento, escolhida dentre um conjunto infinito de

possibilidades de setas. Os autores afirmam que:

Uma possivel solugao seria tentar construir o essencial significado

9109

matemdtico de “vetor-livre”'” e entdo aplica-lo a adicao de vetores

em diferentes contextos, de forma que as leis do paralelogramo e do
tridangulo e a adicdo de componentes de vetores sejam todas vistas
como diferentes aspectos do mesmo conceito. (POYNTER; TALL,
2005, p. 132).

Quanto a nossa proposta de ensino''"’: tendo em vista as dificuldades de
aprendizagem registradas sobre o dominio do conceito de vetor e o nosso propésito
de aproximar os aspectos geométricos e algébricos, desenvolvemos uma sequéncia
de atividades com uma parte inicial tratando do conceito geométrico de vetor, da
operagao de soma de vetores e da operagao de multiplicagao de vetor por escalar.
Ao longo das atividades, os alunos foram provocados tanto no entendimento de
que “um vetor ¢ uma cole¢ao de setas com mesma direcao, sentido e comprimento”,
quanto na desenvoltura para operar geometricamente com as setas, de forma a
obter representantes de cada vetor resultante de soma de vetores ou de multiplicacao
de vetor por escalar. Pressupondo o dominio desses contetdos, prosseguimos com

a segunda parte da sequéncia de atividades, entao, visando a introdugao das

109 “Vetor-livre” tem o mesmo sentido de “seta representante de um vetor”.

110 Em Carneiro (2008) hd, no Capitulo 3, o desenvolvimento dos contetidos relativo a vetores,
operagdes, equagdes da reta e do plano. No Capitulo 5 ¢ apresentada uma proposta de sequéncia
didatica que inicia com o conceito de vetor e finaliza com a dedugao da equagao do plano.



coordenadas de um vetor e das operagbes com vetores, agora sob um ponto de
vista algébrico. Assim foram constituidos os pré-requisitos para o entendimento da
equagao do plano.

E importante destacar uma preocupagao que sempre acompanhou a concepcao
da sequéncia de atividades: a questao da demonstracao. Mesmo sem serem utilizadas
as palavras “teorema” e “demonstragao”, houve sempre muita atencao as
argumentagdes dedutivas. Assim, nos preocupamos, por exemplo, em deduzir a
equagao do plano, e nio simplesmente dizer que “ax+ by + ¢z =d ¢ a equacao do
plano com vetor normal 77 = (a, b, ¢)”.

O processo de concepgao, implementagao e avaliagao de nossa proposta foi
uma pesquisa que teve como metodologia a Engenharia Didética'"'. Essa metodologia
permite tratar das relagoes entre a pesquisa e a agao no sistema de ensino e, assim,
procura evidenciar a importancia das realizagoes didaticas na fundamentagio e

validagdo de pesquisas que pretendem contribuir para mudangas de praticas de ensino.

4 A EXPERIENCIA E 0S RESULTADOS

A experiéncia foi realizada em escola da rede privada, e dela participaram 29
alunos, na faixa etaria de 16 a 17 anos. As aulas ocorreram em periodos de 100

minutos e totalizaram sete encontros, detalhados no Quadro 12.

Quadro 12 - Cronograma da experiéncia

Aula 1 Conceito geométrico de vetor

Aula 2 Operagdes de soma de vetores e multiplicagdo por escalar

Aula 3 Coordenadas de vetor e operagdes sob o ponto de vista algébrico

Aula 4 Ortogonalidade entre vetores e a equacgédo da reta

Aula 5 A equacdo da reta e resolugdo de sistemas de equagbes com duas incdgnitas

Aula 6 Vetores no espacgo e operagdes e a equagao do plano

Aula 7 A equacdo do plano e resolugdo de sistemas de equacdes com trés incognitas

Fonte: Carneiro(2008, p. 83)

Quanto a dinimica de trabalho em sala de aula, assim procedemos: no primeiro
momento, por meio de uma discussao em grande grupo coordenada pelo professor,
foram introduzidos os novos conceitos; no segundo momento, em pequenos grupos,
os alunos discutiram e fizeram atividades com foco nas ideias matemdticas e nao nos
célculos exaustivos; no terceiro momento, novamente de discussio coletiva, aconteceu

a sistematizagao dos resultados produzidos pela turma.

111 Quanto a metodologia, ver os trabalhos de Michele Artigue, disponiveis nas referéncias.



Tendo como intengao a participagao ativa dos alunos no processo de construgao
do conhecimento, organizamos, para cada encontro, material escrito'"” consistindo
de: a) uma parte tedrica relativa aos novos contetidos, com espagos a serem completados
pelos alunos durante 0 momento de discussao coletiva; b) uma sequéncia de atividades
a serem trabalhadas em pequenos grupos. Assim, livres da preocupagao de ficar
“copiando a aula”, os alunos dedicaram a maior parte do tempo para a discussao dos
contetidos e para a resolugao das atividades. A titulo de ilustragao, na Figura 126,
temos parte dos contetdos apresentados no primeiro encontro, o qual teve como

objetivo principal o entendimento do conceito de vetor e das operagoes de soma e

multiplicacao por escalar, no contexto geométrico.

Encontro 1 — O vetor geométrico

O tridngulo abaixo se deslocou da posicio 1 para a
g posig; P

posigao 2. Quais sio as informagdes necessirias

para que possamos entender esse deslocamento?

Posigio 2
Posigho 1 A
; .
" |
o

Considere a reta r

E

Definida uma dire¢io, podemos imaginar
uma pessoa se deslocando em dois
sentidos:

Chamamos de vetor uma colegio de setas que
tenham:

=

-

=

Portanto, setas que nao diferem em nenhuma das
trés caracteristicas acima representam o mesmo
vetor.

-

V.

Assim, quando escrevermos V. = AB, significa que V ¢é representado pela seta AB . Porém,

qualquer outra seta com o mesmo médulo, dire¢ao e sentido, representa também o mesmo vetor

Figura 126 - Exemplo do material didatico
Fonte: Carneiro (2008, p.164)

112 A sequéncia de atividades proposta aos alunos estd na integra como anexo da Dissertagio Geometria

vetorial na escola: uma leitura geométrica para sistemas de equagoes (CARNEIRO, 2008).




Quanto a produgio dos alunos, ao longo da sequéncia de atividades programada

para os sete encontros, documentamos dificuldades e progressos.

Atividade 1
Fazer atranslacdo do triangulo segundo cada uma das setas

=4
L~/

Figura 127 - Conceito de vetor e resolugdo dos alunos
Fonte: Carneiro (2008, p. 98)

Quanto a atividade inicial que tratava do significado de “seta representante de
vetor”, um erro recorrente, e similar aqueles que foram apontados na se¢ao anterior,
estd documentado na resolucao de um aluno, apresentada na Figura 127. Nessa
resolucdo, o aluno, como muitos outros, simplesmente desenha um novo tridangulo
na extremidade de cada uma das setas, o que indica que estd atribuindo certo significado
a seta, mas dissociado daquele a ser considerado quando se trata do conceito de vetor
e indicando dificuldade para escolher uma seta representante adequada para efetuar

a translagao do tridngulo.

A sequéncia de atividades prosseguiu exigindo um dominio cada vez maior do
conceito de vetor e operagoes, e algumas atividades ilustrativas estao na Figura 128.
Na Atividade 3, observamos diferentes encaminhamentos feitos pelos grupos de alunos.
Um grupo observou que os lados dos hexdgonos eram todos de mesmo comprimento
e, assim, enumerou as trés distintas dire¢des dadas pelos lados dos hexigonos e
multiplicou esse niimero por dois, ja que para uma dada diregao existem dois sentidos.
Um segundo grupo desenhou todas as setas possiveis, associadas aos lados do hexdgono
— seis setas no sentido horario e seis setas no sentido anti-hordrio. E, nesse conjunto
de setas, o aluno identificou os pares que correspondiam ao mesmo vetor, obtendo

assim o total de seis vetores.



Atividade 3 Atlvidade &
Encontre na figura abaixo. S&m Acrestentar Novos pontcs
urn répresentante do velor que & igual a

a) DE + 84 = B+ 40 = )40 +

A figura abaixo & obfida através da jungdo
de trés hexagonos regulares Quantos vetores
distinios 0s lados destes polgonos determinam?

I

Figura 128 - Exemplos de atividades
Fonte: Carneiro (2008, p. 191 e p. 193)

Foi com um bom dominio do conceito de vetor, sob o ponto de vista geométrico,
que os alunos iniciaram o estudo de vetores sob o ponto de vista algébrico. Para a
introdugdo das coordenadas de um vetor, inicialmente foi tomada a seta representante
na origem do sistema de coordenadas e, dessa forma, foi determinado o par de nimeros
que guarda a informagao de diregao, sentido e comprimento que determina o vetor;
em um segundo momento foram determinadas as coordenadas do vetor por meio de
seta representante que nao estd na origem do sistema. J4 nas primeiras atividades do
terceiro encontro, os alunos mostraram entendimento quanto ao calculo das

coordenadas, conforme solugao registrada na Figura 129.

Atividade 3 -
Determine as coordenadas do ponto B mndo OF = AR

Figura 129 - Coordenadas de um vetor e resolugdes de alunos
Fonte: Carneiro(2008, p.116)

No quarto encontro, foi feita a dedugao da condicio que garante a
ortogonalidade de dois vetores usando o teorema de Pitagoras e o calculo de distancia

entre dois pontos.



Asretas de equaghes Ix + 2y =l e 2x -4y =3 115 47 (ém/ nlio tém)
a mesma direclio, pois 0s vetores ortogonais a elas, ny = (L, L )eny= (., 1)
Wr. Acri  (sof niio slo) miltiplos. Como as retas slo 7, L.

(distintas/ idénticas) o sistema de cquages {:’::;:;-h.,. dom

(tem uma (mnica soluglo/ tem infinitas solugBes’ ndo tem soluglio).

X

Figura 130 - Sistema de equagdes e resolugao de aluno
Fonte: Carneiro (2008, p.131)

Logo apds, foi apresentada nova interpretagao para a equacao da reta, de acordo
com a discussao feita na se¢do anterior. Foi assim que os alunos entenderam que, na
equacdo gerala. x + b. y = ¢, os coeficiente a e b correspondem as coordenadas do
vetor normal a reta, e eles, junto com o coeficiente ¢, determinam pontos que
pertencem areta (por exemplo, o ponto (0, ¢/b), se b ndo é zero; ou o ponto (¢/a, 0),
se a nao ¢ zero). Com essa interpretagio da equagao da reta, os alunos analisaram,
sob um ponto de vista qualitativo, as soluges de sistemas com duas equagdes e duas

incognitas, tendo-se na Figura 130 uma amostra do trabalho realizado.

Uma vez entendido o conceito de vetor e operagdes em dimensao dois, a
transposicao desses mesmos conceitos para o espago deu-se de forma bastante
imediata, ja que a maior exigéncia cognitiva foi quanto a visualizagao de vetores e de
planos no espaco. Nesse sentido, figuras com cuidadosa ideia de profundidade, de
modo a bem identificar as coordenadas de pontos no espago, foram um motivo de
atengdo na apresentagao do material didatico. Assim, foi sem maiores dificuldades
que, por exemplo, os alunos determinaram as coordenadas de vetores com setas

representantes em diferentes posi¢oes, conforme ilustra a Figura 131.



diferentes setas:

AB=(30 7 )
co=(0 -4, -4 )
BF =2 44 -0 )
G_'H={i-l|,|11_"| )

Figura 131 - Coordenadas de vetores no espago e resolugdo de aluno
Fonte: Carneiro (2008, p. 136)

Também foi por meio do estudo de uma colegao cuidadosamente elaborada de
figuras que os alunos entenderam que um plano fica completamente determinado
porum ponto P = (xo B zo) eumvetor 7 = (a, b, c) e, dessa forma, acompanharam
a argumentagao dedutiva que explica porque o conjunto de pontos P = (x, y, z), com
coordenadas satistazendo a equagao a(x—x ) + b(y—y ) + ¢(z—z) = 0, constituem
o plano que passa pelo ponto P e que ¢é ortogonal a diregao dada pelo vetor 72, conforme

ilustra a Figura 132.
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- .A‘/' / 11
{// A /// | /// y
£ \
. / . — ra . )
— . & - v
Planos passando por P Planos ortogonais a 7 Plano determinado por P e

Figura 132 - Determinagdo de um plano
Fonte: Carneiro (2008, p. 73 e p.74)



5 COMENTARIOS FINAIS

A experiéncia de ensino realizada segundo a metodologia de investigacao da
Engenharia Didatica, e aqui relatada, procurou avaliar se, por meio da geometria
vetorial, é possivel desenvolver na escola o t6pico de sistema de equages de forma a

agregar nele um maior valor formativo.

Nossa avaliacao ¢ positiva, pois a andlise da produgao dos alunos mostra que ao
associarmos a algebra escolar a uma concretude geométrica, estamos contribuindo
para a construgao de conhecimento matematico mais pleno de significado. E nesse
sentido que chamamos a atengdo para os raciocinios de natureza geométrica que
poderiam estar mais presentes em situagoes que, na escola, sao tratadas apenas com
raciocinios de natureza algébrica. Essa predomindncia das representagoes algébricas
na Matemadtica escolar pode ter razio na presenca de procedimentos algoritmicos
que resolvem, de forma quase mecénica, as equacdes. Ja os problemas de natureza
geométrica, de um modo geral, exigem raciocinios e procedimentos de construgao
para os quais nao existem regras pré-definidas. Cada novo problema proposto desafia

na criagao de uma nova estratégia de resolugao.

No produto didatico disponibilizado como parte do trabalho de dissertagao,
vislumbramos que ¢ na interacao entre dois dominios — o algébrico e o geométrico —
que ¢é possivel dar significado as cldssicas expressdes que aparecem nos livros didéticos
— “sistemas determinados”, “sistemas indeterminados”, “sistemas impossiveis” —

quando tratam do t6pico sobre sistemas de equacoes.

Uma preocupacao que nos acompanhou ao longo da realizagao da experiéncia
refere-se a clareza e a precisao da linguagem a ser utilizada pelo professor, dada a sua
importante contribuigao no entendimento, por parte dos alunos, dos conceitos que
sao proposito de aprendizagem. Ao introduzirmos, por exemplo, o conceito de vetor,
sempre tivemos o cuidado de usar a expressao “seta representante do vetor” ou “a
colegdo de setas que representam o vetor”. Se, ao referir-se a uma dada “seta”, o
professor usa a palavra “vetor” no inicio do estudo de vetores, podem acontecer
complicagdes conceituais. Isso porque o aluno encontra-se no momento de buscar

entender que “um vetor é uma colecao de setas com certas propriedades em comum”.

Consideramos que a introdugao da geometria vetorial na escola, que permita
tratar a resolugdo de sistemas de equagdes também sob o ponto de vista geométrico,
¢ possivel. Ao longo da realizagao da dissertagao, grande foi o tempo alocado na
elaboracao da sequéncia de atividades que foi proposta aos alunos. Muitas vezes foi
preciso reconsiderar os caminhos a serem seguidos; afinamos as escolhas das atividades;
pensamos e repensamos sobre a forma mais simples e clara de trabalhar com
determinado contetddo; ponderamos sobre a importancia das discusses entre os

alunos, mas também sobre a importancia da interven¢ao do professor.



E claro que adaptagdes, de modo a atenderem as especificidades de cada turma
de alunos, sempre se fazem necessérias. Dentre elas, temos aquelas que dizem respeito
aos diferentes ritmos de aprendizagem dos alunos, e aqui uma leitura na integra da
dissertagio pode também ajudar, pois nela hd uma andlise minuciosa da producao
dos alunos, em que sao apontadas as dificuldades que se apresentaram no processo

de aprendizagem.

6 REFERENCIAS

ARTIGUE, Michele. Engenharia Didatica. In: BRUN, J. (Org). Diddtica das Matemdticas.
p- 193-217. Lisboa: Instituto Piaget, 1996.

ARTIGUE, Michele; DOUADY, Régine; MORENO, Luis; GOMEZ, Pedro. Ingenieria
diddctica en educacién matemdtica. Bogota: Grupo Editorial Iberoamérica, 1995. p. 61-
97.

BOYER, Carl Benjamin. Histdria da Matemdtica. Tradugao de E. Gomide. Sao Paulo:
Edgar Bliicher, 1974.

BOYE, Anne. ¢{Frangois Viete, inventor del algebra? In: SEMINARIO «OROTAVA»
DE HISTORIA DE LA CIENCIA, Anos XI-XII, Nantes. Actas... p. 251 — 276.
Canarias: 2007. Disponivel em: <http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/3/
usrn/fundoro/web_fcohc/ 005_publicaciones/seminario/ciencia_moderna.htm>.
Acesso em: 05 mar. 2007

CARNEIRO, Pedro Sica. Geometria vetorial na escola: uma leitura geométrica para sistemas
de equagges. 213 p. Dissertagao (Mestrado em Ensino de Matematica) — Programa de
P6s-Graduagao em Ensino de Matemdtica, UFRGS, Porto Alegre, 2007. Disponivel
em: <http://hdl.handle.net/10183/13337>. Acesso em: 22 abr. 2011.

CHARBONNEAU, Louis. From Euclid to Descartes: Algebra and its Relation to
Geometry. In: BEDNARZ, N. et al. (Ed.). Approaches to Algebra. Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, 1996. p. 15-37.

COMMANDINO, Frederico. Euclides — Elementos de Geometria. Edi¢oes Cultura, 1944.
Disponivel em: <http://www.dominiopublico.gov.br>. Acesso em: 10 jul. 2007.

CROWE, Michael. A history of Vector Analysis. London: University of Notre Dame
Press, 1967.

DOUADY, Regine; PARSYSZ, Bernard. Geometry in the classroom. In: MAMMANA,
Carmelo; VILLANI, Vinicio. (Eds.). Perspectives on the teaching of Geometry for the 21 st
Century. p. 159-192. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1998.

EVES, Howard. Introdugdo a histéria da matemdtica. Campinas: UNICAMP, 1997.



GEOMETRY OF RENE DESCARTES. Tradugdo por E. Smith e M. Latham. New =
York: Dover Publications, 1954.

POYNTER, Anna; TALL, David. What do mathematics and physics teachers think
that students will find difficult? A challenge to accepted practices of teaching. In:
HEWITT, Dave; NOYES, Andy. (Ed). Proceedings of the sixth British Congress of Mathematics
Education. p. 128-135. University of Warwick, 2005. Disponivel em:
<www.bsrlm.org.uk>. Acesso em: 08 mai. 2007.





