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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é gerar corrente em modelo de tunelamento quantico
integravel de sistemas de atomos em condensacao de Bose-Einstein com quatro pocos na
configuragao “aberta” (3+1), identificando e estudando suas propriedades. Inicialmente
sera feita uma revisao desse modelo, com a apresentacao dos regimes das dinamicas, do
hamiltoniano efetivo e das cargas conservadas. Em seguida, sera mostrado como é possivel
gerar corrente no modelo de 3+1 pogos a partir de protocolo em que o sistema (no regime
ressonante) é submetido a um campo externo que implementa um termo de quebra de
integrabilidade. O efeito geral dessa quebra de integrabilidade é alterar a dinamica de
tunelamentos, de modo que o sistema passa a apresentar circulagao de particulas em
um sentido bem determinado (horario ou anti-horario). Sera conduzida uma andlise a
partir de operadores de corrente que sinalizam fluxos de particulas e serao apresentados
resultados analiticos obtidos para os valores esperados de alguns operadores de interesse.

Palavras-chave: Corrente. Tunelamento. Integrabilidade. Fisica Quantica.



Abstract

The main purpose of this work is to generate current in an integrable four potential
wells model comprised of Bose-Einstein condensates in an “open”(341) arrangement,
identifying and studying its properties. Initially, a review of this model will be presented,
including the dynamics regimes, effective hamiltonian, and conserved quantities. Next, it
will be shown how it is possible to generate current in the 3+1 wells model, following a
protocol in which the system (in the resonant regime) is submitted to an external field
that implements an integrability condition break. The overall effect of this integrability
break is to alter the tunneling dynamics in such a way as to make the particles circulate
between wells in a well-defined direction (clockwise or counter-clockwise). An analysis will
be conducted using current operators that measure particle flows and analytical results
concerning expected values of some operators of interest will be presented.

Keywords: Current. Tunneling. Integrability. Quantum Physics.
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Notacao

A

Todos os operadores sao identificados por um chapéu (O).

O subscrito “eftf”, p.ex., em (... ), indica que a quantidade foi numericamente
calculada pela diagonalizagdo do hamiltoniano efetivo. Na auséncia desse subscrito,
subentende-se que a quantidade foi numericamente calculada pela diagonalizacao do ha-
miltoniano geral do modelo de 3+1 pogos.

Todas as expressoes analiticas apresentadas sao deduzidas a partir do hamiltoniano
efetivo. Para tornar isso claro, identificamos a quantidade com um “under” tilde, p. ex.,
em (i (1))-

Em todo trabalho foram usadas unidades tais que A = 1.
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Capitulo 1

Introducao

No inicio do século XX, Satyendra Nath Bose, fisico indiano, desenvolveu um
método extremamente elegante, baseado apenas em Mecanica Estatistica e na hipdtese
dos quanta de luz, pelo qual foi capaz de demonstrar a lei de Planck da radiacao de corpo
negro de uma forma mais satisfatéria do que havia sido feito até entao, essencialmente
tratando a radiacao como um géas de bdsons. Bose solicitou a Einstein que interviesse
para que o artigo fosse publicado na revista Zeitschrift fiir Physik. Einstein nao apenas
interveio como traduziu o artigo para o alemao, que foi publicado nessa revista em 1924
com o titulo A lei de Planck e a hipétese dos quanta de luz”[1]. Ao final do artigo,
Einstein escreveu a seguinte nota: ”A demonstracao da férmula de Planck por Bose
constitui, na minha opiniao, um progresso importante. O método utilizado aqui pode
conduzir a teoria quantica dos gases perfeitos, como vou expor em outro lugar”. Einstein
cumpriu sua promessa e publicou em seguida dois tratados, o primeiro ainda em 1924
[2], 0 segundo em 1925 [3]. Nesses tratados, ampliou o tratamento estatistico da radiacao
inicialmente conduzido por Bose, estabelecendo o que hoje conhecemos como estatistica
de Bose-Einstein e prevendo, entre outros efeitos, a condensacao de Bose-Einstein.

Hoje sabemos que ha dois tipos de particulas na natureza: férmions, que obedecem
a estatistica de Fermi-Dirac e ao principio de exclusao de Pauli; e bésons (assim chamados
em homenagem a Bose), que seguem a estatistica de Bose-Einstein. Os bdsons, porém,
nao obedecem ao principio de exclusao de Pauli; portanto, em condigoes de temperatu-
ras ultrafrias (proximas a 0K), podem formar Condensados de Bose-Einstein (CBEs).
Os CBEs sao estados da matéria compostos por agregados de bdosons em que a maioria

desses bosons (idealmente todos) ocupam o estado de mais baixa energia (estado funda-



mental). Por essa razao, um CBE é essencialmente um gés de bésons “degenerado”. Esse
efeito tem relagao com a natureza ondulatéria da matéria e pode ser observado quando o
comprimento de onda de De Broglie dos bésons é comparavel as distancias interatomicas
[3].

Devido as baixissimas temperaturas necessarias para sua formagao, os CBEs ape-
nas foram observados experimentalmente setenta anos apds sua previsao tedrica, em um
trabalho conjunto de fisicos liderados por Cornell e Wieman [4], na Universidade de Co-
lorado; e, de forma independente, Ketterle [5, 6], no MIT. Esse feito rendeu a Cornell,
Wieman e Ketterle o prémio Nobel de Fisica de 2001. Com o desenvolvimento tecnoldgico
subsequente, seguiu-se um grande controle experimental sobre CBEs, que, por sua vez,
possibilitou o surgimento de novas areas de pesquisa na fisica de atomos ultrafrios. Entre
essas, a pesquisa em sistemas integraveis de CBEs acoplados por tunelamento quantico,
que é foco deste trabalho.

Um exemplo que se pode destacar na pesquisa de atomos ultrafrios é o experimento
conduzido em Heidelberg, pelo grupo de Oberthaler [7]. Nesse experimento foi observado
tunelamento e o fenomeno de autoaprisionamento nao linear em um sistema de atomos
ulfrafrios de dois pocos. Esse sistema pode ser qualitativamente descrito por um modelo
de Bose-Hubbard de dois sitios, que possui a interessante caracteristica de ser integravel.

Embora a maioria dos sistemas quanticos nao possa ser tratada de forma analitica
devido a sua complexidade, em especial sistemas de vérias particulas (comumente cha-
mados de sistemas quanticos de “muitos corpos”pela literatura), existem algumas classes
de sistemas que sao ditos integraveis por possuirem solugoes analiticas exatas para os
autoestados e autovalores do hamiltoniano.

Ao estudar o modelo de Heisenberg, que descreve as propriedades de pontos criticos
e transicoes de fase em sistemas magnéticos por meio do tratamento quantico de spins
interagentes, Bethe [8] propos um Ansatz por meio do qual poéde mostrar que o modelo de
Heisenberg possui solugoes analiticas para os autoestados e autovalores de seu hamiltoni-
ano. A partir do trabalho de Bethe, o estudo de sistemas quanticos integraveis recebeu
inicialmente contribuicoes de Baxter [9, 10], Faddeev [11], Lieb [12], Yang [13], entre ou-
tros. Subsequentemente, este estudo se desenvolveu e expandiu muito, e hoje sistemas
integraveis podem ser encontrados em diferente areas, como por exemplo, matéria con-

densada [14, 15, 16], teoria de campos [17, 18], fisica atomica e molecular [19, 20, 21, 22]



e dtomos ultrafrios [23].

Alguns dos desenvolvimentos mais recentes na area de sistemas quanticos in-
tegraveis estao relacionados ao método de espalhamento quantico inverso, as vezes cha-
mado de método do Ansatz de Bethe algébrico, devido especialmente as contribuicoes da
escola russa. Esse método foi aplicado com sucesso na obtencao de solucoes exatas para
o hamiltoniano do modelo de Bose-Hubbard de dois sitios [24, 25, 26, 27, 28].

Entretanto, o modelo de Bose-Hubbard apenas é integréavel para dois sitios [29].
Para mais de dois sitios foi proposta uma extensao do método do espalhamento quantico
inverso [30, 31] que permitiu a descoberta de uma classe geral de hamiltonianos que des-
crevem modelos integraveis de tunelamento quantico de n+m pocos, com a obtencao exata
de seus autovalores, autovetores e do conjunto completo de suas quantidades conservadas.
Trabalhos anteriores estudaram aplicacoes de alguns desses modelos na atomotronica, um
campo de estudos recente, em que se propoe dispositivos quanticos analogos a componentes
de circuitos eletronicos [32, 33]. Mostrou-se que o sistema integravel de 2+1 pogos é ca-
paz de implementar chaveamento, em um anédlogo quantico ao transistor [34] (ver também
[35, 36]). No sistema integravel de 2+2 pogos, de configuracao fechada, desenvolveram-se
protocolos para producao de estados NOON e interferometria [37, 38, 39].

Neste trabalho sera estudado o sistema integravel de 3+1 pocos, que se distin-
gue do modelo de 242 pocos pela geometria, apresentando configuragao aberta. Para o
modelo de 3+1 pogos ja foi investigada uma possivel aplicagdo em interferometria [40].
Entretanto, aqui o objetivo € investigar a geragao de corrente, identificando e estudando
as propriedades das correntes geradas nesse modelo. A geracao de corrente e o controle
do direcionamento de seu fluxo ao longo de uma rede de circuitos mais complexos é de
potencial interesse para a atomotronica. Este trabalho se justifica nao apenas por esse
potencial interesse, mas também como um estudo um pouco mais aprofundado de carac-
teristicas inerentes ao controle dos fluxos de particulas e dinamicas de tunelamentos no
modelo de 3+1 pocos, visando o futuro desenvolvimento de dispositivo quantico.

O trabalho é estruturado da seguinte forma: inicialmente, no capitulo 2, serd feita
uma revisao do modelo de 341 pogos, com a discussao de alguns aspectos importantes
desse modelo. Serao apresentados o hamiltoniano, o hamiltoniano efetivo (que representa
adequadamente a dinamica do modelo no regime ressonante), as quantidades conservadas

e as dinamicas para diferentes regimes, que dependem dos parametros de interacao e tu-



nelamento usados. Em seguida, no capitulo 3, serd mostrado como se pode gerar corrente
no modelo de 3+1 pogos. Para isso, sera apresentado um protocolo para a preparac¢ao
de estado em que o sistema apresenta corrente, introduzindo um termo que quebra (tem-
porariamente) a integrabilidade do hamiltoniano. Em seguida, serd mostrado um pro-
tocolo numérico capaz de identificar o parametro de quebra de integrabilidade que gera
a dinamica desejada. Serao definidos operadores que sinalizam a presenca de fluxos de
particulas entre os pocos, a partir dos quais se conduzira uma analise das dinamicas com
corrente. Finalmente, serao apresentadas expressoes analiticas obtidas para esses opera-
dores. No capitulo 4 serd feita uma sintese dos resultados obtidos, com uma conclusao e
a apresentacao de perspectivas futuras.

O capitulo 3 consiste em uma contribuicao original do autor.



Capitulo 2

Modelo de 3+1 pocos

O presente capitulo tem como objetivo apresentar o modelo integravel de 3-+1 pogos
e resumir suas propriedades. Alguns dos resultados deste capitulo foram apresentados
em trabalhos anteriores (p. ex., [31, 40, 41]). Essa revisao se faz necessiria para a
compreensao adequada do capitulo 3, em que se discutirda a geracao de corrente nesse

modelo.

2.1 Hamiltoniano e hamiltoniano efetivo

O hamiltoniano do modelo integravel de 3+1 pogos considerado neste trabalho é

~ A

H=U(N, 4+ Ny + Ny — Ny)?

(al +ad + al)ay + (a1 + ag + as)al (2.1)

Sl =

Nessa expressao, dg e a; sao os operadores de criacao e aniquilagao de bdsons,
T

respectivamente, com ¢ = 1, ..., 4; N; = a;a; é o operador de numero de particulas

no i-ésimo poco; U é a constante ou parametro de interacao das particulas intra-poco e

entre-pocos; e J é a constante ou parametro de tunelamento entre os pocos.

Uma interpretacao intuitiva é imediata. Identificam-se a parte de interacao (Hiy)

e a parte de tunelamento (If[tun) pelas expressoes:

Hint - U(Nl —|— NQ —|— Ng — N4)2

~ J ~ R e R . L
Hippy = ——— [(aI + ag + ag)a4 + (a1 + as + Cbg)(ljl]

V3



de modo que o hamiltoniano 2.1 pode ser escrito como H= I:Iint + f]tun.

Ressalte-se que esse hamiltoniano é obtido diretamente da expressao para modelos
integraveis de n+m pocgos que decorrem da generalizacao de modelos de Bose-Hubbard
para n+m pogos com redefinicao dos pseudovacuos, em uma versao estendida do método

de espalhamento quantico inverso [31]:

n m

Hym = U(No— Np)?+ u(Na— Np) + > > ty(ab! + alby)

i=1 j=1
desde que se faga n =3, m = 1, Ni= N+ N, + Ng, Ng = N4, p = 0 (sem potencial
externo) e t; ; = —J/v/3, Vi, j (0 modelo considerado apresenta tunelamento isotrépico).

H4 dois subespacos ou classes, A e B. O subespago A consiste nos pocos 1, 2 e 3;

o subespago B consiste no poco 4.

< <

Figura 2.1: Esquema ilustrativo da geometria do modelo de 34+1 pocos. Os pogos sdo representados por
esferas, os tunelamentos entre os pogos sao representados por cilindros. Nesta figura as cores representam
a classe a que pertencem os pocos: a cor cinza indica que os pogos 1, 2 e 3 pertencem a classe A; a cor
ciano indica que o pogo 4 pertence a classe B.

O hamiltoniano (2.1) pode ser reescrito em termos de um hamiltoniano efetivo
quando os efeitos de interacao sao muito mais significativos do que os efeitos de tunela-
mento.

Considere-se a quantidade x = |U(N —2N,)/J|, em que U é o parametro de
interacao, J é o parametro de tunelamento, N é o nimero total de particulas e N, é
o nimero de particulas no poco 4'. Dizemos que o sistema estd no regime ressonante

quando y > 1.

1y é definido para a dinamica de um estado inicial de Fock | N1, Na, N3, N4). Uma forma mais geral
de escrever x, que pode ser usada para qualquer modelo integravel de n+m pocos, é a seguinte: x =
|[U(M — P)/J|, onde M é a quantidade de particulas nos pogos que compdem a classe A e P é a quantidade
de particulas nos pogos que compoem a classe B. No modelo de 3+1 pogos, tem-se M = N7 + Ny + N3
e P= N4.



Pode-se entdo mostrar, por teoria de perturbacao dependente do tempo [40], que,
para um estado inicial do tipo | Ny, Ny, N3, Ny), e no regime ressonante, o hamiltoniano

2.1 pode ser representado, para fins de dinamicas, pelo seguinte hamiltoniano efetivo:
Hog = Jog |(alag + a1a)) + (abas + agal) + (atay + asal) (2.2)

com:
JA(N +1)

et = (N — 2N, — (N — 2N, + 1)

(2.3)

2.2 Quantidades conservadas

O método do espalhamento quantico inverso fornece duas quantidades conservadas
para o modelo, H e N. Uma extensao desse método, conforme [31], resulta nas seguintes

quantidades conservadas adicionais:

A 1/~ A i e
Ql = 5 (Nl + N2 — CLI(IQ — a£a1> (24)

A 11~ A A o At o At A At A A
Q2 = 6 [N1 + Ny + 4N3 + (CLJ{CQ + aﬁal) - 2@1“3 + agal) - 2(a;a3 + CL;CL?) (2.5)

Tem-se entao que (ver figura 2.2)

Em analogia a condigao de integrabilidade classica de Arnold-Liouville, o sistema é
dito integravel por possuir solugoes exatas fornecidas pela referida extensao do método de
espalhamento quantico inverso para os autoestados e autovalores do hamiltoniano (2.1)
e por apresentar quatro quantidades conservadas independentes, em involucao?. Neste
trabalho, a quantidade de pogos (ou modos) equivale & quantidade de graus de liberdade
do sistema. Portanto, temos quatro graus de liberdade e quatro quantidades conservadas.
E importante ressaltar que a definicao de integrabilidade para sistemas quanticos ainda
estd em discussao. Ver, por exemplo, [42].

O hamiltoniano efetivo (2.2) pode ser reescrito em termos das quantidades conser-

vadas (2.4) e (2.5) do seguinte modo:

2Ver o Apéndice C, em especial a subsegao (C.3), para discussdes complementares.
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Figura 2.2: Quantidades conservadas. Como [H Ql] [H , ] =0e¢ Qe Qy ndo dependem explici-
tamente do tempo, <Qtl> = <§t2> 0. Portanto, (Q1) e <Q2> sao constantes. Esse grafico foi calculado
numericamente pela diagonalizacdo do hamiltoniano (2 1) aqui é o parametro de tunelamento do
hamiltoniano (2.1) que foi feito igual a 1. Como usamos (em todo este trabalho), J tem unidade
de [T]~! e Jt é adimensional.

Ao = Jur [2 (N1 + Mo+ N5) =3 (Q1 + Q)| (2.6)

2.3 Regimes

O sistema considerado apresenta caracteristicas e dinamicas distintas dependendo
do nimero de particulas e dos valores dos parametros de interacao e de tunelamento. De
especial interesse para este trabalho é o regime ressonante, em que o sistema apresenta
dindmicas harmoénicas (o que facilita a derivacao de resultados analiticos).

Na figura 2.3 sao exibidos graficos das energias do modelo de 341 pogos em funcao
de [UN/J|. O grafico da esquerda mostra que, para N = 6, a partir de |[UN/J| ~ 1
(linha vertical tracejada preta) comega a ocorrer formacao de quatro bandas de energias.
Graficos das energias para diferentes valores de /N apresentam comportamento semelhante,
diferindo apenas na quantidade de bandas formadas. Assim, como mencionado na se¢ao
2.1, o regime ressonante pode ser associado a condigao |U(N —2Ny)/J| > 1, o que
corresponde a uma parte da regiao do espectro em que as bandas de energias estao bem
definidas. O grafico da direita é uma versao zoomed out do grafico da esquerda, mostrando
que, para N = 6, as quatro bandas de energias estao concentradas em torno das retas que
definem £F =0, E=U(N —4)>, E=U(N —2)? e E=UN?

Essas bandas de energias sao formadas quando a contribuicao da parte de tunela-
mento se torna muito menor que a contribui¢ao da parte de interacao do hamiltoniano
(2.1). E f4cil perceber que os estados de Fock sao autoestados da parte de interacao do

hamiltoniano. Quando |[UN/J| > 1 os autovalores de energias estardo entao concentra-



dos em retas préoximas aquelas retas que definem as energias da parte de interacao do
hamiltoniano. Para N = 6, temos apenas quatro possiveis energias da parte de interacao

(E;) associadas a todos os estados de Fock:

16,0,0,0),0,6,0,0),(0,0,6,0),... = E; =

) ) ) U
|5707071>7|O757071>7’O707571>7--- = EZZU
14,0,0,2),10,4,0,2),10,0,4,2),... = E;=U

) ) ) U

13,0,0,3),0,3,0,3),(0,0,3,3),... = E; =

Desse modo, é possivel mostrar que se NV for par serao formadas (N+2)/2 bandas de

energia e se N for impar serao formadas (N +1)/2 bandas de energia quando |[UN/J| > 1.

10
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Figura 2.3: Energias. No grafico da esquerda é possivel perceber o inicio da formagao de quatro bandas
de energias a partir de [UN/J| = 1 (linha tracejada vertical preta). No grafico da direita, mostra-se que
essas quatro bandas de energias podem ser associadas aos quatro possiveis valores das energias da parte
de interagdo do hamiltoniano: E; = UN?2, E; = U(N —2)%, E; = U(N —4)2, E; = 0. No gréfico da
direita, a linha vertical tracejada preta & direita corresponde aos parametros N = 6, U/J = —7, usados
em boa parte deste trabalho.

Embora neste trabalho nos interessemos especialmente pelo regime ressonante, ¢
importante mencionar que, seguindo classificagao proposta em [43], podem-se definir ainda
os regimes de Rabi, Josephson e Fock.

No regime de Rabi, o termo de tunelamento do hamiltoniano contribui mais para a
energia total do sistema do que o termo de interagao. O regime de Josephson é uma regiao
intermediaria, em que o termo de interagao apresenta uma contribuicao significativamente
maior do que o termo de tunelamento. O regime de Fock é aquele em que a contribuicao

do termo de interacao é ainda maior do que no regime de Josephson. O regime ressonante

pode ser associado assim aos regimes de Josephson e de Fock.
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Em termos mais precisos, para o modelo de 3+1 pogos, dado um estado inicial
|N1, No, N3, Ny), esses regimes correspondem as seguintes condigdes:

;

U(N —2N,)/J] < 1 : Regime de Rabi

1< |U(N —2N,)/J| < N* : Regime de Josephson

\U(N —2Ny)/J| > N? : Regime de Fock
\

E interessante observar que existem também modelos de Bose-Hubbard com tune-

lamento nao-linear [44].

2.4 Dinamicas

Seja um estado inicial qualquer |¢), pode-se calcular sua evolugao temporal pela

seguinte expressao:
d

o) = D e

n=1

) (ton ).

Aqui, A\, sao os autovalores do hamiltoniano em relacao ao qual se esta calculando
a evolucao temporal e |1),) sdo os respectivos autoestados. Logo, para um operador @
qualquer:

d,d

(O1)) = (6D)IO]d(1)) = Y e (| Olby) | (b6}, (2.7)
n,m=1
com Wyn = Am — M. Nos limites superiores dos somatérios acima, d é a dimensao do
espaco de Hilbert considerado.

No caso do hamiltoniano do modelo de 341 pocos, pode-se determinar a dimensao
notando-se que os estados de Fock sao bases desse espago. Basta entao contar quantos
estados de Fock existem para um certo nimero total de particulas N. Isso equivale a
um exercicio comum em Mecanica Estatistica (ou Anélise Combinatéria) de contar de
quantas formas se pode distribuir N bolas idénticas em 4 caixas. Ou seja,

(N+3)! (N+3)(N+2)(N+1)

I="Nar 6

3Essas expressoes sio numericamente muito tteis e foram usadas para os calculos dos graficos de todas
as evolugoes temporais de operadores que aparecem neste trabalho, inclusive dos graficos da figura 2.2.
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Usando a equagao (2.7), geramos os gréficos das figuras 2.4 e 2.5, que mostram
o comportamento das dinamicas no modelo de 341 pogos para estados iniciais de Fock
16,0,0,0) e |6,0,0,2), respectivamente.

Na figura 2.4, os graficos da coluna da esquerda, calculados numericamente pela
diagonalizagao do hamiltoniano (2.1), exemplificam o comportamento geral das dinamicas
para diferentes regimes no modelo de 3+1 pocos.

O gréfico de cima corresponde ao regime de Rabi, em que nao ha bandas de energias
bem definidas, com contribui¢do maior do termo de tunelamento do hamiltoniano (2.1).
Percebe-se a formacao de batimentos na dinamica. No grafico do centro, os parametros
usados estao na regiao de transicao entre o regime de Rabi e o regime de Josephson, com
condicoes proximas ao regime ressonante. No grafico de baixo, a dinamica exemplifica
a transigao entre o regime de Josephson e o regime de Fock, com 1 < |[UN/J| ~ N2
Nesse tltimo caso, o sistema estd no regime ressonante. Os graficos da direita, calcu-
lados numericamente pela diagonalizacao do hamiltoniano efetivo (2.2) mostram que, a
medida que se entra no regime ressonante, o hamiltoniano efetivo passa a descrever a
dinamica de forma cada vez mais precisa. Quando se estd no regime ressonante, nao se
percebe diferengas entre as dindmicas calculadas numericamente pelo hamiltoniano (2.1)
e as dinamicas calculadas numericamente pelo hamiltoniano efetivo (2.2).

Na figura 2.5 mostramos que o sistema se comporta de forma semelhante aos
graficos da figura 2.4 quando se parte de um estado inicial |6,0,0,2). Observa-se que,
mesmo quando ha particulas no poco 4, o hamiltoniano efetivo ainda descreve adequada-
mente a dinamica do sistema no regime ressonante, nao sendo possivel notar diferencas
entre as dinamicas calculadas numericamente pelo hamiltoniano (2.1) e as dinamicas
calculadas numericamente pelo hamiltoniano efetivo (2.2). Note-se que, no regime resso-
nante, o sistema exibe o fenomeno de autoaprisionamento, de modo semelhante ao que
se observa no modelo de 141 pogos [26, 27, 28], em que o valor esperado do nimero de
particulas nos pocos da classe A ((N7) + (Ny) + (N3)) e o valor esperado do niimero de

particulas nos pocos da classe B ((NV;)) permanecem constantes.
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Figura 2.4: Dindmicas para estado inicial |6,0,0,0). Na coluna da esquerda sdo mostrados os gréificos
das dindmicas ((N)/N) calculados numericamente pela diagonalizacao do hamiltoniano (2.1). Na coluna
da direita sao mostrados os graficos das dinamicas calculados numericamente pela diagonalizagao do
hamiltoniano efetivo (2.2) que correspondem aos mesmos parametros dos graficos da coluna da esquerda.

Os parametros sao os seguintes: na linha de cima, U/J = —0.001; na linha central, U/J = —0.2; na linha
de baixo, U/J = —T.
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Figura 2.5: Dinamicas para estado inicial |6,0,0,2). Na coluna da esquerda sdo mostrados os gréficos
das dindmicas ((N)/N) calculados numericamente pela diagonalizacao do hamiltoniano (2.1). Na coluna
da direita sao mostrados os graficos das dinamicas calculados numericamente pela diagonalizagao do
hamiltoniano efetivo (2.2) que correspondem aos mesmos parametros dos graficos da coluna da esquerda.
Os parametros sao os seguintes: na linha de cima, U/J = —0.001; na linha central, U/J = —1.5; na linha

de baixo, U/J = —T.
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Capitulo 3

Geracao de corrente

Neste capitulo serd mostrado como é possivel controlar os tunelamentos do modelo
de 341 pogos no regime ressonante (controlando, por sua vez, as fases relativas e as
amplitudes das dinamicas), de modo a gerar circula¢do de particulas em um determinado
sentido de interesse. Esse comportamento da dinamica pode ser compreendido como uma
corrente efetiva circulando nos pogos da classe A do modelo (pogos 1, 2, 3), em sentido
horario ou anti-horario.

Para isso, inicialmente estabeleceremos um protocolo para manipular um estado
de Fock inicial e obter um estado com corrente, a partir da introdugao de um termo
de quebra de integrabilidade. Serd entao apresentado um protocolo numérico capaz de
identificar os parametros que geram a dinamica desejada. Com isso, mostraremos ser
possivel ainda controlar o niimero médio de particulas circulando no modelo e o periodo
dessa circulagao. Serao definidos a seguir operadores que sinalizam a presenca de corrente
entre os pogos. Finalmente, faremos uma anélise das dinamicas obtidas com o uso desses

operadores e apresentaremos alguns resultados analiticos de interesse.

3.1 Protocolos para geracao de corrente

Considere-se a adi¢do do termo B = (N, — Ny) a (2.1), de modo que o hamilto-

niano resultante IEIB = H+ B é:

F[BIU(N1+NQ+N3—N4>2+/,L(N2—N1)

J T, . T . ) o
— (ai + ag + ag)a4 + (a1 + a9 + CL3)CL11 (3.1)

V3
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A adicao desse termo torna Hp nao integravel, pois os comutadores

sao diferentes de zero quando pu # 0.
O parametro de quebra p corresponde a um campo externo aplicado que altera
a parte de interagao do hamiltoniano (2.1) em relagao aos pogos 1 e 2. Esse parametro

adicional permite a obtencao da dinamica desejada, como veremos a seguir.

3.1.1 Protocolo para gerar estado com corrente

Primeiro definimos o seguinte operador de evolucao temporal:

ZJ(t,,u) = exp (—itﬁ3> = exp {—z’t []:[ + 1 (NQ — ]\71>] } ) (3.2)

Aplicamos entao o seguinte protocolo, que pode ser dividido em duas etapas. Na
primeira, deixa-se que o sistema, inicialmente no estado de Fock | Ny, Ny, N3, Ny), evolua
pelo hamiltoniano integravel por um tempo t;. Na segunda etapa, aplica-se um campo
externo de modo a implementar o termo de quebra B = M(NQ — Nl), e deixa-se que o
sistema evolua por um intervalo de tempo t; < to'. No tempo t, + t1, desliga-se o campo
externo, obtendo-se um estado |W). Apds a preparagao desse estado, o sistema passa a
evoluir temporalmente pelo hamiltoniano integravel?. Importante ressaltar que devem ser
usados parametros de interagao (U) e tunelamento (J) de modo a garantir que o sistema
permaneca no regime ressonante (tal que y = [U(N — 2N,)/J| > 1). A figura 3.1 ilustra
o que foi dito.

Definindo o estado inicial |¥o) = |Ny, No, N3, Ny) e com o operador de evolucao

!Essa restricio permite que resultados analiticos sejam obtidos. Além disso, experimentalmente é
importante garantir que possiveis efeitos dissipativos decorrentes da aplicagao do campo externo possam
ser desprezados.

2Todos os graficos de evolucdo temporal de valores esperados de operadores nas secoes seguintes sao
obtidos numericamente a partir da diagonalizagdo do hamiltoniano integravel apds o preparo do estado
| W), exceto quando houver manifestagao contréria.
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temporal (3.2), o protocolo pode ser entao matematicamente descrito da seguinte forma:

~

(W) = U(to, 0)[Wo)

~

(W) = U(ty, )| 1) (3.3)

Os parametros adicionais ¢y, t; e u fornecem um meio de manipular o estado |V),

de modo que o sistema apresente circulacao de corrente.

&
=

Estado inicial:

& ® @ ry
|v,0,0,0) -
- N
o ‘f L 2 2
w/
;,-"'4 4
A oA N NG { |
2 o - Z = < a -
@ @ @ -
Il .
N } » tempo ®
|kIJO) |\IJ‘1> |lIJ> e A

&
('

Figura 3.1: Protocolo para gerar estado com corrente. Considerando um estado inicial do tipo |N, 0, 0, 0),
permite-se que o sistema evolua por um tempo tg de acordo com o hamiltoniano integréavel. Ao final desse
tempo, aplica-se um campo externo p para implementar o termo de quebra B= H(NQ -N 1) e deixa-se que
o sistema evolua por um tempo t1. Ao final do tempo tg + t1, desliga-se o campo externo e pode-se obter
um estado resultante |¥), com circulacdo de particulas no sentido hordrio (boxz de cima) ou anti-horario
(boz de baixo) apds o sistema voltar a evoluir temporalmente pelo hamiltoniano integravel, dependendo
dos parametros usados. As cores na figura representam os valores esperados de particulas em cada poco.
Azul escuro equivale a N particulas, cinza equivale ao vacuo, e os demais tons de azul equivalem a valores
intermedidrios entre 0 e N. Lembrando que o protocolo deve ser aplicado com parametros de interacao (U)
e tunelamento (J) de modo a manter o sistema no regime ressonante (tal que x = |[U(N — 2Ny4)/J| > 1).

3.1.2 Protocolo numérico para obtencao dos parametros

Utilizamos uma estratégia top-bottom. E facil prever qual a dinamica que desejamos
obter: p. ex., se as particulas estao circulando em sentido anti-horario - o que equivale,
por convencao adotada, ao sentido 1 — 2 — 3 - o valor esperado de particulas no poco 1
vai ser maximo em um momento anterior; seguido pelo valor esperado maximo no pogo 2;
e o valor esperado maximo no pogo 3 ocorrera em momento posterior. Ou seja, os graficos
dos valores esperados do nimero de particulas nos pocos 1, 2 e 3 devem estar defasados.
Espera-se que os graficos sejam periddicos. Podemos impor como condigoes adicionais

que as defasagens entre os gréaficos sejam iguais e que as amplitudes coincidam. A figura
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3.2 ilustra o perfil dos graficos da dinamica esperada. Com base nisso, foi estabelecido um
protocolo para identificar numericamente os parametros u e tg que fornecem a dinamica

de interesse.

— cos{wt)
cos(w(t—T/3))
cos(w(t— 27/3))

/ \

Figura 3.2: Perfil da dinamica com corrente no modelo de 3+1 pogos. Note-se que estamos desconside-
rando o pogo 4, uma vez que serdo usados pardmetros de tunelamento (.J) e de interagao (U) adequados
para manter o sistema no regime ressonante. Nesse regime, as particulas tunelam apenas entre os pogos
1, 2 e 3. Esses graficos foram gerados com fungoes cosseno defasadas entre si por T'/3, com T sendo o
periodo das trés funcgoes.

No regime ressonante, para um estado de Fock inicial do tipo | Ny, No, N3, Ny), as

dindmicas dos pocos 1, 2 e 3 tém perfodos iguais e bem determinados, pela expressao®

B 27
3| Jes|

(3.4)

com Jog dado pela equagao (2.3).

Portanto, para o sentido de circulacao 1 — 2 — 3, se calcularmos numerica-
mente os valores esperados do ntmero de particulas no poco 1 em t = 0 ((¥|N;|¥) =
(Ny(t = 0))), o valor esperado do nimero de particulas no poco 2 no tempo t = T/3
((\II|Z;IT(T/3,O) NoU(T/3,0) [ I) = (Nyo(t = T/3))) e o valor esperado do nimero de
particulas no pogo 3 no tempo t = 27'/3 ((\IJ|LA{T(2T/3,O) NsU(2T/3,0) | W) = (Ns(t =
27/3))), uma condigao necesséria (mas nao suficiente) para a obtengao da dinamica des-

crita é que esses valores sejam iguais, ou seja:

(Ni(t = 0)) = (No(t = T/3)) = (Ny(t = 2T/3)) (3.5)

Para identificar a dinamica com sentido de circulacao 1 — 3 — 2, a légica é

analoga, bastando fazer a seguinte alteragao:

3Ver Apéndice B.
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(Ni(t = 0)) = (No(t = 2T/3)) = (Na(t = T/3)) (3.6)

3.2 Dinamicas com corrente e controle de circulacao

Para facilitar a obtencao dos parametros, fixamos Jt; = 1. Restam ser obtidos os
valores para os parametros p e ty que fornecem a dinamica desejada.

Usando os protocolos descritos na segao 3.1, preparamos um estado |¥) e procura-
mos pelos parametros tg e i, tal que ocorra cruzamento entre os graficos de (Nl (t=0))xpu,

(No(t =T/3)) x e (N3(t = 2T/3)) x p. Ver a figura 3.3.
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I =0y i
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= k " . = ~. o - .
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Figura 3.3: Protocolo numérico e dinamicas para corrente no sentido 1 — 2 — 3. Na coluna da esquerda
sdo mostrados os graficos do protocolo numérico utilizado para determinar os parametros tg e . As
linhas verticais tracejadas pretas determinam os pontos de cruzamento entre os graficos e o parametro
adimensional u/J = 3.33, que é 0o mesmo em todos os casos. Na coluna da direita sdo mostrados os gréficos
das dindmicas correspondentes. O primeiro grafico no canto superior direito corresponde a um estado
inicial de Fock |N,0,0,0). O gréfico do meio corresponde a um estado inicial de Fock |0, N/2, N/2,0).
O gréfico de baixo corresponde a um estado inicial de Fock |N/3,N/3,N/3,0). As linhas horizontais
tracejadas pretas correspondem a (N]> /N = 0.33. Todas as dinamicas acima apresentam circulacao de
particulas no sentido 1 — 2 — 3. Para esses graficos tem-se N =6, U/J = =7, Jtp; = 200, Jt; = 1.

Pode-se controlar a intensidade média da corrente em circulacao pelo estado de
Fock inicial. Um estado altamente assimétrico como |N,0,0,0) favorece o surgimento de
uma corrente maior, enquanto que, para um estado de Fock altamente simétrico como
IN/3,N/3,N/3,0), independente do parametro p utilizado, ndo hé corrente. Para o

estado |0, N/2,N/2,0), a intensidade da corrente é intermedidria: ocorre circulagao de

particulas, mas essa circulagdo é menor do que para o caso do estado inicial |N,0,0,0)
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(no caso intermedidrio circulam ~ 2 particulas, enquanto que, no caso de corrente ”forte”,
circulam ~ 4 particulas).

Usando os mesmos protocolos, mas trocando a condi¢ao de cruzamento entre os
gréaficos (N1 (t = 0)) X p, (No(t = T/3)) x i e (N3(t = 2T/3) X p pelo cruzamento entre os
grificos (Ny(t = 0)) x p, (No(t = 2T/3)) x e (Ns(t = T/3)) x p, obtivemos resultados
semelhantes, mas agora com dinamicas de corrente no sentido 1 — 3 — 2. Ver a figura

3.4.
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e _ Rt =2713) | = L . (=)

= Som / . = .

& 030 . (Rxt=m3n | = 050 (R
0.25 0.25 (Na}
0.00 — : 0.00 — —

0.0 25 50 7.5 10.0 12.5 15.0 0 200 400 600 800 1000
1.00 1.00
0.75 0.75

= =

= 050 _ > ~ | S os0q
0.254 - NV 0.251{_

0.00 0.00

0.0 25 50 7.5 10.0 12.5 15.0 0 200 400 600 800 1000
1.00 1.00
0.75 0.75

= =

= 050 = 050
0.25 0.25
0.00 0.00

0.0 25 50 7.5 10.0 12.5 15.0 0 200 400 600 800 1000
uly Jt

Figura 3.4: Protocolo numérico e dindmicas para corrente no sentido 1 — 3 — 2. Os comentéarios sao os
mesmos que ja foram feitos na figura 3.3, exceto que, aqui, pi/J = 1.235 e todas as dindmicas apresentam
circulagao de particulas no sentido 1 — 3 — 2. Novamente, N =6, U/J = =7, Jtg = 200, Jt; = 1.

Como J.g depende do nimero de particulas no pogo 4 e o periodo de oscilagao das
dindmicas no regime ressonante depende de Jog, é possivel aumentar a frequéncia (ou, de
forma equivalente, diminuir o periodo) das dinamicas usando um estado inicial de Fock
com particulas no pogo 4. Das expressoes analiticas para Jeg (2.3) e para o periodo T'
(3.4), é possivel verificar que, para N fixo, a frequéncia aumenta monotonicamente com o
incremento de Ny, de Ny = 0 até Ny = N/2,se N for par; oude Ny = 0 até Ny = (N—1)/2,
se N for impar. Na figura 3.5 sao apresentadas dinamicas com circulacao de particulas
no sentido 1 — 2 — 3 e no sentido 1 — 3 — 2 para estados iniciais de Fock do tipo
|N1, Ny, N3, Ny), com N = Ny + Ny + N3+ N, = 8 e Ny = 2. Nessa configuracao foram
obtidos resultados semelhantes aos gréaficos das dinamicas das figuras 3.3 e 3.4, com ~ 2
particulas circulando no caso intermediario e ~ 4 particulas circulando no caso de corrente

mais intensa, porém com um periodo de circulacao aproximadamente 4 vezes menor.
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No regime ressonante, o nimero de particulas circulando nos pocos 1, 2 e 3 é conser-
vado. Isso é uma consequéncia de efeitos de segunda ordem e do fato do hamiltoniano do
modelo poder ser representado pelo hamiltoniano efetivo 2.2. Para Niss = Ny + Ny + Ng,
[ﬁeff, ngg] = [ﬁeﬁ, N4] = 0, o que decorre da equacao da continuidade*. Portanto, p.
ex., o estado inicial |8,0,0,2) possui dinamicas com corrente equivalentes aquelas obtidas

para o estado inicial |6,0,0,0), mas com periodo menor.

1.00 1.00
— (A1)
0.75 X 0.75
= (N2} =
= - =
=050 e iy | S 050
0.25 ) (s} - 0.25
0.00 = - e 0.00
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
1.00 1.00
0.75 0.75
= =
= 050 = 050
= R S
0.25 Frrnm iyttt g 0.25 For St i i i
0.00 0.00
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
1.00 1.00
0.75 0.75
= =
= 0.50 = 050
0.25 0.25
0.00 0.00
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Jt Jt

Figura 3.5: Dinamicas para correntes no sentido 1 —+ 2 — 3 e no sentido 1 — 3 — 2 para um estado
inicial de Fock |Ny, No, N3, Ny), com Ny # 0. Os gréficos dos protocolos numéricos sdo semelhantes aos
da figura 3.4 e, portanto, foram omitidos. Os graficos da coluna da esquerda correspondem a dindmicas
no sentido de circulagao 1 — 2 — 3; os graficos da coluna da direita correspondem a dinamicas no
sentido de circulagdo 1 — 3 — 2. Os gréficos da primeira linha correspondem a um estado inicial
de Fock |N — N4, 0,0,Ny). Os gréficos centrais correspondem a um estado inicial de Fock |0, (N —
N4)/2,(N — Ny4)/2,Ny). Os gréficos da dltima linha correspondem a um estado inicial de Fock |[(N —
N4)/3,(N = N4)/3,(N — Ny)/3,Ny). As linhas horizontais tracejadas pretas correspondem a (N;)/N =
0.25. Parametros: N =8, Ny =2, U/J = -7, Jtg = 359, Jt1 = 1; u/J = 3.33, nos gréficos da esquerda;
w/J = 1.235, nos graficos da direita.

3.3 Operadores de corrente

Nesta secao serao apresentados observaveis que podem ser utilizados para analisar
a presenca de correntes no modelo de 341 pocos no regime ressonante. Essa andlise sera
posteriormente conduzida na secao 3.4.

H&4 extensa discussao na literatura sobre operadores de corrente em sistemas

bosonicos de muitos corpos quanticos (p. ex., [45, 46, 47]). Esses operadores sao teis

4Ver Apéndice A.
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para a compreensao do comportamento do modelo estudado e para se obter uma intuicao
fisica desse comportamento. Além disso, as expressoes analiticas para as dinamicas dos
pogos dependem de alguns desses operadores.

Para a definicao desses operadores de corrente vamos usar o hamiltoniano efetivo
(2.2). A principal razao para isso é que o hamiltoniano efetivo fornece definigdes de cor-
rentes que sao mais naturais para a descricao do modelo no regime ressonante, facilitando
a visualizagao dos fluxos de particulas e da relagao desses fluxos com os valores esperados
dos nuimeros de particulas nos pocos 1, 2 e 3. Além disso, por meio do hamiltoniano efe-
tivo é imediatamente claro que a equagao da continuidade é obedecida entre os pocos 1, 2
e 3 no regime ressonante. Obviamente, seria possivel definir operadores de corrente pelo
hamiltoniano geral integravel do modelo de 3+1 pogos (2.1) e a descri¢ao do sistema por
meio de operadores de correntes definidos pelo hamiltoniano efetivo e por meio de opera-
dores de correntes definidos pelo hamiltoniano geral integravel devem ser equivalentes no
regime ressonante®.

No hamiltoniano efetivo nao ha termos de tunelamento envolvendo o poco 4, mas
apenas termos de tunelamento entre os pogos 1, 2 e 3. Sendo assim, no regime ressonante,
o modelo integravel de 341 pocos com tunelamento isotrépico pode ser representado por
um circuito fechado, ou loop em anel, composto pelos pocos 1, 2 e 3, com parametros de
tunelamento efetivos também isotrépicos (Jeg) dados por (2.3). O pogo 4 apenas influencia
os valores dos parametros de tunelamento efetivos e, por conseguinte, também o periodo
das dinamicas, conforme (3.4).

Na notacao que adotamos neste trabalho, os operadores de corrente se distinguem
pela quantidade de indices: os operadores de corrente por sitio, que representam o fluxo
total de particulas que entram em um determinado pocgo i, possuem apenas um indice
(j i); os operadores de corrente entre sitios, que representam o fluxo de particulas que
entram em um poco ¢ vindo de um poco 7, possuem dois indices (j i7); o operador de
corrente circular efetiva, que representa o fluxo direcional de particulas em um circuito

fechado entre os pocos 1, 2 e 3 nao possui indices (j ).

5Ver Apéndice A.
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3.3.1 Operadores de corrente por sitio (J;) e entre dois sitios
(Jij)
O modo mais natural de se definir operadores de corrente em um modelo de tune-

lamento de varios pogos ¢ a partir da equacao de Heisenberg:

dN;
dt

—i[H, N} (3.7)

Note-se que essa equacao decorre do picture de Heisenberg, em que os operadores
evoluem temporalmente em vez dos estados, mas o calculo do comutador [lf[ , ]\71] independe
do picture considerado.

No regime ressonante do modelo de 3+1 pogos pode-se usar o hamiltoniano efetivo

2.2, de modo que a equacao de Heisenberg fornece®

JN 3 3
i p S At . A
e i[Heg, Ni| = —iJogr [ai ( E aj> - ( E aj> ai] (3.8)

J#i JF

motivando a defini¢ao

3 3
J ¥ [a} (Z aj> - (Z a}) a] (3.9)
J# JFi

De (3.8), decorre que a equagao da continuidade é obedecida entre os pogos 1, 2 e

3 no regime ressonante:

~

dN; N dN, N dNj
dt dt dt

=— eff(j1+j2+j:a>=0

o que significa que N; + Ny + N3 se mantém constante e que podemos considerar que os
pocos 1, 2 e 3 formam um circuito fechado nesse regime.

Segue-se naturalmente a definicao dos operadores de corrente entre dois sitios J ij
5 def .| it4 At A .. . .
Jij = i|aja; — aza; |, com i, j=1,2,3e1i#j. (3.10)

Pela definicao acima é facil perceber que esses operadores sao antissimétricos nos

indices, i.e., J;; = —Jj. Os operadores J; podem entao ser construidos a partir dos

5Uma derivacdo completa da equacgio (3.8) segue no Apéndice A.
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operadores J ;;:
3
Ji= E Jij
J#
A equagao (3.8) fornece um meio de se interpretar fisicamente os operadores J; e

jij37

=— eﬂ<jl-> = —Jeff<jij> - Jeff<jik>7 (3.11)

comi,j,k=1,23ei+#j#k.

Portanto, —Jeff<j ;) pode ser interpretado como o fluxo médio de particulas que
entra no pogo i, vindo dos demais pogos (exceto do pogo 4). E de modo semelhante,
_Jeﬁ‘<j i;) pode ser interpretado como o fluxo médio de particulas que entra no poco 1,
vindo do poco j°.

Um esquema ilustrativo dos operadores de corrente entre dois sitios J i € mostrado

na figura 3.6.

T . ‘ n Fis

T

Figura 3.6: Esquema de correntes entre dois sitios no modelo de 3+1 pogos. Note-se que os operadores
de corrente entre dois sitios sdo antissimétricos nos indices (J i =—J ji). O sentido das setas representa

o sentido do fluxo para o qual <j ij) > 0, considerando Jeg < 0.

Como sera visto adiante na secao 3.4, a amplitude e a fase da evolugao temporal
pelo hamiltoniano integravel dos valores esperados do ntumero de particulas em cada
poco no regime ressonante dependem dos operadores J;. Um esquema ilustrativo desses

operadores é mostrado na figura 3.7.

70 mesmo resultado pode ser obtido pelo teorema de Ehrenfest. Como os operadores N; néo dependem
explicitamente do tempo: % = —i([N;, H)) = —Jeg(T ).

8Se Jog > 0, jji representa o fluxo de particulas que entra no pogo i, vindo do pogo j; se Jog < 0,
J i representa o fluxo de particulas que entram no pogo ¢, vindo do poco j. Neste trabalho, J.g é sempre
negativo, portanto, para simplificar, podemos dizer que J i representa o fluxo de particulas que entram
no poco %, vindo do pocgo j.
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Figura 3.7: Esquema de correntes por sitio no modelo de 3+1 pogos. O sentido das setas representa o
sentido do fluxo para o qual (J ¢j> > 0, considerando Jog < 0.

3.3.2 Operador de corrente circular efetiva ()

Considere-se ainda o seguinte operador’, construido a partir dos operadores de

corrente entre dois sitios (3.10):

3
J = Z jii“ [com a condigao periddica i + 1 =1, se i = 3]
i=1

=j12+j23+j31

—i [a;al +alas + a}ag] — [a{ag +abas + agag] (3.12)

J representa a corrente liquida (ou efetiva) que percorre o modelo no sentido
1 — 3 — 2 (sentido horario, por convengao). Essa corrente é dita “liquida”porque
representa a diferencga entre o fluxo de particulas que circula no sentido 1 — 3 — 2 (j R)
e o fluxo de particulas que circula no sentido 1 — 2 — 3 (j 1), mas também porque mesmo
que, em uma situacio hipotética, (J12) = (Ja3) = 0, se (J31) > 0, entdo (J) > 0. Ou
seja, mesmo que nao haja um fluxo médio de particulas de sentido bem definido entre os
pocos 1 e 2 e entre os pocos 2 e 3, um fluxo médio de particulas de sentido bem definido
entre os pocos 3 e 1 j4 garante que (j ) # 0. Um esquema ilustrativo desse operador de
corrente é mostrado na figura 3.8.

O operador de corrente circular efetiva é uma quantidade conservada do sistema,

9Nas referéncias [45, 47] esse operador é chamado de operador de corrente “global”’ou de corrente
“ 3 »
quiral”.
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Figura 3.8: Esquema de corrente circular efetiva no modelo de 3+1 pogos. O sentido das setas representa
o sentido do fluxo para o qual (J;;) > 0, considerando Jeg < 0.

i‘e'u [Ha j] - [Heff7 j] = 010'

3.4 Analise das dinamicas com corrente

Usando o hamiltoniano efetivo, fomos capazes de obter a seguinte expressao
analitica para o valor esperado do operador de corrente circular efetiva (j ), para um
estado |W), preparado conforme o protocolo descrito pelas expressoes (3.3), para um es-

tado inicial [N, 0,0,0)'":

3

_ gSiHQ (%) [sin (20) + sin (9)} }

(J) = N{2 sin (3¢) [cos (20) — cos («9)}
(3.13)

com ¢ = toJog e 0 =t1p.

Na figura 3.9 sao apresentados os graficos numérico e analitico (pela equagao 3.13)
para (J)/N em funcio de 1/ J. E possivel observar uma boa concordancia da expressao
analitica (3.13) com o resultado numérico, o que mais uma vez justifica o uso do hamil-
toniano efetivo na descricao do modelo no regime ressonante. Os valores dos parametros
N, U, J, ty e t; sao os mesmos dos graficos das figuras 3.3 e 3.4.

Observa-se que a variagao do parametro de quebra de integrabilidade p tem como

efeito uma alteragao na dinamica dos tunelamentos do sistema, causando uma circulagao

10Ver Apéndice A.
1Ver Apéndice B.
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10 e Numérico
Analitico

(N

H1J

Figura 3.9: Comparagao entre resultados numérico (pela diagonalizagdo do hamiltoniano) e analitico
(pela equacao 3.13) para o grafico de (J)/N x p/J. Pardmetros: N =6, U/J = —7, Jtog = 200, Jt; = 1.

direcional de particulas no sentido 1 — 2 — 3 ou no sentido 1 — 3 — 2 quando (J) # 0.

A figura 3.11 apresenta os graficos das dinamicas em cada poco e as evolugoes
temporais dos valores esperados dos operadores de corrente por sitio e do operador de
corrente circular efetiva para alguns valores de p/J do grafico da figura 3.9. Nota-se que,
como ja esperado, o operador de corrente circular efetiva é uma quantidade conservada do
sistema. Além disso, fica claro que os operadores de corrente por sitio estao relacionados

aos operadores de niimero de particulas em cada poco por uma derivada temporal, i.e.,

4
dt

(N;(t)) = —Jeg(Ji(t)), como também seria esperado, ji que os operadores de corrente
por sitio foram definidos pela equacao de Heisenberg. Em particular, os maximos e
minimos dos graficos das dinamicas em cada poco estao associados a pontos em que as
evolugoes temporais dos valores esperados dos operadores de corrente por sitio sao iguais a
zero. Percebe-se ainda que existe uma certa correlacao entre o valor esperado do operador
de corrente circular efetiva e o sentido de circulagao, i.e., quando <j ) > 0, as particulas
circulam no sentido 1 — 3 — 2, quando (j ) < 0, as particulas circulam no sentido
1—=2=3

Os gréficos na linha “f”da figura 3.11 mostram, porém, que a correlacao entre o
sentido de circulagao e a condicio (J) # 0 nao é perfeita. Embora, nesse caso, (J) seja
maior do que zero, o valor esperado do niimero de particulas permanece aproximadamente
constante em cada poco. Isso ocorre porque, para esse parametro de quebra, os valores
esperados dos operadores de corrente entre dois sitios (J31), (J23) € (JT12) sdo todos

constantes, positivos e aproximadamente iguais (ver figura 3.10), o que equivale a dizer

que o fluxo médio de particulas que entra é aproximadamente igual ao fluxo médio de
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particulas que sai de cada poco, ou seja, %(Nl(t)) ~ 0, Vi. Como se pode perceber,
mesmo nesse caso hd um fluxo de sentido bem definido de particulas, entretanto, como
os fluxos entre os pocos sao iguais e de mesmo sentido, o valor esperado do ntimero de
particulas em cada poco nao reflete o comportamento dos fluxos.

100

075

0.50

0.25

g 0.00

0B — (J2)
~0.50 {J23)
—0.75 5

——= {Ja)
-1.00 ; . . .

o 200 400 E00 BOO 1000
Jt

Figura 3.10: Gréfico da evolugao temporal dos valores esperados dos operadores de corrente J 12, Jos e
J 31 para o caso da linha “f’da figura 3.11.

Os graficos nas linhas “c’e “e”da figura 3.11 sao os mesmos ja apresentados no
canto superior direito das figuras 3.4 e 3.3, respectivamente. Sao reproduzidos aqui para
que se note a consisténcia da circulacao de particulas no sentido 1 — 3 — 2 e no sentido
1 — 2 — 3 com as condicdes (J) > 0 e (J) < 0. Esses grificos nio correspondem a
maximos ou minimos do valor esperado do operador de corrente circular efetiva, porém.
Um exemplo de maximo é mostrado nos graficos da linha “d”. Os graficos da linha
“b”ilustram o comportamento do sistema com parametro de quebra p = 0.

Com o uso do hamiltoniano efetivo também fomos capazes de encontrar expressoes
analiticas para as dinamicas dos valores esperados dos numeros de particulas em cada
poco para um estado |¥) preparado conforme o protocolo descrito pelas expressoes (3.3),

a partir de um estado inicial | N, 0,0, 0):

(21, (1)) = (Dg)o + A — g cos (3¢ — i) , (3.14)

com 7, = Ny /N, (0;)o sendo o valor esperado do nimero de particulas normalizado no
poco k no tempo ¢t = 0 (comego da evolugao temporal integravel apds o preparo do estado
|¥)), com k=1, 2, 3; e p = tJeg. A dependéncia temporal estd apenas no angulo ¢. Os
termos «y, e fr dependem dos respectivos valores esperados dos operadores de corrente

por sitio no tempo ¢t = 0, (J,)o, € dos termos Aj. Estes tltimos dependem dos (7)o e

dos valores esperados de alguns operadores de tunelamento no tempo ¢t = 0. Os valores
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1000

1000

1000

Figura 3.11: Graficos de dinamicas e de (j i)/IN x Jt para alguns valores do parametro de quebra de
integrabilidade p do gréfico da figura 3.9. As dindmicas sdo mostradas nos gréficos da coluna da esquerda
e os graficos de (j i)/N x Jt correspondentes sdo mostrados na coluna da direita. As linhas tracejadas
pretas (nos tempos t,,1, tm2 € tms, da esquerda para a direita) indicam pontos de maximos e minimos

nas dindmicas. Em “b”, p/J = 0, Jt;m1 = 238 e Jtpma = 679; em

(Ao}

ce e

Ko

L p)J =1.235e p/J = 3.33,

respectivamente, com Jt,,1 = T, Jtyma = 2T/3 e Jtpms = T; em “d”, p/J = 1428, Jt,1 ~ 279,
Ttz 2~ B85 € Jtms ~ 926; em “f*, u/J = 5.425. Parametros: N = 6, U/J = —7, Jto = 200, Jt, = 1.
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esperados dos operadores no tempo ¢t = 0 dependem em geral dos parametros tg, t; e/ou

02,

Na figura 3.12 sdo apresentados os gréaficos numéricos e analiticos (pela equagao
3.14) para (ny(t)), (ns(t)) e (ns(t)), a partir de um estado inicial |N,0,0,0), com u/J =
1.235. Observa-se uma boa concordancia da expressao analitica (3.14) com o resultado

numérico.

—— Analitico
® Numérico
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Figura 3.12: Comparagao entre resultados numéricos (pela diagonalizacdo do hamiltoniano) e analiticos
(pela expressao analitica (3.14)) para a evolugao temporal de (N;)/N (grafico de cima), (Ny)/N (grafico
do centro) e (N3)/N (grafico de baixo), a partir de um estado inicial |N,0,0,0). Parametros: N = 6,
U/J= -7, Jty =200, Jt; =1, p/J = 1.235.

Da expressao 3.14, nota-se que o parametro de quebra de integrabilidade p introduz
fases (5 na evolucao temporal integravel dos valores esperados dos niimeros de particulas
em cada poco k e as fases relativas 3 — By e 5o — [ diferentes de zero correspondem ao
efeito de geracao de corrente entre os pocos 1, 2 e 3. Essa corrente decorre do fato do
modelo de 3+1 pogos integravel poder ser representado por um hamiltoniano efetivo que
apresenta apenas termos de tunelamento entre os pocos 1, 2 e 3 no regime ressonante, ou
seja, pode-se dizer que, de forma aproximada, a equagao da continuidade é obedecida em

um circuito fechado composto por esses trés pogos.

12Essas expressoes sdo um pouco complicadas. Por essa razdo, para maiores detalhes sobre cada um
dos termos mostrados na equagao (3.14), ver o Apéndice B.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho foi investigada a geracao de corrente no modelo integravel de 3+1
pocos. Para esse fim, inicialmente, no capitulo 2 foi feita uma revisao desse modelo, em
que se apresentou o hamiltoniano geral e o hamiltoniano efetivo, as cargas conservadas e
os diferentes regimes com as respectivas dinamicas. Destacou-se o regime ressonante, que,
para um estado inicial de Fock | Ny, Ny, N3, N,), corresponde ao uso de parametros que
obedecem a condigao |U(N —2N,)/J| > 1. Nesse regime, mostrou-se que o hamiltoniano
efetivo representa adequadamente as dinamicas do modelo.

No capitulo 3, que se constitui em uma contribuicao original, efetivamente mostrou-
se como ¢é possivel gerar corrente, por meio de protocolo que insere um termo de quebra
de integrabilidade no hamiltoniano, relacionado a aplicacao de um campo externo que
gera um parametro de quebra p, de modo a preparar um estado em que o sistema passa a
apresentar circulagao de bdsons entre os pocos 1, 2 e 3, em um sentido bem determinado
(horario ou anti-horédrio). Discutiu-se um protocolo numérico para identificar o valor do
parametro p capaz de gerar a dinamica de interesse. Em seguida, conduziu-se uma analise
pelos operadores de corrente definidos a partir do hamiltoniano efetivo. Mostrou-se que as
dinamicas obtidas sao condizentes com a descri¢cao do sistema com o uso desses operadores
de corrente e que a equacao da continuidade é obedecida no regime ressonante para os
pocos 1, 2 e 3. Obtiveram-se expressoes analiticas para o valor esperado do nimero de
particulas nos pocos 1, 2 e 3, e para o operador de corrente circular efetiva, que foram
deduzidas a partir do hamiltoniano efetivo. Mostrou-se que essas expressoes analiticas
concordam muito bem com os resultados numéricos.

Conclui-se que a insercao do termo de quebra de integrabilidade proposto tem, em
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geral, o efeito de causar essa circulacao de bdsons entre os pocos 1, 2 e 3, associada a
condigiio (J) # 0, com o surgimento de uma fase relativa entre as dinamicas dos valores
esperados de numeros de particulas em cada poco (Nk) que depende, por sua vez, do
respectivo valor esperado do operador de corrente por sitio (jk)

Este trabalho se tratou essencialmente de um estudo do modelo integravel de 341
pocos e da possibilidade de gerar corrente. Acredita-se que o objetivo foi alcancado.
Agora que foi verificada a geracao de corrente, tem-se a perspectiva futura de investi-
gar aplicagoes, examinar a implementagao experimental com o uso de atomos dipolares
ultrafrios (ver, p. ex., [48, 49]) e estabelecer parametros otimizados.

No decorrer deste trabalho ja foram ponderadas algumas dessas aplicagoes. Entre
as quais, destacamos a possibilidade de usar o modelo integravel de 341 pocgos para
implementar um dispositivo de comutagao rotacional (rotational switching device), em que
a corrente que entra em um dos pogos, por exemplo, no poco 1, pode ser conduzida ao pogo
2 ou ao poco 3, de acordo com o controle propiciado por uma quebra de integrabilidade
adequada. Um dispositivo semelhante foi sugerido, p. ex., em [50]. Também é interessante
mencionar que ha exemplos na literatura, na area de nanotecnologia, do uso de rotacao
unidirecional de moléculas (no sentido horério ou anti-horario), para a implementagao de
maquinas artificiais moleculares, como, p. ex., um “motor”molecular [51, 52]. Dado que
a geometria do sistema de 3+1 pocgos é equivalente a geometria trigonal plana de algumas
moléculas, esse sistema pode ser 1til na simulagao de dinamicas moleculares.

Uma outra questao interessante, que pode ser tratada em momento posterior, diz
respeito a investigacao do caos quantico no modelo de 34+1 pocos com a adi¢ao de termo
de quebra de integrabilidade, para valores dos parametros de tunelamento e interagao que

mantenham esse sistema fora do regime ressonante, especialmente na regiao do grafico da

figura 2.3 em que 0 < [UN/J| < 1.1

1Para o modelo de 2+1 pocos, mostrou-se que, mesmo em regides do espectro de energias em que se
observa comportamento cadtico introduzido por quebra de integrabilidade, o sistema ainda exibe tragos
de nao-caoticidade que podem ser observados na distribui¢ao dos autoestados [36]. Deixou-se em aberto
a possibilidade de que sistemas de mais pocos, como é o caso do modelo de 341 pocgos, possam exibir
comportamento completamente cadtico.
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Apeéendice A
Operadores de corrente

Neste apéndice serda mostrado como se podem definir os operadores de corrente a
partir do hamiltoniano efetivo (2.2) e demonstrado que, pela equacao de Heisenberg, se
segue necessariamente que a equacao da continuidade é obedecida para os pocos 1, 2 e 3
quando o sistema esta no regime ressonante (subsecao A.1). Em seguida, na subsegao A.2,
serao apresentados os resultados e operadores de correntes que sao obtidos quando calculos
semelhantes sao feitos com o uso do hamiltoniano geral integravel (2.1). Finalmente, na
subsecao A.3 serda mostrado que a descricao do sistema pelos operadores de corrente com
o uso do hamiltoniano efetivo podem ser consideradas aproximadamente equivalentes a
descricao pelos operadores de corrente com o uso do hamiltoniano geral integravel quando

o sistema esta no regime ressonante.

A.1 Pelo hamiltoniano efetivo (2.2)

Os operadores de corrente por sitio sao definidos a partir da equagao de Heisenberg,

que sera novamente reproduzida aqui:

ANy o e
—= =4[H N 3.7
A, N (3.7
Para o hamiltoniano efetivo:
Heg = Jog (Tm + Ths + T13> (A1)

com os operadores de tunelamento dados por:



39

o ata At
Tij = a;a; + a;a;

obtém-se as seguintes expressoes, usando (3.7), para os pogos 1, 2 e 3:

ANy . .
d_tl - Z[Heﬁ7 Nl]
ANy, - -
d_t2 = Z[Heffa Nz]
ANy . .
— —i[H.g, N.
g = [Her N3]

Lembrando que os operadores de nimero de bdésons em cada pogo sao escritos a

partir dos operadores de criagao e aniquilacao de bdsons (Nk = dL&k).

Para calcular os comutadores acima, pode-se usar as propriedades:

(A, B] = [A, aB] = o[A, B] (A.2)
[A+ B,C)=[A,C]+ B, (] (A.3)
[A, B+ C]=[A, B+ [A,C] (A.4)
[AB,C] = A[B,C] +[A,C)|B (A.5)
[A, BC] = B[A,C] +[A, BIC (A.6)

[A, B] = —[B, A] (A7)

em conjuncao com os seguintes resultados para os comutadores dos operadores de criacao

e aniquilacao de bdsons:

[a;, af] = 6 (A.8)
la:, a;] = [al,al] =0, Vi,j (A.9)
Por exemplo, para o poco 1:
AN, St S L
d_tl = ZJeff <[T12, CZJ{&l] + [ng, a1a1] + [Tlg, CLIGJ) (AlO)

Calculando cada comutador separadamente:
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(T2, dla] = [a

T (A.11)

L [Ths,alay] = alay — alas (A.12)
[Ths,ala ] =0 [por (A.8) e (A.9)] (A.13)

Substituindo (A.11), (A.12), (A.13) em (A.10):
a5,

dt

— i [a{(aQ +ag) — (@b + a;)al} (A.14)

De modo semelhante é possivel mostrar, para os pocos 2 e 3, que:

dN. N S ot
d_t2 = —iJeg [ag(ag +ay) — (ag + a{)ag} (A.15)
dN. N SO bt
d_tg = —iJeg [ag(al + ag) — (ai + ag)ag} (A.16)

Esses resultados motivam as defini¢coes das correntes que foram adotadas no pre-
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sente trabalho:

s odef . [At /A ~ ~ Aty ]
T i |al(ag + as) — (al + ad)ay (A.17)
T i al(as + a1) — (al + al)as (A.18)
5 def . [ At/ 4 ~ ~ Aty A
I ak(ay + ag) — (al + al)as (A.19)

E das definigdes (A.17), (A.18), (A.19) decorre imediatamente que a equagao da

continuidade é obedecida entre os pocos 1, 2 e 3 no regime ressonante:

~

dN; N dN, N dNj
dt dt dt

:—Jeﬂ(j1+j2+j3) =0

A.2 Pelo hamiltoniano geral integravel (2.1)

Por célculos semelhantes aos efetuados em A.1, mas usando o hamiltoniano (2.1),

é possivel mostrar que

dd_fl AL R = %j (A.20)
dd_ff? il 8) = (A.21)
dd—]\} — i[H, N3] = %j&; (A.22)
dd—]z‘* = i[H, N, = —% <j14 + T+ j34> (A.23)

em que os operadores J;4, com ¢ = 1,2, 3, sao definidos de forma equivalente aos opera-
dores de corrente entre dois sitios [J;; usando o hamiltoniano efetivo, mas generalizados
. . . 5 def . [ 14 At oA
de modo a incluir o poco 4, ou seja, Jiq = 7 (a;a4 — aya; ).
Essas expressoes sao mais gerais e descrevem o comportamento do modelo de 3+1
pocos integravel em qualquer regime. Segue-se imediatamente dessas expressoes que a

equacao da continuidade é obedecida para os pocos 1, 2, 3 e 4, i.e.,

~

dN; N dN, N dNj N dN,
dt dt dt dt

=0.
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A.3 Comparacao entre as descricoes pelo hamiltoni-
ano efetivo e pelo hamiltoniano geral integravel

Afirmamos que o hamiltoniano efetivo representa adequadamente (de forma apro-
ximada) as dinamicas do hamiltoniano geral integravel no regime ressonante. O que
queremos dizer com isso é que a descricao matematica das dinamicas do modelo pelo ha-
miltoniano efetivo deve ser aproximadamente igual a descricao matematica das dinamicas
do modelo pelo hamiltoniano geral integravel no regime ressonante. Se isso for verdade,

entao, no regime ressonante, devemos ter

L = )~ — Tl ) (A.24)

) () a7 (A.25)
d<£3> _ % (Fan) ~ —Jugl Fs) (A.26)
d<£4> _ % ((F1a) + (T} + (T ) =0 (A.27)

conforme equagoes (A.14), (A.15), (A.16), (A.20), (A.21), (A.22) e (A.23).

Embora nao seja simples mostrar analiticamente que as equagdes (A.24), (A.25),
(A.26) e (A.27) estao corretas, podemos verificd-las numericamente. Fizemos isso para
todos os parametros e condigoes iniciais usados neste trabalho. Em todos os casos, veri-
ficamos boa concordancia dessas equagoes. Um exemplo é mostrado no painel da figura
Al

Com o que foi exposto e em vista da consistente boa concordancia entre expressoes
analiticas obtidas com o uso do hamiltoniano efetivo e por métodos numéricos (p. ex.,
equagoes (3.13) e (3.14), figuras 3.9 e 3.12), bem como em vista da boa concordancia ob-
tida entre as dinamicas pela diagonalizagdo do hamiltoniano geral integravel (2.1) e pela
diagonalizagao do hamiltoniano efetivo (2.2) (p. ex., figuras 2.4 e 2.5), parece razoavel su-
por que, no regime ressonante, o modelo é de fato bem descrito pelo hamiltoniano efetivo.
Nesse caso, segue-se que, no regime ressonante, os operadores de correntes definidos pelo
hamiltoniano efetivo descrevem adequadamente o comportamento do modelo e a equacao

da continuidade é aproximadamente obedecida para os pogos 1, 2 e 3 nesse regime.
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Figura A.1: Gréficos de d(é\t’n X t no regime ressonante - Comparacao entre expressoes obtidas pelo ha-
miltoniano (2.1) (linhas pontilhadas azuis) e pelo hamiltoniano efetivo (2.2) (linhas sélidas pretas). Esses
graficos verificam as expressoes (A.24), (A.25), (A.26) e (A.27), mostrando que a descri¢do do modelo de
3+1 pogos no regime ressonante pelo hamiltoniano efetivo (2.2) é aproximadamente equivalente & des-
crigao do modelo pelo hamiltoniano geral integrével (2.1). Decorre disso que a equagao da continuidade
é obedecida entre os pogos 1, 2 e 3 no regime ressonante. Esses gréaficos sao calculados numericamente
pela diagonalizacdo do hamiltoniano geral integrével (2.1), para um estado |¥) preparado conforme o
protocolo (3.3). Parametros: N =6, U/J = =7, u/J = 3.33, Jty = 200, Jt; = 1.
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Apendice B
Expressoes analiticas

Neste apéndice sera mostrado como algumas expressoes analiticas podem ser obti-
das a partir do hamiltoniano efetivo (2.2).

Ap6s estabelecidas algumas definiges (subsegao B.1), relagoes e identidades tteis
(subsecao B.2), na subsegao B.3 serd deduzida a expressao analitica para o valor esperado
do operador de corrente circular efetiva (3.13) e na subsegao B.4 serdo mostrados maiores
detalhes sobre a expressao analitica para os valores esperados dos ntimeros de particulas
em cada pogo (3.14). Essas expressoes analiticas foram apresentadas na se¢ao (3.4), para
um estado |¥) preparado pelo protocolo (3.3), a partir de um estado inicial de Fock do
tipo |V, 0,0,0). Pela expressao obtida se pode verificar analiticamente que o periodo da
dindmica do modelo de 3+1 pogos no regime ressonante é dado pela expressao (3.4) apés a
quebra de integrabilidade!. Na subsecdo B.5 serd mostrada uma expressao analitica para
a dinamica a partir de um estado inicial de Fock no regime ressonante, como mostrado

na ultima linha dos paineis nas figuras 2.4 e 2.5.

1E interessante observar que a quebra da integrabilidade também foi discutida em outros cendarios
fisicos (ver, por exemplo, [53, 54, 55]).
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B.1 Definicoes

Considerem-se os seguintes operadores:

T = (alay + alay) + (abas + alas) + (alay + alas) (B.1)
U=e T (B.2)
]A) — e*i@(NQ*Nl)efid)T (B?))

com ¢ = tdog, @ = toJeg € 0 =t
Note-se que, pelo protocolo (3.3), os operadores Z;{ e 1:) definidos acima estao asso-

ciados ao operador de evolucao temporal (2.7) do seguinte modo:

~

U ~Ult,0)

~

1} ~ Z/A[(tlv M)LA{(tOJ O)

Considerando t; < %y, e que, no regime ressonante, para um estado inicial
|N,0,0,0), o hamiltoniano (2.1) é aproximadamente representado pelo hamiltoniano efe-

tivo:

J2

Hog = JogT, com Jog = ———————.
= Jelt S, SOl = 00 (N — 1)

Também vamos definir, por conveniéncia, o seguinte operador:

~

Ay = (a; + a;)/2, (B.4)

comi,j=1,2,3ei#j.

B.2 Relacgoes e identidades

Sejam dois operadores A e B:

[B,[B, A]] + %[B, [B,[B,A]] + ... (B.5)
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Aqui, definiu-se Adz(A) = [B, A], de modo que Ad%(fl) = Adgo---0Adg(A).

N

—~
n vezes

Esse resultado nao sera demonstrado aqui, mas pode-se justificad-lo do seguinte modo.
Seja:
H(\) = B AeB

com A sendo um parametro escalar. Pode-se expandir H(\) em uma série de Taylor em

torno de 0, de modo que

. < )
HN) =) il k!(o) AR (B.6)

B

Uma vez que os operadores B e e*? comutam entre si, tem-se:

29(0) = A
HD(0) = B Ae™P — AP ABe ™| = BA— AB = [B, A
A=0
H(Q)(O) ABBBAeE — ABBABe B — MBBABe M + B ABBe B

Substituindo em (B.6) e fazendo A = 1, obtém-se (B.5).

Tem-se ainda que:

E de modo semelhante:

[T,al] = al + al = 24,
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Logo:
T,4]] = 241, (B.7)

para 7, k,l =1,2,3, com j # k # .

Outro comutador de interesse é o seguinte:

ﬁ
=
s
N —+
w

g
I

N =N =

I

>
= —t
+
0N
[N
w

E de modo semelhante:

[Ta /112] = dg + AJ{2
(T, Als] = al + Al
Logo:
T, Al) =& + Al (B.8)

para j, k,l =1,2,3, com j # k # .
Usando (B.7) e (B.8), pode-se entao verificar? que
Adl(a]) = h(n)af + h(n +1)Al, (B.9)
com

B z B o=(=1)™)/2 1 (—1)"

h(n) 3 3 + 5

Finalmente, pode-se ainda verificar que

+oo /.
()" Lo 2 i
2 h(n) = 3¢ + 3¢ = f(u) (B.10)
“+00 .
(iu)" 2 i 2
2. h(n+1)= 3¢ T3¢ = g(u) (B.11)

Estamos prontos para estabelecer as relagoes mais importantes. Pelas equacoes

2 relativamente facil mostrar isso por inducdo. Nao farei isso aqui por economia de tempo e espaco.
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(B.5), (B.9), (B.10) e (B.11), com B=iule A= &;r, tem-se, para [,j,k = 1,2,3, com
L#j # K, que:

SR () ST (1) R e (N it
e"Tale —;)TAdT(al) = 2 h(n)a, +n:0 p h(n+1)Al,
S e’”TaIe_i“T = f(u)a] + g(u)/i;k (B.12)

Aplicando o conjugado hermitiano nas equagoes (B.12), tem-se também:

~

e Tl = fr(w)a + g" (w)Ajp (B.13)

De (B.5), com B = ifl(Ny — Ny) ¢ A = al, segue-se que:

PP e e 0)? . - - -
ezG(szNl)dJ{esz(szNl) _ CL + Z@[(NQ N1> CALH + (12') [(N2 . N1>, [(N2 . Nl),CALJH] 4.
—i0)? '

_at—igal 4+ ¢ ;) il —

+oo .

_ 0 n
_ ( 1|) al
n:
n=0

g eio(NQ*Nl)dTe*w(NQ*Nl) _ it

f al (B.14)

E, de modo semelhante:

iO(Ng—Nl)& —if(Na—Ny)

ew(NQ*Nl)d; —i0(N>=In) ag (B.15)
e fe

= al (B.16)

B.3 Valor esperado do operador de corrente circular
efetiva para estado |V)

Como [ﬁ, j] =0, (j) nao depende do tempo e podemos calculd-lo apenas no
estado inicial, |[¥) = V|N,0,0,0) (ou seja, estamos calculando o valor esperado desse

operador no tempo t = 0, logo apds o preparo do estado |¥)). Assim:
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(F) = (N.0,0,0|V'(Tr — JL)V|N.0,0,0) (B.17)
com Jp =i (a;al +alas + aie@) e Jn=—Jh.
Vamos calcular termo a termo. Usando (B.12), (B.13), (B.14), (B.15) e (B.16)3:
(N,0,0,0| Viala, V' |N,0,0,0) = i (N,0,0,0] T e? N2l g, o=#8(N2=N) o=idT | N7 () 0, 0)
=i (N, 0,0,0] ¢Talae T |N,0,0,0)

= 5 (¢)g(o)N (B.18)

Seguindo procedimento semelhante, encontramos:

,l'e—ZzG
2

;10
T lo(@)PN (B.20)

(N,0,0,0| Viala,V |N,0,0,0) = f(9)g*(#)N (B.19)

(N,0,0,0| VtialasV|N,0,0,0) =

Pelos conjugados hermitianos de (B.18), (B.19) e (B.20), obtém-se que

) it je—2i0 ie'
(J) = ( 3 T OOIN + == (@) (0N + = ‘g<¢)|2N)
it je— 2 ie' !
+( CFOON + g N + rg<¢>|2N)
- % (e (9)g(0) — e " £(0)g*(9))
+ (e 10057 (6) ~ T (0)9(0))
- o) s (B2

Com os valores esperados dos operadores de corrente entre dois sitios calculados

t
J

3Aqui também se estd usando o seguinte artificio: ePalare P = eBd;e_BeB&ke_B.
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no tempo t=0:

(Fado= 5 (€ (8)9(6) — ¢ “F(0)g" (9)) (3.22)
(T b0 = 50 (e F(8)g"(6) — 2" (0)9(0) (.23)
(Janbo =~ la(é)sind (B.24)

A partir dessas equacoes é apenas um exercicio de algebra e trigonometria mostrar

que (B.21) equivale a

3

- (4) i m])|

(j) = N{g sin (3¢) [COS (20) — cos (0)}
(3.13)

B.4 Dinamica dos valores esperados dos niimeros de
particulas em cada pogo para estado |V)

Os procedimentos para se obter as expressoes analiticas para a dinamica dos
valores esperados dos numeros de particulas em cada pocgo, a partir de um estado
) = )% |N,0,0,0), sao semelhantes aos que foram realizados para o operador de cor-
rente circular efetiva.

No entanto, os calculos aqui sao bem mais longos e tediosos porque ha um operador
de evolucao temporal a mais que se precisa levar em consideracao. A expressao geral de

que se parte ¢ a seguinte:

(N, (1)) = (N,0,0,0| VUala UV |N,0,0,0)

— <N, 0’ O, O| eid)TeiB(Nngl)eiapTdZ;dkefi@TGfiG(Nngl)efzd)’f |N, 07 0’ 0>
A partir disso, considerando (N, (t))/N = (f,(t)), obtemos o seguinte resultado:

(A (1) = (fig)o + 24, sin? <37“’> _ 3iN<jk>osm3¢, (B.25)

Aqui:
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° <jk>0 sao os valores esperados dos operadores de corrente por sitio no tempo t = 0
(imediatamente ap6s o preparo do estado |¥)) que podem ser construidos a partir
dos resultados ja obtidos para os operadores de corrente entre dois sitios (B.22),

(B.23) e (B.24);

e (N,)o sao os valores esperados dos operadores de nimeros de particulas normaliza-

dos, para os pocos k = 1,2, 3, no tempo t = 0, tais que:

@1)0 = |f¢>|2

) ) 1
(f1p)0 = (N3)0 = Z|g¢|2

e A, é construido a partir dos (7)o e dos valores esperados dos operadores de tune-
.I.

lamento 72 = [&i a; + d}&i], no tempo t = 0:

\)

) 1. 1
A= 3 (13000 + T — 5T+ ).

Ne

para i,j,k =1,2,3 e i # j # k, com:

(Tiz)o = g (f¢g;;e%9 + f;g(be_?"e)
(Tis)o = g (fogse® + frgse7")
<7A53>0 = 2N (ng)q cos b

Fazendo A;, = ay, cos 3, e ﬁ(jk)o = qy sin By e substituindo em (B.25), mostra-se
que:

(2, (1)) = (B0 + A — g cos (3p — Br) , (3.14)

com

1 .
ap = \/A% + Wﬁﬁ)%

= (20
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Mostra-se entao facilmente que o periodo das dinamicas é

27

= B.26
3| Jes| ( )

que é o mesmo periodo para as dinamicas no regime ressonante para um estado de Fock,
conforme serd mostrado no apéndice B.5. Apenas as fases relativas entre as dinamicas e
as amplitudes sao alteradas.

Note-se que o protocolo numérico para obtencao do parametro de quebra p depende
da expressao para o periodo das dinamicas e que essa expressao foi obtida porque o modelo

de 341 pogos é integravel.

B.5 Dinamicas no regime ressonante para estado de

Fock

Vamos considerar um estado de Fock inicial | Ny, Ny, N3, Ny) e calcular a evolugao
temporal a partir desse estado no regime ressonante (sem preparo do estado |¥)). Para

um poco [ (com [, 5,k =1,2,3 el # j # k), tem-se:

~

(N,(t)) = (N1, Na, N3, Ny €iﬁNl€_wT | N1, No, N3, Ny)

= <N1, NQ, Ng, N4| Si@szrale_i@T |N17 N27 N37 N4>
| o
= <N17N27 N37 N4| |:f(g0)a‘g + Qg(gp)(a’; + G/L):| X

SO A
X |:f*(§0)a/l+§g (gp)(aj+ak):| |N17N27N37N4>
<Nl<t>> = |f(g0>|2 <N17N27N37N4’ d;dl |N17N27N37N4>
1 s
+ 719()* (Ny, No, N3, Na| @ty [Ny, Na, Ny, Na)

1 At
+ Zlg(@)P <N17 N27N37 N4| CLLCL]{; ’Nh N27N37 N4> (B27)
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A partir das equagoes (B.10) e (B.11), pode-se mostrar que:

=1 st (%) (829
l9()* = ?sirf (3;) (B.29)

Substituindo (B.28) e (B.29) em (B.27), chegamos no seguinte resultado (lem-
brando que [, j,k =1,2,3 el # j # k):

(N,(t)) = N, [1 — gsin2 (%)} + N; {g sin’ (3790)} + Ny {gsnﬂ <37“0>} (B.30)

Essa ¢ a expressao analitica para as dinamicas no regime ressonante mostradas
na tltima linha dos paineis nas figuras 2.4 e 2.5. Agora, como ¢ = tJg e sin®(3p/2) =

(1 — cos(3¢p))/2, segue-se que, nesse caso, o periodo também é dado por

27

= B.31
3| Jes| ( )
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Apéndice C
Quantidades conservadas

Este apéndice apresenta discussoes complementares sobre as quantidades conser-
vadas do modelo de 341 pocos e ¢ dividido da seguinte forma. Na subsegao C.1 sera
mostrado como sao obtidas as quantidades conservadas Ql e QQ que foram apresentadas
na secao 2.2. Em seguida, na subsecao C.2, serd demonstrado que o operador de corrente
circular efetiva (3.12) é uma quantidade conservada do modelo de 3+1 pogos. Finalmente,
na subsecao C.3, sera mostrado que existe uma forma mais geral de descrever as quanti-
dades conservadas do modelo de 3+1 pogos e que tanto o operador de corrente circular
efetiva J quanto as quantidades conservadas Ql e Q2 podem ser obtidas por uma escolha
adequada de parametros, por transformagoes no grupo SU(2), em termos de operadores

generalizados de criagao e aniquilacao.

C.1 Operadores Q; e Q-

As quantidades conservadas do modelo de 341 pogos foram apresentadas em [41],
seguindo método descrito em [31]. Vamos mostrar de forma resumida como isso foi feito,
usando notacao e nomenclaturas semelhantes as do artigo [31].

Sejam os operadores bosonicos de aniquilacao ay, as, a3 que atuam nos pocos do
subespago A (pogos 1,2 e3) ea; = as = az = 1/\/§ as constantes de normalizacao do

modelo de 3+1 pocos com tunelamento isotropico, definimos os seguintes vetores:

o = (04170427043) (17171>

_ b
V3

a = (dh dQ; d3)
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Sejam agora os vetores py = (f11, {12, f13) € M2 = (fho1, fio, f123), Oortogonais ao

vetor a e ortonormais entre si, ou seja:

com (...) sendo o produto escalar e d;; o delta de Kroenecker.
Entao, os operadores I e fg, que definem o pseudovacuo do método de espalha-

mento quantico inverso estendido, sao definidos por:

Iy = (1, a) (C.2)
Iy = (2, a) (C.3)

Para encontrar os operadores I'y e I'y, precisamos primeiro encontrar os vetores puq

e po. Esses vetores nao sao unicos. Seja, por exemplo, o vetor

1

H1 = E(L_lao)v (04)

ja normalizado, que é claramente ortogonal ao vetor c. Um vetor ps ortogonal a «
e ortogonal a p; pode ser determinado pelo produto vetorial entre a e pq, também

normalizado:

1
Ho = O X (41 = %(1, ]_, —2) (C5)

Substituindo entao (C.4) e (C.5) em (C.2) e (C.3), obtemos

A ap; —a
I'i=(p1,a) = 1\/§ - (C.6)
- ay + az — 2a

Py = (p2,a) = % (C.7)

Os operadores I'q, I's, FI e F; sao como operadores de aniquilacao e criagao genera-
lizados, obedecendo a mesma algebra que os operadores de criagao e aniquilagao de bdsons

usuais. Entao, as quantidades conservadas )1 e (02 sao generalizagoes dos operadores de
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nimeros de particulas, tais que

N 1/~ ~ i i
Q= Fif‘l =3 (N1 + Ny — aJ{ag — a£a1> (C.8)
N o 11 -~ A N
Q, =TII =5 {Nl + Ny + 4N;5 + (alay 4 abay)
(C.9)

usando (C.6) e (C.7).

C.2 Operador de corrente circular efetiva j

(O resultado apresentado nesta subsegao pode ser obtido de modo mais simples,

conforme subsecao C.3 deste apéndice).!

Reproduziremos aqui a expressao para o operador de corrente circular efetiva, por

conveniéncia:

J = i[aga1+-a;a34—a{d2]-—i[&{a34—a§a14-a§a2] (3.12)
Usando as expressoes (C.6) e (C.7) é possivel reescrever (3.12) em termos dos

operadores I'y e I's, com um pouco de dlgebra, da seguinte forma:

g =i (F{ba— i) (C.10)
Mostraremos agora que J também é uma quantidade conservada do modelo de
3+1 pocos. Para isso, precisamos calcular o comutador [[:I T ].

Definimos o operador

Gy + @y + as
V3

para que possamos reescrever o hamiltoniano (2.1) de um modo mais compacto:

A=

H=U(N, + Ny + Ny — N)2 — J (Am + Aa;) . (C.11)

! Ainda assim, optei por manter esta subsecio porque foi concluida antes dos desenvolvimentos que
levaram a subsegao C.3.
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Para simplificar a algebra a seguir, apresentamos ainda os seguintes resultados,

sem demonstrar:

[fl,AT] = [fg,AT] - O
[(Nl + NQ + Ng - N4),f§] - f‘;f

[(Nl + NQ + Ng — N4),f‘j] = —f]‘, paraj = 1, 2. (012)
Temos entao:

Usando as propriedades (A.2) a (A.9), as expressoes (C.10), (C.11) e os resultados

(C.12), calculamos agora cada comutador separadamente:

U[(Ny + Ny + N5 — Ny)2, J] = Ui(Ny + Ny + Ny — N)[(Ny + Ny 4+ N3y — N,), Ty — T30y

+ Ui[(Ny + Ny + Ny — Ny), TIDy — TIT (N, + N + N3 — Ny)
Mas,

[(Ny + Ny + N3 — Ny), TiTs] =T [(Ny + Ny + Ny — Ny), Ty

+ [(Nl + NQ + Ng — N4), f‘—{]f‘Q = O
Como fog = fol t. decorre disso que
1 2

[(Nl + NQ + Ng - N4), f;fl] - O

Logo,
S U[(Ny + Ny + Ny — Ny)2, T = 0. (C.14)

Continuando:

—J[Atay, J) = —J Al d] — J[AT, T
= —Ji[AT, TiT,)ay + Ji[AT, f;f“l]au
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Mas,
— Ji[A!, DIy ay = — JiDL AL ESTa, — JZMFQCLS
=0
De modo semelhante, Ji[ A, I:Efl]fu = 0. Logo:
—J[ATay, J] = 0. (C.15)

E, finalmente, como Afa, = (Aa})" (lembrando que ay e A comutam), de (C.15)
decorre:

- —J[Aa}, Jag = 0. (C.16)

e (C.14), (C.15) e (C.16), conclui-se, por (C.13), que:
[H,J]=0.

Portanto, J é uma quantidade conservada do modelo de 3+1 pocos.

C.3 Uma nota final sobre as quantidades conservadas

e (C.8), (C.9) e (C.10) é facil perceber que J pode ser escrito em termos das

quantidades conservadas ()1 e (Q:

J =i (fm - f;iy) = 01+ Oy — (DT — D)D) + i) (C.17)
Seria possivel objetar entao que o modelo de 34+1 pogos nao ¢é integravel, mas seria
talvez superintegravel, porque além das quantidades conservadas Ql e Qg ha uma terceira
quantidade conservada J que nao é uma simples combinacao linear de Ql e QQ.
No entanto, note-se que qualquer combinacao linear de I el pode ser usada
para gerar quantidades conservadas do modelo de 3+1 pogos, por construgao.

De forma mais geral, sejam os operadores A; e Ay, definidos por



29

A1 u —v Fl
A2 v* u* FQ
em que u,v € C e |u|?> + |v|> = 1. Entao, as cargas conservadas mais gerais possiveis do

modelo de 3+1 pogos podem ser construidas do seguinte modo:

& = AlA,

N
Qs

ASA,

Isso significa que quaisquer conjuntos de duas quantidades conservadas adicionais
do modelo de 341 pogos diferem entre si por uma transformacao do grupo SU(2). Note-se
que essa construcao se segue diretamente de considerarmos que os vetores py € o, das
equagoes (C.2) e (C.3), podem ter componentes complexas.

Em geral, o problema de encontrar cargas conservadas no modelo se resume a
escolha adequada de parametros livres o, (5 e 6, tais que uv = e ®cosf e v = e cosé.
Fazendo u = 1 e v = 0, obtemos Al = fl e Ag = f‘g, recuperando Q’l = Ql e Q'z = Qg.
Por outro lado, com a seguinte escolha:

Ay 1/vV2 i/V2) I

A, i/V2 1/V2 I,

Entao:

Ql = AJ{Al = §(F1 + ZFQ)T(Fl + ZPQ)
1

2 = 5(2111 —|— f‘g)T(Zfl —|— fg)

A A . . Ay A/
Se, em vez de (1 e ()2, consideramos as quantidades conservadas @); e (), encon-
tradas acima, vé-se entdao que o operador de corrente J (C.17) pode ser escrito como uma

. ~ . A/ A .
combinacao linear de (); e ), da seguinte forma:

com Q) + @ = Q1 + Qo
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Apeéendice D
Implementacao

A integrabilidade é uma caracteristica atrativa do modelo de 3+1 pocos por propi-
ciar a obtengao de expressoes analiticas (entre outras vantagens), como mostrado na segao
3.4 e no apéndice B. Ainda assim, mesmo sistemas integraveis sao (em sua maioria) dema-
siadamente complexos. Nao se pode prescindir de métodos numéricos. Esse é o caso aqui:
alguns dos graficos apresentados neste trabalho foram calculados numericamente, ou pela
diagonalizagao do hamiltoniano geral do modelo de 3+1 pocos, ou pela diagonalizacao do
hamiltoniano efetivo.

Os programas a partir dos quais geraram-se os graficos deste trabalho foram escritos
em Python, na forma de Notebooks, na plataforma Google Colab. Todos foram criados por

mim e podem ser consultados em https://github.com/wallec/3plusiwells *.

1A légica usada para a representacdo matricial dos operadores segue trabalho anterior no modelo de
242 pogos [37], disponibilizado em https://github.com/danielsgrun/cfwell/tree/main/cfwell.


https://github.com/wallec/3plus1wells
https://github.com/danielsgrun/cfwell/tree/main/cfwell
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