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CONVENCOES 
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por intensao como { x 1 a(x) }. 

Tuplas sao definidas apenas por extensao como: <a, b, c, ...>. 

Nomes de classes iniciam com letras do alfabeto: A, 8, C, 	Z. 

Simbolos de predicados sao escritos com letra manuscrita, por 

exemplo: mar4.02, hemem, etc. 

Proposic6es sao denotadas por letras mintisculas em negrito como: 

p, q, r, etc. 

Variaveis sobre objetos sao denotadas por letras mindsculas 

como: x, y, z, etc. 

Variaveis sobre classes sao denotadas por letras maitisculas 

como: X, Y, Z, W, V, etc. 
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RESUMO 

Este trabalho procura utilizar algumas das ideias de 

J. Piaget, em especial a "Logica Operatoria Intraproposicional", 

para uma anAlise das relag6es de heranga entre classes 

emprgadas em sistemas de representagao de conhecimento. 

Procures-se sistematizar a nogao de taxonomias do 

conhecimento -cientifico", ou "classificag6es sistemAticas - . 

Estas estruturas foram utilizadas por Piaget como ponto de 

partida para a descoberta de estruturas cognitivas do 

conhecimento cientifico. 

Em especial, define-se a relagao r . que determina 
cs 

quais relag3es de heranga seguem de uma taxonomic do 

conhecimento cientifico. 

A nocao de classificacao do conhecimento cientifico 6 

comparada com a de "classificagao do senso comum". 

Sao mostradas as diferencas entre estes conceitos. 

Determina-se a semantica das classificag6es do senso comum nas 

estruturas de agrupamentos de Piaget, via uma extensao 

epistmica da logica de classes. 

t estudad2 a relagao de heranga do senso comum que 

admite exceg3es. 

t tambem apresentada a formulagao usual em 16gica de 

predicados, e 6 proposta uma formulagao em logica de classes 

estendida. 

Conclui-se que a definigao intuitiva da relagao de 

heranga empregada em uma formulagao em 16gica de classes pode 

ser diferente daquela que 6 empregada em uma formulagao em 

logica do proposig3es. 

Observa-se, em especial na formulagao em logica de 

classes, que as relag6es de heranga nao-estrita nao se adaptam 



A estrutura de grafo direcionado aciclico. 

Na verdade, a relagao de heranga nao-estrita nao 

estabelece uma ordenagao entre as classes (no sentido de 

conjunto parcialmente ordenado, ou CPO), mas uma possivel 

simetria entre estas classes. 

EsLa observacao nao aparece tao claramente na 

formulagao propositional, jA que a relagao de heranga 6 

mascarada pelo use da implicagao logica C4), o que da uma 

aparencia de ordenagao parcial. 

Verifira-se n quo ocorre quando sao combinadas 

relagP_Ies de heranga com ou sem exceceSes em uma Unica teoria de 

heranga. 

t feita ainda alguma sistematizagao da logica 

operator- la intraproposicional de Piaget. 

Esta sistematizagao nao prima pelo rigor, mas em 

fornecer algum entendimento basic° para os nao iniciados em 

Piaget. 

0 trabalho abrange a sistematizacao dos quatro 

agrupamonto du clast_:us da lOgica intraproposicional , e relega o 

estude dos quatro agrupamentos de relag6es para um trabalho 

peLoriur. 

Palavras-chave: lOgica operatdria intraproposicional, heranga de 

atributos, logica nao-monotonica, psicologia cognitiva, 

semAntica. 



ABSTRACT 

This work use some ideas of Jean Piaget, mainly the 

Operating Logic. for an analysis of inheritance relationships 

used in knowledge representation systems. 

The notion of "scientific" knowledge classifications 

as defined by Piaget is shown. These structures were used by 

Piaget as a starting point to find the cognitive structures of 

scientific knowledge. 

It is also defined a relation F . This relation tells 
CS 

whether an inheritance relationship follows from a scientific 

knowledge taxonomy or not. 

The notion of scientific knowledge classification is 

compared with that of "commonsense classification". 

The differences between these concepts are shown. The 

semantics of common sense classifications is determined in terms 

of Piaget's "groupments", through an epistemic extension of the 

logic of classes. 

The common sense inheritance relationship with 

exceptions is studied. 

The usual formulation of inheritance in propositional 

logic is presented, and a formulation in the extended logic of 

classes is proposed. 

The conclusion is that the intuitive definition of 

inheritance relationship in one formulation may be different of 

that in the other. 

It is observed in the formulation in logic of classes 

that non-strict inheritance relationships don't adapt to the 

structure of an acyclic directed graph. 

In fact, the non--strict inheritance relation doesn't 

stablish an ordering between classes Cin the sense of a 



partially ordered set, or POSED, but it stablishes a possible 

simmetry between, these classes. 

This is not so clear in the propositional formulation, 

because the inheritance relation is masked by using logic 

implication C4), what gives an appearance of partial ordering. 

It is verified what occurs when inheritance relations 

with or without exceptions are mixed in one single theory. 

It is mach` soma sistomatization of the Piaget's 

intrapropositional operating logic. 

This sistematization doesn't try to be rigorous, but 

gives some basic understanding on this theme. 

The work involves the sistematization of the four 

groupmonts of classes of the intrapropositional logic, and 

leaves the study of the four groupments of relations for a 

future work. 

Keywords: intrapropositional operating logic, inheritance of 

attributes, non-monotonic logic, cognitive psicology, semantics. 



1 INTRODUCXO 

Quando se ouve falar de Jean Piaget, freqeentemente 

seu nome 6 associado a uma teoria educacional, identificada pelo 

nome de "Teoria de Piaget". Apesar disso, Piaget nunca se 

considerou como um educador. Ele era na verdade um biologo, que 

se interessou em construir uma teoria biolagica do conhecimento. 

Dedicou, entao, toda a sua vida a buscar uma resposta para a 

pergunta "como crescem os conhecimentos?" (v. p.ex. [PIA 78] 

pag. 33). 

A teoria do conhecimento de Piaget tem sido utilizada 

principalmente por psicalogos e educadores. Dal a freqUente 

relagao que se faz entre ele e a educagao. 

Tambem se costuma ver Piaget como um estudioso do 

comportamento das criangas. Isso se deve ao fato de que ele 

buscou constituir sua teoria a partir da observagao de como se 

da a Onese do conhecimento desde a infAncia. 

Como 	estudioso 	do 	conhecimento, 	Piaget 	se 

auto-denominava "epistemeologo". Embora a palavra "epistemologia" 

designe o estudo do conhecimento cientifico, e "gnosiologia" 

fosse um termo mais apropriado para designar o estudo do 

conhecimento em geral, Piaget adotou o nome "epistemologia" por 

estar convencido de que o conhecimento se constroi, tanto na 

ciencia quanto na pessoa humana, desde a infAncia, segundo os 

mesmos principios. 

1.1 Logica 

Sendo a linguagem lagica uma ferramenta para a 

representagao do conhecimento (v. [CAR 88] entre outros), a 

distingao entre a logica e a epistemologia 6 que, enquanto a 

epistemologia se ocupa em estudar as relag6es entre o sujeito 

cognoscente e o objeto de seu conhecimento, a 16gica 6 cada vez 

mais uma ciencia formal das transformage5es simbOlicas (v. p. ex. 

15 
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introduces a lOgica como a de [END 72]). 

Piaget fala de metodos para o estudo da 16gica. Esses 

metodos podem variar e, apesar de possivelmente levarem as 

mesmas formulas finais, podem dar diferentes vis6es da obra de 

formalizagao da 16gica (v. [PIA 76] pag. 20-21). 

Em seus estudos de lOgica, Piaget procurou dar mais 

enfase a nogao de operagao e de totalidades operat6rias, em 

oposigao a outros metodos da epoca (decada de 40), que 

procuravam conceber a lOgica como uma teoria composicional de 

fatos at6micos. Ele argumentava que uma proposigao s6 tem 

sentido enquanto solidaria com uma estrutura operatOria global 

(v. [PIA 76] pag. 40). 

A oposigao mais importante em termos de matodos era a 

que existia entre aqueles ligados a procura de uma ordem natural 

de construg6es e os que visavam, antes de mais nada, a 

construgao formal e a depuragao da demonstragao (idem pag. 20). 

Mas qual e o sentido de se falar, em 16gica, sobre 

construg6es mais naturais ou mais artificiais? n preciso 

compreender que Piaget identifica o conhecimento a um processo 

de abstragao. Este processo se inicia em estruturas que ele 

considera mais naturais ou concretas. A partir do raciocinio 

sobre estas estruturas, constroem-se estruturas de ordem 

superior, ou seja, mais abstratas. Este processo se da atraves 

de varias etapas. A cada etapa, chama-se a estrutura de partida 

de "conte0do", e a estrutura resultante da abstragao de "forma". 

Assim, o conhecimento se desenvolve atraves de uma cadeia de 

conte0dos e formas, sendo que esta cadeia nao tem um inicio 

absoluto, e tambem nao tem um fim conhecido. A cada estagio 

desta cadeia pode corresponder uma linguagem 16gica, a qual 

formaliza o conhecimento ate entao construido. 

Ao presente trabalho, interessam as formalizage5es de 

duas etapas desta cadeia: a lOgica das classes e a 16gica das 

proposig6es. A lOgica das classes desempenha o papel de conteUdo 

concreto em relagao a 16gica das proposig6es, sendo esta taltima 
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uma forma com relacao A primeira. 

Esta maneira de conceber a 16gica encontra 

justificativa psicolagica se for observado que os algoritmos da 

deducao formal da 16gica das proposiOes foram definidos a 

partir dos raciocinios da 16gica das classes. Por exemplo, dizer 

que "todos os homens sao mortais; S6crates 6 homem; portanto 

S6crates 6 mortal" 6, com efeito, decompor as proposiOes em 

classes, incluir a classe dos homens na dos mortais e concluir, 

da pertinencia de S6crates a primeira classe, sua pertinencia A 

segunda (v. [PIA 76] pag. 33): 

Homem g_ (Mortal 	S6crates e 0-lomem 

S6crates E (Mortal 

A partir desse raciocinio sobre classes, pode-se 

determinar uma regra de raciocinio sobre proposiOes. Para este 

caso, tem-se a regra: 

(Vx) helnem(x) 4 metaat(x) 	 hemarn.(S6crates) 

mekto,t(S6crates) 

Entao, ao inves de operar sobre o contend° concreto 

(as classes), opera-se sobre suas formas (as proposiOes), onde 

o que determina a validade da regra sao apenas os valores 

verdade de cada proposicao. Realizou-se assim um passo de 

abstracao, partindo do mais concreto para o mais abstrato. 

Pode-se, 	inclusive, 	generalizar 	esta 	regra, 

estabelecendo que ela vale para quaisquer proposiceSes: 

(13 4  q) ^ P 

q 

Ao proceder assim, realiza-se uma abstracao no sentido 

do mais especifico para o mais geral. Portanto, sao dois tipos 
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de abstragao, o primeiro 6 o sentido psicologicc, ou piagetiano, 

e o segundo 6 o sentido matemAtico, ou russeliano, (v. [PIA 76] 

pag. 34-39). 

Esta 61tima regra de deducao pode tomar ainda a forma 

de uma formula tautol6gica da 16gica de proposiOes, isto e, uma 

proposigao composta que 6 verdadeira em qualquer interpretagao: 

((13 	q) ^ P) 	q 

0 processo que acaba de ser realizado exemplifica o 

que Piaget chamou de "busca por uma ordem natural das 

construc6es". Ele consiste em procurar a cadeia de formas e 

conte6dos que dao origem as construg6es cada vez mais abstratas. 

Palo fato do raciocinio sobre classes (e relag6es) 

caracterizar-se pela decomposigao das proposige5es em classes (e 

relageSes), Piaget chamou a 16gica destas estruturas de 

"intraproposicional". Por outro lado, a 16gica 

"interproposicional" seria a pr6pria 16gica das proposig6es, 

vez que esta nao opera sobre o conte6do das proposig6es, 

apenas sobre combinageSes formais de seus valores-verdade 

[PIA 76] pag. 32]). 

EstA-se falando, portanto, de duas linguagens 16gicas: 

uma mais abstrata (psicologicamente falando), que 6 a 16gica das 

proposig6es, e outra mais concreta, que 6 a 16gica das classes: 

mats abatrato 

LOgica das 

Classes 

 

L6gica das 

ProposiOes 

  

maia concreto 
e- 

Fig. 1.1: Abstragao psicolOgica. 

uma 

mas 

(v. 
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Russel associou a nogao de classe a de fungao 

proposicional. Qualquer classe, por exemplo, "k" pode ser 

definida por uma fungao proposicional "a(x)", atraves de: 

A =df  { x I a(x) } 

A equivalencies entre classes e funs es proposicionais 

permite que qualquer operagao de classes seja interpretada na 

linguagem das proposig5es. Entao, para Russel, a nogao de 

classe, e a prOpria lOgica das classes, deixa de ter necessidade 

formal, já que a lOgica das proposig6es tem o mesmo poder 

expressivo. 

Se essa analogia entre a lOgica das classes e a lOgica 

das proposigeles permite que as operas es de uma sejam 

interpretadas na outra, entao qual o sentido de buscar a ordem 

correta das construgbes, isto 6, quais sao as diferengas que 

podem ser encontradas ao optar pelo metodo de comegar a analise 

lOgica pelas estruturas mais concretas? Veremos algumas destas 

implicag6es no decorrer deste trabalho. Em especial, queremos 

demonstrar que teorias de heranga formuladas em lOgica 

proposicional ou em lagica de classes podem estar fundamentadas 

em noge5es intuitivas distintas. 0 estudo a comparagao destas 

intuig6es sera nosso principal objetivo. 

1.2 Teorias de Heranga 

A manipulagao de teorias de heranga de atributos 6 uma 

das principais ferramentas de sistemas baseados em conhecimento. 

Existem varias implementac3es de linguagens para tratar estas 

teorias, mas segundo J. Dix, seus resultados diferem e sao 

nao-intuitivos (v. [DIX 89] pag. 3). HA, assim, a necessidade de 

uma teoria formal que descreva como um atributo (informagao 

sobre uma classe de objetos) 6 herdado, e uma semantica de 

modelos precisa, que descreva o significado de "um fato segue de 

uma teoria de heranca". 
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Todavia, existem certas dificuldades para estabelecer 

o significado de uma teoria de heranga quando ha informageles 

contraditbrias. 

Em geral, uma teoria de heranga 6 formalizada em uma 

linguagem lagica proposicional. Mas a ldgica proposicional 

clAssica nAo 6 adequada para expressar o conhecimento do senso 

comum, ja que o conhecimento do senso comum 6 inexato, 

incompleto e nAo-monotbnico, entre outras caracteristicas, que a 

lOgica clAssica nWo possui (v. [DEL 87] cap. 3). Acontece que o 

raciocinio do senso comum 6 relativo ao conhecimento e tambem A 

falta de conhecimento do agente (sujeito cognoscente). Tornou-se 

entAo necessArio extender a prOpria lOgica atraves de operadores 

epistemicos, como "K" (v. p.ex. [LEV 84]). 

A principal dificuldade estA em estabelecer 

significado da lOgica assim estendida. J. Dix afirma que as 

teorias 	de 	significado 	existentes 	para 	as 	lOgicas 

nAo-monotemicas (v. [McD 80], [MOO 85], [DEL 87], [REI 80]) nAo 

sffo claras e nem intuitivas (v. [DIX 89] pag. 8). Apenas o 

metodo da circunscrigAo tem uma semAntica de modelos mais 

intuitiva (v. [McC 80]). Mas o prOprio McCarthy admite que o 

conceito de "aspectos", necessArio para determinar heranga numa 

teoria circunscrita, nAo 6 intuitivo (v. [McC 86]). NAo estarA 

pois o problema da determinagAo destas semAnticas no metodo 

empregado para formalizar a nogffo de heranga? E como sera a 

semAntica da heranga se ela for formalizada pelo metodo da busca 

da ordem natural das construg6es? 

A nogg° de relagAo de heranga tem sido formalizada 

atraves de quatro tipos de relages. Temos as relag6es estritas 

e nAo-estritas e tambem relag6es positivas e negativas. A 

heranga 6 estrita quando nAo admite exceOes. Ela 6 representada 

por "(A -q4 B)" no caso positivo e "(A -44 B)" no caso negativo, 
onde: 
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(A +H B) =df  (Vx) a(x) 	S(x) 

(A 	B) =df  (Vx) a(x) 4 -IS(x) 

A heranca 6 nAo-estrita, quando 6 deixada em aberto a 

possibilidade de excege5es. Ela 6 representada por "(A +1-> B") 

para o caso positivo e "(A B)" para o caso negativo, onde: 

(A +1-> B) =df  (Vx) a(x) ^ -1K-14(x) 4 S(x) 

(A -1-> B) =df  (Vx) 	̂ -1K6(x) 4 -116(x) 

Empregando a busca pela ordem natural das construges, 

quais seriam as diferengas encontradas se, ao inves de 

formalizar a heranga em 16gica de proposigOes ela tivesse sido 

formalizada em 16gica de classes? Seria essa semantica mais 

clara ou mais intuitiva? 

Se for possivel mostrar que a 16gica das classes da 

uma semAntica clara para as relag6es de heranga, entAo essa 

semAntica pode servir tambem para a 16gica das proposiges 

atraves de uma interpretagAo entre as linguagens. Isto tornara 

possivel a comparagAo das intuiges que se tem a respeito da 

relagAo de heranga nas diversas abordagens. 

Portanto, se as formulas sAo analogas (mutuamente 

interpretaveis) na 16gica das classes e na 16gica das 

proposig25es, as diferengas que se pode encontrar ao proceder a 

formalizacAo em uma ou outra 16gica devem estar na intuigAo 

subjacente a definigAo da relagAo de heranga. 

Falar-se-a, entAo, de teorias de heranca atraves de 

duas linguagens: a proposicional e a das classes. A linguagem 

proposicional sera apresentada segundo as definiges de J. Dix 

(v. [DIX 89] pag. 3-7). Uma teoria de heranga sera definida por 

um conjunto de proposig6es "T" e um algoritmo de derivabilidade 

16gica "1-p " para o caso monot6nico e "h- " para o caso 

nAo-monotOnico. 

A linguagem de classes para falar de teorias de 
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heranga 6 uma extensao daquela que foi definida por Piaget para 

expressar encaixes aditivos e multiplicativos de classes (v. 

[PIA 76] pag. 74-118 e v. anexo). 

Sera mostrado porque a 16gica da classificagao 

sistematica de Piaget nao corresponde a 16gica da classificagao 

do senso comum. Este estudo explicitara as principais diferengas 

entre o conhecimento cientifico e o conhecimento do senso comum. 

A seguir, sera mostrada uma extensao epistemica a 

16gica das classes, e serao definidos os algoritmos para "1-c " e 

"r-c ", segundo a intuicao subjacente a 16gica das classes. As 

teorias de heranga em linguagem de classes serao representadas 

atraves de um conjunto "S" de equaOes epistemicas. 

Ao proceder a comparagao entre a derivabilidade na 

linguagem das proposig6es e na linguagem das classes estendida, 

observa-se que sao equivalentes para o caso monotOnico. 

Seja "f" uma fungao de tradugao da 16gica das 

proposig3es para a 16gica das classes estendida, e seja "f -l " a 

fungao inversa de "f". Entao: 

(T Fp  a) i (S FC  f (a) ) 

(S F
c 

a) 	(T Fp f -1 
 (a)) 

Porem no caso nao-monotemico, tal equivalencia pode 

nao ocorrer. Isso se deve as diferentes intuit es que sao usadas 

na linguagem das classes e na linguagem proposicional para 

definir as relaOes r- e 

Sera mostrado porque a semAntica da teoria de heranga 

nao-estrita na 16gica proposicional e problematica, e sera 

mostrada uma semantica clara e intuitiva para heranga 

formalizada diretamente na 16gica das classes estendida. 



Classe 
(prop. dit ) 

Ordem 

Familia 

Genero 

Especie 

Reino 

Filo 

fl 

i t 

G 

F 

E 

D 

C 

B 

A 

2 CLASSIFICAcX0 SISTEMATICA 

Nas classificag6es sistematicas, estudadas por Piaget, 

o tanico tipo de heranga 6 a heranga estrita positiva (relacao 

que sera simbolizada por "+I="). Outra caracteristica prOpria a 

uma classificagao sistemAtica 6 a existencia de uma nogao de 

contigtidade entre as classes. 

Um exemplo de classificagao sistematica 6 a taxonomia 

biolagica dos seres vivos. A nogao de contigUidade 6 dada pela 

divisao da hierarquia em niveis, que compreendem: especies, 

generos, familias, ordens, classes (propriamente ditas), filos e 

reinos: 
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Fig. 2.1: Niveis da hierarquia da taxonomia biolOgica. 

Uma especie so pode estar encaixada diretamente num 

genero, o genero numa familia, e assim por diante. Uma especie 

nao pode estar diretamente encaixada em uma familia, ou numa 

ordem, etc, sem que haja um genero intermediario, ou um genero e 

uma familia, etc, porque este tipo de encaixe fere o principio 
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de contiguidade. Al6m disso, toda classe s , com excegAo dos 

reinos, esta contida em uma outra classe superior, e toda 

classe, com excegAo das especies contem outras classes de nivel 

inferior. 

Nas 	definig6es 	posteriores, 	os 	simbolos 	k. 

representarAo classes do nivel mais baixo da hierarquia (as 

"especies").OssimbolosS.representarAo classes do nivel 

imediatamente superior a A t  (ou seja, os "generos"), e assim por 

diante, conforme a coluna a direita da figura 2. 

Segundo Piaget, as operag6es sobre classes (e 

relag6es) se estruturam segundo a algebra dos "agrupamentos". 

Um agrupamento de classes 6 um par (C,.), onde C e um 

conjunto de operage5es de classes incluindo: 

a) Operage5es diretas 

b) Operageles inversas 

c) OperagAo identica (ou neutra) 

d) Operas es identicas especiais 

e "o" 6 uma fungAo de composigAo da forma: 

o: C x C 	C 

NAo se entrara em detalhes sobre os agrupamentos no 

decorrer deste texto. C sugerido que, para uma maior informagAo 

sobre estas estruturas, seja consultado o anexo deste trabalho. 

Para uma versffo mais recente da nogffo de agrupamento sugere-se 

consultar ainda [CAS 82]. Sera suficiente, para este trabalho, 

uma descrigAo informal destas estruturas, a qual 6 fornecida em 

[PIA 76], e interpretada, segundo a necessidade, nas paginas 

seguintes. 

I. 
0 	term° 	"classe", 	empregado 	no 	confide 	La.to, 	significa. 	"um 

item do. taxonomic. ern quaLquer niveL do. hierarquia. 	Este tormo 

'mord 	dtatinguido 	do 	term° 	"clause 	propricimonto 	dila- , 	onde 	02t..0 

Gitimo 	eignifico. 	"um 	item 	do 	nivel. 	'E' 	do. 	hierasquia. 

to.xonSmica". 
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2.1 Agrupamento Aditivo das Classes 

Pode-se formar um agrupamento com as chamadas 

"operag6es aditivas de classes". Essas operage5es e seus 

significados serao introduzidos atraves de exemplos. 

Seja um universo U, no qual estao duas classes k e B, 

sendo que Al esta inteiramente incluida em B. Essa situagao pode 

ser representada pelo seguinte diagrams de Venn: 

[13 

Percebe-se que a classe B se divide dicotomicamente em 

duas subclasses: a dos elementos que pertencem a k, e a dos 

elementos que pertencem a complementar de A\ em relagao a B, que 

sera chamada de "W". Tambem 6 possivel representar essa 

situagao atraves de uma Arvore de dicotomias como a seguinte: 

A cada classe sera associado um estado "s", que podera 

ser "+1", "0" ou "-1". 0 estado inicial padrao 6 "0" para todas 

as classes. A estrutura das classes em 21 e o estado "s" de cada 

classe constituem o universo de discurso, no qual sera mostrado 

o significado de cada operagao do agrupamento aditivo. 

0 estado das classes 6 modificado pelas operag25es do 

UFRGS 

BIBLIOTECA 
INSTITUT° DE INFORMATICA 
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2.6 

agrupamento. As operas es diretas do agrupamento correspondem A 

marcacao das classes com "+1". Assim, a operagao "+A" da lOgica 

das classes significa: 

Pode-se definir "denot" como uma funcao semAntica que 

dA o significado destas operaOes de classes. Entao: 

denot(+4) = (s(k) := +1) 

Do mesmo modo, a operacao "+A . " significa: 

ou seja, denot(+W) = (s(A') := +1). 

E a operagao "+B" significa: 

     

     

  

+ 1 

 

+ 1 

     

     

ou seja, denot(+IB) = (s(B) := +1). 

Tendo em vista a estrutura das classes, e possivel 

estabelecer certas correspondencias entre as operaOes. Por 



+1 

   

 

—1 —1 

   

2.1 
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exemplo, a composigo de +k com +k' equivale A operaco +B: 

a +1 0 

Denota-se esta equivalencia a nivel da linguagem de 

classes pela equacnp: 

e se diz que denot(+ka+k'=+03) = [(s(A) := +1) . (s(k') := +1) = 

(s(B) := +1)]. 

As operaces inversas do agrupamento servo a marcaco 

com "-1". Assim, -k significard: 

0 

ou seja, denot(-k) = (s(k) := - 1). 

Do mesmo modo, -k' e -03 significaro respectivamente: 

     

     

  

0 —1 

 

     

     

     

ou seja, denot(-A') = (s(k') := -1) e denot(-03) = (s(03) := -1). 

As composig6es de operaOes diretas e inversas tambem 



     

     

  

-1 

 

0 

     

     

?I 

= 

     

     

  

+1 +1 

 

     

     

     

0 

+1 0 
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0 0 

2/ 

     

     

  

-1 

 

0 

     

     

= 

0 0 

?I 

    

 

+ 1 

 

+1 

U 

     

     

  

+1 +1 

 

     

     

     

= 
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permitem estabelecer equivalencias, como por exemplo (para +03 o 

-A\ = +k'): 

A composigao de uma operagao direta com sua 

correspondente inversa produz a operagao identica geral: 

Por exemplo (para +k o -A = 0): 

Pode-se dizer que denot(0) = (). 

A composigao de qualquer operagao com a identica geral 

nao altera essa operagao. Por exemplo (para +03 o 0 = +8): 

ou seja, denot(+B.0=+8) = [(s(6) := +1) 0 () = (s(6) := +1)]. 

As identicas especiais sao de dois tipos. Em primeiro 

lugar, ha as tautologias, que correspondem a composigao de uma 

operagao com ela mesma. Por exemplo (para +k . +k = +k): 



    

 

+1 

 

0 
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a 

     

 

+1 

  

0 

     

Note-se que, uma vez que apenas tres estados sao 

permitidos (+1, 0, -1), nao ocorre iteragao nestas composig6es: 

+1 composto com +1 nao é +2, assim como a uniao de uma classe 

com ela mesma (Auk) ngo a duas vezes ela mesma (2k). 

0 segundo tipo de identicas especiais 6 o das 

reabsorg6es. Se ASS entao +k desempenha o papel de identica em 

relagao a +B, pois +A . +B = +B. 0 mesmo tambem vale para +k' em 

relagao a +B, e para -k e -k' em relagao a -B. 

0 fato de que a classe k esta contida na classe B 

determinado pela seguinte equagao, que 6 denominada "encaixe 

aditivo": 

+A n +k' = +B 

Doravante, este tipo de equagao sera abreviado para a 

forma: 

A +A' = 

mas seu significado continua sendo o mesmo: denot(k+A'.8) 

[(s(k) := +1) . (s(k') := +1) = (s(B) := +1)]. 

Uma sequencia de encaixes aditivos define uma 

hierarquia de classificagao sistematica, desde que respeite os 

principios desse tipo de classificagao (v. anexo A4.1). 

E preciso observar ainda que se uma classe, digamos 

B , se divide dicotomicamente por um conjunto de criterion 

mutuamente exclusivo, entao: 
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=l0 + 	+ 	=k + 	= 

Dal resulta que cada classe lfl . contida em 	tambem 

estacolltidaemcadaumadasclassesW„onde 

. 	; k 5 k' 	; etc 1 	2 	1 	3 

	

A z c A' 	; A c k' 	; etc
1 	 2 	3 

etc 

Isto resulta do princlpio da classificagao sistemAtica 

que estabelece que as diversas classes de um mesmo nivel sao 

disjuntas. Porem, em sistemas de representagao do conhecimento, 

esta condigao nem sempre se verifica. 

2.2 Re1ac
5° Prcs 

A cada classe X corresponde uma classe complementar Z, 

em relagao ao universo U, tal que: 

=
df 	

- X 

Se X e Y sao dugs classes disjuntas, entao XcY (X esta 

contida na complementar de Y) e YCZ (Y esta contida na 

complementar de X), o que pode ser visto atraves do seguinte 

diagrama: 

       

       

 

X 

  

Y 

  

       

       

A inclusao de uma classe X em uma classe Z' (onde Z' = 

Y - X), implica tambem a inclusao da classe X na complementar de 

Z em relagao ao universo U, ou seja, Z. Por exemplo, no diagrama 

seguinte vale (X S Z') 1 (X S Z): 



  

 

Y 

  

11 
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Como jA foi dito, pode-se constituir uma teoria de 

heranca com as equageSes da forma X + X' = Y, desde que elas 

obedecam aos principios da classificagao sistemAtica. 

Neste tipo de teoria de heranca, uma classe X estA 

contida em Y (segundo a relagao "XSY"), se uma das tres 

condigeles seguintes for satisfeita: 

a) se X e Y sao a mesma classe (X -a. Y) 2 , ou 

b) se a teoria estabelece que X + X' = Y, ou 

c) por transitividade da inclusao de classes, se X + 

X' = Z e Z S Y. 

Por outro lado, X S Y vale se X e Y forem classes 
disjuntas. Como a classificagao sistemAtica estabelece que 

classes em um mesmo nivel da hierarquia sao disjuntas, pode-se 

inferir que se X e Y nao pertencem a um mesmo ramo da hierarquia 

(um caminho na vertical na figura 2), ou seja, seX%YeY% X,  

entaoXeYsao disjuntas. Logo, X S Y e Y S Y. 

Pode-se entao definir um operador cF 
s 
 para determinar 

quais relag6es de heranca seguem logicamente de uma 

classificagao sistemAtica. 

2 
s6 se pods aSirmos quo 	- 6 a mamma cLasso quo 

ou quo -6 " 6 a momma classo quo "e 	etc. Asmtm, mesmo quo 

-ofV -  pommua a momma oxtonmao do ambam nao 'ado conmideradam 

como sondo a mow= clammo. 02 motivoo quo lovam a omta dofinicao 

morao vigtom maim adianto. 
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Definicdo (Relagao 1-cs  em classificageSes sistematicas) 

Seja S uma teoria de heranga composta por uma 

seqUencia de equag6es da forma X + X' = Y, segundo os principios 

da classificagao sistematica, 

S 1- 	(X S Y) se X° Y ou 

(X + X' = Y) e S ou 

(X + X' = Z)eSeS as  (ZS Y) 

S F
cs 
 (X s Y) se S 4cs  (X S Y) e 

S acs  (Y S X) 

A hip6tese da disjungao das classes de um mesmo nivel 

na classificagao sistematica corresponde a uma especie de regra 

do mundo fechado ("closed world assumption" ou "CWA" [LIE 85]). 

Ou seja, se nao se pode demonstrar que duas classes se 

relacionam por "S", entao se deduz que elas nao se relacionam 

por s, logo elas sao tomadas como disjuntas. 

Mas o conhecimento do senso comum nem sempre permite 

este tipo de conclusao. Duas classes podem estar em um mesmo 

nivel da hierarquia simplesmente por falta de conhecimento de 

que uma inclua a outra. Mas este conhecimento adicional pode ser 

suprido num momento futuro. 

Por exemplo, num primeiro momento se sabe que "caes 

sao animais; e mamiferos sao animais". Esta situagao sera 

representada por: 

Animals 

 

(Caes Caes' (Nana eros) PlamiferosL) 
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Isso nao quer dizer que a classe "Caes" e a classe 

"ftlamiferos" sejam necessariamente disjuntas, mas apenas que nao 

se sabe ainda se sao disjuntas ou se uma content a outra. 

Se num segundo momento o conhecimento for incrementado 

com a informagao "caes sao mamiferos", 6 necessario reorganizar 

a estrutura da hierarquia para acomodar esta informagao. Ela 

resultara em: 

Essa reorganizagao nao 6 permitida nas classificages 

sistematicas, já que nelas as classes pertencem a niveis 

definidos na hierarquia e nao podem ser permutadas. 

Por outro lado, se numa classificagao do senso comum 

duas classes sao disjuntas, entao isso deve ser dito 

explicitamente. Por exemplo: "peixes nao sao mamiferos". 
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3 TEORIAS DE HERANCA DO Sh.NSO COMUM CO CASO MONOTONICO) 

Se a heranga for estrita em todas as relag6es de uma 

teoria T, entao o operador de dedugAo "I-" 6 monotOnico, isto 6: 

(T F a) i (T U T 1  H a) 

A nogo de monotonicidade corresponde a das funges 

monotanicas da matematica. Fung6es monotanicas so fung6es 

sempre crescentes ou sempre decrescentes. Neste caso, um aumento 

no nUmero de axiomas da teoria rao invalida nenhum dos teoremas 

anteriores. Assim, o ntimero de teoremas s6 tende a aumentar com 

o aumento do nUmero de axiomas. 

3.1 Formalizacao na Logica das Proposic3es 

Uma classe A pode ser determinada por uma fungnp 

proposicional a(x), onde o predicado "a" representa o conjunto 

das qualidades que diferenciam os membros da classe k dos 

membros de sua complementar A', em relagAo a B. Neste caso, a 

classe A sera definida como a colegAo dos objetos de fB que tem a 

propriedade "a": 

=dr {xIxe03^ a(x) } 

e a classe complementar 	sera definida como o conjunto dos 

membros de B que no tem a propriedade "a": 

A' =df  fxixeBn 	1 

Este tipo de definigAo 6 denominado "per genus et 

differenttam spectitcam" e corresponde a noco de classes 

"fracamente estruturadas" (v. [PIA 76] pag. 63), em oposigAo as 

classes "estruturadas" dos entes matematicos. 

A classe A herda propriedades da classe FS, onde: 



35 

=at fxIxeC^ 4(x) } 

quando AS estiver incluida em B, o que denotamos por "AS s B". 

Isso pode ser representado atraves da seguinte formula de 

primeira ordem: 

a.(x) 4 4(x) 

A adicAo de um quantificador universal transforma essa 

formula em uma proposicAo, a qual pode tomar um valor verdade no 

conjunto { V , F }: 

(Vx) a(x) 4 3(x) 

Esta proposicAo pode ser simbolizada por: 

(k 	B) 

Pode-se tambem represents-la graficamente por uma rede semAntica 

como: 

Se a classe A estiver incluida na complementar de B, 

entAo denota-se este fato por A s o que a representado pela 

proposicAo: 

(Yx) a(x) 4 -14(x) 

o que pode ser abreviado por: 

(A 	B) 
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e representado graficamente por: 

1-  
LE9 

Na presente notagNo, extraida de [DIX 89], a expressNo 

(k ± b 03) significara que se tem (A 1- E4 S) ou (A -F 13 ) , 
 alternativamente. A expressWo (A 03) indica o contrario, isto 

6, que se tem (A -44 03) ou (A -I+* 03), alternativamente. 

Uma teoria de heranga "T" 6 um conjunto destas 

expresseSes, as quais serNo chamadas de "ligag6es diretas". 

Uma ligagNo "indireta" 6 uma ligagNo da forma (A +1.4 D3 

onde apenas a laltima ligagNo direta pode ser 

Percebe-se entao uma diferenca fundamental entre a 

classificagNo sistematica e a teoria de heranga do senso comum: 

a falta de uma nocNo de contigUidade ngo permite exigir que as 

classes pertencentes a um mesmo nivel sejam disjuntas. Logo, a 

informagNo de que duas classes sac) disjuntas deve aparecer 

explicitamente na teoria, atrav6s de duas proposigeSes da forma 

(X 4* Y) e (Y -F= X). 

3.1.1 Relacao Fp  

A definigWo da relagNo de derivabilidade "Fp ", de J. 

Dix (v. [DIX 89] pag. 4-5) esta fundamentada na nogNo de 

extensNo basica "E" de uma teoria "T", para determinar quais 

relagaies de inclusNo sac) herdaveis por uma classe. Essa 

definigNo 6 a seguinte: 
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Definicno ( P  F monotOnico ) 

Seja T uma teoria de heranga estrita, formulada em 

linguagem proposicional, 

T F
P 
 (X *4 Y) se (X *4 Y) E E e E 6 o menor con junto 

de ligagEles de T com: 

a) E content todas as ligag6es diretas de T, 

b) E 6 fechado sob: 

Reflexividade para +F4, 

Transitividade para +F4, 

infere-se T FP 
 

infere-se T FP 
 

Simetria para 

De T F
P 

( Z
1 

( Z 1  - 1=10 Z 3  ) I  e 

De T FP  (Z1  

( Z 3  - I=> Z1 ). 

...1=4,  

+1.4 Z2 ) e 

1- 1=4 Z2 ) e 

T FP  (Z2  -1=;. Z3 ) 

T 	1-1, 	(Z3 - 1=:0 Z
2

) 

A seguir esta definicao sera comparada com a de "Fcs " 

da classificagAo sistematica. 

3.2 ComparacNo entre FP  e I-Cs  

Uma representagAo do conhecimento do senso comum e 

nao-sistematica, entre outras coisas, porque rao segue o 

principio de contigtlidade. Ela 6 tambem incompleta, no sentido 

de que sempre ha conhecimento novo se somando ao conhecimento já 

representado. 

Seja a teoria "T ", onde: 1 

T1  = f(CZes +F* /animals), (Namiferos +F knimais)} 

representada por: 
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(Animals)  

A classificacao sistemAtica semelhante a teoria "T l " 

6: 

S = f(Caes + Caes' = Animais), 

(Mamiferos + Mamiferos' = Animais)1. 

Foi dito que "Si " 6 "semelhante" e nao "equivalente" a 

"T 1  ", porque embora "T1 " e "S1 " procurem representar a mesma 

situacao, existem diferencas entre as infertncias possiveis nas 

duas teorias. 

Uma destas diferencas 6 que a estrutura de "Si ", que 

sera representada por: 

T 1 

S i  

 

eros) Namiferosl 

 

permite tirar conclueles como (C es s Mamiferos') e (Mamiferos 

CAes'). Sera visto como isso pode se tornar contraditOrio numa 

classificagao do senso comum. 

Seja, entao, outra teoria: 

Tz = {(Ces 	Illamlferos)} 

e sua semelhante: 

Sz = {(Caes + Caes' = Mamlferos)} 
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A composicao de "Ti " com "T2 " gera: 

T
1
uT

2 
= “Caes 4+o Namiferos), 

(Namlferos +F.> animals)} 

porque a proposicao (C es 	animals) de "T1 " torna-se 

redundante em T uT z , jd que ela pode ser derivada pela 

transitividade de "+E4" em TUT, uma vez que a estrutura de 

T uT 6: 
1 2 

(animals)  

Elamiferos 

(Ca es 

Mas a composicao de "Si " com "Sz " nao e possivel do 

ponto de vista da relagao "Ecs ", porque: 

S
1 CS 

 (C es 	Namiferos) 

e: 

S
2 FCS 

 (C es 	Mamiferos) 

e: 

	

S uS 	(C es S Namiferos) 

	

1 z 	cs 

Desta maneira, a uniao de "S1 " e "Sz " quebraria a 

propriedade de monotonicidade de "Ecs  ". Alem disso, ela fere o 

principio de contiguidade, pois enquanto em "S 1 " as classes 

"saes" e "knimais" sao contiguas, em “ s  “ elas se tornam z 
nao-contiguas, posto que a classe "Namlferos" se inter0e entre 

elas. 
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3.3 Extensa° Epistemica da LOgica das Classes 

Pode-se modificar as operag6es da lOgica das classes 

atribuindo um "status epistemico" a cada operagNo. 0 operador 

"K" significa comumente "sabe-se que". EntNo "+KX" significarA 

"marcar com +1 a classe dos elementos que se sabe (Tue. pertencem 

A classe X", e "+KX'" significara "marcar com +1 a classe dos 

elementos que ndo se sabe se pertencem a classe X". Abreviaremos 

+KX a +KX' = +KY por KX + KX' = KY. 

A operagNo "+KX'" tem essa leitura porque corresponde 

a marcar com +1 a classe complementar a "KX" em relagNo a "KY". 

Se "KX" e a classe dos elementos que se sabe que pertencem a 

"X", entao "KX'" 6 a classe dos elementos que nNo se sabe se sNo 

"X". Sabendo que "KX" 6 necessariamente parte de "X", entNo (KX 

S X). 

Por outro lado, (KY S Y), e como a heranca e estrita, 

se (KX S KY) entgo (X S KY). Por transitividade, se (X S KY) e 

(KY S Y), entNo (X S Y). Essa situagNo estA representada em: 

A complementar de "KX" em "KY" envolve tanto os 

elementos que se sabe que sNo "Y" mas hNo sNo "X" (ou seja, 

X'-KY'), quanto os elementos que sWo "X", mas nao se sabe que 

sNo (ou seja, X-KX). Observando o diagrama anterior, pode-se 

notar a seguinte equivalencia: 

KX' = (X - KX) + (X' - KY') 

Como a heranga e, por hipdotese, estrita, pode-se 



   

 

0 X Y 

   

2.1 
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assumir a seguinte regra geral: 

(KX S KY) 4 (X S Y) 

Por outro lado, (KX S KY') nAo implica (X S Y'), 

porque pode ocorrer a seguinte situacAo em que isso nAo e 

valido: 

V6-se no exemplo acima que (KX S KY'), mas que (X V 
Y'). Portanto "(KX S KY') 4 (X S Y')" nWo 6 uma deducAo valida. 

Seja "KAnimais" a classe das coisas que se sabe que 

sAo animais. Seja "KC es" uma subclasse de "K4animais", ou seja, 

os animais que se sabe que sWo cAes, e seja "KCAes'" a 

complementar de "KC es" na classe "KAnimais", e assim por diante 

para cada uma das classes de "Si " e "S2 " do exemplo anterior. 

EntAo: 

S
K1 
= {(KC es + KCAes' = Kanimais), 

(KNamiferos + KNamiferos' = KRinimais)} 

e: 

S
K2 

= {(KCAes + KC es' = KMamiferos)}. 

Como em "SKi"  nAo vale (KC es S KNamiferos), entAo 

S K1 	1-7/-c 	 N (Cues S 	amiferos), 	e tambem S
K1 1-74c 

(Cues S 

Namiferos), porque (KC es S KNamiferos . ) nAo autoriza essa 

inferencia. 

Mas em "S "' (KC es S KMamiferos), portanto S 	1- xz 	 K2 C 

(C es S Mamiferos). 

Logo, a uniAo de "S " 
K1 

corn "S II 

K2 
nAo quebra a 
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propriedade de monotonicidade para a relagao "1- c ", e temos: 

S uS = f(KCaes + KCaes .  = KNamiferos), 
K1 K2 

(KNamiferos + KNamiferos' = Kknimais)}. 

Por outro lado, 6 forgoso abdicar do principio de 

contigUidade nas classificag6es do senses comum, exatamente 

porque, sendo o conhecimento incompleto, nao 6 possivel afirmar 

se duas classes sao contiguas. 

3.3.1 Agrupamento Multiplicativo das Classes 

Resta agora o problema de representar explicitamente o 

fato de que duas classes sao disjuntas, o que na classificagao 

sistematica estava implicito na pr6pria estrutura. Serao 

introduzidas para isso as operag6es do agrupamento 

multiplicativo de classes, ou agrupamento IV da 16gica 

intraproposicional de Piaget. 

A operagao direta deste agrupamento 6 	"xZ" 

(multiplicagao ou especie de "intersecgao" entre classes) e a 

inversa 6 ":Z" (divisao de classe ou abstragao de encaixe). A 

operagao neutra 6 "U" (o universo). sao necessarias aqui apenas 
as operaOes diretas deste agrupamento. As demais operag6es sao 

apresentadas no anexo A6. 

Seja "°o " a relagao de equivalencia de extensao entre 

duas classes, isto 6, se diz que "X E Y" se "X" e "Y" sao duas 

classes com exatamente os mesmos elementos. Eis alguns exemplos 

de equages deste agrupamento: 

x A = A 	(tautologia) 

A x B= AB 	(AB 6 a intersecgao de A e B. Se a .c 
B, entao AB E.  k ) 

B x B =BB 	(se B a B , entao B B 	B e 
1 z 1 2 	 1 e 2 	 1 2 o 	1 

BB E B2 )1 2 	2 
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A l  x A' = 0 	(se duas classes nao tem elementos 

comuns, seu produto 6 igual A classe vazia) 

Dois tipos de equac6es multiplicativas sao de grande 

interesse. Em primeiro lugar estao as multiplicageSes biunivocas. 

Seja, por exemplo, duas classes ®1  e, ambas contendo 

exatamente os mesmos elementos. Entao ® 1  e BZ sao equivalentes 

quanto A sua extensao: 

E 3 
1 	2 

A diferenca entre essas classes reside no fato de que 

elas podem dividir os mesmos elementos segundo duas dicotomias 

diferentes. Assim, podemos ter: 

8 = A +A' 
1 	1 

e: 

=A +A' 
2 	2 	2 

onde "At " e "A " sao classes cuja extensao e diferente: 

Q A . 
1 o 2 

0 produto de "8 1 " por "B 
Z 
" 68 1  x8 2  =B1B, onde 

"8 8 " se divide segundo as combinac6es das subclasses de "8 " e 
1 2 	 t 

de "82 ", ou seja: 

Be =AA +A A' + A'A + A' 
1 2 	1 2 	1 2 	1 2 	1 2 

Isto pode ser bem visualizado atraves dos seguintes 

diagramas de Venn: 

: [132 : 113 03 : 
1 2 A 	A'  2 

2 

) 
A A 1A'A 

1 	2 	1 	2 

A A' 	A'A' 
1 	2 	1 	2 

Este fato demonstra que este conceito de classe nao 
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equivale ao conceito de conjunto da matematica, pois se dois 

conjuntos "Cl " e "C2 " tem os mesmos elementos, entAo eles sAo 

iguais, isto 6, Ci  = C2 . Enquanto isso, duas classes com os 

mesmos elementos nAo sAo necessariamente iguais, mas apenas 

equivalentes quanto a sua extensgo. 

Outro tipo de equagffo, cujo interesse 6 grande, 6 a 

multiplicagWo de classes disjuntas. Seja "A l " e "AZ " duas 

classes disjuntas: 

EntAo A1  x Az  = 0 (a classe vazia), pois "A 1 " e "A Z " 

nAo possuem elementos comuns. Assim, o fato de que duas classes 

sWo disjuntas pode ser representado pela equagAo epistemica: 

K(X x Y = 0) 

que se pode ler: "sabe-se que a intersecgAo de X e Y e igual a 

classe vazia" ou "sabe-se que X e Y sAo classes disjuntas". Este 

"K" 6 diferente do "K" de 3.3. Enquanto "KX" representa uma 

operacno epistemica em 3.3, K(X x Y = 0) representa uma equacno 

epistemica. 

3.3.2 RelagAo Fc  

Atraves das operas es epistemicas de classes e das 

equag5es epistemicas 6 possivel representar teorias de heranca 

do senso comum. A informagAo de que a classe "X" esta incluida 

em "Y" 6 representada por (KX + KX' = KY). A informagAo de que 

"X" e "Y" sAo disjuntas 6 representada por K(X x Y = 0). 

EntAo a inclusWo de "X" em "Y" segue da teoria "S" 

atraves da transitividade e reflexividade da inclusAo, da mesma 

maneira que na classificacAo sistematica. 
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A diferenca de " Fc 
 II e  II Fcs  II esta na determinaco da 

inclusnp na complementar: (X 5_ Y). A informacao de que "X" esta 

contido em "Y", ou seja, de que "X" e "Y" so disjuntas, sá 6 

derivavel de "S" se "X" e "Y" esto contidos em classes 

disjuntas: 

K(W x Z = 0) e (X .0 W) e (Y 	Z) 

DefinicNo ( 
I_c 

monotOnico ) 

Seja S uma teoria de heranca formulada em lagica de 

classes estendida, 

S hc (X f Y) se X 17.- Y ou 

(KX + KX' = KY) e S ou 

(KX + KX' = KZ) E S e S Ec  (Z .C_ Y) 

S F
c 

(X 	Y) se [K(Z x W = 0) c S ou K(W x Z = 0) e S] 

e S Fc ( X s Z) 

e S h
c 

( Y .C._. W ) 

3.4 Comparacao entre F- e h c  

Seja "f" uma funcAo de traduco da linguagem 

proposicional para a linguagem de classes estendida, cuja 

definico e a seguinte: 

I. Para ligac6es diretas de T: 

f(X -4-+ Y) = (KX + KX' = KY) 

f(X -H Y) = K(X x Y = 0) 

UFRGS 
INSTITUTO DE INFORMATICA 

BIBLIOTECA 
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II. Para as ligag6es derivadas de "T" pelas 

propriedades das relageies "+k" e isto 6, aquelas que 

pertencem a "E": 

f(X 	Y) = (X S Y) 

f(X .44 Y) = (X S Y) 

A fungAo de interpretagAo de uma teoria "T" 6 "f 

onde se T = { a, (3, y, 6, ... } entAo f* ( T) = 	f(a), f((3), 

f(r), f(6), ... 

De posse destas definigeSes pode-se demonstrar que 

" esta interpretado em "1-c " pela demonstragAo de que a 

seguinte formula 6 verdadeira: 

(T t-p  a) 	(f* ( T) 1-c  f (a)) 

onde f* ( T) = S. 

Como a linguagem da lagica das proposigeies (Lp) 6 

interpretada na linguagem da lOgica das classes estendida (Lc), 

atrav6s da fungAo "f", e como a semAntica de "Lc" 6 dada 

algebricamente atraves das equageSes de agrupamentos, entAo acaba 

de ser verificado que a semAntica de "Lp" tambem pode ser dada, 

via "Lc", nas estruturas dos agrupamentos de classes: 

Lp 

 

Lc 

 

don° t 

Agrupamentos 

Fig. 3.1: SemAntica de Lp via Lc. 

Certas complicageles sAo introduzidas quando a heranca 

6 nAo-estrita, isto 6, quando as propriedades de uma classe nAo 

valem necessariamente para todas as suas subclasses. n o que 



sera visto a seguir. 
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4 TEORIAS DE HERANCA DO SENSO COMUM CO CASO NCO-MONOTONICO3 

Como ja foi dito, as relagEles "r- " e c " sao 

nao-monotbnicas porque nao gozam da propriedade de 

monotonicidade definida no capitulo 3. Essas relag6es de 

inferencia 16gica sao pr6prias de teorias que contem relag6es de 

heranga nao-estrita. Sera analisado em primeiro lugar o caso em 

que todas as relag6es de heranga da teoria sao nao-estritas. No 

capitulo 5 sera visto o que ocorre quando se misturam relage5es 

estritas e nao-estritas. 

Um exemplo de teoria de heranga nao-estrita 6 a 

heranga determinada pela seguinte rede semantica: 

(Casado)  

+ //71  

(Adulto) 

(Estudante)  

onde os arcos rotulados com "+" significam heranca positiva: 

"6 um", e os arcos rotulados com "-" significam heranca 

negativa: "nao_6_um". 

Neste exemplo, a heranca nao 6 incondicional: 

estudantes sao adultos e adultos sao casados, porem nao 6 

permitido concluir que estudantes sao casados, porque esta dito 

explicitamente que eles nao sao. 

4.1 FormalizacNo na LOgica das Propos1c3es 

As relacE5es de heranca nao-estrita sao representadas 

pelas proposig6es (A +1-) B) e (A -I-, B). C evidente que elas nao 

correspondem a inclusao de classes, e nem mesmo podem ser 

formalizadas na lOgica de predicados de primeira ordem, porque 
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nao se conhecem a priori todas as excesses para cada relagao. 

Por um lado, (A +1-4 B) nao corresponde a (Vx) a(x) 4 

6(x), porque existem elementos excepcionais "y", tais que 

v(a(y))=V e v(Z(y))=F, o que 6 contraditOrio com a proposigao 

(Vx) a(x) 4 Z(x). 

Por outro lado, (A +1-> B) tambem nao significa "(3x) 

a(x) 4 S(x)", porque, como a heranga e nao-estrita, podem 

existir excess6es, 

proposicao (A +1-> B) nao quer dizer que (3x) 

76(x)), porque isso nao diz absolutamente nada 

da classe k. Nao basta saber que k esta contida 

isto corresponde a dizer k 5 U, o que nao faz 

alguma informagao. 

isto 6, (3x) a(x) 4 7b(x), e 6 evidente que a 

a(x) 4 (S(x) 

quanto a heranga 

em u B, porque 

com que 4 herde 

Um significado mais preciso para a proposigao (A +1-> 

B) e o seguinte: "a(x) implica em S(x), a nao ser que seja dito 

explicitamente o contrario, para algum x". Essa proposigao pode 

ser interpretada em lOgica de predicados estendida com o auxilio 

do operador epistemico "K", e fica: 

(A +F4 B) =df  (Vx) a(x) ^ -1K-76(x) 4 S(x) 

(A -F4 B) =df  (Vx) a(x) ^ -K6(x) 4 70(X) 

Voltando ao exemplo anterior, tem-se a seguinte 

formalizagao em lOgica de proposig6es: 

T = { (Estudante +r-> Adulto), (Adulto A-F4 Casado), 

(Estudante -F4 Casado) } 

Tambem aqui existe a nogao de ligagao indireta, como, 

por exemplo: "(Estudante +1-> Adulto -Ft-> Casado)". Mas a 

determinagao da transitividade da heranga nessas ligag6es 

indiretas depende de certos principios, os quais buscam evitar a 

tomada de conclus6es contraditOrias. Esses principios sao: 

a) Principio da Aboligao: Informag6es mais 
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especificas devem abolir informag6es contraditdrias mais gerais. 

No exemplo anterior, T r- (Estudante 	Casado) e T 

(Estudante +1-o Casado). Isto demonstra porque a relagao "+1-o" 

nao 6 incondicionalmente transitiva como "-FH" era. 

b) Principio  da AmbigUidade.  A ambigUidade deve 

permanecer se for impossivel chegar a uma conclusao. Por 

exemplo, seja T1  = {(Nixon 1-1-4 Quaker), (Quaker -1-p* Pacifista) , 

(Nixon +1- ►  Republicano), (Republicano Pacifista)}. Entao T 1  

141,  (Nixon +1-4 Pacifista), e T1 i 	(Nixon -I-) Pacifista). 

Uma ligagao direta nao pode ser abolida. Apenas as 

ligag6es indiretas podem ser abolidas. Alem disso, as liga0es 

diretas nao podem cair no caso da ambiguidade. Se valer (X 

Y) e (X -1-,k Y), tem-se contradigao, e nao ambigUidade. 

Os principios de abolicao e ambigUidade nao definem o 

que e uma "informagao mais especifica", e nem quando 6 

impossivel chegar a uma conclusao. Essas definig6es vao depender 

de uma definigao intuitiva de aboligao e de ambigOidade. Existem 

vArias definiges distintas, que geram resultados diferentes. C 

necessArio entao analisar a intuigao utilizada nessas definig6es 

para ver quais sao mais naturais. 

4.1.1 Relagao 

Cabe agora definir como 6 determinada a aboligao e a 

ambigUidade em teorias de heranga formalizadas em "Lp". Serao 

apresentadas as definig6es de J. Dix (v. [DIX 89] pag. 5-6). 

Em primeiro lugar, define-se que as ligage5es diretas 

(X ±F4 Y) da teoria "T" sao incondicionalmente herdAveis. 

necessArio 	estabelecer 	condig6es 	para 	a 

transitividade da heranga se as ligag6es forem indiretas. Assim, 

seja (X ±1-> Y) derivado de uma ligagao indireta (X +1-.> ... +1-) 

Y), por transitividade de "+". Para saber se (X -±r, Y) 6 uma 

relagao de heranga vAlida e necessArio proceder aos seguintes 
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passos: 

a) Determinar qual 6 a maior ligacgo indireta 

transitiva que liga "X" a "Y". Essa ligaggo sera denotada por (X 

1-1-9 W 	Wz 	... 	Wn tr4 Y). 

b) Determinar se "X" herda de "Wn ", ou seja, 

determinar se T - , 	 -1-r, Wn ), o que 6 uma chamada recursiva ao 

procedimento de determinaggo de heranca. 

c) Determinar se (Wn 	Y) pertence A teoria "T". 

d) Certificar-se que (X Tr, Y) rao pertence a "T". 

e) Verificar, para todo "Z", tal que (Z 	Y) 

T e "X" herda de "Z", se existe um "V", diferente de "Z", tal 

que (V -1- 1-4 Y) E T e "X" herda de "Z" via "V", ou seja, T 1"--p  (X 

+ 	 V + H . . . 	Z . 

Para determinar a heranga de uma classe "X", e, entgo, 

utilizada a intuiggo de que as ligages diretas, 

estabelecem uma ordenaggo parcial entre as classes de "T". 0 

conceito de aboliggo e ambigilidade depende entgo desta ordenaggo 

parcial. SerA visto mais adiante que esta noggo ngo parece ser 

natural quando a teoria de heranga ngo-estrita 6 formalizada na 

lOgica das classes. 

Para definir "r- ", utiliza-se a funggo "tml" (sigla 

de "tamanho da maior ligaggo") que aplicada a uma ligaggo 

indireta ( X -1-1-4 ... -144 Y ) retorna o nOmero de ligages 

diretas que compOem a maior ligaggo indireta possivel entre "X" 

e "Y". 



52 

Definigdo C wP  nNo-monotOnico ) 

Seja T uma teoria de heranga nao-estrita, formalizada 

na lOgica das proposigdes, 

(X ±F4 Y) se (X ±F4 Y) e T 

se tml(X 	+ 	... +1-÷ Wn  ± 	Y) = n+1 entao 

T wp  (X +1-4 Wi  + F4 ... +F4 Wn ±F4 Y) se 

i) T wP  (X 	WI  +F4 ... +F4 Wn ), e 

ii) (Wn  ±F4 Y) E T, e 

iii) (X TF4 Y) 	T, e 

iv) (YZ) [(Z TF4 Y) E T n T w1,  (X + F. 
Z)] (31,WZ) [(V ±1-4 Y) E T n T 1--p  ( X +F4 ... +F4 V +F 

Z)]. 

c 

Se T w (X +1-4 	 ±Fi Y), pode-se aplicar a 

transitividade e dizer igualmente: T wp  (X ±1-4 Y). 

E preciso observar ainda que a definigao acima nao 6 

Unica. Ela pode ser diferente, por exemplo, quanto aos passos 

(i) e (ii), isto 6, quanto ao modo da chamada recursiva. 

A definigao que foi dada, na qual deve-se determinar 

(X +1-4 1- 1-4 Wn ) e (Wn  Y), 6 chamada "forward chaining 

approach". 

Uma variante 6 possivel quando se procura determinar 

(X +1-4 Wi ) e +hi ... Y) recursivamente. Essa abordagem 6 

chamada "backward chaining". 

Uma terceira variagao combina as duas anteriores. 

Nela, o passo (i) 6 substituido por "determinar T wp  (X +t-4 

+ 	Wn ) e T wP  (W1 . . . 	Fi Y)", e o passo (ii) 6 

substituido por "determinar (X 1- 1-4 Wi ) E T e (Wn  -1- F4 Y) E T". 

Esta Ultima abordagem, onde o passo (i) cont6m duas chamadas 

• • • 

• • • 
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recursivas ao procedimento 6 chamada "double chaining". 

Em todas as abordagens os resultados sao diferentes. 

Por exemplo, seja a seguinte rede semAntica: 

A relagao T wp  (A +1-, D) 6 verdadeira se usarmos a 

abordagem "forward chaining", mas nao 6 verdadeira se usarmos 

"double chaining". 

Resta entao descobrir quao intuitivas sao estas 

definigdes, ja que pequenas modificagdes na definigao dos 

algoritmos produzem resultados tao distintos. Para fazer esta 

anAlise, foi utilizado um metodo de formalizacao em 16gica de 

classes. 

4.2 FormallzacNo na Logica das Classes 

C necessArio encontrar uma forma de representar a 

heranca nao-estrita na 16gica das classes estendida. A presenga 

de excegbes inviabiliza de imediato a utilizagao de encaixes 

aditivos, jA que estes determinam a inclusao entre as classes 

encaixadas. 

Se "X" herda de "Y", e essa heranga 6 nao-estrita, 

entao "X" nao esta contida em "Y". Mas "X" e "Y" podem ser 
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comparadas atraves da multiplicacao biunivoca. 

Em primeiro lugar, admite-se que tanto "X" quanto "Y" 

determinam uma divisao dicotesmica no universo "21". Admite-se 

entao que o universo se divide dicotomicamente em "X" e "R", o 

que 6 denotado por WX = X + Y. Por outro lado, o mesmo universo 

tambem se divide dicotomicamente em "Y" e "V", o que 6 denotado 

por WY = Y + Y. 

0 universo assim dividido continua contendo os mesmos 

elementos que antes da divisao. Logo, ha uma equivalencia de 

extensao entre "21", "21/X" e "21/Y ", o que 6 denotado por: 

21 	.F.-. 	2Z/X 	_•.= 	tl/Y 
0 	 Q 

Como 21/X E WY, 6 possivel submeter essas classes 
0 

(universos) a multiplicacao biunivoca. E o produto, que sera 

denotado por "21/X/Y" (ou "WY/X", ja que a multiplicacao 

biunivoca 6 comutativa) sera equivalente em extensao ao universo 

"21", mas estara dividido em 4 partes segundo as duas dicotomias 

distintas: 

21/X x 21/Y = 21/X/Y 

COM: 

WX/Y = XxY + XxY + XxY + XxY 

ou: 

U/X/Y = XY + xY + RY + RY 

Uma representagao diagramatica pode ajudar a perceber 

esta situagao. Seja 21/X = X + R, representado por: 

X Y.  

e seja WY = Y + Y, representado por: 
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Y 
Y 

entgo o produto de "2C/X" por "WY", a saber "WX/Y", sera 

representado por: 

XY 

  

XY 

XY 

  

XY 

  

  

Mas, como foi dito antes, isso ngo afirma nada sobre a 

heranca de "X". Diz apenas que "X" esta contido parcialmente em 

"Y" e parcialmente em "Y". 

A intensgo da heranga ngo-estrita e a seguinte: 

"pode-se assumir que X sgo Y, porque se ngo fosse assim, isso 

seria dito", ou seja, se existir um elemento de "X" que ngo e 

elemento de "Y", ele 6 excessgo, e uma excessgo deve ser 

explicitada, ou seja, tornada conhecida. 

Um exemplo dessa situaggo 6 o seguinte: pede-se a uma 

pessoa que pense em um elefante, e a seguir, pergunta-se qual e 

a cor do elefante. A pessoa provavelmente dira que e "cinza", ja 

que ngo foi dito para pensar em um elefante de outra cor. Mas se 

fosse dito que ela pensasse em um elefante albino, e a seguir se 

perguntasse a cor, certamente seria ouvido "branco". 0 

conhecimento do senso comum estabelece que um elefante 6 cinza 

ate que seja dito algo em contrario. Logo, aquelas subclasses da 

classe "elefante" que ngo sgo cinza (como a dos elefantes 

albinos) sgo classes excepcionais em relaggo a regra geral: 

"elefantes sgo cinza". 

Generalizando, se "X" sgo "Y", entgo a classe composta 

pelos "X" que sgo simultaneamente "Y", 6 uma classe excepcional. 

Olhando no diagrama: 



XY XY 

XY XY 
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pode-se afirmar que a classe "XY" 6 excepcional, enquanto que as 

outras fres classes sao nao-excepcionais. De fato, a classe "XY" 

6 nao-excepcional porque foi afirmado que "X sao Y". Como nada 

foi dito sobre os .Y", pode-se assumir que tanto "XY" quanto 

"XY" sao nao-excepcionais. 

Observa-se que se essa heranga fosse do tipo 

"estrita", a classe "XY" seria vazia, e entao resultaria que X 

Y. Note-se o que 

"X" esta contida 

Mas 

"nao-estrita", 

na 

X 

acontece nos 

classe "Y": 

x 	Y 
Tc 

heranga que 

a classe 

diagramas 

XY 
Y 	= 

XY 

se quer determinar 

nao 6 vazia. 

seguintes onde a classe 

do tipo 

tem-se 

H XY 

e 

Assim, 

se 	a 

entao "XY" 

que assumir sua existencia atribuindo-lhe o status de classe 

excepcional. 

A nogao de excepcionalidade 6 relativa A heranga. Por 

exemplo, se "X sao Y", em: 

u/x/Y: 
XY 

XY 

XY 

XY 

a classe "XY" 6 excepcional para a relagao "X sao Y". Mas se for 

consideda uma outra relagao como "Z sao W", existirao outras 

dicotomias sobre o mesmo universo, e os elementos de "XY", 

vistos sob a Otica da dicotomia "U/Z/W", poderao nao ser 

excepcionais em relagao a ela: 
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Z 
	

W 
	

ZW 

U/Z: N x 2l/W: 
/a 

= u/z/W: -ffw x 

     

z 	 Z W 

Em "U/Z/W", a classe excepcional e "ZW". Note que a 

classe excepcional "ZW" nAo coincide com a classe excepcional 

"XY" de "U/X/Y". Portanto, um elemento nAo 6 excepcional por si, 

mas apenas relativamente A uma relagAo de heranca da teoria. 

Assim, pode-se falar de "classes nAo-excepcionais para 

uma relagAo de heranga". Pode-se dizer que uma classe 6 

nAo-excepcional se for conhecida atraves de uma expressAo como 

K(X x Y = XY). 

A relagAo de heranga nAo-estrita "X sAo Y" sera 

representada atraves do conhecimento que se tem sobre as classes 

nAo-excepcionais em "U/X/Y": 

K(X x Y = XY), K(X x Y = XY), K(X x Y = XY) 

A relagAo "X sAo Y" nAo permite dizer "K(X x Y = XY)". 
Isto porque se os elementos nessa classe forem nAo-excepcionais, 

isso seria relativo a uma outra relagAo de heranga da teoria, e 

eles sc5 seriam conhecidos atraves desta outra relagAo. Somente 

com a relagAo "X sAo Y" nAo se pode afirmar que se conhega "XY", 

porque os elementos dessa classe sAo excepcionais para essa 

relagAo de heranca. EntAo as equagbes K(X x Y = XY), K(X x Y = 

XY), K(X x Y = XY), realmente representam a relacAo nAo-estrita 
"X sAo Y". 

Pode-se representar o significado para essas equages 

epistemicas atraves de diagramas hachureados nas regies que 

correspondem As classes nAo-excepcionais, deixando-se em branco 

as zonas que representam classes excepcionais. 

Por exemplo, o significado de {K(XxY=XY), K(XxY =XY), 

K(RxY=XY)1 6: 



xY 

XY 

XY 
U/X/Y: 

XY 

X 

U/X:  	x 	2C/Y: 

XY 
u/x/y: 

XY 
U/X:  	x U/Y: 

  

xY 

XY 
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e o significado de fIC(XxY=XY), K(RxY=RY), K(RxY=XY)1 6: 

A determinacgo da heranca de "X" em relacgo a "Y" pode 

ser feita atraves de multiplicaceSes entre as equaOes 

epistemicas, ou mesmo entre os praprios diagramas, da seguinte 

maneira: 

a) Escolhe-se todos os diagramas que contenham somente 

as dicotomias "2l/X" e mU/Y". 

b) Se houver mais de um diagrama contendo "U/X" e 

"WY", realiza-se a interseccgo destes diagramas (o que sera 

demonstrado mais adiante). 

c) Elimina-se a classe "R", ficando-se apenas com „X„ 

e suas subclasses: "XY" e "XY". 

d) Se apenas "XY" for ngo-excepcional, entgo "X" herda 

de "Y". Se apenas "XY" for ngo excepcional entgo "X" herda de 

"Y". Se ambas forem ngo excepcionais, temos ambiguidade: "X" 

pode herdar tanto de "Y" quanto de "Y". Se ambas forem 

excepcionais, temos contradicgo. 

A seguir 6 apresentado um exemplo de determinacgo de 

heranca no qual se quer saber se "X" herda de "Y" ou ngo. 

a) Tem-se apenas o diagrama "QL/X/Y" que corresponde a: 

XY 
U/X/Y: 

XY 

 

xY 

XY 
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c) Elimina-se a classe "R" de "U/X/Y" e resta apenas: 

X : XY ?";1111 XY 

d) Como apenas "XY" 6 nao-excepcional, entao "X" herda 

de "Y". 

Se se tentar utilizar este mesmo diagrama para 

determinar se "Y" herda de "X", faz-se o mesmo nos passos (a) e 

(b), e entao: 

c) Elimina-se "Y" e resta apenas: 

  

XY 

XY 
Y: -7;  

  

d) Como as duas classes sao nao-excepcionais, entao ha 

ambigUidade: um elemento de "Y" pode pertencer tanto a "X" 

quanto a "R". 

Note-se que esta conclusao corresponde a intuicao de 

que se "X sao Y" entao "Y podem ser X ou 

A contradicao aparece se houver dois diagramas 

representando "X sao Y" e "X nao sao Y". Por exemplo: 

a) Tem-se os diagramas: 

XY 
U/X/Y: 

XY 	 XY 
e 	212 /X/Y: 

XY 

XY 
Igco* 

XY 	 3ZY ..01.02ro! XY 

b) Realiza-se a interseccao dos diagramas, 	segundo a 

operacao Di  x D2  = Ds , onde "Ds " contem as dicotomias de "D1 " e 

"Dz ", e as zonas hachureadas de "Ds " sao somente aquelas que sao 

hachureadas em "D" e em "D Z " simultaneamente. Entao 	/X/Y x 

212 /X/Y = U/X/Y, onde: 



X 
91/X: 2L/Y: 

Y 

91/Z: 

T 
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XY XY 	 XY 
x 

XY 	 XY XY is 
XY XY 	 XY XY 	 XY XY 

c) Eliminando a classe "Tr, fica-se com: 

X : 	XYI 1 1XY 

d) Como as duas subclasses de "X" sAo excepcionais, 

conclui-se que ha contradigAo. 

4.2.1 Transitividade da Heranga nAo-Estrita 

A necessidade da determinagAo da heranga por 

transitividade surge quando nAo se tem informagAo imediata de 

heranga entre duas classes. Se por exemplo, ha um diagrama WX/Y 

e um diagrama WY/Z, mas rao ha WX/Z, podemos obter um diagrama 

que compare as classes X e Z atraves da multiplicagAo biunivoca 

de WX/Y e WY/Z. Seja entAo: 

Y 

corn: 

XY 

WX/Y: 

XY 

 

XY 

  

YZ 

YZ 

YZ 

YZ ■ 

 

e 	U/Y/Z: 

 

XY 

  

Para comparar X e Z, a necessario ter as tres 



XYZ 	XYZ 

XYZ 	 XYZ 
= — XYZ 	 XYZ 

Y 

X 
	 x 

XYZ 

XYZ 

XYZ XYZ 

XYZ 

XYZ 

XY 	 7)y 

x 

YZ 

YZ 

YZ 
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dicotomias: 21/X, WY e 2L/Z, num mesmo diagrama: 

Y XYZ XYZ 

A maneira direta de obter esse diagrama, mantendo as 

informag6es sobre a nao-exepcionalidade das classes, e fazendo a 

operagao WX/Y x 21/Y/Z = 21/X/Y/Z, e determinando que as classes 

nao-excepcionais em WX/Y/Z sao aquelas que sao nao-excepcionais 

simultaneamente em WX/Y e em WY/Z. Em termos de diagramas, as 

classes hachureadas do diagrama de WX/Y/Z correspondem A 

intersecgao das classes hachureadas de WX/Y e de WY/Z, ou 

seja: 

XY 	 XY 

  

XYZ 	XYZ 

A determinando da heranga, consiste, neste caso, em 

separar a classe X, do diagrama WX/Y/Z: 

XYZ 

X : 

XYZ 

XYZ 

XYZ 

Verifica-se que a Unica subclasse nao-exceptional de X 

6 XYZ, ou seja, a dos elementos que sao simultaneamente da 

classe X, Y e Z. Portanto, se deduz que "X sao Z". Mas esta 

dedugao permanece relativa A transitividade da heranga via Y, 

INSTITUT° DE INFORMATICA 
BIBLIOTECA 
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porque se for ignorada a dicotomia WY simplesmente, entAo a 
classe XZ tera uma regiffo excepcional e uma regiAo 

nAo-excepcional. NAo sera possivel identificar essas regi6es 

devido a falta da dicotomia WY. EntAo a classe XZ, tomada 

isoladamente de Y nAo permite chegar a conclusAo alguma: 

XZ 

XZ 

Admite-se, entAo, a necessidade de manter a classe Y 

como intermediaria na heranga de X em relagAo a Z, posto que sem 

a presenga de Y, nAo se conclui se a classe XZ 6 ou nAo 

excepcional. 

4.2.2 AboligAo e AmbigUidade 

Resta agora formalizar os principios de aboligAo e 

ambigeidade para o caso de informag6es contraditarias. 

Como se deseja mostrar se a intuigAo que determine 

estes principios 6 diferente na 16gica das classes, nAo sera 

feita uma interpretaggo pura e simples dos principios definidos 

no capitulo 4. Estes principios serAo definidos da maneira que 

parecer mais natural na 16gica das classes. Se procurara 

demonstrar se essa intuiggo 6 a mesma do capitulo 4 ou nAo. 

Sera examinado um algoritmo para determinagWo de 

heranga que utiliza um rimero minim° de operag6es. 

Supondo uma teoria de heranga S, composta por equage5es 

epistemicas cujo significado 6 dado por diagramas dicotOmicos, 

deseja-se saber se a classe X herda de Y ou de Y, ou se ha 

ambigUidade ou contradigNo quanto a essa relagAo. 

Procede-se como segue: 

a) Constroe-se um grafo G, onde os nodos sAo as 

X : 
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classes de S, e onde dois nodos estao ligados se S compara 

diretamente as respectivas classes. 

b) A partir do nodo X, percorre-se o grafo G, buscando 

encontrar o menor caminho entre X e Y. Se este caminho existir, 

sera representado por C
n+i 

= <X, Xl , X2 , 	Zn , Y>. Senao o 

algoritmo para: "nao 6 possivel comparar X e Y por falta de 

informacao". 

c) Multiplica-se biunivocamente os diagramas de C r"1": 

U/X/Z1 , 	U/Zi /Zz , 	• • • 
	U/Zn /Y, 	obtendo 	o 	diagrama 

U/X/ZI /X2 /.../Xn /Y. Se o menor caminho entre X e Y nao for tanico 
n+1. 

temos um conjunto dos C i  caminhos. Neste caso, procede-se a 

mu ltiplicagaobiunivocadosdiagramas 
L 	1,L 2A 	/Z n,i 

decadacaminhoe" para obter WX/Z n n /Y. i z

d) Separa-se a classe X de U/X/Zi /Z z /.../Zn /Y. 

e) Se somente XY contem classes nao-excepcionais em 

U/X/Zi /Zz /.../Zn /Y, entao conclui-se que X herda de Y. Se 

somente XY contem classes nao-excepcionais em 

U/X/Xi /X 2 /.../Xn /Y, entao conclui-se que X herda de Y. Se 

existirem classes nao-excepcionais em XY e em XY, ou se nao 

existirem classes nao-excepcionais em X, entao ha ambigOidade 

(menos no caso em que o menor caminho entre X e Y e <X, Y>, 

quando a inexistencia de classes nao-excepcionais indica 

contradicao). 

Diz-se que este algoritmo utiliza um mauler° minim° de 

operas es porque se for composto U/X/Y, realizou-se apenas uma 

multiplicacao biunivoca. Se for composto U/X/Z/Y, utilizou-se 

tres multiplicaceies biunivocas: 

91/x x U/X = 421/X/X 

U/X X WY = U/X/Y 

U/X/X x 91/X/Y = 91/X/X/Y 

Se for composto U/X/Z i /Z2 /Y, utilizou-se cinco 



IF 

EA 
AC 

EC 

' EC denot(S) 
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multiplicagdes biunivocas. 

Continuando, para compor diagramas n-dicotOmicos, 

serao necessarias (2n-3) operac6es de multiplicacao biunivoca. 

Assume-se como resultado satisfat6rio, aquele que 

puder ser determinado com um ntlmero minim° de operas es de 

multiplicacao. 

Seja, por exemplo, E a classe dos estudantes, k a 

classe dos adultos e C a classe dos casados, e seja S uma teoria 

onde: 

S = {K(Exk=Ek), K(Exk4a), K(Ex7E=Ek), 

K(AxC=AC), K(4xC -4TC), K(Zxt=ke), 

K(Ext=Eiff), K(ExCfC), K(Ext-=EC)} 

Entao WE, U/k e WC, podem ser respectivamente: 

C 

C 

Lembrando que cada diagrama a seguir representa tres 

equaOes do tipo K(XxY=XY), diz-se que o significado de S, dado 

pela funcao "denot" 6: 

C possivel multiplicar os diagramas U/E/A e 2L/A/C de 

S, o que 



   

Ek -C 

Eke 

Eke 

   

 

    

Eke 

Ekiff 

Eke 

LTC 

[Eke 

2Z/E /A /C: 

Ekcr 	'EAU EC 
[Eke 	 Eke 

x EC 
ETke 	 Eke 

Eke 	 Eke 

      

     

     

     

     

     

     

      

      

Eke 
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o que e contraditdrio com U/E/C no que diz respeito a heranga 

dos estudantes. Veja-se que: 

o que significa qur nada se pode deduzir sobre a condigao dos 

estudantes serem casados ou nao. 

0 criteria para eliminar tais contradige5es 6 

estabelecido no algoritmo, e e o seguinte: se dais diagramas sao 

contraditarios, o que for composto pelo maior namero de 

dicotomias (mais mediato) sera abolido pelo que for composto 

pelo menor nemero de dicotomias (menos mediato). Entao nao se 

chega a compor UgEWC, porque U/E/C ja permite tirar conclus6es 

com um nemero minimo de operas es. 

Por outro lado, se dois diagramas contraditOrios sao 

de mesmo tamanho, nao e possivel decidir quanto a aboligao. Logo 

ha ambigUidade. 

4.2.3 Relagao 

Para fins de simplificagao da notagao, serao usadas as 

seguintes abrevia0es: 

K(X x Y = XY), K(X x Y = XY), K(X x Y = XY) por K(X 	Y) 

K(X x Y = XY), K(X x Y = XY), K(X x Y = XY) por K(X 	Y) 

(X x Y = XY), (X x Y = XY), (X x Y = XY) por (X ►  Y) 



66 

(x x Y = xY), (R x Y = ICY), (1: x Y = XY) por (X ; Y) 

A relagAo we  sera definida da seguinte maneira: 

Definigdo ( RelagAo we  ) 

Seja S uma teoria de heranga nAo-estrita formulada em 

logica de classes: 

S 1.•••••
c 

(X 4 Y) se K(X 4 Y) e S 

S we  (X 4 ... 4 Y) se K(X 4 Zi ) E S 	K(Zn  ►  Y) 
S e (11m5n) K(X 	E S , 	K(Wm 	Y) E S. 

Retornando ao exemplo anterior, a teoria S sera 

representada por: 

S = {K(E ; k), K(k ; C), K(E ; Cr)} 

Ve-se que todas as ligage5es diretas de S seguem da 

teoria. Por exemplo: 

S
c 

(E i FE) 

Mas as ligagOes indiretas sb seguem da teoria se a 

condigAo de nAo existir um caminho contraditario de tamanho 

menor ou igual for satisfeita. Assim, a relagAo: 

S we  (E 4 4 C) 

satisfaz a condigWo: 

K(E k) E S e K(k C) e S 
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onde n=1, ja que ha apenas uma classe intermediaria (a classe 

"k"). Mas essa ligagao indireta nao satisfaz a condigao: 

(0 rtin) K(X;W )ES, 	, K ( W ;Y)eS 

ja que existe um m=0, a saber K(E 	(C), que pertence a S. 

Portanto a relagao (E i k C) nao segue da teoria, já 

que ela 6 abolida por (1K 	41). 

4.3 Comparacgo entre w e 

Para comparar as relag6es wP  e r-s , 6 necessario 

definir as fungbes f e f *  tambem para relage5es de heranga nao 

estrita. Para as ligage5es diretas de T, pode-se definir: 

f(X 	Y) = K(X ; Y) 

f(X 	Y) = K(X ; Y. ) 

e para as ligag6es derivadas de T, define-se: 

f (X +Hs ... +Hs Y) = (X 	Y) 

f (X + 	. . . — Hs Y) 	= (X i . . . i Y) 

e finalmente, f
*
(T) 6 dada por: 

f (fa, P, r, 6 , -..1) 	= 	{f(a), f((3 ), f(7). f(a), --- } 

Em primeiro lugar, verifica-se coincidencia nos dois 

metodos (h. e h-c ) no que diz respeito as ligag6es diretas. Se 

T possui uma ligagao direta a, entao ela sera mapeada em f(T), 

numa ligagao f(a). Ora, se T w p  a 6 verdadeira porque a 6 uma 

ligagao direta de T, entao f * (T) 
c 

f(a) tambem 6 verdadeira 

pelo fato de que f(a) representa uma ligagao direta mapeada em 

f
*
(T) (ja que f(a) denota um diagrama com apenas duas 
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dicotomias). 

As diferengas entre esses dois metodos surge no campo 

das ligage5es indiretas. 

Por exemplo, se T = f(it 	B), (03 +1-> C), (C +1-> D), 

(A +1 ►  F), (F 	D)1, e se S = f * (T), tal que S = .(K(A ; 03), 

K(03 ; C), K(C 	D), K(A 	[F), K(F ; D)}, entao: 

T 14p  ( a +1-4 F -F-> D) 

e: 

S 	; F ; 05) 

Seja um outro exemplo, onde: 

T = {(Fred +1-1, Estudante), (Estudante 	Adulto), 
(Adulto 	Casado), (Estudante 	Casado)}. 

Entao T r- (Fred 4-H, Estudante 	Casado), e se S 
P 

= f
*
(T ), entao S compartilha esta relagao, a saber: S c 

(Fred ; Estudante Casado). 

Assume-se que esta relagao continua valendo para T 2 , 

onde Tz = T 	{(Bred 	Adulto)1. Entao T h- (Fred +1-4 

	

2 	P 

Estudante 	Casado), porque a informagao "(Fred +1----> Adulto)" 6 

tida como redundante em Tz  (v. [DIX 89] pag. 2). 

Mas se a heranga 6 nao-estrita, entao esta informagao 

nao 6 redundante, pois ela 6 imediata ao passo que a que se 

tinha em Ti , a saber (Fred 1-1-> Estudante +H Adulto), era 

mediata. Ora, se a heranga 6 nao-estrita, as Onicas relage5es de 

heranga nao aboliveis sao as imediatas, enquanto que as mediatas 

podem ser abolidas. Portanto sao dois tipos de relag?5es 

diferentes, pois tem propriedades diferentes. Ve-se que esta 

nogao 6 captada por h- : seja Sz = f
*
(Tz ), entao Sz = Si  u  

fK(Fred 	Adulto)1. Logo: 

- 
S2  h4C 	-> (Fred 	Estudante 	Casado) 



e: 

S2  roc  (Fred -,kdulto 	Casado) 

embora: 

Tz  w
P  (Fred +1---f Estudante 	Casado) 

A existencia dessas diferengas demonstra claramente 

que wp  e we  baseiam-se em intuit es distintas sobre o que deve 

ou nao deve ser herdado numa especificagao de heranga 

nao-estrita. 

Serao mostrados a seguir alguns problemas com a 

intuigao subjacente a definigao formal de r-. Em primeiro 

lugar, demonstra-se que ligag6es diretas nao sao redundantes na 

presenca de ligag6es indiretas. A seguir, mostra-se que a nogao 

de ordenagao parcial entre as classes numa especificagao de 

heranca nao-estrita 6 arbitraria e artificial, o que pode 

justificar o metodo de determinagao de heranga por minimizagao 

de operas es. 

4.3.1 Nao-Redundancia das Ligac6es Diretas Frente as Indiretas 

Nesta segao sera considerado o seguinte exemplo: 

(Casado) 
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(Adulto) 

(Estudante) 

(Fred) 

J. Dix afirma que a adicao de uma informagao como 

"Fred 6 adulto" 6 redundante para T, uma vez que ela ja segue da 

teoria: 

T 



T 1 T+  
(Adulto)  

T+ 	 
(Estudante  

T+  
(Fred) 
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T r-P  (Fred +1-4 Adulto) 

Nesta visao, uma teoria como T1  tem um arco 

redundante: 

(Casado) 

A adigao de tal informagao nao deveria pois fazer com 

que as concluses de T fossem diferentes das de T. Portanto, T 1  
i 

r-P  (Fred --r3 Casado). Entretanto, verifica-se que tal alteragao 

ocorre quando se usa r-c , pois: 

f
*
(T) r-c  (Fred 3 Casado) 

e: 

f
*
(Ti ) 1-,4c  (Fred 3 Casado) 

Tal alteragao pode ser justificada se a informagao 

adicionada em T 1  e nao-redundante, e realmente traz conhecimento 

novo a teoria. Seja entao um fragment° de T, que sera chamado de 

T : z 

(Adulto) 

3 -1-  i  
(Estudante) 

3+ 
I 	 

(Fred) 

T 2 



T 3 
(Adult o) 

T4- 	 
(Estudante  

T+  
(Fred) 

+// 

(Estudante)  

-IN 	X 
(Fred) 

N- 
(Escoteiro 
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Seja tambem um fragmento de T i , que sera chamado de 

T : 
3 

Se a ligacao (Fred +r, Adulto) 6 realmente redundante 

em T s  , deveria-se esperar uma equivalencia entre Tz  e T3  quanto 

As conclus6es via r- . P 

Essa equivalencia existe, de fato, quando Tz  e T3  sao 

tomadas isoladamente de outros contextos, mas pode deixar de 

existir frente a adicao de novos conhecimentos. Seja entao T4 : 

(Adult o) 

T  
(Escoteiro) 

T 4-  
(Fred) 

Verifica-se que T z u T4  nao 6 equivalente aT 3  uT4 : 

T 4 

T 2  U T 4  (Adulto) 
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T 3 U T 4 (Adulto) 

+/ 
(Escoteiro) (Estudant2) 

(Fred) 

Note-se que: 

T 2  uT4  h4 (Fred +1--, Adulto)  P 

T uT wP  (Fred +1-4 Adulto) 3 4  

Logo, a ligagao (Fred +1-> Adulto) nao 6 redundante, a 

nao ser quando tomada fora de contextos mais gerais. 

0 algoritmo de we  privilegia as informag6es imediatas 

como f(Fred Adulto), em detrimento das que sao mais 

mediatas. Isso parece ser mais consequente com a nogao de 

heranga nao estrita. 

Enquanto, no caso da heranga estrita, a transitividade 

e valida incondicionalmente, isto 6, se (X 	Y) e (Y 	Z) 

entao (X Z), no caso da heranga nao-estrita, a 

transitividade 6 sensivel ao contexto, uma vez que relag6es 

mediatas podem ser abolidas pelo contexto. Entao conclui-se que 

numa especificagao de heranga nao-estrita uma ligagao direta 

nunca 6 redundante frente as ligage5es indiretas, mesmo que ela 

possa ser derivada por transitividade destas, porque sempre ha 

conhecimento novo sendo adicionado a teoria e nao se sabe a 

priori quando a mudanca de contexto afetara a transitividade das 

relag6es. 

e: 
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4.3.2 Arbitrariedade da Ordenagao Parcial entre as Classes numa 

Teoria de Heranga nao-Estrita 

A questao de nao se ter transitividade incondicional 

em teorias de heranga nao-estrita tem origem em uma questao mais 

profunda, que 6 a arbitrariedade com que 6 estabelecida a 

ordenagao parcial entre classes numa teoria de heranga 

nao-estrita. 

No exemplo anterior, em T1 , Fred herda a propriedade 

de nao ser casado da classe dos estudantes, porque esta lhe 6 

"mais prOxima", ao passo que a classe dos adultos lhe e "menos 

prOxima". 

C certo que numa teoria de heranga estrita tal 

ordenagao entre as classes existe. Se X S Y, pode-se dizer que X 

<Y(X precede Y). Assim, seX<YeY< Z, pode-se afirmar que 

X Z, e que a classe Y 6 mais prOxima de X do que a classe Z, o 

que 6 possivel constatar no seguinte conjunto parcialmente 

ordenado: 

Mas esta nogao de proximidade entre classes nao parece 

clara no caso da heranga nao-estrita, já que neste caso nao se 

tem incluses de classes mas apenas comparag25es multiplicativas 

biunivocas entre classes. Se se tem ?1/X e WY, e X nao esta 

incluido em Y, nem Y em X, entao nao 6 intuitivo falar que X 

precede Y ou que Y precede X, uma vez que sao classes 

ortogonais, num certo sentido: 
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21/X: X WY: 
Y 

Assim, se Estudante nao 6 	uma 	subclasse de kdulto, 

qual 	6 	o 	sentido 	de 	dizer 	que 	Fred 	estA 	mais 	proximo 	de 

Estudante do que de kdulto? Uma resposta possivel 6 dizer que 

foi fornecida informagao de que estudantes 	sao adultos. 	Neste 

sentido, 	portanto, 	ha uma especie de 	"inclusao nao-estrita" de 

Estudantes em kdultos. Mas entao se estarA impedindo que seja 

fornecida a informagao de que adultos sao estudantes (ou nao, se 

for o caso), ja que uma teoria de heranga 6, por definigao, um 

grafo direcionado aciclico. 

Nao se pode, pois, estabelecer uma relagao de 

precedencia entre classes comparadas multiplicativamente, uma 

vez que a possivel existencia de ciclos nas relagE5es de heranca 

nao pode ser representada nas estruturas de ordenagao parcial. 

Assim 6 que a teoria de heranca do senso comum, 

segundo a qual as classes se estruturam em um grafo direcionado 

aciclico, nao permite representar situag6es como: 

(Franceses 	Moradores da Franca) 

(Moradores da Franca 	Franceses) 

(Franceses) 

 ;(Moradores da Fra:\aS- 

Em geral, o que se faz nestes casos 6 escolher 

arbitrariamente uma das ligac6es, preterindo-se a outra. 

Quando essas ligag6es sao formuladas em linguagem de 

classes, pelo fato de nao haver estabelecimento de ordenagao 

parcial entre as classes, a heranca "ciclica" torna-se apenas um 

tipo especial de diagrama. Seja IF a classe dos franceses e GI a 
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classe dos moradores da Franca. Entao: 

17 

U/F: 

F 

e: 

denot(F ; N) . 

e: 

FN 

denot(N -, F) = 

FR 

Compondo os diagramas tem-se: 

U 1 gF/N x UVF/N = U/F/M 

onde U/F/N 6 representado pelo diagrama: 

IT N [TM 
:•-•;- 

-..  --,-"1.  ...:,...,?-- 

,/   

0 diagrama 2l/[/Q1 estabelece que um elemento 6 

nao-excepcional se pertencer simultaneamenteaFea N, ou se 

pertencer simultaneamenteaFeaN. Caso contrario, ele 6 

excepcional. 

Fal 

U 2 /F/N : 

FEM 

FF1 FN 

Esta nocao 6 dual, nas teorias de heranca nao-estrita, 

a uma que se tem nas teorias de heranga estrita: a equivalencia 
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entre classes. Em uma teoria de heranca estrita, pode-se 

afirmar: 

se (X E Y) e (Y E X) entao (X .% Y) 

Agora, em teorias de heranca nao-estrita, pode-se 

dizer: 

se (X ; Y) e (Y ; X) entao (X 4-1., Y) 

onde: 

XY 
	

XY 

denot(X <-:-> Y) = 

XY XY 
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5 TEORIAS DE HERANcA DO SENSO COMUM CO CASO NX0-MONOTONICO COM 

HERAMCA MISTA) 

Reservou-se este capitulo para falar de teorias de 

heranga onde se misturam relages estritas e nao-estritas. 

Apesar de este ser o caso mais importante para representagao do 

conhecimento, continua sendo o menos abordado na literatura. 

Isso talvez se deva ao fato de que os problemas da formalizagao 

das teorias de heranga nao-estrita se propaguem nas teorias 

mistas, causando uma serie de outros problemas (v. [DIX 89] pag. 

7). 

Na abordagem proposicional, tem-se quatro tipos de 

ligag6es numa teoria de heranga mista: 	 "-", "+" e 

•1 	 II 

Na abordagem de classes tem-se encaixes aditivos: 

"KX+KX'=KY", 	e 	encaixes 	multiplicativos: 	"K(XxY=0)" 

"K(XxY=XY)". 

Devido ao fato da transitividade ser incondicional nas 

seqUencias de encaixes aditivos, pode-se assumir que qualquer 

inferencia sobre uma cadeia de encaixes aditivos e imediata, ou 

seja, seACBeBCCentao "k C" e uma inferencia imediata. 

Todavia, no caso dos encaixes multiplicativos, sera 

imediata apenas a inferencia que for realizada sobre um diagrama 

de duas dicotomias, da forma U/X/Y. 

Seja a teoria S = {K(A+'=3:), K(iB+tB'=C), K(C+C'=D), 

K(0)+{D'-a), K(B ►F), K(CW), K(0);F)1, que denota: 
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.0! 

FE 

FEB 

FID 

FD 
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Quer-se determinar se . herda de F ou 7. Verifica-se 

que as inferencias imediatas sobre k sao: 8S3, ASC, ASID e sue. 

As inferencias imediatas sobre 3, C e D sao respectivamente: 

C-IF e D;F. Por composigao das inferencias imediatas, 

obtem-se as seguintes inferencias mediatas: 

A5B x 	= k->[F 

x C;F = 
x D;IF = C,IF" 

Ve-se entao que o criterio de minimizacao de 

composig6es 6 ambiguo nestes casos. Mas como a transitividade 6 

incondicional nas sequencias de encaixes aditivos, pode-se 

formular a seguinte regra de determinagao de heranga: 

Se a aplicagao do criterio de minimizacao de operas es 

for ambiguo, entao a classe A\ herda de F somente se para toda a 

classe Z na qual i esta contida, e sendo que Z herda 

nao-estritamente de F (no caso, a 6nico Z 6 a classe C), existir 

uma outra classe W, diferente de Z , que contem a classe 8 e que 

esta contida em Z (no caso, a classe 3), tal que essa classe W 

herda nao-estritamente de F. 
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Em termos gerais, a regra 6: 

S c (X i Y) se 

(VZ) (X 5_ Z) ^ (Z 

(3W x Z) (X 	W E Z) ^ (W 	Y) 

Note-se a semelhanga desta regra com a regra definida 

em 4.1.1 para determinagao da heranga nao-estrita (item(c)). 

C de se observar que neste caso a ordenagao parcial 

entre as classes 6 assumida onde ela existe de fato: nas 

seqtlencias de encaixes aditivos, enquanto que em 4.1.1 essa 

ordenagao era considerada geral. 

UFRGS 
INSTITUTO DE INFORMATICA 

BIBLIOTECA 
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6 CONCLUSX0 

Demonstrou-se que o que se entende por "intuitive" nas 

teorias de heranga formuladas em lagica proposicional e 
diferente do que se entende quando se considera a natureza da 

relagao de heranca nao-estrita formulada em lOgica de classes. 

Tal diferenga 6 devida ao fato de que as relac6es de 

heranga nao-estrita sao formuladas em lOgica proposicional 

atrav6s de implicagEles formais o que da a ilusao da 

existencia de uma ordenagao parcial entre as classes de uma 

teoria. 

Se, por6m, for buscada uma formulacao psicologicamente 

mais concreta para a teoria de heranga, ve-se que classes 

comparadas pela heranca nao-estrita nao sao ordenadas, mas 

ortogonais. 

Assim, um algoritmo para determinagao de heranca entre 

classes nao deveria se basear na nogao de ordenagao parcial 

entre as classes, como 6 o caso de ". Este algoritmo tambem 

nao poderia utilizar a fungao "tml" da forma como foi definida, 

uma vez que se existirem ciclos na heranga, a maior ligagao 

possivel entre duas classes sera de tamanho infinito, e o 

algoritmo nao terminaria nunca. 

0 algoritmo para "wc ", ao contrario, nao utiliza a 

nogao de precedencia entre classes mas sim a de precedencia 

entre as informageSes. Assim, uma informacao imediata precede 

qualquer informacao mediata. Uma informagao mediata obtida com a 

composigao de duas informag6es imediatas precede qualquer 

informagao mediata obtida com tres ou mais infortma0es 

imediatas. E assim por diante. 

Outro argumento para justificar essa preferencia pelo 

menor ntimero de composiOes 6 o de que a cada composigao 

multiplicativa de diagramas U/X/Y, realiza-se a intersecgao das 

classes nao-excepcionais e, simultaneamente, a uniao das classes 

excepcionais em U. Isso significa que a cada nova composicao ha 

um crescimento da area das classes excepcionais do universo. 
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Como a intuicao leva a reduzir a excepcionalidade a um minimum, 

é plausivel aceitar aquelas conclus6es obtidas nas composices 

onde existem menos excesses do que naquelas onde o warner() de 

excess6es e maior. 
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ANEXO 

ESTUDOS DE LOGICA INTRAPROPOSICIONAL 

Al INTRODUOW 

Quando se trata de abordar a questao da representagao 

de conhecimento em lOgica, pode-se proceder de diversas maneiras. 

Seja qual for a abordagem adotada, o objetivo dela deve ser 

fornecer as ferramentas necessArias para construir um algoritmo 

abstrato. Esse algoritmo deve ser capaz de manipular 

simbolicamente (computar) as construg6es formais que representam 

o conhecimento, e reproduzir o raciocinio associado a essas 

construe es. 

Uma abordagem possivel 6 tomar os prOprios juizos, 

reescrev6-los sob a forma de proposig6es, as quais se saiba serem 

verdadeiras ou falsas, e escrever um procedimento formal para, a 

partir destas proposig6es e algumas regras pre-estabelecidas, 

deduzir teoremas. 

Esta 6 uma abordagem possivel para o problema, mas nao 

6 a Unica. Pode-se optar por uma abordagem que parta de 

construe es mais naturais, segundo certos critbrios, ao inves 

destas reconstruOes mais artificiais. 

Comegando pelo mais artificial ou abstrato, utiliza-se 

a lagica das proposig6es, e comegando pelo Angulo mais natural 

ou concreto, utiliza-se classes e relag5es. 

Mas o interessante, diz Piaget, 6 que mesmo chegando a 

formulas identicas, pode-se conceber, de maneira a mais variada, 

a obra de formalizagao A qual a lagica se dedica. 

A razao disto 6 que o "formal", que caracteriza a 

lagica, nao 6 uma qualidade dada, caracterizando um estado, mas 

a expressao de um processo ou de um movimento de formalizagao. 

Portanto a lOgica nao 6 a teoria formal (em estado 
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acabado) mas formalizante ou formalizadora das operas es 

dedutivas. 

As nodes de forma e conteudo servo tornadas claras 
mais adiante. Para isso, precisa-se compreender o que sac) as 

operas es intra e interproposicionais, isto a, aquelas que 

operam os termos (ou conteudo) das proposiges, e as que operam 

as praprias proposig6es entre si. 
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A2 FORMA E CONTEUDO 

Em primeiro lugar, diz-se que uma proposigdo e uma 

representagao sintatica de um juizo. Ora, sendo o juizo uma 

operagao muda da mente humana, ele necessita de uma 

representagao para poder ser manipulado simbolicamente. 

Essa manipulagao simbelica, que consiste de composig6es 

de proposig6es, e tambem uma operagao, que chamamos de 

inferencia. Sendo a inferencia uma operagao sobre operag6es, 

diz-se que ela e uma operagao de segunda ordem, enquanto que as 

proposig6es sao operas es de primeira ordem. A inferencia 

representa a operagao da mente humana conhecida como raciocinio, 

o qual consiste, por sua vez, de composige5es de juizos. 

Considere-se o seguinte esquema de equivalencias: 

inferencia 

(juizo 

juizos, 

oporacao 3) 

representa 

3) 

de 

de 

sao representag6es 

(proposigao 1) 

representa 

oporacao 

simb6LLoa 
(proposigao 

representa 

2) 
rosulta.> 

( proposigao 

representa 

2) 1) 
mental. 	

(juizo 

raciocinio 

Ve-se que 	como as 	proposig6es 

o resultado de uma inferencia 

rosutto. 	
(juizo 

tambem 6 representagao 

um juizo. Embora as operas es sobre proposig6es se deem no nivel 

simb6lico, podemos admitir sua correspondencia com as operag6es 

mentais sobre juizos. 

0 juizo e uma operagao mental que consiste em atribuir 

quatidades a objetos. 0 ato de olhar um objeto e perceber nele 

uma qualidade implica a existencia de um juizo. Uma vez 

-+ 
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estabelecido o juizo, pode-se verbalize-lo atraves de uma 

proposicao, por exemplo: "tigres sao ferozes", que 6 a 

representagao sintAtica de um juizo que atribui a qualidade 

"feroz" aos tigres. 

A qualidade em jogo tambem pode determinar uma reLagdo 

entre dois ou mais objetos, como por exemplo, em "o coelho e 

mais veloz do que a tartaruga". 

Os juizos tem duas especies de componentes: uma 

qualidade e um ou mais objetos. A qualidade sera representada 

por um predicado e os objetos por constantes individuais. 0 

predicado pode ser unArio, binArio ou n-Ario, se for aplicado 

respectivamente a um, dois, ou n objetos de cada vez. Por 

exemplo, o predicado "feroz" 6 unArio na proposicao "tigres sao 

ferozes", e o predicado "e mais veloz que" e binArio na 

proposicao "o coelho e mais veloz que a tartaruga". 

Os objetos serao representados por seus nomes, isto e, 

constantes individuais. Assim, a proposicao consistirA em 

atribuir predicados a constantes individuais. 

Objetos e qualidades eram concebidos, na silogistica 

clAssica como pertencendo a uma Unica categoria: a dos 

concertos. Paralelamente, predicados e constantes individuais 

podem ser identificadas pelo nome de termos de proposice5es. 

Tem-se assim dois pianos paralelos: o das operas es 

mentais ou reais (estudado pela psicologia) e o das operages 

formais ou simbblicas (estudado pela lagica). Para normalizar a 

terminologia as referencias empregadas aqui sera° sempre no 

piano simbOlico. A seguinte tabela resume as equivalencias entre 

as palavras empregadas: 
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Plano Mental Plano SimbOolico 

Conceito 
Qualidade 

Objeto 

Juizo 

Raciocinio 

Termo 
Predicado: a, ai , a 2 , 	... 

Constante: 	c, ci , c 2 , 	... 
((Du, 	por 	vezes 	"objeto") 

Proposigao: 	p, 	P i f Pz f 	*** 

Inferencia 

As relag6es entre termos, proposige5es e inferencias se 

da de modo intrincado. As proposig6es resultam de composigF5es de 

termos, segundo a operagao "ap": 

ap : Predicado X Constantes 	Proposigao 

0 domlnio "Constantes" 6 constituido por tuplas de 

constantes individuais. Assim, uma proposigao resulta da 

aplicagao de "ap" sobre um predicado "au  e uma tupla de 

constantes "<c , ni>": 

ap(a l <ci , ...,cni>) = a(ci , 	cni ) = p 

Por sua vez, os termos nao tem significado senao 

atraves de combinagE5es de proposig6es. Assim d que uma 

constante, representando um objeto particular sO pode ser 

caracterizada atraves dos predicados que a ela se aplicam. 

Portanto, por um conjunto de proposiges. Por exemplo, uma 

constante "c." e caracterizada pela combinagao das proposig6es: 

a,
kl

(c ) , a
kz (c. ) , 

Da mesma maneira, um predicado so tem sentido enquanto 

puder ser distinguido de outros. Esta distingao pode se dar no 

campo intensional, atraves de um jogo de relag6es assimetricas 

entre predicados, ou no campo extensional, onde cada predicado 6 
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caracterizado pelo conjunto de constantes as quais ele se 

aplica. Novamente tem-se um jogo de proposig6es caracterizando 

um termo. 

No que se refere as relag6es entre as proposig6es e as 

inferencias, observa-se que a inferencia resulta de uma 

combinagao interproposicional, sendo: 

	

comb  : Proposigao x 	x Proposigao -4 Inferencia 

Por exemplo: 

combja (pDq,qpr) = [(pDq),.(qDr) -4 (pDr)] 

Neste ponto, 6 necessario distinguir a impLicagao 

format 11_5.  TI da implicacdo material "D". A implicagao formal, 

presente em todas as inferencias, consiste em construir uma 

proposigao (consegUente) a partir de uma combinagao de outras 

(antecedente). Portanto, o valor verdade da implicagao formal 

sera sempre "verdadeiro". JA a implicagao material, sera 

verdadeira dependendo dos valores de seu antecendente e do 

conseqUente. Entao o dominio "Inferencia" 6 constituido por 

pares de proposiges <p,q>, onde p 6 o antecedente e q o 

conseqUente, e sempre que o valor verdade de p for "verdadeiro", 

o valor de q tambem sera verdadeiro: 

v(p)=V -4 v(q)=V 

Pode-se tambem identificar um certo conjunto de 

operag6es interproposicionais: 

Inter = {inters , inter2 , . .. 

onde: 

	

inter.:Proposigao x 	x Proposigao —s Proposigao 

Essas operag6es combinam proposig6es, das quais s6 se 
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conhece os valores verdade. 0 resultado desta combinagao 6 uma 

nova proposigao unicamente determinada por essas combinacOes de 

valores verdade. Por exemplo: 

interkt  (p i  ,p 2  ) = (p 1  ^p 2 ) 

interkz (pi ,pz ,p3 ,p4 ) = [(pi.vpz )D(p3^p4 )] 

onde (pl•pz ) e [(pisipz )D(p9^p4 )] sao proposig6es compostas. 

0 valor verdade destas proposigeles compostas 6 dado 

por: 

v : Proposigao -4.(V,F1 

sendo que: 

v(intert  (pi , 	, Pk )) = Tk (<131 , 	ph>,'inter') 

k 
onde Tk  6 a tabela verdade das 2

z 
 operages interproposicionais 

pelas 2k  combinag6es possiveis de valores verdade. 

Para k=1 (composicao com uma s6 proposigao), temos: 

T i  

<V> 

<F> 

 

'inter ' 	'inter' 	'inter' 	'inter ' 
1 	 z 	 3 

 
4 

 

V 	 V 

V 	 F 	 V 

   

aqui, inters  6 a operagao constante: (Vp) v(inter1 (p))=V, intern 
e a operagao identidade: (Vp) v(inter z (p))=v(p), inter9  6 a 

negagao de p: (Vp) v(inters (p))=v(-p), e inter4  e a operacao 

constante: (Vp) v(inter4(p))=F. 



ProposigAo 	 ProposicAo' 

de composic 	
operas 

 

Forma: 

int rapropos c ono!. 	 c ompogiodo 
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Para 

Tz  

k=2 tem-se: 

'inter ' 	'inter2 ' 

i 
'inters ' 	... 'inter 

<V,V> V V V 	... F 

<V,F> V V V 	... F 

<F,V> V V F 	... F 

<F,F> V F V 	... F 

onde 'inters ' 	e 	a afirmagAo completa 	de 	duas 	proposiOes: 

(Nop,q)v(interl (p,q))=V, 	'inter2 ' 6 	a 	disjuncAo 	nAo-exclusiva: 

(Vp,q)v(interz (p,q))=v(p.eq), etc... 

Para k=3, a tabela tem 256 operas es, e assim por 

diante. 

Pode-se conceber um outro conjunto de operas es, as 

quais consistem em modificar proposiOes, atraves de uma 

decomposicAo desta em seus termos, transformagAo dos prOprios 

termos e composigAo dos termos modificados, resultando numa nova 

proposicAo. Tais sAo as operag6es intraproposicionais: 

Intra = antral. , intra2 , . } 

onde: 

intra.:ProposigWo X ... X ProposigAo —4 ProposigAo 

As operagEies intraproposicionais referem-se ao 

contetido das proposigeSes, em oposigAo A forma de suas ligag6es. 

Cada operagAo intraproposicional corresponde a um esquema como o 

seguinte: 

•■• 

Conteildo: 	Termos 	 > Termos' 
transf ormagdo 
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E possivel, entao, identificar dois tipos de 

inferencias: aquelas que se baseiam exclusivamente nas formas 

das ligac6es interproposicionais, e aquelas que se baseiam nas 

operageSes entre os termos das proposiOes, chamadas 

intraproposicionais. 

Um exemplo de inferencia formal (interproposicional) 

6: 

(pDq)..(qDr)--o(pDr) 

A validade dessa inferencia 6 garantida, qualquer que 

sejam os valores verdade das proposiOes compostas (pDq),(qpr) e 

(pDr) ou das proposiOes p, q e r. 

JA as inferencias prOprias aos silogismos sao 

intraproposicionais. Por exemplo, dizer que "todos os homens sao 

mortais", "S6crates 6 homem" portanto "S6craters e mortal", 

equivale a decompor as proposiOes em classes, incluir a dos 

homens na dos mortais e concluir da pertinencia de SOcrates a 

primeira, sua pertinencia a segunda. 

HA entao uma 16gica interproposicional, que se refere 

apenas as formas das proposiOes, e uma 16gica 

intraproposicional, que se refere ao conteddo das proposiOes. 

Porem a logica intraproposicional tambem 6 uma 16gica formal, 

pois esse contexado ao qual, ela se refere tem tambem uma forma. 

Essa forma 6 constituida pelas estruturas de classes e relaOes. 

Assim, pode-se fazer inferencias sobre a forma das 

proposiOes, ou pode-se operar diretamente sobre o contetado 

destas proposiOes. Estas operaOes sobre o contexido das 

proposiOes tem uma algebra definida por oito agrupamentos, que 

sera° vistos a seguir. 
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A3 ELEMENTOS DE LOGICA INTRAPROPOSICIONAL 

As operas es da lagica intraproposicional podem ser 

estudadas segundo certas estruturas operat6rias, as quais 

constituem verdadeiras algebras destas operag6es. 

Estas estruturas, embora caracterizadas globalmente de 

maneira Onica, podem ser classificadas segundo trios criterios: 

a) Os objetos sobre os quais se opera podem ser de 

duas naturezas: classes ou relac8es; 

b) As operag5es podem ser adttivas ou multtplicattvas; 

c) As operag6es podem considerar os encatxes de 

classes e relag6es como estruturas ltneares (primarias) ou como 

estruturas hterdrqutcas ou arb6reas (secundarias). 

A3.1 Classes e RelacEses 

Identifica-se classes e relages como dois aspectos de 

uma mesma realidade. Enquanto uma classe representa a extensco 

de um conceito, ou seja, os objetos aos quais o conceito se 

aplica, as relag6es representam a compreensdo do conceito, ou 

seja, as "ligag25es" entre os objetos que permitem afirmar se uma 

"configuraco" de objetos pertence ou rao ao conceito. 

Pode-se definir classes e relag6es a partir da noco 

de fungo proposicional, tomada como nognp primitiva, 

representativa de um conceito. Considere-se de intcio uma funoa'o 

proposicional unaria a(x). A classe k, 6 definida como sendo a 

colegnp de objetos, representados por constantes individuais c i , 

cn , os quais tornam a fungo proposicional a(x) verdadeira 

quando substituem o x. A classe A 6 representada por: 

=cif fxlv(a(x) ) =VI 

Observe-se que a intenso 6 de toda classe ser 

"finita". A nocao de classe estabelece uma relaco de 
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equivalencia entre todos os objetos de 4, os quais tornam a 

funcao proposicional a(x) verdadeira: e a relacao de 

co-pertinencia a classe A. Representa-se esta relacao por E--- 
a 

4. 

Quando vale c.  c. entao se diz que c. e c. pertencem a 

classe A, determinada pela funcao proposicional a(x). 

E importante notar que essa equivalencia nao 6 geral, 

mas relatives a funcao proposicional que determina a classe em 

questao. Por exemplo, um ck  pode nao ser equivalente a cL  e cj 

 relativamente a a(x), que determina a classe A, mas podera ser 

equivalente a eles relativamente a funcao proposicional S(x) que 

determina a classe B. Neste caso tem-se a equivalencia 
b 	b 

C 	. <---->Ck  . 

Duas classes sao comparaveis pelo criterio parte/todo 

quando elas sao iguais (A=B), ou quando uma delas contem a outra 

(AsB ou BSA). 

DefinicNo (Inclusao de Classes) 

0 simbolo "5" determina a relacao de inclusao entre 

duas classes do ponto de vista da extensao, isto e, uma classe k 

esta inclulda numa classe 3 (o que 6 denotado por "k 5 B"), se 

todos os elementos de A tambem sao elementos de [B: 

_ _ : Classe x Classe 	{V,F} 

AS 	= 
	V se (Vx) v(a(x))=V 	v(S(x))=V 

F caso contrario 

Definicno (Igualdade entre Classes) 

0 simbolo" determina a relacao de igualdade entre 

classes do ponto de vista da extensao, isto e, quando duas 
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classes possuem exatamente os mesmos elementos: 

( X E Y) = f V se (Vx) v(a(x))=V 4-4 v(6(x))=V 
\I, 

F caso contrario 

Se A s B entao se diz que a extensao de A 6 menor do 

que a extensao de B, e se escreve: 

< (13 

Classes disjuntas (ou seja, classes que nao sao 

iguais, e uma nao contem a outra) sao ditas nao-comparaveis pelo 

criterio parte-todo. Nesse caso, nada se afirma a respeito de 

suas extenses. 

Se A B, o que se pode representar pela simbologia de 

Arvores como: 

diz-se que qualquer constante c, que pertenca a A tambem 

pertence a B. 

Alem disso, se A esta contida em B, entao 6 possivel 

realizar uma operagao de diferenca entre A e B,produzindo como 

resultado uma classe, que sera chamada de classe A'. A classe A' 

e definida por: 

A' = { x I v(.5(x))=V e v(a(x))=F 

Isto significa que A' contem as constantes que 

pertencem a B, mas que nao pertencem simultaneamente a A, e que 
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4 nao contem mais nada. Entao diz-se que tb e 	sao dugs 

classes compiementares em relagao a B. 

Pode-se representar essas classes complementares 

atrav6s do seguinte diagrama: 

As mesmas definiOes acima podem ser generalizadas 

para funge5es proposicionais n-arias, considerando que um 

predicado a(c ,' c
k 
 ) pode ser representado por um predicado 

unArio a(c), onde c 6 uma tupla formada pelas constantes c , 

00Of ck . Entao os objetos pertencentes as classes qualificadas 

por predicados n-Arios sao tuplas e nao objetos individuais. 

Enquanto a co-pertinencia a classes corresponde a 

relage5es sim6tricas entre objetos (pois (-I—) tem a propriedade 

da simetria: (Vx,y) x y -4 y x), a inclusao das 

classes corresponde a relagE5es, chamadas assimetricas, entre as 

classes. Uma relagao assimetrica ---4 tem a propriedade de ser 

anti-simetrica e irreflexiva: 

(Vx,y) [(x ---4 y) -4 -1(y ---4 x)] ^ -1(x ---4 x) 

Enquanto classes de objetos e relag6es sim6tricas sao, 

respectivamente, extensao e compreensao de proposiOes unArias, 

as relag6es assimetricas constituem as compreens6es de 

proposic6es binarias a(x t y), que afirmam diferengas entre 

individuos. 

	

As 	relag6es 	assimetricas 	exprimem 	diferengas 

crescentes entre as exteneles das classes, dando origem a 

estruturas de classes chamadas "series", por exemplo: 

1.1.).[B 
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Na serie acima, as relac6es rl, r2, 	exprimem 

diferencas crescentes entre as classes. Portanto k esta incluida 

em B, B em C, etc. 

A3.2 OperaOes Aditivas e Multiplicativas 

Operas es aditivas sao, intuitivamente, operas es de 

reuniao de termos operados. No caso das classes, temos a 

operagao de uniao de classes, simbolizada por "u". A uniao 

determina entre duas classes complementares a classe em relagao 

A qual elas sao complementares. Por exemplo, se k e k' sao 

complementares em relagao a B, entao: 

A u k' = B 

A uniao 6 uma operagao reversivel, visto que existe 

uma operacao (a inversa) que permite retornar aos termos 

iniciais a partir do resultado. Essa operagao inversa e a 

prapria operagao de diferenca ja vista. Por exemplo, se kuk'=B, 

entao as diferencas entre B e A\, e entre B e k' sao 

representadas por: 

B - a' = k 

No caso das relag6es assimetricas, a operagao aditiva 

(+) consiste em reunir diferencas, adicionando-as. Por exemplo, 

se a diferenca entre k e B e representada por -21-4 e a diferenca 

entre B e C por a diferenca entre A\ e C e dada por: 

3)+(L3 	—› C ) = 	 C) 

JA no caso das relag6es simetricas, a adigao 6 a 

operagao que retne as relag6es operada na mais geral dentre 

elas. Por exemplo, se k B, entao: 
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a. 
(c1 
	

C ) 	( C
2 	

C
s 

) = ( C
1 	

C
3 

) 

As operagbes multiplicativas, por outro lado, sao 

operas es que, intuitivamente, determinam a parte comum aos 

termos operados. No caso das classes, temos a operagao de 

intersegao, que determina, para duas classes dadas, qual a 

classe com maior extensao contida simultaneamente em ambas. Por 

exemplo, para A 5_ S: 

B na= 

• n A = A 

n A' =A' 
A n A' =9 

A multiplicagao entre duas relag6es consiste em 

submeter todos os termos da primeira A segunda, ou seja, 

determinar o produto rx2, definido por: 

1 

rXw 

2 
SSS (3c3 ) (c1 	c3 ) n ( C3 

 • 

cz ) 

Obs. A barra horizontal "---" representa uma relagao 

sem levar em conta se 6 sim6trica ou assimetrica. 

A3.3 Estruturas Primarias e Secundarias 

Serao chamadas de "estruturas primarias de classes" 

(ou objetos) aquelas constituidas por encaixes dicotomicos de 

classes (ou por seriageSes de relag6es assimetricas) corn a forma 

de uma segtencia tanica, totalmente ordenada isto e, em que 

existe relagao entre todo par de termos): 

ASBSCSDS 

01.1 : 

r1. 	r2 	r3 
C ---) C 	 C 	 . . . 
1 	 2 	 3 
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Serao chamadas de "estruturas secundArias de classes" 

aquelas constituidas por encaixes de classes na forma de Arvores 

ou hierarquias parcialmente ordenadas, (isto e, em que nem todo 

par de termos tem relacao de inclusao entre si): 

/ 	\ 
03 1) °C.-31-) 

/-1 
( 	) z) A8) ( g 5) 

      

Sera° chamadas de "estruturas secundArias de objetos" 

aquelas estruturas na forma de Arvores ou hierarquias 

constituidas por uma combinacao de seriag6es de relac6es 

assimetricas (entre objetos de niveis hierarquicos diferentes) e 

de seriag6es de relag6es simetricas (entre objetos de mesmo 

nivel hierarquico): 

Da distingao entre operas es sobre classes e sobre 

relage5es, operace5es aditivas e multiplicativas e operaceies sobre 

estruturas primArias ou secundArias resulta a existencia de oito 

agrupamentos das operace5es intraproposicionais. Quatro destes 

UFRGS 
INSTITUTO DE INFORMATICA 

BIBLIOTECA 
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agrupamentos reunem operas es de classes, outros quatro 

operas es de relag6es. Dos quatro agrupamentos de classes dois 

sao multiplicativos e dois sao aditivos. Tambem dos quatro 

agrupamentos de relac6es dois sao aditivos e dois sao 

multiplicativos. Alem disso, esses dois agrupamentos aditivos ou 

multiplicativos, tanto de classes quanto de relages podem ser 

primarios ou secundarios. Dai l  ter-se: 

a) Agrupamento aditivo primArio das classes; 

b) Agrupamento aditivo secundario das classes; 

c) Agrupamento aditivo primArio das relag6es; 

d) Agrupamento aditivo secundario das relage5es; 

e) Agrupamento multiplicativo primArio das classes; 

f) Agrupamento multiplicativo secundario das classes; 

g) Agrupamento multiplicativo primario das relages; 

h) Agrupamento multiplicativo secundario das relaOes. 

Serao estudadas as quatro formas dos agrupamentos de 

classes (a, b, e, f) no capitulo 5 deste anexo. 0 estudo dos 

quatro agrupamentos de relac6es esta fora do escopo deste 

trabalho mas pode ser encontrado em [PIA 76] ou [CAS 82]. 
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A4 AS ESTRUTURAS DA LOGICA INTRAPROPOSICIONAL 

A4.1 Principios da ClassificacNo SistemAtica 

Considere-se, 	a principio, 	uma 	estrutura 	de 

classificaggo semelhante a empregada pela biologia: a taxonomia. 

Tal estrutura deve obedecer aos seguintes principios: 

a) Toda classe encontra-se encaixada em outra, com 

excessgo da classe total U. Toda classe possui subclasses que se 

encaixam nela, com excessgo das classes arbitradas como 

elementares. 

Assim, se for escolhida como elementar uma classe k, 

ela estara encaixada em B, B em C, e assim por diante, ate a 

classe 21, que contem todas as outras: 

ASEBSCSDS...SIL 

b) As diversas classes pertencentes a um mesmo nivel 

hierarquico sgo disjuntas. 

Se At e Az sgo subclasses de 	entgo: 

At n Az = 0 

c) Os objetos das diversas classes de um dado nivel s6 

podem ser caracterizados de modo dicotelmico, isto e, atraves de 

funs es proposicionais que sgo ou verdadeiras ou falsas para 

cada um deles. 

Assim, numa classe B, os objetos da subclasse Ai, onde 

(A l  s B), sgo caracterizados pela funcgo proposicional al (x), 

que ngo se aplica a nenhum objeto de outras subclasses de B. Se 

At e o nome que denota a coleggo dos objetos dessas outras 

subclasses, entgo B estara dicotomicamente dividido em A i  e k': 

A u A' =B 
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Se a classe A' nao for vazia, ela compreenderA uma 

classe k z de mesmo nivel, determinada por uma fungao 

proposicional a2 (x), que nao se aplica aos objetos das outras 

subclasses de B, reunidos em A\ (incluindo al os objetos de A 1 ). 

AY por sua vez compreenderA outras classes de mesmo nivel e 

assim por diante. 

d) Toda constante individual da classe k pertence a 

todas as classes da seqtencia k, B, C, 	. Ela pertence 

portanto a cada um dos niveis hierarquicos considerados. 

e) A classificagao estabelece uma ordem parcial entre 

as classes. DA-se o nome de classes primdrias as classes da 

seqUencia (a1 c B c C 	e de classes secunddrias As classes 

complementares A'=16-4, B'=C-B, C'=D-C, 	. Como cada classe 

secundAria contem, se nao for vazia, um certo nOmero de classes 

primArias, a classificagao toma a forma de uma pirAmide: um 

conjunto parcialmente ordenado: 

( ( C) 

       

( B ( B CD ( B ) 
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A4.2 A Estrutura de Agrupamento 

As Algebras das operas es de classes e relac6es sao 

definidas por estruturas chamadas agrupamentos. Num agrupamento, 

cada operagao esta associada a uma classe (ou relacao) de uma 

dada estrutura de classe (ou de objetos), e uma operagao 

associada a uma classe (ou relagao) 6 chamada de operacao da 

classe (ou da relagao). 

A seguir sao mostradas caracteristicas gerais dos 

agrupamentos de classes, para ilustragao. 

Um agrupamento de classes 6 um par (C, .), onde C 6 um 

conjunto de operageles de classes e "." e uma lei de composigao 

interna de tais operag6es. As operag6es de C se subdividem em 

tres grupos: +C, -C e 0. As operas es positivas de +C, podem 

ser, por exemplo, +A (intuitivamente: acrescentar os elementos 

da classe A num "espaco de trabalho" qualquer). As operac6es 

negativas de -C, sao por exemplo, -A (intuitivamente: retirar os 

elementos da classe A do "espaco de trabalho"). Existe tambem 

uma operagao nula 0, a qual consiste em nao acrescentar nem 

retirar nada. 

Uma teoria de heranga T sobre classes 6 representada, 

entao, por uma seq0encia de asserg6es da forma (+X . +X' = +Y), 

onde cada assergao representa um encaixe imediato da classe X na 

classe Y. Uma regra de inferencia F permite deduzir os teoremas 

de T. A relagao - e definida pelas seguintes regras: 

[G1] (+X . +X' = +Y) F (+X . +X' = +Y) 

[G2] (+X . +x' = +Y) F (-X . -X' = -Y) 

[G3] (+X 0 +X' = +Y) F. (+X . +Y = +Y) 

ou 	(+X . +X' = +Y) F (+X. u  +Y = +Y) 

[G4] (+X 0 +X' = +Y) F (+X = +Y . -X') 

ou 	(+X . +X' = +Y) F (+X' = +Y 0 -X) 
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[G5] F (+X o  +X = +X) 

[G6] F (+X 0 —X = 0) 

ou 	F (+X a 0 = +X) 

[G7] Sea=fley= 6 entNo 

Fa.y=0. 6 

[R.s.] Regra de substituigNo: qualquer operador 

pode ser substituido por uma composigNo que the seja 

equivalente. 

Entao, se (C,.) 6 um agrupamento, as seguintes 

condig6es devem ser satisfeitas: 

a) C possui um neutro: 0, tal que 

(VX a C) X . 0= X 

b) A toda operagNo de C corresponde uma operagAo que 

desempenha o papel de inversa, ou seja, que a anula: 

(Vx 	+C) (By 	-C) (x a  y = 0) 

(Vx 	-C) (By 	+C) (x a y = 0) 

0 . 0 = 0 

c) Como . 6 uma lei de composigNo interna das 

operagbes de C, ela consiste numa fungao tal que dadas duas 

operag6es de C, resulta uma terceira operagNo de C, ou seja, C 6 

fechado para 

0  C X C —4 C 

d) Existe um principio de contigtlidade que estabelece 

que duas operage5es de C s6 sNo imediatamente componiveis se as 

correspondentes classes forem contiguas na estrutura de encaixes 

considerada. As composig?5es imediatas s6 podem ser obtidas entre 

termos contiguos, isto 6, termos que pertencem a um mesmo 
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encaixe imediato, o qual 6 um axioma da teoria. Assim, se a 

teoria contem: 

[Ax. 1] (+A a +A' = +6) 

[Ax. 2] (+6 . +6' = +C) 

e mais nada, as (micas composig6es imediatas com +08 sao: 

[Teo.1] (+8 a  +A) = +6 

[Teo.2] (+6 a -A) = +A' 

[Teo.3] (+8 . +A') = +03 

[Teo.4] (+8 . -A') = +& 

[Teo.5] (+6 o +03') = +C 

[Teo.6] (+6 a +C) = +C 

[Teo.7] (+6 o -C) = 

[Teo.8] (+6 . 0) = +8 

[Teo.9] (+03 . -6) = 0 

[Teo.10] (+CB a +8) = +6 

(G3,Ax.1) 

(G4,Ax.1) 

(G3,Ax.1) 

(G4,Ax.1) 

(G1,Ax.2) 

(G3,Ax.2) 

(G4,Ax.2) 

(G6) 

(G6) 

(G5) 

e as tanicas composiges imediatas com +A sao: 

[Teo.11] (+A . +A') = +6 

[Teo.12] (+A a +3) = +6 

[Teo.13] (+A . -6) = -A' 

[Teo.14] (+A . -A) = 0 

[Teo.15] (+A . 0) = +A 

[Teo.16] (+A . +k) = +A 

(G1,Ax.1) 

(G3,Ax.1) 

(G4,Ax.1) 

(G6) 

(G6) 

(G5) 

a. as composiges mediatas sao obtidas por sucessivas 

aplicaceies de composic6es imediatas, por exemplo, para compor +A 

com +C, 6 necessario compor +A com +8 e o resultado (+8 pelo 

teorema 12) com +C. Como 6 necessario utilizar a composigao com 

+6 comp "meio" para obter a composigao de +A com +C, a 

composigao de +A com +C 6 chamada de "mediata", e 6 denotada 

por: 
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[Teo.17] ((+A a +LB) o +C ) 	+C 

Uma prova para o teorema 17 6 a seguinte: 

(1) +C = +C 	 reflexividade de = 

(2) (+[13 o +C) = +C 	 R.s.(Teo.6,(1)) 

(3) ((+A o +03) o +C) = +C 	R.s.(Teo.12,(2)) 

A nogao de contigUidade dos encaixes vem da 

classificagao sistematica empregada pela biologia. Em biologia, 

os seres vivos sao agrupadas segundo suas "especies" (nivel k); 

as especies k sao agrupadas segundo seus "generos" (nivel 03); os 

generos B segundo as "familias" (nivel C); as familias C segundo 

"ordens" (nivel D); as ordens D segundo as "classes" 

propriamente ditas (nivel E); as classes E segundo os "filos" 

(nivel (F); e os filos F segundo os "reinos" (nivel G). Assim, 

uma especie Al  s6 pode estar diretamente encaixada em um genera 

Bt E k s6 pode estar encaixada em uma familia C 

indiretamente, atraves do encaixe de 1  no genero Bi  e do genero 

Bi  na familia C 1 . A ausencia da nogao desses niveis (especie, 

genero, familia, etc) faz com que nao exista tambem uma nogao 

clara de contigUidade. 

e) Certas composic6es representam, em relagao a 

outras, o papel de neutras especiais. Por exemplo, se XoY=Y, 

entao X faz o papel de elemento neutro especial em relagao a Y. 

A diferenca entre as neutras especiais e a neutra geral 0 e que 

a neutra geral resulta da composigao de uma operagao por sua 

inversa, enquanto que as neutras especiais nao sao resultado 

deste tipo de composigao. HA duas especies de neutras especiais: 

operas es tautolagicas e operaOes de reabsorcao. Assim, toda 

operagao de C composta com ela mesma reduz-se tautologicamente a 

ela mesma: 

(YX E C) (X 0 X = X) 
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e toda operagao composta com outra operacao referente a uma 

classe imediatamente mais geral que a dela, reduz-se a esta 

operagao da classe mais geral. Por exemplo, se A S 03, entao 

+A o +B = +B 

f) A associatividade das composig6es 6 restrita 

Aquelas em que os termos tenham sinais iguais, por exemplo: 

(+Xo +Y )o +Z = +X e(+Ye +Z ) 

(-Xo-Y)o-Z = -X.(-Y0-Z) 

Pode haver associatividade em composiges de operas es 

com sinais diferentes. Mas neste caso, nao pode haver operage5es 

desempenhando o papel de neutras especiais nestas composig6es ou 

se chegara a concluses absurdas. Por exemplo, se A S B entao 

nao vale: 

porque: 

e: 

(+A.+03).-03 = +A.(+03.-03) 

(+An+B).-03 = (+B).-1B = 0 

+11.(+B.-03) = +A.(0) = +A 

g) A comutatividade da composigao "." dependera do 

tipo de agrupamento sobre o qual se esteja operando. Alguns 

admitem a comutatividade e outros nao, como sera visto mais 

adiante. 



(B) 
/ \ 

/ 
( ED ) 
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( [13 ' ) 
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A5 OS AGRUPAMENTOS ADITIVOS DE CLASSES 

0 estudo dos agrupamentos aditivos a dividido segundo 

a natureza dos termos operados. Sera() vistos aqui apenas os dois 

agrupamentos aditivos de classes. Sera examinado primeiramente o 

agrupamento aditivo primario das classes, em 5.1. E, em seguida, 

o agrupamento aditivo secundario das classes, em 5.2. 

A5.1 Agrupamento Aditivo Prin.:Arlo das Classes ou Agrupamento I: 

adigNo das classes 

0 agrupamento aditivo primario das classes trata das 

operage5es de adigao e subtragao das classes primarias e 

secundarias de estruturas de classes com a forma: 

Fig. A5.1: Forma Geral da Taxonomia no Agrupamento I. 

A notagao das equag6es sera simplificada pelo emprego 

da seguinte abreviagao: 

+X u +X' = +Y por X + X' = Y 

+Y -X = +X' por Y - X = X' 

Doravante, as operage5es do conjunto +C sera° chamadas 

de operacees diretas e as operas es de -C de operacees inversas. 

AlOm disso, o elemento 0 sera chamado de operagdo identica 
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eeraL. 

As operage5es deste agrupamento sao entao as seguintes: 

1. OperacSo Direta 

A operagao direta 6 a adigao de qualquer classe da 

seqUencia da figura 1. 

Pode-se chamar de operagao direta As operage5es +A 

(acrescentar os elementos de k), +A' (acrescentar os elementos 

de A', +B (acrescentar os elementos de B), etc. 

A composigao de operage5es diretas resulta numa 

operagao direta. Por exemplo: 

A + A' = B 

A + A = A (tautologia) 

B + C = C (reabsorgao) 

B' + 0 = B' (identica geral) 

0 principio da contigUidade estabelece que so se pode 

compor operas es referentes A classes contiguas, isto 6, uma 

operagao, seja sc5 pode ser composta com: 

a) Sua complementar na superclasse imediata: +C' 

b) Sua superclasse imediata: +D 

c) Suas sub-classes imediatas: +B e + B' 

De acordo com esse principio, nao se pode compor +C 

com +A ou + A' nem com D', E, E', etc. A composigao de +C com +A 

deve passar obrigatoriamente por +B, ou seja, deve-se fazer: 

( A + B ) +C 	= 	( B) + C 

Isto 6 assim porque estas operac6es refletem a 

estrutura lOgica de encaixe presente na taxonomia. Elas sao 

operas es de dedugao sobre a estrutura das classes. 
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Por extensao, sera() chamadas de operacZ5es diretas as 

operag6es de construcao, ou seja a adigao ou a remogao de um 

encaixe da seqtlencia. Por exemplo: 

+ ( D + ED' = E ) 

Tal expressao significa adicionar A seqUencia de 

encaixes da figura 1 o encaixe: 

( E 

Z \ 
( D ') 

Uma seqUencia de operas es diretas constitui entao um 

sistema de classificagao. Por exemplo: 

( 3  ) 
Z N 

( A  ( 3  ) ( 3 ') 

( C ) 

e: 

   

( ID  

   

Z \ 

       

       

         

( 3  ( 3 ') ( c ( C') ( C 

 

 

Z N 
( A') 

Z N 
( & ) 

( A  ( ,,,,) 

0 principio de contigUidade para as operaOes de 

construcao 6 que vai definir a contigUidade das operagEles de 

dedugao. Piaget utiliza como convengao que uma classe de tipo Al 
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sc5 pode ser encaixada em uma classe de tipo B, uma classe de 

tipo B em uma classe de tipo C, e assim por diante. 

2. Operacno Inversa 

A inversa da operagao de dedugao 6 a subtragao de uma 

classe. Subtrac6es de classes sao as operas es -A, -A', -B, etc. 

A subtragao de classes tambem deve obedecer ao principio da 

contigtAidade: 

B - A = k' 

- k' = k 

A subtragao de uma classe dela mesma gera a classe 

vazia: 

- A = 0 

A' - A' = 0 

B - B = 0 

0 sentido da composigao de duas operas es inversas 

consiste em determinar a operagao inversa mais geral que engloba 

ambas: 

- A - A' = - B 

-k' - B = - 

Observa-se que C - A nao constitui composigao deste 

agrupamento, pois nao respeita o fechamento da estrutura de 

classes para a composigao ".": C - A determina uma uniao de 

classes nao-contiguas: A' + B . , que nao 6 classe da estrutura de 

encaixes. 

As operas es de construgao inversas sao as remog6es de 

encaixes, por exemplo: 



3. OperacNo Identica Geral 

(  C ) 

/ \ 
(  [B ' ) 

/ \ 
( 

	A') 

( B ) 

( 

A 

 ) 

( k ) 

(B ) 

110 

(  C  ) 

/ N 
(  11-3—) 	(  [13')  

A operagao id6ntica geral é representada pela classe 

vazia: 0. Essa operagao significa nao acrescentar nem subtrair 

nada. Ela obedece As propriedades do elemento neutro: 

A + 0 = k 

A - k = 0 

A operagao identica geral é, entao, imediatamente 

componivel com qualquer operagao de classe. 

4. Operac6es Identical Especiais 

As operas es id6nticas especiais sao a tautologia e a 

reabsorgao. A tautologia é a composigao de uma operagao com ela 

mesma: 

8 + k = k 

-k - A = -k 

A' + k' = k' 

A reabsorgao ocorre quando compomos uma classe com sua 

superclasse ou com suas subclasses. Neste caso, a classe de 

menor extensao faz o papel de identica especial. Por exemplo: 

B + k = 03 

A' + B = B 

-C - M = -C 
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Mas se os sinais das operas es compostas forem 

diferentes, deixamos de ter reabsorgAo e tautologia: 

-6 + A = -A' 

-C + C = 0 

5. Associatividade 

A associatividade obedece as condiges dadas como 

regra geral na segAo A4.2. Ela vale nas composic5es de mesmos 

sinais, por exemplo: 

( A + 	) +A' 
	

A + ( B + k' ) 

De fato, (A+8)+A = (03)+A = B e A+(61-A') = A+(B) = 6. 

Mas a associatividade nAo se verifica necessariamente nas 

composiOes onde ocorrem identicas especiais envolvendo 

operag6es de sinais contrarios, como por exemplo: 

(k+B) - A 	x 	A + ( 	- k ) 

porque 	 = (B)-A = A' e A+(6-A) = A+(A') = B e A' x B. 

SerAo chamadas de classes elementares as classes que 

nAo sAo divisiveis, isto e, que nAo contem outras classes 

encaixadas. Na figura 1, as classes elementares sAo A, A', 

C', etc. 

Se as classes elementares de um agrupamento forem 

singulares, isto 6, se cada uma contiver exatamente um elemento, 

as composig6es deste agrupamento constituirAo enumeragE5es de 

individuos, onde uma enumeragAo consiste na designagAo de uma 

colegAo de individuos atraves de suas qualidades prOprias, as 

quais distinguem cada um deles de todos os demais. 
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A5.2 Agrupamento Aditivo Secundarlo das Classes ou Agrupamento 

II: as vicarlanclas 

Enquanto o agrupamento primArio considera apenas uma 

divisgo dicot6mica em cada classe ngo elementar, o agrupamento 

aditivo secundArio das classes ou agrupamento das vicariAncias, 

como o chamou Piaget, considera as milltiplas dicotomias que 

podem existir em cada classe. 

Por exemplo, se B i  se divide em A i , A z , A z , 	cada 

classe de nivel A estabelece uma dicotomia em B 1 , ou seja: 

A + A' =B 
 t 	t 	t  

A
z 
+A' =B 

z 	1 
A +A' =B 

3 	3 	 1 
etc 

Essas equaceles confirmam que cada classe secundAria de 

nivel A, ou seja, Al, A;, etc, contem todas as classes primarias 

de nivel A menos aquela da qual ela prapria a complementar: 

A' 
1 

A' 2 
A' 

3 

=A 
2 

=A 
1 

= A 
1 

+ A 
3 

+A 
3 

+ A 
2 

+ A 
4 

+ A 
4 

+ A 
4 

+ 	... 

+ 	... 

+ 	... 

A equivalencia entre essas dicotomias sera chamada de 

vicaridncia . Uma vicariAncia sera representada por: 

A + A' = A + A' = A + k' = • • • 

A vicariAncia pode ser vista tambOm como uma operacgo 

que consiste em transformar termos A.+A' em A.+A', preservando a 
J 	J 

classe superior B. 

Pode-se representar a vicariAncia atraves das Arvores 

de heranca "e/ou". Nessas Arvores, dois arcos conectados 

constituem uma dicotomia e arcos ngo conectados entre si 
UFRGS 

INSTITUTO D rr 	"ATICA 
BIBLI3 
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pertencem a dicotomias diversas. Por exemplo: 

(A t') ..) (Az' ) 

1. OperacNo Direta 

A operagao direta de dedugao deste agrupamento 

consiste na adigao de uma classe vicariante +A 1 , +A', +Bz , etc. 

A operagao direta de construgao da taxonomia consiste como no 

agrupamento anterior na adigao dos prOprios encaixes, porem aqui 

sera() encaixes vicariantes: 

+ ( A l  + A .  = 10 2 	A .  ) 

A adigao deste encaixe vicariante consiste em 

estabelecer a equivalencia de A l +WI  e A2 i-W2  em B. 

As composig6es de vicariAncias sao feitas membro a 

membro nas equaceses. Sejam, por exemplo, B i  : A l  + Al = A 2  + A; 

e C : B 1  + 03 1  ' = B2  + B'. Entao a composigao de vicariAncias:  2 

C 	(it 1  +A' = A z  +A') + (B1  +B' = B 2
+IB') 

1 	 2 1 	/ 	1 	21  
vicariancia 1 	vicariancia 2 

deve ser calculada pela composigao das vicariAncias 1 e 2, o que 

se da da seguinte maneira: primeiro somam-se os lados esquerdos 

das duas vicariAncias. 0 resultado constituirA o lado esquerdo 

da equagao que define a vicariancia resultante: 

(A I  +A') + (8 1 +3') +B') = (A ± +A'+03') I 	1 

Graficamente essa composigao se da como segue: 



(B1') at) 
	

) 
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C i) 

/ \ ± / \ 
EBi) CD 

/ \ 
( 	 ) 

	

' ) 

z N 
at) 
	

ED 

V6-se que esse passo corresponde a estabelecer uma 

dicotomia em B . 

A seguir, somam-se os lados direitos da mesma maneira: 

(8 2 +8'2 ) + (B +B') = (B2+%) 

Em termos grAficos tem-se: 

ci) 
	

( 

Ci) 

/ \ 
	

N 
	

/ N 
( &z) 
	

(A2') 
	

( Bz) 
	

(Be ) 

	

( ®z) 
	

(Be) 

Observa-se que a classe B 1  se reabsorve em B;, a qual 

6 uma classe elementar: as classes elementares nnp mostram 

explicitamente suas divise5es dicot6micas, por isso o encaixe 

B = A 22  +4' 6 simplesmente reabsorvido em B' jA que B i c B'. 1  

Assim, a vicariAncia resultante 6 

C (a t  +1W1 +8 1 
= B +B2') 1 	 2  

e a representacao grAfica da mesma 6: 
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C  

I  	I  
( 	LBO 	(03 	 ) 	 (2 .z3 	(Bz ' ) 

(& ) 

A caracteristica da operagao 03 1 +1W = EB;, de reabsorver 

em 03' 6 que diferencia este agrupamento do antecedente, ja 

que no agrupamento anterior uma classe primaria (seja 03 1 ) somada 

a uma outra classe de mesmo nivel (seja Bz ) sempre resulta numa 

classe primaria de nivel superior (C), porque necessariamente se 

tem 03 2 = ja que somente uma dicotomia 6 considerada. 

Outra diferenga encontrada 6 que no agrupamento 

anterior a soma de duas classes secundarias de mesmo nivel s6 

pode constituir uma tautologia. Por exemplo, k' +k' = 03'113' = 

03', etc. JA neste agrupamento das vicariancias a soma de duas 

classes secundarias de mesmo nivel pode resultar numa classe 

primaria de nivel superior. Por exemplo, 4 + A .2  = [13 1 . 

2. OperacNo Inversa 

A inversa da operagao de dedugao 6 a subtragao de uma 

classe vicariante. A operagao inversa de construcao 6 a 

subtragao do encaixe vicariante. Se uma vicariancia for 

subtraida dela mesma, o resultado sera a operacao identica 

geral. 

A extensao de uma vicariancia corresponde a extensao 

da classe em que ela se realiza. Se uma vicariancia menos 

extensa for subtraida a uma mais extensa, mant6m-se os encaixes 

de nivel superior e eliminam-se os inferiores. Por exemplo, com 

: (k+W+113; = 03 2 +8;) e 03 1  : 	+k' = k+&;), se tem: 1 	i 1 	 1 	1 	
2  

C : 	+W+E[3 . =2: +03') - (k i +Wl =k 2 +W 2 ) = (03 1 +03'1 =03 2 +03;) 
1 	1 	1 	2 	2 
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Na verdade, a operagao (A 1 +A'1 +1031'1  = ®2 +B2 ') - 

A +A) resulta numa equagao intermediAria: (B .  = 	+B.  
2 2 	 2 

por adigao de Bi  em ambos os membros da equagao 

novamente uma vicariAncia, a qual constitui o resultado 

composigao. 

(A +A' = 
1 

-03 ) mas 

obtem-se 

final da 

3. Operacrio Identica Geral 

A operagao identica geral de vicariAncias 6 aquela que 

nao modifica uma vicariAncia quando composta com ester. Essa 

operagao 6 denotada por: 

0 : (0+0 = 0+0) 

4. Operace5es Identicas Especiais 

sao a tautologia e a reabsorgao, isto 6, a composigao 
de uma vicariAncia com ela mesma ou com uma vicariAncia de nivel 

superior da qual ela faga parte, de acordo com o principio de 

contigaidade jA comentado. 

5. Associatividade 

A associatividade segue a regra geral, como no 

agrupamento anterior. 
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A6 OS AGRUPAMENTOS MULTIPLICATIVOS DE CLASSES 

Neste capitulo serao estudados os dois agrupamentos 

multiplicativos de classes. Sera visto primeiramente o 

agrupamento secundario em A6.1, e a seguir o agrupamento 

primario em A6.2. 

A6.1 Agrupamento Multiplicative Secundario das Classes ou 

Agrupamento III: multiplicacao co-univoca das classes 

Como foi visto anteriormente, a multiplicacao de duas 

classes corresponde a operacao de interseccao, ou seja, a 

encontrar a maior das classes incluida simultaneamente em ambas. 

Em outras palavras, a multiplicacao de A por 

consiste em determinar a parte comum a essas duas classes. 

0 produto AxB determina a classe AB a qual pertencem 

todos os individuos que pertencemakeaBao mesmo tempo: 

A x B = AB 

Se as classes A e B nao sao disjuntas, entao k[113 nao 

uma classe vazia: 

ZEB 

Alem disso, AB 5 A e AB B. 

No caso de a classe A estar completamente incluida em 

8, sem que a reciproca seja verdadeira, o produto AB sera 

equivalente a extensao da classe A. Porem existe uma diferenca 

semAntica entre as classes A e AB: enquanto A significa "o 
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conjunto dos elementos caracterizados pelo predicado a", 4M 

significa "o conjunto dos elementos caracterizados pelos 

predicados a e 8 ao mesmo tempo". Em outras palavras, enquanto k 

denota uma classe isolada, ZB denota esta mesma classe k mas 

relativamente a seu encaixe em S. 

Por outro lado, se duas classes St e Bz estiverem 

totalmente incluidas uma na outra, seu produto BiBz equivale em 

extensao a qualquer uma das duas, ou seja, sao os mesmos 

elementos: 

Se Bt a Bz 	entao Bt x Bz = BIABz a Bt a Bz 
0 	 0 	 0 

Mas a identidade dos elementos contidos em Bt e Bz nao 

acarreta a identidade de suas subclasses, pois [St e Bz podem 

dividir os mesmos elementos segundo duas especies diferentes de 

encaixes. Por exemplo, se Bt 6 a classe dos "seres humanos" e 

Bz 6 a classe dos "animais racionais", entao Bt pode se dividir 

em Ai, "homens" e kt', "mulheres", e Bz pode se dividir em Az, 

"criancas" e Az', "adultos". Ora, As nao e igual nem a kz nem a 

kz' e Ai' tambem nao 6 igual nem a A\2 nem a kz'. Portanto só 

existe equivalencia multiplicativa entre Bt e Bz. Mais adiante, 

em A6.2, sera° vistas as diferengas fundamentais entre a 

equivalencia multiplicativa e a equivalencia aditiva, vista 

anteriormente. 

A multiplicagao de Bt (=kt+kt') por Bz (=kz+ke) 

consiste em justapor os encaixes existentes entre essas 

classes. Assim, a classe resultante BiBz (=BtxBz) tern como 

subclasses as combinageies possiveis entre as subclasses de Bt e 

de Bz, ou seja: 

Bt x Bz =Bz = kikz + kikz' + kt' kz + kt' kz' 

A operagao acima sera chamada de "multiplicagao 

biunivoca das classes". Ela sera a operagao fundamental do 

agrupamento primario das classes, que sera visto em 6.2. Por 
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ora, sera considerada uma simplificagao desta operacao 

multiplicativa, baseada numa multiplicacao de um a muitos, e 

portanto co-univoca. 

A multiplicacao co-univoca das classes consiste em 

tomar uma classe Xi da seqUencia de classes Ai c Bi c Ci c 

sem levar em conta seus possiveis encaixes, e uma classe Xz, 

compreendida em outra seqUencia kz c Bz c C2 c 	levando em 

conta seus encaixes, isto e, considerando as classes secundarias 

da estrutura: 

(  Xz ) 

   

   

[Bz')  

  

   

( A2') 

Esta estrutura determina que Xz = Az + Az' + Bz' + 

Y7. Entao a multiplicacao co-univoca de Xi e Xz determinarA as 

partes comuns de Xi e Xz, ou seja, as partes comuns entre Xi e 

todas as classes elementares da seqUencia k2, kz', B2', Xz, 

que por sua uniao constituem os encaixes de K2. Por exemplo: 

ki x A\z = kiA2 	onde ki a kz a-  kiAz 

Outro exemplo 6: 

Bi x B2 = BiA2 Bik2' = BiBz 	onde Bi a Bz a BiBz 

Esse ultimo exemplo pode se mostrado da seguinte 

maneira com Arvores: 



X Cz 

N z 
Bz 

	) 

N z 
(  Az•)  4z 

(  62')  

z 
(  Ctkz ) 
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Bi 
	) 

X (  Bz ) 

 

(  BiBz ) 

z 

 

N z 

 

N 

  

( 	

 

faz (  R12.)  ( Bikz'  ) 

Como um terceiro exemplo, tem-se: 

CixCz = caz + Ct2' + CiEre = Caz 

Em termos de Arvores esse exemplo fica como: 

(Ci CCaCz ) 

/ 	
\\\ 

C1037--) 	C::CiB2'  ) 
\\\ 

( CIA77--) 

Essa operacao determina que uma classe qualquer Xi sc5 

pode conter classes de nivel igual ou inferior a ela mesma. 

1. OperacNo Direta 

A composicao das operas es diretas é a multiplicacao 

co-univoca das classes, ou seja: 

A\i x gaz = kaz 

Bi x Bz = Biz + Baz' = Bi(otz+Az') = Blez 

Ci x Cz = CaAz + Caz' + Caz' = ClAkz+kz . +EW) = CICz 

A operagao direta consiste entao em compor uma classe 

Xi com as diversas classes que ela pode conter segundo o 

criterio de divisao de Xz. 
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2. Operagno Inversa 

A operaco inversa deste agrupamento sera chamada de 

"divisao de classes" (:). Seu significado 6 a abstracao dos 

encaixes estabelecidos. Por exemplo: 

A/Az : Ai = Az 	e 	kik2 : k2 = Ai 

As expresses acima significam que o produto kixk2, 

abstragAo feita de Ai, equivale a k2, e o produto kixk2, 

abstrago feita de k2, equivale a At. 

3. OperacNo Identica Geral 

A identica geral nao e a classe vazia 0 como nos 

agrupamentos aditivos, mas a classe total do sistema: U. Isto 

porque a abstrago ou diviso lagica consiste em eliminar um 

encaixe. Assim, se kxB = CB, kBxC = ABC, kBCxED = kBCD, etc, a 

inversa 6: 

AB : A = B 

ABC :AB = C 

&BCD : ABC = D 

• • • 

ou: 
AB : 03 = k 

ABC : C = 03 

k BCD : D = ABC 

• • • 

Ora, mesmo se for tomada uma classe k, ou outra 

qualquer, dissociada de todos os seus encaixes possiveis em B, 

C, D, etc, nAo se pode dissocia-la de seu encaixe na classe 

total U, pois qualquer classe esta necessariamente contida em U. 

Portanto: 
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=1021 

=321 

• • • 

Sabe-se que a identica geral reulta da composicao da 

operacao direta por sua inversa e portanto de: 

( * ) 
	

A : 

Como toda classe equivale a seu prOprio encaixe em U, 

substitu-se o A a direita da expressao (*) por seu equivalente 

AU. Dal, (*) se transforma em: 

: 

Pela definicao da operacao de abstracao tem-se entao 

que: 

AU : A = U portanto A : A = U 

Por outro lado, tem-se 

kU : U = A 

Mas como A = AV volta-se a ter: 

All : U = AU 

E ainda: 

U : 21 = 22 

Isso significa que a classe U desempenha, neste 

agrupamento, o mesmo papel da unidade (1) no grupo 

multiplicativo dos inteiros, por exemplo: 

UFRGS 
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4 x 1 = 4 

4 : 1 = 4 

1 : 1 = 1 

1 x 1 = 1 

4. Identical Especiais 

Aqui existe novamente a tautologia como nos 

agrupamentos aditivos: 

Al x 	= A 

Bx3= 

Mas ao inves da reabsorgao da parte no todo, tem-se 

uma operagao que equivale A absorgdo do todo na parte. De fato, 

se A c 13, entao A x B = AB = A. Portanto: 

Biitz x BlEiz = BiAz 

5. Associatividade 

A associatividade 6 semelhante A dos agrupamentos 

aditivos: geral nas seqUencias de operas es todas diretas (x) ou 

todas inversas (:), e posta a prova nas seqUencias mistas pela 

presenga de identicas especiais. Um exemplo de composigao de 

operagEles inversas 6: 

( 	: CB 	= 	:CB) 

Atribui-se a ela o sentido seguinte: "abstrair a 

classe Al composto com abstrair a classe B equivale a abstrair 

todo o encaixe AB". 
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4 x 1 = 4 

4 : 1 = 4 

1 : 1 = 1 

1 x 1 = 1 

4. Identical Especiais 

Aqui existe novamente a tautologia como nos 

agrupamentos aditivos: 

Axa= k 

Bx[1:3= 

Mas ao inves da reabsorgao da parte no todo, tem-se 

uma operagao que equivale A absorgao do todo na parte. De fato, 

se 4 c 8, entao . x B = = A. Portanto: 

BlAz x 8182 = BIAz 

5. Associatividade 

A associatividade 6 semelhante A dos agrupamentos 

aditivos: geral nas sequencias de operas es todas diretas (x) ou 

todas inversas (:), e posta a prova nas secpencias mistas pela 

presenca de identicas especiais. Um exemplo de composigao de 

operas es inversas e: 

(:k) : B 	= 	(:k[13) 

Atribui-se a ela o sentido seguinte: "abstrair a 

classe composto com abstrair a classe B equivale a abstrair 

todo o encaixe ASEB". 
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At x Az = Aikz 

Bi x Bz = Ai$z + kikz' + Ai' Az + Ai' Az' 

[BiBz x Bs = kik2k3 + kikzks' + AIA2'1Z.9 + 	+ ki'kz'As' 

etc... 

2. Operagao Inversa 

Como no agrupamento anterior 6 a divisao legica ou 

abstragao: 

BiBz : Bz = Mk 

Mk : Bi = U 

3. Operagao Identica Geral 

A operagao identica geral 6 U, porque: 

Bi x U = Bt 

Bi : U = Bi 

Eh : B1 = U 

4. OperaOes Identicas Especiais 

As operas es identicas especiais sao, como no 

agrupamento anterior, a tautologia: 

A x k = k 

e a absorgao do todo na parte: 

A x B = k 

Portanto cada classe desempenha o papel de identica em 

relagao a ela mesma e as classes nela encaixadas. 



5. Associatividade 

A regra de associatividade 6 identica a do agrupamento 

anterior. 

Este 6 o mais geral dos agrupamentos de classes, no 

sentido de que os outros tres podem ser derivados deste. De 

fato, o agrupamento primario das classes constitui uma das 

seqUencias B, C, que sao operadas na multiplicagao 

biunivoca. 0 agrupamento das vicariancias permite estabelecer a 

equivalencia = itz+ke, o que possibilita a comparagao de 

Bi (.7ki+ki') com B2 (=&2+X2'), permitindo assim a sua 

multiplicagao. Finalmente, o agrupamento das multip1icage5es 

co-univoca das classes 6 apenas uma limitagao deste quanto ao 

primeiro termo da multiplicagao. 

Este agrupamento marca o fim da lOgica das classes e o 

inlcio da lagica das proposigC5es e dos conjuntos. Ele esta no 

ponto de inicio da lagica das proposig6es porque o conjunto 

multiplicativo 1flt4 2 + + At'kz + corresponde ao que 

se chama de afirmagao tautolosica em lOgica das proposiges: 

(p^q)v(p^-q)..( -0^q).,( -pn-q). Esta afirmagao tautolOgica esta no 

ponto inicial das 16 combinages binarias possiveis com as 

operas es bi-proposicionais, ou seja, todas as operagE5es lOgicas 

sobre duas proposig6es podem ser derivadas desta expressao 

atraves da exclusao de uma, duas, tres ou todas as combinag6es 

entre p e q. 

Este agrupamento tambem pertence a teoria dos 

conjuntos porque as estruturas BiB2, BiB2B9, etc, constituem 

subconjuntos que formam os conjuntos das partes de um sistema de 

dois, tres, etc, conjuntos. 

1144§irlitt?tonr-'-  
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