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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é a obtencao dos modos e as freqiién-
cias naturais de vigas de variacao linear e em forma de cunha, com condi¢oes de con-
torno classicas e nao-classicas, descritas pelo modelo estrutural de Euler-Bernoulli. A
forma dos modos foi determinado com o uso das funcées cilindricas. No caso forcado
se considera uma forca harmonica pontual e se resolve o problema pelo método es-
pectral, utilizando o software simbdlico MapleV5. Realiza-se uma, andlise compar-
ativa dos resultados obtidos com os resultados existentes na literatura para vigas

uniformes.



ABSTRACT

TITLE: “MODES IN BEAMS WITH LINEAR VARIATION OF TRANSVER-
SAL PROPERTIES”

The aim of this work is the attainment of modes and natural frequen-
cies of linear variation transversal properties and wedge-type beams, with classical
and non-classical boundary conditions, described by the structural Euler-Bernoulli
model. In the forced case, it is considered a point harmonic force and the problem
was solved through the spectral method, using symbolic software MapleV5. It was
performed a comparative analysis of current results with the existing ones found in

the literature for uniform beams.
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INTRODUCAO

Um tema de interesse nas aplicacoes é a determinacao das freqiiéncias
livres e modos ou autofuncoes de variados tipos de vigas que sao utilizadas na
modelagem matematica com estruturas. Torres elétricas, antenas, prédios, reser-
vatorios e bracos moveis tem todos um comportamento parecido com o de uma
viga fixa-livre. Nesta situacao, o problema dinamico envolve vigas com com carac-
teristicas geométricas e eldsticas que variam espacialmente. Com esta suposi¢ao, os
modelos sao considerados mais realisticos porque as propriedades estruturais estao
distribuidas ao invés de concentradas num determinado nimero finito em pontos

discretos.

O objetivo deste trabalho é a determinacao dos modos relativos as vi-
bracoes transversais de vigas descritas pela equacao de Euler-Bernoulli com secao
transversal quadratica ou linear e o calculo de respostas forcadas. Sao consider-
adas condicoes de contorno cldssicas e nao-classsicas. O caso de secao uniforme
tem sido considerado em (Moschen e Morelatto). Neste trabalho, o fato de ter a
secao transversal variavel ocasiona que a equacao diferencial parcial que descreve a
dinamica da viga apresente uma singularidade espacial num extremo, devido que a

rigidez EI da viga é varidvel espacialmente.

A procura de vibragoes livres de tipo oscilatério no tempo e variavel
no espaco, leva ao estudo de uma equacao diferencial linear ordindria de 4* ordem
com coeficientes varidveis, possuindo uma singularidade localizada em = 0. Para
contornar esta dificuldade, considera-se que as caracteristicas espaciais da viga estao
definidas no intervalo [y, 1] para £, > 0. Deste modo, tem-sem uma base de solugoes
formada pelas fungoes de Bessel de 1¢ classe J(x) e de 2% classe Y(x) e as fungoes
de Bessel modificadas de 1% classe I(x) e de 2% classe K(x), [Ward, 1913; Conway
& Dubil, 1965; Sanger, 1968]. Observa-se que a complexidade funcional envolvida

no calculo de autofuncoes de vigas com secao quadratica ou linear serd bem maior
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do que com vigas de secao constante. Neste ultimo tipo de viga, a base de solugoes
involve as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas elementares (sen,cos, senh, cosh)
as quais nao apresentam nehuma singulariedade espacial. Entretanto, para &, muito
perto do extremo x=1, é de esperar que a viga se comporta de maneira semelhante

ao caso de uma viga com secao uniforme.

O estudo de vigas com secao linear tem sido realizado do ponto de vista
numérico através do método de aproximagao de Rayleigh-Ritz [Klein, 1974]. Vigas
com outros tipos de secoes transversais variaveis ou com condicoes de contorno nao-
classicas, tem sido consideradas, entre outros, por Mabie & Rogers(1968) e Lee &

Lin (1992).
A descricao desta dissertacao é considerada a seguir.

No capitulo 1 apresenta-se o modelo matematico de Euler-Bernoulli cor-
respondente a uma viga com secao transversal variavel sujeita a uma carga externa

e tipos de condicoes de contorno consideradas neste trabalho.

No capitulo 2, é derivada a equacao diferencial que descreve os modos
de vibragao correspondente a uma viga com segao transversal varidvel. Utilizando o
fato que o operador diferencial envolvido é simétrico, é estabelecida a ortogonalidade

dos modos de vibracao.

No capitulo 3, vibracoes forcadas devidas a aplicacao de forcas pontuais
em vigas com segao transversal linear e e quadratica, sao descritas através do método
de variacao de parametros com o uso da base espectral constituida pelos modos

ortogonais de vibragao.

No capitulo 4, o estudo modal em todos os casos de secoes consideradas

é reduzido ao estudo de uma equacao de quarta ordem homogénea com coeficentes
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polinomais , escrita na forma fatorizada

d d d d 44
<zdz+a> (Zdz+a 2b> (zdz—l—a 2b1/> (zdz+a 2bv 2b>u—bcz .

No capitulo 5 e 6 sao obtidos os modos e vibragoes forcadas em vigas
com variacao linear na secao transversal. Sao consideradas condicoes de contorno

classicas e a condi¢ao nao-classica de uma viga com uma mola fixa numa extremi-

dade.

No capitulo 7 sao apresentados os modos e vibragoes forcadas em vigas

com variacao quadratica ("forma de cunha”) na segao transversal.

Finalmente, apresentam-se as conclusoes pertinentes a esse trabalho e

a bibliografia utlizada.



1 MODELAGEM

Neste capitulo apresenta-se o modelo matematico de Euler-Bernoulli
com as condicgoes iniciais e de contorno da vigas de variagao linear na seccao transver-

sal, bem como das vigas em forma de cunha.

1.1 Equacao de Bernoulli

O modelo matematico de Euler-Bernoulli representa a vibragao transver-

sal de uma viga [Newland, 1989],

*u(z,t) 02 Pu(x,t)]
pA(x) e + 9 {Ef(x)w} =p(z,t), S<z<L, t>0 (1.1)

onde t representa o tempo, x a posicao, u(z,t) o deslocamento no tempo ¢ e posi¢ao
x, p a massa especifica, A(x) a drea da secao transversal retangular, F o médulo
elastico de Young, I(x) o momento de inércia sobre o eixo z, p(z,t) a forca aplicada

e L — & o comprimento da viga.

1.2 Condicgoes Iniciais e de Contorno

Na resolugao da equagao (1.1) sao necessarias duas condicoes iniciais,
consistindo no deslocamento inicial u(x,0) = up(x) e a velocidade inicial u,(z,0) =
uy(z) e quatro condigbes de contorno, que envolvem o deslocamento e suas derivadas

em relacao a x que sao

e deslocamento u(z,t)

. Ou(x,t)
® ZIro T
2
e momento fletor Ef(x)%



1.2 Condigoes Iniciais e de Contorno

e forca de cisalhamento

definidas em x = &y e em x = L.

0*u(z, 1)
ox?

0

9 (El(x)

)

Apresenta-se a seguir as condigoes de contorno para as diferentes vigas

VIGA r==E& r=1L
APOIADA w(&,t) =0 w(L,t) =0
O*ulfo,t) _ O*u(L,t) _,
or? or?
FIXA w(,t) =0 w(L,t) =0
au(foat) =0 6u(L, t) =0
Jr Jor
azu(é‘Oa t) — 82U(L,t) —
LIVRE sl =0 S =0
0 D?u(&o,t)\ 0 O?u(L,t)\ _
2 2
MOLA LATERAL Pult.t) _ Oull,1) _
ox ox
0%u(&, t 0%u(L,t
s (El(@%) — k(6. t) | 2 (El(x)%) — k(L 1)

Tabela 1.1 Tabela da condicoes iniciais e de contorno




2 FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRACAO

Em vigas sem cargas, os modos estao associados a estados de deslo-
camento possiveis diante das condigoes de contorno. A ortogonalidade dos modos
permite utilizar o método espectral de Fourier para determinar movimentos sujeitos

a diferentes condicoes iniciais e forcas externas.

2.1 Freqiiéncias Caracteristicas

Para o calculo dos modos precisamos de solugoes com freqiiéncias w
u(z,t) = (Acoswt + Bsenwt) X (x),

com X (z) uma fun¢ao nao identicamente nula, o que equivale a resolver

dZ
(Ef(x)d—;> (Acoswt + Bsen wt) — A(x)pw” (A coswt + Bsen wt) X (z) =0

dZ

da?

2

(Acoswt + Bsen wt) [% <El(x)
T

d*x

W) — w?pA(x) X (z)| =0

dd—; <El(x)%> — w?pA(r) X (1) =0

(—w?pA(z)I + K)X (z) =0 com X # 0

onde I é um operador, isto é, atua sobre um dominio de funcoes reais definidas no

intervalo [y, L] e é dado por
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2.2 Ortogonalidade

Os modos sao as solugoes de um problema de contorno, provaremos que
o operador I é um operador simétrico isto é as autofuncoes geradas pelo problema

para diferentes autovalores sao fungoes ortogonais entre si.

A equacao modal pode ser escrita como

d*X

& (EI(x)W> = W pA(2) X (2). (2.1)

da?

Sejam X; e X; dois modos associados a autovalores diferentes w;, wj,

respectivamente. Entao

e X, ,
= (Br05%) = woawxw
d? d?X;

Multiplicando por X; a primeira equagao e integrando em [, L] e mul-

tiplicando por X; a segunda equagao e integrando em [£, L] e subtraindo resulta

! d? d2X; d? d2X
X.— | EI ) - X,— | EI I d
/60 [ 7 da? < () dz? ) dz? ( () dz? )] g

- /g pA(x) X ()X, (1)(w? — ).




2.2 Ortogonalidade o]

Integrando por partes duas vezes o lado esquerdo da equacao anterior obtém-se

d d’X; d d’X;
X,— | EI ‘) - X;— | EI ?
! dx ( (z) dx? > dz < (z) dx? >

1

o
1

d’X;dX; d*X;dX;
—FEI it J
(z) ( da? dx dz? dx ) o

! &EX;, ?X;  &PX; X,
EI - S J ‘1 d
+/§0 () < dz*  dz? dr?  da? ) v

d d’X; d d*X;
= X,— | Fl(z)—— ) — X;— | EI /
T dx < (z) dz? ) dz < (z) dz? )

1

€o
EX;dX; X dX;\ |
_EI P4y AR,
(z) ( dz? dx dr? dx ) &
1
=p(w} —w?) | Alx)Xi(z)X;(zx)dx (2.2)

o

Observamos que as condicoes de contorno dos casos estudados conduzem necessari-
amente a ortogonalidade dos modos. Verificamos como exemplo, o caso particular

em que o extremo esquerdo é apoiado e o direito é fixo, isto é,

X (&) dX (1)
(60) 07 de 0, ( ) 07 dx 0
e substituindo estes valores na equacao (2.2) resulta
1
(wi — wj) / pA(z)X;(x)X,(x)dx =0
&o
Assim,
1
(X (@), X, () ) = /6 pA () X,(2) X, (x)d = 0 (2.3
0

e devido a A(z) ser uma fungao nao negativa, pode-se concluir que para uma viga
apoiada-fixa, os modos X;, X, sao ortogonais com respeito ao produto interno

definido pela funcao peso A(x) no intervalo [&, L]. Denotemos por || X, (2)||a@) =

(Xn(2), Xn(2)) A(a)-



3 VIBRACOES FORCADAS

Utilizando os modos obtidos anteriormente, sob aplicacao de uma forca
normal, apresentamos um problema relativo a uma viga de se¢ao transversal cons-

tante. A solucao deste problema é obtida através do método espectral de Fourier.

3.1 Meétodo espectral

Consideremos a equacao do movimento de uma viga sob a acao de uma

carga p(t, x)

0? Pu(x,t)\ 0*u(z,t)
o2 <EI o2 ) = p(z,t) — pAT (3.1)

e com condicoes iniciais prescritas
u(x,0) = uo(x),
u(z,0) = uy(x)

As condigoes de contorno podem ser quaisquer das consideradas nos

capitulos 1 e 2.

No método espectral, a solucao tem a forma
u(a,t) =Y fult)Xn(2), (3.2)
n=1

onde os X, (z) sdo os modos relativos as condi¢oes de contorno do problema.



3.1 Metodo espectral

Substituindo a equagao (3.2) em (3.1), resulta

;fn(t)dd—; [Ef(a:)dd—;Xn(x)] + ZA(x)pdiJ;;Q(t) X, (x) = p(z,t) (3.3)

n=1

Como X, (z) satisfaz a equacao modal (2.1), a equacao (3.3) pode ser

escrita conforme

> bW’ pA(@) Xo(x) + > A(x)pd;t];n Xo(@) =pla,t) =D pu(t)Xu(z) (3.4)

onde multiplicando ambos os membros de (3.4) por X,,,(x), e integrando no intervalo

(€0, L] e utilizando a propriedade de ortogonalidade dos modos obtém-se

fn(t)w?p ’ X2 (2)A(x)dz + pdz—fzm LanA(x)da: = /Lp(x,t)X;(x)dx (3.5)
£o dt €o €o

sendo que f,(t) satisfaz o problema de valor inicial

2
LInll) 1 o2 gy = 2mit),

(3.6)

fm(o) = Uo,m, frln(o) = U1,m

onde .
oy = @0 X @)
Pm = )
Jor wo(@) X2, () da
Uo,m = D) )
[ by
© L
f&) uy (2) X (2)dx

Ur,m =
1 Xm % @)



4 ESTUDO DAS EQUACOES

Observamos que a equacao modal estd definida por uma equacao difer-
encial ordinaria de 4% ordem, com coeficientes varidveis. Posteriormente provaremos

que a solucao geral pode expressar-se em termos das funcoes de Bessel.

4.1 Equagao de Bessel

A equacao de Bessel de ordem v é

2y + 1y + (@® — )y = 0; (4.1)

cujas solugoes fundamentais J,(z) e Y,u(x) sdo denominadas fun¢oes de Bessel de

1% e 2% classe de ordem v. A solugao geral da equacao de Bessel é entao dada por
y(x) = AJ,(z) + BY,(x)

onde

x€]0, 00|

Como se sabe as equacoes de Bessel apresentam-se quando os problemas

estao relacionados com as coordenadas cilindricas.

Defini¢ao: Dizemos que uma fungao C, € cilindrica de ordem v se C,(x) = AJ,(x)+
BY,(x) onde A e B sao constantes, e considerando o espago vetorial pelas fungoes

de Bessel de ordem v. [Watson, 1958 pag 82]

A equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

22y 4+ (1 — 28)zy’ + [(s* — b*12) + ¥ 0* 0Py = 0 (4.2)

11



4.1 kquacao de Bessel

pode ser reduzida a uma equacao de Bessel de ordem v através da transformacao

das varidveis independentes e dependentes (z,y) — (¢, u), da forma

t= *ya:b,
y=z’u
Tem-se, entao,
dy s—1 du ., 4,y
— =sx° " u+ 2’ —~bx
dz dt |
d?y u
— -1 5—2 s—17"7 b b—1
73 s(s —1)z* “u+ sz i

du
b h—1 s+b—2""
+7b(s + )z o

d*u
s+b—1 b—1
+vbx T vbx
Substituindo as duas tdltimas igualdades em (4.2), tem-se

22" 4+ (1 — 2s)zy’ + [(s* — b*12) + 720%™y
d*u

d
= a? [7b2x5+2b2— + & (57D + yb(s + b —1)] 257072 + 5(s — 1)2* 2u

dt?>  dt

dt

d
(1= 29)0 [sa uct a0 S| 4 [(62 = 892) 2020

d*u

T dr

+2°u [5(5 — 1) +s(1 —28) + (s* — 2b272)] + 25222y
d? d

&b’ {72562"(1—; - vx”d—? —7u+ befyZu] —0

obtendo-se a equacao

d?u du

—— t— 4+ (=P u=0
e + o + ( vi)u

d
[V 0?22 + d_? [(257D + 7b° — vb) 2P + 250 (1 — 25)7b]



4.1 kquacao de Bessel

cuja solucao geral é, como anteriormente,
u(t) = AJ,(t) + BY,(t).
Entao, a solugao geral de (4.2) é
y(z) = 2°[AJ, (ya") + BY, (y2")]

ou como funcao cilindrica

y(z) = 2°Cy ("),

Observe que (4.2) pode ser escrita na forma

22y + (1= 2s)zy’ + (52 — 0*2)y = —*B2a?y (4.4)

A equagao diferencial (4.4) pode ser expressa como um produto de

operadores de acordo com Watson [Watson, 1958].
d
<xdi +a— 2b1/) <xd— + a) y = 2%y +r[2a—20v+1]y +(a®—2abv)y = —2b%2?y
T T

com s = bV ¢,

A solugao de
d d
<x— +a— 2b1/> <xd— + a) y = —72b%a?y

dx T

é da forma

y = xbufacy (’}/va)

Aplicando novamente o produto de operadores na equacao anterior a

equacao de 4* ordem podemos deduzir que:



4.1 kquacao de Bessel

d d d d _ 27212, 4b
<xdx+a 2bv 2b> <xdx+a 2b> (xdx+a 2b1/> (deﬂLoz)y—( vb%) 2y
(4.5)

d d
<x% +a—2bv — 2b> <x% +a— Qb) (_72b2x2by)

e tem-se
y = xbufacy(,yxb)

x2y — x2bu—a—2b

também é solugao da equacao (4.5), pois

9 —ow—) (oL ra—2) (+L a0 -2 L
xd{L‘ (6 14 l'dx (6 xd{L‘ (6 14 xd{L‘ aly

— _72[)2 "L'i _|_ o — 2bl/ _ 2b l'i _|_ a — 2b 1‘2bxby_acl,(’)/l'b)
dx dr

d d
= — 272 J— — i _ bV—(OA—Qb) b
v°b (xdx + (o — 2b) 2bl/> (xdx + (« 2b)l/> x Cy(y2”)
— _7262[_72b2x2bxbuf(a72b)cu(,yxb)] — (_1)2(72b2)2x4bxbuf(a72b)cu(,be)

— (72()2)21‘4[7?}

T
Os valores de v sao dados por v = e _Q_ZC, [=0,1. Paral =0, temos o valor 7, = ¢

e para [ = 1 temos o valor 75 = ic. Para v, correspondem as solu¢oes fundamentais:
2], (ex®), 2™ oY, (cab)

e para 7, correspondem as solucoes fundamentais e v sao numeros inteiros nao

negativos:

Onde v e Kv sao as funcoes modificadas de Bessel de 1¢ classe e 2% classe de

ordem v que satisfazem a equacao diferencial modificada de Bessel de ordem v com



4.2 Vigas com Variagao Linear na Se¢ao lransversal

s=0, b=1, v=i. As quatro solugoes formam um sistema fundamental de solucoes .

Reduziremos as equacoes modais ao problema.

4.2 Equagao Modal para Vigas com Variagao Linear na Secao
Transversal

Considere vigas com variacao linear na secao transversal como é mostrado

na figura 4.1

Figura 4.1 Esquema de uma viga com varia¢ao linear na se¢ao transversal

A variavel £ é igual a distancia da origem até qualquer ponto ao longo
da viga, dividido pelo comprimento da viga triangular. Isto possibilita a adimen-
sionalizacao do deslocamento lateral da viga. A drea da secao transversal e a inércia

podem Ser expressas Como

A(§) = Ai&?, para e (1) e (4.6)

I(¢) = L&Y, para e (£,1) (4.7)



4.2 Vigas com Variagao Linear na Se¢ao lransversal

Enfim, a equagao modal (2.1) pode ser escrita na forma

d? d’X
o (e58) —enxie, (1.9
onde
. pA1w2
gt = EIL, ’
2 (L PN d B LB @
E( d?)_d_&(g TR 5) gds”ggd_s””g

Para a resolugao da equagao (4.8) utilizam-se os resultados da secao
anterior, com os valores « =2, b =1/2, v = 2 e ¢ = 23 substuidos na equagao (4.5).

Afirmamos que a equacao (4.8) é equivalente a:

(65 -1) (e +1) (65) (e +2) X0 = axco),

d d
<§d£> <5d_§ ) & d£2 T3

pois

d? d
<§d_£ - 1) (% * 1) (5 pr2 +3§d5> - ggd»s?’ 08 e 0

d 4 d3 2
(5_5_ )(5 et )(5 5) <§ it ) 5d54+8§3d53“252d§2 (4.9

e entao a solucdo geral para X (£)

X(€) = L [C(28vE)C(125€)]. (4.10)

§

para & < £ < 1 onde & > 0.



4.2 Vigas com Variagao Linear na Se¢ao lransversal 1/

Mediante a utilizacao da propriedade das fungoes de Bessel [Watson,

1958], p. 83,
2C(2) — vCy(2) = —2Cpi1(2)

tem-se
L;g(f) = d%(g—l(CIJZ(zﬁgl/Z)+c2Y2(23§1/2)+c312(25§1/2)+c4K2(25§1/2)))
= i(c BEY2T5(2BE1%) — e112(28€M7)) + 52(62661/21”5(256”2)—0216(2551/2))
é(cgﬁslﬂf’(wéﬂ) — 3 1,(2B6M%)) + @ (cwgl/?f(g(wé/?) — 1Ko (28€4%))

= 52( BE2 Ty (2B6'%)) + 22 (= BE Y5 (2862))

ta & (B2 Ly(2861%)) + = 5 L (—BE7 Ky (2861%))

obtendo-se o seguinte resultado para a primeira derivada de X (§):

TXE) B2 (0 B (286172) + ena(20672) — caly(256V%) + ea K (256"1).

3
(4.11)

De maneira similar, obtém-se os resultados para a segunda e terceira

derivadas de X (€),

X (§)
g2

= B2 2 (1 Ju(2BE ) + 2 Ya(2BE?) + 3 Lu(2BEM?) + ca K4 (2B617)), (4.12)

pa (54 d§§§)> = —BE 2 (c1J3(2B61%) +¢2Y3(20E%) —ea I3 (2662 +e4 5 (26612)).
(4.13)
De maneira semelhante podemos obter os resultados da seccao (4.1) para obter a

solucao geral da equagao modal para vigas em forma de cunha.



4.3 Vigas em Forma de Cunha

4.3 Equacgao Modal para Vigas em Forma de Cunha

Nesta secao, sao consideradas vigas em forma de cunha, isto é, vigas

cuja area da secao transversal e inércia sao dadas por
Al = Aig, e (4.14)

1(¢) = L&, (4.15)
respectivamente.

Agora, a equagao modal (2.1) pode ser escrita na forma

& SPXEN
65—62 <€3%§€)> = 26X (¢). (4.17)

A equagao (4.16) é um caso particular da equagao diferencial ordinaria
linear (4.5) com os valores a =1,b=1/2, v =1 e ¢ = 2, entdo a solucdo geral para

X(6):

%) () () () ) -

resulta
X(&) = &1 Ji(2BE2) + Y1 (2BE2) + 311 (2BEM?) + K1 (2B86Y%)). (4.18)

De modo semelhante ao procedimento da secao anterior, tem-se resultados validos

para as derivadas de X (z):

d);éﬁ) = =B (a1 12(286'%) + 021 (2867 — e315(2861%) 4+ ca K5 (286'7?)), (4.19)



4.4 Condigoes de Contorno

de)ggé) = 82672 (e 5 (266'17) + e2Y3(2B6'°) + c313(286'%) + e K (2661%)),
(4.20)
2
dif <§3d é§§)> = 53§(C1J2(25§1/2) + 021/'2(2551/2) + 03[2(2551/2) _ C4K2(25§1/2))_
(4.21)

4.4 Condicoes de Contorno

Para ilustrar a abordagem matricial do cdlculo dos modos, realizados
com auxilio do software MapleV-5, escolhemos o caso de uma viga com variacao

linear na secao transversal do tipo apoiada-fixa.

Neste caso, a parte espacial X (§) deve satisfazer a equacao modal

e X\,
" (Ef(g)d—g) — WA X(E). (1.22)

com as condicoes de contorno

d*X
X(&O) dg(Z&)) =0,
(4.23)
x(y =20
Para o extremo esquerdo & = &, a condigao X (&) = 0 significa que
1
- [01J2(Z()) + 62}/2(2[]) + 031—2(20) + C4K2(Zo)] = 0, (424)

3

2
onde zy = 2B§é/z. A outra condicao d 2(5(260) = 0, e utilizando (4.21)

[01J4(z0) + 2Yi(20) + e3ly(20) + C4K4(z0)] = 0. (4.25)



4.4 Condigoes de Contorno

Para o extremo direito £ = 1, a condi¢ao X (1) = 0 significa que

61J2(25) + 02)/2(25) + 03[2(25) + C4K2(2ﬁ) = 0. (426)
A outra condicao, di(lél) = 0 implica em
01!]3(25) + 02}/3(25) + 0313(25) + C4K3(2B) =0. (427)

Agrupando as quatro equagoes (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) na forma

matricial, tem-se o sistema de equacgoes

L2867 V28607 Lese?) Kese) | | e
Ji(286%) Yi(286) L(28&"7) K.(266%) | |
J2(2p) Y5(25) 1,(25) K, (25) C3
J3(2p) Y3(25) I3(25) K3(25) ||

(4.28)

|
o o o o

O sistema linear (4.28) é homogéneo e, portanto, para ter solu¢ao nao
nula requer que o determinante da matriz de tal sistema seja nulo. Com isto, con-

seguimos os valores das constantes ¢y, ¢y, ¢3 e ¢4 dependendo de um parametro.

Este processo ¢ repetido para vigas com outras condi¢oes de contorno

e com as vigas em forma de cunha e com mola.



5 CALCULO MATRICIAL DOS MODOS DAS VIGAS COM
VARIAGAO LINEAR NA SEGAO TRANSVERSAL COM
CONDIGCOES DE CONTORNO CLASSICAS

O objetivo da abordagem matricial desenvolvida nos capitulos ante-

riores é a obtencao da freqiiéncia e do modo normal das vigas sob estudo.

Neste capitulo, especificamente, sao apresentados os modos relativos
aos diversos tipos de vigas com variacao linear na secao transversal, caracterizados

pelas suas condicoes de contorno classicas.

A abordagem considera a base apresentada, envolvendo as funcoes de
Bessel. O célculo foi realizado de maneira simbdlica com o auxilio do “software”
MAPLE V 5. A equacao caracteristica foi obtida calculando indiretamente o deter-

minante da matriz do sistema linear homogéneo associado a cada tipo de viga.

No caso forcado, é considerada uma forca harmonica na secao x = a da
viga

p(t,z) = Py sen(wt)d(z — a). (5.1)

Neste caso,

Qn(t) = Py sen(wt) X, (a), (5.2)

e a integral de convolucao é representada por:

/ Qurisen w(t = 7)ir = g ()~ sen@).  (5.3)
0 T %n

Nesta andlise, foram considerados os seguintes valores para os parametros

da entrada harmonica:

Py = 1000 N,

& =120 rad,
_ L

a = ?



8.1 Valores Numéricos dos Parametros

Aproximamos a série de Fourier utilizando os seis primeiros termos.

5.1 Valores Numéricos dos Parametros

Para as simulac¢oes numéricas, foram utilizados os seguintes valores dos

parametros fisicos:
L=1m, E=7x10" N/m? I, =1x10° m®?, p=12x10* kg/m® e A; = 0.01 m?
A seguir, apresentamos os resultados graficos para vigas com variacao linear na se¢ao

transversal e condi¢oes de contorno cléssicas.

Para melhor entendimento dos graficos,

e a cor vermelha representa o 1° autovalor,
e a cor azul representa o 2° autovalor,

e a cor verde representa o 3° autovalor,

e a cor preta representa o 4° autovalor,

e a cor rosa representa o 5° autovalor,

e ¢ a cor amarela representa o 6° autovalor.



9.2 Caso 1: Viga Apolada-rixa

5.2 Caso 1: Viga Apoiada-Fixa

|
|
by By
T

T

Equagao governante:

& |p1 T 450 = —pan T4

Condigoes de contorno:
u(&o,t) = ugz(o,t) =0,
u(l,t) =u,(1,t) =0

Equacao modal:

& (¢ 5) = sexce

Condigoes de contorno:

X (&) = d§2 (50) =0,
X(1) = (1) =0

Solugao geral da equacao modal:

X(&) =& a1 2(2BEY2) + e2Ya(2BEY2) + 3 1:(28EY2) + c4 K> (28E1%)]

Sistema linear da equacgao caracteristica

ReE") V266 L(20g”) K266 | | o

Ji(266"%) Yi(286%) T(266") Ki(266") | | e

h(28)  Ya(28)  L(26)  K3(2P) c3
Js(26)  Ys(26)  I3(28)  Ks(28) | | @

|
o o o o




9.2 Caso 1: Viga Apolada-rixa

Autovalores corrigidos * = (1 — &)

Pr | B | Bs | Bi | B5 | Bs

0.13.15|5.11|710| 9.11 | 11.13 | 13.17
0.2 329|545 |7.65| 9.88 |12.12 | 14.37
0.31]3.40|5.72 | 8.09 | 10.49 | 12.89 | 15.31
041350596 | 848 | 11.01 | 13.56 | 16.11
0.5 |3.58]6.18|8.82|11.48 | 14.15 | 16.82
0.6 | 3.66 | 6.38 | 9.14 | 11.91 | 14.69 | 17.47
0.7 | 3.74]6.57 | 9.43 | 12.30 | 15.18 | 18 06
0.813.80|6.7419.70 | 12.67 | 15.64 | 18.62
091387691996 | 13.02 | 16.08 | 19.14

Tabela 5.1 Autovalores corrigidos para a viga apoiada-fizra

N

iz 04, 0F 08

_
—

Figura 5.1 Grdfico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos apoiado-fizxo de by /by vs. (.



Modos normalizados para diversos valores de & (6 modos)




9.2 Caso 1: Viga Apolada-rixa



9.2 Caso 1: Viga Apolada-rixa

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

o0
O.oOoOs

- OO0
-,

L B
o.ooz=2

-O. a2
-0, Od

OO0
Oood A
Ooooz=

ooag

- OOz
- O0Od
-0 O0O0s

Figura 5.3 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga apoiada-fiza




9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada

5.3 Caso 2: Viga Fixa-Apoiada

Equacao governante:

9? FPulz,t)| _ 0?u(x,t)
& | Bt T 450 = —pan 2,
Condigoes de contorno:

'U/(g(),t) = Ux(fo, t) = 07

u(1,t) = uge(1,8) =0

Equacao modal:
d* 1 PX(E) _ page
Condigoes de contorno:
X&) = G &) =0,
_d’X
X(l) - d§2 (1) =0
Solugao geral da equacao modal:

Sistema linear da equacgao caracteristica

T3(286%) Va(286"%) —1:(286%) K3(28&")
J2(20) Y5(20) I,(25) K>(23)
J1(2P) Yi(20) 1,(25) K4(25)

[ LAY V,(286%)  L2BE?) K286 ]

C1
Co
C3

Cq

X (&) = €7 1 a(2BE2) + 2Ya(2B612) + 3 15 (2861/2) + ¢4 K5 (2861/)]

o o o O




9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada

Autovalores Corrigidos * =

(1= &)

23

25

B3

i

Bs

Bs

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.9232
2.3429
2.6453
2.8925
3.1064
3.2975
3.4719
3.6333
3.7842

4.5624
4.9921
5.3458
5.6551
5.9340
6.1903
6.4291
6.6536
6.8661

6.6900
7.3220
7.8272
8.2622
8.6508
9.0057
9.3346
9.6428
9.9337

8.7775
9.6181
10.2804
10.8463
11.3493
11.8070
12.2300
12.6255
12.9982

10.8535
11.9032
12.7237
13.4219
14.0407
14.6027
15.1213
15.6054
16.0613

12.9250
14.1836
15.1625
15.9934
16.7287
17.3956
18.0105
18.5840
19.1237

Tabela 5.2 Autovalores corrigidos para a viga fixa-apoiada

Figura 5.4 Grdfico da variacdo dos autovalores com respeito ao quociente das dreas

18

14

2

iy

121
104

AN

[ )

Iy,

04

dos extremos fizo-apoiado.

, 06

0




9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada
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9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada



9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

O.Oc
o.oo= -
o S
' O | e ﬂ“%
OO0 s

-0, O0s

OO0
Oood A
Ooooz=

ooo

- OOz
- O0Od
-0 O0O0s

Figura 5.6 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga fiza-apoiada



9.3 Caso 2: Viga Iixa-Apolada



5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada

5.4 Caso 3: Viga Apoiada-Apoiada

|
|
by by
T

T

Equagao governante:

0*u(z, 1)

&y B P45 — —pan T

ox? ox ot?

Condigoes de contorno:
u(&o,t) = ugz(o,t) =0,
u(1,t) = tge(1,8) = 0

Equacao modal:

& (¢54)) = exce

Condigoes de contorno:

X(@) = L&) =0,

X =2Fm =0
Solucgao geral a equagcao modal:
X(€) = €1 [e112(266'7) + Y (2B6'7) + 5[ (2BE'%) + ca K5 (26€'/7)]
Sistema linear da equacgao caracteristica
[ 5086 %667 BesE”) e8| [«
Ti(266") Vi(266") 14266"") K266 | |
L(28)  Ya(28)  L(26)  Ka(20) e
Ji(28)  Ya(28)  L(28) Ku(28) | | @

|
o o o o




5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada

Autovalores Corrigidos * =

Bl — &)

i

B35

B3

Bi

Bs

Ps

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.7468
2.0863
2.3149
2.4917
2.6375
2.7625
2.8723
2.9706
3.0598

4.3696
4.6838
4.9477
5.1819
5.3954
5.5935
5.7794
5.9553
6.1228

6.4416
6.9572
7.3782
7.7454
8.0764
8.3807
8.6642
8.9310
9.1838

8.4879
9.2157
9.7995
10.3033
10.7539
11.1659
11.5481
11.9063
12.2447

10.5329
11.4746
12.2213
12.8616
13.4318
13.9514
14.4320
14.8816
15.3056

12.5805
13.7357
14.6448
15.4210
16.1104
16.7372
17.3162
17.8570
18.3665

Tabela 5.3 Autovalores corrigidos para a viga apoiada-apoiada

Figura 5.7 Grdfico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos apoiado-apoiado.
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5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada
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5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada

de & (6 modos)

valores

Modos normalizados para diversos

TN-QOTN ONT@D- N

R EEENCEEEER

viga apoiada-apoiada

rmalizados X (x) para a

Modos no

5.8

Figura



5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada



5.4 Caso 3: Viga Apolada-Apolada

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

.=

L

-0, OO0

o.oa15s
Ly |
Ly )

-O.OOos

-0O. o1

-O.O01 5
(]

Figura 5.9 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga apoiada-apoiada




5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa

5.5 Caso 4: Viga Fixa-Fixa

|
|
by b
T

T

Equagao governante:

9% Pu(x,t)| _ 0?u(x,t)
2, | b1 2550 ] - —pawm 2ol
Condigoes de contorno:

'U/(g(),t) = Ux(fo, t) = 07

u(l,t) =u,(1,t) =0

Equacao modal:

2
& (¢ 5) = exce
Condigoes de contorno:
X&) =G &) =0,
X(1) = %(1) —0

Solugao geral da equacao modal:
X (&) = & a1 2(2BE%) + e2Ya(2BE12) + 312(28E?) + ca K, (286?)]
Sistema linear da equacao caracteristica,
[ B(286%) Vo286 B(28el?) K286 | [ e |
132667 Ya(286") ~1:(206") Ka(286) | | e
L(26)  Ya(2P) 15(25) K3(29) C3
J3(2p) Y3(25) I3(25) K3(25) IR

|
I 1
o o o o
L ]




5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa

Autovalores corrigidos *

= B(1 - &)

Bi

B35

B3

Bi

Bs

Ps

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

3.2808
3.5188
3.7195
3.8974
4.0594
4.2095
4.3501
4.4829
4.6093

5.3137
5.7635
6.1264
6.4402
6.7213
6.9784
7.2170
7.4408
7.6522

7.3553
8.0212
8.5480
8.9988
9.3996
9.7645
10.1017
10.4168
10.7139

9.4037 | 11.4570
10.2833 | 12.5486
10.9722 | 13.3985
11.5587 | 14.1199
12.0785 | 14.7582
12.5505 | 15.3370

12.9859 | 15.8704

13.3923 | 16.3678
13.7747 | 16.8357

13.5138
14.8159
15.8260
16.6819
17.4384
18.1237
18.7550
19.3434
19.8966

Tabela 5.4 Autovalores corrigidos para a viga fiza-fiza

Figura 5.10 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
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5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa






5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa

ol



5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

Ly o .
L | )

- Oaado2
-0 OO

Figura 5.12 Vibragdo for¢ada u(z,t) da viga fiza-fiza




5.9 Caso 4: Viga rixa-rixa



5.6 Caso o: Viga rixa-Livre

5.6 Caso 5: Viga Fixa-Livre

|
|
by bo
T

T

Equagao governante:

& |p1 T 450 = —pan T4

Condigoes de contorno:

u(éo,t) = uz(&o,t) = 0,

uw(1,t) = Upee(1,8) =0
Equacao modal:

& (¢ 5) = sexce
Condigoes de contorno:

X(&) = d{ X (&) =0,

X =g (Bro 2 ) -0
Solucao geral da equagao modal:
X(&) = € a1 b (2BE'7) + 2Ya(26€'7%) + e315(2861%) + ey K (25617)]
Sistema linear da equacgao caracteristica
R6&") V86" hesg”) K2eg) | [«
T(206%) Ya(266") ~L(264") Ki(2686) | | e

Ju(28) Yi(25) 14(2P) K4(28) C3
K28 V(28)  LEB  —Ks@8) | | e

|
I 1
o o o ©
L ]




5.6 Caso o: Viga rixa-Livre

Autovalores corrigidos *

A1 = &)

i

B35 B3 i

Bs

Ps

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.3479
0.5818
0.7844
0.9684
1.1393
1.3003
1.4531
1.5993
1.7397

2.1875 | 4.9207 | 7.0896
2.6873 | 5.4203 | 7.7869
3.0557 | 5.8320 | 8.3450
3.3621 | 6.1927 | 8.8265
3.6311 | 6.5487 | 9.2575
3.8744 | 6.8192 | 9.6518
4.0987 | 7.0997 | 10.0179
4.3083 | 7.3641 | 10.3614
4.5061 | 7.6151 | 10.6863

9.2018
10.1048
10.8172
11.4267
11.9693
12.4637
12.9212
13.3494
13.7534

11.2939
12.4042
13.2728
14.0128
14.6694
15.2663
15.8177
16.3328
16.8182

Tabela 5.5 Autovalores corrigidos para a viga fixa-livre

Figura 5.13 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
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5.6 Caso o: Viga rixa-Livre






5.6 Caso o: Viga rixa-Livre



5.6 Caso o: Viga rixa-Livre

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

Figura 5.15 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga fiza-livre




5.6 Caso o: Viga rixa-Livre



5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa

5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa

|
|
by b
T

T

Equagao governante:

83—; {El(@%} = —pA(x)

Condigoes de contorno:
U(go,t) = u:v:v:v(gm t) =0,
u(1,t) =u,(1,t) =0

0*u(x,t)
ot

Equacao modal:
2
& (¢ 5) = sexce
Condigoes de contorno:
X&) = 5 (B1O L) (&) =0,
dX
X(1) = d—g(l) =0
Solugao geral da equacao modal:
X (&) = € 1o (2BEY2) + Y2 (2BEY2) + ¢315(2BEY%) 4 c4 K5 (28617
Sistema linear da equacao caracteristica,
126" Yi(266"%) L(26&") K286 | | @
Js(286") Ya(286%) 1(286"7) Ka(286) | | e
J2(25) Y5(28) 1,(28) K>(2p) c3
B2 Y28 —L(8)  K28) |||

|
T 1
) ja) ja) )
L 1




5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa

Autovalores corrigidos *

A1 = &)

i

5 B3

i

Bs

Ps

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

2.6842
2.4893
2.3472
2.2381
2.1506
2.0782
2.0167
1.9634
1.9167

4.3221 | 6.0929
4.2878 | 6.3114
4.3175 | 6.5430
4.3663 | 6.7630
4.4213 | 6.9699
4.4777 | 7.1648
4.5338 | 7.3495
4.5888 | 7.5253
4.6422 | 7.6934

7.9690
8.4405
8.8612
9.2382
9.5819
9.8997
10.1968
10.4768
10.7423

9.9079
10.6220
11.2227
11.7488
12.2225
12.6569
13.0605
13.4392
13.7970

11.8841
12.8323
13.6069
14.2774
14.8771
15.4246
15.9317
16.4063
16.8539

Tabela 5.6 Autovalores corrigidos para a viga livre-fiza

Figura 5.16 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
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9.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa 49

Modos normalizados para diversos valores de & (6 modos)

Figura 5.17 Modos normalizados X (x) para a viga livre-fiza




5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa



5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa

Vibragao forcada para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

Ly |

-Oo.a1

.=

OO0
Oood A
Ooooz=

(]
- OOz
L T P
-0 OO0s

0oag

- O.0s
0.1 0. 15
t : 0. =

Figura 5.18 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga livre-fiza




5.7 Caso 6: Viga Livre-Fixa



6 CALCULO MATRICIAL DOS MODOS DAS VIGAS COM
VARIACAO LINEAR NA SECAO TRANSVERSAL COM MOLA
NUMA EXTREMIDADE

Neste capitulo, serd considerado o caso de uma condicao de contorno
nao-classica. Este tipo de condicao, em geral, introduz um acoplamento entre o
deslocamento e suas derivadas. Assim, a abordagem matricial desenvolvida nos
capitulos anteriores, relativa a obtencao das freqiiéncias e dos modos das vigas sob
estudo, devera incluir modificacoes na sua estrutura devido ao acoplamento existente

nas condicoes de contorno nao cléssicas.

No caso de uma mola, colocada no extremo 0 < &, < =z, tem-se as

condicao de contorno
Ejummm(&)a t) + kmu(&)a t) - 07 ul‘l‘(&]: t) =0.

Na procura de solucoes oscilatorias

u = e“ X (z),
origina-se a condicao espacial
d°X X
E[d—é(&)) + kX (&) = d—§2(50) =0.

A seguir, serao apresentados quatro casos de uma viga com variacao linear na sec¢ao
transversal, onde um extremo da viga estd fixo a uma mola e o outro extremo fixo ou
apoiado. Devido a nao simetria da viga nao se livre, A abordagem utiliza a equacao
governante e modal do capitulo anterior, alterando apenas as condi¢oes de contorno
de acordo com cada caso. Os valores numéricos dos parametros permanecem o0s

mesmos, uma vez que continuamos as simulacoes com vigas de aco resistentes.
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6.1 Caso 7: Viga Mola-Apolada

6.1 Caso 7: Viga Mola-Apoiada

Equacgao governante:

2, |prZa8 ] - —paw Tt

Condigoes de contorno:

ETUIM(fo,t) = —kmu(§07t)7 umm(an t) = 07
u(1,t) = uge(1,8) =0

Equacgao modal:

d* 2 PX(E) _ ago

Condigoes de contorno:

B (&) + kX (60) = G (&) = 0.

X(1) = %(1) =0

Solugao Geral da Equagao modal:

X(6) = € Herh(266%) + Y2 (266%) + 3 1,(2661/%) + 4 K5(2361/7)]

Matriz do sistema linear, zy = 25§é/2

B o)+ Talzo) EE i) 4 va(e0)  EOE L) + Bae0) PR Ky 20) + Ka(e0)
J4(256,"%) Yi(266"°) 1,286 Ki(268))
J5(20) Y5(28) 1,(25) K>(28)
J5(20) Y3(208) I3(25) K3(28)




6.1 Caso 7: Viga Mola-Apolada

Modos da viga mola-apoiada para diversos valores de &,

& =01

f[) =0.5

bo0b ooDoO ==

NNDDANSDOAND WADD -k
[ INTRUIATRETIN FTI RRTTTITRT] FEL FTARTNTTARTON FTTIIATI INEWITITI FTI RTTHI Y

1 LI R |
bl =

Figura 6.1 Modos da viga mola-apoiada X (x) para diversos valores de & (6 modos)



6.1 Caso 7: Viga Mola-Apolada



6.1 Caso 7: Viga Mola-Apolada

Vibragao forgada para uma viga mola-apoiada (6 modos)

& =01

o.z2 1

f[) =0.9

0.z 1

Figura 6.2 Vibragao for¢ada u(x,t) para uma viga mola-apoiada



6.1 Caso 7: Viga Mola-Apolada



6.2 Caso &: Viga Mola-I'ixa

6.2 Caso 8: Viga Mola-Fixa

Equacao governante:

5 {Ef @)%} = AT

Condigoes de contorno:

Eluge0(0,t) = —knu(So,t), usa(€o,t) =0,
u(1,t) = u,(1,t) =0

Equacgao modal:

£ (54 Lok )> — BEX(€)

Condigoes de contorno:

B (&) + kX (60) = G (&) = 0.

X(1) = %(1) =0

Solugao Geral da Equagao modal:

X(&) = € a1 2(2BEY2) + Yo (2BEY2) + ¢315(2BEY2) + c4 K5 (26642

Matriz do sistema linear, zy = 25§é/2

%ﬁﬁi/zh(m)"‘h(%) %153/2}/3(20)_1_}/2(20) %33/213(20)-1-12(20) —%Kg(zo)—l—l(z(zo)
J1(286)%) Y1 (266)%) L(266)%) K.(28¢))
J2(28) Y>(28) I,(28) K,(28)

J5(20) Y3(208) I3(25) K3(203)




6.2 Caso &: Viga Mola-I'ixa






6.2 Caso &: Viga Mola-I'ixa



6.2 Caso &: Viga Mola-I'ixa

Vibragao forcada da viga mola-fixa para diversos valores de £,(6 modos)

& =0.1

o015
a.on
o.oo0s

-0.005
-0.an1

o004
a.ooz2

-0.002
-0.00<4

o.z2 1

0. 000
0.a004
o.oooz2

-0.0o00z2
-0.0004
-0.000&

Figura 6.4 Vibragao for¢ada u(z,t) para a viga mola-fiza



6.2 Caso &: Viga Mola-I'ixa



6.3 Caso 10: Viga rixa-Mola

6.3 Caso 9: Viga Fixa-Mola

T

Equacgao governante:

2, |prZa8 ] - —paw Tt

Condigoes de contorno:

uw(1,t) = ug(1,t) =0; Eluge(&o,t) = —kmu(&o,t), uze(&o,t) =0,

Equacao modal:
d* L ’X (©) _ papo
Condigoes de contorno:

X(&) = GE&) =0 BIGE ) + kX (1) = ZE (1) =0,

Solucao Geral da Equacao modal:

X (&) = €7 e o(28E12) + 02Y2(286'/2) + 31, (2BE1/?) + c4K(26€112)]

Matriz do sistema linear, zy = 2553/2

%h(%) + J2(20) %deo)-l-i’z(zo) 7“15153/2 I3(20) + I2(z0) _715115:58/2 K3(20) + Ka(20)
J1:(286") Yi(266,) 14(25¢,%) K1(288")
J2(253) Y5(20) I,(25) K>(23)
J5(25) Y3(25) I3(25) K3(23)




6.3 Caso 10: Viga rixa-Mola






6.3 Caso 10: Viga rixa-Mola



6.3 Caso 10: Viga rixa-Mola

Vibragoes forgadas da viga fixa-mola para diversos valores de &, (6 modos)

& =01

o.z2 1

0.z 1

0. 000
0.a004
o.oooz2

-0.0o00z2
-0.0004
-0.000&

Figura 6.6 Vibragao for¢ada u(xz,t) para a viga fiza-mola




6.3 Caso 10: Viga rixa-Mola



6.4 Caso 10: Viga Apolada-Mola ol

6.4 Caso 10: Viga Apoiada-Mola

Equacgao governante:

2, |prZa8 ] - —paw Tt

Condigoes de contorno:

w(1,t) = uge(1,t) = 0; Elugee(&o,t) = —knu(&o,t), uz(&o,t) =0,

Equacao modal:
d* L ’X (©) _ papo
Condigoes de contorno:

X&) = LX) =0 ErLE M) + kX (1) = SE ) =0,

Solucao Geral da Equacao modal:

X (&) = €7 e o(28E12) + 02Y2(286'/2) + 31, (2BE1/?) + c4K(26€112)]

Matriz do sistema linear, zy = 2553/2

%h(%) + J2(20) %deo)-l-i’z(zo) 7“15153/2 I3(20) + I2(z0) _715115:58/2 K3(20) + Ka(20)
J1:(286") Yi(266,) 14(25¢,%) K1(288")
J2(253) Y5(20) I,(25) K>(23)
J5(25) Y3(25) I3(25) K3(23)




6.4 Caso 10: Viga Apolada-Mola

ol



Viga apoiada-mola para diversos valores de &, (6 modos)




6.4 Caso 10: Viga Apolada-Mola



6.4 Caso 10: Viga Apolada-Mola

Vibracao forcada da viga apoiada-mola

& =01

o.z2 1

Figura 6.8 Vibracdo for¢ada u(x,t) da viga apoiada-mola (6 modos)



6.4 Caso 10: Viga Apolada-Mola



7 CALCULO MATRICIAL DOS MODOS DAS VIGAS EM FORMA
DE CUNHA

Neste capitulo esta relacionada a uma familia de vigas que se afilam
de tal modo que atravessa todas as dimensoes transversais da viga, atravessando o
plano de vibracao, é uma funcao linear de distancia ao longo da viga. Dimensoes
que atravessam em direcao normal o plano de vibracao sao constantes ao longo da

viga. Sao ditas vigas em forma de cunha.

A abordagem utiliza a mesma equacao governante das vigas com varia¢ao

linear na secao transversal, enquanto que a equacao modal é alterada para

d? (53 d*X (&)

e alteram as condicoes de contorno de acordo com cada caso.

60



7.1 Caso 1: Viga Apolada-rixa

7.1 Caso 1: Viga Apoiada-Fixa

|
|
by by
T

T

Equacao governante:

i [Ef(x) Tl t)] = —pAw) Zu.)

Condigoes de contorno:

u(§07 t) = uxm(&Oat) = 07
u(1,t) = u,(1,t) =0

Equacao modal:

2 d*X
& (e5340) = rexco
Condigoes de contorno:

X (&) = LX) =0

X(1) = %(1) =0

Solugao geral da equacao modal:
X (&) = E[c112(2BE2) + oY (2BE2) + 315 (2BEY?) + 1 Ko (28E1?)]
Sistema linear da equacao caracterstica
12067 vieee”) nese”) e | |«
13(266%) Y(266%) L(26&") Ka(286) | | e
L(26)  Y(28)  L(2B)  Ki(2P) c3
L(26)  Ya(28)  —N(28) Ki28) | | @

|
o o o o




7.1 Caso 1: Viga Apolada-rixa

Autovalores corrigidos * = (1 — &

~—

25

55

B3

i

Bs

Bs

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

2.9377
3.1304
3.2768
3.3995
3.5071
3.6042
3.6932
3.7759
3.8553

4.9198
5.3141
5.6243
5.8897
6.1260
6.3411
6.5402
6.7264
6.9020

6.9353
7.5413
8.0166
8.4220
8.7819
9.1090
9.4110
9.6930
9.9585

8.9667
9.7852
10.4242
10.9675
11.4488
11.8855
12.2881
12.6637
13.0171

11.0081
12.0384
12.8397
13.5195
14.1209
14.6660
15.1682
15.6363
16.0766

13.0560
14.2971
15.2597
16.0752
16.7958
17.4486
18.0498
18.6100
19.1365

Tabela 7.1 Autovalores corrigidos para a viga apoiada-fiza

Figura 7.1 Grdfico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos apoiado-fizxo de by /by vs. (.

AN

[ — )

0

04

08

08

—







7.1 Caso 1: Viga Apolada-rixa



7.1 Caso 1: Viga Apolada-rixa

Vibracao forcada para diversos valores de &,

& =01

Ly |
(]

-0,

- O.0s
0.1 0. 15
t : o=

-0, Od

- O.0s
0.1 0. 15
t : 0. =

OO0s
Ooda
Ooooz=

0oag

- Oaado2

-0 OO

-0 O0O0s
(]

Figura 7.3 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga apoiada-fiza




7.1 Caso 1: Viga Apolada-rixa



7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apolada

7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apoiada

|
|
by by
T

T

Equacao governante:

15

Condigoes de contorno:
U(é—o, t) = u$(§07t) = 07
u(1,t) = ugp(1,8) =0

0*u(z, 1)
ot

= —pA(x)

Equacao modal:

£ (o5 = exco

Condigoes de contorno:

X (&) = G (&) =0,

X(1) = C%(1) —0

Solugao geral da equacao modal:

X (&) = E[c112(2BE2) + 2V (2BEY2) + 3 15(2BEY2) + 4 K(28E1?)]

Sistema linear da equacao caracterstica

Le8g”) viesg) Lesa?) Kiese™) || «

1(266") Y2(286") ~L(26&") Ka(206") | | e

J1(28)  Yi(28) 1,(25) K:(28) e
R28)  Ya28) LR K28 ||

|
o o o o




7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apolada

Autovalores corrigidos * = (1 — &)

25

55

B3

Bi

B3

Bs

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

2.1880
2.5296
2.7871
3.0024
3.1911
3.3612
3.5172
3.6622
3.7982

4.5257
4.9983
5.3672
5.6814
5.9602
6.2137
6.4479
6.6668
6.8730

6.6435
7.3144
7.8345
8.2757
8.6661
9.0202
9.3468
9.6516
9.9384

8.7333
9.6077
10.2831
10.8547
11.3598
11.8174
12.2390
12.6320
13.0017

10.8132
11.8924
12.7245
13.4278
14.0486
14.6108
15.1284
15.6107
16.0641

12.8886
14.1732
15.1623
15.9979
16.7351
17.4022
18.0163
18.5884
19.1261

Tabela 7.2 Autovalores corrigidos para a viga fiza-apoiada

Figura 7.4 Grdfico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos fizo-apoiado de by /by vs. (.
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7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apolada

or



7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apolada

Vibracao forcada para diversos valores de &,

& =01

L B
o.ooz=2

-O. a2
-0, Od
-0, O0s

OO0
Oood A
Ooooz=

0oag

- OOz
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Figura 7.6 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga fiza-apoiada




7.2 Caso 2: Viga Fixa-Apolada



7.3 Caso 3: Viga Apolada-Apolada

7.3 Caso 3: Viga Apoiada-Apoiada

|
|
by by
T

T

Equacao governante:

i [Ef(x) Tl t)] = —pAw) Zu.)

Condigoes de contorno:

u(§07 t) = uxm(&Oat) = 07
u(1,t) = uge(1,8) =0

Equacao modal:

2 d*X
& (e5340) = rexco
Condigoes de contorno:

X (&) = LX) =0

X(1) = C%(1) —0
Solugao geral da equacao modal:
X (&) = €[c112(2BE'2) + 2Y2(2BE?) + ¢31(2BE?) + 1Ko (28617))
Sistema linear da equacao caracterstica
12067 vieee”) nesg”) ke | |«
1(266%) Yi(266%) L(26&") Ka(286) | | e
A(28)  @2B)  L(26)  Ki(2P) c3
Js(26)  Ys(26)  13(20)  Ks(28) | | @

|
o o o o




7.3 Caso 3: Viga Apolada-Apolada v,

Autovalores Corrigidos * = (1 — &)

2 B35 B3 i B3 Bé

0.1 | 1.9722 | 4.2572 | 6.3254 | 8.3810 | 10.4363 | 12.4933
0.2 | 2.2181 | 4.6200 | 6.8907 | 9.1554 | 11.4209 | 13.6877
0.3 | 2.3969 | 4.9085 | 7.3372 | 9.7626 | 12.1887 | 14.6158
0.4 | 2.5430 | 5.1575 | 7.7199 | 10.2804 | 12.8415 | 15.4032
0.5 | 2.6686 | 5.3807 | 8.0609 | 10.7402 | 13.4197 | 16.0997
0.6 | 2.7802 | 5.5851 | 8.3719 | 11.1581 | 13.9445 | 16.7312
0.7 | 2.8813 | 5.7752 | 8.6598 | 11.5441 | 14.4286 | 17.3131
0.8 | 2.9743 | 5.9536 | 8.9292 | 11.9047 | 14.8802 | 17.8558
0.9 | 3.0606 | 6.1224 | 9.1834 | 12.2443 | 15.3052 | 18.3662

Tabela 7.3 Autovalores corrigidos para a viga apoiada-apoiada
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Figura 7.7 Grdfico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos apoiado-apoiado de by /by vs. [*.






7.3 Caso 3: Viga Apolada-Apolada
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7.3 Caso 3: Viga Apolada-Apolada (2

Vibracao forcada para diversos valores de &,
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Figura 7.9 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga apoiada-apoiada




7.3 Caso 3: Viga Apolada-Apolada
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7.4 Caso 4: Viga rixa-rixa

7.4 Caso 4: Viga Fixa-Fixa

|
|
b by
T

T

Equacao governante:

63—52 [El(x) 321556% t)]

Condigoes de contorno:
U(é—o, t) = u$(§07t) = 07
u(l,t) = u,(1,¢) =0

0*u(z, 1)
ot

= —pA(x)

Equacao modal:

d* s®X () _ a4

Condigoes de contorno:

X(&) = E-(60) = 0,

xX(1) =21 =0

Solugao geral da equacao modal:

X(&) = € [e112(286'7) + €Yo (2B6?) + e31n(286'/7) + c4K5(28€'1?))]
Sistema linear da equagao caracterstica
12067 viese”) nesg”) Kese | |a
R(2867) Ya(266") ~1(28&") K286 | | e
L(28)  Yi(26) 1,(25) K1(25) c3
L(268)  Y2(28) —1,(26)  K»(28) Ca

|
o o o o




7.4 Caso 4: Viga Fixa-Fixa 4

Autovalores corrigidos * = (1 — &)

pi B35 B3 i B3 Bé

0.1 | 3.1440 | 5.1970 | 7.2600 | 9.3238 | 11.3885 | 13.4539
0.2 | 3.4412 | 5.6987 | 7.9694 | 10.2405 | 12.5121 | 14.7842
0.3 | 3.6720 | 6.0871 | 8.5169 | 10.9466 | 13.3768 | 15.8072
0.4 | 3.8680 | 6.4160 | 8.9797 | 11.5431 | 14.1067 | 16.6705
0.5 | 4.0417 | 6.7068 | 9.3882 | 12.0692 | 14.7503 | 17.4316
0.6 | 4.1995 | 6.9702 | 9.7580 | 12.5452 | 15.3325 | 18.1199
0.7 ] 4.3450 | 7.2129 | 10.0984 | 12.9832 | 15.8682 | 18.7531
0.8 | 4.4809 | 7.4391 | 10.4155 | 13.3912 | 16.3669 | 19.3426
0.9 | 4.6088 | 7.6518 | 10.7136 | 13.7745 | 16.8355 | 19.8964

Tabela 7.4 Autovalores corrigidos para a viga fixa-fiza
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Figura 7.10 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos fizo-fixo de by /by vs. [*.






7.4 Caso 4: Viga rixa-rixa
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7.4 Caso 4: Viga rixa-rixa

Vibracao forcada para diversos valores de &,
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Figura 7.12 Vibragdo for¢ada u(z,t) da viga fiza-fiza




7.4 Caso 4: Viga rixa-rixa
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7.5 Casoo: Viga rixa-Livre

7.5 Caso 5: Viga Fixa-Livre

|
|
b by
T

T

Equacao governante:
ra {El(x)a%(x’t)} 0*u(z, 1)

ot?

= —pA(x)

ox? Ox?
Condigoes de contorno:
u(&o,t) = ug(&o,1) =0,
w(1,t) = Ugpea(1,8) =0
Equacao modal:
£ (o5 = exco
Condigoes de contorno:
X (&) = G &) =0,
x() = g (Erog) =0
Solugao geral da equacao modal:
X(€) = €[ hr(266'7) + e,Ya(286'7) + 3 1,(266'/%) + ca K2 (26€/7)]
Sistema linear da equacao caracterstica
[ 1e8e) viesg) Lesa®  Kiese™ ] [ o]
R(266°) Y2(206) ~1(26&") Ka(266") | | e
J5(268)  Y3(20) I3(2) K3(20) c3
28 L8 L) —K28) |||

|
T 1
ja) ) ) ja)
L 1




7.9 Casoo: Viga Fixa-Livre IR

Autovalores corrigidos * = (1 — &)

Br B35 B3 i B3 Bé

0.1 |0.5444 | 2.5147 | 4.9347 | 7.0816 | 9.1884 | 11.2792
0.2 | 0.7826 | 2.9329 | 5.4722 | 7.8133 | 10.1214 | 12.4158
0.3 | 0.9711 | 3.2512 | 5.8932 | 8.3819 | 10.8434 | 13.2931
0.4 1] 1.1338 | 3.5195 | 6.2531 | 8.8653 | 11.4553 | 14.0354
0.5 | 1.2798 | 3.7563 | 6.5733 | 9.2938 | 11.9965 | 14.6912
0.6 | 1.0239 | 3.9711 | 6.8624 | 9.6831 | 12.4874 | 15.2855
0.7 | 1.5390 | 4.1692 | 7.1355 | 10.0426 | 12.9402 | 15.8330
0.8 | 1.6567 | 4.3542 | 7.3887 | 10.3786 | 13.3626 | 16.3436
0.9 | 1.7685 | 4.5286 | 7.6276 | 10.6952 | 13.7603 | 16.8238

Tabela 7.5 Autovalores corrigidos para o viga fiza-livre
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Figura 7.13 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos fizo-livre de by/by vs. B*.



gura 7.14 Modos normalizados X (z) para a viga fiza-livre




7.5 Casoo: Viga rixa-Livre
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7.5 Casoo: Viga rixa-Livre

Vibracao forcada para diversos valores de &,
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Figura 7.15 Vibragdo for¢ada u(x,t) da viga fiza-livre




7.5 Casoo: Viga rixa-Livre



7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa

7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa

|
|
b by
T

T

Equagao governante:
N Pu(x,t)| _ 0*u(z, 1)
L |p1 2550 — —paw 24
Condigoes de contorno:
’LL(&), t) = Umx(fo,t) =0,
u(1,t) = ug(1,t) =0

Equacao modal:

2
& (e5340) = rexco
Condigoes de contorno:

x(@) =4 (108 ) @ =0
X(1) =41 =0
Solugao geral da equacao modal:

X (&) = &[e1 12 (266'7) + Y5 (2B'7) + e, (2B617) + ca Ky (28€17)]
Sistema linear da equacgao caracterstica

J(286%) Vo286 LS K2se) | [« |
5(288"%) Ya(288"") L(284"%) K288 | |

L28) W28 LeB) K28 || e
BB N0 b)) K8) ||

|
I 1
o o o ©
L ]




7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa

Autovalores corrigidos * = (1 — &)

25

55

B3

Bi

Bs

Bs

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

2.1519
2.0718
2.0203
1.9835
1.9555
1.9332
1.9149
1.8995
1.8865

3.8640
3.9677
4.0774
4.1818
4.2799
4.3719
4.4588
4.5410
4.6193

5.7300
6.0733
6.3709
6.6351
6.8749
7.0960
7.3022
7.4961
7.6798

7.6757
8.2533
8.7282
9.1408
9.5105
9.8486
10.1620
10.4555
10.7325

9.6638
10.4687
11.1150
11.6706
12.1656
12.6164
13.0331
13.4225
13.7893

11.6757
12.7027
13.5166
14.2122
14.8298
15.3911
15.9091
16.3926
16.8476

Tabela 7.6 Autovalores corrigidos para a viga livre-fixa

Figura 7.16 Grafico da variacao dos autovalores com respeito ao quociente das dreas
dos extremos livre-fizo de by/by vs. B*.
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7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa



7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa

Vibracao forcada para diversos valores de &,
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Figura 7.18 Vibragdao for¢ada u(x,t) da viga livre-fiza




7.6 Caso 6: Viga Livre-Fixa



8 CONCLUSOES

Foram determinados os modos de vibragao de vigas com sec¢ao transver-
sal linear e quadratica e vibragoes forcadas devidas ao efeito de uma carga harmonica
pontual, sob diferentes condic¢oes de contorno. Uma vez que o estudo de da equacao
modal de quarta ordem foi fatorizada em duas de segunda ordem, a forma dos modos
foi determinada com auxilio de funcoes cilindricas e o calculo modal e das freqiiencias

foi realizado com o uso do software Maple.

Para (§,) perto = 0.9, foi observado que os modos e as vibragoes
forcadas devido a cargas harmonicas pontuais sao semelhantes aos modos obtidos
nos casos de vigas uniformes [Moeschen, 1999|, [Morelatto, 2000]. Devido & singu-
laridade das fugoes de Bessel de 2% classe Y e K,e por nao serem funcoes elementais
, 0 calculo aproximado dos autovalores levou em torno de 20 minutos com o uso de

uma magquina Pentium III 800 Mhz.

Por nao existir simetria das vigas em relacao a uma secao variavel,
foi necesario realizar calculos para vigas fixas-livres e para vigas livres-fixas, entre
outras. Em vigas com secao transversal uniforme, este tipo de alteracao de condigoes
de contorno nao ocasiona novos calculos. Pois, é realizada uma simples inversao,

por translagao, dos extremos da viga.

Nas simulacoes computacionais com as vibragoes forcadas, correspon-
dentes a uma carga harmonica concentrada de 120 rad, foi considerado um intervalo
de freqiiéncias que contém as correspondentes aos seis primeiros modos. Modelos
mais complexos que consideram deformagao por cisalhamento e inércia de rotacao,

poderao ser abordados, no futuro, com o uso da base dinamica .
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