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INTRODUÇAO 

Este texto surgiu, inicialmente, como notas de aula pa
ra um curso de extensão universitária que os autores mi 
nistraram, em 1978, na Universidade Federal do Rio Gran 
de do Sul, em convênio com a Sociedade de Usuários de 
Computadores e Equipamentos Subsidiários - SUCESU, bem 
como de apontamentos oferecidos aos alunos de graduação, 
nos cursos de Engenharia, Matemática e Administração de 
Empresas. 

A Pesquisa Operacional abrange toda a gama de técnicas 
e procedimentos de feição matemática e quantitativa, em 
pregados na solução de problemas de otimização, sempre 
que se trate de optar entre diferentes formas de utili
zação de recursos escassos, para assegurar a "maximiza
ç~o" de resultados ou a "minimizaç~o" de dispêndios. 

Entre as técnicas de Pesquisa Operacional, a Programa
ção Linear ocupa posição destacada, seja porque, efeti
vamente, tem aplicações muito amplas e variadas, seja pe 
la existência de métodos de solução absolutamente segu~ 
ros, de natureza universal e de rápida convergência pa
ra o resultado final, o que, infelizmente, não é o caso 
em outros ramos da Pesquisa Ope raciona 1, onde, f reqUen
temente, cada problema demanda abordagem distinta, fun
ção de sua configuração e estrutura. 

Estas características de universalidade e simplicidade, 
por sua vez, fizeram com que os algoritmos de Programa
ção Linear se prestassem, desde logo e particularmente, 
às soluções por computador, mesmo porque, apesar da sim 
plicidade, o vulto das operações de cálculo, para qual-= 
quer problema de porte razoável, logo ultrapassa os li 
mites do que seria razoável enfrentar sem o recurso ao 
processamento eletrônico de dados. 

Não é de admira r, portanto, que a di fusão do emprego de com 
putadores acompanhados de programas oferecidos pelos fã 
bricantes, haja contribuido para popularizar a Programã 
ção Linear e outras técnicas de Pesquisa Operaciona~ 

ImpÕe-se, pois, que a formação regular de um grande nú
mero de profissionais, como os engenheiros, os arquite
tos, os economistas, os administradores de empresas e os 
matemáticos, para citar apenas alguns, não omita a abor 
dagem do tema, para que possam motivar e provocar apli-:
cações, conhecendo o suficiente, sobre o método, para 
mobi 1 izar e interpretar os programas de computação, já 
disponíveis, ou, ainda, para que sejam capazes de con
tornar o emprego destes programas (em geral onerosos), 
adotando outra via de solução. 
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------···--··- ·-·------··-· 

Daí a preocupação dos autores em salientar o "mé..todo S~ 
plex Revi~ado", mediante o qual a solução dos problemas 
de Programação Linear pode ser alcançada com recurso a
penas a operações elementares sobre matri7es. Surge, a
qui, a unica exigência, para a compreensão do material, 
quanto ao conhecimento prévio de matemática - o leitor 
deverá ser capaz de inverter uma matriz, com conhecimen 
to do papel que esta operação desempenha na solução de 
sistemas de equações lineares, além de, naturalmente, efe
tuar o produto e duas matrizes. Estes elementos de álge 
bra linear integram, já, os cursos universitários inte~ 
ressados em Programação Linear e, de resto, podem ser fa 
cilmente adicionados ao curso. 

Não é, pois, objetivo desta obra apresentar a Programa
ção Linear sob aspecto de rigor formal, mas, antes, de 
oferecer um instrumento de aprendizado para os que têm 
interesse na aplicação do método e precisam ter suficl 
ente domínio conceitual para encaminhar soluções e dis
cernir sobre os resultados. 

Ao mesmo tempo, porém, procurou-se dar um tratamento su 
ficientemente detalhado aos algoritmos voltados para as 
soluções em números inteiros, muitas vezes não abordados 
em cursos introdutórios. 

Na apresentação dos problemas de transporte, além das 
soluções de partida usualmente mencionadas, é salienta
da a contribuição de uma pesquisadora brasileira, por~ 
ferecer soluções iniciais comprovadamente mais eficien
tes, em ampla variedade de configurações. 

Tratando-se de primeira edição, os autores estão consci 
entes de que, não obstante os cuidados da revisão, ha 
erros e imprecisões a assinalar, bem como senões a cor 
rigir no plano didático e lacunas a preencher no trata~ 
mento dos tópicos. Contam, para tanto, com a valiosa a
preciação dos leitores, dos estudantes e dos colegas,no 
magistério e no processamento eletrônico de dados. 

Finalmente, expressam os autores seu agradecimento à Se 
nhorita Diana Maria Harchi, pela paciente e cuidadosa da::
tilografia do texto final. 

Porto Alegre, janeiro de 1979. 
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1. A ESTRUTURA BÁSICA DO PROBLEMA 
DE PROGRAMAÇÃO LINEAR 

O modelo básico de Programação Linear consiste em: 

Determinar os valores de x.(j=l, 2, 3 ... n), de for
ma a to~~ar.o máximo o valÓr Z de uma função l~nea~ 
das varaave~s xj, respeitado que, simultaneamente, 
outras funçoes 1ineares das mesmas variáveis não ul 
trapa~sem certos valores-limites, previamente esta':" 
belec1dos. 

A formulação clássica e, pois: 

Maximizar Z í.c.x. 
j J J 

(j=l, 2, 3 .... n), respeitado 

que I:a .. x. ~ bi (j=l, 2, 3 .. ;n; i=l, 2, 3 ... m) 
j I J J 

e que, ainda, os valores de xj nao sejam negativos, 
isto ê, que 

x. ~ o 
J 

Os coeficientes c., na função acima, podem assumir 
valores negativos~ positivos ou nulos; os valores de 
b., no entanto, são supostos sempre como positivos, 
e~quanto que a .. são coeficientes negativos, nulos 
ou positivos. IJ 

Em que contexto pode surgir um problema 
representável pelo modelo acima? 

concreto, 

Suponha-se uma fábrica que ofereça três produtos, A1o 
A2, e A3 , sobre os quais realize, po~ un~dade, os lucros 
c1 = 7. c2 = 8, c 1 = 9, expressos em unidade monetária conve
niente. Suponha-se, também, que a fábrica seja cons
tituída de quatro departamentos, através dos quais 
flua a fabricação dos três produtos, demandando, ca
da um, po~ un~dade 6ab~lcada, tempo de processamento 
a .• , em que a .. representa o tempo consumi do par a pro 
cê-!sar uma un 1iJdade do produto "j" no departamento "i":
No caso, pois, j = 1 , 2, 3 e i= 1 , 2, 3, 4. 

Admita-se, ainda, que as horas totais disponíveis pa 
ra a produção, nos quatro departamentos, não sejam in 
m i ta da s , havendo um 1 i m i te s u p e r i o r que não p os s a se r 
ultrapassado, para cada um dos departamentos, seja em 
decorrência de fatores técnicos, seja por imposixão 
trabalhista, ou por qualquer outra restrição economi 
ca. Sejam estes I imites, em unidades convenientes de 
tempo: 
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bl = 230; b2 = 340; b3 = 270; b~ = 300. 

Sejam, agora, x1, x2 e x 3 as quantidades que serão produzi
das, digamos, num mês, respectivamente dos produtos 
A1, Az e A3. 

Isto posto, o problema consiste, evidentement~, em 
determinar os valores a atribuir a x 1 , x2 e x3( va
lores estes obviamente positivos ou, na pior das hi 
póteses, nulos, pois não tem sentido a produção de 
quantidades negativas), de forma a não ultrapassar 
os limites preestabelecidos de tempo disponível, as
segurando, ao mesmo tempo, o maior valor possível 
para o lucro a obter da venda dos produtos, supos
ta assegurada. 

Em outras palavras, resta determinar x1, x2 e x 3 , 
tais que seja máximo o lucro total "Z", em que 

Z = Ec.x. 
j J J 

( I ) 

respeitado que não seja ultrapassado o tempo dispo
nível em cada departamento. Ora, o tempo consumido 
na fabricação vai depender dos valores de x1, x2 e 
x 3 , bem como dos valores dos coeficientes de consu
mo unitário a ... 

I J 

Suponha-se, agora, que estes coeficientes, expres 
sos na mesma unidade de tempo em que se acham os vã 
lares b 1 , b 2 , b 3 e b~, formem a seguinte matriz re-=
tangular, contendo uma 1 inha para cada departamento 
e uma coluna para cada produto: 

PRODUTO 

AI A2 A3 
Depto. 1 

I! 
4 

! I 
i =1 

Depto. 2 2 i=2 
Depto. 3 2 i=3 
Depto. 4 o i=4 

j = 1 j=2 j =3 

Pode-se dizer, então, que os valores de X I ' X2 e x 3, 

alem de maximiza~ a 6unção Z, acima, devem satisfa
zer, ainda, as seguintes restrições, formuladas co
mo desigualdades, a fim de garantir que não seja ul 
trapassada a capacidade de produção de cada depart~ 
menta: 

3xl+ 4x2+ Ox3< 230 
Sx1+ 2x2+ 6x3< 340 
lx1+ 2x2+ 4x3< 270 
2x1+ Ox2+ Sx3< 300 
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Sinteticamente, estas condições podem ser expressas 
como na formulação inicial: 

Ea .. x. ~ b. (j=l, 2, 3; i=l, 2, 3, 4) 
j I J J I 

Resta, ainda, expressar a condição de "não-negativ.!_ 
dalle", que veda soluções negativas: 

x1~o. ( I I I ) 

Tem-se, agora, um problema que reproduz, exatamente, 
a formulação clássica apresentada na página 9. 

A f u n ç ã o Z , i d e n t i f i c a d a p o r( I ) , n a pá g i n a 1 O, é de -
nominada "função-objetivo"; sobre ela se exerce a 
ação de maximização (ou minimização, como se vera 
adiante). 

As desigualdades assinaladas por (11) são as restri
ções a que se devem sujeitar os valores das varla
veis e se distinguem das desigualdades em (111) por 
que são específicas para cada problema, enquantÕ 
que as últimas são genéricas para todos os proble
mas de Programação I inear. Por esta razão, alguns 
denominam as desigualdades (ll)de "restrições explí
citas',' enquanto que, em (111), se achariam as "res
trições implícitas". 

No caso, há três variáveis originais no problema, 
respectivamente, a produção mensal de cada um dos 
tres produtos; há, também, quatro restrições explí
citas, uma para cada departamento da empresa, li
mitando a disponibilidade de horas de trabalho. Os 
coeficientes a •. , portanto, formam uma matriz re
tangular ~e 4 1Jlinhase3 colunas, isto é, m>n. Na
da impediria, porém, quem e n fossem iguais, ou, 
mesmo, que o número de variáveis originais do pro
blema (em outras palavras, o número de produtos da 
empresa) fosse maio~ que o de restrições explíci-
tas (ou seja, de departamentos da empresa). Mesmo, 
porém, que m>n, o problema sempre recairá na solu
ção de um sistema em que o n~me~o de va~i~vei6 ~ 
maio~ que o de ~e6t~iç~e6, poi6 6e~~ nece64~~io 
"c~ia~" nova6 va~i~vei6, ao meno6 uma pa~a cada 
de6iguaidade, a 6im de encaminha~ a 6oiução. 

A administração pode ser definida como a arte de 
maximizar resultados, com o emprego de recursos I i
mitados. Sempre, pois que o objetivo a alcançar pos
sa ser expresso por uma função I inear das variáveis 
em jogo e que as restrições também possam ser enun
ciadas por desigualdades lineares, tem-se um pro
blema suscetível de tratamento por Programação Li
near. E óbvio que os dados do problema nunca se a 
presentam "prontos", organizados sob forma de um 
modelo linear. E necessária uma certa dose de ima
ginação, para discernir, numa situação concreta, 
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a possibi 1 idade de "vesti r" a real idade com um mo
delo linear e, também, para impor-lhe este modelo, 
quando, estritamente, não cabe, por não serem li-
neares as relações em jogo; mesmo assim, porém, a 
solução 1 inear pode ser útil, como modelo suficien
temente aproximado da real idade, capaz de oferecer, 
se não a so 1 ução ex a ta, ao menos um ba 1 i zamen to do 
caminho a seguir. Não raro, também, um artifício 
pode transforma r em 1 i nea res expressões e re 1 ações 
não-1 ineares. 

Mas, com tudo isto, a Programação Linear não esgota 
o assunto, deixando sem solução uma variada gama de 
problemas essencialmente não-1 ineares, para os quais 
se impÕe desenvolver soluções também não-1 ineares. 
Infelizmente, afora alguns casos particulares, não 
há, ainda, para estes problemas, algoritmos seguros 
e universais, comparáveis ao método Simplex, aplicá 
vel à Programação Linear. -
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2. O MÉTODO SIMPLEX 

A solução dos problemas de Programação Linear segue 
um algoritmo desenvolvido por Dantzig e consiste em 
um procedimento iterativo que converge, passo a pas 
so,para a solução Ótima, oferecendo, ainda, uma in 
dicação que permite interromper o processo quandÕ 
alcançado o 6timo, ou, alternativamente, quando 
constatado que o problema foi mal formulado ou não 
tem solução. 

Inicialmente, cabe manipular o sistema, para que as 
suma a configuração exigida para o início do proce7 
dimento iterativo. Esta configuração, denominada 6M. 
ma canônica do ~i~tema, se caracteriza por dua~ con 
diçõe.~: 

a). Toda~ a~ ~e~t~içãe~ e.xplZcita~ 
~ão t~an~6o~mada~ em igualda -
de~, pela inclu~ão de va~iãve~ 
nova~, dita~"va~iãvei~ auxilia 
~e.~" (ou "6olga~"l; 

b). ê po~~zvel ide.nti6ica~ um con
junto de "m" ("m" - n~me~o de 
~e.~t~içãe~ e.xplZcita~l va~iá -
vei~, cujo~ coe.6icie.nte.~ a .. 
6o~mem uma mat~iz identidai1 
de., i~to ê, que. oco~~am, cada 
um~ em uma da~ "m" e.quaçãe~, 
com coe.6icie.nte. +1, com coe6i 
ciente ze~o na~ de.mai~. -

Voltemos às desigualdades 3ssinaladas por (li), na 
página 10. A primeira delas define a restrição rela
tiva à disponibilidade do primeiro departamento e 
impõe que, quaisquer que sejam os valores de x , 
x 2 e x 3 , o valor da expressão à esquerda do sinâl 
de desigualdade não pode. superar 230, embora possa, 
se necessário, ficar aquém deste valor. Portanto, 
há uma quantidade, nula ou positiva (isto e, não
negativa, como as variáveis originais do problema), 
que, adicionada ao membro da esquerda, da primeira 
desigualdade, a transformará em igualdade. Esta 
quantidade exprimirá o resíduo não utilizado, da 
capacidade de produção do departamento, para uma 
determinada combinação de valores de x1, x2 e x 3 ; 

po~ e.~te. motivo, ê denominada de. 6olga e, graças 
à imposição de não-negatividade, recebe tratamento 
análogo ao atribuido às demais variáveis do proble
ma. 
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O mesmo se aplica ás tres outras restrições, com
portando, cada uma delas, uma folga, ou va~~ãvel 
aux~l~a~, cujo papel é o de transformar em igual-
dades as desigualdades originais. 

Mas. se estas variáveis auxiliares passam a inte
grar o sistema original, que papel assumem na fun
ção-objetivo? Na real idade, nenhum, pois esta fun
ção exprime um resultado, a maximizar, dependente 
tão somente dos valores atribuidos às variáveis ori 
ginais. Ora, as "folgas" representam, no caso, ho-: 
ras de produção não utilizadas; em outras palavras, 
"departamento ocioso", enquanto que a função-objeti
vo retrata lucros. Portanto, as variáveis de folga 
ou auxiliares em nada contribuem para a função-obje 
tive e deve~ nela, figurar com eoe6~e~ente nulo. -

Isto posto, podemos escrever o sistema, novamente, 
já incluidas as variáveis auxiliares X4, x 5 , x 6 e 
x 7 , que transformam em igualdades, respectivamente, 
a_primeira, a segunda, a terceira e a quarta restri 
çao: 

Função-objetivo: 
Restrições: 

Z=7xl+8x2+9x 3+0x4+0xs+Ox6+0x7 
3x1+4x2+0x3+lx4+0xs+Ox6+0x7=230 
Sx1+2x2+6x3+0x4+lxs+Ox6+0x7=340 
lxl+2x2+4x3+0x4+0xs+lx6+0x7=270 
2x,+Ox2+5x 3+0x4+0xs+Ox6+1x7=300 

O simples exame da matriz de coeficientes das res
trições permite identificar, para as variáveis x 4 , 

x 5 , x 6 e X7, uma matriz quadrada, de 4x4, cujos e
lementos são zero ou um, havendo, em cada coluna ou 
linha apenas um "um", sendo nulos os demais elemen
tos. Isto equivale a dizer que a matriz pode ser r_g 
arranjada, de forma a apresentar a diagonal pri~c_i
pal com valores unitários e zero nas demais posrçoes 
(esta, aliás, já éaforma em que se encontra). 

Tem-se, agora, um sistema de quatro equações I inea
res e sete incógnitas. Qualquer solução a este sis
tema conterá, sempre, 4 variáveis não-nulas e três 
nulas, em decorrência de só haver quatro equações. 
Na forma em que se acha, o sistema satisfaz as duas 
condiçÕes da forma canônica, constantes da página 13. 
Uma solução óbvia, pois, seria considerar nulas as 
variáveis x,, x 2 e x 3 , o que eliminaria as três pri 
meiras colunas das restrições, fornecendo a soluçãÕ 
para X4, xs, X6 e X7. 

Com efeito, as equações acima podem ser escritas co 
mo a seguir, por simples transposição: 

X4=230-3xl-4X2 
xs=340-5xl-2x2-6X3 
X6=270-lx,-2x 2-4x 3 
X7=300-2xl-5X3 
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Ora, se x1, x 2 e x 3 forem iguais a zero, uma primei 
ra solução do sistema seria x4=230; xs=340; x6=27D; 
x 7 =300. Do ponto de vista econômico, seria uma sol~ 
ção desastrosa, pois equivaleria a deixar parada a 
fábrica, nada produzir, levando ao lucro nulo, como 
se conclui da função-objetivo. Do ponto de vista al 
gebrico, porem, ~onstitui um primeiro passo de proce 
dimento iterativo que levará à completa solução dÕ 
problema. 

As quatro variáveis às quais corresponde, nas restri 
ções, a matriz identidade, são denominadas "variáveis 
básicas". Elas se acham expressas em função das demais, 
ditas "não- básicas". "Mudar a base" do sistema signi
fica permutar uma variável básica, por outra, não-bá 
sica. Isto equivale a tornar nula uma variável antes 
pertencente à base, para tornar, simultaneamente,não 
nula uma variável antes excluída da base, já que so
mente as variáveis básicas assumem valor diferente de 
zero. 
No caso em tela, a "base 11 contém 4 variáveis e o sis 
tema contém, ao todo, ]. Quantas soluções básicas di 
ferentes, podem, então, ser encontradas? A resposta 
está nas combinações de 7 elementos 4 a 4, ou seja, 
35. Uma solução, pois, seria resolver os 35 sistemas 
de 4x4, eliminando, desde logo, os que apresentassem 
soluções negativas, por infringirem as restrições im 
plícitas, buscando, depois, aquele ou aqueles dentre 
eles que oferecessem o maior valor para a função-obj~ 
tivo. 

Felizmente, o método Simplex oferece um caminho mais 
curto, a partir da primeira solução, antes apontada. 
Ele permite identificar, a cada passo, qual a mudan
ça de base que contribui para mel~orar (no caso, fa
zer maio~) o valor da função-objetivo; identificada 
esta mudança, o algoritmo efetua, de forma simples, 
a permuta das variáveis em questão, tornando não-bá
sica uma básica e vice-versa.Finalmente, quando al
cançada a solução Ótima, o método aponta para este 
fato, permitindo cessar a busca. 

Neste momento, convém dar ao sistema uma disposição 
mais adequada à visualização das iterações sucessi
vas. Para tanto, escrevem-se, acima das var1aveis, 
os coeficientes que as afetam na função-objetivo e, 
sob elas, a matriz de coeficientes a .. , das restri
ções. Por conveniência, o termo indepJndente (bi), 
é trazido para a esquerda, repetindo-se, também à 
esquerda, a designação das variáveis que formam a 
base (isto é, aquelas às quais correspondem coefi 
cientes que formam uma matriz identidade) e os res
pectivos coeficientes na função-objetivo. Abaixo 
do quadro, é deixado espaço para duas 1 inhas adicio
nais (ver Quadro I, página 16), denominadas Z. e c.-z .• 

J J J 
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QUADRO 

c. -+ 7 8 9 o o o o 
J Vb b. XI X2 X] X4 Xs x6 X7 .j. I 

o X4 230 3 4 o 1 o o o 
o xs 340 5 2 I 6 I o 1 o o 
o X6 270 1 2 4 o o I o 
o X7 300 2 o 5 o o o 1 

z. o o o o o o o o 
J 

c.-z. 7 8 9 
J J 

o o o o 

QUADRO 11 

c. + 7 8 9 o o o o 
J Vb bi Xt x2 X] x4 Xs x6 x7 .j. 

o X4 230 3 1~1 o 1 o o o 
9 X] 170/3 5/6 1/3 1 o 1/6 o o 
o X6 130/3 - 7/3 2/3 o o - 2/3 1 o 
o X7 50/3 -13/6 - 5/3 o o - 5/6 o 1 

z. 510 15/2 3 
J 

9 o 3/2 o o 
c.-z. - 1/2 

J J 
5 o o -3/2 o o 

QUADRO 111 

Solução Cltima 

c. -+ 7 8 9 o o o o 
J Vb bi Xt x2 X] x4 Xs x6 x7 .j. 

8 X2 115/2 3/4 1 o 1/4 o o o 
9 X] 225/6 7/12 o 1 - 1/12 1/6 o o 
o X6 5 -17/6 o o - 1/6 - 2/3 1 o 
o X7 225/2 -11/12 o o 5/12 - 5/6 o 1 

z. 797,50 45/4 8 9 5/4 3/2 o o 
J 

c.-z. -17/4 
J J 

o o - 5/4 - 3/2 o o 
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E evidente que a primeira solução não é satisfató
ria, pois a função-objetivo tem valor nulo (o valor 
da função-objetivo se acha na I inha Z., na coluna 
b., a 3a., pois ali é registrada a soma 1dos produtos, 
dnha a I inha, dos valores da coluna cj e da coluna 
b i). 

t indispensável efetuar uma mudança de base. Mas 
qual? Isto é, que variável deve ser tornada básica 
e que variável lhe deve ceder passo, deforma a melho
rar (isto é, aumentar) o valor da função-objetivo? 

Se a solução in~cial for, como se espera, suscetfvel 
de melhora, ao menos uma das variáveis não-básicas, 
x 1 , x 2 ou x 3 , que, neste momento, têm valor zero, 
substituiria, com vantagem, uma das atuais variáveis 
básicas (x4, xs, XG e X7). 

Examine-se (ver Quadro I, página 16) a coluna da ma
triz, situada sob a variável x 1 .Eia contém os valo
res 3, 5, I e 2. São os mesmos valores que aparecem 
na página 14, precedidos de sinal negativo, quando o 
sistema é e~crito de forma a salientar a expressão 
das variáveis básicas em função das não-básicas. Que 
ocorrerá, então, se, mantidos x 2 e x 3 iguais a zero 
procurarmos atribuir a x 1 o valor I (um)? Basta in
troduzir este valor nas expressões da página 14, para 
ver que x 4 , x 5 , x 6 e X7, respectivamente, se lte.duze.m 
de 3, 5, I e 2. Isto é, a coluna existente sob uma 
variável não-básica indica quantas unidades,de cada 
uma das variáveis básicas, ê nec.M~M..to ~aCJÚó-{.c.CVL, a fim 
de ingressar, na solução, com uma unidade. de.Ata me.-~ma 
uatt.tiue.l nao-bi~.tc.a. 

O produto, par a par, dos valores da coluna Cj pelos 
da coluna x 1 , exprime este "sacrifício" em termos de 
lucro perdido, quando retiradas as quantidades assim 
assinaladas, das variáveis básicas, para abrir cami
nho à introdução de uma unidade da variável não-básl 
ca correspondente. A soma destes produtos figura na linha 
Zj. sob x 1 • Evidentemente, como, na primeira itera
Çdo, os lucros unitários c., das var1aveis básicas, 
são nulos, nulo também é oJvalor Z.; mas, nas itera
ções seguintes, à medida em que asJ variáveis auxi
liares forem sendo substituídas, na base, pelas vari 
áveis originais, este valor passa, também, a ser di7 
ferente de zero, impondo-se, sempre, calculá-lo. 

Pode-se, agora, concluir que a inclusão de uma unida 
d e d a v a r i á v e 1 n ã o - b á s i c a x 1 i m p 1 i c a no a um e n t o de 
7 unidades no lucro (7 é o coeficiente de XI na fun
ção-objetivo) e no "prejuízo" (pelo sacriffcio de di 
ferentes quantidades nas variáveis básicas) de zero~ 
levando a um ganho tZqu.tdo de 7, valor que se consi 
gna na linha inferior, {c.-Z.). 

J J 

O mesmo raciocínio é feito para as demais variáveis 
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nao básicas, resultando, na linha {c.-Z.), os valo
res 7, 8 e 9, respectivamente para x~, Jx 2 e x 3 {pa
ra as variáveis básicas, evidentemente, o valor é ze 
ro, pois a ~nclusão de uma unidade adicional impli7 
ca na reduçao da mesma unidade, nada alterando no lu 
c ro) . 

"0 algo~itmo ~implex elege, pa~a 
ing~e~~a~ na ba~e. a va~iâvel 
não-bâ~ic .. a que exiba o rncúoJr. ganho 

.Uquido na inc.lu~ ã.o unitâ~ia". -

Nestas condiçÕes, deve ingressar na base a variável 
x 3 , por ser a que oferece o maior acréscimo à fun
ç~o-objetivo, ao ingressar com uma unidade na solu
çao. 

Resta resolver dois problemas - Quantas unidades de 
x 3 podem ser introduzidas na base? Qual a variável, 
dentre as que se acham, agora, na base, que será des 
locada por x 37 

A coluna do Quadro I, encimada por X3, mostra que, 
a cada unidade de x 3 , que ingressar na base, Xs se 
reduz de 6 unidades, x6 de 4 e X7 de 5. A medida, 
portanto, que sucessivas unidades de X3 forem intro 
duzidas, x 5 , x6 e X7 {mas não x~) serão progressi 7 

vamente exauridas. Dividindo-se o valor da coluna 
b. pelo valor da coluna x 3 , na mesma linha, tem-se 
o 1 n~me.Jr.o de unidade.6 de. ~que. e.xauJr.e. c.omple.~ame.n~e. 
c.ada uma da6 tJr.ê6 vaJr.iáve.ia, x 5 , x 6 e x 7 • 

Ora, como nenhuma variável poderá assumir valores 
negativos, segue-se que o crescimento de x3 cessa 
rã quando a p~ime.i~a da~ tJr.ê~ outJr.a~ vaJr.iãve.ia ~e 
e~gota~ atê ze.Jr.o. 

Daí a regra: 

"0 algo!r.ilmo Súnple.x dete!r.mina. a va.Jr.i
âvel que. Mi da. bMe, a c.a.da. Ue.Jr.aç.ã.o, 
pelo me.noJr. quocie.~e. b .. ja . .. *, e.m que. 
a ... * aão o6 ele.me.~o6 -<.. -<..J po~ilivo~ 

-<..J da. c.oluna da. va.Jr.iã.vet que. ing~~-
6a. na. bMe.". 

Identificadas as variáveis que permutam de posição, na bsse, 
resta saber como reestruturar a matriz, de forma a 
exprimir, enti~ as novas variáveis básicas em 
função das não-básicas, fazendo com que, agora, 
a matriz identidade corresponda ao novo elenco 
de variáveis básicas. 

Duas sio as regras que sintetizam a manipulação 
da matriz, para alcançar este fim; a primeira dis
põe sobre a reestruturação da 1 inha da variável 
que deixa a base; a segunda diz respeito a todas 
as demais linhas. 
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----------------------

Para fins desta operação, integram-se 
os valores da coluna bi. 

à matriz 

"Elemento pivotal", nos enunciados que seguem, e 
o coeficiente a.*j*• situado na intersecção da 
coluna da variá~el que ingressa na base, com a li-
nha da variável que deixa a base. Este elemento 
se acha assinalado, em cada caso, nos Quadros da 
página 16, cercado por um retângulo. 

Além do "elemento pivotal", as seguintes 
são necessárias: 

definições 

I 

aij - Elemento homólogo, na nova matriz, do elemento 
a ... 

IJ 

a.*.- Elemento da coluna j na I inha da variável 
1 J deixa a base. ' 

que 

a *-Elemento da linha i,na coluna da variável ij que 
ingressa na base 

Isto posto, tem-se: 

a) . Para a linha da variável que deixa a base, 
vos elementos se obtêm por simples divisão 
elemento pivotal: 

a.*. 
__!._1_ 

a.*.* 
I J 

os no
pelo 

b). Para as demais linhas, 0 elemento da nova matriz 
é igual ao seu homólogo, na matriz anterior, menos 
o valor de uma fração cujo numerador é o produto 
dos elementos que se situam nas projeções deste 
homólogo sobre a linha da variável que deixa aba 
se e sobre a coluna da variável que nela ingressã 
e cujo denominador é o elemento pivotal: 

a.*. 
I J 

a.*.* 
I J 
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O Quadro 11, pag1na 16, foi obtido com a aplicaçãodes 
tas reg r a s • Em 1 u g a r de x 5 , i n g r e s s a , na segunda 1 in hã, 
a variável x 3 • O elemento pivotal é 6 e a segunda linha 
do Quadro I I é o resultado da divisão dos elemento da 
segunda linha do Quadro I, por 6. Os elementos das de 
mais 1 inhas foram obtidos pela aplicação da segunda re 
gra. Por exemplo: O valor 50/3, correspondente à variã 
vel x 7 , na coluna b 1 , foi obtido como segue: 

Valor homólogo, no Quadro I - 300. 
"Projeções" deste valor, sobre a linha e a coluna, res 
pectivamente da variável que deixa a base e da variável 
que nela ingressa (ver Quadro 1) 340 e 5, 
Segue-se: 300 -· (340·5/6)= 50/3. 

Numerando as oito colunas da matriz, de O a 7 e fazen
do j=O para a coluna b., as demais conservam o núme
ro da respectiva variá~el; as I inhas são numeradas de 
1 a 4. 

I 

Nestas condições, a1o =230; alo=230, pois 

• 230 - 340 • O = 230 
6 

(lembrando que, no Quadro I, i*=2, j*a3). 

Da mesma forma, 

a~~- 2 -~ = 2 - 25/6 a - 13/6 

a 25 = ~~: = 1/6, por se achar na linha da variável que 

deixou a base, no Quadro I. 

Obtido o Quadro 11, vê-se, na 1 inha c -z , que a variá 
vel x2 oferece ganho I íquido positivo~ iAdicando que su~ 
entrada, na base, será vantajosa. O menor quocient~ men 
cionado na regra da página 18, é 230/4, correspondente 
a X4. Esta, portanto, deixa a base, resultando, em no
va pivotação, o Quadro 111, cuja I inha c.-z. só apresen 
ta valores nulos ou negativos, não haven~o,Jpoi~ variã 
vel cujo ingresso na base traga melhoria para a função7 
objetivo. Assim sendo, a solução do Quadro I I I é ótima. 

Por ela, verifica-se que, na atual conjuntura de produ 
ção e lucros, não é interessante fabricar o produto A;:-; 
devem ser produzidas 57,5 unidades de A2 e 37,5 (i. é, 
225/6) unidades de A3 • Os departamentos 1 e 2 trabalha 
rão no 1 imite de sua capacidade (dado que X4 e xs nãÕ 
figuram na base e, por conseguinte, são nulas as folgas 
destes departamentos). Mas restarão, não ut i 1 i zadas, 5 
e 112,5 horas de trabalho, respectivamente,nos depart~ 
mentes 3 e 4. O lucro assim obtido, máximo, é de 797,i 
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Se, no entanto, o produto não admitir fracionament~ de 
vendo ser expresso em quantidades inteiras, a soluçãÕ 
a c i ma não se r v e , p o i s não se t r a ta r i a , a pena s, de 11 a r r e -
dondá-la" para o inteiro mais próximo. A busca da me
lhor solução inteira constitui outro problema de Progra 
mação Linear, que demanda um algoritmo adicional, após 
encontrada a solução fracionária. 

EXERCfCIO 

Seja o seguinte problema de Programação Linear: 

Maximizar Z=3x 1+2x 2 , respeitadas as seguintes 
trições: 

x1+ x2<10 
x1- x2<: 5 

2x1+Jx2<23 
(xl, x2P· O 

res-

Além da solução algébrica, que reproduz o algoritmo 
Simplex, poderia ser tentada, apenas para exemplif..!_ 
cação, a solução exaustiva, de perquirir todos os 
sistemas de três equações e três incógnitas, que se 
podem gerar a partir do sistema dado. Com efeito,i.!!_ 
traduzidas as variáveis auxiliares, resultam cinco 
variáveis, que podem ser combinadas, três a três, de 
dez maneiras diferentes: 

Sistema completo, com variáveis auxiliares: 

lx!+lx2+lx3+0x~+Oxs=l0 

1x 1 -lx 2 +0x 3 +1x~+Oxs= 5 
2x!+3x2+0x3+0x~+lxs=23 

As dez combinações das cinco variáveis, três a três, 
sao as seguintes, já com as respectivas soluções: 

X! t x2, X] - Descartada; contém so I w;:ão negativa; 
X I t X2, x, - Resolve-se, X!=], x2=3, x~=l; Z=27 
X!' X2, xs - Resolve-se, x1=7,5; x2=2,5; x5=0,5; Z=27,5 
X2, X 3' X~ - Resolve-se, x2=23/3; x3=7/3; x~=38/3; Z=15,33 
X2, X 3, xs - Descartada; contém solução negativa; 
X 3, X4, Xs - Resolve-se, x 3=10; x~=S; x5=23; Z=O 
X!' X 3' X~ - Descartada; contém solução negativa; 
X! t X 3' xs - Resolve-se, XJ=5; x3=S; x5 =13; Z=15 
X!' x~, xs - Descartada; contém solução negativa; 
X2, x~. xs - Idem. 
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Portanto, após a exaustiva busca de todas as solu
ções, verifica-se que somente a metade é viável, em 
termos do problema de programação linear, para fi
nalmente encontrar, no terceiro sistema, o resulta
do ótimo. O método Simplex leva à solução final em 
apenas duas iterações. Mas o importante é salien
tar que o método apenas acelera a busca da solução 
e que ela, em suma, consiste em tomar apenas tantas 
variáveis quantas são as restriçÕes, descartando o 
excesso além deste número, para buscar a melhor so
lução. 

2.1. VARIÁVEIS LIVRES 

A natureza do problema poderá ditar que não prevale
ça a restrição implícita, de não-negatividade, sobre 
uma ou mais das variáveis originais do problema. O 
modelo de otimização de uma carteira de títulos,por 
exemplo, poderá admitir soluções negativas, signifi
cando a venda do título em questão, permanecendo o 
significado positivo para a compra. Na tentativa de 
otimizar uma rede de reservatórios de água, poderá 
ser conveniente aceitar que a variável negativa sig
nifique adução de água para o reservatório, ou vi
ce-versa, o débito deste reservatório. 

O modelo de programação linear não admite esta liber 
dade. Impõe-se contornar a dificuldade, neste caso, 
através de um artifício. Consiste este, simplesmente, 
em substituir, nas restrições, cada variável livre, 
por duas outras, estas últimas obedientes às restri
ções implícitas,de não-negatividade. A variável li
vre seria expressa pela diferença entre as duas no
vas variáveis, podendo, então, conforme os valores 
ótimos destas últimas, assumir, pela diferença entre 
elas, valores positivos, nulos ou negativos. 

Assim, se x é variável livre, afeta do coeficiente 
K, faz-se r sua substituição pela diferença (x 5-xt>. 
em que x e xt são variáveis não-negativas, afetas, 
respecti~amente, dos coeficientes ~K e -K. 

2.2. MINIMIZAÇÃO DA FUNÇÂO.QBJETIVO 

Se o procedimento de otimização exigir que o valor 
da função Z seja mínimo, em lugar de máximo, duas so 
luções podem ser empregadas: 
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a). Multiplicar por -1 a função-objetivo e 
passar a maximizá-la, pois MAX {-Z}e
quivale a MIN {Z}. 

b). Minimizar diretamente, invertendo a re 
grada página 18" Em lugar de fazer in 
gressar na base a variável que aprese~ 
t~ o maior valor positivo, na linha in 
ferior da matriz, (c.-Z.), deve ser a
dotada a v a r i á v e 1 comJ o J ma i o r , em v a
lor absoluto, dentre os valores negat{ 
VOA de (c.-Z.). 

I J 

O sentido da otimização, em si, portanto, nao ofere 
ce qualquer dificuldade. A solução ótima, no casobT, 
surge quando a linha final da matriz não mais apre
sentar valores negativos. 

Mas, via de regra, a minimização está associada a um 
esquema de restrições onde há 1 imites superiores pa
ra as combinações lineares das variáveis, isto é,res 
trições do tipo 

En .. x.~b. 
j I J J I 

ou, simplesmente, En .. x.=b. 
• I J J I 
J 

pois nao teria sentido minimiza~ a função-obJetivo, 
em presença, apenas, de restrições do tipo"~'. quan 
do positivos os valores de niJ"" Bastaria, neste casÕ, 
tornar nulas as variáveis. 

O tratamento às restrições que impõem limites superio 
r e s n ã o é t ã o i me d i a t o • p o i s n ã o é v á 1 i do • a q u i • o ar 
tifício de multiplicar a restrição por -1, com o in::" 
tuito de inverter o sentido·da desigualdade, pois es 
te procedimento violaria a regra que impõe sejam po::" 
sitivos os b .. 

I 

Seja a restrição 

5x 1 +2x 2 -x 3 ~4; a multiplicação por -1 daria 

-5x1-2x2+X3~-4, resultando o termo indepen
dente negativo, o que não é 
aceitável no Simplex conven 
cio na 1. 

Não basta, tampouco, transformar a desigualdade em 
igualdade, pela introdução da variável auxiliar x4, a 
feta de coeficiente -1, já que se trata de ~eduzi~ o Vã 
lor do membro esquerdo da desigualdade: 
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A expressão (A), embora satisfaça à prime i r a, não s~ 
tisfaz ã segunda condição da forma canônica, mencio
n a d a n a pá g i n a 1 3, p o i s n ã o c o n t a c o m um a v a r i á v e I , ~ 
feta de coeficiente +I, cujo coeficiente, nas demais 
restrições, seja zero. 

Como contornar a dificuldade? Sem a presença de uma 
variável "canônica", o sistema não pode "arrancar", 
pois não apresenta a matriz identidade que identifi
ca uma solução. 

O remédio é impor, arbitrariamente, nova variável à 
equação, a qual, tal como as demais·, será não-nega
tiva, isto é, igual a zero ou maior que zero. Has, 
contrariamente às variáveis auxiliares, esta var•a
vel não é uma "folga", algo que transforma uma desi
gualdade em igualdade. Esta, a igualdade, já está 
assegurada, pela inclusão de uma variável auxiliar, 
precedida de coeficiente -1. Portanto, a nova variá
ve 1, enquanto permanece r na so 1 ução (isto é, "na ba
se"), viola a restrição inicial, com sua presença 
espúria. Seja xs esta variável: 

Clra, se x 5 ;!0, isto é, se esta variável figurar na 
base, evidentemente estará rompida a igualdade an-
terior, pois 5xi+2x2-x 3 -x 4 já não poderá ser igual 
a 4. Cumpre, pois, assegurar que seu papel seja efê 
mero e que, cumprida sua missão de oferecer uma so
lução de partida, ela seja, tão cedo quanto possí
vel, expulsa da base, para assumir valor zero, tor
nando-se i nõcua. 

Como assegurar este objetivo, fazendo com que, auto
maticamente, o algoritmo Simplex, em sua marcha, 
promova sua expulsão da base? 

Há duas soluçÕes. 

A primeira consiste em construir uma função-objetivo 
preliminar, distinta da real, formada exclusivamente 
da soma das variáveis artificialmente impostas ao 
sistema (uma para cada restrição do tipo"~" ou do 
tipo"=") A denominação, aliás, destas variáveis, p~ 
ra disti~gui-las das auxiliares, é, precisamente, 
de "variaveis artificiais". A função-objetivo assim 
construída será minimizada; quando atingir o valor 
zero, ter-se-á a eliminação das variáveis artifici 
ais, pois, graças à sua não-negatividade, quando 
sua soma for nula, estará assegurada a nulidade de 
todas elas. 
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O segundo procedimento, denominado "método do M gran 
de", simplesmente adiciona as variáveis artificiais 
ã função-objetivo original, cuidando, porém, de lhes 
atribuir, nesta função, coeficientes que superem, em 
valor absoluto, por larga margem, todos os demais co 

eficientes, aplicados às outras variáveis. 

Tai& coeóiciente&, po~em, devem te~ &inal opo&to ao 
~entido da otimizaç~o. i&to e, negativo, em &e 
t~atando de maximizaç~o da óunç~o-objetivo; po&Lti
vo, &e o objetivo óo~ a minimizaç~o. 

Desta forma, o Simplex, ao procurar maximizar, afas 
tará, automaticamente, todas as variáveis afetas de 
coeficientes negativos, de grande valor absoluto;in 
versamente, procurará descartar-se de variáveis do~ 
tadas de coeficientes positivos muito grandes, sem
pre que se tratar de minimização da função-objetivo. 

N a s u c e s s ã o d e i t e r a ç Õ e s , s e m p r e q u e u ma v a r i áve 1 a r 
tificial for ejetada da base; a coluna que lhe cor~ 
responde, no quadro, pode ser inteiramente suprimi
da, pois não há hipótese de ocorrer que o processo 
inverta a convergência rumo ã solução Õtima,para re 
por na base esta variável. Assim, com o tempo, a mã 
triz se reduz às dimensões originais, escoimada de 
todas as variáveis artificiais. Lembrar, porém, que 
esta faculdade só existe para as variáveis artifici 
ais; as variáveis auxi 1 i ares devem permanecer até o 
fim e podem, mesmo, retornar ã base, em iteraçãosub 
seqUente, após haverem sido removidas. -

Convém, à esta altura, recapitular a distinção en
tre variáveis auxiliares e artificiais: 

Coeficientes 
Variável Função restrição função-obj. na na 

Auxiliar Transformar de +1 
' 

se li C: li sempre zero -sigualdade em -1 • se "~" 
igualdade. 

Artificial Completar so- sempre +1; -M, se maxi 
lução básica 50 ocorrem mização; +M 
de partida. em "~" e na minimiza 

11=11 çao * -

*IMI»Maxlcjl· 
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2.3. RESULTADOS AN0MALOS 

Pode ocorrer que, em lugar de alcançar a solução op
tima, o algoritmo chegue a um impasse, incapaz de pro~ 
seguir. 

Há duas situações em que a condição de impasse 
surgir. 

pode 

A primeira se caracteriza pela impossibilidade de se 
lecionar a variável que !>ai da base, embora bem carac 
terizada a variável que deva entrar na base. Esta im 
possibilidade decorre de serem, todos, não-positivos os 
coeficientes a .. que formam a coluna da variável que 
deve ingressar!J tornando, destarte, impossível afor 
mação dos quocientes discriminadores, mencionados nã 
regra da página 18, que exigem denominadores positi
vos. 

Com efeito, se todos os coeficientes da coluna pivot~ 
forem nulos ou negativos, não há variável cujo valor 
caia para zero, àmedidaemqueé incrementada a novav~ 
riável. Pelo contrário, algumas das variáveis dabase 
ene~>eenão com a nova inclusão, outras permanecerão i 
nalteradas. Isto significa que não há, no caso, efeti 
vamente, um problema de programação, pois este semp~e 
pressupõe a limitação de recursos. Aqui, porém, uma 
das variáveis não é I imitada, pode crescer indefini 
damente. Ora, se esta variável tem, na função-objetivÕ: 
coeficiente positivo,e o problema é a maximização, é 
evidenteque não haverá solução finita para o Simplex: 
Quanto mais crescer a variável, maior a função-objet.!_ 
vo. 

Seja maximizar Z=Jx1+2x2, dado que 

x1-2x2-:!lO e 
2x1+ x2"lS 

A simples inspecção visual revela que o modelo está 
mal formulado: Quanto maior x 2 , maior a função-obje
tivo, menor a primeira restrição e maior a segunda. 
O Simplex, se intentado, revelará esta condição: na 
primeira iteração, a variável artificial da segunda 
restrição é substituída por x 1 ; a seguir, a folga 
da primeira restrição cede passo à da segunda. Neste 
ponto, surge o impasse - é indicado o ingresso de x 2 
na solução, mas os coeficientes da coluna correspon
dente são 9mbos negativos (-5 e -2) 

A segunda situação anõmala surge quando o algoritmo 
chega ao fim, a solução é aparentemente ótima e não 
há como melhorá-la, mas uma variável artificial ain
da perdura na base, não tendo sido expulsa. Este re
sultado exp:ime uma situação de insanável contradição 
na formulaçao inicial, impondo que uma variável seja, 
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simultaneumcnte maior e menor que determinada quanti
dade, tornando inviável o problema. 

Seja maximizar 2x1+Sx 2 , dado que 

2x1+Jxz~ 6 e 
3xi+5xz~15 

O Simplex chegará a uma situação insuscetível de me
lhoria logo após a primeira iteração, mantendo, na ba
se, a variável artificial. 

Esta condição decorre da impossibilidade de atender à 
contradição expressa nas restrições, como se depreende 
da figura abaixo: 

I 2 3 ~56 7 8 910 15 

As restrições obrigam as variáveis a se situarem, simul 
taneamente, em duas regiões do plano, abaixo da reta (i) 
e acima da reta (11). 

A degenerescênéia é uma anomalia adicional, que, no 
entanto, geralmente nao afeta o resultado final.Con 
siste no surgimento do valor zero, para uma variá~ 
vel da ba~e. Ora, tal não deveria ocorrer, pois as 
variáveis às quais corresponde o valor zero deveri
um se achar, precisamente por esta razão, fora da 
base. Uma particular combinação de coeficientes po
de, no entanto, fazer com que, ao ingressar nova va 
riável na base, dua~ das antigas variáveis básicas 
sejam levadas a zero, em lugar de uma só. Uma das 
causas possíveis desta anomalia é a existência de 
restrições supérfluas, já contidas em outras e, por 
tanto, redundantes. Ora, como o número de variáveis 
não-nulas deve corresponder ao de equações linearmen
te independentes, não é de admirar que, havendo uma 
restrição desnecessária, fruto da combinação de ou
tras, já existentes, uma variável da base fique nu
la. E o que ocorre com o exemplo abaixo. Dadas as 
restrições 

5x 1 +2x 2 ~10, X1S2, X2SS, X!~~ e X2~0, 

a segunda e a terceira são supérfluas, pois já se 
contêm na primeira, bastando, para comprová-lo, fa
zer, nesta última, sucessivamente, x 1 =0 e x~=O. 
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As degenerescências nao sao vfcios essenciais 
impedem o prosseguimento do método iterativo, 
podem alongar consideravelmente o processo de 
vergência. 

2A. DUALIDADE 

Seja o problema abaixo: 

Minimizar W=20y!+33y2+42y 3 +58y~ , dado que 

4y!+5y2+6y3+7y~~l6 
3y1+4y2+5y3+6y~~25 
2y!+3y2+4y3+5y~~36 

e nao 
mas 

con-

A solução deste problema implica, pelo que já foi ex 
posto, em criar tres variáveis auxiliares e tres vi[ 
riáveis artificiais. Sejam y 5 , Y6 e y7asauxiliares, 
respectivamente para a primeira, segunda e terceira 
restrições, enquanto que ye, y 9 e Y1o são as variáveis 
artificiais, para as mesmas restrições. 

A solução final, como o leitor pode verificar, sur 
ge após sete iterações, tendo o quadro final oseguin 
te aspecto, quando atingida a solução Ótima: -

c. 20 33 42 58 o o o 
J Vb b i y I Y2 Yl y~ Ys Y6 Y1 

20 Y1 18 1 1,5 2,0 2,5 o o -0,5 
o Ys 56 o 1,0 2,0 3,0 1 o 0,8 
o YG 29 o 0,5 1,0 1,25 o 1 1 ,5 

z. 360 20 30 40 50 o o -1 o 
J 

crzj o 3 2 8 o o 1 o 

Examine-se, agora, o seguinte sistema: 

Maximizar Z= 16x1 +25x2 +36x3 , dado que 

4x!+ 3x2+ 2x3~20 
5xl+ 4x2+ 3x3~33 
6x1+ 5x2+ 4x 3 ~42 
lx1+ 6x2+ 5x3~58 

Este modelo é o dual do anterior, que passa a ser cha 
mado de p~~mal A dual idade reside em que o dual visa 
a maximização, quando o primai objetiva a minimização 
(e vice-versa); o primai tem "n" variáveis e "m" res-
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trições, enquanto que o dual tem "m" var1aveis e "n" 
restrições; os coeficientes b. do primai são os coefi 
cientes c. do dual e vice-ve~sa; a matriz de coefi7 
cientes Ja .. , das restrições do dual, ê a transposta 
da matriz IJ análoga, do primai. 

Os modelos 1 i gados por dual idade têm soluções afins 
e esta propriedade pode ser explorada para reduzir o 
trabalho na solução. Via de regra, é mais simples en
frentar um problema de maximização, com restrições do 
tipo "menor ou igual", que 1 i dar com as variáveis ar
tificiais, prõprias dos modelos contendo restriçõesdo 
tipo "maior ou igual". 

O exame do quadro final do dual, já alcançado na pri-

meira iteração (portanto, muito mais rapidamente que 
no primai), permite salientar a afinidade entre am-
bos: 

c o 

J 

36 
o 
o 
o 

z o 

J 
c rzj 

As duas 
dades: 

16 25 36 o o o o 
Vb b o X I X2 XJ X~ xs XG X7 

I 

X3 1 o 2 3/2 1/2 o o o 
xs 3 - 1 -1/2 o -1/2 o o 
XG 2 -2 -1 o -2 o o 
X7 8 -8 -3/2 o -5/2 o o 

360 72 54 36 18 o o o 
-56 -29 o -18 o o o 

soluções apresentam as seguintes peculiari-

a). O valor ótimo da função-objetivo, nos 

b) o 

dois casos, é o mesmo (diz-se que, na 
solução Óptima, Z*e W*,formam um "pon
to de sela"). 

Os valores das variáveis x., na solu~ 
ção Ótima do primai, se ac~am, em va-
lor absoluto, reproduzidos na 1 inha 
c.-Z. do dual, o mesmo ocorrendo para 

J J os valores Ótimos das variáveis 
y. do dual, que se acham, em valor ab
sÓluto, na última linha do quadro fi
nal do primal. 
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A ligação entre as variáveis do primai e do dual é ob 
tida da seguinte forma: 

A folga da primeira restrição do pri
mal ê Ys; o termo independente desta 
restrição esti associado, na f~nção
objetivo do dual, ã variãvel x1.Logo, 
Ys e x1 são associadas, como se pode 
verificar na solução. Da mesma forma, 
Y6• folga da segunda restrição do pri 
mal, esti ligada a x2, atravês do ter 
mo indenpendente,25, desta restrição: 
Segue-se a ligação de Y1 com X3, e 
por analogia, passando ãs variãveis 
auxiliares do dual, X4, Xs, x6 e x 7 , 

determina-se sua associação, respecti 
vamente, com Y1. Y2. Y3 e Y4· -

Desta forma, pode-se obter a solução do primai 
dual, ou vice-versa, deste por via daquele. 
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3. PROGRAMAÇAO LINEAR EM NÚMEROS INTEIROS 

FreqUentemente, os problemas de programação I inearse 
apresentam com uma restrição adicional, segundo a qual 
uma ou mais variáveis devem ter solução em números in 
teiros, não sendo aceita a solução fracionária, seja 
porque não faz sentido, seja porque contraria fron
talmente o significado físico da variável. 

São exemplos típicos de tais problemas os modelos de 
determinação de quantidades a produzir, quando, por 
sua natureza, os produtos só podem ser expressos por 
números inteiros. Todos os problemas de desdobramen
to de peças inteiras, para gerar elementos menores, 
recaem, também, nesta categoria, como é o caso do 
exemplo abaixo: 

"Como obter oito pedaços de cano, de 0,80m de compri
mento, e nove pedaços de 1,20m, a partir de seis varas 
de 1 ,BOm e cinco varas de 2,40m,de modo a minimizar 
o comprimento total das varas cortadas?" 

Este tipo de problema exige a configuração prévia de 
todas as hipoteses de corte, constituindo cada hipó
teseuma variável: 

Hipótese de corte A partir da vara de 
I, 80 2,40 

1 de 0,80 X I X2 
2 de 0,80 X] X4 
3 de 0,80 xs 
1 de I, 20 x6 x, 
2 de I , 2 O X a 
I de 0,80 + I de I, 20 x9 

E fácil de ver que o problema se resume, agora, em: 

dado que 

X1+X3+X6~6 
X2+x4+Xs+x,+xa+X9~5 
XJ+x 2 +2x3+2x4+3xs+x9~8 
XG+x,+ 2xa+x9!;9 

onde, além da não-negatividade, surge a imposição dos 
resultados inteiros, pois, para fins práticos, de po~ 
co serviria saber que o resultado ótimo seria 
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X3=IJ/4 
Xs= I /2 
Xa= 9/2 

XJo=ll/4, 

pois as varas não poderiam ser cortadas, proveitosame~ 
te, nas frações indicadas. 

Dois algoritmos são oferecidos, para a solução em nu
meros inteiros, ambos partindo da solução no campo 
contínuo e procurando, depois, convergir para a solu
ção discreta, mediante restrições adicionais, que vão 
progressivamente sacrificando o valor ótimo da solu
ção contínua, até encontrar a solução inteira. 

3.1. O ALGORITMO DE GOMORV (OU "'DOS PLANOS SECANTES"1 

No exemplo anterior, sobre o corte de canos, a variável 
x 8 , na solução ótima contínua, apresentou valor 9/2. 
A linha corresp)ndente a ela, no quadro final, tinha 
os seguintes valores: 

0,5x6+0,5x7+xa+0,5x9-0,5xJ3=9/2 {em que X13 e a variá
vel auxiliar da 4a. restrição). 

Escrevendo, agora, cada fração como a soma de 
teiro e uma fração meno~ que um e po&itiva, 

um in-
tem-se: 

(0+0,5)x6+(0+0,5)x7+(1+0)xa+(0+0,5)x9+ (-1+0,5)x13=4+0,5 

Reunindo, agora, os termos inteiros no lado direito: 

Quando todas as variáveis forem inteiras, a expressão 
à direita, entre parênteses, será necessariamente um 
inteiro. A não-negatividade das variáveis, por outro 
lado, assegura que o membro esquerdo da igualdade seja 
positivo, pois só contém coeficientes positivos. Se
gue-se que o inteiro, à direita, é, também, não-nega
tivo, pois, se fosse negativo faria todo o membro à 
direita negativo, já que este é um inteiro so
mado a uma fração menor que um {0,5), Mas, como já 
visto, pela não-negatividade do membro esquerdo, tem
se a não-negatividade também à direita. 

Portanto, {4-x 8 +x 13 )~0, seguindo-se que 

0,5x6+0,5x7+0,5x9+0,5xl3!;0,5, se todas as variáveis 
forem inteiras. Esta expressão passa, pois, a consti
tuir nova restrição, que é aditada ao sistema original. 
Se a solução ótima do novo problema não apresenta~ 
ainda , valores inteiros, cumpre, pelo mesmo raciocí 
nio, introduzir nova restrição, e assim sucessivament~ 
até alcançar o resultado desejado. 
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Para escolher qual a variável que fornecerá a nova 
restrição, adota-se a praxe de recorrer àque Apresente 
o maior resíduo fracionário. No problema anterior, por 
tanto, teria sido preferível eleger como equação de pr!r 
tida a 1 inha de x 10 , folga da primeira restrição, pois, 
no quadro final, exibe ela o valorde 11/4, com o resí
duo fracionário, portanto, de 3/4, maior que o de x 8 • 

Mas esta regra não é mais que uma recomendação purame~ 
te empírica. 

Para escrever a nova restrição, pois, basta escolher a linha que 
lhe dará origem (b. com maior resíduo fracionário) e 
substituir todos o~ coeficientes da linha pelos meno 
~e~ valores não-negativos, congruentes destes coefi~ 
cientes; a expressão resultante deve ser feita maior 
ou igual à parte fracionária do valor de b., na linha 
considerada. Lembrar que dois números são 1congruentes 
se sua diferença é inteira, considerado zero como in
te i r o. 

Assim, 22/17 é congruente de 5/17; -4/7 é 
de 3/7. 

congruente 

Se a linha da variável x 3 for 

a nova r e s t r i -
çao seria: 

Para aditar a nova restrição, pode-se, com vantagem, 
recorrer a uma técnica ligeiramente modificada, no 
algoritmo Simplex, para evitar a geração de uma variá
vel artificial. Trata-se do método Simplex-Dual, que 
aceita valores negativos de b .. Enquanto houver b. ne-

. f • - I d d I gat1vo, az-se nova 1teraçao, cessan o quan o to-
dos os valores b. forem positivos (ou nulos), indica
ção de haver sidÓ alcançada a solução Õptima. 

Partindo-se do quadro final da solução rQntínua, 
centa-se uma linha formada pela nova restrição, 
a int~odução da va~iãvei auxilia~ que a t~a~6o~ma 
igualdade e a multiplicação de toda a exp~e~~ão 
-1. E~ta multiplicação po~ -1 to~na negativo o 
de bt e pe~mite o emp~ego do Simplex-Vual. 

acres 
apõ:ó 

em 
po~ 

vaio~ 

Tome-se o Quadro (111), pag1na 16. Se imposto que as 
soluções sejam inteiras, qualquer uma das tres varla
veis fracionárias pode dar origem à nova restrição. 
Seja x 3 a variável eleita. A nova restrição sera, en
tão: 

Com a va~iãvel auxilia~, 6ica: 
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7 /1 2 x 1 + 1 1 I 1 2 x ~ + 1 I 6 x 5 - x 8 = 1 I 2 e , m u 1 t i p 1 i cada por -1: 

-7112 x 1 -11112 x~-116 xs+xe =-112 

Assim ela é introduzida no quadro. Basta, agora, lembrar 
que, na técnica Simplex-Dual, primeiro ~e dete~mina a 
va~úíve.t que ~ai da bMe, depo~. a que ne.ta ing~eMa. Sai a que 
apresentar b. "mais negativo" (no caso, a nova variável 
x 8 , a única que tem b.<O). Ingressa a que apresentar v 
menor quociente, em vàlor absoluto, dosvalores dali:"'ha 
c.-Z. pelos valores negativo~ dos coeficientes a .. , na 1.~ 
n~a da variável que deixa a base. No caso, o meno\Jquocie!! 
te Sl•rgirã na coluna da variável x~, pois os valores 
obtidos são: 

Para x1 - -17/4:-7/12=7,29 
Para x~ - - 5/4:-11/12=1,35 
Para xs-- 3/2:1/6 = 9,00 

Portanto, ingressa na base, agora, a variável x~. As 
regras de pivotação são idênticas às do Simplex. 

O novo Quadro, com a simples adição da nova restrição 
fica como abaixo: 

c. 7 
J Vb b. X 1 

I 

8 Xz I 15/2 3/4 
9 XJ 225/6 7/12 
o X6 5 -17/6 
o X7 22512 -11/12 
o xe - 112 -7/12 

z. 797,59 4514 
c~ -z. -17/4 

J J 

E, apos a pivotação: 

c. 

8 
9 
o 
o 
o 
z 
c 

J 
Vb 

xz 
XJ 
X6 
X7 

X~ 

~-z. 
J J 

7 
b. X} 

I 

57.36 0,59 
37,55 0,64 

5,09 2. 73 
112.2 7 -I. 18 

0,55 0,64 

796,82 10,48 
-3,48 

8 9 
Xz X3 

I o 
o 1 
o o 
o o 
o o 
8 9 
o o 

8 9 

Xz XJ 

I o 
o 1 
o o 
o o 
o o 
8 9 
o o 

o o o o o 
X~ xs X6 X7 X e 

1/4 o o o o 
-1/12 1/6 o o o 
-116 -213 1 o o 
5/12 -5/6 o 1 o 

-11 I 12 -1/6 o o 1 

514 3/2 o o o 
-5/4 -3/2 o o o 

o o o o o 
X~ xs X6 X7 xe 

o -0,05 o o 0,27 
o o. 18 o o -0,09 
o -0,64 1 o -o, 18 
o -0,91 o 1 0,45 
1 o. 18 o o I, 09 

o 1. 22 o o 1. 35 
o -I. 22 o o -I • 3 5 

Vê-se que a nova restrição apenas reduziu o valor da 
solução Ótima inicial (a nova solução também é ÕtJ.. 
ma, pois todos os b. são maiores que zero)sem tornar 
inteiras as variáveis. Novo "corte" deveria ser fei
to, possivelmente tomando, agora, como referência, a 
linha da variável x 3 , que, juntamente com x 4 , tem o 
maior resíduo fraciohário. 
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3.2. O ALGORITMO "BRANCH ANO BOUND" 

A melhor tradução para a denominação do algoritmo pare 
ce ser "Bifurca e limita"; a expressão descreve razoa":" 
velmente bem o procedimento seguido pelo algoritmo. 

Seja um problema de programação 1 inear cuja solução,pa 
ra algumas ou todas as variáveis, deva ser inteira: se 
ja x uma destas variáveis e seja K+r seu valor, na sÕ -m 4 -

luçao otima do problema, alcançada sem o requisito da 
integralidade, em que K é um inteiro não-negativo (ze
ro inclusive) e r o res[duo fracionário, também não-ne 
gativo. Se xm, por exemplo, for igual 7,43, ter-se-á K 
igual a 7, r igual a 0,43. 

Na busca da solução inteira de xm, duas hipóteses po -
dem ser feitas: 

Xm ~ ( K+ 1 ) 

Xm ~ K 

ou, alternativamente, 

Cada uma das duas hipóteses acima gera uma nova restri 
ção e, por conseguinte, um novo problema de programa 7 

ção linear, criando uma bifurcação que deverá ser in
vestigada (diferentemente do algoritmo anterior, estas 
novas restrições sempre são perpendiculares ao eixo de 
xm). A investigação dos novos problemas,assim gerados, 
poderá levar a uma das situações seguintes: 

a). Ambos são viáveis, isto é, nenhuma das 
restrições introduzidas no problema ini
cial provocou contradição insanável, dian 
te das restrições preexistentes. 

b). Um deles é inviável, precisamente porque 
s~rgiu tal situação, de insolúvel oposi
çao, com o advento da nova restrição. 

Na hipótese a), resolvidos os dois problemas, as novas 
soluções Óptimas podem ser classificadas como segue: 

a.l) ambas são inteiras. 
a.2) Uma é inteira, para todas as var1aveis 

que assim devam ser, enquanto que a o~ 
tra não o é. 

a.3) Nenhuma delas é inteira. 

Na hipótese b), a alternativa em questão é abandonada, 
cessando toda e qualquer proliferação da busca, quanto 
a esta hipótese sobre o valor da variável. 

Retornando a a.l), ter-se-á, como-solução Ótima, aque 
la, dentre as duas soluções inteiras, que apresentar Õ 
valor mais satisfatório (maior ou menor, segundo se tra 
te de maximização ou minimização) para a função-objetT 
vo. 

Em a.2), a solução inteira será ótima, se mais satisfa 
tório o valor de sua função-objetivo. em cotejo com a 
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alternativa não-inteira. Se esta, porém, apresentar o 
melhor valor da função-objetivo, ainda não se poderá 
estar certo quanto a ser ótima a solução inteira al
ternativa, cumprindo criar, sobre a solução não-intei 
ra, nova bifurcação, fazendo com que uma das variávei-;:
não-inteiras, desta última solução, seja feita, alter 
nativamente, maior que o inteiro imediatamente subse7 
qUente ao seu valor ótimo, ou igual a ele, ou, ainda, 
menor que o inteiro imediatamente precedente a este 
mesmo valor (ou igual a ele), pois pode ocorrer que, 
numa das soluções, surjam os valores inteiros, com 
função-objetivo ainda maior que o da solução inteira 
da bifurcação anterior. Cessam as bifurcações quando 
todas as soluções não-inteiras oferecem,para a função
objetivo, valor menos satisfatório que o já obtido pa 
ra uma solução inteira. -

Em a.3), evidentemente, cumpre bifurcar, novamente, a 
solução que apresente o melhor valor para a função-o~ 
jetivo, sobrestando-se, temporariamente, a investiga
ção do ramo menos satisfatório. Tão logo, porém, na 
bifurcação, surjam soluções ótimas que comunicam va
lor menos satisfatório à função-objetivo, deve-se re
tomar o ramo temporariamente sustado. 

Em suma, a regra é investigar todas as dicotomias, 
descontinuando definitivamente as soluções inv1aveis 
e sustando temporariamente outras, prosseguindo, nas 
ramificações descendentes, sempre em busca dos valo
res mais satisfatórios da função-objetivo. Cabe lem
brar, ainda, que, numa bifurcação, os dois problemas 
resultantes terão, fatalmente, na solução ótima, fun 
ção-objetivo menos satisfatória que a do nó de onde 
provieram, pois são fruto de uma restrição adicional, 
1 imitadora, que inevitavelmente deprime a solução an
terior. 

O diagrama de blocos da página seguinte descreve o 
procedimento, em suas diferentes opçÕes. 

Veja-se, a seguir, a aplicação do algoritmo à solução 
do problema proposto por Claude McHillan Jr., em 
"Mathematical Programming", J. Wiley, N. York, 1975, 
pg. 472: 

Maximizar Z=3x!+2x2+4x3 • dado que: 

X!- X2+2X3 ~ 15 
X!+ X2+ XJ ~ 12 

4x!+3x2+3x3 ~ 25 
2x!+4x2+5x3 ~ 3 o. e, ainda, Xj inteiros. 

Os Quadros 1, I 1 e I I 1, da página 33, 
pelo algoritmo simplex, até a solução 
teira, que se acha no último Quadro. 

contêm a marcha, 
ótima, não-in-

Esta solução constituirá o nó inicial (nó n? 1) do al
goritmo que buscará a solução inteira. Qualquer uma 
das variáveis não-inteiras pode servir para a bifurca-
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O ALGORITMO "BRANCH ANO BOUND" - DIAGRAMA DE BLOCOS 

IN(CIO 

z* • + o. 

K • - 1 

OBSERVAÇM: 

OETERJAINAR SOLU

CÃO 0T1MA ~ 
RESTRIÇÕES DE 

INTEGRALIDADE 

" BIFURCA" si gn i f i
ca criar dois novos 
problemas, aditan -
do, respectivamente, 
às restrições ante-

iores, as novas 
restrições Xm~ K+l 
e Xm~ K, para uma 
variável cujo valor 
seja K+r (K inteiro, 
O(r<l), na solução 
anterior. A seguir, 
os dois problemas 
são postos na"] i s ta'.' 

N 

BIFURCA 

z •• 

K • + 1 

RETIRAR UM 

OUALOUER DA LIS-
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QUADRO 

Cj -+ 3 2 4 o o o o 
Vb b. X! X2 X3 X4 xs X6 X7 

.j. I 

o X4 15 1 -1 2 1 o o o 
o xs 12 1 1 1 o 1 o o 

t~ 
X6 25 4 3 3 o o 1 o 
X7 30 2 4 IS"l o o o 1 

z. o o o o o o o o 
c~-z. 3 2 4 o o o o 

J J .... 

QUADRO 11 

c. -+ 3 2 4 o o o o 
J Vb b. X! X2 X3 X4 xs X6 X7 

.j. 
I 

o X4 3 1/5 -13/5 o 1 o o -215 
o xs 6 3/5 1/5 o o 1 o -1/5 
o X6 7 14/5 I 3/5 o o o 1 -3/5 
4 X3 6 2/5 4/5 1 o o o 1/5 

z 24 8/5 16/5 4 o o o 4/5 
cLz. 715 -6/5 o o o o -4/5 
J J 

QUADRO 111 

c. -+ 3 2 4 o o o o 
J Vb b. X! X2 X3 x4 xs X6 x7 

.j. 
I 

o X4 512 o -37/14 o 1 o -1/14 -5/14 
o xs 9/2 o 1/14 o o 1 -3/14 -1/14 
3 X! 5/2 1 3/14 o o o 5/14 -3/14 
4 XJ 5 o 517 1 o o -1/7 2/7 

z 27,50 3 3,50 4 o o 1/2 1/2 
c~-z j o -1,50 o o o -1/2 -1/2 
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ção inicial. Tomando x1, tem-se, no NÓ n'?2, x 1 ~3, e, 
no Nó n'?3, x 1 ~2. 

Para o primeiro caso, substituimos x 1 por. seu valor, 
obtido no Quadro 111 da página 38: 

XJ=5/2-3/14x2-5/14x 6 +3/14x 7 
A razão desta substituição está em que é necessar1o, 
no algoritmo Simplex, exprimir as variáveis básicas 
em função das não-básicas. 

A restrição adicional torna-se, então: 

-3/14x2-5/14xs+3/14x7~(3-5/2) 

Acrescentando a variável auxiliar x 8 e multiplicando 
por -1, tem-se: 

3/14x2+5/14xs-3/14x7+xe=-0,5 

Introduzida esta restrição ao pé do Quadro lll(NÓ n'?l), 
determina-se, pelas regras do algoritmo Simplex-dual, 
que x 8 passa a ser substituida por x 7 . 

Feita a pivotação, tem-se o quadro denominado "NÓ 2", 
na página 40. A solução é ótima, pois todos os bisão 
positivos, mas não inteira. Registre-se o valor de 
Z2 =26,33. Para o nó n'? 3, tem-se, para x 1 ~2. 

-3/14x2- 5/14xs+3/14x7+Xg=-0,5, 

em que Xg é variável auxiliar. Acrescentada estares 
trição ao Nó n'? 1, verifica-se que x 6 substitui x 9 .0 
quadro simplex assume o aspecto do "NÓ 3", página .ljQ. 
A solução é ótima (bi~D), mas ainda não inteira. No
te-se, também, que Z3>Z 2 , já que Z3=26,80. 

Em virtude disto, o Nó 2 é temporariamente sobresta
do, passando-se a explorar o nível mais conveniente 
do NÓ 3, que é bifurcado, segundo, agora, a variável 
x 3 , arbitrariamente escolhida. 

Fazendo-se, no NÓ 4, X3~6 (em razão de x 3=5,2, no NÓ 
3), obtém-se a restrição adicional: 

4/Sx2+1/5x7-2/5xg+X!o=4/5, 

levando a uma pivotação em que X1oé substituido por 
x 9 , com o resultado seguinte, após a pivotação: 

isto é ótima e inteira, em relação ao conjunto de 
restrições relativas ao Nó n'? 4, mas não necessaria
mente um ótimo absoluto! Cumpre verificar se, par
tindo do mesmo NÓ 3, não surge uma solução Inteira, 
para x 3 ~5 (Nó 5), com Zs>Z~. 
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A restrição a introduzir, neste caso, é 

- 4/5 Xz- 1/5 X7 + 2/5 X9 + Xll = - 1/5 

Na pivotação, X7 substitui X11, chegando-se ao seguinte 
resultado: 

Esta solução, por conseguinte, é inteira e melho~ que a 
anterior. 

Mas o problema nao está, ainda,encerrado~ 

Havíamos deixado de lado, temporariamente, o NÓ 2, pois 
o Nó 3 apresenta v a r e s u 1 ta do ma i s encorajado r . Mas , como 
a solução ótima inteira, derivada deste último Nó, tem 
valor 26, menor, portanto, que o valor de Z2 , cabe, ain 
da, verificar se, partindo deste Nó (2), não se alcança 
uma outra solução inteira,com valor superior a Z5 • 

Cumpre, pois, bifurcar o NÓ 2, gerando os Nós 6 e 7, fa 
zendo, respectivamente, 

X3~5 (NÓ 6) e X3~4 (NÓ 7). 

Para o primeiro, a nova restrição e: 

- x2 - l/3 x6 - 4/3 xe >2/3 

Vê-se, desde logo, que esta restrição torna inviável o 
problema, pois um conjunto de variáveis não-negativas, 
afetas de coeficientes negativos, não pode oferecer 
soma positiva. O problema é, pois descartado. 

Para o Nó 7, a restrição será, já com a variável auxiliar: 

- Xz - l/3 x~ - 4/3 xe+ x12=-113 

A pivotação decorre da permuta de x 12 por x 8 , resultaB 
do uma solução não-inteira, com valor, para a função
.) b j e t i v o , i n f e r i o r a o da s o 1 u ç a õ i n te i r a , j á e n c o n t r a da: 

X4=3,75; Xs=4,75; XJ=J,25; X3= 4,00; X7=J,50; Xe=0,25; 

Esgotados, pois, todos os problemas resultantes de bi
furcações, fica confirmada a superioridade da solução 
do Nó 5. 

A página seguinte resume a marcha, do Nó 1 ao Nó 7. 

A guisa de comparação, o mesmo problema é abordado pelo 
algoritmo de Gomory, exigindo 4 "cortes", para chegar à 
mesma solução (ver Quadros VI, VIl, VIII e IX, a seguir). 
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ALGORITMO "BRANCH ANO BOUND" - EXEMPLO 

Nó z*'t viável? Z>Z*? Inteira? Lista Novo Z* 

Sim Sim Não NÓ 2 
NÓ 3 

2 Sim Sim Na o No 3 
Nó 6 
NÓ 7 

3 -ao Sim Sim Na o No 
Nó 5 
NÓ 6 
Nó 7 

Sim Sim No 5 
NÓ 6 
Nó 7 24 

Sim Sim No 
NÓ 7 26 
No 7 2 

Na o Na o Nada 2 
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-------------------~---- --

QUADRO VI 
Resultado da pivotação do Quaaro-Tir:-çõm inclusão da restrição 1: 

0 X~ 35/13 
O xs 59/13 
3 X! 34/13 
4 X3 63/13 
0 X2 7/13 

z. 27,23 
c~-z. 

J J 

o -34/13 
o 1/13 
I 3/13 
o 9/13 
o lil3 

3 115/13 
I) -19/13 

4 

o 
o 
o 
I 
o 

4 
o 

o 

I 
o 
o 
o 
o 

o 
o 

o 3/13 
1 -2/13 
o 7/13 
o -5/13 
o 11/13 

o 1/13 
o -1/13 

QUADRO VIl 

o -5/13 
o -1/13 
o -3/13 
o 4/13 
1 -14/13 

o 7/13 
o -7/13 

Pivotação do Qua~ro VI, ap6s introduzida a restrição 11: 

c. 
J Vb b. 

I 

0 X~ 19/8 
O xs 38/8 
3 X1 15/8 
4 X3 43/8 
0 X7 -5/8 
0 X& 11/8 

z. 27,13 
c~-z. 

J J 

3 2 

o -23/8 
o 2/8 
1 -3/8 
o 9/8 
o -7/8 
o 9/8 

3 
o 

27/8 
-11/8 

4 

o 
o 
o 
1 
o 
o 

4 
o 

o 

1 
o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 

o 
xs 

o 
1 
o 
o 
o 
o 

o 
o 

QUADRO VIII 

o 

o 
o 
o 
o 
o 
1 

o 
o 

o 

o 
o 
o 
o 
1 
o 

o 
o 

o 
xa 

-4/8 
o 

-4/8 
4/8 

-12/8 
l/2 

4/8 
-1/2 

o 
Xg 

3/8 
-2/8 
718 

-S/8 
11/8 

-13/8 

1/8 
-1/8 

Pivotação do Quadro anterior, pois não é ótimo (b. negativo). Re-
sulta a seguinte solução 6tima não-inteira: 1 

X~= 31/12; Xs= 38/8; Xl=25/J2; X3=3J/6; Xe=S/12; X&=7/6; Z =26,92 

Gera-se a restrição I I I, dando origem ao QUADRO IX, que ainda não 
apresenta solução inteira: 

Finalmente, a restrição IV leva a nova pivotação, alcançando-se 
a solução 6tima inteira: 

Recapitulação das restrições formuladas: 

-Oriunda da variável xs, Quadro 111: 
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11 -Oriunda da variável x 3 , Quadro VI: 

li I 13 

111 -Oriunda da variável xs, Quadro VI 11: 

IV- Oriunda da variável Xt, Quadro IX: 

-7/3 X2 - 2X7 - 5/12 Xto + Xtt = -2 

3.3. UMA PALAVRA FINAL SOBRE O ESTADO DA ARTE: 

Os algoritmos de programação linear em numeras inteiros 
ainda deixam a desejar(*). 

Apesar dos progressos feitos, no aperfeiçoamento dos ai 
goritmos existentes, ocorre, ainda, que alguns proble~ 
mas relativamente pequenos exigem tempo desproporcional 
mente dilatado, até encontrar-se a solução inteira, muT 
to embora, para problemas de grande porte, os métodos e 
xistentes sejam, com freqUência, razoavelmente eficazes. 
Não há, de resto, como distinguir, previamente, os pr~ 
blemas que podem ser facilmente resolvidos, daqueles que 
irão oferecer considerável resistência, na busca da so
lução inteira. Tampouco é possível prever qual o método 
mais eficaz - ora o dos planos secantes predomina so
bre o algoritmo 11 Branch and Bound 11 , ora este último con 
duz ã solução inteira de forma extraordinariamente mais 
eficiente que o primeiro. 

(":)Ver McHilian Jr, op.cit., pg 467. 
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4. O SIMPLEX COMPACTO 

No quadro simplex convencional, as colunas corresponden 
tes às variáveis básicas são, sempre, formadas por va~ 
lores "zero" ou "um", que compÕem a matriz identidade 
que assinala a solução. A rigor, pois, não há razão pa
ra mantê-las no quadro, surgindo, logo, a idéia de com
pactar a matriz, pela supressão das colunas correspon
dentes às variáveis básicas. 

Seja o problema: 

Maximizar Z = 20xt+l5,5x2+10x3 , dado que 

5x!+ 3x2+ X3~1200 
4x!+ 3X2+2X3~1000 

X!+ 2X2+2X3~ 400 

O quadro inicial, pelo Simplex convencional, tem o se
guinte aspecto: 

QUADRO 

c. 20 I 5, 5 I O o o o 
J Vb b. XI X2 X3 X4 xs X6 

I 

to X4 1200 G) 3 I I o o 
o xs 1 o o o 4 3 2 o 1 o 
o X6 400 I 2 2 o o I 

z. o o o o o o o 
J 

c. -z. 20 15.5 1 o o o o 
J J ... 

No quadro seguinte, XI substitui X4 , na base: 

QUADRO li 

c. 20 15.5 I O o o o 
J Vb b. XI X2 X3 X4 xs X6 

I 

t2~ XI 240 I 3/5 m 1/5 o o 
xs 40 o 3/5 -4/5 1 o 

o X6 160 o 715 -1/5 o I 

z. 4800 20 12 4 4 o o 
J 

c.-z. o 3.5 6 -4 o o 
J J ... 
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Agora, xs cede passo a X3 , fazendo com que a função-
objetivo se eleve par a 5000: 

QUADRO 111 

c. 20 15 '5 I O o o o 
J Vb b. X 1 X 2 X 3 X4 xs X6 

I 

t 20 X 1 700/3 I m o 1/3 -1/6 o 
I O X 3 I 00/3 o I -2/3 5/6 o 
o X6 100 o 1/2 o I -3/2 I 

z. 5000 20 15 I O o 5 o 
J 

c. -z. o 0,5 o o -5 o 
J J • 

Vê-se que x 2 pode substituir x 3, com vantagem: 

QUADRO IV 

c. 20 15 '5 I O o o o 
J Vb b. X 1 X2 X3 X4 Xs x6 

I 

20 x1 200 I o -1 I -1 o t 15,5 x2 200/3 o I 2 -lli 513 o 
O x6 200/3 o o _, 

13 -713 I 

z. 15100/3 20 15 '5 11 -2/3 35/6 o 
J 

c j -z J o o -1 +2/3 -35/6 o .... 
Vê-se, finalmente, que x 4 , embora igualmente variável 
de"folga", pode, com vantagem, substituir x 6 , levando 
à solução 6tima, que aparece no Quadro V: 

QUADRO V 

c. 20 15 '5 1 o o o o 
J Vb b. X1 x2 X3 X4 Xs XG 

I 

20 X1 160 1 o -2/5 o 2/5 -315 
15,5 X2 120 o 1 6/5 o -1/5 4/5 

o x4 40 o o -3/5 1 -7/5 3/5 

z. 5060 20 15 '5 
J 

53/5 o 49/1 o 2/5 

c.-z. o o -3/5 o -49/10 -2/5 
J J 

Par a resolver o mesmo problema pela técnica do Simplex 
compactado, escreve-se, preliminarmente, o sistema co-
mo segue: 
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Z = Zo-20{-xl)-15,5{-x2)-10{-x3) 

X4= 1200+5{-xl)+3{-x2)+1 {-x3) 
x 5 = 1000+4{-xl)+3{-x2)+2{-x 3) 
x6= 400+1{-xl)+2{-x2)+2{-x3); x. ~o 

J 

Em que Z0 é a contribuição, para a função-objetivo, das 
variáveis básicas, que , na forma canônica inicial, sao 
x 4 , x 5 e x 6 • 

O quadro abaixo dispõe os elementos nesta forma compac
tada: 

QUADRO VI 

Zo -xl -x2 -x3 
z o -20 - 1 5 '5 -1 o 

t X4 1200 cr 3 1 
Xs 1000 3 2 
x6 400 2 2 .... 
Como, agora, na função-objetivo, as var1aveis estão com 
o sinal invertido, a regra para determinar o ingresso de 
uma variável na base, em se tratando de maximização, é a 
de selecionar o maior valor negativo, entre os coeficien 
tes da linha Z. Ingressa, pois, a variável x1, que apre-=
senta o coeficiente -20. Para a variável que deixa a ba
se, como não poderia deixar de ser, não se altera a re
gra de selecionar o menor quociente dentre os tres seguin 
tes: 1200/5, 1000/4 e 400/1, apontando para a variável x-;.. 

As regras de pivotação, agora, em lugar de duas, como no 
simplex convencional, são quatro: 

1."No quadtr.o tr.e.!>uf.ta11te da piuotaç.ão, o ef.eme.11 
to hom5togo do piuotat i o i11uetr.Ao de6te ~l 
timo." 

2."0!> demai6 ef.eme11toA da tinha piuotat, no no 
uo quadtr.o, obtêm-Ae diuidindo-Ae Aeu6 hom5-=
togo6, 110 quadtr.o antetr.iotr., pelo e.teme.11to p~ 
uotaf.." 

3. "O!> de.mail> eteme.ntol> da c.oiu11a pivotat, no 
11ovo quadtr.o, obtêm-Ae potr. divil>ão,pe.Ro e.te.
mento pivotat, de Aeu6 hom5f.ogoA, 110 qua
dtr.o antetr.iotr., tomado6 c.om Ainal c.onttr.~tr.io~ 

4. "06 ef.e.me11to6 da6 demaiA tinha!> e c.otunal> 
Aão obtido6 pela me6ma tr.egtr.a a eleAaplic.ã
vet, 110 l>imptex c.o11ue.nc.io11ai, il>to ê, hão 
iguail> ao& !>e.ul> homõtogo&, no quadtr.o ante.
tr.iotr., deduzidoA do valotr. de uma 6tr.aç.ão, c.u 
jo nume.tr.adotr. ê o ptr.oduto do!> eteme.11toA l>i~ 
tuado& na6 ptr.ojeç.Õel> de.l>te.l> homõtogol> 6obtr.e. 
a tinha e. c.otuna piuotail> e. c.ujo de.nomil1a
dotr. i o ptr.5ptr.io elemento pivotal." 
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Note-se, ainda, que a 1 inha Z, que identifica a função
objetivo, é sujeita à pivotação, como as demais, respei 
tada a regra relativa aó elemento integrante da colunã 
pivotal. 

Estas regras, aplicadas sucessivamente, enquanto houver 
elemento negativo na 1 inha Z, leva aos quadros seguin
tes, Vll, VIII, IX e X, que reproduzem as colunas das 
variáveis não-básicas, respectivamente dos quadros I I, 
111, IV e V, e chegam à solução ótima, com o mesmo nú
mero de iterações, com apreciável economia de operações 
e de espaço ocupado pela matriz. Assim, na programação 
em computador, num problema de "n" variáveis e "m" res
trições (n>m), o simplex convencional exige o armazena
mento de uma matriz de (m+2)x(n+l), apenas para os valo 
res numéricos, enquanto que, no simplex compacto, esta 
dimensão cai para (m+l) 2 • 

QUADRO V I I 

-x2 -x3 
z -3.5 

t XI 
1/5 3/5 ~ X5 -4/5 3/5 

X6 -115 715 9/5 ... 
QUADRO v 111 

z o -x~ -x2 -x 5 

z 5000 o -112 5 

t X! 
700/3 1/3 m -1/6 

X3 100/3 -2/3 2 5/6 
x6 100 1 1/2 -3/2 ... 

QUADRO I X 

Zo -x4 -x3 -x 5 
z 15100/3 -2/3 1 35/ 

X! 200 1 -1 -1 t X2 200/3 -&Z] 2 5/3 
X6 200/3 5/3 -1 -713 ... 
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- ... ---· ---·---------------------------------------

QUADRO X 

z o -x6 -x 3 -xs 
z 5o6o 2/5 3/5 li9/10 

X} 160 -3/5 -2/5 2/5 
xz 1 2 o 4/5 6/5 -1/5 Solução 
X4 40 3/5 -315 -7/5 Õt I ma. 

Cumpre observar que a aplicação do algoritmo compacto 
impõe a manipulação da função-objetivo, sempre que, na 
configuração inicial, a base não é formada exclusivamen 
te por variáveis auxiliares, como é o caso quando sur-= 
gem variáveis artificiais ou, mesmo, quando há uma ou 
mais variáveis originais na base inicial (isto é, variá 
veis que ocorrem em uma Única restrição, com coeficien-= 
te +1, ausentes das demais restrições). Neste caso, é 
necessário, previamente, atribuir coeficiente zero, na 
função-objetivo, às variáveis básicas, o que se consegue 
substituindo-as, na função-objetivo, pelos respectivos 
valores, extraídos das próprias restrições, através das 
quais elas podem ser expressas em função das var_i_á~·M~ • .!.·.:o-.----:1 

não-bás i cas. l' UrRC5S/CPD 

Seja o problema seguinte: BIBLIOTECA 

Três fábricas, situadas, respectivamente nas cida es A, 
B e C, pertencem à mesma organização e produzem o mesmo 
produto, que é consumido em tres outros centros, D, E e 
F. A capacidade de produção das fábricas é, respectiva-
mente, de 40, 180 e 230 unidades por mes. Toda esta pro 
dução pode ser colocada nos tres centros D, E e F, à ra 
zão de 100 unidades para D, 150 para E e as 200 restan-= 
tes para F. Mas o custo de transporte de uma unidade 
do produto, de qualquer uma das fábricas até qualquer 
um dos centros consumidores, é diferente para cada uma 
das rotas; o problema consiste em determinar o esquema 
de distribuição, especificando quanto da produção de 
cada fábrica irá ter a cada centro, de forma a esgotar 
toda a produção, atender toda a demanda e, ao mesmo tem 
po, minimiza~ o ~u~to total do t~an~po~te. Por esta ra-= 
zão, os problemas deste tipo recebem denominação própria 
("Problemas de Transporte") e apresentam algoritmos es-
p e c i a i s , que os s o 1 vem ma i s e f i c i e n tem e n te que o S i mp 1 ex. 
No entanto, nada impede que sejam abordados por este úL 
timo, como se fará a seguir, para demonstrar a manipul~ 
ção da função-objetivo, deixando-se para mais tarde as 
bordagem dos algoritmos específicos para esta categoria 
de problemas. 

Chamando de x 1 , x 2 , x 3 a produção da fábrica A, a seren 
caminhada, respectivamente, aos centros D, E e F; X4,xs-;
x6 a da fábrica B, destinada, também, respectivamente, a 
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D, E e F; chamando, ainda, de X7, xe e xg a produção da 
fábrica C, que vai ter aos destinos D, E e F, e supondo 
que os custos de transporte da unidade do produto, en
tre fábricas e centros de consumo, sejam os constantes 
na matriz abaixo, ter-se-iam todos os dados para a for
mulação do problema: 

Custos Unitários de Transporte 

Destino 

D E 

A I O 12 

Fábrica B 15 7 

c 8 9 

O problema consiste, então, em : 

respeitado que: 

X1+X2+X3= 40 
X4+Xs+X6=J80 
X7+Xe+Xg=230 
X1+X 4+x7=J00 
x2+Xs+xe=ISO 

F 

6 

4 

li 

Observe-se que, embora haja ~ei~ condições a satisfa
zer, são formuladas apenas c.inc.o restrições. Foi omi
tida a restrição relativa à demanda de 200 unidades, 
pelo centro F, que seria x 3 +x 6+x 9 =200 (em lugar desta, 
qualquer outra das seis condições poderia ser suprimi 
da). A razão desta supressão está em que tal restri~ 
ção seria supérflua e poderia, se presente, gerar de
generescência na solução, como já apontado. Ela é su
pérflua porque está contida, implicitamente, nas res
trições já formuladas; a soma das três primeiras per
mite escrever: 

logo, pelas duas últimas restrições: 

~ara dar início à solução, é necessário dar forma ca
nônica ao sistema. Desde logo, verifica-se que não ha 
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verá variáveis auxiliares, pois as restrições já se a
cham, todas, sob forma de igualdades; somente cabe, en 
tão, incluir variáveis artificiais. Todavia, não sera 
necessário acrescentar uma variável artificial em todas 
as restrições, já que o exame atento das restrições re 
vela que três das nove variáveis originais podem inte7 
grar a base de partida do simplex: X3 só ocorre na pri 
meira restrição, com coeficiente 1; x6 só ocorre na se 
gunda, também com coeficiente 1; finalmente, x9 só ocor 
rena terceira restrição e seu coeficiente também é a 
unidade positiva. Portanto, estas três variáveis exibem 
coeficientes que fazem parte de uma matriz identidade 
e, por conseguinte, podem integrar a solução de parti
da do procedimento iterativo. 

Nas duas outras restrições não há variáveis que satis
façam esta condição e cumpre introduzir variáveis arti 
ficiais, que se denominarão, respectivamente, x1o e X11· 

Isto posto, para aplicar o simplex compacto, é neces
sário, antes, transformar linearmente a função-objeti
vo, de modo a expressar Z em função, tão somente, das 
variáveis não-básicas. 

Com a adição das variáveis artificiais, a função objetiva as 
sume o seguinte aspecto: 

Minimizar 

em queM representa um valor arbitrariamente grande. 

As v a r 1 a v e i s x 3 , x 6 , x 9 , x 10 e x 11 f o r ma m a p r i me i r a ba 
se e cumpre, portanto, substituí-las na função-objeti7 
vo. Isto se faz utilizando o valor destas variáveis, 
extraído das restrições. Assim, da primeira restrição, 
tem-se: 

As demais restriçÕes fornecem: 

XG >=l80-x4-xs; 
Xg >=230-x7-XB; 
X 10 "' 1 0 0- X 1 -X 4 -X 7 ; 
xn >=150-x2-xs-xa. 

Substituindo, em Z, os valores assim obtidos, tem-se, 
após a reunião dos termos semelhantes: 

Z>=3490+250M+(4-M)x 1+(6-M)x2+(ll-M)x4+(3-M)xs-(3+M)x7-
-(2+M)xa. 

Ou, já na notação apropriada ao Simplex compacto: 

z., Z o- ( 4- M) (-X 1 ) - ( 6- M) (-X 2 ) - ( 1 1 - M) (-X 4) - (3-M) (-X s )+ 
+(3+M) (-x7)+(2+M) (-xa), em que Zo"'3490+250M. 
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O quadro inicial assume, então, o aspecto seguinte: 

QUADRO I 

Zo 
z 3 90+250M 

XJ 40 1 1 o o o o 
xs 180 o o 1 1 o o 
X9 230 o o o o 1 1 
XJo 100 1 o 1 o 1 o 
XIJ 150 o 1 o 1 o 1 

No QUADRO li (não apresentado aqui), x 7 substitui a va
riável artificial x 10 (cuja coluna pode ser suprimida, 
pois não há como possa esta variável retornar à base). 
A função-objetivo cai para 3190+150M e a base será for
mada por x 3=40, x 6 =180, x 9=130, x,=lOO e XJJ=150. 

A solução ainda não é ótima, cabendo substituir X9 por 
xa. Resulta Zo=2930+20M, X3=40, xs=180, xa=l30, x,=IOO 
e xu =20. Finalmente, x 5 substitui x 11 ; a solução ótima 
é alcançada: Z0 =2990, x 3=40, x 6 =160, x 8 =130, x 7 =100 e 
xs=20. 

Na segunda parte do curso, será apresentado um algorit
mo especial para a solução deste tipo de problema. 

A solução final, com os respectivos totais, por fábrica 
e por destino, figura na matriz abaixo: 

Destino 
D E F 

A 
Fábrica 

XI= o x2= o x3= 40 40 

8 x4= o xs= 20 x 6 =160 180 

c x 7=100 x 8 =130 x9= o 230 

100 15 o 200 450 
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5. ANALISE PÓS.QTIMIZAÇÃO E O SIMPLEX REVISADO 

Raramente um problema de programação 1 inear se encer 
ra com a determinação da solução Ótima. Com muita 
freqUência, após alcançada esta, surgem perquirições 
do tipo: "Que aconteceria se os termos independentes 
(isto é os valores b.) sofressem alguma alteração?As 
variáveis básicas pe~maneceriam as mesmas, ou seriam 
substituídas? Qual a gama de variação que os termos 
independentes poderiam assumir, ~em alterar a atual 
solução básica? Por sua vez, que efeitos, sobre as 
variáveis básicas da solução ótima, teriam eventuais 
alterações nos coeficientes cj, da função-objetivo?" 

~ evidente que estas perguntas podem ser respondidas 
aplicando-se novamente o simplex, desde a origem, ao 
problema alterado pela modificação dos coeficientes. 
Para evitar este trabalho e para permitir que as res 
postas sejam buscadas a partir da solu~ão já alcançã 
da, recorre-se aos procedimentos da anal~~e põ~-ot~7 
m~zaç.ão. 

Para maior clareza, o assunto é dividido nos três tí 
tulos seguintes: 

5.1. A MATRIZ /3 

A Matriz 8 
Efeitos da mudança em bi 
Efeitos da mudança em Cj 

Num problema de programação linear, com 11 m11 restri
ções e "n" variáveis, m<n, poderão surgir até C~ so
luções diferentes, para cada uma havendo m variáveis 
não-nulas (isto é, "básicas") e (n-m) nulas (isto é, 
"não-básicas"); ao menos uma das soluções deverá ser 
ótima, se o problema não for ilimitado ou inviável. 
A enumeração das m variáveis básicas, em qualquer s~ 
lução, constitui uma "seqUência básica". Assim, no 
problema resolvido na página 16, a seqUência básica i-nicial 
é (x4, x 5 , X6 e x 7 ); a da primeira iteração é (x4, 
x 3 , x 6 , x 7 ) e, finalmente, a seqUência básica ótima 
é (x2, X3, X6 e X7). 
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Dada uma seqUência básica, é possivel conhecer o aspecto 
do quadro simplex a ela pertinente, sem efetuar as pivo
tações intermediárias, isto é, partindo, apenas, dos va
lores do quadro inicial. 

Para tanto, é preciso recorrer a uma importante proprie
dade dos sistemas 1 ineares, já invocada no método de Jor 
dan-Gauss: 

"Ba~..ta, palta .tanto, p!tê.-mul.t.iplU.c.aJt a ma.tJt.iz oJt.i 
g.<.nal, do ~.<.~.tema em 6oJtma c.anôn.<.c.a, pela ma ~ 
.tJt.iz .<.nveJt~a daquela de.teJtm.inada, na me~ma c.on 
6.iguJtaç~o oJt.ig.<.nal, pela~ vaJt.<.ave.<.~ que .<.n.te ~ 
gJtam a ~eqUinc..<.a ba~.<.c.a de~ejada~ 

Suponha-se, então, que fôsse de alguma forma sabido que, 
no problema resolvido na página 16, a seqUência básica 
ótima seria dada por x 2 ,x 3 ,x 6 e x 7 • Estas variáveis de
terminam, na configuração inicial (QUADRO 1), a seguinte 
matriz de coeficientes: 

B • [i o o !] 6 o 
4 1 
5 o 

A inversa desta matriz, denominada B' é a seguinte: 

1 o o o 4 
1 1 o o 

s-~,B = i2 b 
1 2 o b -3 
5 -t o i2 (ver Apêndice 11) 

Denominando de A a matriz dos coeficientes a .. originais e 
Por A' a dos coeficientes a' do quadro IJfinal, tem -

i j' se: 

B·A A' 

.!. 

-r: 
.!. .. 4 4 

1 1 _.!.. .!.. -12 6 2 12 6 
1 2 17 1 2 -6-3 2 -6 -6 -3 
5 5 .!!._ 5 _.§._ n-6 2 5 Lu 12 6 

t t 

QUADRO (ver pg. 1 6) QUADRO 111 
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De mesmo passo, a pré-multiplicação do vetor b, do qua
d r o o r i g i na I ' p e I a ma t r i z e. p r o d u z i r á o v e to r b I ' da s o -
lução final: 

a·b b' 

I I I 5 
4 2 3 o -2-

-..!. _!_ 2 2 5 
12 6 3 4 o -6-

_ _!_ _.3,. 
2 7 o 6 3 

2. -2. 2 2 5 
12 6 3 o o -2-

Portanto, a matriz B é um instrumento importante para a 
solução de problemas de programação I inear- dada a for
mulação inicial do problema, ela permite obter, direta
mente, a so I ~ção Ótima, desde que identificada a .6 e.qllên 
c.ia béi.6ic.a o.tima, isto é, o elenco de variáveis básicas 
da solução ótima. 

5.2. EFEITOS DA MODIFICAÇÃO NOS TERMOS INDEPENDENTES 

Suponha-se que, após resolvido o problema de rrograma
ção I inear, sobrevenha alteração nos termos independentes, 
das restrições, isto é, os valores bi. Seria necessário 
refazer todo o caminho percorrido? 

A matriz B permite avaliar o efeito desta alteração so 
bre a solução anterior, sem retomar as iterações desde 
a origem. A pré-multiplicação do novo vetor b pela ma
triz a fornece os novos valores ótimos das variáveis bá 
sicas (se algum dos valores do novo vetor b' resultar 
nega-tivo, a razão está em que a variável correspondent~ 
agora, deixou de ser básica - a alteração nos valoresbj 
f o i demasia do profunda). 

Se, por exemplo, o vetor b, no quadro original,em lugar 
de 

~ 30~ 340 
270 
300 

fôsse ~4~ 360 
285 
291 

a nova solução ótima seria dada por x2=60, X3=40, x6=5 
e x 7 =91, sendo os valores das variáveis diretamenteobti 
dos da multiplicação da matriz a pelo novo vetor original 
b: 
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I .. 2 4 o 6 o 

- I I 
I2 6 3 6 o 4 o 

- I - 2 
6 3 2 8 5 

5 - 5 
TI 6 2 9 I 9 I 

t fácil ver-se que x 6 deixaria a base, se, em lugar de 285, 
o terceiro elemento do vetor b passasse a qualquer valor in 
ferior a 280, pois o elemento correspondente no novo vetor 
b' se tornaria negativo. 

Em linhas gerais, se o vetor b, original, se modificar para 

b= ~3~~:~21 270+y3 
300+y'!_ 

As condições 1 imitantes para y1, y2, YJ e y4, para que nao 
se altere o elenco de variáveis básicas da solução ótima 
são as seguintes, derivadas de B•b ~ 0: 

115/2 + Y1/4 ~O 
225/6 - YI/12 + Y2/6 ~ O 
5 - Y1/6 - 2y2/3 + YJ ~ O 
225/2 + Sy1/l2 -5y2/6 + Y4 ~ O 

Assim, se y2=y3=y4=0 e somente Yll~, quais os limites de 
variação de y 1 , dentro dos quais nao se altera a seqUência 
básica X2, X3, XG e X7 7 

Evidentemente, estes 1 imites sao obtidos por 

Yl~-230 
Y1~ 450 
Yl~ 30 
Yl~-270 

As limitações extremas sao a primeira e a terceira; logo, 

Para medir o efeito das modificações em bi sobre a função
objetivo, basta introduzir, nesta Última, os novos valores 
das variáveis básicas, ou, alternativamente, calcular dire 
tamente o efeito, através de um artifício que permite ex
pressar a função-objetivo em função dos valores bi 

Retomando o problema resolvido na página 16, cuja formula
ção canônica foi apresentada na página 14, tem-se: 
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7x1+8x2+9xJ+Ox4+0xs+Ox6+0x7=Z (Maximizar) 
3x1+4x,.+Ox3+lx4+0xs+Ox6+0x7=b1 
5x1+2x2+6x3+0x4+lxs+Oxs+Ox7=b2 
lx1+2x2+4x3+0x4+0xs+lxs+Ox7=b3 
2xl+Ox2+5x3+0x4+0xs+Oxs+lx7=b4 

em que os termos independentes, nas restrições, 
variáveis, para fins da análise pós-otimiLação, 
substituídos, respectivamente, por b 1 , b 2 , b 3 e 

supostos 
foram 

b 4. 

Suponham-se, agora, quatro constantes, 11 1 , 11 21 11 3 e 11 4 , 
que multiplicarão, respectivamente, as quatro restrições. 
Estas constantes são denominadas "multiplicadores do Sim
plex" e servem ao propósito visado, de expressara função
objetivo er função dos valores de b 1 , b 2 , b 3 e b 4 . 

Efetuadas as multiplicações, as restrições assumem o se
guinte aspecto, lembrando que, na solução ótima, x 1 , x~ 
e x 5 são não-básicas e, portanto, iguais a zero, podendo 
os termos correspondentes a elas ser dispensados: 

4111x2+0111x3+0111x6+0111X7=111bl 
2112x2+6112x 3+0112x 6+0112x7=112b2 
2113X2+411JXJ+l1IJX 6+011JX7=113b3 
D114X2+5114XJ+0114X6+l114X7=114b4 

Somando, agora, as quatro restrições ã função-objetivo, 
tem-se (já dispensando as variáveis não-básicas): 

(8+4111+2112+211J+Ü114)X2+(9+0111+6112+411J+5114)XJ+11JX6+114X7 = 
=Z+111b1+112b2+113b3+114b4 

Basta, agora, determinar os valores de 11 1 , 11 2 , 11 3e '114 que 
tornam nulos os coeficientes de x 2 , x 3 , x 6 e x 7 ,para que 
se tenha Z expressa em função de b 1 , b 2 , b 3 e b 4 : 

Para achar os valores convenientes dos multiplicadores, 
cumpre resolver o sistema obtido da anulação dos coefi
cientes das variáveis básicas: 

8+411 1+211 2+2113=0 
9+6112+411 3+5114=0 

113=0 
114=0 

Do que resulta: 11 1=-1,25; 11 2=-1,5;11 3=0;114=0. 

Note-se que 11 1 , multiplicador da primeira restriçãq.é o 
valor, na linha Cj-Zj, no quadro final, corresponde~te ã 
variável não-básica x 4 , folga desta mesma restriçao; 112, 
analogamente, é o valor, na mesma linha, correspondent~ 
ã folga da segunda restrição, e assim por diante(ver pg. 
1 6) . 
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Portanto,Z=-lft•b, em que lTt é o vetor linha, transposto do 
vetor coluna, dos multiplicadores, e b é o vetor dos valo
res originais dos termos independentes, das restrições. 

Assim, se tivermos um conjunto de alterações Yl• Y2• Y3 e 
y4, aditadas, respectivamente, a b 1 , b 2 , b3 e b 4 , compatí
veis com as condições enunciadas em ~. pg. 56, a reper
cussão destas alterações sobre o valor ótimo deZ pode 
ser obtida por 

l1Z 

z = -(-1,25•10- 1,5•20) = 42,5 

Como o valor Õptimo de Z era (ver Quadro 111, pg 16) 797,5, 
o novo valor·, após a alteração do vetor b, seri de 

797,5 + 42,5 = 840 

idênticc ~o que se encontraria para x 2=60 e x 3=40, novos 
valores otimos, encontrados pelo produto da matriz a pe
lo vetor b, alterado (ver produto matricial, pg. 56). 

Lembrando, por outro lado, a identidade entre os valores 
do vetor n e os que formam a 1 inha cj-Zj, para as folgas 
das correspondentes restrições, bem como a igualdade (D, 
segundo a qual 

Z = -n t • b, 

tem-se um meio pritico de verificar os cilculos, quadro a 
quadro, cuidando que, em cada iteração, o valor de Z seja 
obtido ~an~o pela substituição dos novos valores das va
riiveis, na função-objetivo, como pela soma dos produtos 
dos valores Cj-Zj, para as variiveis de folga, pelos bi 
das respectivas restrições. 

No problema da pigina 16, no Quadro I, os valores Cj-Zj, 
para as quatro variiveis auxiliares, são, todos, nulos,e 
Z=O; no Quadro I I, somente cs-Zs é diferente de zero, i
gual a -1 ,5; xs é a folga da segunda restrição, para a 
qual o termo independente original, b2, é 340. O produ
to I , 5 • 3 4 O= 5 1 O i de n t i f i c a o v a 1 o r da função- o b j e t i v o, n e s 
ta iteração. No Quadro I I I, tem-se, analogamente: 

-(-5/4•230- 3/2•340)=797,5=Z ~ti mo) . 

Outra importante conclusão a tirar de(D é o fato de ser 
possfvel obter diretamente os multiplicadores n, para ca 
da iteração, a partir dos dados originais 

Com efeito, em cada iteração, Zé a soma dos produtos dos 
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coeficientes das var1avei~ b~sicas, na função-objetivo, 
pelos respectivos valores, dados pelo vetor b': 

em ~~e ~b é o vetor linha, contendo os coeficientes das 
var1ave1s básicas, na função-objetivo, e b' é o vetor co
luna, contendo os valores bi da solução corrente. 

Mas, b'=6•b (ver pg. 55), em que b é o vetor dos valo-
res bj do quadro inicial. 

t e, por conseguinte, cb•a• b=-n • b, 

Isto é, os multiplicadores, com o sinal invertido, 
ser obtidos pela multiplicação dos coeficientes das 
áveis básicas, na função-objetivo, pela matriz a. 

No quadro f i na 1 do problema da página 16' tem-se 

ou, 

podem 
vari-

c b= [!! 9 o !D: a multiplicação acima indicada 
f i c a: 

.!.. o 4 
I I 

t 
=[a ~· 

i2 6 
= jl, 2 5 -n 9 o -I -2 I, 5 o J 

6 3 
5 -2. fi 6 

5.3. EFEITOS DA MODIFICAÇÃO NOS COEFICIENTES DA FUNÇÃO-QBJETIVO 

Após a determinação da solução Ótima, pode ser necessário 
investigar possíveis efeitos, sobre a mesma, de alterações 
nos coeficientes da função-objetivo, sem retomar, desde o 
início, a solução completa do problema. 

Esta arnl i se distingue dois casos:Alteração nos coeficien-
tes das variávei~ que, na solução Ótima, são básicas, e 
alteração nos coeficientes das variáveis não-básicas, na 
solução Ótima. 

Iniciando pelo segundo caso, isto é, pela investigação dos 
efeitos da alteração dos coeficientes das variáveis quenão 
são básicas, na solução ótima, a análise visa determinar 
o 1 imite a que poderia chegar esta alteração, sem que se mo 
di ficasse o .6tatu.6 da variável, isto é, a condição de não-= 
básica. Enquanto o valor correspondente a esta variável, 
na 1 inha c.-Zj ,permanecer nulo ou negativo, ela permanece 
fora da ba~e e, no que tange a ela, a solução encontrada 
é ótima, não importa quão alterado tenha sido o seu coe
ficiente cj. 

Chamando de 
de Cs o seu 

uma variável não-básica na solução ótima, 
coeficiente na função-objetivo; de cb o 
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vetor acima definido; de c~ 
variável, na linha cj-Zj 
coluna, dos coeficientes 
áve I Xs, tem-se: 

c~=cs-cb·a~ 

o valor correspondente 
do quadro final, e de a~ 
da matriz, na coluna 

a esta 
o vetor 

da vari-

Mas, 6•a =a', em que a é o vetor coluna, corresponden-
te a xs,s s no quadrosoriginal Logo, 

c'=c -c ·B·a =c +1Tt•a s s b s s s (ver 0 

expressao que permite calcular o valor discriminante c', 
a partir, exclusivamente, dos dados originais do pro~ 
blema. Vê-se que o termo subtrativo não depende de cs· 
Portanto, qualquer alteração t:.c , no valor original Cs, 
reproduz i r-se- á , i n ta c ta , no v aTo r c~ . A c o n d i ç ã o, po i s, 
para que xs permaneça fora da base, é: 

c +t:.c +1Tt•a < O 
s s s 

t:.cs < -1rt•a - c s s 

isto é, 

Esta condição, aplicada aos coeficientes das variáveis 
não-básicas, na solução final do problema da página 16 
oferece as seguintes conclusões: 

Para X I: 

ilJ. m =;s/;; -[-1,25 -I, 5 o t:.x1< ~ - 7 4 

Para X 4: ~l -[-1,25 -I, 5 o ilJ. _l =514 t:.x4< ~ - o 4 

Finalmente, para X 5' tem-se flxs< 3/2-0. 

Segue-se que x 1 poderia ter seu coeficiente original, na 
função-objetivo, acrescido de 17/4, isto é, poderia ele cres
cer até 17 45 

7+ T = T• sem que a solução Ótima se al 

terasse. De mesmo passo, x 4 e xs, embora variáveis de fol 
ga, que dificilmente assumiriam coeficientes não-nulos na 
função-objetivo, ainda assim poderiam ter, respectivamen 
te, coeficientes 5/4 e 3/2, sem alteração da solução ótl 
ma. 

Em suma, como regra prática, tem-se que a soluçãc ~tima 
não se altera, enquanto a alteração dos coeficientes das 
variáveis não-básicas não ultnapa~~e os valores da linha 
cj-Zj~ ~ob as mencionadas variáveis, tomados com sinal 
contrar1o. 

Se estes 1 imites forem ultrapassados, será necessar1o efe 
tuar novas pivotações, para introduzir na base as variá~ 
veis antes não-básicas mas agora mais vantajosas e, por 
tanto, suscetíveis de aumentar o valor da função-objetivo.-
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Para analisar o efeito de alterações nos coeficientes 
da função-objetivo, relativos às variáveis que são bá
sicas no quadro final, procede-se como segue: 

Suponha-se que x 2 , variável básica na solução final da 
pag1na 16(Quadro 111), tenha por coeficiente, na fun
ção-objetivo, em lugar de 8, o valor B+o.Esta alteração 
afetará os valores da linha Z e, por conseguinte, da 
linha cj-Z{·, para as variáveis não-básicas, x 1 , x~ e 
x 5 • Enquan o, porém, tal alteração não afete o caracter 
não-negativo dos citados valo~es_cj-Zj, ~solução enco~ 
trada no Quadro I I I ainda sera ot1ma, nao obstante a 
modificação do coeficiente de x2. 

No caso em tela, como se trata de maximiza~ a função-
objetivo, os valores po~Ltivo~ de o só tornam x 2 mais 
luc~ativa e, portanto, tendem a confirmar o caracter 
negativo de cj-Zj, para as variáveis não-básicas. Mas, 
se ó for negativo, chegará o momento em que uma das 
variáveis não-básicas passe, com vantagem, a ser bá-
sica. Também poderá ocorrer que valores positivos de 
ó determinem alteração da base, bastando que sejam ,ne
gativos os coeficientes correspondentes à linha de x2 , 
nas variáveis não-básicas. Tal não ocorre, em relação 
a x 2 , no Quadro I I I, mas, quanto a X3, é fácil de ver 
que, por ser negativo o coeficiente de x~, na li
nha de x 3 , mesmo os valores positivos das alterações 
do coeficiente de x 3 , poderão afetar a base, pela in-
trodução eventual de x~, cessando, pois, de ser óti-
ma a solução encontrada. 

Em suma, se uma variável básica, xb, tem seu coeficien
te, na função-objetivo, alterado de cb para cb+ó, deve
se, para cada variável não-básica, multiplicar por ó o 
coe f i c i ente Clbs, que se acha na intersecção da I i nha xb 
com a coluna da variável não-básica Xs· Seja Rs o valor 
assim obtido e seja c~ o valor da I inha cj-Zj, na colu
na de Xs· Para que nãosealtere a seqUênc1a básica da 
solução ótima já encontrada, é preciso que, para todas 
as variáveis não-básicas, 

Estas condiçÕes permitem determinar os I imites em que 
se devem conter as alterações ó, para que não seja afe
tada a seqUência básica já determinada. 

Assim, para X2, tem-se: 

Variável não-básica X 1: R 1 =.!.ô.z· -17 - 2.õ.z~ o . 02 ~ -!..? 
4 ' 4 4 ' 3 

Variável não-básica x4: R 4 =.!.&z· 4 ' 
-~ - .!..o~o · 02 !\- - 5 

~ 4 2 ' 

Variável não-básica xs: R s=O ~; -2. - 0~~0; ~ ~- CXl 2 

Evidentemente, a condição mais exigente é a segunda, im 
pondo que ô.z :;-5, para que não se ai tere a seqUência básiCã. 
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Da mesma forma, para X3, tem-se: 

V a r i á v e I não- b ás i c a x 1 : R 1 =f2ó3 ; -4;-' - f2ó3 ~O ; Ó3 ~ -t1 

Variável não-básica X5 : Rs=+Ó3 ;-}- {-ó3 ~0; ó3 ~-9 

Do que resulta, para que não se altere a seqUência básica, 
a condição: 

Encerra-se aqui, com as discussões precedentes, a análise 
pós-otimização, que permite avaliar, na solução ótima, os 
efeitos na alteração dos coeficientes bi e cj. 

5.4. O SIMPLEX REVISADO 

Certas propriedades evidenciadas na discussão pós-otimiz~ 
ção permitem revisar os procedimentos do Simplex,tornando
os mais expedi tos. 

Com efeito, de Q) pode-se obter o valor do elemento cj-Zj, 
no novo quadro, para qualquer uma das variáveis não-básicas , 
a parti r, tão somente, dos dados do quadro original, lembran 
do que também os multiplicadores podem ser obtidos dos mesmos 
valores originais. Isto permitirá, então, identificar a va 
riável a entrar na base, na seguinte iteração. 

Identificada esta variável, é possivel obter, imediatamente, 
o vetor coluna desta variável, no novo quadro, a partir da 
matriz B e do vetor original, correspondente a esta r'lesma 
variável, bem como o vetor b, igualmente pela multiplicação 
dos coeficientes bi, origi'nais, pela matriz B. Tal fato,por 
sua vez, permitirá identificar a variável que deve sair da 
base, o que permite identificar nova seqUência básica. Se
ouem-se nova matriz lJ e novos multiplicadores 'Ir, .que permitem 
reiniciar o_processo, pesquisando os valores cj-zi d~s novas 
variáveis nao-básicas, a fim de determinar se a soluçao pode 
ser aperfeiçoada, e assim sucessivamente. 

Este procedimento, além de dispensar a morosa pivotação de 
todo o quadro, a cada iteração, permite trabalhar, sempre, 
com os valores originais, o que evita a propagação deerros 
de arredondamento nos valores fracionários. 

Aplicada ao problema da página 16, esta técnica apresenta o 
seguinte desenvolvimento: 

No quadro inicial, por simples inspecção, vê-se que a varij 
vel X3 deve substituir xs.A nova base será, pois, x .. , x 31 
x 6 e X7, tal como aparece no Quadro 11. Este, porém, não pre 
cisa ser construido, para dar-se prosseguimento à solução.-
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A matriz B, dos coeficientes das variáveis básicas, nas 
restriçÕes, formulação inicial, é, agora, dada por 

~ ~ ~ (na ordem x~, x3, x 6 e x7) 
5 

Sua inversa e: 

[ I ] T 
B -1.. 

3 

-~ 
6 

A nova solução, para as varaaveis básicas, pois, será dada 
pela multiplicação do vetor b, original, pela matriz B, ob 
tendo-se, destarte, o novo vetor b: 

..!.. 
6 

-1.. 
3 

-~ 
6 

] [

3

] t1 ~jo o 3~0 --3-

1 3 o o 2 7 o --3-

5 o 
1 300 -3-

Os valores sao os mesmos obtidos, por pivotação, no Quadro 
11, página 16. 

Segue-se o cálculo do vetor 1r (ver(§) ) : 

lrt =-[o 9 o] • B = [o _1_ o] 
2 

Logo, 

... -[- t l 
Agora, cumpre verificar se alguma variável não-básica deve 
ingressar na base, ou se, alternativamente, a solução é ó
tima. Isto se faz com recurso à relação 0, com ~qual são 
obtidos, diretame~te, os valores da cj-Zj, necessarios pa
ra esta verificaçao: 

Para a variável x1: 
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c 1 -Z 1 =c}= 7 + [o - 1.5 o] m- - 1 
2 

Para a variável x2: 

c -z -=c 1 = 8 + [o - 1.5 o] ~]= 5 2 2 2 

Para a variável X 5: 

I 

cs-Zs=cs o + [o - 1.5 o] m--t 
Os mesmos resultados se acham no Quadro I I, página 16. 
Verifica-se, assim, diretamente, sem a pivotação, a 
partir dos dados originais, que a variável a entrar, 
agora, na base, é x2. 

Para determinar a variável que deixará a base, impõe
se, antes, encontrar o vetor a~ que, no segundo quadro, 
corresponderia à variável x2. 

Basta recorrer à matriz a e ao vetor original a2, 
tipl icando-os: 

o 
.!. 
6 

_1_ 
3 

-Í 
6 

mui-

Cumpre, agora, identificar a variável que sairá da base, 
através do meno~ quoeien~e po~i~ivo entre os valores co-
1 !neares do n~vo veto: b, obtido em@, e o vetor aL a
Cima. Os quocientes sao: 

230/4, (170/3)+(1/3), (130/3)+(2/3); note-se que o Últi
mo, relativo a x 7 , não figura, pois é nega~ivo. 

O menor quociente é 230/4, relativo à variável x~, que se 
rã, portanto, substituída, na base, por x 2 . 

Surge, então, nova seqUência básica, formada por x2, x 3 , 

x6 e X7, as quais subentendem, na matriz original, a se 
guinte matriz B (de coeficientes das restrições), já exi 
bida na página 54. 
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o 

4 

o 

Sua inversa, B, já foi determinada (ver pag1na 54). Com 
ela, reinicia-se o ciclo, determinando-se, primeiro, o 
novo vetor b, prémultipl icando por ela o vetor b original. 
A seguir, determinam-se os novos multiplicadores n, pré
multiplicando a matriz~ pelo vetor formado pelos coefi 
cientes das variáveis básicas, na função-objetivo (estas 
multiplicações foram feitas, respectivamente, nas páginas 
55 e 59). De posse dos valores n, obtêm-se os discrimi
nantes c~, para as variáveis não-básicas x 1 , x 4 e x 5 , para 
verificar que a solução é Ótima: 

Para Xt: 

7 - [- 1 25 - 1 5 . . 

Para X4: 

o - [ - 1,25 - 1,5 

Para x 5 : 

o - [ - 1,25 - 1,5 

17 =--.. 

õl·[:]=-2. - o 4 

o 

Não havendo discriminante positivo, a solução é ótima como 
já verificado, aliás, no Quadro 111, página 16. 

Pode-se, desta forma, resolver o problema de programação 11 
near operando, sempre, a partir dos dados originais, sem r~ 
correr às iterações sucessivas dos quadros do simplex conven 
cional, o que representa, do ponto de vista da precisão, uma 
vantagem significativa. A técnica do simplex revisado pode, 
também, ser muito útil para quem deseje utilizar um comput~ 
dor digital, mas não possúa, nem poss:aconstruir, um progra
ma para executar o simplex convencional, possuindo, no en -
tanto, um bom programa de operações com matrizes. Simples -
mente utilizando produtos matriciais e inversões,é possível. 
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encaminhar toda a solução do problema. 

Cabe, ainda, uma observação: A cada troca de variável, na 
base, impõe-se calcular uma nova matriz B. Em lugar, po
rém, de inverter, a cada passo, a nova matriz B, corres
pondente à seqUência básica vigente, pode-se obter a no
va matriz inversa a partir da anterior, tirando partido 
do fato de que a Única diferença entre a matriz B atual 
e a anterior reside numa coluna, correspondente à substi 
tuição de uma variável básica por outra, não-básica. -

Suponha-se que, alcançada a situação do segundo quadro, 
com a seqUência básica x~, x 3 , x 6 e x 7 (primeira itera -
ção), chegou-se à conclusão de que a seguinte seqUência 
básica seria x 2 , x 3 , x 6 e x 7 • A nova matriz B só diferi
rã da anterior pela coluna da variável substituida, isto 
é, a primeira. 

Procede-se como segue, para obter a nova matriz inversa: 

1. Tomar a coluna a, dos coeficientes, no quadro original, 
da variável que ent~a na base e obter, por prémulti 
plicação por 6, a coluna que lhe corresponde no qua~ 
dro atual (esta operação, de qualquer forma, é indis
pensável, para determinar, como vimos anteriormente, 
a variável que deixará a base - ver 0). 

a'=B•a 

I 
3 

2 
3 

2. Criar a matriz E', pela inclusão do vetor coluna as
sim obtido, numa matriz identidade, ocupando, nesta, 
a mesma posição que a ocupa na matriz original, B. 

Logo, 

E'= 
.!. 
3 

~ 
3 

-.i 
3 

3. Gerar a matriz E, a partir de E', operando sobre os 
elementos da coluna substituida, da forma seguinte: 
O elemento pivotal é o que se acha na diagonal prin 
cipal da matriz; substitui-lo pelo seu inverso.Divi 
di r os demais elementos da coluna pelo elemento pivo 
tal, tomado este com sinal contrário. -

No caso, tem-se: 
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1 
4 

-l. 
E 

12 

-l. 
6 

2. 
12 

4. Finalmente, a nova matriz B, denominada B', sera ob 
tida por 

1 1 
4 4 

-1.. l. -l. 1 
12 o 6 12 6 

B'=E·B= 
-l. 2 -l. 2 

6 o -3 6 -3 

5 5 5 5 
Ti -6 l2 -6 

CONCLUSÃO 

Um diagrama de b 1 ocos, descrevendo o encaminhamento do 
"Simplex Revisado", encerra este tratamento dos proce
dimentos gerais da programação 1 inear. Seguem-se, no 
curso, os algoritmos especiais, para a solução de pro
blemas de transporte e adjudicação. O instrumental aí 
está, à disposição do aluno. Mas ele de pouco lhe vai~ 
rã, se não se dispuser ao esforço de desenvolver sua 
imaginação criadora, para discernir, na prática, situa 
ções suscetíveis de representação por um modelo de prÕ 
gramação linear, bem como sua aptidão para, identific~ 
da a possibilidade de aplicação do método, dar forma à 
função-objetivo e às restrições aplicáveis ao problema 
O simples domínio da metodologia de álgebra 1 ineaG con 
tida no Simplex, não basta para tanto. r preciso exerci 
ta r- se na c o n s t r u ç ã o d e mo de 1 os ' p a r a ' a t r a v é 5 do e s f o r 
ço continuado, desenvolver estas aptidões. 
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.:OHSTRUIR 

QUADRO 

oNICIAL 

ID~TI ... ICA .. A 

VARIA1VEL. QUE 

ENTRA NA BA.S!: 

tXel !: A QUE A 
DEIXA I XLI 

CONSTRUIR A 

HATRIZ B PARA 
A 31!:QUÊNCIA 
BASICA INICIAL. 

DETI!:RHINAR 

A INVERSA 

/3 - e-• 

CAL.CUUR os 
HULTIPLICAOOR!:S 

-lit- cb ·ta 

CALCULAR 

b
1

• fJ. b • 
% - -1Tt. b 

PARA CADA VARIA•-

VEL. NÃO -8ÁSICA • 

X•, CALCULAR 

c•· c,+'t"rt, a, 

c I 
INICIO 

IO!:HTIP'ICAR 

PELO 

SIMPLEX REVISADO 

) 

CALCUl-AR NOVA 

HATRI'Z (3: 

fl-E·fl 

CRIAR A HATRIZ E
1 

E A HATRIZ E, 

I OENTl~CAR NOVO 

XL • PELO H{N lHO 

b'i I (O•) I. PARA 

CALCULAR A 

COl.UNA DI!: Xe: 

a'.- (J. ao 

l*lPora maximização; se minimização, a pergunta 
será :"Há algum C~<O ? • 
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6. OS PROBLEMAS DE TRANSPORTE 

Os problemas de transporte dizem respeito à distribui 
ção de um produto por diversos pontos de destino, ã 
partir de diferentes origens ou fontes de abastecimen 
to. 

As grandezas que surgem no problema referem-se à mes
ma unidade e cada fonte de suprimento é caracterizada 
por uma capadidade máxima de fornecimento, enquanto 
que cada ponto de destino é definido por sua demanda. 

O transporte de uma unidade de produto, de uma deter
minada origem até o ponto de destino, faz-se sob de-
terminado custo. O problema consiste em deffnir uma 
tabela de distribuição que estabeleça quais as ori-
gens que fornecerão aos diferentes pontos de destino 
e as respectivas quantidades, de forma a que seja mí
nimo o custo total da operação. 

6.1. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE TRANSPORTE 

O problema de transporte, como atualmente é conhecido 
possui a seguinte formulação: 

"DETERMINAR O PROGRAMA DE TRANSPORTE X .. QUE MINIMIZE: 
I J 

z = E c .. X X •• 
i ,j I J I J 

SATISFEITAS AS RESTRIÇOES 
n 

(i= 1 ' ••• 'p) • EI X •• a. 
J= I J I 

p 

i~l X •• == b. (j=l, ... ,n) 
I J J 

xij ~o (i=l, ... ,p; j=l, ... ,n) 

p n 
i~l ai = j~l bj

11
' 

Devido a suas características espec1a1s, o problema 
pode ser abreviado na forma do quadro da figura 1. 
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s 1 
. . . n CAP 

'NS 

Xn x,. 
1 . . a, 

I c,, I c,. 
. . . . 
. . . . . 
. . . . . 

Xp, XPn 
p . ap 

I Cp, I CPn 

DEM b, . . . bn 

Figura I 
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6.2. SOLUÇÃO BÁSICA INICIAL 

O primeiro passo, na resolução de um problama detrans 
porte, consiste em determinar uma solução compatível 
básica inicial viável, isto é, que atenda às restri
ções marginais (demandas e capacidades), possua n+p-1 
variáveis básicas e seja compatível, ou seja, a par
tir do quadro original, com as variáveis básicas de
terminadas, por reduções sucessivas de uma 1 inha ou 
coluna que possua apenas uma variável básica se redu
za o quadro original a um quadro lxl, ou seja, uma 
célula com a última variável básica a ser eliminada. 

Uma base é uma solução viável de um problema. 

Variáveis não básicas são aquelas que não estão na ba 
se e portanto nulas; variáveis básicas são as que com 
pÕem a base e portanto podem ser não nulas. 

Todos os métodos ou algoritmos que serão abordados nes 
te livro tem a propriedade de fornecer uma solução ba 
sica compatível. 

~ 1 2 3 CAP 

1 10 10 20 

2 5 10 15 
3 25 25 

DEH 15 10 35 60 
Figura 2. 

Exemplo de Solução 
Compatível Viável 

~ 1 2 3 CAP 

1 5 15 aJ 
2 15 15 
3 5 aJ 25 

DEH 15 10 35 ff) 

Figura 3. 

Exemplo de Solução 
Não Compatível Viá 
vel -

Obs.: Os custos C .. foram omitidos propositadamente. 
I J 

Uma solução não compatível não pode ser tratada pe
los algoritmos de otimização conhecidos, mas poderá 
ser explorada nos casos de multiplas soluções óti
mas de um problema. Esta situação será abordada opo~ 
tunamente. 

6.3. CAPACIDADES E DEMANDAS DESIGUAIS 

Seja o problema formulado em 6.1: 

n 
Sujeito a J~l Xij a i' i cl '2' ... 'p 
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e ~ X •• b.' J 1, 2, ... , n 6.3 
I= 1 I J J 

xij ~ o 6.4 

Em mui tos casos reais, na o se verifica a condição 

Basta eara tanto, que a soma das capacidades das ori
gens nao seja igual à das demandas dos destinos. 

Nestes casos, para se adaptar o problema real ao mode 
lo de transportes, tal como descrito nas equações an~ 
teriores cria-se segundo o caso, um destino fictício 
ou uma origem fictícia, com, respectivamente, demanda 
ou capacidade capaz de satisfazer a condição 6.5. Os 
custos correspondentes são considerados nulos. 

A condição 6.5 faz com que'o problema sempre tenha so 
lução viável e, conseqUentemente, tenha solução Õtimã 

6.4. DEGENERESC!:NCIA 

Em qualquer fase de um problema de transporte, o núme 
rode células ocupadas deve ser p+n-1, onde pé o nú~ 
mero de origens e n é o de destinos. 

Se surgem mais de p+n-1 consignações, há um erro na 
solução; se .surgem menos de p+n-1 consignações, está 
caracterizada uma solução defenerada, que pode decor
rer de erros, mas freqUentemente emana das próprias 
condições do problema. 

Uma degenerescência implica na impossibilidade depros 
seguir nas iterações, pois surge uma descontinuidade 
no quadro, que impede o cálculo dos valores de U e V, 
ou, se tal não ocorre, a solução ingressa num ciclo 
de iterações sucessivas que não conduzem a progresso. 

Degenerescência na solução de partida. 

A igualdade entre os totais marginais, no momento 
se fazer uma consignação a uma célula, na solução 
partida, pode causJr uma degenerescência. 

Esta dificuldade pode ser contornada, fazendo-se 
consignação, de "Valor Zero", onde necessário 
prosseguir no cálculo. 

6.5. MÉTODOS DE OBTENÇÃO DE UMA SOLUÇÃO 
COMPATIVEL BÁSICA INICIAL VIÁVEL 

de 
de 

uma 
para 

Nesta secção serão abordados três métodos de obtenção 
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de uma solução compatível básica inicial viável. O 
primeiro deles, pela sua importância didática e sim
plicidade, trata-se do "Método do Canto Noroeste", o 
segundo por ser um método consagrado, apesar de novo 
pois foi desenvolvido em 1955, trata-se do "Hétodo 
de Vogel", e o terceiro, por ser a mais recente con
quista na obtenção de solução inicial, proposto por 
autores brasileiros, trata-se da "Solução Inicial de 
Rodrigues". 

Existem ainda, var1os outros métodos de obtenção de 
solução inicial que não serão abordados por se situa 
rem, em eficiência e importância, abaixo dos aqui a~ 
bordados, como por exemplo o "Método do Custo 11Íni
mo11, o 11 Método de Aproximação de Russel 11 e outros. 

Todos os métodos aqui abordados sofreram modifica
ções, em relação aos seus originais correspondentes, 
para se precaverem do possível surgimento de degene
rescências na solução durante a sua utilização. Tais 
modificações não prejudicaram a sua heurística origi 
nal, tornando-os apenas mais eficientes. -

6.5.1. MÉTODO DO "CANTO NOROESTE" 

Uma primeira solução pode ser obtida de forma práti
ca através do "Método do Canto Noroeste". Esta deno
minação provém do fato de se iniciar o preenchimento 
do quadro de distribuição sempre pela interseção da 
primeira linha com a primeira coluna, no canto supe
rior esquerdo do quadro (o "Canto Noroeste", se refe 
rido à disposição habitual, nas cartas, dos pontos 
cardiais). 

Procedimento 

Toma-se o menor dos valores marginais (restrições)da 
primeira linha e da primeira coluna e atribui-se es
te valor à célula situada no canto superior esquerdo 
do q u a d r o ( C a n to No r o e s te ) • Ta 1 c o n s i g ;1 ação i r á e s g o 
tara demanda do primeiro destino ou a capacidade da 
primeira origem ou, ainda, ambas, se os totais margi 
nais forem iguais. Prossegue-se, sempre realizando 
deslocamentos para a direita ou para baixo, dependen 
do de qual restrição foi totalmente satisfeita, se 
foi a demanda de um destino o deslocamento será para 
a direita, se foi a capacidade de uma origem, odes
locamento será para baixo, se ambos, o deslocamento 
será para a direita com consignação nula para esta 
célula para previnir-se da ocorrência de uma degene
rescência na solução de partida. O processo é encer
rado quando se tiver esgotado a demanda de todos os 
destinos e a capacidade de todas as origens, obten
do-se, assim, um programa de transporte que consti
tui uma solução compatível básica inicial viável do 
problema proposto. 
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IS 1 2 3 4 CAP 

s 

180 20 

1 -1-

I 17 I I 1 24 1 54 

200 

13 

~ -~ 
100 60 

2 160 

I 8 I 30 li 36 I 26 

~ --
3 

50 90 

I 1 42 I I 
140 

20 28 45 

DEM 180 120 110 90 500 

Figura 4 

Quadro de exemplo, "Canto Noroeste". 

~ 1 2 3 4 CAP 

s 

15 - - 5 
1 20 

I 9 I I 5 lo ~ 
~ 15 (Õ\ 

2 -~ 

~1F.-
15 

I 7 I 6 lo 
:\ 

3 
I 10-r--- 25 3S 

I 6 I 7 ·~- ~ 
DEM 15 20 10 25 70 

Figura 5 

Quadro de exemplo de degenerescência na solução 

de partida. 
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6.5.2. MÉTODO DE VOGEL MODIFICADO 

Em 1955, W.R.Vogel desenvolveu um método que permite 
a determinação de uma solução de partida bastante a
proximada da solução ótima e freqUentemente com ela 
coincidente. Este método tem, sobre o do "Canto Noro 
este", a vantagem de economizar iterações subseqUen-= 
tes. Em 1977, N.A.Leonel introduziu modificaçÕes no 
método original de Vogel, visando três objetivos: 

1) Facilitar sua utilização em computadores. 

2) Eliminar as degenerescências que porventura ocor
ram, forçando a ocupação das células mais apropr~ 
a da s , c o m q u a n t i da de z e.lt o • 

3) A possibi 1 idade de estender o emprego do método 
aos problemas de adjudicação ("AssignmentProblem" 
na literatura técnica norte-americana). 

Procedimentos 

a) Calcula-se a diferença entre os dois menores cus
tos de cada 1 inha e de cada coluna ainda não eli
minada. Se apenas um custo restar a ser considera 
do, a diferença deverá ser igual a ele próprio.-

b) Buscar a linha ou coluna com maior diferença e, 
nesta, a célula com o menor custo, dentre as que 
não pertençam a qualquer coluna ou linha já elimi 
nadas. 

c) Consignar a esta célula o maior número 
de unidades, isto é, o menor dentre os 
res marginais, capacidade e demanda, 
destes o valor consignado. 

possível 
dois valo
subtraindo 

d) Eliminar a linha ou coluna cujo requisito margi
nal foi atendido. Se ambos os requisitos margina-
is foram atendidos, simultaneamente, surge uma 
degenerescência na solução de partida, a qual é 
resolvida eliminando-se apenas uma dentre as duas, 
linha ou coluna; a escolha se fará considerando
-se o número de situações análogas já ocorridas, 
inclusive a presente, se este número for ímpar, a 
linha deve ser eliminada; se par a coluna. Se ape 
nas uma linha ou coluna restar a ser eliminada, a 
solução está completa. Senão retorne ao passo a). 

6.5.3. MÉTODO SIRO -SOLUÇÃO INICIAL DE RODRIGUES 

Trata-se de solução recentemente proposta em períod~ 
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Figura 6 

Quadro de exemplo do Algoritmo de Vogel Modificado. 

Pode-se verificar que a solução encontrada é ótima. 
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co brasileiro, com o tftulo "Desenvolvimento de uma 
nova solução inicial'', comentada, posteriormente, em 
edição ulterior do mesmo periódico, por outro autor, 
que deu ao método a denominação de "Solução inicial 
de Duas Etapas" e que, no trabalho desenvolvido como 
dissertação de mestrado, com tftulo SOPTA, recebe o 
título atual SIRO. 

Procedimentos 

a) Somar os custos unitários de cada linha. 

b) A partir da linha de maior soma de custos, uma a 
uma, até a última linha, realizar as operações da 
alínea "c". 

c) Para cada célula da linha, pertencente a coluna 
ainda não eliminada, calcular a diferença entre o 
custo unitário da célula e o menor custo dentre os 
das células da coluna correspondente, que não per 
tençam a linhas já eliminadas. A partir da célula 
que possuir a menor diferença, atribuir a cada 
uma o menor dentre os respectivos valores margi: 
nais, deduzindo destes o valor adjudicado, ate 
que a linha seja totalmente satisfeita, eliminan
do-se as colunas cujo valor marginal tenha sido 
esgotado. Se ao esgotar-se o valor marginal da I i 
nha, o da coluna também o for, uma degenerescêncT 
a surgiria na solução de partida, neste caso, pa7 
ra resolvê-la, a coluna deve ser eliminada e a li 
nha não o deve ser, restando um valor marginal i
gual a ze~o, a inserir na próxima célula a preen
cher, da I inha, obedecida a já mencionada ordem 
crescente das diferenças, quando, então, a linha 
será eliminada. 

Considere-se o problema a maximizar, expresso 
Figura ]. 

~ 1 2 3 CAP 
G 

1 r;; rs; ~ 
40 

2 r;; ~ ~ 30 

3 r;-; í-H ~ 20 

DEM 30 40 20 90 

pela 

Fi9ura 7 
Problema (*) Exemplo de Aplicação da SIRO 

* Este problema é de Maximização. 
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O valor M da célula (3,2) indica que não é possível o 
fornecimento da origem 3 para o destino 2. M deve ser 
uma valor muito grande comparado com os custos e é 
precedido do sinal menos (-) por se tratar de um pro
blema de maximização, forçando a não utilização da c~ 
lula na solução 6tima. 

Como o problema é de Maximização, os seus custos de
vem ser tratados com o sinal contrário aos da figura 
apresentada. 

a) Soma dos custos das linhas: 

b) 

c) 

Linha Soma 

Portanto 

1 '2 1 i nha 
2'2 1 i nha 
3~ 1 i nha 

Linha 3: 

Célula 

( 3. 1 ) 
( 3. 2) 
( 3 • 3) 

1 
2 
3 

a 

3 
2 
1 

-153 
-123 

M 

ordem sera: 

soma M 
soma -123 
soma -153 

Diferens:a 

-18 - (-30) 
M - (-52) 

-56 - (-71) 

12 
M' 
15 

Portanto, 

1'2 célula 
2~ célula 
3'? célula 

a ordem de preenchimento das células e: 

( 3. 1) 
( 3. 3) 
( 3. 2) 

A célula (3,1) é preenchida com 20 unidades, satisfa 
zendo-se a linha 3 e restando 10 unidades, a serem 
distribuidas na coluna 1. A I inha 3 é eliminada. 

b) Linha 2: 

c) Célula 

( 2 • 1 ) 
( 2. 2) 
( 2. 3) 

Diferenca 

-18 - (-30) 
-40 - (-52) 
-65 - (-71) 

Portanto, a ordem e : 1'? 
2'2 
3~ 

12•~empate entre dife-
12• renças 
6 

célula 
célula 
célula 

( 2. 3) • 
( 2 • 1 ) • 
( 2. 2) . 

A célula (2,3) é preenchida com 20 unidades, a colu
na 3 é eliminada; a célula (2,1) é preenchida com 10 
unidades. Neste ponto ocorre um empate entre as res
triç~es marginais; portanto, s6 a coluna é eliminad~ 
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ficando a linha com capacidade ze~o. que é adjudicada 
à próxima célula, na ordem das diferenças, a célula 
(2,2), o que permite, finalmente, eliminar a linha. 

b) Linha 1: 

c) Célula 

( 1 • 1 ) 
( 1 • 2) 
( 1 , 3) 

Diferença 

eliminada 
-52 - (NADA) 
eliminada 

-52 

Apenas a célula (1,2) pode ser utilizada; preenchida 
esta com 40 unidades, é eliminada a coluna 2, restan 
do, como capacidade da linha, o valor ze~o. que deve~ 
ria ser adjudicado à próxima célula. Como não há ou
tra célula, pois todas as colunas já foram eliminadas, 
o método é encerrado com a solução inicial completa, 
pois foram feitos "n+p-1" lançamentos, corresponden
tes às variáveis básicas, o que equivale a eliminar 
"n" colunas e "p-1" linhas. A figura 8 mostra esta so 
lução. 

CAP 

40 
30 
20 

DEM 30 40 20 90 
Figura 8 
Quadro resultante do problema 

Pode-se verificar que a solução obtida é Ótima e tam
bém que possui soluções ótimas alternativas, pois ao 
se aplicar o método da Dualidade, "C. -U.-V." é zeJr.o 
para a célula (1,1). "Quando ocorre 1 jo 1 empate entre 
diferenças, o método programado adota a ordem de me
nor para maior Índice da coluna (poderia ser qualquer 
outro critério, desde que uma delas preceda a outra, 
na ordem de escolha das células)." 

6.6. MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO DE SOLUÇÃO 
COMPATIVEL BÁSICA 

Os métodos que se seguem são métodos iterativos e tem 
por base avaliar se a solução apresentada é ótima ou 
se pode convergir para uma solução mais próxima do 
Ótimo, caso em que a atual solução sofre uma modifica 
ção na base surgindo a nova solução, e assim sucessi
vamente até que se encontre a solução ótima. 

Os métodos apresentam ainda a característica de, em 
presença da solução ótima, indicar se o problema apr~ 
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senta soluções ótimas alternativas. 

6.6.1. MÉTODO DAS ALPONDRAS 

O método das alpondras consiste em avaliar sistemati
camente, uma a uma, as possibilidades ·de modif[car a 
solução, atribuindo-se uma unidade de produto às célu 
las vazias do quadro e verificando se esta modifica~ 
ção aumenta ou diminui o custo total. Se o aumenta, a 
hipótese é abandonada; se o diminui, a possibilidade 
é expto~ada ao máximo, consignando-se a esta célula o 
maior número possível de unidades, e assim sucessiva
mente, até que não haja mais possibilidade de qual
que~ mudanía ~ue reduza o custo, quando se terá cheg~ 
do a soluçao otima. 

Para avaliar uma hipótese de alteração da distribui
ção, é fundamental conhecer o "c.i~c.ui.to de atpond~a.-6" 
por onde passar para, partindo da célula vazia, vol
tar a ela, "pi.6a.ndo" sempre sobre células já ocupadas. 
Os vértices deste circuito indicam as células onde de 
verá haver adição ou redução de uma unidade, a fim de 
que, respeitadas as condições marginais, se possa a
tribuir uma unidade à referida célula vazia. Para ca
da célula vazia, há um e somente um circuito possível 
e qualquer circuito terá número par de vértices, en
tre eles a própria célula vazia. Quer percorrendo o 
circuito no sentido horário, quer no sentido anti-ho
rário, a partir da célula vazia, numerando-se os seus 
vértices, ter-se-á metade do circuito com vértices de 
numeração impar e metade com numeração par . 

. Somando-se, de um lado, os custos unitários dos vérti 
ces impares, que sofrerão acréscimos de uma unidade,e, 
de outro, os dos vértices pares, que sofrerão redução 
de uma unidade, ter-se-á a avaliação da hipótese: se 
predominar a soma dos vértices ímpares, haverá acrés
cimo de custo e a modificação será desvantajosa, caso 
contrário, será vantajosa e convém explorá-la ao máxi 
mo. 

Neste método, apenas se introduz procedimento preven
tivo para as degenerescências que surgem quando mais 
de uma célula par, no circuito, contém a mesma consi~ 
nação mínima. A providência consiste em 1 iberar ape
nas a primeira (*) das células de valor mínimo fican
do as demais ocupadas com valor ze~o. 

(*)Não importa em que sentido for percorrido o circuito. At
pond!ta..6 - "Pec:IJtM que ~veMam um ~o ou um ~bwo de 
uma p~ otLtlta mMgem". Denominação proposta, em português, 
ao método "Stepping-Stone'', do inglês, pelo Prof. Manoel 
Luiz Leão, titular de Pesquisa Operacional da UFRGS, Dire
tor do Centro de Processamento de Dados da UFRGS. 
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~ 1 2 3 4 CAP 
G 

cp------ ~ 1 1 10 I 5 15 
I 9 t I 5 ~I 6 I I O 

0----~-
I 

~ --------
I 5 I 20 

2 I 25 
i 1 1 :j 6 I 7 I 9 

0----·- ® 5 10 
3 15 

I 6 I 7 I 9 I 3 

DEH 5 15 25 10 55 

Figura 9 

Quadro de exemplo do algoritmo das Alpond~a~ modi
ficado. 

81 



6.6.2. MÉTODO DE DISTRIBUIÇÃO MODIFICADO 
(TAMBÉM CONHECIDO COMO MÉTODO 
DE DANTZIG OU MÉTODO MODII 

Para a descrição deste método é necessário que se defina an 
tes o Problema DUAL do problema de transporte, que é: 

O Problema Dual do Problema de Transportes. 

v 
n 

. 

X X 
1 1 1 2. 

I I 

. . . 

I 

I 

. . 

c c 1 l 1 2 

... 

. 

. 

. . . 

X X X ••• X 1n 2.1 22 2n 

I 

I 1 ... I 

. . . . . 

1 

I 

. . . . . 

1 I 

c c c ••• c 
1n 2 1 22 2n 

Satisfeitas as restrições: 

. . 

u1 

u2 +Vt 

u2 +V2 

. . 
u2 

. . 
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X X 
P1 P2 

. . . . . 
I I 

... I 

... I 

. . . . 

... 

. . . c c 
P1 P2 

. . 

. 
... 

. . . 

... 

. 
+V 

+V 

X pn 

1 

1 

c 
pn 

a 

a 

. 

a 

b 

b 

. . 

b 

< c11 

< c 12 

n :: c 1n 

:: c2.1 

:: C22 

n :: c zn 

1 

2. 

p 

1 

2 

n 



u 
p 

u 
p 

eU. e V. livres" 
I J 

ou resumidamente: 

''MAXIMIZAR Z' =I: a.U.+I: b.V. 
I I J J 

Satisfeitas as restrições: 

U. é uma variável livre (i 
I 

Vj é uma variável livre (j 

~ 

< 

+V ~ n 

I ' ... , p) ' 

I , ... , n) , 

ui+ vj:; cij (i= l, ..• ,p; j = 1, ..• , n)." 

c 

c 

c 

Representando por X= (Xij) uma solução do primai e 

por U = (U.) e V= (V.) uma solução possível do DUAL, 
I J 

pode-se, então escrever: 

z - Z' I: C •• X .. - I: a. U. - I: b.V. 
• • I J I J I I 

j J J I,J 

z - Z' I: C •• X .. - I: u .• I: X .. - I: v .. I: X .. 
• • I J I J I j IJ j J i I J 
I 'J 

z - Z' I: C •• X .. - I: U .. X .. - E V .. X .. 
i. j I J I J i • j 

I I J i • j J I J 

z - z I I: (c i j - u. - v j) X .. ~ o 
i • j I IJ 

pois z :: z I • 

Z 1 (max)---. 1 .. - Z(min) 

P1 

P2 

pn 

Para a solução ótima do PRIMAL e do DUAL, Z = Z', isto 
é, a cada par "ij", deverá ser nulo um dos dois valo
res, X .. ou (C .. -U.-V.), para que se anule o somátorio 

I J I J I J 
de produtos cujos fatores são necessariamente positi
vos. 

Procedimentos do Método de Distribuição 

O método de distribuição modificado atribui valores es 
pecíficos para U. e V., de modo a ter C .. -U.-V. = 11 nãS 

I J I J I J 
células para as quais X .. >0, isto é, para as variáveis 

I J 
básicas. Nas células restantes estão as variáveis não-
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---- ·- ... ------------

básicas e, portanto, nulas. 

E 
i • j 

Logo, a soma 

é nula 

Entretanto, devem ser verificados os valores de C .. -U.-V. 
IJ I J 

resultantes para as variáveis não-básicas, pois deve-se 

ter C .. -U.-V. > IJ para todas as células. 
I J I J -

Um valor de C .. -U.-V.<tl implica na violação de uma res 
I J I J 

trição e a solução correspondente não é viavel para o 

dua I. 

O valor de Z pode ser expresso como abaixo: 

Z = Z' + E (C •. - U. -V.). X .• 
i 'j I J I J I J 

Lembrando que o valor deZ' corresponde a uma solução in 
viável para o dual, conclui-se que a variável não-bási.:
ca X •• , que corresponde ao coeficiente mais negativo 

I J 
C .. - U. -V., deve ser incluída na base. Isto é feito 

I J I J 
com auxílio do circuito de alpondras. A seguir, determi 
nam-se os novos valores de U e V, e assim sucessivamen~ 
te até obter-se: 

E (C •• -U.-V.) .X .. =f,J 
i 'j I J I J I J 

e C .. -U.-V>tl 
I J I -

Para i = 1, ..• , p e j = 1, ••• , n 

Exemplo de Aplicação do Método de Distribuição 

Considere-se o programa obtido anteriormente, pela apl~ 
cação do processo do canto noroeste, onde foram preen
chidas as células 1,1; 1,2; 2,2; 2,3; 3,3 e 3,4. 

O primeiro passo consiste em determinar os valores de 
ui e vj tais que cij - ui - vj = lJ para as células on-

de X .. >tl. Como o problema tem n+p-1 restrições indepen-
1 J 

dentes e como há n+p variáveis Ui e Vj' uma delas pode 
ser arbitrada. 

Habitualmente, começa-se por fazer u1 = IJ. 

A partir desta adjudicação pode-se determinar os demais 
valores deU. e V., utilizando as células preenchidas, 

I J 
pois, para elas, C .. - U. -V. = tl. 

I J I J 

84 



c 1 1 - u 1 - V1=0 ou 17 - o - V1=0, onde VI 17. 

C12 - U! - V2=0 ou 13 - o - V2=0, onde v2 13. 

C22 - u2 - V2=0 ou 30 - u2- 13=0, onde u2 17. 

C23 - u2 - V3=0 ou 36 - 17- V3=0, onde v3 19. 

C33 - U3 - V3=0 ou 28 - u3- 19=0, onde u3 9. 

C34 - U3 - V4=0 ou 45 - 9 - V4=0, onde v4 36. 

A Figura 1 o mostra os valores de u e v resultantes. 

V!=17 V2=13 V3=19 V4= 36 

1 2 3 4 CAP 

1 
180 20 

200 
U2=17 

2 160 
UJ= 

3 140 

DEM 130 120 llO 90 500 

Figura 1 o 
Quadro de exemplo Método de Distribuição 
Modificado. 

Após todos os valores de U. e V. serem determinados, 
procede-se ao cálculo de C~ .-U.1 ~V. para as células 

IJ J 
não ocupadas. Este valor fornece a repercussão sobre 
o custo total da transferência de uma unidade para a 
referida célula. Se o resultado for positivo, não há 
vantagem em a utilizar; se negativo, é conveniente 
sua utilização. 

Ava I i ação das células vazias: 

Célula c .. - u. - V. Vantagem na utilização 
I J I J 

( 1 '3) 24 o - 19 5 Não 

( 1 '4) 54 o - 36 18 Não 

( 2, I) 8 - 17 - 17 -26 Sim 

( 2 '4) 26 - 1 7 - 36 -2 7 Sim 

( 3, I) 20 - 9 - 17 -6 Sim 

( 3 '2) 42 - 9 - 13 20 Não 
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Em geral opta-se pela utilização da célula para a qual 

o valor de C .. - U. -V. seja "o mais negativo", isto 
I J I J 

é, MAX j(C .. -U.-V.)j/(C .. -U.-V.)<O 
I J I J I J I J 

Opta-se, assim, pela célula (2,4), para a obtenção da 
primeira solução melhorada, figura 11, aplicando-se o 
método das alpondras. 

Para prosseguir, é preciso recalcular os valores de Ui 
V., pois a modificação feita alterou a base. 

J 

~ 
V1=l7 V2=l3 V3=-8 V~o=9 

1 2 3 4 CAP 
G 

u =O cr, ----- ~ 20 
::;:~~ 

,,-,'\ 
I+~ St 

1 I 180 '-~~ 
\ , ,_, 

1 I 

1 I 200 i 1 17 13 I 24 I 
54 

I , ... -.. , ~~----- -----.. - ... -
f U2=l7 f , ' 

I ' 
f • 

I 

\::~,.' 100 •+2 7! 60 . ' ... _ .. ' . I 

2 tI I I 
I 160 8 30 36 I 26 I 
I 

U3=36 0----,-',- --- ---,'- ... \ ------:.-+-~ 
I ' llO 30 1-3 3• \ -7 I \ , .. _,, 

3 
'-, 

I I I 140 
20 42 28 45 

DEM 180 120 llO 90 500 

Figura I I 

Quadro de exemplo, primeira solução melhorada pelo 
Método de Distribuição. 

OBS: Os valores de C .. - U. -V. para as células va-
I J I J 

zias aparecem no quadro dentro dos círculos 

pontilhados. 
A célula (3,1) cujo valor Cij- Ui- Vj é -33, 

é escolhida, obtendo-se o quadro da figura 12. 
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2 

13 1 

w.·---- -cr 
: 150 .. ,...:.5:....:0~-l 
I I I t 17 ' 

U2.=l7 
70 

30 
2 I 8 

30 
1 2 o r 

42 

DEM 180 120 

Figura 12 

Segunda solução melhorada. 

3 4 

,"- \ , ... -\ 
l,-1) 1;'"45: 

1 24 1 54 

I 36 

llO 
r 28 

llO 

90 

I 26 

1 45 

90 

CAP 

200 

150 

140 

500 

A célula {2,1} é escolhida, obtendo-se o quadro da 

figura 13. 

~ 
V1=l7 V2.=l3 Va=25 V4=35 

1 2 3 4 CAP 
G 

U1=0 cp----- -------- cp ,-···\ _, , \ 

120 1 -J I '+ 191 
I 80 

!I 
'-~ 

, \..__.1 

1 li 17 I I 3 I 200 
24 54 

U2.=-9 I (:;6: / ', I 70 ~2~1 90 I 
I ' , 160 2 +I 8 I 30 !I 36 I 26 

Ua=3 1@----- - --__ , _,_,~ 
fG5 11n 

,~ .... 
·~2~) I, +7) 30 ' -' 

3 I r 42 I I 140 
20 28 45 

DEM 180 120 llO 90 500 

Figura 13 

Terceira solução melhorada. 
A célula (1,3), (única com C .. -U.-V. negativo, -1) 
é escolhida, obtendo-se o qu1dro 1 daJfigura 14. 
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~ 
V1 =16 V2 =13 V3 =24 V~=34 

1 2 3 4 
G 

/+ j', / 
•+2 OI U1 =0 I 120 80 \ I ,_, '-' 

1 I 17 I I 3 r 24 1 s4 

U2 =-8 
,-, , .... -, 

70 
(+2 S) •. + 2 o! 

qn 2 ,_/ ' ... -" 

I I r r 26 8 30 36 
U3 =4 (+2 ;l ,. ' 

I +1l 

llO \ I 30 \ / ,_ ... ,_, 

3 
I I r r 45 20 42 28 

DEM 180 120 llO 90 

Figura !4 

Quarta solução melhorada (é ótima). 

Que é a solução ótima do programa, pois, aqui, 
C •• -u.-v.<:o para todas as células. 

I J I J 

O retrospecto do custo 
Solução "Noroeste" 
I~ Solução melhorada -
29 Soluçao melhorada -
3~ Solução melhorada -
4~ Solução melhorada -

total em cada etapa é: 
13.930 
12. 31 o 
li . 320 
9.500 
9.420 (solução ótima) 
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6.6.3. OS PROBLEMAS DE ADJUDICAÇÃO I"ASSIGNMENT PROBLEM", 
DISTRIBUIÇÃO BI·UNÍVOCA OU ALOCAÇÃO) 

Existe um conjunto de problemas de programação linear 
que devido as suas particularidades são tratados por 
algoritmos ou métodos de solução particulares, tais 
como o caso dos problemas de transporte, os problemas 
de adjudicação, também conhecidos como problemas de 
"distribuição bi-unívoca ou 'Alocação'" ou ainda, 
"Assignment Problem" na I iteratura técnica Norte-Ame
ricana, são tratados, na literatura conhecida, por mé 
todo particular de resolução. 

Os probelams de Adjudicação possuem a seguinte formu
lação: 

H in z., .r. c1 • x X
1
.J. 

I, J J 

sujeito A: 

~ x1 j =a 1 j = 1 

,L X i j =b j 

X. ,;?:0 
I J 

p 
r a.= 

i=l 

a,=l 

b,=1 
J 

p = n 

I 

n r 
J=1 

(i .. 1,2, ... ,n) 

(J=1,2, ... ,pl 

(todo i e todo 

b. 
J 

(i=1,2, ... ,p) 

(i=1,2, ... ,n) 

j) 

As condições 6.6.3.6, 6.6.3.7 e 6.6.3.8 
os problemas de adjudicação como um caso 
dos problemas de transporte, como se pode 
pelas equações que definem um problema de 
6.1 a 6.5 e as equações 6.6.3.1 a 6.6.3.5 
mas de adjudicação. 

6. 6. 3. I 

6.6.3.2 

6.6.3.3 

6.6.3.4 

6.6.3.5 

6.6.3.6 

6.6.3.7 

6.6.3.8 

caracterizam 
particular 
verificar 

transporte, 
dos proble-

Devido as condições 6.6.3.6 a 6.6.3.8, esta classe de 
problemas apresenta como solução n variáveis X .. =1, ou 
seja, uma base degenerada, em relação a base ~Órres
pondente do problema de transporte, do qual é caso 
particular, com n-1 degenerações. E, razão desta si
tuação e como os algoritmos utilizados nos problemas 
de transporte não previam que as degenerações fossem 
resolvidas naturalmente pelos próprios, estes proble
mas são tratados por métodos particular de solução, 
" 11 • A partir das modifica-
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ções realizadas nos métodos de solução dos problemas 
de transporte, apresentados, já modificados, neste 
livro, esses tipos de problemas podem ser resolvidos 
também pelos mesmos métodos, como mostra o exemploda 
figura 15, resolvido pelo método de Vogel Modificad~ 

>< 
-
- >< 
- o 

- - >< 

........ ........ ........ 

:e - l:_ ...... l l:_ ........ -x 
·~ 
\::;-. - - IG ol:_ L: ...... l:_ ........ 00 o X 

LI'\ LI'\ N N - ...... t_ ol: ~ ........ -- - - o 

- - -
- -
- e 
-
6 

Figura 15 
Quadro de exemplo de um problema de adjudicação. 

Note-se que o método se adapta perfeitamente a este 
tipo de problema; pode-se comprovar, também que a 
solução é ótima, o que normalmente ocorre, pois es
ta é uma característica do método de Vogel, mesmo 
quando aplicado em problemas de adjudicação. 
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APENDICE I 

UM SISTEMA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE 
TRANSPORTE E ADJUDICAÇÃO EM COMPUTADOR 

O sistema foi programado na linguagem "ALGOL", Burroughs 
B-6700/B-7700, que oferece alguns recursos importan
tes neste tipo de aplicações. 

OpçÕes oferecidas o tornam utilizável tanto para fins 
didáticos como comerciais, oferecendo recursos impor
tantes para ambas as situações, sob custo muito bai
xo. 

Para a solução de partida 

a) NOROESTE: Método do Canto Noroeste Modificado. 
b) VOGELMODIF: Método de Vogel Modificado. 
c) SJRO: Solução Inicial Rodrigues. 

Para as otimizações: 

a) MINIMIZAÇ.l\0 ("Default") 
b) MAXIMJZAÇM 

Para o fornecimento dos dados ao sistema 

a) F o r ma to I i v r e 

O sostema pode resolver um ou mais problemas em cada 
execução, bastando, para tanto, fornecer os dados de 
cada problema logo após os dados do anterior. Pode-se, 
ainda, utilizar qualquer das opçÕes em cada problema 
fornecido. 

Para os resultados 

Os resultados são fornecidos de acordo com o valor X. 

a) X -1: Somente a solução ótima é listada. 

b) X 0: A solução de partida e a Ótima são lista-
das. 

c) X> 0: A solução de partida, que recebe numero 
(UM), as soluções intermediárias cujo nume 
ro é múltiplo de X e a solução OTIHA sãO 
I istadas. 

d) A cada iteração são fornecidos, ainda, se deseja-
dos: o número da solução, a célula utilizada para 
se obter esta solução, o custo da solução de parti 
da e o custo da solução atual. -
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A impressão dos resultados é feita em formato "matri 
cial expansível", que depende do tamanho da matriz e 
dos valores. 

DADOS DE ENTRADA DO SISTEMA 

As opções oferecidas pelo sistema, e, os dados de ca 
da problema devem ser fornecidos na seguinte ordem: 

Resultados desejados 

O valor "X" da opção deve ser fornecido através do 
atributo "vafue" da ordem de execução do sistema e e 
usado para todos os problemas desta execução. 
ex.: RUN SOPTA ; VALUE =X: 

Dados de entrada e outras opções 

Os demais dados e opções são fornecidos por um arqui 
vo de cartões, de nome "-Utanbpo,'t.te", na seguinte or-=
dem e formato: 

a) NÚmero de origens e destinos, formato livre. 

b) Opção de Partida, opção de otimização e opção (d) 
dos resultados; formato fixo, um cartão com lO(dezl 
posições contíguas para cada opção. 

c) Capacidade de cada origem, formato livre. 

d) Demanda de cada destino, formato 1 ivre. 

e) Custos unitários de transporte de cada origem pa
ra cada um dos destinos, formato livre. 

Ex.: (cada 1 inha corresponde a um cartão). 
RUN SOPTA; VALUE = -1; 
DATA TRANSPORTE 
3. 4 
NOROESTE .. M IN I M I Z E .. F A L SE ..... . 
200, 160, 140 
180, 120, 110, 90, 
1700, 1300, 2400, 5400, 
800, 3000, 3600, 2600, 
2000, 2400, 2800, 4500, 
EN D 

O exemplo acima especifica um problema cujo resulta
do desejado é apenas a solução Ótima, o problema con 
siste em três origens e quatro destinos sendo que as 
capacidades das origens são 200, 160 e 140 respecti
vamente e a demanda dos destinos 180, 120, 110 e 90; 
os custos unitários de transporte da origem 1 (um)pa 
ra cada destino são, respectivamente, Cr$17,00, Cr$ 
13,00, Cr$ 24,00 e Cr$ 54,00. 
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+-----~---------+---------+---------+---------+ 
I*DESTI I I I I 
1 * 

1 
1 1 2 1 3 1 CAP 

10RIG* 1 1 1 
I +-----+---------+---------+---------·---------+ 

1 
0 I 

I 

$30.001 

~o 1 

I 

$52.001 

I 

I 

$71.001 
40 

·-----+---------+---------+---------+---------+ 
10 I 20 I 

2 I I I 30 

~-----~---!!ª~ºº!---!~Q~QQ: ___ ~§~~QQ: _________ : 
20 1 

J I 1 20 
I I $18.00 1$9.999.99 1 $56,QQ 1 I +-----+---------+---------+---------+---------+ 
I I 

I DEM I 

I 

30 I 

I 

~o 1 

I 

20 I 90 

+-----+---------+---------~---------+---------~ 

PROBLEMA NRO: 1 A MAX, 

CUSTO SOLUCAO INICIAL SIRO )• $3.920,00 

CUSTO SOLUCAO ATUAL (SOL.NRO, 1)" $3.920,00 

DIFERENÇA CUSTO(SOL INICIAL-ATUAL) = $0,00 

A SOLUCAO NUMERO 1 E' A SOLUCAO OTIMA DO PROBLEMA, 

AS CELULAS A SEGUIR APRESENTAM CONDIÇÃO 

DE SOLUCOES OTIMAS ALTERNATIVAS.: 

2 • 2 ) : 

Figura 16 

Exemplo de saída do sistema. 
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APENDICE 11 

INVERSÃO DE MATRIZES- O MÉTODO DA ELIMINAÇÃO 

O algoritmo assenta-se na idéia de converter a matriz 
dada em matriz identidade, executando uma série de o
perações elementares sobre as linhas da matriz. O as
pecto interessante é o de que as mesmas operações,exe 
cutadas na matriz identidade que tem as dimensões (nx 
n) da matriz dada A, permitem chegar à inversão de A, 
isto é, a A- 1 

Veja-se, a seguir, como certa matriz A, não-singular, 
pode ser reduzida à matriz identidade (1), por meiooo 
uma seqUência de operações elementares como: 

1. Multiplicação de uma linha por um escalar a, 

(linha).<. .... a (linha).C 

2. Permuta de linhas, 
-+ (linha).-+- (linha) ... 

.{. K 

J. Substituição de uma linha [(linha).], pela soma 
dessa linha, (linha).{_, com outra -<.linha [(linha)!z] 
que pode ser previamente multiplicada por um esca-
1 a r, 

(linha).{_-+- (linha)i+a(linha)lz. 

Estas operações elementares podem ser caracterizadas 
pelas matrizes UI, u2 e u3. respectivamente. A pré-mu.!_ 
tiplicação da matriz A por U1 ou U2 ou U3 daria, em 
A, as operações elementares citadas. 

Exemplo: 

~ : :] [: : ;] [: ,: J 
o que equivale à operaçao (linha)3-+-a(linha)3. 

~ :] ~ :] [: 
2 

:] 
U2A o 2 

o 2 2 

o que equivale à operação (linha) 1 ~ (linha) 2 . 

t 
o 

:] t :J ~ 
3 

:] U3A 2 2 

o 2 2 
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o que equivale à operaçao (linha) 1 + (linha) 1 +(1inha) 3 

As três operações elementares, com auxílio das matri
zes U~, podem ser usadas para converter a matriz (A)em 
matriz identidade (J). Se, ao mesmo tempo, ou em momen 
to diverso, mas da mesma forma, as operações fossem 
aplicadas à matriz identidade 'r o resultado seria a 
matriz inversa de A, isto é, A- . 

Pois se: 

Ust··· Us~· .. u811 ·A= I 

com 8~=1 ou 2 ou 3, então, multiplicando-se cada mem
bro da equação por A-1 chega-se a 

U U U AA -t=rA-1 
St''' s~··· Sn 

esta equaçao se simplifica e fornece 

ust··· us~··· usni=A-1 

O algoritmo para computador pode ser formulado usando 
o que se chama de "matriz aumentada", que tem a forma 
[Ali], ou seja, 

a11 ~12 ......... a! 11 10 .... O 

[A I I J 01 .... o 

a 111 .: ••••••••••• • a
1111 

00 •••• 1 

O processo principia com a "normalização da primeira 
1 inha da matriz aumentada, o que se consegue mediante 
a divisão de seus elementos por a11 (pivô). Esta opera 
ção pode ser indicada, por meio da fórmula recursiva~ 
desta maneira: 

i=t, ... ,2n, 

em que o Índice superior "1 11
, de a~i, identifica os no 

vos elementos da primeira linha. Cabe notar que a: 1 =1~ 
o primeiro elemento da matriz identidade. 

O passo seguinte é reduzir os demais elementos da pri
meira coluna a zero, por meio de uma seqUência de ope
rações executadas pelas matrizes Ut e UJ. A implementa 
ção, no computador, de tal operação, faz uso da chama~ 
da "equação de redução". 

~ 
j 

2 , 3 ' ••• , t1 

1, 2, ••• , 2 n 

Essa equaçao reduz a zero os elementos que se acham fo 
ra da diagonal, na primeira coluna; além disso, alter~ 
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é claro, os elementos restantes da matriz aumentada 
neste primeiro 11 ciclo 11

• A matriz resultante tem, na 
coluna um, exatamente a coluna um da matriz identlda 
de. 

I ai o .. o .... o a12 lt'l au 
o I -a2J o .... : ~22 ............. 

au 
o 1. ... : 

o ai al 3u o o .... 1 n2 nn au 

O processo de 11 normalização 11 dos elementos da diago
nal e de redução a zero dos elementos fora da diago
nal, na metade esquerda da matriz aumentada, tem pr~ 
seguimento até que a matriz adquira a forma final -

o •••• o n n 
a.l2········a. • 1 n 

o 1. .•• o 

o o ••• ."1 n ·n 
a.n1 • • • • • • • • • • • ·a. nn 

com a matriz identidade à esquerda e a inversa à di
reita. 

As fórmulas de recursão abaixo incorporam os n"clclo~' 
necessários para efetuar a conversão: 

lz-1 
k ~ j=k, ••• ,2n 

a.kj = k-1 
a.kk k=1, ••• ,n 

.i= 1, ••• , n 
(.i I k) 

Obs.: (possível que um p1vo seja igual a zero. Nes
te caso é necessário uma pré-preparação da ma
triz original, realizando-se permutas de linhas 
com a finalidade de afastar os elementos zeros 
ou muito reduzidos da diagonal principal. 

( importante salientar que o produto dos pivôs 
dos n "ciclos" fornece também o dete-rminante da 
matriz original. Se uma permuta de linhas é re 
alizada, o sinal do determinante se altera. 

det[A]= (-l)P • Il 
k=l 

k-1 a.rzrz , onde p é o número de 

permutas realizadas. 

Os recursos necessários para inversão de matriz pelo 
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método acima sao: 
- espaço de memória para a matriz aumentada - (nx2n) 
-operações elementares (divisão, multiplicação esub 

tração) - 3n 3 - ..!..nL .l.n 
2 2 

M8TODO REDUZIDO DE INVERSÃO DE 

MATRIZES POR ELIMINAÇÃO 

Trata-se de uma versão simplificada do método ante
rior, onde se elimina a matriz indentidade da matriz 
aumentada, conservando-se as operações sobre ela rea 
1 izadas, por~m, realizadas sobre a matriz identidad~ 
que surgiria à esquerda da matriz aumentada. 

Tais simplificações resultam no seguinte conjunto de 
fórmulas de recursão: 

k 
Pivo 

k a .. 
-<.J 

-1 

k-1 
a~j 
Pivô 

k.-1 a .. -
-<.J 

k.-1 
-a.<.k 

--r-: 
PIVO 

j=k+1, ... ,n,1, ... ,k-1 

.<.= 1, ••. , n (.i!k) 

} .<.= 1, ..• , n 

Os recursos necessários, para este método, são: 

k= 1, n 

- e~paço de memória para a matriz original: (nxn) 
- numero de operações elementares (divisão, multipl~ 

caçao, subtração): 2n 3 - 2n 2 + n 

Comparando os dois métodos chega-se aos seguintes r e 
sul tados: 

Recursos Métod'kEiimi· Método Elimi· Diferença 
nação atriz nação Redy_ Pró -Redy 

Utilizados Aumentada zido zido 

MEMORIA (nx2n) (nxn) (nxn) 
OPERAÇOES 3n 3-+(n2 +n) 2n 3-2n2 +n n 3 -2n 2 -.!.n 

2 2 

Operações para 
N = 2 21 lO 11 

3 75 39 36 
4 182 1 o o 82 

1 o 2940 1 fl1 o 11 3 o . . . ... 
1 o o 2.994.950 1.980.100 1. 014.85 o 

97 



Exemplo de aplicação do método reduzido. 

Dada a matriz 

(i'. ,_' 2 3 4 

2 3 4 
A 

3 4 2 

4 2 3 

o método deve conduzir, sucessivamente, as seguintes 
outras matrizes 

ll= 1 ' PIV0=1 k =2' PIV0=-1 

2 3 4 -3 2 -1 -1 o 

-2 ~~f\ 
' ... ~' -2 -7 • 2 -1 2 7 • -3 -2 -8 -10 -2 ·:.4'- 4 \ I _, 

-4 -7 -10 -13 1 o -7 4 36 

ll=3, PIV0=-4 ll =li' PIV0=40 

- !1 !.2 
_ _l _,, _j_ .L _.L ll 

~ ~ ~o ~o ~ ~o 

.lQ_ -2 1.. 9 __l ...!.... .!! _j_ • ~ ~ • ~o ~o ~ ~o 

- _!_ 1.. -.l -1 _j_ .!..1. -.L ...L 
~ ~ ~ ~o ~o ~o ~o 

11 -9 ,'i; o; J.!_ -.L ..L J._ 
' ... -" ~o ~o ~o ~o 

a matriz resultante, após as quatro pivotações, deve 
ser a inversa da matriz original. Para comprova r, ba~ 
ta pré-multiplicar esta matriz pela matriz original e 
obter a matriz identidade. 

-.2.... .L .L ..!.!. 
~o ~o ~o ~o 

2 3 4 o o o 

4 
.!__ .L J.l _ _L 

2 3 ~o ~o ~o ~o o o o 
A ·A-1 

3 4 2 o o o =I 
.L Jl. _ _L J._ 
~o 40 40 40 

4 2 3 o o o 
.ll. _.2,_ ..L ...!... 
~o ~o ~o 40 
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No conjunto de fórmulas de recursão, do método reduzi 
do, não está previsto a ocorrência de pivôs iguais a 
zero, o que deve ser evitado. ~ma forma de se resol
ver o problema do pivô igual a zero é permutar a li
nha do pivô com uma outra linha que ainda não tenha 
servido de I inha pivotal e cujo elemento corresponden 
te à coluna pivotal seja diferente de zero. No entan~ 
to, deve-se guardar os índices das linhas permutadas, 
em uma "pilha" de permutas realizadas durante a pivo
tação, pois, no método reduzido, para que se obtenha 
a matriz inversa da matriz original, é necessário que 
se realize, na ordem inversa das permutas realizadas 
sobre as I inhas, as correspondentes permutas sobre as 
colunas de mesmo índice das I inhas na matriz resultan 
te das n pivotações. 

Por exemplo, dada a matriz 

r
"§) 2 1}~~~ô=0l:}) o] ;7~ô=) [ ~ ± 

A= 1 2 3 - 1 2 3 -.!. / .2. \ 
permuta 3 ',3.' 

3 o (.t 1U 3) O 2 1 o 2 

[-~ I 3 

-2.. 
I 3 

-.2. 
I 3 

-.!. 
5 

.1 
5 

_ _i 
5 

l. 
13 

-L 
13 

~ 
I 3 

2 

2 

-~] lz=3 5 
P i vô=-lf 

.:t,l----
1 5 
'• I 

~] -1 
=A 

13 

-L 
1 3 

[
f!J A -i%] 
.!. -~ 1.. çao 
13 13 13 """";;..-...-·~ 

fim da 
p~vot~ 

--h ·h -& 
~ 

1J r-~ .!. .!!. J [ 1 o o J I 3 13 13 

3 • 1.. -~ .!. O O =I 
13 13 13 

o -& -h --h o o 1 

Note-se que a p:rmuta pode se r com qualquer outra li 
p i vota l,c~ nha que ainda na o tenha servido como I i nha 

mo por exemplo a 1 i nha 2. 

lÕ' 
2 

:r) 
k=l r , 3}91 2 

J 
lz =2 

\ I 
Pivô=0 _, Pivô= 

_., 
Plvo=1 2 

A= 1 2 o 2 1 o ti~ 
permuta . _, 

3 (.t1ti2) 3 o -3 -5 
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[~3 
-1 2 ~ =3 I -.l :] fim da 

P i vÔ=-.!1 
i3 l3 

pivotação 
.!. ~ 

2 -.l n 2 2 13 Permuta 
.§. 'i'l' .fl. -..S.. _.z. (C :tC ) 2 t~ ~ 13 I 2 

r~ 
I 

_;] 
13 TI 

.2. -.l A- I 
13 l3 -

-Í í 
13 13 13 

Outra característica importantíssima, que pode ser 
explorada para eliminar passos de trocas de linhas,é 
que: 

Qualquer que seja a ordem de aplicação das n pivota
ções- reduções realizadas com o método reduzido, so 
bre a matri"z original, tem como resultado a inversa 
da matriz original, quando esta não for singular: 

Exemplo: 

Seja a matriz A=[! : i] 
1! Pivotação-redução: k=2, PlVO=a~ =2 

[ ~ m ~ ] • [-~ -~ -~] 
3 o % -+ -+ 

2! Pivotação-redução: 3!Pivotação-redução: 
k=1, PIVO=a~ 1 =-1 ~=3, PIVO=a~ 1 =-~ 

[! 
-1 -2] n ~ [' I '] a 13 TI i3 

I ~ 2. o 3. f; _2, I -1 
T 13 l3 =A 

-1. -3 -2. í -1. 
2 -T 13 I 3 I 3 

ou, 2! Pivotação-redução: 
~=3, PIVO=ct~3=-+ k= 1. P IVO= cq 1 =-~ 

n -1 -2] ü 
-1. 

:!] r 1.. 

~] 3 13 13 I 3 
1.. f 2. o 3. & _]_ .!. =A -I 
2 13 I 3 

-1. 6] I í ~ _.z. 
2 3 13 13 I 3 
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Ora, esta propriedade permite que PIVOS iguais a zero 
sejam evitados, sem a necessidade de pré-preparaçãoda 
matriz original com trocas de linhas, etc, o que ace
lera e simplifica o método. 
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PROCEDIMENTO PARA INVERSÃO DE MATRIZES PELO MrTODO RE 
DUZIDO DE INVERSÃO POR ELIMINAÇÃO. 

COMENTARIIJ: 

Este procedimento tem como parâmetros de entrada a ma 
triz original a ser invertida e a sua dimensão N(NxNT. 
A matriz inversa é calculada sobre a mesma área da ma 
triz original, portanto a matriz original é destrui 
da, mesmo que esta seja singular, o que é determinadÕ 
durante o processo e é indicado por um parâmetro de 
retorno que se for "verdadeiro" a inversa foi calcula 
da , se f o r "f a 1 s o 11 a ma t r i z o r i g in a 1 e r a s in g u 1 a r. O 
processo fornece ainda o determinante da matriz origi 
na!, em outro parâmetro de retorno. -

P ROC: 
INVMA (A, N, DET, Ns); 
MATRIZ A, DE DIMENSOES NxN, PARAMETROSDE ENTRADA 
DET, DETERMINANTE DE A, 
Ns, INDICADOR DE NliO SINGULARIDADE Slio PARAMETROS 
DE RETORNO. 

S1: DEFINE-SE DOIS ARRAYS AUXILIARES, KK E IJ, DE 
UMA DIMENSÃO COM "N" POSIÇOES. 

52: 

KK(I): SINALIZADOR DE PIVOTAÇÃO. 
1/J, SE A PIVOTAÇliO DE fNDICE "I" JA SE 

REALIZOU, 
= 1, EM CASO CONTRARIO. 

IJ(TROCA): ARRAY QUE SERVE COMO PILHA DE SALVAMEN 
TO DOS fN DI CES DE TROCA DE L I NHAS (t1:t.t1 T, 
DURANTE O PROCESSO. 

DET -+-1; 
KI/J -+-N; 
KK (I) -+-1; PARA 1 :S I :S N. 
SE Kl/!=0 VA PARA FIM. 
K - N; 
K1 - 1; 

IX-+- 1; 
53: SE IX>N VA PARA-+ 54 

SENl\0 CONTINUE; 
COMENTARIO: (K1 MOD N) r O MESMO QUE O RESTO DA 

DIVISÃO DE K1 POR N. 

SE (KK(K1) =0 OU A(K1,K1)=0) E K~K1 
FAÇA: K1 + (K1 MOD N)+1 E VA PARA 53 
SENÃO: CONTINUE; 
SE KK(K1)~0 E A(K1,K1)~0 
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54: 

FAÇA: K-+- K1, 
KK(K) +-0, 
K0 - K0-1, 
P I VO +- A ( K, K) , 
A(K,K) +- -1, 
PARA J +- K+1, K+2, ••• ,N, 1, 2, ••• K-1. 
FAÇA: IA(K,J)+- A(K,J)/PIVO 

PARA I+-1,2, ••• K-1,K+l, ••• ,N. 
f-'AÇA: A(I,J)+- A(I,J) -A (I ,K) •A(K,J); 

PARA 1-+- 1 , 2 , ••• , N. 
FAÇA: IA(I,K) +- -A(I,K)/PIVO; 

DET +- DET•P IVO; 

Kl+- (Kl HOD N)+l; 
I X+- I X+ 1; 
VA PARA -+53; 

SE K0 
FAÇA: 

> 0 
SE A(K,Kl)F0 E KK(K)#0 
FAÇA: TROCA+- TROCA+!, 

SENM 
FAÇA: 

IJ(TROCA)+- K•100000+K1, 
(PERMUTA LINHA K COM LINHA 
A(K,•):tA(Kl,•), 
VA PARA -+52 

K+- (K1 HOD N)+1; 

K 1) 

ENQUANTO (A(K,K1)=0 OU KK(K)=0)E K#Kl 
FAÇA: K+- (K HOD N)+1; 
SE K#K1 VA PARA -+54 
SENÃO 
FAÇA: NS+- ''FALSO", 

K0+- 0, 
DET-+-0; 

SENÃO 
FAÇA: I NS+- "VERDADEIRO"; 

FI H: ENQUANTO TROCA>0 
FAÇA: 1+- IJ(TROCA) DIV 100000, 

COMENTAR I O: 

J+- I J (TROCA) MOD 100000, 
(PERMUTA COLUNA I COM COLUNA J) 
A ( * , I ) :t.A ( '* , J ) , 
TROCA+- TROCA-I; 
DET+- -DET 

Neste ponto termina o processo. 
Se NS for ''verdadeiro", a inversa da matriz original 
foi determinada e ocupa a mesma area da matriz origi 
na 1. 

Este procedimento encontra-se a seguir programad~ em 
uma 1 inguagem de computador dirigida para algoritmos 
e denominada "ALGOL", juntamente com um programa de 
teste que o utiliza para inverter algumas matrizesco 
mo exemplo. 
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-4r .. ,l·'l J •lt...,r::·~ .,. L.,~•::-.L r (·~t; 

f 1 L t. I'" .. I \ ~' 1 ~ J =--< t o.l I . ':.O'( ) • -:t ~ l l .... 1 ..•• I=,...""' 1 ... I t. .-< ) ; 

-\{),)• r._. '>I r'.-JLc.UJ·•t. •I'JLI}r-'(~• ••···•·~• 1•..J•A) t 
II'~L.I:_ i•"'•1•J• l·'>ll~_ut.~ •\o•·••t•J: 
,...,""'(i.., r 1, L 1• 1 J • ··l 1 • 1 J • A l 1• 1 J; 

-\r Jl" 1 nr"-':-_1"( L•'\•"L' 

Ir I=· 

1 r1:. • ~~·d '" 

~- . '' 

'"u~ L:= 1 '"'1 t.t-" 1 •J ,, 1 L J 11•.J 
r-Jr-t r.. :=1 _..,lt".t-" 1 lJ'~IlL r~ aJIJ 
rJ-< ~~.-:=1 ~ltY I •HIIL ~ lJU 
•("•LJ!:W+ •\lr\•r\LJ"''llr\L•LJt 
·~JL [ 1 .J: :: I ·~ uc:.. i 

r_',J 

,....UJ• ':_..t. ~ r-'-JI...t.IJd..,t. l•·,\1•..,"'- (~•·~•LJt.l I; 
...,-<·ü~f All•lJ; l:dc.ut.r"( ·d ~t.'-'l tJt.f; 

•): L,) 1 .. 
.. , ..... "'( .... ' I\~ • 1 ..J l 1 : ··~ J ; 

1 ,., t....,:.~ l• J,'\ •K.u •" 1• I t-<JL.14; 

L.:.1.:1c.L L L; 
--<t.'-'L t""l vJ f t 
'\J: = "' .tt_ r: =t; 
r\J-< 1:=1 ~lr.J 1 U· .. dlL '" uv 
~·,1~:-- 1'\\ 1 > v LJI,) 

1t.J i. ; 

'\:-= ... r\ 1: = l; 
I r1"'(lJ ·J uJ 
)L \J 1 ~ 

KKLIJ:=J; 

•"ILt. (1\ql\1 J=IJ U" ~<(1\l•r\l J=ul "''U 1\.,=1\l 
lU "'1!: (f\ l o•II.JIJ ,.,!) + li 

Ir "\1'\J J .,: " ,.r,u ~<(1\lol\l J .,: U 
I nt. ~ r"'lt.U 1·~ 

~~t~==~tJ:=u; ~u==~-1; 

~L~•"J:= -Alr\•r\J/~I~ur:=AL~t~Ji 
l!t.l := ut:l 0 r'Ulll; 
rJ" J:=K•l ~lt:r' 1 uNIIL ~· 

l ~~~r' I uNIIL K-1 uu 
t"lc.ul•• k[l\tJI := All\tJl/f'lvul; 

rJN 1:= I ~lt:~ 1 uNT!L 1\-1•1\+l ~lt:r' 1 UNIIL N 
tJJ ~<lltJJ:= 1\[ltJ)- 1\(ltK)""[I\tJJI 

t. ~u; 

rJN 1:= I ~~~~ l UNTIL N uu Alltr<.l:=-AlltKl/PlVUTI 
t;~LJ; 

"t:= lrd MUu 1..,) + 1; 

~·''U' 
lr- 1'\l) > IJ 

I Ht.l~ --t.l1 11~ L l: 
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H •dl\•f\1 J > I} 4•hl '\rdf\J -.-= U 
''"· • .,,_,,j., l"u\..,:=·••!1 IJlir<vLAJ:·=I\"JUUUUU+Kli 

tu~ J:=J ~~L~ l Uhl!L NU~ 
'<I"'• J J :=.,t.A{lLULI\ (All\ol J •AI '\J • I I I; 

t_.'HJ 

1-_L·,t::: '1t.Ul"l r\:=(1'\1 MULJ 1'4)+,L; 

t .. u 

t<niLt. (A(I\•KJ J=u U~ 1\1\(Kl=UI ANU 
K-.=1\i LIU 1\:=(1\ NlJU ••I + li 

lt " -.= 1\J 111t.~ uO Li 
~L~~ l~~MA ::fAl~~; r\0:=~; 

t•~·J; 

:.L.JC. l·~V:-'1,... ::IKUt.; 
t.·4) • 

• .,aL~ T~uc .. > u uu 
-<t.,Jl·< 1:= i.Jll><UCI<) UJV JUUUOOI J:= I.J(l><UCA] MUU IUQOUOI 

t,J~ ":=! ~lt.P J u,.IJL -~ UlJ A(l\dJ:=t<t.AULULI\IAII\ti),All\oJ]!I 
1.-<JL-<:=<>-Jõ uc:.l:= -uc:.li 

r- ~J; 

t. 1U J~ r-l~·JCtu; 

·~Hllt: 1'4\Jf Kt.l~J(t~ft/,rJJ UU 

':!tu!..., 1••1 r.<>':-< I•.J: 

~-<tAL A. I' 
~!:.4t_ I)~ i. 
~k~UY A.•A.ltA..C::(1!•J•l::~Ji 

.-lt,.\"(t.<l•l•tlJ.-1 j:=j :>1::,1" I U:<IIL N uu A(I•"IJIFI'1li 
·~·<!'j rc..(:>~!•<lt"··',.:..f"'ll U~lúl·'..J~L =A. "•/>); 

fUK 1:=1 >I•>' I JNI!l r< Uu 
,,,;Jlt.b•l•~ "tc,-.>,it 1'1>11! IMv• lO t.l~t. ''' H.l.-< J:=i ~~t~ 1 U'll!L N 

IJU J\J( i•.JI:=A[ io.Jll I 
lt- J.·..,v •. .._ (A l tNt•;:..l) 
lt1t., ':1~vi•l ·.I"(J lt.("J4!•<. 11 Ut.llA.J = 11 tt<~Ueó>tUt.J) t 

·.~Jlr (.:>ut•< /• 11 ,.,~frt!L ]NVt.k.'JA = A.l 11 •/>)i 
td'"l' t!=! ::dt.r"' 1 'Jl~lll . .., uu 

,.'"('j lt. (,-,,\! t<..l\ll"(lc'•r)>tAll J ,-u JJ; 
••U:.. I 1t-> C 1.' 'Jt 'J• .W..1 ••• tN • A. .C::) i 

.•. ~JJr.J::.41o</"[A},[AJJ = (J)"o/>)i 
t~N 1:=1 ~~t~ I U~IIL N UU 

h~ji~(J~1•<1·J~J~.~>•A~l!t*J); 

t "' 
t.L::>r ~~~~ it. ( ... u).!•<//• 11 14 "14rHlL Ul"(llJIN,~L t.ri ~1NuuLAto< 11 t//>); 

t· I); 

FI 
Fh.J. 

-> 

J 

J 

t!. 

J 

j 

:=================~=============~================:================================= 
"U~~ UtltCT~u = v. 
uMt.NT~ = "· IVIML ~tu~t~l ~!Lt = ~u~ •u"u~. CUHt. ~~liMAI~= lt!.J7 WORO~. ~TACK f 
= Y.i c~~U::>• d~~ ~YNTACfJL 11~~~' J~ ul::>~ ~~~Mt.NI~. 
1-.tAMt:.: (tJU•JUcuu~J lt.~T l,.,,y,~,~J. 

T lMt = '1.'1-s j ::::.t.LU .... lJ::J t4L~,...,:,t_u; ~.!J":' ;::,t.l.UNO~ 1-"KUI...t..~~lNU; l.d~2 st.C01"4LJS J/0. 

================================================================================== 
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-14 fr<lL UK l v1 ~~L = A 

l) • l) 0 (} Ü } • l) ~~ 0 IJ C • I U ') 1 I 

c . OUOO u . VUUiJ i.UUv• l 

1 . uvuu ~ . ouuo v . uuu ·J 
u t-_ r L " J = ... . u v " u 11 u u u 

') • "+ - o . ~c2~~c 

o • 1 1 1 1 1 1 
o. 4"+444 

- U . Cr'c~~r' 

u .!lllll 

lX).(.X. l) = lll 

l . uuvouu 
o . ouuouu 
o . ouuuuo 

I) • V \J U V V o) 

l . UIJUUU•J 
V. UuUUJ IJ 

~ATKIL UK l u lN~L = A 

u . ooou 
l . OOUU 
3 . uuou 

~ . ouoo 

~ . ou oo 

1 . ouo o 

1 • u u 1.) •) 

j . lJ u v lj 
U. lJlJV ., 

J . llllll 
\) . <+4"+ 44 

- , . c~ ~rcc 

u . uuuuuu 
u . Ul/vUUIJ 
1 . uuuuvu 

uE T(X1 = l.l o U U I) U U U v U 

- O . ~ JU7b'i 

O. ó'7230o 
- 0 . 3~461~ 

[ Xl . Pdl =[I) 

O. U i ü '-1 1!.3 
- U . c.JU / -:>~ 

U . <+ nl~J" 

U. j U/ -J C. 

u . u /o'-1 c .J 
- u . t :> J d4o 

1 . ouoouu 
l . 4:> 5 1Y~ t: - 11 
l . bldl) b lit. - lc 

- u . u u uuo o J . 4~o-Ja ~ ~ - lc 

l . uuouo0 - u . uuuouu 
- u • u u u () u (J 1 • u u I) u u u 

MATK IL UK i b lNAL = ~ 
l . OOOU c . oooo J . uUU\) -+ . UuUíJ 
~ . ouoo :3 . 0000 . UU0 U 1 . uuuu 
J . OOOu 4 . 0000 l . OUOU c . uuuu 
4 . 0000 1 . ouoo ~ . uuu u J . uuuu 

UE llX) = l bu . VU I) UúvuO 

- O. c?:>OOU 
o . ocs ouo 
O . Oc~OUO 
0 . 2 7~000 

(Xl.[XlJ = (Jl 

u . u c~ uuu 

O . Uc'~Uu ü 

o . c t ~uuu 

- 0 . 22'::luou 

u . úc :>Ouu 
u . cl~UUU 

- u . c2 :::>UVU 
J . Vc~Ouu 

l . OOu0009 . 094Y41~-l ~ u . uuoouu 
l . 21329Jt-ll l . UOUUÜ U4 . :::>4 /4 /4t- 1J 
l . ó.J 70 Ut.-lll . ó37U'iUt.-ll l . OvUOUU 

- o . ooooou -u . ooouuu") . uuccclt- l c 
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u . cl~uuu 

- u . cc':)Uúu 
u . uc~uuu 

U . Oc~OUU 

- u . uuouuu 
- v . uuuuuu 
- u . uuuuuu 

l . Ouuuuu 
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