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Resumo

A evolucao na capacidade de processamento dos computadores viabilizou a implementacao
de algoritmos de simulagao geoestatistica. Por meio da simulac¢ao, é possivel criar uma
realizacao de uma funcao aleatéria com as mesmas caracteristicas estatisticas dos dados
amostrais. Como, na pratica, é necessaria a geragao de varias realizagoes, esse processo
pode ser custoso computacionalmente. Principalmente, se a grade-alvo contiver muitas
células. Por isso, nesse trabalho, estuda-se os métodos de simulacao espectral (Bandas
Rotatérias e Método Integral de Fourier) como alternativa ao algoritmo de Simulagao

Sequencial Gaussiana (SSG).

Os métodos de simulagao espectral eliminam a necessidade de um caminho aleatério no
processo de geracao da realizacdo de uma fungao aleatoria. Isso torna esses algoritmos
extremamente amigaveis a aplicacao de técnicas de paralelizacao e computacao distribuida.
Além disso, o esforco computacional necessario ¢ significativamente reduzido. Conforme é
mostrado nesse trabalho, a simulagao espectral permite ganhos significativos de performance

sem prejuizo na qualidade das realizacoes geradas.

Além da utilizacao dos métodos espectrais como alternativa de alta performance a simulacao
geoestatistica, sdo estudadas técnicas de otimizacao matematica para obtencao de modelos
de covariancia. Baseada na Busca Tabu, é construido um algoritmo para computacao
automatica do modelo de covariancia. Também, inspirado em técnicas de validacao cruzada,
como Jackknife e K-Fold, é construido um algoritmo de simulagao chamado Ensemble
Stmulation. O algoritmo proposto utiliza otimizagdo matematica para encontrar o modelo
de covariancia mais adequado para uma vizinhanca, com uma fun¢ao objetivo construida a
partir do erro de validacdo. Portanto, por meio da otimizacao e do Ensemble Simulation é
desenvolvido um modo de simular a funcao aleatéria sem explicitamente definir um modelo
de covariancia. Tendo em vista que a modelagem manual do modelo de covaridncia é a
tarefa mais dispendiosa do fluxo de trabalho da simulacdo geoestatistica, essas técnicas

permitem a automatizacao do processo.

Em suma, nesse trabalho, sao estudadas técnicas que viabilizam a automatizacao e melhoria

da performance da simulacao geoestatistica e os resultados demonstram sua utilidade.

Palavras-chaves: Simulagao geoestatistica, métodos espectrais, aprendizado de maquina,

validagao cruzada, otimizacao.






Abstract

The evolution in the processing capacity of computers enabled the implementation of geo-
statistical simulation algorithms. It is possible to create a realization of a random function
with the same statistical characteristics as the sample data through simulation. As, in
practice, it is necessary to generate several realizations, this process can be computationally
expensive. Mainly if the target grid is large. Therefore, in this work, we study the spectral
simulation methods (Turning Bands and Fourier Integral Method) as an alternative to
the Sequential Gaussian Simulation (SGS). Spectral simulation eliminates the need for a
random path in generating the realization of a random function. This simplifies the usage

of parallelization and distributed computing techniques.

Furthermore, the computational effort required is significantly reduced. Therefore, spectral
simulation allows significant performance gains without compromising the quality of the
generated realizations. In addition, we studied mathematical optimization techniques
for obtaining covariance models. An algorithm based on Tabu Search for automatic
computation of the covariance model was developed, and also, inspired by cross-validation
methods such as Jackknife and K-Fold, a simulation algorithm called Ensemble Simulation
is proposed. The proposed algorithm uses mathematical optimization to find the most
suitable covariance model for a neighborhood, with an objective function built from the
validation error. Therefore, a workflow is developed through optimization and Ensemble
Simulation to simulate the random function without explicitly defining a covariance
model. Since manual modeling of the covariance model is the most expensive task of
the geostatistical simulation workflow, these techniques provided a way to automate this
task. In short, in this work, techniques that enable the automation and improvement of
the performance of geostatistical simulation were proposed and the results proved their

usefulness.

Key-words: Geostatistical simulation, spectral methods, machine learning, cross valida-

tion, optimization.
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1 Introducao

O tempo é um recurso caro e limitado. E, por isso, na ciéncia da computacao foi de-
senvolvida a analise de algoritmos, que é um campo de estudo dedicado ao desenvolvimento
de técnicas para resolucao eficiente dos mais diversos tipos de problemas computacionais
que existem no dia-a-dia. Além disso, muito capital intelectual e financeiro é investido
no aprimoramento dos computadores, uma das principais ferramentas que melhoraram
significativamente a qualidade da vida humana, reduzindo o tempo para execugao de
tarefas repetitivas (como calculos numéricos em modelos matematicos aplicados nos mais

diversos campos de estudo ou fabrica¢ao dos mais diferentes tipos de produtos).

Portanto, é funcao fundamental da engenharia e da ciéncia encontrar solugoes que
poupem tempo e recursos. Mas, resolver um problema computacional de forma correta,
eficiente e elegante exige uma combinagao de diversos fatores, como entendimento dos
conceitos envolvidos, capacidade da tecnologia e recursos disponiveis (capital, maquinério,
software, entre outros). Em computagdo, isso se traduz na sinergia entre a infra-estrutura
computacional instalada e a disponibilidade de software que utilize plenamente esse
potencial. O que se tem visto na pratica é que ha um descompasso entre a evolucao do
hardware e do software ' (WIRTH, 1995) - fato conhecido como Lei de Wirth - , ou seja,
muitos sistemas fundamentais que resolvem problemas criticos da humanidade ainda nao
usam totalmente a capacidade dos computadores modernos. Geralmente, isso ¢ devido a
natureza complexa do problema que muitas vezes dificulta a adaptacao da solucao para se
utilizar mais intensamente uma infra-estrutura computacional moderna. Ainda, existe o
fator financeiro que limita significativamente a substituicao de softwares defasados, ja que
o custo de modernizacao pode ser proibitivo. Mas, existem situagoes em que as solugoes
classicas precisam ser revistas e novas solugoes, que oferecam maior flexibilidade e usem

de forma mais eficiente os recursos disponiveis, precisam ser desenvolvidas.

Nos tltimos anos, além dos processadores terem se tornado mais rapidos, redes
de computadores se tornaram comuns no mundo todo. Isso permitiu que a computacao
distribuida se desenvolvesse e suas técnicas fossem aplicadas na redugao do tempo de
execucao dos mais diversos algoritmos (GEORGE; JEAN; TIM, 2005). Na computagao
distribuida, vérios processadores (CPUs) sao utilizados simultaneamente para se resolver
uma tarefa maior ou garantir que um sistema funcione de forma robusta (resistindo a

falhas de componentes do sistema). Dependendo do problema, pode-se obter ganhos de

L Mesmo dentro do hardware existe descompasso entre a evolucido da CPU e da meméria principal, como

pode ser visto em Albrecht (2009), algo que obriga o desenvolvimento de técnicas de programacao
que reduzam o consumo de memoéria e demanda por acessos & memoria principal, por exemplo. O
conhecimento das limitagoes de hardware é fundamental para o desenvolvimento de metodologias de
otimizagdo de software.
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desempenho diretamente proporcionais ao nimero de nés de processamento disponiveis
no sistema. Mas, para que essas técnicas sejam aplicadas, é preciso que os algoritmos
sequenciais % sejam transformados em um conjunto de tarefas que sejam despachadas para
diferentes nés de processamento em uma rede, ou no mesmo chip 3, a versao distribuida do
algoritmo. Essa distribuicao nao é trivial dependendo do grau de interdependéncia entre
as diferentes partes de um algoritmo. Por exemplo, em muitas situagoes, para que um
determinado calculo seja efetuado corretamente, é preciso que uma série de passos seja

executada em determinada ordem, algo que impossibilita o paralelismo. 4 °

Além da computacao distribuida, outras técnicas para aceleracao de algoritmos

foram desenvolvidas, como:

o Programacao Multi-Thread: essa técnica utiliza threads, que sao linhas de execugao
que compartilham uma regiao de meméria, o que facilita e acelera a comunicagao
de dados. Mas, por haver compartilhamento de recursos, isso pode criar regioes de
concorréncia, obrigando o desenvolvimento de rotinas de controle de regido critica °.

« Programacao usando placas graficas (GPU) 7: pacotes como CUDA (Arquitetura
unificada de equipamentos de computagao - Compute Unified Device Architecture)
permitem que o programador utilize uma placa grafica para realizar milhares de
tarefas computacionais simultaneamente. GPUs sao especialmente interessantes
quando o algoritmo a ser paralelizado é baseado em muitas operagoes matriciais ou

vetoriais.

o Programagao funcional: embora nao tenha sido criada com a computacao distribuida
em mente, essa técnica se casa muito bem com diversas metodologias para paraleli-
zagao de algoritmos. J& que a representacao de algoritmos via conjunto de pequenas
funcdes e o conceito de delegagao de tarefas reduzem bastante o esforco para se
expressar um algoritmo paralelo. Afinal, uma forma elegante de visualizar um sistema
distribuido ¢ imaginar um conjunto de diferentes func¢oes sendo executadas ao mesmo
tempo, onde cada fungao pode ter seu préprio algoritmo, seus proprios dados de
entrada e sua uUnica obrigacao é gerar uma saida que sera integrada na solugao final

de um problema. Além disso, em teoria, programas funcionais nao possuem efeitos

Algoritmos pensados para serem executados em um tUnico né de processamento.

Processadores modernos multi-core possuem mais de uma unidade de processamento na mesma pastilha,
algo que reduz muito a laténcia da comunicacao entre diferentes threads.

Esse é um exemplo de concorréncia, um dos principais entraves para o desenvolvimento eficiente de
algoritmos distribuidos.

H4 uma anedota, em computacdo, que ilustra essa situagao: “Nove mulheres gravidas ao mesmo tempo
nao parem um bebé em um més.”

Nome dado a um trecho de cédigo que manipula dados em uma regiao de memoria que pode ser
alterada por diferentes threads.

Uma placa de video moderna, como a Titan X, possui mais de 4.000 unidades de processamento e 6
GB de meméria de trabalho (RAM). (JEONG et al., 2013)
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colaterais, isto é, sao unidades de execucao isoladas que jamais alteram os dados
de entrada e retornam saidas “enclausuradas” (objetos totalmente independentes).
Existe uma estratégia de construcao de sistemas distribuidos que se baseia fortemente
em programacao funcional para evitar a complexidade e ineficiéncia do controle de
regioes criticas, é a nada compartilhado - Shared Nothing (STONEBRAKER, 1986).
Nessa estratégia, cada processo é representado por uma funcgao, que recebe uma
copia de todos recursos que precisa manipular, e gera um novo valor que ¢ integrado

pelo chamador na solucao final.

o Programacao concorrente: algumas etapas de um algoritmo nao podem ser executa-
das simultaneamente por demandar resultados de tarefas anteriores (dependéncia
inter-processos). Por isso, é preciso que algumas metodologias de sincronizagao,
como mutex (exclusdo mutua), semaforos, troca de mensagens, entre outras, sejam
implementadas. Lidar com concorréncia e sincronizacao é o maior desafio que aparece
durante o desenvolvimento de qualquer sistema distribuido, ja que esse problema

esta estritamente atrelado a natureza de cada algoritmo.

Obviamente, existem mais paradigmas que podem ser aplicados na elaboracgao
de uma versao paralela de um determinado algoritmo, como, por exemplo, programacao
orientada a eventos (TILKOV; VINOSKI, 2010), programagao descritiva (DREYBAND;
NILVA; SHAPIRO, 2001), entre outros paradigmas, mas, para fins introdutérios, a lista

anterior é suficiente.

Neste trabalho, diferentes algoritmos de geoestatistica ® sao estudados e técnicas
de computagao distribuida sao aplicadas na geracao de versoes mais eficientes de softwares
fundamentais no dia-a-dia do profissional da area. Grande parte do esforco de desen-
volvimento é concentrado na adaptacao dos algoritmos de simulagao, que sao uma das
tarefas mais computacionalmente intensivas no fluxo de atividades padrao da modelagem
geoestatistica. A geoestatistica é revisitada no texto, sob o ponto de vista computacional,
como, por exemplo, a simulacao espectral, que sera analisada sob a 6tica da facilidade de
paralelizagao e geragao de software eficiente. Além disso, o custo de cada abordagem é
analisado, medindo-se o impacto na qualidade dos resultados e a reducao do tempo de

execucao.

Um dos objetivos desse trabalho, além da aplicacao da computacao distribuida a
geoestatistica, é aferir o poder de novas metodologias computacionais, como a Simulacao
Espectral e técnicas de otimizagao matematica e aprendizado de maquina. Estas técnicas

oferecem muitas possibilidades de aprimoramento da qualidade dos resultados, reducao

8  Geoestatistica ¢ um ramo de estatistica especializado no estudo de fendémenos espaciais ou espaco-

temporais. Técnicas geoestatisticas fornecem modelos que podem ser usados na quantificagao de
reservas minerais, niveis de poluentes, predicao de temperatura, entre outras aplicacbes em geologia,
meteorologia e outras ciéncias.
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da necessidade de intervencao humana e otimizacao computacional, como, por exemplo,
aceleragao de cédigo via GPU (HUNGER et al., 2015) . Ja que algoritmos de simulacao
espectral podem ser facilmente quebrados em sub-rotinas com baixo grau de acoplamento.
Em especial, nesse trabalho, é verificado que o Turning Bands (EMERY; LANT UEJOUL,
2006) e o Fourier Integral Method (PARDO-IGUZQUIZA; CHICA-OLMO, 1993) podem
ser altamente paralelizados e ainda assim produzirem resultados de qualidade. Outro
resultado interessante ¢ a redugao do tempo de modelagem que pode ser proporcionada
pelas tabelas de covariancia (uma estrutura de dados que pode tornar desnecessaria a
defini¢ao explicita de um modelo de continuidade espacial para simulagio e estimativa)
(YAO; JOURNEL, 1998) (MARCOTTE, 1996) 9. Técnicas de otimiza¢io mateméatica
e aprendizado de méaquina sao utilizadas na construgao semi-automatica de tabelas de
covariancia, ilustrando como a combinacao de metodologias modernas de computacao
podem contribuir para reduzir o esfor¢o humano necessério para realizar o tempo necessario

para se construir modelos de covariancia.

Nas secoes e capitulos seguintes, o problema da tese é definido com maior precisao
e uma revisao bibliografica do estado da arte é realizada. Alguns resultados também sao
apresentados, mostrando o potencial das abordagens propostas. O produto final dessa
tese ¢ um conjunto de algoritmos distribuidos e uma metodologia baseada em otimizacao
matematica e aprendizado de maquina para construcao de modelos de covaridncia. Além
disso, todos algoritmos apresentados estao implementados em uma nova plataforma na
area de geoestatistica, o AR2GAS (Ar2tech Geostats As a Service).

1.1 O problema

Na geoestatistica, um dos problemas fundamentais é a simulacao de modelos geolé-
gicos, uma tarefa computacionalmente intensiva que permite a quantificagdo das incertezas
associadas aos teores e massas de um depodsito mineral. Por isso, esforgos estao sendo
realizados para adaptar algoritmos classicos para versoes modernas levando em conta
técnicas de programagao paralela em CPUs e GPUs (TAHMASEBI et al., 2012), (MARI-
ETHOZ, 2010), (PEREDO; ORTIZ, 2011). Essa tarefa ndo é trivial, haja vista que alguns
algoritmos possuem caracteristicas que dificultam significativamente a implementacgao de
uma versao distribuida. Exemplos desses algoritmos sao a Simulacao Sequencial Gaussiana
(SGSIM) (GOOVAERTS, 1997) (ISAAKS, 1991), Simulagao Sequencial de Indicadores
(SIS) (JOURNEL; ALABERT, 1989) (ISAAKS, 1984), Simula¢do Sequencial Direta (SO-
ARES, 2001) e outros algoritmos de simulagao sequencial baseados em MPS (estatistica
multi-ponto - Multiple-Point Statistics) como SNESIM (STREBELLE, 2002), IMPALA

9 Essa estrutura pode ser computada de forma muito eficiente, utilizando-se FFT e GPU. Algo que é

discutido com maiores detalhes nos préximos capitulos.
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(STRAUBHAAR et al., 2011) e Amostragem Direta (Direct Sampling) (MARIETHOZ;
RENARD; STRAUBHAAR, 2010).

Figura 1 — Zona de conflito entre duas vizinhancas. As estrelas vermelhas representam dois
pontos que sdo simulados simultaneamente e os pontos pretos representam os dados
de condicionamento.

Nos algoritmos de simulacao sequencial, existem situacoes onde ha sobreposicao
entre as vizinhangas (situagdo descrita na Fig. 1). Nesses casos, o caminho sequencial
aleatério obriga que os estagios de condicionamento e geracao de valores usando-se a
vizinhanga de busca de uma simulagao sejam realizados de forma sequencial - ou seja, um
passo apos o outro. Duas vizinhangas sao consideradas sobrepostas, quando na intersecao
entre as vizinhancgas existem nés a serem simulados gerando um problema de sincronizacao,
ja que isso cria uma interdependéncia de resultados. Para lidar com esse problema, o
desenvolvedor de uma versao paralela desses algoritmos precisa adotar alguma das diferentes
estratégias descritas a seguir (MARIETHOZ, 2010):

« Paralelizar os calculos apds as matrizes de krigagem (MATHERON, 1963) j& estarem
construidas, obrigando a adigdo de zonas de exclusdo mutua no cédigo (mutezes).
Na literatura, essa abordagem é chamada de paralelizagdo no nivel do n6. (NUNES;
ALMEIDA, 2010) Essa estratégia permite a reprodutibilidade de resultados, ja que

o caminho aleatoério é obedecido.

o Analisar o caminho sequencial aleatorio e verificar quais sao os proximos N nds que
nao compartilham dados de vizinhanga (vizinhangas independentes entre si). Esses
nos podem ser simulados paralelamente sem ser necessaria a criacdo de uma zona
de exclusao na regiao em que as matrizes de krigagem sao criadas. Essa técnica é
conhecida como paralelizagao no nivel do caminho (VARGAS; CAETANO; FILIPE,
2007). As simulagoes nessa estratégia também podem ser reproduzidas, ja que a
etapa de pré-processamento, antes da simulacao de cada no, garante que nunca dois

nos a serem simulados estejam presentes em vizinhancas de buscas conflitantes.

» Resolucao de conflitos, via sincronizagao. Nesse caso, os nés seguintes do caminho

aleatério sao enviados para os nés de processamento e os processos trocam mensagens
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entre si para verificar se ha intersegoes entre suas vizinhancgas de busca. Como os
conflitos entre vizinhangas podem ocorrer de forma aleatéria, nao é possivel reproduzir
futuramente as mesmas simulagoes. (MARIETHOZ, 2010)

o Nao utilizar um caminho totalmente aleatério, adotando-se uma estratégia para
dividir o espaco em grupos maiores independentes. E, dentro de cada grupo, caminhos
sequenciais aleatorios sao gerados. O paralelismo é implementado simulando-se nos
de cada grupo de forma independente. (RASERA; MACHADO; COSTA, 2015)

o A solugao trivial é paralelizar no nivel das realizacoes, onde cada realizacdo é
processada em um processador ou thread diferente e, no final, os resultados sao

enviados para um processador central.

Cada uma dessas estratégias possui vantagens e desvantagens, principalmente
quanto a facilidade de implementagao e consumo de recursos. A solugdo trivial (paralelizagao
no nivel das realizagoes) é a que mais demanda recursos, ja que cada né de processamento
precisa ter memoria suficiente para manter uma copia da realizagdo sendo executada e o
consumo de rede no final de cada realizagdo pode ser proibitivo. Além disso, essa solugao
nao ¢ util no estagio de preparacao de parametros, pois a execucao de cada realizagao
continuara sequencial. Todas as outras estratégias se focam na reducao do tempo de
execucao de cada realizacao. Algo que permite tanto a reducao do tempo de preparagao
de parametros quanto possibilita que estruturas de grids bem maiores sejam simuladas.
Obviamente, essas estratégias podem ser combinadas para se obter uma solu¢ao que melhor

se adeque a uma determinada infraestrutura computacional.

Analisando o caso do SGSIM e das simulagoes sequenciais cldssicas, nota-se que a
paralelizagao eficiente desses algoritmos demanda uma grande reestruturacao do modo que
foram inicialmente pensados. Com excecao da solugdo trivial (paralelizar cada realizagiao
em nos diferentes), todas as outras estratégias de paralelismo acabam resultando em
uma versao mais complexa do algoritmo de simulacao. Sem falar que, em alguns casos,
a etapa de sincronismo pode reduzir a eficiéncia do paralelismo. Uma questao que surge
naturalmente, entao, é: “é possivel paralelizar a realizacao de uma simulagao sem aumentar

a complexidade do algoritmo resultante e garantir grande eficiéncia?”

Quando se paraleliza a krigagem, por exemplo, percebe-se o quanto o fato de se
ter nés independentes facilita e garante a geracao de uma versao paralela eficiente desse
algoritmo de estimativa - jA que isso permite a utilizagdo de GPUs para se acelerar os
calculos (RAVE et al., 2014), por exemplo. Afinal, na krigagem para estimar cada né sé é
necessario a montagem de uma matriz com dados fixos de condicionamento e a resolugao
de um sistema linear. Essa tarefa é independente e pode ser distribuida para tantos
processadores quanto forem necessarios (no caso extremo, cada né da malha de estimativa

pode ser estimado em um processador diferente). Em computagao distribuida, quando
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se tem um problema onde o paralelismo é simples e imediato e ndo demanda qualquer
tratamento de sincronizagao, esse problema é chamado de embaragcosamente paralelo
(WILKINSON; ALLEN, 1999). Essa é uma classe especial de problemas porque qualquer
técnica de paralelismo pode ser aplicado com eficiéncia maxima nos membros dessa classe.
A krigagem é um importante exemplo de problema dessa classe. No SGeMS, por exemplo,
esse algoritmo ¢é facilmente paralelizado utilizando-se OpenMP (Open Multi-Processing ou
multi-processamento aberto) (DAGUM; MENON;, 1998).

A facilidade da paralelizacdo da krigagem e outros algoritmos de estimativa é um
importante motivador. Serd que é possivel encontrar modos de se paralelizar a simulacao

de modo que seja possivel obter algoritmos embaracosamente paralelos?

Os algoritmos de simulagao sequencial sdo obviamente nao-triviais (no sentido de
computacao distribuida), j4 que demandam complexas adaptagoes. Mas, na literatura,
ao longo das tultimas décadas, surgiu uma nova classe de algoritmos de simulacao, os
M¢étodos Espectrais - cujos principais representantes sao o Turning Bands (Bandas rotativas)
(EMERY; LANTUEJOUL, 2006) e o FIM (Fourier Integral Method - Método Integral de
Fourier) (PARDO-IGUZQUIZA; CHICA-OLMO, 1993). Essa classe de algoritmos possui a
caracteristica comum de transformar o problema de simulagdo em um conjunto de diversas

tarefas simples e independentes.

No caso do FIM, por exemplo, apds os dados serem transformados via transformada
de Fourier e a densidade espectral s ser construida, a simulacao se transforma no problema
de se gerar nimeros aleatorios entre —m e m e se computar o valor simulado no dominio
espectral. No dominio espectral, o acoplamento espacial entre os dados desaparece e cada
n6 pode ser simulado de forma extremamente paralela sem qualquer rotina de sincronizacao.
O condicionamento ¢ feito utilizando-se krigagem dos residuos. Em outras palavras, o FIM
¢ um algoritmo embaracosamente paralelo, ja que nao ha mais qualquer necessidade de
sincronizacao durante a realizacao da simulagao (principal fator que dificulta a paralelizagao

dos algoritmos de simulagao sequencial).

Os métodos espectrais sao a melhor alternativa para se construir sistemas de
simulacao mais eficientes. Em alguns casos, os resultados geoestatisticos podem ser até

melhores que os obtidos por algoritmos classicos.

O problema da simulacao é um exemplo de como a computacao distribuida pode
demandar a criagao ou adogao de novas técnicas. Afinal, além da qualidade dos resultados,
um nova caracteristica observada passa a ser a escalabilidade ' do algoritmo. Nesse
trabalho, métodos espectrais sao estudados e sao mostrados resultados que ilustram a

eficiéncia e qualidade dessas técnicas.

Outro problema chave explorado nesse trabalho é a criacdo semi-automatica de

10" Facilidade e/ou possibilidade de se reduzir o tempo de execugio quando mais unidades de processamento
sao adicionadas & infraestrutura de processamento.
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modelos de covariancia, que sdo o elemento fundamental de qualquer algoritmo geoesta-
tistico. Nesse trabalho, o meta-algoritmo busca tabu (GLOVER, 1986) é combinado com
a técnica de ensemble simulation (KLOECKNER et al., 2019) ! para se construir um
algoritmo iterativo que incorpore erros de validagao cruzada para evoluir uma solucao
inicial, possivelmente nao satisfatoria. A metodologia pode ser aplicada para incorporacao
de caracteristicas locais de um banco de dados, permitindo a incorporacao de informagoes
que nao foram adequadamente capturadas pela modelagem linear tradicional. Essa técnica
pode ser vista como uma generalizagao natural do processo de simulagao sequencial,
no caso, substituindo a variancia de krigagem pelo erro empirico de validagao cruzada

(que pode ser visto como um bom aproximador prético da varidncia local real dos dados
(ASMUSSEN; GLYNN; 2011)).

Para se construir uma metodologia semi-automatica de incorporacao de informacao,
o meta-algoritmo busca tabu (GLOVER, 1986) mostra-se uma alternativa interessante,
concorrendo com técnicas como algoritmos genéticos ou enxame de particulas. Nesse
algoritmo, a criacao de “filhos” (vizinhos na terminologia do algoritmo) é definida de
acordo com o problema estudado, podendo inclusive utilizar o candidato “pai” como
semente pra um processo iterativo de otimizagao local como o classico método de Newton,
BFGS (algoritmo de Broyden—Fletcher-Goldfarb—Shanno) (BROYDEN, 1970) entre outros
algoritmos baseados em alguma nocao de gradiente. O objetivo da “busca tabu”, e de
algoritmos nao baseados em gradiente, é aumentar a robustez do processo de otimizacao,
reduzindo o impacto de minimos locais, problema que afeta significativamente metodologias
classicas. Além disso, por ser um meta-algoritmo, isto é, uma estrutura algoritmica de
alto nivel que nao especifica detalhes de seus passos, a busca tabu fornece um estrutura
excelente para construcao de workflows baseados em combinagao de diferentes estratégias.
No problema estudado nesta tese, o processo de criacao de vizinhos, realizado durante a
busca, é implementado utilizando um misto de técnicas baseadas em simulated annealing
e técnicas baseadas em métodos tradicionais de otimizagdo numérica. Nesses processos de
otimizacao, a validagdo cruzada contribui na construgdo de uma métrica de erro empirica
utilizada tanto na melhoria local do modelo de covariancia quanto na defini¢ao da variancia

local usada no processo de ensemble simulation.

Processos de otimizacao fornecem metodologias objetivas para aprimorar modelos
empiricos ou para criar candidatos a solugao que podem ser filtrados pelo modelador,
auxiliando no processo de tomada de decisdo e modelagem. E importante sempre salientar
que essas metodologias nao devem ser vistas como panaceia, o modelador ainda exerce

um papel fundamental escolhendo modelos que melhor aderem ao contexto do problema

1 Ensemble estimation é um algoritmo de estimativa que combina um conjunto de estimadores base
usando o erro local associado a cada estimador para ponderar sua contribui¢do na estimativa final. No
caso do estimador fornecer uma estimativa para a varidncia da estimagao (varidncia de krigagem, por
exemplo), pode-se construir o ensemble simulation, que também usa os erros locais de cada estimador
para ponderar a variancia no né a ser simulado.
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estudado. Quando bem aplicado, os processos de otimizacao aumentam significativamente
o poder de andlise do modelador. Todo processo de modelagem semi-automéatica é um
processo evolutivo, necessitando continua retro-alimentagao para constante evolucao dos
modelos. Em linhas gerais, podemos ver esse processo como uma complementacao das
técnicas lineares cldssicas de estimativa (como a krigagem), permitindo uma solugao
aproximada de modelos nao-lineares de grande complexidade. Fugindo do escopo especifico
desse trabalho, essa metodologias podem ser adaptadas para lidar com modelos nao-
estacionarios, via otimizacao local de modelos de covariancia incorporando tanto o problema

de minimizacao de erro global, quanto o problema de reproducao de variancias locais.

Em suma, o problema estudado neste trabalho é: “Como utilizar otimizacao ma-
tematica, aprendizado de maquina e computagao de alta performance para se construir
implementacoes mais robustas e eficientes de algoritmos fundamentais de geoestatistica e

que reduzam a necessidade de intervencao humana”

1.2 Meta e objetivos

Tendo em vista a evolugao recente na capacidade de processamento dos computa-
dores modernos e o surgimento de metodologias eficientes para otimizacao computacional,

algumas perguntas que naturalmente surgem:

o Técnicas de otimizagao podem contribuir para reduzir a necessidade de intervencao

humana no processo de modelagem geoestatistica?

o Computacao de alta performance permite a ampliacao da capacidade de resolucao

de problemas das técnicas classicas de modelagem geoestatistica?

« Como o aprendizado de maquina pode contribuir para a melhoria dos processos de
modelagem classicos? Como utilizar essas técnicas para informagoes nao-triviais con-
tidas nos dados que nao sao adequadamente capturadas pelos métodos estacionarios

classicos?

A principal meta desse trabalho é investigar essas questoes e, a partir das res-
postas obtidas, construir uma nova geracao de software para geoestatistica que utilize
tanto técnicas de otimizagao matematica, aprendizado de maquina, quanto os recursos
disponiveis em uma infraestrutura computacional moderna como clusters de computadores
e processadores multi-core. Em outras palavras, neste trabalho, é investigada e proposta a
utilizagdo de HPC (High Performance Computing - Computacao de Alto Desempenho) e
de Machine Learning na construcao de técnicas de modelagem, estimativa e simulagao
estado da arte. O objetivo fundamental é combinar a evolugao da computacao nas tltimas

décadas com metodologias estabelecidas tanto em otimizagao matematica quanto em
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geoestatistica para se construir ferramentas que reduzam a necessidade de intervencao
humana, reduzam o tempo de execucao dos processos de modelagem classicos e incorporem

aos modelos gerados mais detalhes contidos nos dados.

Para atingir essa meta, é preciso revisitar alguns dos principais algoritmos utilizados
na geoestatistica e analisar os desafios especificos de cada um. Além disso, os algoritmos
sao implementados na plataforma AR2GAS, permitindo que usuarios comuns possam

utilizar as técnicas facilmente. Os algoritmos a seguir sao estudados:

Geragao de tabelas de covariancia ou mapa de covariancia;

o Simulacao Sequencial Gaussiana;

e Método Integral de Fourier (FIM - Fourier Integral Method);
o Simulacao por Turning Bands;

« Computacao eficiente de variogramas, correlogramas, entre outras estatisticas, usando-
se FFT -Fast Fourier Transform ou Transformada Répida de Fourier - (COOLEY;
TUKEY, 1965), GPU e Multi-thread (MARCOTTE, 1996);

o Ensemble simulation para construcao de modelos base de covariancia combinado

com busca tabu para aprimoramento iterativo do estimador.

Enfim, o fluxo de atividade tipico da geoestatistica é revisitado. No caso, construindo-
se novas versoes desses algoritmos, reduzindo o tempo de execucgao e a complexidade de
execucio dessas tarefas. E importante lembrar que algumas técnicas como a FIM néo
demandam modelos de covariancia explicitos e a tabelas de covariancia podem ser usadas

como modelos em técnicas de estimativa e simulagao classicas como SGSIM e krigagem.

1.3 Metodologia

Uma nova plataforma de software conhecida, o AR2GAS, é utilizada como base
para o desenvolvimento de versoes de alta performance de algoritmos de geoestatistica

tradicionais e novos.

Como nao ha solugao universal em computagao distribuida, alguns algoritmos foram
alterados ou reescritos (como é o caso do SGSIM e TBSIM), ou ainda foram implementados

a partir de sua definigdo (como foi o caso do FIM).

Na Fig. 2, é mostrado o relacionamento 16gico entre os temas que serdao explorados
nesse trabalho. No conjunto de softwares desenvolvidos, as tabelas de covariancias exercem
um papel fundamental na construcao de uma metodologia agil de modelagem, ja que elas

abstraem os detalhes do método utilizado para se construir o modelo de covariancia. Isso
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Figura 2 — Inter-dependéncia entre os temas abordados neste trabalho.

Modelo de covariancia explicito Modelo de covariancia implicito

Tabelas de covariancia

Simulagdo sequencial e estimativa ; .
Métodos espectrais

SGSIM Krigagem Turning Bands

permite que diferentes tipos de métodos implicitos ou explicitos possam ser utilizados para
se construir essas tabelas. Muitos métodos de construcao de modelos de covariancia sao
extremamente paralelizaveis. Os métodos espectrais sao outro componente fundamental,
ja que eles permitem que técnicas de paralelizacdo sejam plenamente aplicadas sem a
necessidade de criacao de estratégias de sincronizacao. Pode-se dizer que os métodos
espectrais, do ponto de vista computacional, sao uma técnica para transformar o problema
de simulacdo geoestatistica em um problema embaracosamente paralelo *2. O processo
de otimizacao e identificacdo de modelo covariancia usando busca tabu combinado com

ensemble simulation é usado na construcao de modelos implicitos.

1.4 Contribuicoes da tese

Este trabalho produziu:

« novas versoes HPC de diversos algoritmos fundamentais em geoestatistica;
« novas metodologias para geracao de tabelas de covariancia e densidade espectral;

e nova técnica de modelagem evolutiva que permite o aprimoramento de solugoes

tradicionais por meio da incorporagao de informacao local via validacao cruzada.

12" Curiosamente, os métodos espectrais se fundamentam em transformacées dos dados, de forma que o
problema de simulacdo se transforme em um conjunto de problemas independentes no espago, cujas
solugbes sao combinados posteriormente para se construir a solucao final.
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1.5 Organizacao da tese

Este trabalho é dividido em 5 capitulos:
e O Capitulo 1 é a introducao, onde é mostrado o problema proposto, as metas e
objetivos, a metodologia e a contribuicao da tese;

e O Capitulo 2 ¢é dedicado a uma apresentagao sucinta da transformada de Fourier, do
algoritmo de Transformada Rapida de Fourier e mostra como essa técnica ¢ aplicada

na aceleracao da computacao de covariancias;

o O Capitulo 3 apresenta um algoritmo de modelagem semi-automatica de tabelas de

covariancia;

o O Capitulo 4 apresenta dois algoritmos de simulagao espectral que serao implemen-

tados no pacote de simulacao espectral HPC;

o O Capitulo 5 apresenta técnicas de modelagem geoestatistica usando aprendizado

de maquina;

o O Capitulo 6 apresenta as conclusoes desse trabalho e trabalhos futuros.
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2 Transformada de Fourier

Em (FIGUEIREDO, 2000) é apresentado um interessante problema matemaético,

que, transcrito de forma simplificada, pode ser apresentado como:

Considere-se a equagao diferencial, a seguir:

2

d d :
ﬁy+2%y+y = sin(t). (2.1)

Agora, supde-se que é possivel a realizacao das seguinte operagoes:
d2

. d
. SeJany:%yeszy:@y;

« Aplicando-se o “operador” D na eq. (2.1), obtém-se:

D?y + 2Dy +y = sin(t)
y(D*+2D +1) = sin(t) (2.2)
sin(t)

(272).

Y= Driop+1

Esse absurdo matematico simplificaria muito o problema de resolugao de
equagoes diferenciais, nao? Afinal, o problema de se resolver uma equacao
como a (2.1) seria reduzido ao problema de se resolver uma equagao algébrica,

que é muito mais facil.

Retornando-se ao mundo real, embora os passos anteriores sejam completamente
nonsense segundo a teoria matematica, eles motivam uma interessante questao: “Existe
alguma ferramenta matematica que atuaria como um portal entre dois mundos simplificando

significativamente problemas dificeis, como a resolucao de equagoes diferenciais?”.

Essa ferramenta existe, embora nao seja exatamente tao simples como os passos
absurdos que foram apresentados no comego do texto. Trata-se da Transformada de
Fourier. Conforme é visto a seguir, utilizando-se essa transformada, equacoes diferenciais
sdo “algebrizadas” e operacoes complexas, como a convolucdo entre duas funcoes !, podem

ser mais eficientemente computadas.

A transformada de Fourier, essencialmente, é uma mudanca de variaveis mais
sofisticada que altera a natureza das operagoes que precisam ser executadas, de forma

que a capacidade de computacao de quem resolve um problema é amplificada. Mais que

+oo
A convolucao entre duas funcoes f e g é definida como f * g = / FN)g(t — AN)dA.

— 00

1
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isso, por meio da transformada de Fourier, é possivel desenvolver métodos automaticos,
mecanicos e brainless para se resolver problemas que exigiriam grande habilidade e dominio

de técnicas mais complexas.

Devido a sua importancia, na definicao do Método Integral de Fourier e na cons-
trucao eficiente de variogramas, tabelas de covariancia e outras estruturas, esse capitulo é

dedicado a apresentacao de alguns resultados fundamentais sobre Transformada de Fourier.

Figura 3 — Jean-Baptiste Joseph Fourier.

2.1 A série de Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier (FOURIER, 1822) (visto na Fig. 3) demonstrou que
muitas fungoes continuas e periodicas f(t) (com periodo 27') podem ser escritas como

uma soma de fungdes trigonométricas. Essa soma é chamada de Série de Fourier (2.3)

(FIGUEIREDO, 2000), com termos ay, € by.

2kmt 2kmt
fit) = +Zakcos T ) + by sin(—— T ),
T T
t +T 9
ar = T/O ) cos( km)dt,k >0 (2.3)
o+T okt
b = T " F(t) sin( TW )t k> 1

A eq. (2.3) pode ser simplificada utilizando-se a identidade de Euler ¢? = cos(6) +
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isin(#) e introduzindo-se um novo termo c.

ap — Zbk

C =
o= [ L@ 0T — ip(e)sin( T

to —ork -2k
o= [ L) cos(—E) + i (0 sin(— e (2.0
cr = ;/ttOJrTf(t)e_Mk dt

jg 12wkt
ft)y= > cpe’ T

k=-T

A eq. (2.4) é a forma complexa da série de Fourier, cujas propriedades sdo apresen-

tadas na subsec¢ao a seguir.

2.1.1 Propriedades da Série de Fourier

Nessa subsecao, algumas propriedades fundamentais das séries de Fourier sao
apresentadas, onde z(t) e y(t) sdo fungdes continuas periddicas, com periodo T', frequéncia

fundamental wy = 27 /T e coeficientes de Fourier ay, e by, respectivamente:
1. Linearidade: A combinagao linear z(t) = Az (t) + By(t) de x(t) e y(t) gera uma série
de Fourier cujos coeficientes ¢, sao iguais a ¢, = Aay + Bby.

2. Deslocamento temporal: A série de Fourier de z(t — ty) possui coeficientes ¢, =
ae IFwoto,

3. Deslocamento de frequéncia: Os coeficientes do sinal e/M*0z(t) sao dados por

Cr, = Qp—)f-
4. Conjugacao: Os coeficientes de z*(t) sao dados por ¢ = a*,.
5. Inversado temporal: Os coeficientes de z(—t) sao ¢ = a_y.

6. Escalonamento temporal: Os coeficientes do sinal periédico x(at), com o > 0 e

periodo T'/«, sdo ¢ = a.

T
7. Convolugao periédica: Os coeficientes de z(t) = / x(7T)y(t — 7)dT sao ¢ = Tagby
0

+oo
8. Multiplicagao: Os coeficientes de z(t) = z(t)y(t) sdo cx = > abpy

l=—00

9. Diferenciacao: Os coeficientes de sao ¢, = jkwoag.

dt
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t
10. Integracao: Os coeficientes de z(t) = / x(7)dr (com valor finito e periddica sé se
1 —00
=0) sao ¢ = .
Qo ) Ck ikwo ak

11. Conjugado simétrico de fungoes reais: Os coeficientes de uma fungao real z(t) = x(t)

sao ¢ = a* .

12. Coeficientes de fungoes reais e pares: Os coeficientes de uma fungado real e par z(t)

Sao reais e pares, ou seja, ap = a_j.

13. Coeficientes de funcoes reais e impares: Os coeficientes de uma funcio real e impar 2

x(t) sdo puramente imaginarios e impares, ou seja, ax = —a_g.

14. Decomposicao em termos pares e impares de um funcao real: Os coeficientes das
fungoes x,(t) = PAR[z(t)] e z;(t) = IMPAR[z(t)] de uma funcdo z(t) real sao
apr = Real[ag| e aiy, = jlm[ax]. Ou seja, os coeficientes de Fourier de uma fungao

real x(t) podem ser usados para decompor-la em suas partes par e impar.

1 /T
15. Identidade de Parseval de fungoes periédicas: T / lz(t)Pdt = D axl?
0

k=—o0

A identidade de Parseval também pode ser vista como o principio da conservacao de
energia. No desenvolvimento do algoritmo de simulacao espectral usando-se transformada
de Fourier, as propriedades mais utilizadas sao o Teorema da Convolugao (item 7) e as

propriedades das funcgoes reais.

Além disso, pode-se considerar as propriedades da transformada de Fourier e de

sua versao discreta como extensoes das propriedades apresentadas nessa subsecao.

2.2 Construindo a Transformada de Fourier

Seja & = 2kn /T, h=7/T e

+o0o
[y~ > et

= — t)e "“kdt.
Ck T /_T/2 f(t)e
Introduzindo-se a expressao
1 T/2 .
(&) = —= [ e at (2.6)
2w J-T/2

2 Um funcgdo x(t) é par, caso a igualdade x(—t) = z(t) seja satisfeita. E, z(t) é impar, se z(—t) = —x(t).
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pode-se escrever:

“+o0o
() ~ ¢12_7T > e (2.7)

Ao fazer T'— 400, temos que h — 0 e a eq. (2.7) adquire o aspecto formal de uma

soma de Riemann. Isto é, a eq. (2.7) converge para a integral:

=
Q

1 e
= c(§)e’!de
ViT /—fzo

c(§) = \/ﬂ/_m f(t)e *dt

O par de equagoes (2.8) sao, respectivamente, a Transformada de Fourier e a

(2.8)

Transformada Inversa de Fourier.

A Transformada de Fourier é uma ferramenta fundamental de calculo, com diversas

propriedades que permitem a simplificagdo de problemas dificeis como a resolucao de
equacoes diferenciais ordindrias .

Por exemplo, seja a equacao:

Y+ 20y’ + oty = a(t), (2.9)

onde a € C e z(t) é uma funcdo que possui transformada de Fourier.

Uma propriedade muito importante da transformada de Fourier diz que:

= 2 (2.10)

onde F(§) é usado para representar a transformada da fungao f(t) e #|-| é o operador

transformada de Fourier.

Logo, a eq. (2.9) pode ser transformada na seguinte equagao algébrica no espago

de Fourier:

—w?Y (&) + 20wiY (€) + a*Y (§) = X (€). (2.11)

3 Trata-se de uma forma “correta” de se realizar os passos absurdos mostrados na introducio desse

capitulo.
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Resolvendo-se a equagao algébrica (2.11):

—w?Y (§) + 20wiY (§) + a?Y (§) = X (§), (2.12)
Ve - XL |

a? 4+ 2awi — w?’

Antes de finalizar a solugdo da eq. (2.12), é necesséaria a apresentagao de outra

propriedade importante das Transformadas de Fourier, o Teorema da Convolucao:

F1w 9] = F [ [~ rglt = Nax| = FG(© (213)
O Teorema da Convolugdo permite que a eq. (2.12) seja escrita como uma convolu-
Gao:
1

Zz -1 — -1 g —1

FUY QI = XQ)+ 7 |

y(t) =7

z(t

—1 |:a2 1 : ] = u(t)te (2.14)

y(t) = h(t) * z(t)
y(t) = [ugt)te*at] * x(t)
y(t) = /O TPt — A)dA

A fungao u(t), na eq. (2.14), é definida como:

1, set>0
u(t) = : (2.15)

0, outros valores

A funcao h(t) = u(t)t é a Fungio de Transferéncia do sistema, ela transforma o
problema de resolucao de uma equacao diferencial em um problema de resolucao de uma
integral de convolucao. Essa integral de convolucao pode ser resolvida utilizando-se o

Teorema de Convolucao.

E importante lembrar que as definices apresentadas podem ser extendidas para o

caso multi-dimensional. No caso C”, a transformada de Fourier é definida como:

ft) = [ e <<ar
c(€) = /C By (2.16)
t = (tla t27 7tn)>€ = (517527 ceey gn)a <a, b>= ZZ:l akbk

Para o entendimento deste trabalho, os conceitos mais importantes sao o Teorema

da Convolucao e a versao discreta da transformada de Fourier, que é computada utilizando-
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se a Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) (COOLEY; TUKEY,
1965) (RADER, 1968).

Existem muitas propriedades da Transformada de Fourier que permitem a simplifi-
cagao e aceleracao de cédlculos, conforme pode ser visto em (BOASHASH, 2003). A seguir,
sao mostrados alguns resultados fundamentais, que serao usados durante a apresentacao do
Método Integral de Fourier e do algoritmo para geracao eficiente de variogramas, tabelas

de covariancia e outras estatisticas.

2.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier

A seguir, as propriedades de fungoes aperiddicas * z(t) e y(t), com transformadas

de Fourier X (jw) e Y (jw), respectivamente, sdo apresentadas:
1. Linearidade do operador: A transformada de z(t) = Axz(t) + By(t) é dada por
Z(jw) = AX (jw) + BY (jw).

2. Deslocamento temporal: A transformada de z(t) = x(t — to) é dada por Z(jw) =
e 7w X (jw).

3. Deslocamento em frequéncia: A transformada de z(t) = e/*0'z(t) é dada por Z(jw) =
X (j(w — wo)).

4. Conjugacao: A transformada de z(t) = z*(t) é Z(jw) = X*(—jw).

5. Reversao temporal: A transformada de z(t) = z(—t) é Z(jw) = X(—jw).

6. Escalonamento na frequéncia e no tempo: A transformada de z(t) = z(at) é Z(jw) =
_x ()

la] " a
7. Convolugao: A transformada de z(t) = z(t) x y(t) ¢ Z(jw) = X(jw)Y (jw).
1
8. Multiplicacao: A transformada de z(t) = x(t)y(t) é Z(jw) = Q—X(jw) x Y (jw).
T

dx(t)
dt

9. Diferenciagao: A transformada de z(t) =

t 1
10. Integragao: A transformada de z(t) = / z(r)dr é Z(jw) = 7 X(0)6(w)+-—X (jw).
—0o0 Jw

dX(jw)‘

11. Diferenciacao em frequéncia: A transformada de z(t) = tx(t) é Z(jw) = j ¥
w

12. Conjugado simétrico de uma fungao real: X (jw) = X*(—jw).

4 B importante ressaltar que uma funcéo aperiédica pode ser vista como uma funcio f (t), com periodo

T — +o0.
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13. Simetria de uma funcgao real e par: A transformada de uma fungao real e par z(t)

também é real e par.

14. Simetria de uma funcgao real e impar: A transformada de uma funcao real e impar

x(t) é puramente imaginaria e impar.

15. Decomposi¢ao em componentes pares e impares de uma fungao real: As transformada
de Fourier das funcoes z,(t) = PAR[z(t)] e z;(t) = IMPAR[z(¢)] de uma funcio z(t)
real sio X, (jw) = Real[ X (jw)] e X;(jw) = Im[X (jw)].

16. Identidade de Parseval: / (t)|2dt = - / X (jw)|*dw

Como pode-se notar, as propriedades da transformada de Fourier sao versoes
assintoticas das propriedades das séries de Fourier. Além disso, as propriedades das
transformadas das funcoes reais sao fundamentais quando se trabalha com densidade
espectral, ja que a funcao de covariancia é uma funcao real par. Usando-se as propriedades
definidas anteriormente, é imediato concluir que a densidade espectral (transformada de
Fourier da fungdo covaridncia) também serd uma funcao real e par. Esse fato é explorado

no algoritmo de modelagem implicita que é apresentado no Cap. 3.

Da mesma forma, as propriedades da transformada de Fourier podem ser estendidas

para a sua versao discreta, conforme é visto na se¢do a seguir.

2.3 A Transformada Discreta de Fourier

Em aplicagoes praticas, a versao discreta da transformada de Fourier (Transformada
Discreta de Fourier - Discrete Fourier Transform - DFT) é mais utilizada. A transformada

discreta de Fourier, em C!, é definida da seguinte forma:

N—

Z —27rknz
=0
N—
2ﬂknz
Tn Z

(2.17)
Da mesma forma que na versao continua, a definicdo dada pela eq. (2.17) pode ser

extendida para C%, o caso d-dimensional.

—2mkinyi  2mkonoi 2wkgngi

Xo= 3 Y Y g TR

ni =0 ng =0 ng =0

N1—1Na—1 Nd 1 2mkinyi | 2mkgngi 2mkgngi (218)
_ X N T N, TN
"= N o L X Kk d
LEV2- iV =0 ko= kq=0

k) = (k’l, kg, ...,kd),n = (nl,ng, ...,nd)
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A DFT possui as mesmas propriedades da versao continua. No caso da DFT, por

exemplo, o teorema da convolucao é expresso como:

DFT [z, *y,| = DFT [ > xmyn_m] =X - Y (2.19)
O operador - é o produto ponto-a-ponto. Ou seja, utilizando a versao DFT, o tempo
para se computar uma convolugio entre dois vetores de tamanho n reduz de O(n?) ® para

O(n) mais o tempo para se computar as transformadas, O(nlog(n)) .

Outros teoremas da versao continua também podem ser mapeados em suas versoes
DFT, como pode ser visto em (BOASHASH, 2003).

Implementar a DFT diretamente a partir de sua defini¢ao resulta em um algoritmo
O(n?). Mas, felizmente, em 1965, Cooley e Tukey (COOLEY; TUKEY, 1965) publicaram
um artigo que apresentou um dos mais importantes algoritmos da ciéncia da computacao,
a Transformada Rdpida de Fourier. Esse algoritmo explora a simetria da equagao que

define a DFT para reduzir o tempo de computagao para O(nlog(n)).

Nesse trabalho, o resultado mais utilizado sera a eq. (2.19). J& que a covariancia
espacial pode ser obtida facilmente a partir de uma convolug¢ao, como pode ser visto a

seguir.

A covariancia espacial é definida como:

L)

C.w(h) = N(h) z(ug)w(ug +h) —m, ,my,,, (2.20)

a=1

onde m._, e m,_, denotam, respectivamente a média dos valores da cauda e da
cabega do par de variaveis z e w, N(h) denota o niimero de pares que podem ser encontrado
a um passo h. Aplicando a transformada de Fourier e o teorema da convolugao em (2.20),

obtém-se:

b
z

1
DFT|[C,,(h)] = DFT Nh) 2 Z(ug)w(wa +h) —m,_,my,,

sew(k) = Zi- Wi = DFT |m._,mu,,,|

(2.21)

I
—_

A eq. (2.21) define a densidade espectral s, (k) no indice k (no caso discreto,

considera-se h = (hy, hy, h,) = (nydy, nydy,, n.d,), onde d,, d, e d, sdo as dimensoes da

° O(f(n)) é uma notagdo usada em ciéncia da computagio para indicar que o tempo de execucio de

um algoritmo cresce de forma proporcional a f(n) conforme o tamanho da entrada n aumente. Isso
permite analisar de forma qualitativa como a performance de um algoritmo degrada com diferentes
tamanhos de entrada. Por exemplo, um algoritmo O(n?) pode demandar varios segundos para executar
uma tarefa que um algoritmo O(n) ou O(nlog(n)) executaria em milésimos de segundo.

6 A DFT pode ser computada eficientemente usando-se a transformada rapida de fourier (FFT)
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célula do grid). Essa equacao pode ser computada em O(nlog(n)), com n = N,N,N, e
N, N, e N, sendo o nimero de células em cada dimensao, j& que a etapa mais pesada ¢ a
computacao da transformada de z e w, e m,_, my,,, podem ser computados em O(nlog(n)),
usando-se as transformadas DFT [mth} =M, - I e DFT [mwm} =1 Mw (onde I é

transformada da fungao i(u) que vale 1 se hé informagao na posi¢ao u ou 0, caso contrario).

Logo, a fungao covaridncia C,,,(h) pode ser definida como:

Cow(h) = DFT'[Z - W] = DFT™" M. - [| DFT~" |- M,,| (2.22)

De maneira similar, é possivel se obter expressoes para se computar em O(n log(n))
outras fungoes como variograma, variograma cruzado, correlograma, entre outros, como
pode ser visto em (MARCOTTE, 1996).

Nas sub-se¢oes seguintes, sao apresentadas propriedades da transformada discreta

de Fourier e o algoritmo para computagao de DFTs em O(nlog(n)).

2.3.1 Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

As propriedades da transformada discreta de Fourier sdo, basicamente, as mesmas
da série de Fourier e da transformada de Fourier. A seguir, considera-se z,, e y, sinais
discretos periddicos com periodo N e frequéncia fundamental wy = 27/N com DFTs X}, e

Y}, respectivamente:

1. Linearidade do operador: A DFT do sinal discreto z, = Az, + By, € igual a
7, = AX, + BY},.

2. Deslocamento temporal: A DFT do sinal z,, = 2,,_p, é Z) = e /Fwomo X

3. Deslocamento de frequéncia: A DFT do sinal z, = e/M¥ong, & Z, = X}y
4. Conjugacao: A DFT do sinal z, = ) é Z;, = X*,

5. Inversao temporal: A DFT do sinal z, = z_, é Z, = X_j.

) Tp/m, sen émiltiplo de m,
6. Escalonamento temporal: A DFT do sinal 2, , =
0, se n nao ¢ multiplo de m

é Z, = iX’w um sinal discreto com periodo mN.

N
7. Convolugao periddica: A DFT da convolugdo, no periodo N, z, = Z%%—r é
r=0

Zy = NXYk.

N
8. Multiplicacao: A DFT do sinal z, = z,y, é Z, = Z XY,
r=0
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9. Primeira diferenca: A DFT do sinal 2, = 2, — 2,1 é Zp = (1 — e 7%0k) X,

10. Soma mével: A DFT do sinal z, = Z x,, caso seja finito e Xy = 0, entao a

. —

transformada é igual 7 = m){k.

11. Conjugado simétrico de funcoes reais: A DFT do sinal x,, real é dada por Z, = X* .
12. Sinal real e par: A DFT de um sinal real e par x,, é também real e par.

13. Sinal real e impar: A DFT de um sinal real e impar g, é puramente imaginaria e

impar.

14. Decomposicao de sinais reais em partes reais e impares: As DFTs dos sinais xp,, =
PAR[z,] e zi, = IMPAR|z,] de z, real sio Xpy = Real[X] e Xij = jIm[X}].

1 N N
15. Identidade de Parseval: ¥ S waPdt =D | X

n=0 k=0

A identidade de Parseval pode ser usada para mostrar que, por exemplo, quando
aplica-se a transformada de Fourier em um vetor de covaridncia, o valor da densidade
espectral s no ponto 0 é igual a variancia do vetor x,. A propriedade da convolugao
periddica ¢ utilizada para acelerar a computacao de muitas estatisticas, como covariancia,
variograma, correlagdo, entre outras (ja que essas métricas podem ser reescritas como
convolugoes). Essas propriedades, descritas anteriormente, serdo utilizadas durante a

implementagao dos geradores de tabelas de covariancia e simulacao espectral.

Na secao seguinte, é apresentado o algoritmo de transformada rapida de Fourier
que explora, principalmente, os resultados de simetria, convolugao e escalonamento para
construir métodos para se computar, em O(N log(NN)) passos, a DFT de um sinal discreto

Ty, com tamanho N.

2.3.2 A Transformada Rapida de Fourier

A Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) nao é uma
transformada nova, trata-se apenas de um algoritmo que explora a simetria da defini¢ao
da transformada discreta de Fourier para acelerar a sua computagao de O(N?) passos para
O(N log N) passos, onde N é o tamanho do vetor. Além disso, o mesmo algoritmo usado

na transformada direta pode ser usado na inversa, bastando trocar o termo o termo e 2™

por 2™ e dividir o resultado pelo tamanho N do vetor.

Existem diversos algoritmos FFT, cada um com propriedades que o torna mais
adequado para um determinado tipo de entrada. Por exemplo, existem algoritmos, como

o primeiro algoritmo FFT descrito por Cooley-Tukey (a versao radiz-2 7 é apresentada

" Radiz-2 significa que o tamnaho do vetor precisa ser poténcia de 2.
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no Algoritmo 1) ¥, que sdo eficientes quando o vetor de entrada z possui um tamanho
N que é uma poténcia de 2, ou seja, N pode ser escrito como N = 2. Mas, na pratica,
implementacoes de alta performance de algoritmos FFT demandam técnicas matematicas
e computacionais muito mais sofisticadas, como utilizar mais instrucoes de ponto flutuante
que operam em multiplos dados simultaneamente (SIMD - Single Instruction Multiple
Data) e técnicas mais avangadas de teoria dos ntimeros e dlgebra. Como pode ser visto
em (JOHNSON; FRIGO, 2008), uma implementacao que utilize os algoritmos FFT mais
modernos consegue reduzir o tempo de execuc¢ao em fatores entre 5 a 40 vezes, quando
comparamos com o algoritmo de Cooley-Tukey classico, ja que a performance da FFT
tende a se deteriorar significativamente quando o tamanho N do vetor de dados aumenta.
Além disso, a complexidade do algoritmo aumenta significativamente quando o tamanho
do vetor nao ¢é poténcia de 2, ja que é preciso definir uma estratégia de calculo que

decomponha o problema em pedacos menores que sao resolvidos recursivamente.

Apesar do problema de se computar FFT nao ser trivial, para casos onde N nao é
poténcia de 2, o principio que inspira os diversos algoritmos é simples e é apresentado a
seguir.

Considera-se a DFT descrita, a seguir, na eq. (2.23) .

N-1 .
X =Y wpel 2k (2.23)
n=0

onde Xy, é a DFT do vetor x = {z¢, x1,...,xy_1}, com tamanho N e k =0,1,.... N — 1.

A forma radix — 2 é a mais simples do algoritmo de Cooley-Tukey (COOLEY;
TUKEY, 1965), essa forma explora a igualdade descrita em (2.24).

Sem perda de generalidade, a eq. (2.23), pode ser decomposta em uma soma de

termos pares e impares, como visto em (2.24).

N/2-1 ' N/2—1 '
Xp= ) Lomel T2TEmMER/N > Tom 1l 2T HDR/N (2.24)
m=0 m=0

Fazendo-se P, = SN2 gg,, el 27@mR/N o [ s V25, L ed=2m@mki} /N g e,

(2.24) pode ser reescrita como:

Xk = Pk + 6_(27rki)/N]k (225)

A eq. (2.25) mostra a decomposigao da eq. (2.23) em seus termos pares e impares.

8 Segundo (HEIDEMAN; JOHNSON; BURRUS, 1985), Gauss apresentou versdes de algoritmos FFT
para N = 3" ¢ N = 6" (GAUSS, 1866).
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Entrada: Um vetor de dados x = {zq, Ts, 725, .-, Z(N—1)s }, © tamanho N do vetor de
dados e passo de incremento s. N deve ser uma poténcia de 2, ou seja,
N =2,
1 saida A DFT X do vetor x.
2 Xo,X1,...,Xn-1 < fft(z,N,s):

3 inicio
4 se N =1 entao
5 X() — X0 ;
6 retorna X ;
7 senao
8 // Os primeiros N/2 termos sdo a parte Py da DFT do vetor z. Para
computar P, computa-se a DFT do sub-vetor (xg, x2s, T4s, -, TN—2)-
9 X0,y Xnjo—1 < fft(z,N/2,25) ;
10 // Os tltimos N/2 termos sao a parte I, da DFT do vetor z. O sub-vetor
x + s é definido como = + s = (T, L5125, Tstdsy ey TN—1)-
11 XN/27---7XN—1 <—fft($+S,N/2,2S) )
12 para k=0..N/2 — 1 faca
13 t+— Xi ;
14 X <—t+€_2mk/NXk+N/2 ;
15 Xipny ¢ t— e RNXy L ns
16 fim
17 retorna X ;
18 fim
19 fim
20 fim

Algoritmo 1: Algoritmo de Cooley—Tukey (FFT- versao radiz-2) (COOLEY; TUKEY,
1965) (JOHNSON; FRIGO, 2008) aplicado na computacao da DFT X de vetores z
com tamanho N = 2. A fungdo recursiva fft(z, N, s) realiza a computagao descrita
pelo algoritmo. Para utilizar esse algoritmo, o usuario deve chamar a funcao fft,
considerando um valor inicial de s igual a 1.

Algo importante, que deve ser observado, é que

N/2—1 ‘ N/2-1 ‘ '
Pk+N/2 — Z xgme{—27r(2m(k+N/2))z}/N — Z x2m€{—27r(2mk)z}/N—2mm = P, (226)
m=0 m=0

e, da mesma forma,

N/2—1 . N/2-1 ‘ ‘
Ik’—i—N/Q — Z x2m+1e{—27r(2m(k+N/2))z}/N — Z x2m+1€{—27r(2mk)z}/N—2m7rz _ Ik (227>
m=0 m=0

Ou seja, as egs. (2.26) e (2.27) demonstram uma importante propriedade de

periodicidade dos termos I e Py que permite que a eq. (2.25) seja reescrita como:

P, + e 2mR/N T, se 0 <k < N/2,

, (2.28)
Ponjo+e 7N N, se N/2<k < N.

ko
I
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—27ki/N

O termo e é chamado de fator de giro da eq. (2.28). E, este termo obedece

a eq. (2.29).

—2mi(k+N/2)/N 727Tk’i/N€77T’L.

e =e = —e 2mki/N (2.29)

Logo, a eq. (2.28) pode ser transformada, considerando 0 < k < N /2, na eq. (2.30).

Xk — Pk + e—27rki/N[k

iy, 2:30)

Xiynpp =P —e

Se N é uma poténcia de 2, N = 2!, a eq. (2.30) pode ser aplicada recursivamente
log(N) = [ vezes. Além disso, pela eq. (2.30), pode-se concluir que, para computar os N
termos da DFT X, precisa-se computar N/2 termos Py e I}, (que, por sua vez, podem

ser computados utilizando-se a mesma eq. (2.30)). Logo, o niimero total de operagdes

realizadas é O(2N/2 + 4(N/4) + ... + 2/(N/2")) = O(IN) = O(N log(N)).

O Algoritmo 1 é a implementacao mais simples de uma FFT, conhecida como
Algoritmo de Cooley—Tukey versao radiz-2, mas ele s6 funciona nos casos em que N é
poténcia de 2. Os termos Py e I da eq. (2.30), também, sao DFTs e, em cada nivel da
recorréncia definida na eq. (2.30), pode-se aplicar o algoritmo mais apropriado para se
computar a DF'T especifica. No caso geral, para vetores, com tamanho N, que nao sejam
poténcias de 2, sera preciso decompor a DFT X, em sub-transformadas, de modo que
cada uma tenha um método apropriado para se obter o resultado. Essa decomposi¢do nao
é trivial, e, na pratica, para se obter um bom resultado é preciso se combinar diferentes
tipos de algoritmos FFT, como pode ser visto na implementacao da biblioteca FFTW,
descrita em (JOHNSON; FRIGO, 2008). Alguns autores chamam essa decomposicao de
construgao do plano de execugdo da transformada. A performance 6étima de um algoritmo
FFT é um problema de otimizacao que depende, essencialmente, da decomposicao em
fatores de N.

Uma versao mais geral do Algoritmo de Cooley-Tukey (COOLEY; TUKEY, 1965),
é obtida ao se decompor o tamanho N do vetor z em N = N;N,, onde N; e Ny sdo niimero
inteiros nao necessariamente primos entre si ?. Para uma melhor performance, o ideal

é fatorar N em termos inteiros préximos de v/ N. Reescrevendo-se a eq. (2.23), fazendo

9 Ou seja, o maior divisor comum entre N; e Ny é 1.
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k = Noki + ko e n = Ning + nq, obtém-se

N-1

. —2mn(Noky1+ko)i/N
XN2k1+k2—an€ mn(Na2k1 2)/7

n—=
Ni1—1 No—1
_ —2m(N1ing2+n1)(N2ki+k2)i/(N1N2
XN2k1+k2 - Z Z T Ning4n, € ( X i )7

n1=0 n2=0
N1—1 No—1

o —2m(na/No+n1/N)(Noki+ko)i
XN2k1+k2 - Z Z LNing4n, € (Ra/Natma [N)(Naks 2)?

n1=0 no=0

Ni—1Np—1
_ —2m((N2k1+k2)n2/Na+(N2ki+k2)n1/N)i
XNzkl—‘rkg - Z Z xN11’L2+7’L16 (( ) / ( ) / )7 (231)
n1=0 no=0
N1—1 Na—1
_ —2n(k1nz2+kenz/No+kini /N1+kani/N)i
XN2k1+k2 - Z Z T Ning4n, € ( / / / )7
n1=0 n2=0
N1—1 No—1
—2m(kana/N2)i ,—2mw(kini/N1)i ,—2mw(kani/N)i
XN2k1+k2 = Z Z LNing+n, € (kana/No) € (ki /N1) € (hama / )a
n1=0 n2=0
Ni—1 Ny—1
—2m(kan1/N)i —2m(kamno /N2 )i —2m(k1m1/N1)i
X Nokythy = Z [e (kan1/ )} Z T Nymgn, € (kan2/N2)i | —2m(kini/N1)i
n1=0 no2=0

Pela eq. (2.31), o problema de se computar a DFT de um vetor  com tamanho
No—1
N = N1 N, é decomposto em N; DFTs Z lenngme_%(kQ”?/N?)z. As novas DFTs podem
no=0
ser computadas utilizando-se alguma das seguintes abordagens:

1. Caso o tamanho seja poténcia de 2, o Algoritmo 1 pode ser usado;
2. Caso o tamanho seja par, pode-se recorrer a simplificacao dada na eq. (2.28);

3. Caso o tamanho seja um ntimero composto ', pode-se utilizar novamente a simplifi-

cagdo dada na eq. (2.31) e, em seguida, o algoritmo apropriado;

4. Caso o tamanho seja primo, um algoritmo mais sofisticado precisara ser usado, como
o algoritmo de Rader (RADER, 1968) ou de Winograd (WINOGRAD, 1978).

E importante lembrar que, para cada Ny, define-se a versao radiz-N; do algoritmo de

Cooley-Tukey. Por exemplo, o Algoritmo 1 é a versao radiz-2 do algoritmo de Cooley-Tukey.

O problema de se computar a DFT de um vetor # com tamanho N, nimero primo,
¢ mais desafiante. Nesse caso, o Algoritmo de Rader (RADER, 1968) ou o de Winograd
(WINOGRAD, 1978) precisa ser utilizado, algoritmos que, diferentemente do Algoritmo 1,
se baseiam em resultados mais sofisticados de algebra e teoria dos niimeros. No caso do
algoritmo de Rader, o problema de se computar a Transformada de Fourier é transformado
no problema de se computar a convolucao de dois vetores menores (que, por sua vez, pode

ser eficientemente resolvido utilizando-se outras transformadas de Fourier).

10 Ou seja, um ntimero que pode ser decomposto em fatores primos.
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Caso N seja primo, pela teoria dos nimeros, o conjunto de indices I = {1,2,..., N —
1} forma uma grupo finito com multiplicagio médulo N ' . Em outras palavras, qualquer
indice n € I pode ser escrito como n = g mod N para um tnico ¢ € {0,1,..., N — 1}.
Além disso, no grupo multiplicativo médulo N, o inverso multiplicativo 2 k = g™ mod N
também é bem definido, se N é primo, k € {0,1,..., N — 1} e para cada n existe um
tnico k associado e vice-versa (ou seja, existe uma bijegdo entre o conjunto I e ele mesmo,
gerada pela operagao inverso multiplicativo). Ou seja, a DFT descrita na eq. (2.23) pode

ser escrita como

N-—1
X() = Z Tn
= o 2.32)
Xk:g*P =10+ Z xn:gqe—sz/Ng P—q ’
q=0

comp=0,1,.,N—2eq=0,1,.... N — 2.

N-2
~ — 27 —(p—a) ~
Pode-se observar, que a expressao Z Tp—ga€ 2mi/Ng define uma convolugao
q=0
entre as sequéncias
Ag = Tga €

e (2.33)

Entao, pode-se aplicar o teorema da convolugao para se computar X, usando
a, € by, definidos em (2.33). Além disso, a decomposi¢ao vista na eq. (2.28) pode ser
usada para se simplificar a computacao das DFTs das sequéncias a, e b,. Caso, apareca
uma DFT da parte par ou impar, com tamanho impar ou primo, é preciso definir qual
¢ a melhor estratégia a ser adotada, se deve-se aplicar novamente a transformacao em
problema de convolugdo dadas nas egs. (2.32) e (2.33), a decomposigdes em fatores do
algoritmo de Cooley-Tukey ou algum outro algoritmo que tenha melhor performance em

um determinado tamanho de vetor.

O maior desafio, quando se implementa uma API para se computar FFTs (JOHN-
SON; FRIGO, 2008), é desenvolver algoritmos que estimem o custo de computagao de um
determinada estratégia e encontrem a melhor estratégia de resolugdo de um problema de
DFT. Ja que, como pode ser visto no algoritmo de Rader e de Cooley-Tukey, por exemplo,
a estratégia fundamental é dividir e conquistar. A DFT de um vetor de tamanho N é
decomposta em problemas de DFT menores que podem ser resolvidos da melhor forma

possivel utilizando-se uma determinada estratégia de resolugao.

1 Em aritmética finita, um grupo multiplicativo médulo N é um conjunto finito de inteiros I =
{1,2,...,N — 1} onde a operagdo x X y mod N é definida, com xz € I, y € I e xzy mod N € I. x
mod N é o resto inteiro da divisdo de z/N.

12O inverso multiplicativo r de um inteiro m no médulo N é um valor que satisfaz a igualdade mr
mod N = 1.
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Um resultado importante, que pode ser constatado observando-se os algoritmos
anteriores, é que transformadas de vetores com tamanho poténcia de 2 sao muito mais
eficientemente computadas do que outros tamanhos. Além disso, o caso para vetores
de tamanho primo é computacionalmente muito mais desafiante, j4 que o problema é
transformado numa convolugao de duas sequéncias menores que é, por sua vez, resolvido
também aplicando-se algum algoritmo de FFT. Embora, a ordem do algoritmo continue
O(Nlog(N)), o nimero de operagdes inteiras e de ponto flutuantes, que sao caras com-
putacionalmente, aumenta significativamente. A natureza recursiva do algoritmo FFT é
vital para que uma implementagao seja eficiente, ja que a cada nivel de recorréncia (onde,
tem-se um vetor a ser transformado com tamanho menor que o original e com propriedades

diferentes) é preciso se utilizar um método diferente.

A biblioteca FFTW, desenvolvida por Frigo e Matteo (JOHNSON; FRIGO, 2008),
¢é utilizada para se computar as FFTs, nos algoritmos implementados nesse trabalho.
FFTW foi escolhida por causa de sua performance, generalidade (as fungoes funcionam
eficientemente para vetores de qualquer tamanho), suporte sélido, além de ser a solugao

industrial padrao para esse tipo de problema.






61

3 Construindo-se tabelas de covariancia

No capitulo 2, foi apresentada a Transformada de Fourier que é uma ferramenta
matematica que permite transformar problemas complexos em um versao simplificada em
outro espaco. O Teorema da Convolugao foi apresentado e foi comentada sua importancia

na aceleragao da computagao de covariancias.

Neste capitulo, é apresentado um método para se construir tabelas de covariancia a
partir dos dados brutos. Essas tabelas de covariancias substituem modelos de covariancia
tradicionalmente usados em métodos como Krigagem, SGSIM. Trata-se de uma metodologia
em que o modelo de covariancia ¢ definido implicitamente por um matriz que fornece todas

covariancias em qualquer lugar da grade de simulacao.

A principal vantagem de se utilizar uma tabela de covaridncia gerada a partir
dos dados brutos é o fato de nao ser mais necessario utilizar um precioso tempo na
modelagem dos variogramas: problema que se torna muito mais complexo conforme o
numero de dimensdes e varidveis aumentam. Embora, ndo seja possivel reutilizar o modelo
nao-paramétrico em softwares que esperem um modelo parametrizado para covariancia
(efeito pepita, tipo de estrutura, alcances). O algoritmo de modelagem de tabelas de
covariancia pode ser estendido para o caso multivariado. Tudo gragas ao importante
Teorema de Bochner (LOOMIS, 1954), um resultado matematico fundamental que permite

que funcoes definidas positivas sejam facilmente construidas ! no espaco de Fourier.

Pode-se ver nesse capitulo como a alteracdo do ponto de vista de um problema

simplifica signficativamente o esfor¢o necessario na resolucao.

3.1 Covariancia espacial, tabela de covariancia e densidade espec-

tral

Correlagao e covariancia espacial sao métricas que medem o quanto duas varidveis
sao relacionadas entre si, de acordo com o afastamento espacial dessas amostras entre si. No
caso, essas métricas tentam quantificar o quanto o comportamento de uma variavel impacta

no comportamento da outra, conforme duas amostras sao aproximadas ou afastadas.

Relembrando-se o que foi visto no Cap. 2. A covariancia espacial é dada pela eq.

1 Uma exigéncia da maioria dos algoritmos de estimativa e simulacdo é que o modelo de covaridncia seja

definido positivo.
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(3.1).
| N
C.u(h) = W Z:l 2(Ug)w (g +h) —m, ,my,,, (3.1)

E, por sua vez, aplicando-se a transformada de Fourier em (3.1), obtém-se a

densidade espectral, dada na eq. (3.2).

sew(k) = Zy- Wi = DFT [m._,mu,,, | (3.2)

A correlagao espacial p,,,(h) é obtida dividindo-se a eq. (3.1) por C,,(0).

Na prética, trabalha-se, geralmente, com uma versao discreta de C,,,(h), a tabela
de covariancias C,y, (1,7, k), no caso 3D, ou C,,(i,7), no caso 2D. Cada célula (i, j, k)
corresponde a um lag h = (iA,, jA,, kA,), onde os A, com | = z,y, z, sdo a discretizagao

espacial, nas diregoes x, y e z, respectivamente, do grid de estimativa ou simulacao.

A computagao das tabelas de covaridncia C.,,(, j, k), aplicando-se diretamente a eq.
(3.1), demanda O(N?) operagoes, ji que para cada lag é preciso visitar todos nés para se
computar covariancia C.,, (1, 7, k). Isso é algo proibitivo na prética, por isso, a computacao
da densidade espectral s,,, (3.2) e, posteriormente, de sua inversa (C,,,), ¢ 0 método mais
adequado. Como foi visto no Cap. 2, a convolugdo, a DFT e a DFT inversa sao operacoes

que podem ser computadas em O(N log(N)).

Em (MARCOTTE, 1996), pode-se encontrar métodos para se computar rapida-
mente outras estatisticas, além da covariancia, como variogramas, pseudo-variograma

cruzado, entre outros.

Um dos maiores problemas, durante o estagio de preparacao dos parametros para
uma estimativa ou simulac¢ao, é encontrar um modelo de covariancia que mais se adeque
aos modelos experimentais obtidos a partir das amostras coletados em campo. Esse nao é
um problema trivial, por isso, na proxima secao serao apresentadas diferentes abordagens
para a construcao de uma tabela de covariancia admissivel para ser usada pelos algoritmos

de estimativa e simulacao.

3.2 Uma visdo geral das abordagens para se construir tabelas de

covariancia a partir dos dados

Existem duas diferentes abordagens para o problema de se computar uma tabela

de covariancia ou correlacao espacial para um conjunto de amostras:
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« Usando o espaco de dados e busca-se encontrar uma matriz que satisfaca os critérios

de positividade.

« Via abordagem espectral, onde ¢ utilizada a Transformada de Fourier da matriz de
covariancia experimental, para se obter uma matriz préxima admissivel. A abordagem
espectral utiliza o fato de que, no espacgo de Fourier, é muito mais facil serem satisfeitos
os critérios de positividade, gracas ao teorema de Bochner (YAO; JOURNEL, 1998).

Além disso, pode-se dividir as estratégias de calibra¢gdo de uma matriz de covari-
ancia em duas classes: métodos explicitos e métodos implicitos. Os métodos explicitos
constroem, a partir da tabela de covariancia experimental, uma expressao matematica
explicita para um modelo de covariancia que melhor se ajusta a covariancia experimental
computada a partir dos dados. Enquanto, os métodos implicitos expressam o modelo de
covariancia numericamente, nao fornecendo uma expressao matematica, ou seja, os valores
de covariancia em determinado lag é obtido a partir de uma tabela (com interpolagao

sendo usada, caso um determinado lag nao esteja presente).

Essencialmente, o método explicito baseia-se em uma pesquisa em um espaco de
fungoes, de forma que a melhor combinacao linear de func¢oes definidas é obtida. Mais
precisamente, dado um conjunto de N fungoes positivas definidas, procura-se a melhor
combinacao linear dessas fungoes tal que seja feito o melhor ajuste aos dados de covariancia
experimental (LARRONDO; NEUFELD; DEUTSCH, 2003). Em (PYRCZ; DEUTSCH,
2006) pode ser encontrado um conjunto de fungdes que podem ser usadas para se ajustar
geometrias mais complexas. Lembrando que a combinacao linear de modelos de covariancia

¢é ainda uma funcao definida positiva e pode ser usada como modelo de covariancia
(DEUTSCH; JOURNEL, 1998).

Enquanto o método explicito é relativamente bem definido, o método implicito

pode ser implementado de diferentes formas, como pode ser visto a seguir:

 Via busca iterativa, no espago dos dados: (HIGHAM, 2002) apresenta uma solucao
iterativa que busca a matriz de correlagao mais proxima da matriz de correlagoes
experimentais, computadas a partir dos dados brutos. (QI; SUN, 2006) apresenta
uma versao que converge mais rapidamente que o algoritmo de Higham, utilizando-
se o método de Newton (BERTSEKAS, 1999). (YIN; ZHANG, 2013) apresentam
técnicas baseadas em analise de gradientes. A abordagem iterativa é bem rica e
podemos encontrar outros trabalhos como, por exemplo: em (XIONG; ZOLOTOV;
HE, 2007), é apresentada uma solugao que utiliza analise convexa para calibrar o
melhor modelo de correlagao, e em (MISHRA, 2004) é apresentada uma solucdo que
utiliza otimizacao classica para minimizar o erro dado por uma métrica que avalia o

quanto a solucao estd préoxima de uma matriz positiva definida. A literatura utilizando



64

Capitulo 3. Construindo-se tabelas de covariancia

a abordagem iterativa é ampla, j4 que existem muitas técnicas de otimizacao que se
ajustam muito bem ao problema de se encontrar um candidato que mais se aproxime

de um determinado alvo dada uma métrica de performance;

Utilizando-se inteligéncia computacional, no espago de dados: Tabelas de covariancia
e correlagao também sao estruturas muito utilizadas nos campos de aprendizado
de méquina e andlise de grandes volumes de dados (Big Data). Entre as diferentes
técnicas de otimizacao utilizando-se inteligéncia computacional, aqui cita-se duas:
Evolucao diferencial e mistura de modelos com filtragem. Embora ainda seja uma
solucao iterativa, a evolucao diferencial (STORN; PRICE, 1997) é uma técnica de
inteligéncia computacional que consegue, de forma quase nao paramétrica, encontrar
um boa solu¢ao satisfazendo algum critério de performance, como visto em (MISHRA,
2007). Em (HOFFBECK; LANDGREBE, 1996), sdo apresentadas técnicas de mistura

de modelos e classificagdo para se construir uma tabela de correlacao admissivel.

Aplicando-se um algoritmo de suavizagdo no espago de Fourier: Os critérios de
positividade sao muito mais dificeis de serem atendidos no espago original dos
dados do que no espago de Fourier. Em (YAO; JOURNEL, 1998) (YAO, 1998a), é
apresentado um importante algoritmo de suavizacao da densidade espectral, a versao
no espago de Fourier da tabela de covariancia, que simplifica significativamente a
modelagem implicita de um dado conjunto de dados. Além disso, devido a natureza
das operacoes realizadas, que sdo, essencialmente, simples médias em uma janela
de dados especifica, e a natureza desacoplada do problema de suavizacao, pode-se
obter facilmente implementacoes de alta performance a partir dessa abordagem.
Lembrando-se que a FFT pode ser implementada utilizando GPU (MORELAND;
ANGEL, 2003) (CHEN; CUI; MEI, 2010) ou HPC tradicional (DMITRUK et al.,
2001) (TAKAHASHI, 2005).

Na préxima secao, é feito um maior detalhamento da abordagem de construcao de

tabelas de covaridncia utilizando-se o espaco de Fourier.

3.3 Construcao de Tabelas de Covariancias utilizando-se o espaco

de Fourier

O Teorema de Bochner (BOCHNER, 1939) é um resultado fundamental para a

construgdo de uma metodologia para suavizar tabelas de covaridncia experimental (YAO;

JOURNEL, 1998). Esse teorema assegura que se uma fungao discreta s no espago discreto

de Fourier satisfizer um conjunto de propriedades, sua transformada discreta de Fourier

inversa DF'T ! [s] ¢ uma funcdo positiva definda. As propriedades que devem ser satisfeitas

Sao:
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kezd

e s ¢ simétrica.

o s(k) é real positivo Vk € Z.

74 é o espaco de indices d-dimensional, por exemplo, elementos de Z? sdo

{(1,1),(1,3),(5,6)...}.

Na préatica, quando é construida uma funcio de covaridncia aproximada C (h) a
partir dos dados, o resultado é geralmente uma matriz esparsa com muitos dados faltantes
e com muitos artefatos. Obviamente, essa matriz pode nao satisfazer as exigéncias de

positividade para ser utilizada em algoritmos de simulacao e estimativa.

Por isso, é preciso aplicar um algoritmo de suavizacao, de forma que o modelo
resultante seja positivo definido. A solugao tradicional é ajustar o modelo utilizando-se
um conjunto de fungoes positiva definidas. Mas, esse processo é muito trabalhoso, ja que o
esfor¢o de modelagem cresce exponencialmente conforme o nimero de dimensoes aumenta.
Para reduzir a complexidade, a modelagem espectral se torna atraente, ja que as exigéncias
de positividade no espago de Fourier sdo muito mais faceis de serem atendidas do que no
espago dos dados. Com base nisso, em (YAO; JOURNEL, 1998) é proposto o seguinte

algoritmo de suavizacao:

i Por defini¢do, a fungao de covariancia experimental C'(h) é simétrica.

ii Suavize C'(h) utilizando médias méveis. C*(h) = Y C(k)Ay. Onde Q é definido
keQ(h)
como Q@ = {k € Z : acos(| < wn,wr > |/([[unll[[ur]])) < o, [[unl] — [Jul| <

d:}, 99 > 0 e 6, > 0 sdo, respectivamente, a tolerancia angular e radial, A\, =
np(k)/ [(1+ ||un — wk|)A], A = X pnp(k)/(1 + ||up, — ugl||) e np(k) é o nimero de

pares utilizados para construir a covariancia C (k).
iii Gere a densidade espectral experimental suavizada s*(k) = DFT [C®(h)]

iv Normalize o espectro s° utilizando a expressao s'(k) = s5(k)C(0)/(||K||5), B =
55 5%(4)/|7]]. Isso garante que Y3, s'(k) = C/(0).

v Enquanto ainda houver valores negativos em s'(k) utilize médias méveis com janelas

de tamanho variando de 1 até o tamanho do dominio inteiro. No caso 2D, suavize

§'(i,7) usando a equagdo s'(i,7) = m11m2 lnli/_zml/Q Z;Zi/fm?/g s'(t+ 11,5 + 1z), m

e mo sao os tamanhos da janela em cada dire¢ao. Quanto menor o tamanho da

janela melhor, ja que uma janela muito grande gera uma espectro muito suave, o
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que resulta em uma tabela de covariancias de baixa qualidade 2. Caso s'(k) seja um

valor negativo bem proximo de zero, pode-se forcar esse valor como 0.

vi Agora tem-se s'(k) normalizado, simétrico e com valores positivos. Se a DFT inversa

é aplicada, obtém-se a tabela de covariancias C(i, j, k) desejada.

O passo (ii) do algoritmo anterior descreve um leque com tolerancia angular 06 e
tolerancia radial dp em torno do ponto a ser estimado ou suavizado. O peso A\ é usado
para se priorizar informagoes provenientes de covaridncias computadas com maior niimero

de pares de amostras.

A fig. 4 ilustra uma densidade espectral suavizada utilizando-se o algoritmo apre-
sentado nesta se¢ao. A fig. 5 apresenta uma ampliacdo de 900% em torno do centro da
densidade espectral, permitindo uma melhor visualizacao de sua forma. E, a fig. 6 mostra
a tabela de covaridncia gerada a partir da transformada de Fourier inversa da densidade
espectral mostrada na fig. 4. Essa tabela de covariancia foi gerada a partir da base de
dados Walker Lake.

Figura 4 — Exemplo de densidade espectral suavizada.

3.4 Algumas consideracoes

A qualidade da tabela de covaridncias gerada pelo algoritmo de Yao depende
fortemente da quantidade de dados fornecida para se construir a tabela de covariancia

experimental. Por usar médias moveis para interpolar os dados faltantes, tanto na primeira

2 Embora, uma janela muito pequena possa resultar na persisténcia de artefatos e na criacdo de um

modelo mais ruidoso. Nesse trabalho, usa-se verificacdo visual para identificar o tamanho adequado
da janela de suavizagdo. Mas, um importante problema é definir uma métrica que permita definir o
tamanho de janela 6timo que consiga balancear suavizacao e precisao do modelo.
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Figura 5 — Visualizagdo ampliada em 900% do centro da densidade espectral ilustrada na fig. 4.

Figura 6 — Exemplo de tabela de covaridncia suavizada.

versao da tabela de covariancia quanto na densidade espectral, pode ocorrer uma suavizagao
excessiva. Para minimizar esse problema, pode-se aplicar uma correcao de escala no modelo
multiplicando-se todos valores por um fator de corregao. Ou seja, caso a covariancia C(0)
no lag (0,0, 0) seja diferente da variancia esperada dos dados %, multiplica-se todos valores

da tabela de covariancia pelo fator de correcio de escala o2/C(0).

Uma das principais vantagens de se usar tabelas de covaridncia é o fato dessa
ferramenta implicitamente lidar com as variagoes da covariancia de acordo com a geometria

dos dados. Isso poupa um significativo tempo de modelagem do geomodelador.

Nos casos em que ha poucos dados para se construir a tabela de covariancia
experimental, deve-se utilizar alguma técnica heuristica para se imputar informacao
adicional: como, por exemplo, explicitamente se imputar um modelo de covariancia usando-

se uma combinagao de fungoes admissiveis. Caso contrario, a qualidade da modelo gerado



68 Capitulo 3. Construindo-se tabelas de covariancia

serd baixa e este modelo nao podera ser usado em uma estimativa ou simulagao futura.

Como pode ser visto em (YAO; JOURNEL, 1998), o teorema de Bochner também
permite uma simplificagdo na geracdo de modelos de covariancia em problemas multi-
variados, reduzindo-se inclusive a quantidade de modelagens necessarias. A modelagem
de covariancia no espaco de Fourier, no caso multivariado, é mais simples que o tradi-
cional modelo linear de corregionalizacao (JOURNEL; HUIJBREGTS, 1978). Ja que a

dependéncia espacial no dominio da frequéncia é removida.
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4 Simulacao espectral: Turning Bands e Mé-

todo Integral de Fourier

O caminho aleatério impoe uma série de desafios para a paralelizacao dos algoritmos
de simulagao sequencial, como pode ser visto em (RASERA; MACHADO; COSTA, 2015).
Afinal, o fato do caminho aleatério ser previamente definido impde uma sequéncia de
passos para a execuc¢ao da simulacao, o que gera a necessidade de se adicionar alguma
logica de sincronizacao ou particao do espago a ser simulado. Isso gera um aumento de
complexidade e pode ter impactos negativos na performance computacional. Como foi
discutido no Cap. 1, os algoritmos de simulacdo espectral oferecem uma alternativa que

simplifica bastante o desenvolvimento de versoes paralelas e de alta performance.

Neste capitulo, sao apresentados dois algoritmos espectrais: o Turning Bands
(LANTUEJOUL, 2013; MATHERON, 1973) e 0 Método Integral de Fourier (FIM - Fourier
Integral Method) (YAO, 1998b). Ambos permitem que a simulagao seja realizada sem a
necessidade de uma sincronizacao de passos, algo que simplifica bastante o desenvolvimento

de versoes de alta performance desses algoritmos.

O FIM realiza a simulacao do espago de Fourier. Nesse algoritmo, os dados sao
transformados via FF'T, e as simula¢oes nao-condicionais sao geradas perturbando-se a fase
dos dados. Apds a retro-transformacao, o condicionamento é feito através da krigagem do
residuo. Este algoritmo utiliza diretamente a densidade espectral gerada a partir dos dados,
quer seja usando-se modelagem explicita (via modelos positivo definidos e heuristicas
definidas pelo modelador) ou modelagem implicita (usando-se um algoritmo de suavizagao,
como o descrito em (YAO; JOURNEL, 1998)).

De forma similar ao FIM, o Turning Bands utiliza uma transformacao do problema
de simulagao em 2D ou 3D em N simulagoes 1D. Basicamente, pode-se entender esse
algoritmo como um técnica para transformar a simulacdo geo-estatistica em simulagoes
de processos estocastico (onde algoritmos especificos podem ser utilizados para cada tipo
de modelo de covariancia). Além disso, esse método utiliza uma técnica de descorrelagao
espacial que quebra o espaco de simulagao em um conjunto de linhas independentes que
podem ser simuladas individualmente. Essa descorrelagao espacial facilita o desenvolvi-
mento de versoes HPC do algoritmo. As simulagoes em cada linha sdo combinadas para se
gerar a simulacao final. O Turning Bands é fundamentado no Teorema do Limite Central
(LEMONS; LANGEVIN, 2002).

Nas secoes seguintes, é apresentado um maior detalhamento desses dois algoritmos.

Além disso, é mostrado como a densidade espectral e a tabela de covaridncia, gerada
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utilizando-se a técnica descrita no Cap. 3 ou por modelagem explicita, podem ser utilizadas

conjuntamente com o FIM e com o Turning Bands.

4.1 Turning Bands

O Turning Bands é membro de uma familia de algoritmos que reduzem o problema
de simulagao de uma funcao aleatéria Gaussiana em um problema de simulagao de varidveis
aleatérias independentes, os Métodos Fspectrais. Este algoritmo transforma a simulacao de
uma fungdo de covariancia C'(h) em M simulagoes de processos estocdsticos independentes
com covaridncia Cy(r) (onde 6 é uma diregao e Cy(r) é chamada de representacio espectral

da covariancia C'(h) na diregao 0 e distancia 7).

Para se gerar as simulagoes, M linhas sao criadas em diferentes dire¢oes € em uma
esfera unitaria padrao em R” !. Em seguida, simulacdes 1D sdo computadas em cada uma
dessas direcoes e os resultados sdo combinados para se gerar a simulacao. Cada tipo de
funcao de covariancia C'(h) é simulado utilizando-se um algoritmo especifico (EMERY
LANTUEJOUL, 2006). Além disso, se uma funcéo de covaridncia C(h) pode ser escrita
como uma combinacao linear de modelos mais simples, esses modelos podem ser simulados

independentemente e os resultados sao combinados linearmente.

Como as simulacoes 1D em cada né sdo completamente independentes entre si, essas
simulacoes podem ser paralelizadas sem qualquer técnica de sincronizacao. O problema de
paralelizacao se torna embaracosamente paralelo, ja que pode-se livremente distribuir as

simulagoes de cada né entre diferentes threads e processos.

Muitos métodos espectrais sdo baseados nos seguintes resultados e defini¢oes
(LANTUEJOUL, 2013):

e Definicdo de uma fungao aleatéria Gaussiana: Uma funcao aleatéria é Gaussiana se

qualquer combinacao linear de suas variaveis obedece uma distribuicao Gaussiana.

o Caracterizacao da distribuicdo espacial de uma funcao aleatoria Gaussiana: A distri-
buicao espacial de uma funcao aleatéria Gaussiana é totalmente caracterizada por

seu valor médio e sua fun¢ao de covariancia.

« Vetores Gaussianos independentes: Dois vetores Gaussianos ? sao independentes se e

somente se sdo descorrelacionados 3.

Um bola ou esfera unitdria em R? é definida como um conjunto de pontos Sy, onde para quaisquer
dois pontos u,v € R? a relacdo A(u,v) < 1 se mantém. A é um funcio distancia em R

Isto é, um vetor cujos componentes possuem distribuicdo gaussiana.

Isto é, dois vetores V = [V, ..., V] e U = [Uy, ..., Uy,] sdo descorrelacionados se a correlagdo entre eles
é 0. Ou seja, sao vetores gerados por processos aleatérios independentes.
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o Combinagcao linear de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
(I.LLLD.): Seja Y1, Ys, ..., Y, uma sequencia de variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (I.I.D.), isto é, varidveis aleatérias descorrelacionadas
com a mesma funcao de distribuicao de probabilidade dy. Se suas médias sao finitas,
entdo pela lei dos grandes nimeros pode-se dizer que a média (Y; +Ya+ ... +Y,)/n

converge para um valor proximo da média m da distribuicdao dy. Em outras palavras,

. Y+ Yo+ +Y,
lim =m

n=-+0oo n

(4.1)

Caso 02 também seja finita, pelo teorema do limite central, tém-se que (Y} + Y5 +
..+Y,)/n tende a ser Gaussiano em torno da média de Y7, Y5, ..., Y,,. Entdo, pode-se

dizer que a distribui¢do da fungao Z,, = (Y1 + Y5 + ... + Y},) /n converge para

lim P{—2—+ < y} =G(y), (4.2)

n—-+4o0o

vn

onde G(y) é a fungdo de distribuicao Gaussiana padrao.

Em esséncia, esses resultados afirmam que a simulagdo de qualquer fun¢ao aleatéria
Gaussiana pode ser reduzida na simulagao de sequéncias de varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas (I.I.D.). Isso é um resultado fundamental, mas nao é

suficiente, pois nao responde algumas questoes fundamentais listadas a seguir:

o Como gerar a sequéncia de variaveis aleatorias I.I.D. associada a uma fungao aleatoria

Gaussiana especifica?
« Como simular uma variavel aleatéria com func¢ao de covariancia Cy(r)?

o Quantas simulac¢oes de processos estocdsticos sao necessarias para que o método

convirja para distribuicao Gaussiana esperada?

Alguns algoritmos foram desenvolvidos para responder essas questoes como o
método espectral, método da dilui¢do, método da tesselagdo e o Turning Bands (LAN-
TUEJOUL, 2013; MATHERON, 1973). Neste trabalho, o foco serd dado ao Turning
Bands.

Como foi dito anteriormente, o Turning Bands é uma técnica que reduz o problema
de se simular uma fungao aleatdria gaussiana com fungao de covariancia C'(h) em um
problema de processo estocastico, onde varias simulagoes 1D de processos com covariancia
Cy(r) sao realizadas. Onde 6 indica um parametro de direcao. Esse método pode ser visto
como uma generalizagdo do método espectral (LANT UEJOUL, 2013). A tnica diferenca
entre o Turning Bands e o método espectral é que este ultimo utiliza exclusivamente

fungdes cosseno para construir a representacao espectral das covariancias.
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4.1.1 Alguns resultados

A relacao entre a simulacao de processos estocéasticos independentes e a simulagao

da funcao aleatéria Gaussiana original é expressa por

1 n
(M (u) = W > Zp(< u, by >),u € R (4.3)
k=1

onde (,,n € N) é uma sequéncia de diregdes em uma esfera unitéria Sy e (Zy, k € N) é
uma sequéncia de processos estocdsticos independentes com covariancia Cy, , pr, =< u, 0 >
é a projecao do vetor w na diregao 0, e Z,(p,) é a representacao espectral da fungao

aleatéria Gaussiana z(™ (u) na direcio 0y,

Sendo que a covariancia C™ (k) de 2™ (u) é descrita por

O™ (h) = i S Co (< bty >), (4.4)

k=1
onde Cy, (< h, 6, >) é a representacio espectral da covariancia C™(h). Se a covariancia

C' é isotropica, isto é, pode ser escrita como C'(h) = Cy(||h]||) para alguma funcao escalar

Cy definida em R, entao a relacao entre C; e Cy é dada por

d— 1)wd,1

() = 24 /1<1 R0yt dt, (4.5)

dwy 0

onde wy significa, ¢ ¢ uma varidvel de integracdo, o d-volume * da esfera unitaria em R%.

Se d = 3, a equagao (4.5) é reduzida para

1
Oy(r) = /0 O\ (tr)dt (4.6)
ou, de forma equivalente,
d
Ci(r) = %7’03(7’). (4.7)

Curiosamente, para d = 2 a relagao é mais complicada

Cy(r) = 71T /0 " Cy(rsin(0))do (4.8)
Cu(r) =147 /0 " ;Cg(rsinﬁ)dQ. (4.9)

Com base nos resultados apresentados nessa sub-se¢ao, pode-se apresentar o algo-

ritmo Turning Bands.

4 O d-volume wy é uma generalizacio do conceito de area, volume, etc. No caso 2D, por exemplo, wy (a

7’ . . 7 . e Yo 3
drea) do circulo de raio r ¢ igual hd 7r2. E, no caso 3D, o volume w3 da esfera é igual 4%.
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4.1.2 O Algoritmo

O Turning Bands pode ser escrito como
Entrada: Dominio D da simulacdo, &y, ¢ uma distribuicdo onde >7;'_; dg, converge
fracamente ¢ para w, a distribuicio uniforme em S, (esfera unitaria em R?) e
C(h) é a fungao covaridncia isotrépica dos dados.

1 saida A realizacio 2™ (u).

2 inicio
) . 1 ~
3 Gere um conjunto de diregoes 61, ..., 0, tal que > ¢, dy, ~ w;
4 Gere processos estocasticos independentes padroes Xy, ..., X,, com funcoes

covariancia Cy,, ..., Cy,;
5 Compute 2™ (u) = ﬁ > oh—1 Zi(< u, 6 >) para qualquer u € D;

6 fim
Algoritmo 2: Algoritmo Turning Bands.

¢ Isto é, para um n suficientemente grande, a distribuicdo discreta converge para uma distribuicao
assintética.

E importante observar que o algoritmo Turning Bands ndo determina um método
para gerar as dire¢oes ou como construir processos estocasticos com covariancia Cy. Este
algoritmo ¢ somente uma descricao de alto nivel dos passos de processamento para se gerar
uma simulagao. Entao, para implementar esse algoritmo ¢é necessario resolver o seguinte

conjunto de problemas:

1. Como gerar um conjunto de diregdes satisfazendo = S°7_, §p, ~ @? Ou seja, um
k=

conjunto de dire¢des quase uniformemente distribuido na esfera S;?
2. Como simular um processo estocastico satisfazendo Cy,?

3. Como condicionar as simulagoes aos dados?

As proximas sub-secgoes apresentam solugdes para esses problemas.

4.1.3 Geracao de direcdes quase uniformemente distribuidas

Existem trés modos principais de se gerar dire¢oes 6,, quase uniformemente distri-

buidas em uma esfera unitaria Sy:

 Triangular a superficie da esfera (ZAGAYEVSKIY; DEUTSCH, 2016) e utilizar os
vértices como pontos para se definir as dire¢oes. Essa operagao pode ser custosa
dependendo do nimero de linhas desejadas e conforme o ntimero de dimensoes

aumenta (para trés dimensoes ja se torna um problema complexo).
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o Gerar 6,, usando uma distribui¢ao uniforme em Sy. Mas, a convergéncia de % > h—1 %0,
¢ muito lenta, ou seja, é preciso um numero grande de linhas para gerar bons

resultados.

o Usar uma sequéncia quase-aleatéria com discrepancia fraca °. Para d = 3, em
(FREULON;, 1994) é proposta a sequéncia:

_ o @ Ayp
Uy = 5 + 1 +...+2p+1
0 bl bp

Uy, = 3 —|—§+...—|— 30t (4.10)

0, = <Cos(27run)\/1 — 02, sin(27muy)\/1 — v2, vn>

onde a; = 0,1, b; =0,1,2 e n = ay...a2a1a9 = by...bab1by = ap + 2a; + ... + 2Pa, =
by + 3b1 + ... + 3%,. Em outras palavaras, a; e b; sao os digitos das representagoes

binarias e ternarias de n, respectivamente.

As sequéncias u, e v, sdo conhecidas como sequéncias de Van der Corput e possuem
aplicagbes em otimizacao aleatoria. O algoritmo de Freulon produz dire¢oes 6,, tao distantes
quanto possiveis de 64, ..., 0,_1 e consegue preencher Sy tao rapido quanto possivel. Como
pode-se ver nas Figs. 7, 8 e 9, usando-se 1000 bandas é possivel gerar um conjunto denso

de pontos preenchendo a esfera Sy.

Na pratica, o algoritmo de Freulon assegura uma rapida convergéncia para o
algoritmo Turning Bands. Geralmente, para grandes conjuntos de dados, usando-se de
1000 a 2000 direcoes, é possivel gerar bons resultados. Para gerar outras configuragoes de

bandas, pode-se aplicar uma rotacao aleatoéria.

5 TIsto é, uma sequéncia de pontos que preenche de forma quase uniforme a esfera.
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Figura 7 — 10 bandas geradas utilizando-se o algoritmo de Freulon.

Figura 8 — 100 bandas geradas usando-se o algoritmo de Freulon.
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Figura 9 — 1000 bandas geradas utilizando-se o algoritmo de Freulon.

E importante observar que o Turning Bands é um algoritmo de simulacdo que nio
depende de uma malha regular definida como outros algoritmos de simulagao espectral
baseados em pertubagao da matriz de densidade espectral (Método Integral de Fourier,

por exemplo).

4.1.4 Geracao das simulacoes unidimensionais

Tendo-se gerado as bandas que preenchem uniformemente a esfera unitaria, agora,
é necessario gerar as simulagdes unidimensionais em cada uma dessas bandas. Nessa
sub-se¢ao, sao apresentados alguns algoritmos para simular certos tipos de covariancias

unidimensionais C de forma eficiente.

Da mesma forma que o Turning Bands nao especifica um algoritmo para se gerar
as bandas, nao ha uma determinacao especifica de qual algoritmo deve ser usado em
cada banda para se realizar as simulacoes de processos estocasticos com covariancia C'.
Por isso, na pratica, para cada banda e modelo de covariancia utiliza-se o algoritmo
que de forma mais eficiente consiga realizar a simulagao estocastica. Lembrando-se que a
simulacao de cada modelo pode ser realizada de forma independente e no final os resultados
sao linearmente combinados. Em (EMERY; LANTUEJOUL, 2006) sio apresentados 15
algoritmos para se gerar simulagoes de 15 tipos diferentes de modelos de covariancia. No

caso geral, para se simular um modelo de covaridncia genérico pode-se usar o método
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integral de Fourier 1D para se realizar a simulagao da linha (ZAGAYEVSKIY; DEUTSCH,
2016).

Neste trabalho, sdo apresentadas técnicas para gerar simulacoes estocésticas dos

trés modelos mais utilizados: Efeito pepita, Esférico e Gaussiano.

o Para gerar um processo estocastico com uma covaridncia que é a representagao
espectral do efeito pepita, com varidncia c, é suficiente gerar um ntmero aleatorio

com distribuigao Gaussiana N (0, ¢) com média 0 e variancia c.

« O algoritmo para se gerar o processo estocéastico associado a covariancia esférica

3r r3
C3(r) = c(1 - % + %)1099 (4.11)

com sill ¢ e alcance (fator de escala) a é

1. Escolha de forma uniformemente aleatéria um deslocamento no intervalo [0, af

e divida o eixo em intervalos com comprimento a.

2. Dentro de cada intervalo, gere uma funcao linear com igual chance de ser
crescente ou decrescente; o sinal do coeficiente é independente de um intervalo

para outro.

3. O valor do coeficiente angular da funcao linear é 2\/%, onde n é o nimero de

bandas.

o Pode-se utilizar o método espectral continuo para gerar o processo estocastico

associado a covariancia Gaussiana

Cs(r) = cexp {— (2)2} (4.12)

com sill ¢ e fator de escala a (alcance, na prética, a\/g). O algoritmo é o seguinte:

1. Gere um vetor Gaussiano 7' e uma fase aleatéria uniforme ¢ definida em [0, 27].
Em R3, o vetor Gaussiano pode ser computado como T = (t1,t,13), onde

ti,1=1,2,3 é um nimero aleatério Gaussiano com distribui¢ado N (0, 1).

2. O processo estocastico é simulado usando-se a equacgao Zp(u) = v/2ccos(2m(<
u,T > +¢)), onde u € R3.

A fig. 10 ilustra uma simulagdo 1D da representacao espectral da covariancia
esférica. E, a fig. 11 mostra uma simulacao nao-condicional 2D utilizando-se um modelo

esférico.
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Figura 10 — Simulagdo do processo estocéstico Y (r), em uma dire¢do p, associado com a
covaridncia esférica, com ¢ = 10 e a = 10. r é a coordenada na banda de direcao p.

m

Figura 11 — Simulacdo nao condicional usando-se uma covaridncia esférica com ¢ = 10, a = 10
e 1000 bandas.

A fig. 12 ilustra uma simulacdo 1D da representagao espectral da covaridncia
gaussiana. E, a fig. 13 mostra uma simulagao nao-condicional 2D utilizando-se um modelo

gaussiano.
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200 400 600 800 1000

Figura 12 — Simulac¢do de um processo estocastico Y (r), em uma diregao p, associado a uma
covariancia Gaussiana com ¢ = 10 e a = 10. r é a coordenada na banda de direcao
p.

Figura 13 — Simulacao ndo condicional de um modelo Gaussiano com ¢ = 10, a = 10 e 1000
linhas.
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Tendo-se gerado as bandas e as simulagoes estocasticas independentes em cada
banda, agora ¢é necessario condicionar as simula¢oes aos dados. Na secao 4.2, é mostrado
como realizar essa condicionamento. Essa técnica ¢é utilizada tanto no Turning Bands

quanto no Método Integral de Fourier.

Na sub-secao a seguir, sao feitas algumas considerac¢oes operacionais sobre o Turning
Bands.

4.1.5 Algumas consideracoes sobre o Turning Bands

Do ponto de vista operacional, considerando-se s6 os parametros de entrada, o
Turning Bands é muito parecido com algoritmos de simulacao tradicionais como a Simulacao
Sequencial Gaussiana. A unica diferenga é o pardmetro nimero de linhas (bandas) que

exerce um papel fundamental no algoritmo.

A qualidade (velocidade de convergéncia) do Turning Bands é diretamente relacio-
nada ao numero de linhas e ao algoritmo utilizado para se gerar as bandas. Na pratica,
utilizando-se o algoritmo de Freulon, um nimero de linhas maior que 1000 é suficiente
para se gerar bons resultados em 3D (EMERY; LANTUEJOUL, 2006). Quando o nimero
de linhas nao é apropriado, artefatos sao gerados e claramente visiveis. As figs. 14, 15 e 16

ilustram o impacto do nimero de linhas na qualidade da simulacao.

Caso o modelo de covaridncia seja anisotropico, com anisotropia definida pela
matriz T', é preciso transformar as coordenadas do ponto u a ser simulado usando-se a
equacgao v = Tu. Isto é, precisa-se projetar o ponto num espago isotrépico, antes de se

realizar a simulacao.

O Turning Bands é um algoritmo shared nothing, isto é, ndo ha interdependéncia
entre os nés para se gerar resultados - ao contrario do SGSIM. Isso permite que uma
versao HPC eficiente seja facilmente implementada. Essa é uma caracteristica fundamental
dos métodos espectrais, a facilidade de se criar versoes HPC, ja que todos efetuam uma
estratégia de desacoplamento que permite a realizacdo independente e simultanea de

diversas etapas do processo de simulagao.
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Figura 14 — Simulagdo condicional do banco de dados Walker Lake com nimero de linhas igual
a 10. Pode-se notar a presenga clara de artefatos nessa imagem.
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Figura 15 — Simulagdo condicional do banco de dados Walker Lake com niimero de linhas igual
a 100.

Figura 16 — Simulagdo condicional do banco de dados Walker Lake com niimero de linhas igual
a 1000.
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4.2 Condicionando as simulacoes aos dados

Tanto o Turning Bands quanto o Método Integral de Fourier realizam primeiramente
uma simulac¢ao nao condicional utilizando-se uma funcao de covariancia C' e, apds isso, os
dados sao usados em uma etapa de condicionamento. Basicamente, o condicionamento
nada mais é do que uma krigagem do residuo. Isso é uma caracteristica fundamental
quando se deseja implementar uma versao HPC de um algoritmo espectral, ja que a
krigagem e a simulagao estocédstica nas linhas ou pontos sao processos embaracosamente

paralelos.

O condicionamento aos dados ¢ realizado efetuando-se os seguintes passos:

1. Simule uma funcao aleatéria gaussiana (usando Turning Bands, Método Integral
de Fourier ou outro tipo de algoritmo de simulagdo), com média 0 e covaridncia
C', no dominio D e nos pontos de condicionamento C'D. Seja {z(u) : uw € D} e

{z(v) : v € CD} os valores gerados, respectivamente.
2. Estime por krigagem 2*(u) = 3, cq(u) Mv(®)z(v) para cada u € D.

3. Retorne (z(u) +y*(u) — z*(u) = 2(u) + Xyequ) Mo (w)[y(v) — 2(v)],u € D).

D é o dominio da simulacido, C'D é o dominio dos dados condicionantes no espacgo
gaussiano, y(v) sao os dados condicionantes, z(u) é a simulagdo nao condicional no ponto u,
2*(u) é a estimava utilizando as simulagoes z(v) nos pontos v € CD, y*(u) é a estimativa

utilizando-se os dados e A\, (u) é o peso de krigagem de v no ponto wu.

A expressao z(u) + Y yequ) Mo (@) [y(v) — 2(v)] é chamada de krigagem do residuo,

¢ um modo de estimar o erro na posicao w.

4.3 Método Integral de Fourier (FIM - Fourier Integral Method)

No cap. 3, foi visto como utilizar a FF'T para construir uma tabela de covariancias
que pode ser usada em algoritmos classicos de simulacao e estimativa. Mas, na literatura,
existe um algoritmo que permite a simulagado nao-condicional no espago de Fourier (YAO,
1998b), o Método Integral de Fourier (Fourier Integral Method - FIM).

Como no Turning Bands, o FIM nao exige a criacgdo de um caminho aleatério para
se realizar as simulagoes. Isso permite que o algoritmo seja facilmente adaptado para
executar em um ambiente HPC, ja que nao ha necessidade de intercomunicacao entre os
processos durante a simulacao. Ou seja, o FIM permite que varios nos sejam simulados
separadamente e ao mesmo tempo. Isso pode resultar em softwares muito mais eficientes
que os tradicionais. Afinal, um dos maiores gargalos em qualquer sistema distribuido é o

travamento gerado pela necessidade de sincronizagao de processos.
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A ideia central do FIM é perturbar a fase do espectro de densidade usando-se uma
distribuigao uniforme U(—m, 7). Para dados reais, o espectro de densidade s(k) pode ser

escrito como:

s(k) = [s(k)| cos(¢) — [s(k)|isin(¢), (4.13)
onde |s(k)| e ¢ sdo 0o mdédulo e a fase de s(k), respectivamente.

Além disso, pelo Teorema da Convolugao (visto no Cap. 2) pode-se ver que, dado

z(uw) (com DFT Z(k)), a densidade espectral s(k) pode ser escrita como:

s(k) = Z(k) - Z(k) = (1Z(k)| cos() + i| Z (k)| sin(¢))
(1Z (k)] cos(¢) — | Z(k)|sin(¢)) (4.14)
s(k) = 1Z(k)[”

Pela eq. (4.14), a densidade espectral nada mais é do que o quadrado de sua

magnitude, desconsiderando sua fase.

Logo, para simular uma realizacao de z(u) (Z(k), no espago de Fourier), basta

perturbar a fase do vetor, fazendo ¢ = U(—m,7):

Z(k) = 1/s(k) (cos(¢) — isin(¢)) (4.15)
Lembrando-se que a densidade espectral é uma funcao positiva, entao pode-se
concluir z(u) = 2(—u), isso implica que s6 é necesséario simular metade do espectro.

Portanto, uma realizacao z(u) do espectro de densidade s(k) é gerada por:

() = F! { 5(k) (cos() — isin(6)) (4.16)

A eq. (4.16) s6 gera simulagbes ndo condicionais. Para condicionar a simulagio z(u)

aos dados y(v), é preciso utilizar uma krigagem de residuos (apresentada na segao 4.2).

Em (YAO, 1998b) é apresentado um algoritmo iterativo para condicionar o espectro
aos dados. Mas, além de ser patenteado, o trade-off em performance nao é tao significativo.
Ja que a krigagem é um algoritmo extremamente paralelizavel e, devido a natureza do

FIM, podemos reaproveitar os pesos de krigagem em diferentes simulagoes.

4.3.1 Algumas consideracoes sobre o Método Integral de Fourier

O FIM, junto com o algoritmo de Dietrich (DIETRICH; NEWSAM, 1995) e
similares, pertence a uma familia de algoritmos que permite a geracao de simulagoes nao-

condicionais diretamente a partir de uma tabela de covaridncias ou densidade espectral. O
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algoritmo de Dietrich nao utiliza o espago de Fourier e trabalha diretamente com a tabela
de covariancia sem demandar qualquer transformacao dos dados, mas a complexidade
de implementacao é superior. Embora, a teoria da Transformada Fourier exija certa
sofisticacdo matematica para ser compreendida, ela permite uma grande simplificacao do
problema de geragao de tabelas de covaridncia admissiveis (ou seja, fungoes positivas) a
partir dos dados. Sem falar que o FIM é apenas uma consequéncia direta do Teorema de
Convolugao, ja que ele somente é uma readicao da fase, considerando-se que o espectro de

densidade preserva a magnitude dos dados.

Caso haja dados amostrais suficientes para se gerar uma boa aproximagao da tabela
de covariancias, usando-se algoritmos como o visto no Cap. 3, pode-se poupar um tempo

significativo de modelagem.

Mas, é importante lembrar, que o FIM possui a limitagao de s6 poder ser aplicado em
malhas regulares, caso seja necessaria a simulagao em um conjunto de pontos posicionados
arbitrariamente no espago é preciso utilizar técnicas espectrais como o Turning Bands. Um
fato importante, o FIM 1D pode ser usado para simular uma covariancia espectral 1D Cy(r)
genérica. Isso permite que tabelas de covariancia possam ser utilizadas em combinacao
com o Turning Bands. Em (MANTOGLOU; WILSON, 1982), é encontrado um método
para se computar numericamente C(r) a partir de uma fungao de covariancia 3D C(r).

Essencialmente, precisa-se aproximar a derivada

Ci(r) = Ci[rC’(r)]. (4.17)

Nas figs. 21 e 22 temos exemplos de realizacoes nao-condicionadas e condiciona-
das, respectivamente, geradas utilizando-se o FIM. A densidade espectral e a tabela de
covariancia foram geradas utilizando-se a versao normal score da base de dados exaustiva
Walker Lake (vista na fig. 18). Pode-se notar que a realizagao gerada pelo FIM (fig. 22) é

muito similar a realiza¢ao gerada pelo Turning Bands (fig. 16).
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Figura 17 — Base de dados exaustiva Walker Lake.

Figura 18 — Base de dados exaustiva Walker Lake transformada usando-se normal score.
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Figura 19 — Tabela de covariancia gerada a partir da versao normal score da base exaustiva
Walker Lake.

Figura 20 — Densidade espectral gerada a partir da versdo normal score da base exaustiva
Walker Lake.
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Figura 21 — Simulacio nao condicional gerada utilizando-se FIM e a densidade espectral da
base de dados exaustiva do Walker Lake.

Figura 22 — Simulagao condicional gerada utilizando-se FIM e a densidade espectral da base
de dados exaustiva do Walker Lake.
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4.4  Resultados experimentais

Nesta secao, a performance e a qualidade dos resultados simulados pelos algoritmos
SGSIM, FIM e TBSIM sao analisadas. Em todos cenarios, o processo de validagao utiliza
uma base de dados sintética, criada a partir de uma simula¢ao nao-condicional, computada

via SGSIM, com os seguintes pardmetros:

« Variograma: y(h) = 0.3061 + sph(sill = 9.89,ranges = (r1 = 140,r2 = 117,73 =
62), angles = (azimuth = 127.3, dip = 10.1,rake = 0.))(h);

o Distribuicao: I'(k = 1.4,0 = 2.7), média p = 3.78 e variancia §? = 10.206. Uma

distribuicao gama I' com parametro de forma x = 1.4 e escala 6 = 2.7.

Todos algoritmos utilizados para se gerar os resultados experimentais, apresentados
nesta segao, foram implementados, pelo autor desta tese, na plataforma AR2GAS (AR2Tech
Geostatistics as a Service), desenvolvida pela AR2Tech (ADVANCED RESOURCES AND
RISK TECHNOLOGY) ©.

A simulacao nao-condicional de referéncia foi realizada em uma malha regular alvo
com tamanho de célula s, = 2,5, =2 e s, = 2, com 300 células na diregao X, 300 células
na dire¢ao Y, 130 células na dire¢do Z e origem em (X = 0,Y = 0,7 = 0). A Fig. 23

apresenta o sumadrio estatistico dos dados exaustivos de referéncia.

Nos experimentos, o condicionamento utilizou 10, 100, 1000 e 5000 amostras
extraidos de forma aleatéria usando uma distribuicao uniforme. A Fig. 24 apresenta a vista
de topo dos conjuntos amostrais gerados, a Fig. 25 mostra a se¢ao vertical Oeste-Leste e a

Fig. 26 mostra a secado Norte-Sul.

Todos experimentos foram realizados em um computador com processador Intel
Core I7-8550U 8th Gen de 1,8 GHz, 8 threads, 16 GB de memodria RAM e 1 TB de disco
SSD. A Tabela 1 apresenta o tempo de execucao de cada simulador utilizando os quatro
conjuntos de amostras. Conforme observado, o FIM foi, em média, 9,74x e 2,05x mais
rapido que o SGSIM e TBSIM, respectivamente. Por sua vez, o TBSIM foi 4, 74x mais
rapido que o SGSIM. Os dados completos de speed-up ™ podem ser vistos na Tabela 2 e as

Figs. 27 e 28 mostram a performance superior do FIM em todos cendrios testados.

Site da AR2Tech: http://ar2tech.com/.

7 Razdo entre o tempo de execucio do algoritmo de referéncia e o algoritmo alvo
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Figura 23 — Distribui¢ao dos dados sintéticos exaustivos usado no teste comparativo.
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Figura 24 — Vista de topo dos quatro conjuntos de furos de sondagem na malha regular usada
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Figura 25 — Secao vertical Leste-Oeste dos quatro conjuntos de furos de sondagem na malha
regular usada nos experimentos.
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Figura 26 — Secdo vertical Norte-Sul dos quatro conjuntos de furos de sondagem na malha
regular usada nos experimentos.
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# Drillholes SGSIM TBSIM FIM

10 1486,10 302,67 149,56
100 1519,66 307,61 160,59
1000 1546,53 313,88 158,20
5000 1569,35 369,59 159,86

Tabela 1 — Tempo de execucdo, em segundos, dos simuladores SGSIM, TBSIM e FIM em cada
conjunto de amostras.

# Drillholes SGSIM/FIM TBSIM/FIM SGSIM/TBSIM

10 9.93 2,02 4,90
100 9,46 1,91 4,94
1000 9,77 1,98 4,92
5000 9,81 2,31 4,24

Tabela 2 — Speed-up do algoritmo FIM contra SGSIM e TBSIM e TBSIM contra SGSIM.

Tempo de execugao FIM x TBSIM x SGSIM
B FM W TBSIM SGSIM
2000
1500

1000

500

10 100

1000 5000

# drillholes

Figura 27 — Gréfico de barras comparativo dos tempos de execucao dos simuladores FIM,
TBSIM e SGSIM utilizando cada um dos conjuntos de amostra. Nota-se que o FIM
apresenta tempo de execuc¢do menor que o SGSIM em TBSIM em todos cendrios.
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# Drillholes FIM TBSIM SGSIM

10 0,743 0,741 0,740
100 0,817 0,819 0,820
1000 0,938 0,936 0,934
5000 0,965 0,961 0,967

Tabela 3 — Comparagao dos Goodness, eq. (4.18), de cada algoritmo nos cendrios com 10, 100,
1000 e 5000 amostras.

Speed-up

B sGsIMFIM [ TBSIM/FIM SGSIM/TBSIM

LLLL

1000 5000

®

[

IS

N

# drillholes

Figura 28 — Grafico de barras comparativo dos speed-up dos simuladores FIM, TBSIM e SGSIM
utilizando cada um dos conjuntos de amostra. Nota-se claramente, que o FIM
apresenta speedup superior ao do TBSIM em todos casos.

Tendo-se mostrado a performance superior do FIM, agora é realizada a analise
da qualidade dos resultados gerados por cada algoritmo. A seguir, sao apresentados os
parametros utilizados em cada algoritmo e sao comparados os variogramas experimentais,
histogramas e accuracy plot (GOOVAERTS, 2001) (YAO; YANG; SHAO, 2013) em cada

cenario.

Para garantir que todos algoritmos fossem avaliados nas mesmas condi¢oes, foram
utilizadas a mesma quantidade méxima de dados condicionantes (32) e o mesmo modelo
de distribuicao e variograma utilizados para se gerar os dados de referéncia. Além disso,
em cada experimento, os ensaios foram realizados utilizando-se cada um dos conjuntos
amostrais e foram utilizadas 8 threads. Por fim, a semente dos geradores de nimeros
aleatorios foi 321913 e foram realizadas 25 realizagoes. A vizinhanga de busca utilizou a
anisotropia ranges = (rl = 140,72 = 117,73 = 62), angles = (azimuth = 127.3,dip =
10.1,rake = 0.). O simulador TBSIM utilizou 600 linhas e o simulador SGSIM utilizou 16

noés previamente simulados.

As Figs. 29, 30 e 31 apresentam a flutuacao ergédica dos variogramas experimentais,
dos experimentos utilizando o simulador FIM, nas dire¢oes de maior, média e menor

continuidade, respectivamente. Como é esperado, nota-se a convergéncia dos resultados e
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reducgao da flutuacao dos variogramas experimentais em torno do variograma de referéncia,
conforme o nimero de amostras condicionantes aumenta, isto €, observa-se o fenémeno de
reducao da incerteza. Na Fig. 32, observa-se o mesmo fendomeno ocorrendo com a flutuacao
dos histogramas com relacao ao histograma de referéncia. Pode-se observar, na Fig. 33, a
satisfatoria reproducgao de incerteza do simulador FIM, ilustrada pelo grafico de acuracia.

Além disso, nas Figs. 34 e 35, é mostrado que o FIM reproduz a mesma incerteza gerada
pelo TBSIM e SGSIM.

Conforme observa-se nas Figs. 36, 37 e 38, as flutuagoes ergddicas dos variogramas
do FIM sao similares as obtidas pelo TBSIM. E o mesmo ocorre com os histogramas, vide
Fig. 39. Por fim, observando-se as Figs. 40, 41, 42 e 43, pode-se notar que o FIM e TBSIM
produzem simulagoes com variogramas experimentais e histogramas muito similares aos
produzidos pelo SGSIM em todos casos testados. A Tabela 3 apresenta a comparacao dos
Goodness de cada algoritmo, pode-se notar que, conforme ja observado, todos algoritmos

apresentam resultados similares. Goodness é definido na eq. (4.18).

1 _
G =1~ [ [3a(p) = 2JE(p) — pldp (4.18)
Com:
1, sel(p)>p
alp) = (4.19)
0, caso contrario.
Onde:
17 F~ “J < % < F_l zylﬁ
E(uisp) = se P 75) < () < P (s 58) (4.20)
0, caso contrario.
E,
1 N
Nz ui;p) ¥p € [0,1]. (4.21)

Portanto, com base nos resultados experimentais, pode-se concluir que o FIM além
de ser, em média, 2,05x e 9, 74X mais rapido que o TBSIM e o SGSIM, respectivamente,
produz resultados com qualidade similar ao obtidos por esses algoritmos. Portanto, o FIM
¢ uma excelente alternativa para simulagdo geoestatistica em malhas regulares (cenario
muito comum na pratica). J& o TBSIM, por ndao depender de uma malha para realizar
a simulacao nem depender de um caminho aleatério, ¢ uma excelente alternativa para

simulacao gridless e streaming, isto é, simulacao sob demanda de qualquer localizacao.
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Essa versao gridless é implementada no AR2GAS e fornece um building block fundamental

para construcao de workflows de simulagao mais sofisticados, como simulacao em bloco.

Os Jupyter notebooks usados para se gerar os resultados apresentados nessa secao,

além dos dados brutos, podem ser encontrados no link: https://tinyurl.com/y8olrxxg.

50 100 150 200 280 ES) 2o o B 100 150 200 230 o E5) abo
lags Lags

(b) 100 amostras.

50 b0 ET) 200 250 E) 330 abo 50 1o 150 200 230 o 330 abo
lags Lags

(c) 1000 amostras. (d) 5000 amostras.

Figura 29 — Flutuagao ergddica dos variogramas experimentais, na dire¢cdo de maior continui-
dade, das simulacdes utilizando o simulador FIM com condicionamento utilizando
(a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (c) 1000 amostras e (d) 5000 amostras. Em
verde, tém-se os variogramas experimentais das simula¢bes FIM, em azul tém-se o
variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em vermelho tém-se
o variograma de referéncia.
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Figura 30 — Flutuacao ergddica dos variogramas experimentais, na direcdo de média continui-

dade, das simulagoes utilizando o simulador FIM com condicionamento utilizando
(a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (c) 1000 amostras e (d) 5000 amostras. Em
verde, tém-se os variogramas experimentais das simulagées FIM, em azul tém-se o
variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em vermelho tém-se
o variograma de referéncia.
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Figura 31 — Flutuagdo ergddica dos variogramas experimentais, na direcdo de menor continui-
dade, das simulacoes utilizando o simulador FIM com condicionamento utilizando
(a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amostras. Em
verde, tém-se os variogramas experimentais das simulagdes FIM, em azul tém-se o
variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e, em vermelho, tém-se

o variograma de referéncia.
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Figura 32 — Flutuacao ergddica dos histogramas das simulagoes utilizando o simulador FIM com
condicionamento utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras
e (d) 5000 amostras. Em vermelho, tém-se os histogramas das simulac¢oes FIM e,
em azul, tém-se o histograma dos dados exaustivos de referéncia.
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Figura 33 — Accuracy plots das simulagoes utilizando FIM nos cendrios com (a) 10, (b) 100, (c)
1000 e (d) 5000 amostras.
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Figura 34 — Accuracy plots das simulacoes utilizando SGSIM nos cendrios co

(c) 1000 e (d) 5000 amostras.
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Accuracy plot (Algorithm="tbsim’ Number of dh samples=10)
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Figura 35 — Accuracy plots das simulagdes utilizando TBSIM nos cendrios com (a) 10, (b) 100,

(c) 1000 e (d) 5000 amostras.
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Figura 36 — Flutuacdo ergddica dos variogramas experimentais, na direcao de maior conti-
nuidade, das simulagbes utilizando o simulador TBSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simulagoes TBSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em

vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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Figura 37 — Flutuagdo ergddica dos variogramas experimentais, na direcdo de média conti-
nuidade, das simulacbes utilizando o simulador TBSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simulagées TBSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em
vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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Figura 38 — Flutuagado ergddica dos variogramas experimentais, na direcdio de menor conti-
nuidade, das simulagbes utilizando o simulador TBSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simulagoes TBSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em
vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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(a) 10 amostras. (b) 100 amostras.
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Figura 39 — Flutuacao ergédica dos histogramas das simulagoes utilizando o simulador TBSIM
com condicionamento utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000
amostras e (d) 5000 amostras. Em vermelho, tém-se os histogramas das simulagoes
TBSIM e, em azul, tém-se o histograma dos dados exaustivos de referéncia.
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Figura 40 — Flutuacado ergddica dos variogramas experimentais, na direcao de maior conti-
nuidade, das simulac¢bes utilizando o simulador SGSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simulacoes SGSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em
vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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Figura 41 — Flutuagdo ergddica dos variogramas experimentais, na direcdo de média conti-
nuidade, das simulacoes utilizando o simulador SGSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simula¢bes SGSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em
vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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Figura 42 — Flutuacgado ergddica dos variogramas experimentais, na direcdio de menor conti-
nuidade, das simulac¢bes utilizando o simulador SGSIM com condicionamento
utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000 amostras e (d) 5000 amos-
tras. Em verde, tém-se os variogramas experimentais das simulacoes SGSIM, em
azul tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos de referéncia e em
vermelho tém-se o variograma de referéncia.
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Figura 43 — Flutuacao ergddica dos histogramas das simulagoes utilizando o simulador SGSIM
com condicionamento utilizando (a) 10 amostras, (b) 100 amostras, (¢) 1000
amostras e (d) 5000 amostras. Em vermelho, tém-se os histogramas das simulagoes
SGSIM e, em azul, tém-se o histograma dos dados exaustivos de referéncia.

4.5 Consideracoes Finais

A secdo 4.4 mostrou a eficiéncia pratica dos métodos de simulacao espectral
com relagao ao classico algoritmo de simulacao sequencial gaussiana. Além de produzir
resultados com qualidade similar, os métodos espectrais sao trivialmente paralelizaveis e,
por nao necessitarem de um caminho aleatério, o condicionamento permite que os pesos
de krigagem sejam reutilizados. Isso aumenta significativamente a eficiéncia do paralelismo
e reduz o custo computacional, j4 que o condicionamento é a etapa mais cara do processo

de simulacao geoestatistica.

Apesar de ser mais lento que o FIM, o TBSIM é uma excelente solugao para
simulag@ao em casos gerais, onde a malha nao é necessariamente regular. Além disso, o
TBSIM pode ser utilizado em cenarios de simulagao gridless, permitindo que resultados
sejam gerados conforme necessarios, o que permite que s6 parte dos dados sejam mantidos
na memoria RAM. Isso permite que o TBSIM seja utilizado em simulagao de larga escala,
envolvendo bilhoes de nos. Ja o FIM, é uma execelente alternativa, em termos de qualidade

de resultado e performance, para o problema rotineiro de simulacdo em malhas regulares.

O algoritmo de simulagao sequencial, apesar de mais lento que as alternativas
espectrais, é essencial para algoritmos que precisem incorporar informacao local, quer seja
via anisotropia local, quer seja via ensemble utilizando erro de validacao cruzada. Conforme
visto no Cap. 5, a simulagao sequencial fornece uma estrutura algoritmica fundamental

para obtencao de forma implicita de informacgoes sobre a distribuicao de erro local. Isso
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4 ¢

permite a construcao de algoritmos mais sofisticados que combinem uma boa reproducao
de variogramas e um baixo erro local, reproduzindo com melhor precisao o espaco de
)

incerteza associado ao modelo.

Espera-se que com os resultados desse capitulo, tenha-se mostrado que metodologias
espectrais fornecem solucao de alta performance e qualidade para o problema de simulacao

geoestatistica.






113

5 Modelagem geoestatistica usando aprendi-

zado de maquina

A evolugao da capacidade de processamento e armazenamento de dados viabilizou
a implementacao de algoritmos de predicao que executam mais estagios de tratamento
dos dados para calibracao de parametros, melhorando a capacidade de realizacao de
classificagdes ou estimativas das infraestruturas de computagdo moderna. Além disso, esses
algoritmos sao capazes de evoluir, utilizando novos dados para aprimorar seus parametros
internos (quer seja pesos numa rede neural, fatores de forma de Kernels, pesos de nos
vizinhos, entre outros tipos de pardmetros). Essa jungao entre algoritmos de otimizagao
de parametros e técnicas de regressao e classificacao recebeu o nome de aprendizado de
méquina (PEDREGOSA et al., 2011).

Obviamente, o desempenho dos modelos gerados por aprendizado de maquina ou
mesmo via estatistica uni- ou multivariada classica esta extremamente atrelada a qualidade
dos dados fornecidos para a calibragdo do modelo de estimativa ou classificacdo z(u) em
um posicao u no espaco de entrada . Por isso, foram desenvolvidas técnicas para aprimorar
o modo com que os dados sdo utilizados para “ensinar” o modelo z(u) a partir de amostras
y(v) da realidade. Essas técnicas sdo divididas em duas principais classes: filtragem e
validagao cruzada (PYLE, 1999). A filtragem permite a eliminac¢do ou redugao do impacto
de informacao ruidosa que pode prejudicar a calibragdo dos pardmetros do modelo z(u)
(é comum, por exemplo, usar algoritmos de classificagdo para agrupar subconjuntos de
amostras com similaridades entre si). Além disso, a validagdo cruzada é fundamental
para que os parametros § do modelo z(u; ) sejam otimizados (ASMUSSEN; GLYNN;,
2011). Na validacao cruzada, o conjunto de dados de amostras é dividido em duas partes:
calibracao e teste. O conjunto de calibracao é utilizado por algum algoritmo de otimizacao
para se obter os melhores parametros 3. Ja o conjunto de teste ¢é utilizado para se obter
uma medida empirica do erro esperado de estimativa do modelo. Além disso, por meio da
validagao cruzada evita-se que os modelos sofram de overfitting, isto é, sejam incapazes de
prever com acuracia informagoes em localizagoes nao amostradas durante o processo da

calibragao ou incorporem o ruido como informacgao do modelo.

Epistemologicamente, a validacao cruzada pode ser vista como uma implementagao
pratica do método cientifico. Nela, pode-se ver o processo de calibragao como o processo
de construgao de uma teoria que explique um fenémeno observado a partir de amostras da

realidade. Os parametros calibrados podem ser vistos como a “teoria” construida para se

1 Em geoestatistica w é uma posicio no espago 2D (R?) ou 3D (R?) ou uma combinacio entre posicio

espacial e uma ou mais informagdes secundarias.
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explicar o fendomeno. Tendo-se uma teoria inicial, ela precisa ser validada por meio de sua
capacidade de prever e/ou explicar novas observagoes do fendmeno. Uma boa teoria possui
uma boa margem de acerto a cada nova observagao e deve ser ajustada para explicar novos
eventos que aparecerem. Caso uma teoria nao sobreviva ao processo constante de validacao,
ela é descartada e substituida por outra melhor. Esse processo é emulado na validagao
cruzada, onde se pode criar diferentes conjuntos de calibragao e validagao de modo que os
parametros calibrados em um conjunto possam ser validados em um conjunto separado
com uma configuragao diferente. As validagoes permitem o descarte de parametros que, por
mais que sejam Otimos para o conjunto de calibragao, podem nao ser capazes de generalizar
o modelo z(u), isto é, sdo incapazes de explicar amostras nao utilizadas na calibra¢ao dos
parametros. Esse processo é recursivo, podendo-se quebrar o conjunto de dados disponiveis
em diferentes niveis para se ajustar parametros com diferentes complexidades. Por exemplo,
no caso classico da geoestatistica, pode-se quebrar o conjunto de amostras em dados usados
para computacao dos pesos de krigagem, dados usados para calibragao dos modelos de
covariancia, dados usados para calibrar as vizinhancas de busca. Como em geoestatistica
sdo comuns problemas com poucos dados disponiveis, esse particionamento pode ser feito
de forma nao disjunta, isto é dado dois conjuntos de calibracao T e T, ndo é necessario
que Ty N'Ty = (B, basta que Ty # T (ou seja, basta que haja uma quantidade suficiente
de amostras diferentes em cada conjunto). Esse processo de particionamento de conjunto
de dados em k pares de conjuntos de calibragao e teste ¢ chamado de validagao cruzada
k-Fold (KOHAVT et al., 1995). Portanto, como é mostrado nas se¢bes seguintes, por meio
desse método é possivel se obter estimativas mais precisas, uma boa estimativa do erro

quadrético (ou variancia local), além da redugao do viés local.

O foco desse capitulo é a adaptagao da metodologia de validacao cruzada para se
construir algoritmos de estimativa mais robustos e com menos dependéncia de imputacao
manual de parametros. Por isso, ao longo do texto, assume-se que as amostras ja foram
devidamente filtradas (isto é, ruidos e erros instrumentais foram removidos) e sao represen-
tativas do problema sendo estudado. E mostrada na Secéio 5.1 uma técnica de otimizacio
de parametros baseada no particionamento do conjunto de calibragao, o modelo gerado
¢ baseado em kernels radiais Wg(u,v) (em geoestatistica, ¥g(u,v) = C(u — v; 5), um
modelo de covaridncia com 3 sendo uma transformacao anisotrépica). Esse procedimento
apresentado pode ser extendido para outros tipos de modelos nao lineares, alterando-se o

algoritmo de otimizagao de parametros utilizado.

Como a quantificacdo da incerteza tem se tornado um problema fundamental em
modelagem computacional moderna, é mostrado na Se¢ao 5.5 um modo de incorporar no
algoritmo de simulagao sequencial a metodologia apresentada substituindo a variancia
de krigagem pelo erro computado empiricamente por validagao cruzada (ASMUSSEN;
GLYNN, 2011) e substituindo-se o estimador de krigagem pelo estimador construido

através da técnica de particionamento de conjunto de calibracao e otimizacao de erro
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empirico apresentados nas Segoes 5.1 e 5.2.

Outro problema que pode ser resolvido por meio dos estimadores baseados em
validacao cruzada é o problema de construgao de modelos-base de covariancia (KLO-
ECKNER et al., 2019). Na secao 5.6, ¢ mostrada uma aplicagdo do ensemble simulator
(KLOECKNER et al., 2019), construido na se¢ao 5.5, para se gerar um modelo base
de onde podem ser extraidas tabelas de covariancia. Essas tabelas podem ser usadas
em algoritmos de simulacao e estimativa geoestatistica classica, como pode ser visto no
capitulo 3. Uma abordagem alternativa é mostrada na Secao 5.5, com um algoritmo para
atualizacao sob demanda de tabelas de covariancia experimentais e um modo de se obter
matrizes de covariancia locais para uma determinada vizinhanca que podem ser utilizadas
em krigagens e simulagoes, isto é, matrizes de covariancia positiva definidas. A combinacao
da técnica de obtencao implicita de matrizes de covariancia com a metodologia de ensemble
simulation permite a criacao de um algoritmo de simulagao geoestatistica que nao necessita

de uma defini¢ao explicita de modelos de covariancia, conforme é visto na secao 5.5.

E importante lembrar que as metodologias apresentadas nao sdo uma panaceia, isto
é, nao sao técnicas que podem ser aplicadas sem maiores cuidados para se resolver qualquer
problema. A qualidade dos resultados depende de um bom tratamento e processamento
das amostras. Além disso, algoritmos de aprendizado de maquina nao podem ser vistos
como substitutos de algoritmos cldssicos de geoestatistica, muito pelo contrario, por meio
das técnicas apresentadas nesse capitulo é possivel utilizar algoritmos classicos como
Estimadores-Base que podem ter suas estimativas aprimoradas. Outro fator importante
é que o conhecimento a priori do modelador exerce um papel-chave e pode reduzir
significativamente o esfor¢co computacional para se obter bons modelos, além de garantir
o realismo dos modelos gerados. Por exemplo, o modelador pode criar manualmente um
Kernel construido a partir de suas observacoes e conhecimento e usar esse Kernel como

estimador base no processo de calibragao via validacao cruzada.

Ao fim do capitulo, tém-se alguns exemplos de aplicagao dos novos algoritmos
apresentados. Com o conjunto de metodologias apresentadas torna-se viavel a criacao de
um novo pacote de solu¢oes computacionais que necessitam de uma quantidade menor
de parametros do modelador. Haja vista que uma parte significativa do tempo é gasto

tentando-se obter bons modelos covaridncia e bons parametros de busca.

5.1 Utilizando validacao cruzada para melhorar qualidade de mo-

delos

Estimar empiricamente o erro de um modelo é etapa fundamental da modelagem
moderna. Por isso, tém-se dedicado significativo esfor¢o no desenvolvimento de metodologias

para avaliacao da qualidade dos modelos gerados computacionalmente. Uma metodologia
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chave é a validagao cruzada que consiste em dividir o conjunto de dados disponiveis em
dois grupos: calibragao (77) e teste (13). Os dados de calibragao sao usados na defini¢ao
de parametros do modelo, que tera sua qualidade medida com base na capacidade desse
modelo prever as informacoes presentes no conjunto de teste. O erro de teste é a medida
da magnitude da diferenca entre o modelo computado e as amostras da realidade nao

utilizadas na calibracao.

Intuitivamente, com uma boa amostragem da realidade, espera-se que o erro de
teste convirja para o erro real do modelo (ASMUSSEN; GLYNN, 2011). Um procedimento
comum na rotina de modelagem ¢é incorporar novas amostras obtidas ao modelo pré-
existente por meio de uma recalibracdo. A cada nova amostra adicionada é esperado
que o erro de teste se reduza. Esse processo de atualizagao de modelos ¢ emulado em
algoritmos de simulacao sequencial, além disso, fornece uma importante inspiragdo para o
desenvolvimento de novos algoritmos de simulagao data-driven. A medida da proximidade

entre o modelo e as amostras da realidade é feita por meio de fungoes de erro.

Funcoes de erro podem ser usadas para medir parametros de qualidade que um
modelo precisa seguir para ser um representante realista do fendémeno observado. Por
exemplo, caso um modelo precise satisfazer restrigoes econdmicas ou fisicas, a funcao erro
precisa atribuir erros maiores para modelos que menos satisfazerem essas restri¢oes. Como
o foco deste texto estd na apresentacao de um algoritmo que utilize a validacao cruzada e
o conceito abstrato de erro para a construgao de modelos, a tnica funcao de erro utilizada

nos exemplos praticos ¢ a de erro quadréatico médio (EQM) (5.1)

1

EQAHA@LT}:|T

> (2(v) —y(v))?, (5.1)

veT

onde z(u) é o modelo calibrado, y(v) é uma func¢do que amostra a realidade (representando
o conjunto de amostras), u é um ponto no espago estudado (no caso 2D é um ponto em
R? e no caso 3D é um ponto em R?), T' = {vy, v, ..., v7|} é 0 conjunto de localizacoes

utilizadas para o teste do modelo e, por fim, |T'| é o tamanho do conjunto 7.

O EQM ¢ interessante por ser diferenciavel e ser facilmente utilizado em processos
de otimizacao para calibracao de parametros. Tanto que, essa métrica é utilizada como
fungao objetivo a ser otimizada em diversos estimadores lineares. O estimador de krigagem,

inclusive, é construido utilizando-se uma solugao 6tima nessa métrica (GOOVAERTS,

1997).

Caso o modelo calibrado z(u) seja definido pela equagao (5.2):

2(u)= Y U(u,v)\, +a, (5.2)

veQ(u,T)

onde Q(u, T7) = {vy,vy,...vn5}, N = |Q(u,T1)], é a vizinhanga do ponto w no conjunto de
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calibragao T, ¥(u, v) é alguma funcao radial de u e v, A, é 0 peso de v na estimativa e a
¢ uma constante livre do estimador. W(u,v) é conhecido como o kernel do estimador z(u)
(Em geoestatistica, U(u,v) = C'(u—w)). Se definirmos um conjunto Ts = {wy, wo, ..., wy },
onde M = |Ty| é o tamanho do conjunto Ty, Ty UTy =T e Ty NTy = ) (ou seja, o conjunto
de calibragao T é partido em duas partes disjuntas), podemos computar os pesos A, € 0

termo independente a por meio das sistema de equagoes lineares (5.3).

U(vy, wi) A + U(vg, wi) Ao + ... + (v, w) Ay + a = z(w;)
\IJ(’Ul, ’lUQ))\l + \P(’Ug, ’lUQ))\Q + ...+ \I’(’UN, ’UJQ))\N +a= Z(’lUg)

(5.3)

U(vy, wy ) + V(ve, wp) Ao + ... + V(on, wa) Iy +a = z(wy)

O EQM da equagao (5.2), com relagao ao conjunto 75 é dado por
EQM{z(u), Ty} = — Z (v, WA + ... + U(vy, w) Ay + a — y(w))?. (5.4)

weTH

A equagao (5.4) pode ser otimizada resolvendo-se a equagao (5.5)

OEQM OEQM OEQM
VEQM{z(u), T} =1 Q ey 3)6121\1 Q

+=(0,0,...,0). (5.5)

Expandindo a equagao (5.5) para cada peso \;, tem-se

ngw _ ]\24 S (U1, W) + .+ Yoy, w)hy +a— y(w))¥(v;,w) =0 (5.6)
J weTs

OEQM
da

—Z (v, W)\ + ... + V(vn, w)A\y + a — y(w)) =0, (5.7)

’wGTQ

1
com j = 1,2,..,N. Definindo as constantes c¢jr = — >  W(v;,w)V(vy,w) e b; =

weT T
— Z U(v,;, w), tem-se
’LUETQ
1
bja + Cj,l)\l —+ ...+ Cj,N/\N = M Z y(’lU)\I/(’Uj, 'lU) (58)
weTsH
¢ 1
weT T

Como ¢, e bj sdo constantes, as equagoes (5.8) e (5.9) podem ser resolvidas via

minimos quadrados. Essas equagoes sao muito poderosas, ja que os pesos computados sao
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a solugao que minimiza o erro de validagao para o conjunto 75. Esse procedimento pode
ser aplicado recursivamente. Por exemplo, o conjunto de calibracao 1" pode ser quebrado
em trés partes: 77 (usado para construir a vizinhanga do estimador), Ty para otimizar os
pesos dos vizinhos e T3 pode ser usado para otimizar um ou mais parametros nao-lineares
usados pelo estimador (como o parametro de forma de uma fungao de base radial ou a
anisotropia local de uma fungéo de covariancia) (ROQUE; FERREIRA, 2010).

Suponha que Vg(u, v) seja uma fungio radial definida por um fator de forma f e
seja utilizado como kernel do estimador definido pela eq. (5.2). O EQM para o conjunto

T3 desse estimador ¢ dado por

E?M{Z(U;ﬂ;Tz,Tl),Ts} =
@{ S (2(w; B To, Th) — y(w))?},

weT3

(5.10)

onde z(u; B; T, T1) é um estimador com pesos 6timos e parametro de forma [, segundo
a métrica EQM, computados a partir das equagoes (5.8) e (5.9). O conjunto Ty é um
subconjunto utilizado para calibragdo dos pesos e T} é o conjunto utilizado para se construir
a vizinhanca de dados utilizada pelo estimador. Por fim, T3 é um subconjunto utilizado
para se computar o pardmetro de forma [ do kernel Wg(u,v). Além disso, T} N Ty = 0,
T'NTy3 =0, Ty # Ty e Ty UTy UTy = C. Ou seja, o conjunto de dados de calibracao T é
quebrado em trés conjuntos distintos e cada conjunto é usado em um passo de calibracao

diferente. Otimizando a eq. (5.10) segundo a variavel 5 tem-se:

dEQM{z(w; 8;T5,T1), T5}
dp
1 d(z(w; 5; Ty, T1) — y(w))?] (5.11)
|T3’{w;3 dp }-

Fazendo z(u; 8; 15, 11) = Zs(u), EQM{Zs(u)} = €(23), Vs = Us(u,v) e [T5]| =L

para melhorar a notagao da equacao (5.11), tem-se

de(Zg) _ 1 d[(Zs(w) — y(w))’]
dﬁﬁ - L{w;% 2 i ). (5.12)

Expandindo a equagao (5.12)

decgéﬁ) _ 2{1”;3 d[Zs(w)? — 2y(:;25(w> —y(w) ]}_ (5.13)
de(Z5) 1 —2d[y(w)Zs(w)]

i L{w;?, i . (5.14)

de(Z5) 2 d[Z5(w)]
d; —L{w%y(w)fw }. (5.15)
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expandindo a eq. (5.15), tem-se

de(25) _ _i{ > y(w)d[xpﬂ(vl, w)A + ... + Vg(vy, w)Ay + a y (5.16)

d/B weTy d/8

Portanto, o parametro de forma 6timo [3,,; ¢ obtido a partir da solucao do problema

de otimizacao dado pela eq. (5.17), com S sendo a variavel a ser otimizada:

minll 20 ylan) A0 o+ W)

2 3 HI- (5.17)

Uma solugao da eq. (5.17) pode ser aproximada numericamente com algoritmos
classicos de busca de raizes baseados em gradientes (como o método de Newton (BEN-
ISRAEL, 1966) e o método de Broyden, vistos na se¢ao A.1), ou algoritmos mais avangados
nao dependentes de gradiente (como pesquisa Tabu (GLOVER, 1986), enxame de particulas
(KENNEDY, 2010), entre outros). Entéo, para cada candidato a solugéo [, os pesos 6timos
podem ser computados utilizando-se as equagoes (5.8) e (5.9). Caso Ug(u,v) possua um
pardmetro de forma B com mais de uma dimensao, isto é 8 = (f, ..., Bp), com P sendo
o numero de parametros de forma [, pode-se obter de forma similar um sistema de
equagoes, via otimizacao do gradiente, cujas solugdes serdo os parametros de forma 6timos.
Por se tratar de um problema numericamente bem complexo, pode-se utilizar métodos de
otimizacgao que nao se baseiam em gradiente para se computar esse parametro de forma.
Um método muito eficiente para resolver esse tipo de problema é a pesquisa Tabu, que é
apresentada na secao 5.3. O principal desafio de otimizacao nesse tipo de problema sao
os minimos locais que podem reduzir a qualidade do resultado da otimizagao, mas para

evitar isso existem estratégias que sao explicadas na se¢ao 5.3.

Aplicando uma pesquisa em largura com uma fila de prioridade ? para resolver o

problema (5.17), obtém-se o algoritmo 3.

No algoritmo 3, §(p) é a fungdo de resfriamento utilizada no simulated annealing
(LAARHOVEN; AARTS, 1987) e, geralmente, é uma fungao decrescente. d(p* +1)U(—1,1)
pode ser substituido por um valor A, computado por um processo de otimizacao classica,
como o método de Newton ou Broyden (apresentados na Segao A.1). Os pardmetros internos
do estimador zg(w;T}) sdo obtidos otimizando-se as eqs. (5.8) e (5.9) e sdo recomputados
toda vez que um novo valor da fungdo objetivo €(/3) é avaliado. Esse algoritmo é uma
implementagao simplificada da pesquisa Tabu (GLOVER, 1986). Caso B seja multi-
dimensional, isto é B8 = (54, ..., Bar), um vetor de distor¢ao A = (1 + 01(p)U(—1,1),...,1 +

I (p)U(—1,1)) deve ser utilizado. A grande vantagem da busca tabu é que ela lida com

2 Busca em largura é um algoritmo importante em teoria de grafos, onde visita-se primeiro as arestas

diretamente conectadas. Fila de prioridade é uma estrutura de dados que organiza os itens em ordem
decrescente com base em um pardmetro de ponderamento.
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Entrada: O modelo z3(u;T1) = a+ Z Us(v,u)\y, onde T é o conjunto de dados

veTy
utilizado pelo interpolador radial e a é o bias do estimador. A fun¢do objetivo

a ser otimizada

(8) = e35T3) = | o {3 yla) 1PN T Rp 0w 0]
|T3’ weTs dﬁ

é o conjunto de dados utilizado para se medir o erro do parametro 5. E, por
fim, T5 é usado para se otimizar os pesos internos Ai, Ao, ..., Axy do estimador
zg(w,T1). maz__steps é o maximo nimero de iteracoes do algoritmo. K é o
numero de amostras iniciais. Bimin € Bmae S20 0s limites do intervalo em que 3
é pertencente. d(p) é a pertubagdo méxima aplicada em um ponto, essa fungao
geralmente é decrescente e p é um ntmero inteiro descrevendo a profundidade
de B na busca. n__branches nimero de ramificacoes de cada pivdo 5* na busca.

1 saida O parametro de forma otimal 3.

HI- T3

2 inicio
3 /B/ — U(ﬁmin7/6max);
4 €min < E(ﬁ/);

5 Q <« (e(B),5,0), (e(B1,T3), £1,0), ..., (e(Bk, T3), Bk, 0), onde Q é uma fila de
prioridade que ordena em ordem decrescente seus itens usando como peso principal
o valor €(3,T3) e Bk, com k =1, ..., K, é obtido a partir de uma amostragem
aleatéria de uma distribui¢ao uniforme U (SBpin, Bmaz) €, por fim, o terceiro
parametro é a profundidade do valor;

6 n_step < 0 ;
para () ndo vazia e n__step < max__steps faga
8 (e*, 5%, p*) < pop(Q), tire do topo da fila de prioridade o valor atual com menor
erro €*;

9 se €* > €, entao
10 (emina B,) A (6*7 B*)a
11 fim
12 para i = 1..n_ branches faga
13 Bt <« B*(1+d6(p* +1)U(-1,1));
14 se BT € [Bmin, Bmaz) € €7 < € entdo
15 Q<+ QU (e, Bt p*+1);
16 fim
17 fim
18 n__step <— n_ step + 1;
19 fim
20 B’ é o melhor pardmetro de forma encontrado na busca;
21 fim

Algoritmo 3: Algoritmo de otimizacao do parametro de forma 3 para o modelo linear
definido pela eq. 5.2.



5.1. Utilizando valida¢do cruzada para melhorar qualidade de modelos 121

facilidade com problemas multidimensionais e apresenta convergéncia rapida, ou seja, com
poucos passos é possivel obter uma solucao minima local. Além disso, essa técnica pode
ser vista como um meio de aprimorar a convergéncia de metodologias classicas, ja que se
trata de um meta-algoritmo. O maior desafio, como em qualquer algoritmo de otimizacao,
é criar estratégias para se evitar minimos locais distantes do minimo global. No algoritmo
3, a estratégia utilizada foi iniciar a fila de prioridade ) com amostras uniformemente
retiradas do espago de parametros. Outra estratégia é utilizar as sequéncias de Van der
Corput (FREULON, 1994) apresentadas no capitulo 4 para se gerar sequéncias de valores

que amostrem bem o espaco de parametros.

Nessa secao, foi apresentada a teoria basica para se construir estimadores a partir
de validacao cruzada. Na subsecao 5.1.1, sdo apresentados os diferentes tipos de validagao

cruzada.

5.1.1 Tipos de validacao cruzada

Existem diferentes modos de se particionar o conjunto de amostras para se calibrar
um modelo (KOHAVT et al., 1995). Nessa subsecao, é feito um sumadrio desses tipos de
particionamento. Nos itens a seguir, é considerado que o conjunto de amostras sera dividido
em quatro partes: 77 um conjunto usado para construir as vizinhancas de busca ao redor
do ponto a ser estimado, T, conjunto utilizado para otimizar os pesos do estimador, T3
conjunto utilizado para se computar o parametro de forma 3 e T para se medir o erro

empirico de validacao cruzada.

1. Validacao cruzada exaustiva: nesse tipo de validacao cruzada, o conjunto de amostras
T é particionado de todos modos possiveis. Essa técnica sé é viavel caso o volume
de dados for pequeno, ja que o nimero de formas de particionar um conjunto com

N amostras ¢ 2. No caso de uso deste texto, o nimero de possibilidades ¢ 4.

2. Validagao cruzada “deixe p de fora” (Leave-p-out cross-validation): Ao invés de se
explorar todas partigoes possiveis do conjunto, nesse método sao construidas todas
combinacoes de particdo do conjunto de amostra em que p valores sdo deixados de
fora e usados como conjunto 7;. E menos intenso computacionalmente que o caso
da validacao cruzada exaustiva, mas ainda assim sao gerados C}J,V combinagcoes de
particoes. O conjunto de calibragao ainda precisa ser particionado recursivamente

usando essa técnica, aumentando exponencialmente o niimero de possibilidades.

3. Validagao cruzada “deixe 1 de fora” (Leave-1-out cross-validation) : Varia¢ao do

“deixe p de fora” em que p = 1. Essa variacao é menos intensa computacionalmente .

4. Validacao cruzada k-fold cross-validation: Nessa variacao da validagao cruzada, o

conjunto de amostras T' é particionado k vezes em conjuntos de igual tamanho e
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um valor é retido para valida¢do e os outros k — 1 sao usados para calibracao de
parametros. O processo ¢ repetido k vezes. Isso assegura que cada amostra seja usada

para validacao do modelo.

5. Validacao cruzada holdout: O conjunto de amostras é particionado aleatoriamente

em conjuntos de calibracao e teste.

6. Validacao com multiplas sub-amostragens aleatorias: Aqui sao criados k partigoes

aleatorias do conjunto de amostras.

7. Validagao aninhada: Esse é o tipo de validacao descrito na se¢ao anterior. Aqui,
o conjunto de amostras é particionado utilizando algum dos métodos descritos
anteriormente e para cada particao, um conjunto diferente é utilizado para se calibrar

um conjunto de parametros.

Neste trabalho, o algoritmo de particao utilizado é o holdout, tendo em vista o
tamanho geralmente reduzido do conjunto de amostras. E importante ressaltar que, como
os algoritmos apresentados funcionam com diferentes tipos de particionamento, o principal

impacto esta na estabilidade e qualidade dos resultados gerados.

No Algoritmo 4 apresentado a seguir, os conjuntos T} podem ser usados para
construir técnicas de selecao de modelos. Pode-se notar que o conceito de validagao
cruzada possui uma natureza extremamente recursiva, ja que todo conjunto de dados nao
utilizado para a calibracao pode ser usado no processo de selecao de algum parametro
de nivel mais alto, como, por exemplo, o tipo de kernel ¥z(u,v) utilizado como funcao
de base no estimador. Alternativamente, em meta-estimadores, ou seja, estimadores que
usam outros estimadores como base, esse conjunto pode ser usado para selecionar os
algoritmos de estimativa basicos que apresentem melhor performance no conjunto 7'. Esse
tipo de otimizacao de alto nivel, em que se busca o melhor tipo de algoritmo base, ou
melhor anisotropia da vizinhanca de busca, ou o tipo de filtragem a ser aplicada nos
dados, ou ainda otimizacao de alguma func¢ao de transferéncia, é chamado de Otimizacao
hiper-paramétrica (BERGSTRA; BENGIO, 2012).

E importante ressaltar que, independente da técnica de validacao utilizada, sempre
é necessario um tratamento nos dados usados para teste para assegurar que nao ocorra viés
de confirmagao humano (SHI et al., 2010). Isto é, o modelo aparentar estar bem validado,
mas isso s6 ocorrer porque o conjunto de testes possui correlacao alta com o conjunto
de dados usado na calibragao. Por isso, uma técnica simples, mas muito importante, é
reservar um subconjunto de dados representativo que nunca sera usado no processo de
calibragao/validagao, apenas para teste final de qualidade. J& que nesse trabalho, o conceito

de validagao cruzada é aplicado recursivamente para otimizacao hiper-paramétrica (isto é,
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Entrada: Um conjunto de amostras T' que serd usado no treinamento do modelo. K
niumero de particoes desejada.

1 saida Um conjunto de K particoes {{T11,T21, 13,1, Tu1}, s {11k, Tox, T3,5c, T ic } }-
Onde Ty} sdo os conjuntos usados para construgdo das vizinhangas utilizadas pelo
estimador, Ty}, € o conjunto utilizado para otimizacao dos pesos do estimador, T3,
com k = 1...K € utilizado para otimizar o parametro de forma B da funcdo radial
Vs(u,v) utilizada pelo estimador e Ty, é o conjunto de teste utilizado para se
computar o erro do estimador.

2 inicio
3 P« (), P é o conjunto de parti¢oes gerado ;
4 parai=1,..., K faca
5 C 4+ le;—'j, ¢ é o namero de itens de cada particdo utilizada na otimizagao do
modelo e |T| é o tamanho do conjunto T ;
t < |T| — 3¢, t é o tamanho do conjunto de testes. ;
Ty; < w(|T|,t), m é uma funcdo que sorteia ¢ elementos aleatérios do conjunto T'.
8 Ty < m(T — Ty, c), m ¢ uma funcdo que sorteia ¢ elementos aleatérios do
conjunto 1" — Ty ; (isto é, valores nao presentes no conjunto 7j). ;
9 Ty < m(T —Ty; — T14,¢), ™ é uma fungdo que sorteia ¢ elementos aleatérios do
conjunto T" — Ty ; — T1; (isto é, valores nao presentes nos conjuntos Ty e T7). ;
10 T3 < m(T —Ty; — T14,¢), ™ é uma fungdo que sorteia ¢ elementos aleatérios do
conjunto 1" — Ty ; — T ; (isto é, valores nao presentes nos conjuntos Ty ; e 11 ;). ;
11 P+ PU {Tl,i, Tgﬂ', T3,z’7 T4,i} ;
12 fim
13 Retorne P ;
14 fim

Algoritmo 4: Algoritmo de particionamento do conjunto de amostras em K partigoes
{1k, Toe, Ts g, T }-

nas otimizagoes de parametros de diferentes niveis - pardmetro de forma S e pesos \; de

cada funcao Ug(u,v)), o risco de viés de confirmagdo humano ¢é alto.

Tendo apresentado os tipos de validacao cruzada e um procedimento para calibracao
construido a partir dessa metodologia, é preciso apresentar uma metodologia para se estimar
erros baseada nessa técnica. Na proxima secao, é apresentado uma técnica baseada em
Jackknife para se estimar o erro de um modelo. Além disso, essa técnica pode ser usada
para se estimar a variancia local de uma estimativa a partir de diferentes estimativas
geradas pela otimizacao via validacao cruzada. Esse procedimento é chave no algoritmo

central desse capitulo: a simulacao geoestatistica usando ensemble simulation.

5.2 Computando estimativas de erro usando Jackknife

O estimador Jackknife (ASMUSSEN; GLYNN, 2011) é definido pelas egs. (5.18) e
(5.19).

~

Ty = Rew) = (R = 1)a( L 1 %; w), (5.18)
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onde z(u,) representa o valor estimado para o ponto central u,, deixando a amostra r
fora do conjunto de calibracao, R é o nimero de replicacoes do teste que serao realizados.
Usando o procedimento de construcao de conjuntos de calibracao e teste descrito no

algoritmo 4, u, pode ser valores tomados no conjunto 7}.
- 1 B
My, = = Z Jirys (5.19)
r=1

aqui ]\7;& é a média esperada para o modelo computada a partir de R amostras extraidas
do conjunto de teste Ty. (ASMUSSEN; GLYNN, 2011) demonstram que o estimador
definido em (5.19) é um estimador corretor de viés. Mais do que isso, é demonstrado que a

variancia computada utilizando a equagao (5.20) converge para a varidncia local real dos
dados o2.
2 1 & - 1LE -
= — Jry — = S 5.20
e PIC Oy PO (5.20)

r=1

A utilizagdo do Jackknife é importante para reducao do impacto do viés local na qualidade
das predigoes geradas. O custo computacional das egs. (5.19) e (5.20), pode ser elevado, ja
que para cada teste é preciso recomputar os parametros do modelo excluindo a amostra
selecionada para o teste. Entao, por isso, (ASMUSSEN; GLYNN, 2011) sugerem que a
variagao apresentada na equagao (5.21).
Jo = Ne(u) = (N= Dzl S ), (5.21)
(N-1)K

r'¢{nK+1,...,(n+1)K}

onde K representa o tamanho do subconjunto de T} selecionado e {nK +1,...,(n+ 1)K}
representa as amostras selecionadas para computacao da média e variancia. Além de
melhorar a performance computacional, o estimador definido em (5.21) apresenta melhor
estabilidade e maior capacidade de redugao de viés da estimativa (ASMUSSEN; GLYNN;,
2011).

Estimadores Jackknife fornecem um meio barato, estavel e eficiente para fortalecer
a capacidade de estimativa de estimadores “fracos”. Neste trabalho, estimador “fraco” é
um estimador que nao incorpora um modelo de covariancia, isto é, foca-se apenas na
otimizacao do erro local sem preocupar-se com a minimizacgao da variancia do erro local.
E, a combinacao entre o estimador Jackknife usando estimadores “fracos” calibrados
utilizando a metodologia apresentada na Secao 5.1 permite a criacao de um estimador
robusto e com quase nenhuma necessidade de interferéncia humana na calibracao dos
pardmetros. J4 que internamente, os estimadores construidos na Se¢ao 5.1 possuem uma

estratégia para otimizagdo dos pardmetros de forma internos.

Na Secao 5.3, o estimador Jackknife e a estratégia de calibracao definida na Secao

5.1 sao utilizados para melhorar a qualidade das estimativas obtidas pela krigagem.
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5.3 Computando modelo de covariancia utilizando pesquisa Tabu

A krigagem classica pode ser vista como um modelo z(w; 3;77) em que a calibracao
de pesos é realizada em um unico passo, utilizando um conjunto de amostras 77, e

3 com 3 sendo um

Us(u,v) = C(u—wv; B) é uma fungdo de covariancia definida pelo usudrio
vetor multidimensional representando as anisotropias aninhadas. Ou seja, 8 =T'y, ..., Ty,
onde T, é uma par (O, ¢x(h)) formado por uma matriz de transformagao anisotrépica
Oy, com dimensao 3 x 3, e uma covaridncia unitaria cx(h) (modelos esféricos, gaussianos e
outros que podem ser encontrados em (PYRCZ; DEUTSCH, 2006)) e M é o ntimero de

transformacoes. A Tabela 4 apresenta uma lista de modelos de covariancia mais usados.

Modelo c(r =1lh||), com r <1
Esférico 1—1.5r 4+ 0.50°
Gaussiano e=3r
Exponencial e 3"

Efeito pepita 1, parar =0 e 0, para r # 0.

Tabela 4 — Lista de modelos de covariancia mais usados.

A matriz de transformacao anisotrépica @, pode ser obtida a partir da operagao
definida na eq. (5.22). A calibragao dos pesos do estimador de krigagem é feita de forma
trivial, resolvendo-se o sistema de equagoes dado em eq. (5.23) (GOOVAERTS, 1997),

com um lagrangiano opcional L.

O = S(r1es T2,k T3,) R(a1 ks G2, A3 1)
L0 0
1k
S(rigs ok Tse) = | 0 é 0 |,R(a1k,ask, asr) = Ry(arr)Ry(asy)R:(as )
o o0 -+
) T3k
cos(arg) sen(arx) O cos(agg) 0 —sen(asy)
R.(a1x) = —sen(arg) cos(ary) O cRy(asy) = 0 1 0 ,
I 0 0 1 sen(azy) 0  cos(azy)
1 0 0
Ry(azr) = |0 cos(azy,) sen(asy)
0 —sen(asr) cos(asg),

(5.22)
onde ajx,as ) € agy sao os angulos de rotacao e 7,72 € 73 sao os fatores de escalas

da transformagcao anisotrépica I'y. S(r1 g, T2k, 73) representa uma operacao de escala e

3 Lembrando que funcdes de covaridncia sdo uma classe customizada de funcoes radiais
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R(ay g, as, a3 ) € a rotagao nos eixos z, y e x, respectivamente.

C('Ul, ’Ul))\l + ...+ C(’Ul, ’UN)AN + L)\N+1 = O(U, ’Ul)

(5.23)
C(’UN, ’Ul))\l + ...+ C(’UN, UN>>\N -+ L)\NJrl = C(u, ’UN>

M4 ..+ Ay =1,

caso seja krigagem simples, a tltima equacao e o termo a esquerda da igualdade sao

desnecessarios e L = 0. Caso seja krigagem ordinaria, todas equacoes sao utilizadas.

Na pratica, o maior desafio da krigagem ¢ definir o melhor vetor de pares (g, cx(h))
que minimize o erro EQM para um conjunto 75. Esse problema ¢é exatamente o problema
resolvido na Secao 5.1. Mas, é preciso realizar uma adaptagao no Algoritmo 3 para se realizar
a busca tanto no espago de covariancia unitaria cx(h) quanto no espago de anisotropias Oj.
Antes de apresentar a adaptacao do algoritmo, é importante observar uma propriedade
muito importante das sequéncias de Van Der Carput. Essas sequéncias podem ser usadas
para se construir esferas aleatorias que podem ser utilizadas no processo de otimizacao de
rotagoes e elipsoides. Mais do que isso, essas esferas podem reduzir significativamente o
numero de individuos iniciais necessarios para se obter boa performance na otimizacao
(essa mesma propriedade é explorada pelo Turning Bands, como pode ser visto no Capitulo
4). Uma populagao inicial representativa de dngulos e fatores de escala (raios do elipsoide

de anisotropia) pode ser geradas a partir do conjunto de equagoes (5.24) e (5.25).

Up =B+ 8 ey, =g ey, =0 a4 e

N = Qp...a2a100 = by...bab1by = c;...coc100;

n=ap+2a; + ... +2Pa, = by + 3by + ... + 3%, = co + 5c1 + ... + 5'¢y; (5.24)
a; =0,1,b; =0,1,2,¢, = 0,1,2,3, 4;

aﬁ”,z = 271U, aé”,z = 27, agj,z = 21wy,

< - . (n) () . (n)
ap, by € ¢, sdo os digitos de n nas bases 2, 3 e 5, respectivamente. a; ¢, ay; € az; Sa0 a

n-ésima amostragem de angulos de rotacdo usando niimeros de Van Der Carput como
gerador. A mesma metodologia pode ser usada para se gerar os raios do elipsoide de

anisotropia:

U/(B) do + + + Bp+17
B) B
d,gB> d( d\?a;
(5.25)
n=d + Bd{” + ...+ Brd®),

nk) = Tmaz, 1U( ) Ték? = Tmaz QU( 2 T:(I,k) = Tmazx 3U(13),

(
1

<
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(n) (n)  .(n)

u{P) 6 o ntimero de Van der Carput na base B. 1|}, 755 e 15y, sio a n-ésima amostragem de

n
raios do elipsoide anisotropia usando niimeros de Van Der Carput como gerador. Por fim,
Tmaz,1s Tmaz,2 € Tmaz,3 S20 05 MAximo valores para o raio de elipsoide. A transformacao ani-
sotrépica @,(gn) ¢ definida como sendo @,gn) =9 (rﬁ”,j, 7“5713, Té?lg)R(a(l?,g, agf,z, aénlz) = S R,
com S e R sendo as transformagoes de escala e rotagao definidas em (5.22). O caso com
multiplas estruturas pode ser gerado a partir de amostras de combinacées de valores S e
R™ Isto é, para K estruturas, constréi-se uma amostra escolhendo-se K valores aleatérios
pi,comi=1,2 .. K ep;>p;_1 (para: > 1). Entdo, combina-se os valores aleatérios p;

para se construir o vetor de anisotropias 8, = {@,(Cpl), 6](5’2), ey @,(f’()}.

Tendo-se o algoritmo para se gerar fatores de forma (3, e definido as covariancias
unitérias ¢, (h), pode-se utilizar o algoritmo de otimizagao de busca Tabu. A sequencia de
Van Der Carput, por gerar em cada amostra um valor mais distante possivel dos valores
amostados anteriormente, ¢ um excelente modo de se construir populagoes iniciais para
algoritmos de otimizagao estocastica. Tendo-se a populagao inicial, agora basta adaptar o
Algoritmo 3. A adaptacao ¢ trivial nesse caso, ja que basta aplicar uma distor¢ao controlada
para cada raio r;; e angulo a;, com ¢ = 1,2,3 que definem a k-ésima transformacao

anisotropica do vetor de anisotropia 8;:

T;JC - min(rmin,ia max(rmaz,ia Tik + U(_Ar,i,ka Ar,i,kz)))

(5.26)
aip = {27 +aip + U(=Dqgik, Daix)} mod 27,

onde Uf(a,b) é um distribuicao uniforme no intervalo [a,b), A, ; é a distor¢do maxima do
raio 1, € Ay, € a distorgao maxima para o angulo a; . Os valores TPk € afp Sao usados
para se construir uma novo vetor de anisotropias B;. O erro €(8;) é computado usando-
se um conjunto de teste T'. O restante do algoritmo é exatamente igual ao definido no
Algoritmo 3. E importante notar que essas distor¢oes aplicadas a Tik € o podem, também,
ser computadas utilizando-se os métodos iterativos apresentados na Secao A.1. Alias, a
combinagao entre uma distorcao aleatéria e uma distor¢do computada por otimizacao
numérica classica fornece uma solucao robusta em relagao a minimos locais e, inclusive,

permite uma aceleracao de convergéncia da técnica.
A covariancia C'(h; ;) ¢ escrita como uma combinagao linear C'(h; 8,) = n +

K
Zbka(h; ©y) , onde by é a contribuicdo da covariancia Ci(h;0y) = cx(Ok(h)), n
k=1

é o efeito pepita e K é o numero de estruturas. A partir de amostras do variograma

experimental v;, com i = 1...M e M sendo o nimero de amostras, pode-se computar os
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valores de 7 e by usando-se o sistema de equagoes (5.27):

(5% — blC'l(hl; @1) — bQCQ(hl; @2) — ... bKCK(hl, @K) =M

(5.27)
5% - 5101(hM; @1) - 5202(hM; @2) e bKCK(hM; @K) =M
n+b+..+bx— 65 =

62, & o total sill do modelo, 1 é o efeito pepita do modelo. h; é a posigao da amostra de
variograma ;. O sistema de equagdes (5.27) pode ser resolvido com minimos quadrados.
Esse procedimento ¢ importante, porque reduz a complexidade da otimizacao, ja que a

busca se restringira as estruturas de anisotropia.

O processo de computagao das contribuigoes b; pode ser aprimorado utilizando o

procedimento iterativo definido no Algoritmo 5.

Entrada: Amostras de variograma v;, i = 1,2, ..., M, M é o nimero de amostras de
variograma ~y;, P é o nimero de iteracOes para se computar as melhores
contribuicbes e « é a tolerdncia. Uma métrica de erro e.

1 saida O melhor conjunto de pesos by, k =1,2,...., K, K € o numero de estruturas,
efeito pepita 1 e total sill 6%.

2 inicio

3 YO {1,792, v}

4 parap=1,...,P —1 faca

5 Compute as contribuicoes b;p ), k=12,...,.K, 77(7’) usando o sistema de equacoes
(5.27) e o conjunto v®)

6 Compute o erro médio do modelo C®)(h; ©},) usando a métrica ¢, obtendo-se o
valor de erro e® ;

7 ~PTD Ly e(CP) (R ©4), ) < (1 4+ )P i=1,2,..., M} ;

8 fim

9 Retorne bgp), bgp), . bg), n® e 62, ;

10 fim

Algoritmo 5: Algoritmo para computacao de contribuigoes by, efeito pepita 1 e total
sill 0%.

O Algoritmo 5 realiza internamente uma filtragem das amostras removendo aquelas
que possuem erro muito elevado (forte indicativo de que trata-se de um outlier). Empirica-
mente, observa-se que para se obter bons resultados um valor P entre 3 e 5 é suficiente.
Caso o banco de amostras apresente baixo ruido, um valor de P < 3 pode ser suficiente.

O parametro P esta extremamente atrelado a qualidade das amostras.

As técnicas apresentas sao usadas nas se¢oes seguintes como ferramentas auxiliares
na construgoes de estimadores base da ensemble simulation. Mais precisamente, a com-
putacao de modelos 6timos a partir de dados é uma técnica importante para krigagem
sem definicao explicita de modelos de covaridancia. Além disso, essa técnica permite o

desenvolvimento de modelos iterativos que agregam novas estimacoes como dados para
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recalibragdo dos parametros dos estimadores. Esse processo iterativo é descrito na Secao
5.5.

5.4 Ensemble simulation: usando validacao cruzada para aprimorar

a simulacao sequencial

As segOes anteriores apresentam técnicas para se estimar o erro empirico e de
particionamento dos dados amostrais para a obtengao de estimativas melhores. Além disso,
o algoritmo de busca Tabu é apresentado e aplicado na computacao de parametro de forma
6timo (no caso geoestatistico, anisotropias do modelo de covaridncia). Combinando-se
otimizagao de parametros com particionamento das amostras para computagao mais
realista de erros empiricos, pode-se obter estimadores mais poderosos que os obtidos
tradicionalmente a partir de ajuste manual de pardmetros de forma (anisotropias) e

utilizando-se o conjunto de dados inteiro em um Unico passo.

Nessa Sec¢ao, é mostrada a construcao de um simulador equivalente a simulacao
sequencial gaussiana em que a variancia de krigagem e a estimativa sdo obtidas através da
combinacao de um conjunto de estimativas iniciais, feitas por um conjunto de estimadores
base, nas parti¢oes dos conjuntos de amostras. A combinagao é feita por meio de uma
soma ponderada que utiliza o inverso do erro de validagao cruzada do modelo como peso.
Esse simulador é o ensemble simulation. As estimativas computadas nas particoes das

amostras utiliza um estimador por krigagem baseado no modelo de covariancia 6timo

C(h; B) definido na Secao 5.3.

Por uma questao de simplicidade, nesta Secao, assume-se que apoés definido o
estimador z(u), este serd imutavel. Mas, nada impede que o novo valor estimado seja
reinserido no conjunto de amostras e seja usado para se melhorar o estimador. Na Secao 5.5,
¢é apresentado esse procedimento de aprimoramento do estimador a partir da recalibracao

de seu pardmetro de forma (modelo de covariancia).

Para se construir o algoritmo de ensemble simulation, primeiramente, constroi-se um
caminho aleatério 7, usando-se os nos wy, us, ..., uy da grade alvo g. A seguir, particiona-se
k vezes um conjunto de amostras 7 em duas partes Tl(k’i) e TQ(k’i), no passo ¢ do caminho
aleatério, e as equagoes (5.28) e (5.29) sdo usadas para se computar a estimativa m,, € o

erro empirico e,, no ponto u,,. m; representa o i-ésimo passo do caminho aleatério 7.

m;’? = Z Av)y(v) (5.28)
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ek = ; > ANv)C(ur, —v), (5.29)

Ur
veQ(ur, ;T2(k’1>)

onde Q(u,,; T®), T = T*D T#D ¢ 4 vizinhanca de Ur,, Y(v) é o valor da amostra
do entorno de u,,, z(v) é o valor estimado no ponto v usando os pesos A(v) e C(h) é
o modelo de covaridncia 6timo. A(v) sdo os pesos de krigagem computados a partir da
vizinhanga wu,,, ponto central u,, e modelo de covaridncia C'(h) (isto é, a varidncia de

krigagem é utilizada como estimativa do erro na parti¢ao).

Os estimadores (5.28) e (5.29) sao uma adaptacao do estimador Jackknife apresen-
tado na Se¢ao 5.2 e, portanto, esse par de estimadores apresenta as mesmas propriedades.
Em um dado passo i, esse procedimento de computagao de estimativa m,, e e,, é repetido

K vezes para diferentes partigoes T fk’i) e TQ(k’i) das amostras T® . No fim, é computada
Srea M g Ther 6

a média m{%) = e ell) = == onde m®) e elf) sao a média e o erro
7 K [ [ A
computados usando-se as k-ésimas particoes Tl( g e TQ( Z), respectivamente, € as eqs.

(5.28) e (5.29). E importante lembrar que Tl(k’i) e Tg(k’i) sao conjuntos disjuntos, isto é,
T AT =g e T U T = T,

(K

Conforme visto na Secao 5.2, mm) convergird para uma estimativa da média
nao-enviesada e egf) convergira para a variancia do erro quadratico local. Se T" for um
conjunto de dados gaussianos, pode-se simular um valor z(u,,) utilizando-se a distribucao
gaussiana G(m® (uy,), e®™ (uy,)). O valor u,, é usado para se criar o conjunto de amostras
T = TOU{u,,} e y(ur,) = 2(uy,). Isso fecha o processo de simulacio sequencial. Esse

processo de simulacao ¢é realizado para todos nés m; do caminho aleatorio .

Por sua vez, uma particao T: ék’i) do conjunto T® pode ser usada para otimizacao dos
pardmetros do estimador z(u). Esse processo melhora o algoritmo visando permitir uma
melhor reproducao tanto do histograma quanto do variograma. O Algoritmo 6 apresenta a

descricao completa do procedimento descrito nesta segao.

E importante ressaltar que a etapa de combinacio das médias e erros realizada no
Algoritmo 6, para construgao da distribuicao, pode ser feita utilizando-se média ponderada
usando o erro como peso. Além disso, nesse estagio pode ser realizada a eliminacgao de
outliers via filtragem. A agregacao é um estagio chave, onde diversas estratégias de selecao
de estimativas podem ser realizadas para se selecionar valores que melhor adiram a funcao

objetivo estudada (que pode ser uma equagao fisica, exemplo).

O fato dos erros serem computados via validacao cruzada permite que processos de
otimizacao e selecao local de diversos parametros seja realizada, reduzindo significativa-
mente o nimero de simulagoes necessarias para se obter solugoes que satisfacam funcgoes

objetivo definidas pelo usuario. A etapa de estimativa pode ser realizada no espaco original
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Entrada: Conjunto de amostras T no espaco gaussiano, grade de simulagdo g e um
caminho aleatério 7 definido em g. |g| é o tamanho da grade g. K é o ntimero
de particOes por passo.

1 saida Simulacio z(u).

2 inicio

3 TO 7.

4 parai=1,..,|g| faga

5 para k =1,..., K faga

6 Crie particoes Tl(k’i)7 TQ(k’i) a partir de () :

7 Opcionalmente, pode-se definir uma particao Tgfk’i) para otimizacdo dos

parametros do estimador ;

(k)

8 Compute myz,” usando a eq. (5.28). ;
9 Compute eﬁfj) usando a eq. (5.29). ;
10 fim
K
e
k=1
11 m(x,) < s
K
> el
k=1
12 e(ur,) ARk
13 Amostre z(ur,) usando a distribuicio gaussiana G(m(ur,),e(ur,)). ;
14 TEHD « TO U {ug, };
15 fim
16 Retorne z(ur,). ;
17 fim

Algoritmo 6: Algoritmo de simulagao ensemble.

dos dados e a distribui¢ao gaussiana ser construida somente para a amostragem de z(u).

Isso define a simulacao direta ensemble.

Na préxima se¢ao, é mostrada uma variacao do algoritmo de simulagao ensemble
em que o modelo de covariancia é atualizado a cada etapa do processo de simulagao e no
fim do processo obtém-se, além da simulacao, um modelo de covariancia 6timo baseado

nos dados.

5.5 Simulac3o sequencial evolutiva: combinando matrizes de cova-

riancia computadas implicitamente e ensemble simulation

As secOes anteriores apresentam um conjunto de metodologias para se gerar esti-
mativas mais robustas baseadas em dados. Além disso, é mostrado um algoritmo baseado
em sequéncias de Van Der Carput para se otimizar as anisotropias associadas ao modelo.
A combinacao dessas estratégias permite a construcdo de uma nova geracao de estimado-
res com parametros otimizados pela validacao cruzada que nao necessitam de defini¢ao

explicita de parametros complexos como modelos de covariancia.
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Nesta secao, é apresentado um algoritmo que constréi implicitamente os modelos
de covariancia e permite a evolu¢ao de modelos iniciais quer seja obtidos a partir de conhe-
cimento a priori do modelador, quer sejam obtidos a partir de algoritmos de otimizacao
como o apresentado na Secao 5.3. A ideia-chave é utilizar a autocorrecao possivel gragas a
validacao cruzada para ajustar a cada iteracdo o modelo de covariancia atual de forma
que o erro seja minimizado. Esse processo pode ser feito apés o passo de amostragem da

distribuigao G(m(u.,), e(u,,)) construida no Algoritmo 6, definido na Segao 5.4.

A simulacao sequencial e ensemble emula o processo de obtengao de novas amostras
da realidade. A cada estagio da simulagao, o conjunto de dados converge para uma
representacao que possui distribuicao e variancia espacial mais préxima da distribuicao
e variancia espacial alvos. O processo de validagao cruzada permite, em cada estagio
da simulacao, uma melhor aproximagcao do erro real, que também pode ser visto como
variancia local (caso o erro seja o erro quadréatico médio). Entao, naturalmente, esse novo
erro pode ser usado como referéncia para ajustar o modelo de covariancia atual. Baseado
nisso, uma forma natural de aprimorar a qualidade da estimativa e da simulacao é, apos
realizar algumas simulagoes de pontos, realizar o processo de otimizacao de modelo de
covariancia descrito na Se¢ao 5.3, utilizando um conjunto 7, amostrado aleatoriamente do
conjunto formado pelos nds previamente simulados e pelas amostras. O conjunto 7. é usado
para se computar uma nova versao do modelo de covariancia. T, pode ser exatamente a
unido dos conjuntos de noés previamente simulados e de amostras. Embora usar todos nos
simulados e amostras gere um modelo melhor, isso pode aumentar proibitivamente o custo

computacional do processo de simulagao.

No Algoritmo 7, como é fornecido um modelo inicial de covaridncia, ao invés de
um ponderador mais simples, pode-se usar diretamente a krigagem para se computar
as estimativas. Nesta variacao do algoritmo de simulagao ensemble, é preciso fornecer
trés parametros extras: o tamanho maximo do conjunto 7, usado para otimizacao do
modelo de covariancia, de quantos em quantos passos a otimizacao do modelo covariancia
serd realizada e, por fim, o modelo de covariancia inicial Cy. A otimizacao do modelo de
covariancia pode ser realizada usando qualquer algoritmo de otimizacao de parametros.
Neste trabalho, o algoritmo usado ¢ o descrito na Se¢ao 5.3. Uma variagdo mais rapida
computacionalmente, mas que pode apresentar uma qualidade inferior, seria utilizar
somente o passo de otimizacao do modelo corrente, o que é feito por meio da aplicacao de
distorgoes aleatérias nesse modelo (ou distor¢oes computadas utilizando-se algoritmos de
otimizagao classicos como os vistos na Se¢ao A.1) e selecionando-se a versdo que minimiza

o erro em T,. O estagio de otimizacao local rapida é descrito no Algoritmo 8.
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Entrada: Conjunto de amostras 7' no espaco gaussiano, grade de simulacdo g e um
caminho aleatério 7 definido em g. |g| é o tamanho da grade g. K é o ntimero
de particbes por passo. M, é o tamanho maximo do conjunto usado para
calibrar o modelo de covariancia. P, indica de quantos em quantos passos a
otimizacado do modelo de covaridncia sera realizada. Cy é o modelo de
covariancia inicial.

1 saida Simulagio z(u).

2 inicio

3 TO 1,

4 parai=1,..,|g| faca

5 para k=1,..., K faga

6 Crie particoes Tl(k’i)7 TQ(M) a partir de () :

7 Opcionalmente, pode-se definir uma particao T: ?)(k’i) para otimizacdo dos

parametros do estimador ;
(k)

8 Compute my, usando krigagem e o modelo de covaridncia Cj_1. ;
9 Compute egr]j) usando a eq. (5.29) com z(v) sendo um krigador que usa o
modelo de covaridncia C;_j. ;
10 fim
K
> mg)

11 m(wx,) < kle ;

K

ek

k=1
12 e(ur,) e
13 Amostre z(ur,) usando a distribuicdo gaussiana G(m(ur,),e(tx,)). ;
14 T 7O U {uy,}.;
15 se [TUHD| < M, entdo
16 T, + T+,
17 fim
18 senao
19 T. é construido amostrando-se aleatoriamente M, elementos de T(i“);
20 fim
21 se ¢ mod P. =0 entao
22 Compute o modelo de covaridncia C; usando algum algoritmo de otimizacao e

o conjunto de amostras 7. ;

23 fim
24 senao
25 CZ “— Cz;l ;
26 fim
27 fim
28 Retorne z(ur,). ;
29 fim

Algoritmo 7: Algoritmo de simulacao ensemble com otimizacao continua do modelo
de covariancia.
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Entrada: Conjunto de amostras T, usado para computagdo do erro de validagdo. Cy é o
modelo de covaridncia a ser otimizado. M ntmero de distor¢oes aplicadas.
e(T,,C) é a métrica de erro usando o conjunto de amostras ;. e o modelo de
covariancia C. Essa métrica pode ser o erro de estimativa, o erro de ajuste as
amostras de covaridncia ou uma combinacdo de ambas, por exemplo.
1 saida Modelo de covariancia otimizado C'.

2 inicio

3 €min < e(T07 CO) ;

4 Copt — CO ;

5 parai=1,..., M faga

6 para k=1,..., K facga

7 Compute uma distor¢ao Oy, ; da anisotropia ©j do modelo C' somando-se um

ruido com distribuicdo uniforme a cada pardmetro de range e angulo. Ou
compute a distorcao de angulo e range usando-se um dos método iterativos
descrito na Sec¢ao A.1 ;

fim
Crie C; usando as anisotropias distorcidas Oy ; ;
10 e+ e(T,,C;) ;
11 se € < €nin entao
12 Copt +— Cj ;
13 €Emin < € ;
14 fim
15 fim
16 Retorne Cyp. ;

17 fim
Algoritmo 8: Otimizacao de um modelo covariancia.

5.6 Usando ensemble simulation para se construir Modelos Base

de Covariancia (MBC)

Nesta secao, é apresentado um estudo de caso em que o algoritmo de simulacao
ensemble é utilizado para se computar modelos base de covariancia. Modelos base de
covariancia (MBC) (KLOECKNER et al., 2019) sdo modelos que representam a variabili-
dade espacial do fendmeno construidos a partir de diferentes técnicas de estimativa. Em
(KLOECKNER et al., 2019), o algoritmo de simulagao ensemble desenvolvido na Segao
5.4 é aplicado na construcao desses modelos e a qualidade dos MBC gerados é comparada
com os dados exaustivos, demonstrando a boa capacidade de extracao de informacao de
variabilidade espacial do simulador ensemble. A seguir, os resultados desses experimentos

sao apresentados.

Os MBC computados sao usados para se extrair as tabelas de covaridncia descritas
no Capitulo 3. Por sua vez, essa tabelas de covariancia podem ser usadas tanto como de
modelo de covariancia diretamente em algoritmos de simulacao geoestatistica classica,
quanto como modelo de covaridncia inicial que é otimizado pelo Algoritmo 7, descrito na
Secao 5.5. Além disso, pode-se utilizar o algoritmo de otimizagao descrito na Se¢ao 5.3

para se extrair o modelo associado a tabela de covariancia.
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Estrutura  Varidncia Azimuth 7 79 73
Efeito pepita 0.20 - - - -
Estérico 0.80 135 80 60 40

Tabela 5 — Modelo de covaridncia utilizado na geracao do conjunto de dados sintético.

Esse processo de geragao de MBCs, e a utilizacdo deles na criagao de modelos de
covariancia otimizados, permite a construgao de um processo de exploracao do espaco de
incerteza em que algoritmos mais lentos, como a simulacao ensemble, define um MBC-
semente e este modelo pode ser usado para a geracao de um modelo de covariancia que
¢é usado por algoritmos de simulacao classica. As realizacoes do algoritmo de simulagao
ensemble podem ser vistas como polos no espaco de incerteza e, a partir desses polos, novas
simulagoes podem ser geradas de forma muito mais eficiente usando geoestatistica classica.
Indiretamente, isso fornece uma metodologia para se explorar o espago de incerteza de
modelos de covariancia. Essa combinacao entre a abordagem ensemble e classica é vital
para a viabilizacdo computacional da realizagao de um volume maior de simulagoes com

melhor qualidade.

Para ilustrar a capacidade da simulacao ensemble de extrair as informacoes de
variabilidade espacial de um conjunto de amostras, foi construido um conjunto de dados
sintético exaustivo e, desse conjunto, foram extraidas diferentes amostragens. O conjunto
sintético foi gerado utilizando-se uma realiza¢ao nao condicional obtida com a Simulacao
Sequencial Gaussiana. A simulagdo honra os parametros definidos na Tabela 5. As dimen-
soes do modelo sao 100 blocos na direcao Norte-Sul, 100 blocos na direcao Leste-Oeste e

100 blocos na vertical, e cada bloco mede 1x1x1.

Trés conjuntos de dados foram amostrados simulando processos de amostragem em
malhas de 18x18, 22x22 e 25x25 metros. O sumario estatistico dos conjuntos de dados sao
representativos do modelo exaustivo. Na Fig. 44, ¢ apresentado o modelo exaustivo em
vista em perspectiva (a) e os furos amostrais para 22x22 (b). A Fig. 45 mostra uma segao
no plano de vista horizontal do modelo exaustivo (a), e amostras para 18x18 (b), 22x22
(c) e 25x25 (d) em z = 0. Por fim, a Fig. 46 mostra o histograma e o sumério estatistico

para o modelo exaustivo (a), e para amostras 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25 (d).

O MBC foi gerado por meio da simulador ensemble usando K partigoes dos
conjuntos de calibragdo. A Tabela 6 mostra a porcentagem de bins espectrais definidos
como zero para cada caso. A Fig. 47 mostra a tabela de covaridncia do modelo exaustivo
na vista horizontal em z = 0 (a), comparando com as tabelas de covariancia obtidas de
MBCs computados a partir das amostras 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25 (d) em z = 0. Fig.
48 mostra a tabela de covaridncia do modelo exaustivo na sec¢ao vertical em x = 0 (a)
comparando com MBCs de amostras 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25 (d) em x = 0. As linhas

azuis na tabela de covariancia do modelo exaustivo e as linhas verde, vermelha e roxa nas
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Figura 44 — Modelo exaustivo (a) e amostras para 22x22 (b). (KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 45 — Uma segdo no plano de vista horizontal do modelo exaustivo (a), amostras 18x18
(b), 22x22 (c) e 25x25 (d).(KLOECKNER et al., 2019)

CT 18x18 CT 22x22 CT 25x25
Bin espectral * definido como zero 2.0% 1.9% 1.9%

Tabela 6 — Porcentagem de bins espectrais definidos como zero para cada caso.

tabelas de covariancia dos MBCs sao visualizadas nos variogramas mostrados na Fig. 49.

Trés conjuntos de simulagoes sequenciais gaussianas (SSG) foram construidos
usando tabelas de covariancia dos MBCs e comparados com o modelo exaustivo de
referéncia. Para cada caso, 20 realizagoes foram geradas: SSG usando tabela de covariancia
do MBC de amostras 18x18, 22x22 e 25x25. Fig. 50 mostra trés realizagoes, uma para
cada caso em comparacao com o modelo exaustivo em z = 0. Figs. 51, 52 e 53 mostra as
fungoes de distribui¢ao cumulativas (CDF) para os trés casos em comparagao com o caso

exaustivo. Figs. 54, 55 e 56 apresentam as flutuagoes ergddicas orientadas nos eixos de
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Figura 46 — Histograma do modelo exaustivo (a), das amostras 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25
(d).(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 47 — Tabela de covariancia do modelo exaustivo na vista horizontal em z = 0 (a),
tabelas de covariancia dos MBCs para 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25 (d) em z =
0.(KLOECKNER et al., 2019)

maior e menor continuidade.
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Figura 48 — Tabela de covaridncia do modelo exaustivo na vista vertical em x = 0 (a), ta-

belas de covariancia dos MBCs para 18x18 (b), 22x22 (c) e 25x25 (d) em x =
0.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 49 — Os variogramas para a diregao principal (a) variograma vertical (b) das tabelas de
covariancia usando modelo exaustivo e MBCs.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 50 — Uma se¢ao no plano de vista horizontal em z = 0 do modelo exaustivo (a), uma
simulagdo SSG para amostras 18x18 (b), 22x22 (c¢) e 25x25 (d) usando tabelas de
covaridncia de seus respectivos MBCs.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 51 — Funcao de distribuigdo cumulativa para SSG usando MBCs de tabela de covaridncia
de amostras 18x18.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 52 — Fungdo de distribui¢do cumulativa para SSG usando MBCs de tabela de covariancia
de amostras 22x22.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 53 — Fungao de distribui¢do cumulativa para SSG usando MBCs de tabela de covariancia
de amostras 25x25.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 54 — Flutuagoes ergédicas nos eixos de maior (a) e menor (b) continuidade para SSG
de amostras 18x18.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 55 — Flutuagdes ergddicas nos eixos de maior (a) e menor (b) continuidade para SSG
de amostras 22x22.(KLOECKNER et al., 2019)
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Figura 56 — Flutuagoes ergddicas nos eixos de maior (a) e menor (b) continuidade para SSG
de amostras 25x25.(KLOECKNER et al., 2019)

Os resultados mostram que a metodologia apresentada produz bons modelos de
covariancia para os trés conjuntos de dados amostrais deste caso estudado. Além disso, a
perda de qualidade no modelo de covariancia devido a reducao do niimero de amostras
¢ bem reduzida, mostrando a robustez do método. MBCs é uma metodologia nova e é

aberta para diferentes modos para se gerar os modelos-base.

5.7 Resultados experimentais: comparando ensemble simulation com

TBSIM

O desempenho do algoritmo ensemble simulation é avaliado nessa secao. Para

isso, um banco de dados sintético foi construido usando-se o algoritmo T'BSIM com os
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parametros a seguir:

e 1000 linhas.

« Variograma: v(h) = 0.07 4 sph(sill = 0.93,ranges = (rl = 360,72 = 227,73 =
62), angles = (azimuth = 207.3, dip = —10.1,rake = 0.))(h).

o Distribuigao: T'(k = 1.4,0 = 2.7), média p = 3.5062 e variancia §* = 9.85. Uma

distribuicao gama I' com parametro de forma x = 1.4 e escala 6 = 2.7.

Os dados foram gerados em uma malha cartesiana com dimensoes: sx, sy, sz =
(2,2,2), Lz, Ly, Lz = (300, 300, 130) e nimero total de células igual a 1.462.500. A Fig. 57

apresenta o sumario estatistico dos dados exaustivos.

0.15 7 Data count: 1462500

4 Mean: 3.50262

i Variance: 9.85291

g | Maximum: 27.3281

2 01 Upper quartile: 5.00472

(4 E Median: 2.52408

- | - Lower quartile: 1.13734

| Minimum: 0.000901478
0,05 -
o
N S B
5 10 15 20 25

reference_result_local

Figura 57 — Distribuicao dos dados sintéticos exaustivos usado no teste comparativo.

Dos dados exaustivos, foram extraidas 100 amostras que foram utilizadas nos
experimentos. As amostras sao ilustradas na Fig. 58 e, na Fig. 59, é mostrado o dado

exaustivo de referéncia.

Foram realizadas 20 simulacgoes ensemble seguindo os passos a seguir:

o Um estimador-base foi otimizado utilizando-se busca tabu e LBFGS. Como estimador
inicial foi usado krigagem com modelo isotrépico com estrutura tnica com raio 150
e modelo esférico. Esse estimador inicial foi otimizado utilizando o procedimento
descrito no Algoritmo 3. LBFGS foi usado para se construir os vizinhos necessérios
na busca tabu. Esse procedimento, permite encontrar um modelo de covariancia

inicial que minimiza globalmente o erro de validacao cruzada.
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o O estimador otimizado é usado no processo de simulacao ensemble para se computar

os erros e o valor esperado, conforme descrito no Algoritmo 6.

o Foram usadas oito particoes. Em cada particao, 85% dos dados foram usados para

condicionamento e 15% foram utilizados na estimativa do erro.

o A vizinhanca utilizada na validacdo cruzada contém 32 dados amostrais e 16 previa-

mente simulados.

As simulagoes ensemble sao comparadas com simulagoes TBSIM geradas com os
mesmos parametros (distribuigao, nimero de linhas e modelo de covaridncia) utilizados para
se construir os dados de referéncia e, além disso, foram utilizados 32 dados condicionantes
por ponto simulado. Isto é, o TBSIM foi executado com pardmetros praticamente 6timos.

Em todos testes, a vizinhanca de busca é isotropica com raio 200.
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Figura 58 — 100 amostras usadas nos experimentos.
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Figura 59 — Dados exaustivos de referéncia.

Conforme visto na Fig. 60, as simulagdes ensemble produzem simulagoes com
variogramas com flutuagoes ergddicas similares as obtidas pela simulacao T'BSIM. Nas
Fig. 61 e 62, sdo vistas a distribuicao do erro absoluto com relacao aos dados exaustivos
do E-Type das simulagoes ensemble e TBSIM, respectivamente. Pode-se notar, que a

média, a mediana e a variancia do erro absoluto da simulagao ensemble sao muito similares
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as obtidas pela simulagao TBSIM. Além disso, nas Figs. 63 e 64 sdo vistos os graficos

de dispersao comparando o E-Type das simulacoes ensemble e TBSIM contra os dados

exaustivos e, de forma similar, nota-se que a correlacao de ambas técnicas é similar. Por

fim, na Fig. 65 sdo mostrados os histogramas das simulagoes realizadas comparadas com

os dados exaustivos.
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Figura 60 — Comparagao dos variogramas das simulagoes ensemble (em roxo) e TBSIM (em
verde) nas dire¢oes de continuidade maior, média e menor, respectivamente. Em
preto, tém-se o variograma experimental dos dados exaustivos.
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Figura 61 — Distribuicdo do erro absoluto da simulacao ensemble computado relativo aos dados

exaustivos.
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Figura 62 — Distribuigdo do erro absoluto da simulagdo TBSIM computado relativo aos dados
exaustivos.
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Figura 65 — Histogramas das simula¢oes TBSIM (em vermelho), das simulac¢oes ensemble (em
roxo) e dos dados exaustivos (em preto).
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Figura 66 — Accuracy plot das simulagoes TBSIM e das simulagoes ensemble.

A Tabela 7 apresenta o resumo dos resultados e a fig. 66 apresenta a comparagao
dos accuracy plots de cada algoritmo. Analisando-se a tabela e os accuracy plot, pode-se
concluir que, no cenario estudado, o simulador ensemble produziu resultados com qualidade
similar a obtida com o simulador TBSIM usando parametros ideais. Embora, a reproducao
das distribuicoes locais das simulagoes ensemble seja ligeiramente pior. Mas, esse resultado
¢ esperado, ja que o algoritmo utiliza dados amostrados para obter implicitamente o

modelo de covariancia dos dados.
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Algoritmo Erro médio Erro med. Var. do Erro Corr. Goodness
Ens. E-Type 1,458 1,056 2,028 0,798 0,866
TBSIM E-Type 1,478 1,066 2,147 0,788 0,872

Tabela 7 — Sumario comparativo dos experimentos realizados.

Os experimentos realizados nessa se¢ao mostram a capacidade dos algoritmos de
otimizacao combinados com a técnica de simulacao ensemble de reproduzirem caracteristicas
espaciais contidas nos dados. A partir de um estimador inicial, o processo de otimizacao
combinado com a validagdo cruzada obtém um estimador que minimiza o erro quadratico.
Esse estimador no processo de simulacao ensemble é utilizado para se estimar as variancias
locais. Pelos resultados obtidos, pode-se concluir que a simulagao ensemble combinada com
estimadores otimizados pode obter resultados similares aos obtidos por meio de algoritmos
classicos de simulagao, como o TBSIM. A principal vantagem da simulagdo ensemble é sua
capacidade de produzir bons resultados a partir de modelos iniciais grosseiros. Isso permite
tanto a melhoria de resultados obtidos a partir de estimadores por krigagem classicos,

quanto a construcao de modelos base de covariancia.

Por fim, é importante lembrar que cada simulagao ensemble obtida pode ser
usada como base para se construir modelos de covariancia que poderao ser utilizadas por
simulagoes SGSIM ou FIM. Isso produz uma interessante medologia para se explorar com
eficiéncia o espaco de incerteza, sem necessariamente se definir um modelo explicito de

covariancia.

5.8 Conclusao

O objetivo desse capitulo é apresentar uma metodologia para se transformar
algoritmos classicos de geoestatistica em algoritmos com capacidade de aprendizado e uma
metodologia para otimizar parametros de estimadores baseado em computacgao de erros
de validacao. O aprendizado de maquina é basicamente a aplicagao de um algoritmo de
otimizacao para se calibrar os parametros do estimador baseado nos erros de validagao
fornecidos pelos dados. A validacao cruzada é o principal elemento para se construir um
algoritmo moderno de estimativa, e, usando-se essa metodologia, pode-se aprimorar a

qualidade de estimativa de qualquer estimador.

Com a validagao cruzada, é mostrado que mesmo estimadores baseados em ponde-
radores simples podem ser usados para se construir simuladores capazes de reproduzir os
modelos de covariancia e a distribuicao inerente aos dados amostrais. Obviamente, essa
técnica nao é universal e depende bastante da qualidade e quantidade das amostras, mas

ela fornece uma boa alternativa pratica para se obter melhores simulacoes.

Em situacoes com menos amostras e onde ja existe um candidato inicial para o
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modelo de covariancia, a técnica de simulacao ensemble pode ser usada para se aprimorar o
modelo de covariancia a cada passo. Os candidatos iniciais podem também ser aprendidos
a partir dos dados usando-se busca tabu ou outro algoritmo de otimizacao. Além disso,
também é mostrado que o processo de otimizacao de modelo de covariancia é recursivo e
pode ser usado para se obter no final do processo uma melhor representacao da covariancia

conhecido como Modelo Base de Covaridncia (MBC).

Aprendizado de maquina permite uma evolucao significativa da qualidade de
simulagoes e estimativas. Gragas a evolucao do poder computacional, se torna cada vez
mais viavel a realizagao de mais etapas de calibracao durante o processo de estimativa
ou simulacao. Com mais processamento, a qualidade dos modelos computados evolui

naturalmente.

O foco desse capitulo foi o caso univariado, mas essas técnicas podem ser estendidas

para o caso multivariado.
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Conclusao e trabalhos futuros

Ao longo desse trabalho, foram apresentados algoritmos que se beneficiam da
evolucao tanto das técnicas de programacao, quanto da capacidade de processamento
dos computadores atuais. Algoritmos espectrais, como Turning Bands e Fourier Integral
Method - FIM, se mostraram interessantes alternativas que se beneficiam de técnicas
computacao distribuida. Por nao possuirem caminho aleatério em sua estrutura, esses
algoritmos nao precisam de estratégias de sincronizagdo como as utilizadas na paralelizagao
de algoritmos de simulacao sequencial. Isto é, esses algoritmos permitem abordagens shared
nothing, que sao mais simples de implementar, mais robustas e menos propensas a erros

de implementacao.

O FIM, além de ser um algoritmo eficiente, permite a utilizacado de uma represen-
tagao implicita dos modelos de covariancia, a Tabela de Covariancia: uma estrutura que
tanto pode ser utilizada tanto como modelo computacional de covariancia em algoritmos de
estimativa e simulagdo (apds algum pds-processamento), quanto como pode ser usado para
obtencao de modelos analiticos de variograma via métodos de otimizacao (conforme visto
no Capitulo 5). A obtengdo semi-automatica de modelos de covariancia exerce um papel
fundamental na reducao de custo humano para se realizar aplicar técnicas de geoestatistica,

pois esse é o estagio mais custoso do processo.

O objetivo da tese foi alcangado e mostrou-se que otimizagao matemética, apren-
dizado de maquina e computagao de alta performance podem ajudar a construir uma
nova geragao de poderosos algoritmos que ou sao mais eficientes ou demandam menos
interferéncia humana. Demonstrou-se que simulacao espectral é uma técnica ideal para a
utilizagao de computacao distribuida. Além disso, a validagdo cruzada fornece um modo
de incorporar informacao local via otimizagao de um estimador mais fraco (isto é, um

estimador que minimiza s6 o erro esperado da média, por exemplo).

Em linhas gerais, neste trabalho, procurou-se entender como técnicas de computacao
moderna podem contribuir na aceleracao das etapas de modelagem geoestatistica. Para isso,
tanto computacao distribuida aplicada a algoritmos mais adequados a esse tipo técnica,
quanto técnicas de otimizagdo numérica foram estudadas. O aprendizado de maquina é um
ramo recente da computacao que combina técnicas estatisticas com técnicas de otimizacao
e analise mateméatica para se obter uma nova geracao de metodologias para modelagem de
dados. Desse ramo de estudo, foram exploradas técnicas de validacao cruzada, otimizacao
estocastica (busca tabu) e métodos iterativos para se construir um workflow de modelagem
evolutiva. Isto é, foi desenvolvido um processo chamado de ensemble simulation que permite

ao longo de diferentes passos evoluir a qualidade de um modelo, via minimizacao do erro
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de validagao cruzada. O meta-algoritmo proposto permite que técnicas de otimizacao
do modelo de covariancia sejam utilizadas periodicamente de modo a reproducgao de
histograma e variograma sejam mais precisas, além de garantir uma reducao de erros de

validacao.

Foi mostrado que utilizando-se computagao moderna é possivel obter uma nova
geracao de algoritmos que, embora mais custosos, reduzem a necessidade de intervencao
humana e produzem modelos que incorporam mais precisamente informagoes contidas nos
dados amostrais. Os experimentos realizados, conforme visto no Capitulo 5, demonstraram
que os modelos obtidos implicitamente pela metodologia ensemble simulation foram capazes
de capturar o modelo de covariancia contido nos dados e foram capazes de reproduzir as

estatisticas de primeira e segunda ordem (histograma e variograma).

As técnicas desse trabalho foram aplicadas no caso univariado, mas nada impede

que sejam generalizadas para o caso multivariado.

Como trabalhos futuros, sugere-se os seguintes topicos:

i Adaptagao da metodologia para incorporagao de informagao multivariada (minimi-

zacao de erro de validagao cruzada para multiplas varidveis);

ii Adicionar restrigoes ao processo de otimizacao realizado pelo ensemble simulation.
Isto é, aplicar aos processo iterativo técnicas de programagao nao-linear com restrigoes
para que relagoes nao-lineares sejam satisfeitas (por exemplo, as proporcoes de cada
varidvel sigam uma desigualdade ou igualdade arbitraria g(vq,vs,...,vy) < 0, onde

v; sdo varidveis sendo estimadas).

iii Generalizar a técnica para o caso nao estacionario. Isto é construir uma técnica de

ensemble simulation que possa ser combinada com metodologias de LVA.

iv Construcao de fungoes de erro empirico que combine parametros econdmicos e

operacionais.

v Investigar interpoladores baseados em séries de fungoes ortogonais como estimadores

“fracos” utilizados pelo ensemble simulation.

A principal conclusao desse trabalho é que computagao moderna fornece promissoras
ferramentas para agilizar e aprimorar metodologias ja estabelecidas, mas isso jamais
substitui a capacidade analitica de um bom modelador. As técnicas estudadas ndo devem
ser usadas cegamente, sempre sendo necessaria alguma avaliagao do modelador para
garantir bons resultados. O que se nota na prética é que metodologias lineares tradicionais
fornecem excelentes solugoes iniciais, elemento fundamental para garantir a convergéncia

dos métodos iterativos discutidos ao longo do Capitulo 5. Por isso, pode-se concluir que
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a computacao moderna fornece algoritmos que permitem aprimoramento de solugoes
lineares classicas, mas dificilmente esses algoritmos substituirdo completamente técnicas ja
estabelecidas. Haja vista que sempre sera necessario um modelo inicial para se iniciar o

Processo.

Como os problemas estudados em geoestatistica apresentam naturalmente milhares
ou mesmo milhoes de parametros locais, dificilmente poder-se-a substituir complementa-
mente os algoritmos ja estabelecidos. Com isso em mente, pode-se ver os algoritmos desse
trabalho como um processo evolutivo que auxiliam o modelador a incorporar iterativa-
mente novas caracteristicas ao seu modelo de modo que cada vez mais restri¢coes sejam
satisfeitas. Além disso, a computacao distribuida permite que esses algoritmos possam ser

implementados de forma eficiente.
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APENDICE A - Alguns conceitos

fundamentais de analise matematica

Todo algoritmo de estimativa ou otimizagao necessita de uma métrica (LIMA,
1977) d, isto é, uma funcdo matemética que mega a distdncia entre dois candidatos &
solucdo. Esses candidatos (que podem ser objetos mateméticos como vetores, matrizes,
funcgoes, etc...) sdo representados, sem perda de generalidade, por pontos v € D, onde D
¢ o dominio do problema. O conjunto D, combinado com uma métrica d, ¢ um espago

métrico (D, d). Uma métrica d : D — R possui as seguintes propriedades:

1. d(u,w) + d(w,v) > d(u,v), com u,v,w € D (desigualdade triangular);

2. d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.

Dos itens (1) e (2), conclui-se que d(u,v) > 0. A seguir, temos alguns exemplos de

métrica:
e d(u,v) = ||lu—wvl|, com ||-|| sendo uma norma no conjunto D. Um exemplo de norma,
em RV, ¢ a distancia euclidiana com relacdo a origem ||u|| = ||(uy, u, ..., uy)|| =

i+ g+ k.
. d(u U) _ ||U’_UH
’ 1+ |lu—ol||

e d(u,v) = max |u(x) — v(x)|, com u(z),v(z) € D e D sendo um conjunto de fun¢oes
reais limitadas, isto é, fungdes f(z) para as quais existem um nimero real L > 0 tal

que |f(z)| < L, para todo  no dominio de f(x).

o d(u,v) = / |u(z) — v(z)|dz, com u(x) e v(x) sendo fungdes integraveis no conjunto
s

S.

o d(u,v) = \‘// |u(z) — v(x)[Pdz, esta métrica é conhecida como métrica LP (a norma
S

LP ¢ obtida de forma similar, ||ul|, = P/ |u(x)|Pdzx). S é o dominio das fungoes
s

u(zx) e v(z).

Métricas sao uma forma objetiva de avaliar a qualidade de uma solucao obtida por
algum algoritmo matematico, ja que com uma métrica ¢ possivel medir o quao distante

uma solucao aproximada estd da solucao real. Sob certas condi¢bes, mesmo que nao se
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conheca a solucao real, por meios indiretos e sendo satisfeitas certas condigoes, é possivel
identificar quando uma solucao esta convergindo para a solugao real. Quando uma medida
de erro é definida, implicitamente, um espaco métrico esta sendo construido, onde teoremas
especificos sao validos. O erro quadratico médio, por exemplo, pode ser visto como uma

versao discreta da métrica L2.

Em espagos vetoriais, é comum a defini¢ao do conceito de uma norma ||.||, que é

uma fungao com as seguintes caracteristicas:

L. ||ul| = 0, com u € D se, e somente se, u = 0. Onde 0 é o elemento nulo do espago

vetorial D.
2. |[ul] + ||v]| > |lu+ v|| (desigualdade triangular);

3. ||cul] = |¢|||ul|, com ¢ € R e u € D (homogeneidade).

Um espago vetorial com uma norma ¢ chamado de espaco normado.

Além da norma, também é comum se definir o conceito de produto interno < u,v >.
Um espago vetorial com produto interno é chamado de espaco unitdrio. A funcao < u,v >:
D xD — C, com u,v € D, associa um par de elementos do espago vetorial D a um escalar

< u,v >. Essa funcao possui as propriedades:

1. <cu,v>=c<u,v>, comce€ R,
2. <u4tv,w>S=<u,w >+ <v,w >;
3. <u,v>=<0v,u>,onde <v,u > ¢éo conjugado complexo de < u,v >;

4. <u,u >>0, se u#0.

Uma norma pode ser construida a partir de um produto interno fazendo-se ||u|| =
V<u,u >, E facil observar que todo espaco vetorial normado é um espaco métrico,
bastando fazer d(u,v) = ||u — v||. Embora a reciproca nao seja verdadeira, como pode ser
visto em (LIMA, 1977).

Combinando os conceitos de norma e produto interno é possivel definir um conceito

mais geral de angulo entre vetores de um espago vetorial qualquer:

Definicao A.0.1 Seja u,v € D, vetores nao-nulos e D um espago normado e unitdrio.

O cos(0), isto é, o cosseno do angulo 6 entre os vetores u e v é definido por:

_ <u,v>
[l [o]|

cos ()
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A norma adiciona o conceito de comprimento a um conjunto e junto com o produto
interno, que adiciona o conceito de angulo entre vetores, esses conceitos permitem a
construcao de um sistema de coordenadas para o espaco vetorial D. Esse é um resultado
fundamental que é utilizado em otimizagao na construcao de técnicas para se navegar no
dominio do problema sendo resolvido, permitindo identificar em que direcao um minimo

local pode estar localizado.

Outra definicdo fundamental, construida a partir do conceito de espago métrico é a

sequéncia de Cauchy:

Definicao A.0.2 Uma sequéncia de elementos u, de um espaco métrico D é dita de
Cauchy, se ngr_r)loo d(Up, up) = 0. Isto €, se a partir de um determinado indice K > 0 os

termos da sequéncia ficam tao prézrimos quanto se queira. (ALBRECHT, 1973).

E importante notar que toda sequéncia v,, definida em um espaco métrico D que
converge para um valor y € D é uma sequéncia de Cauchy, mas a reciproca nem sempre €
verdadeira, Como nos exemplos a seguir, onde as sequéncias convergem para valores fora

do conjunto D:
1. D:(0,1),d(u,v) = |u—v|,u, =
2. D=Q,d(u,v) = |u—v|,u, = (1+

Um subespaco métrico Dy C D é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em

D, converge para elementos de D;.

A partir desse conjunto de defini¢bes pode-se apresentar os conceitos de espagos de

Banach e Hilbert.

1. Um espaco normado e completo é chamado de espaco de Banach;

2. Um espago unitario e completo é chamado de espago de Hilbert.

Esses dois espagos possuem enorme aplicagao pratica, ja que existem teoremas
muito uteis, baseados nesses espacos, que sao verdadeiros para diferentes tipos de objetos
matematicos (como equagoes diferenciais, grafos, fungoes, matrizes, tensores e vetores). O
usuario desses teoremas s6 precisa, a partir de um espago vetorial qualquer, adicionar o

conceito de norma e produto interno.

Métodos iterativos fundamentais sao baseados em teoremas de convergéncia defini-
dos em espacos de Banach e/ou Hilbert. Um exemplo classico, é o teorema de Picard, sobre

existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias com condigoes iniciais,
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que utiliza um teorema de ponto fixo definido em um espago de Banach para demonstrar

que um processo iterativo converge para a solu¢ao unica da equagao (FIGUEIREDO,

1979).

Ponto fixo é um conceito importante usado na construgao de métodos iterativos.
Um ponto fixo u associado a uma funcao T': D — D é um vetor u que satisfaz a equagao
u = T(u). Além disso, um método iterativo pode ser definido como sendo a sequéncia
Upt1 = T(up). Se d(T(uy), T (us)) < Pd(uy,us), com uj,ug € De 0 < P <1 T(u)é
chamado de operador de contracio ou, simplesmente, uma contracio em D. A maioria das
técnicas de solugao numérica de problemas de estimativa, equagoes, sistemas de equagoes,
equagoes diferenciais, otimizacao, entre outros problemas comuns em matemaética, pode ser
traduzida como sendo métodos iterativos. Esses métodos convergem para alguma solucao
ou minimo local sob certas condi¢oes definidas em teoremas de analise matematica. O
trabalho do analista numérico é ser capaz de traduzir um algoritmo em um formato em que
possa ser aplicado teoremas de convergéncia, como o teorema a seguir (cuja demonstragao
pode ser encontrada em (ALBRECHT, 1973)):

Teorema A.0.1 Seja D um espaco métrico e T wma contracao definida em Dy, um
subespago completo de D. Entao, a equag¢io x = T'(z) possui uma inica solugio x = u em
Dy e a sequéncia u,1 = T(uy,) tomando elementos em Dy converge pra uw. Além disso, o

erro pode ser estimado usando a equacao:

P
d(un+17 U) S ?d(urrkla un)

P

O Teorema A.0.1 fornece um resultado fundamental usado para estimativa de erro

e para demonstrar convergéncia local em um vizinhanga de uma solu¢ao. Ao mesmo tempo
que esse teorema demonstra a capacidade de métodos iterativos convergirem para uma
solucao local de um problema, nao se tem garantia de que essa solugao sera a melhor para o
problema sendo estudado. Teoremas de convergéncia global exigem muitas assungoes, que
podem nao ser satisfeitas na pratica. Por isso, muito esforco de pesquisa tem sido investido
em estratégias para escapar das armadilhas de minimos locais, permitindo uma combinagcao

de técnicas iterativas locais e técnicas para explorar melhor o dominio completo da solugao.

Essa secao apenas apresenta alguns conceitos basicos de andlise matematica. Este
campo de estudo é bastante amplo e possui resultados fundamentais para a construgao
de solugoes eficientes de problemas matematicos complexos. Por isso, recomenda-se uma
leitura futura mais detalhada desse tema, principalmente de textos como (FROBERG,
1969), que fornecem uma boa aplica¢do de conceitos de andlise matemadtica a problemas

numeéricos.

A Secao A.1, apresenta alguns métodos iterativos classicos amplamente utilizados

em diversos algoritmos numéricos e técnicas de aprendizado de maquina. Muitos algoritmos
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modernos sao evolugao dos algoritmos apresentados nesta se¢éo, principalmente os métodos
baseados em gradiente. Nas se¢oes posteriores, é apresentado uma variagao de métodos

iterativos aplicados a estimativa geoestatistica e otimizacao de modelos de covariancia.

A.1 Métodos iterativos para otimizacao e solucdo de equacoes

Um problema fundamental em matemética é o de se encontrar raizes de fungoes
f:D — I, onde D é o dominio de f e I é a imagem de f. Isto é, valores x € D, para os
quais f(z) = 0, onde 0 é o elemento nulo do conjunto /. Nesta se¢do, assume-se que o

conjunto I sempre contém o elemento nulo 0.

Se x for um vetor definido em RY e f(z), um vetor definido em RM, f(x) = 0
define um sistema com M equagoes escalares f;(x) =0,i =1,2,..., M. A seguir, tém-se

alguns exemplos de sistemas de equacoes escalares definidas em RV:

1. Exemplo de sistema de equacoes nao-lineares:

ry —2 =0,
x+1y® —3zy + 37 =0,
rz+yz —31 =0;

2. Exemplo de sistema de equagoes lineares

r+3y—2=0,
r+y=0,
r—z—4=0.

Caso D seja um espaco de fungoes, temos exemplos de sistemas de equacgoes

diferenciais como:

1. Sistema de equagoes diferenciais lineares:

w+v—-3u=0
uw+20"=20=0

2. Sistema de equagoes diferenciais nao-lineares:

(u')? +vv' — 3vu =0
logu' + 2vv' — 203 =0
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Infelizmente, somente um conjunto restrito de sistemas de equagoes possuem
métodos exatos de resolugao. Além disso, muitos problemas praticos estao associados a
resolucao de um sistema de equagdes nao-lineares. Por isso, um ramo fundamental da
matematica, que se baseia em resultados sélidos construidos pela analise matematica, é o
ramo da analise numérica. Um de seus objetos de estudo mais importantes sao os métodos

iterativos.

Conforme visto na Secao A, métodos iterativos sao técnicas que, a partir de um
valor inicial ug, constroem uma sequéncia u, 1 = T(u,),n =1,2,..., que sob condigbes
especificas converge para uma possivel solu¢ao do problema. O operador T representa a
l6gica do método iterativo. Nessa secao, serao apresentados dois métodos que sao base
para a construcoes de muitos algoritmos numéricos sofisticados: o Método de Newton e o
Método de Broyden (RUGGIERO; LOPES, 1997). Os conceitos utilizados na construgao
desses métodos iterativos fornecem a inspiracao dos algoritmos evolutivos apresentados

nas proximas segoes.

A.1.1 O Método de Newton

Nesta secao, ¢ apresentado um método iterativo classico utilizado na resolucao dos
sistemas de equagdes f(u) = 0 apresentados na segao anterior. Trata-se do método de
Newton, que ¢ utilizado como base para a maioria dos métodos baseados em gradiente.

Esse método se fundamenta na resolucao da sequéncia de problemas definida pela eq.
(A.1):

J(un)s, = —f(un);

Up41 = Up + Sp.

(A.1)

Onde J(u,) é a matriz Jacobiana da fun¢do f avaliada no ponto wu,. A matriz

Jacobiana é uma matriz M x N definida pela eq. (A.2).

df1 df1 df1

J(u) = : : , (A.2)
e Lt
ouq Ouy Ouy

onde u = [uy, ug, ..., un] e f(u) = [fi(u), fo(u), ..., frr(u)] é uma funcao diferenciavel.

Quando M = N, a resolugao iterativa da eq. (A.1) se reduz a uma sequéncia de
resolucao de sistemas lineares, caso contrario, precisa-se resolver um problema de regressao
linear via minimos quadrados. Na pratica, o método de Newton termina sua execucao
quando f(u,) <€, |upt1 — uy| < €eoun > K, com K € N. Ou seja, esse método termina

quando f(u,) converge para uma solu¢ao de f(u) = 0, isto é, u,, — u, ou quando u,
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converge para um valor w, nao necessariamente solug¢ao do problema, ou quando n se
torna grande o suficiente. Nessas duas tltimas situagoes, diz-se que o método divergiu
(caso a condicao de parada seja n > K) ou atingiu um minimo local (caso |u,11 — u,| < €,
com f(u,) >e€e J(u,) ~0).

A convergéncia do método de Newton depende da qualidade do valor inicial ug, que
precisa ser de preferéncia préximo da solugao real do problema. Isto é, como muitos métodos
iterativos, a convergéncia do método de Newton é extremamente sensivel a qualidade
do candidato inicial. Por isso, na pratica, ¢ comum a utilizacao de solugdes de versoes
simplificadas do problema estudado como uma solucao inicial para o método de Newton.
Pode-se ver o método de Newton, nesse contexto, como uma técnica para incorporar
complexidade e caracteristicas adicionais a uma solu¢ao mais bésica obtida anteriormente.
Em geoestatistica, por exemplo, pode-se utilizar solugoes estacionarias obtidas por métodos
lineares classicos, como a krigagem, para se gerar essas solugoes iniciais ug. Justamente
essa ¢ a inspiragao que o método de Newton fornece para outras metodologias iterativas de
resolugao de problemas matematicos. Nas proximas secoes desse capitulo, essa inspiracao
sera aplicada no problema de utilizagao dos erros de validacao cruzada para construcao de
modelos geoestatisticos e no problema de otimizacdo de modelos de covariancia (ambos
problemas sao inter-relacionados, e suas solugoes podem ser relacionadas para se construir

um processo iterativo de construgao de solugoes melhores).

E importante lembrar que problemas de minimizacéo, como o definido na eq. (A.3)
podem ser reduzidos a problemas de busca de raizes, fazendo-se f(z) = Vg(z) = 0. Além
disso, restri¢oes de igualdade h(x) = 0 e de desigualdade b(z) < 0, podem ser adicionadas
ao problema via adicao de multiplicadores de Lagrange e condigoes de Karush-Kuhn-Tucker
(ou condigoes KKT) (BOYD; BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Esses tipos de problemas
constituem o campo de programag¢do ndao linear, que possui uma série de algoritmos

essenciais para resolucao de complexos problemas de otimizagao que ocorrem na pratica.

min g(z) (A.3)

Muitos problemas em geoestatistica, como a incorporacgao de caracteristicas nao-
estacionarias nos modelos estimados e a identificagao da melhor estrutura de covariancia
obtida a partir de amostras de covaridncia experimental, podem ser transformados em
problemas de programacao nao linear. Isso é amplamente explorado ao longo desse trabalho.
Nesta tese, o foco é dado as técnicas nao baseadas em gradientes, como a busca tabu e
o ensemble estimator, embora técnicas como o metodo de Newton possam ser utilizadas
indiretamente na geragdo de vizinhos (no caso da busca tabu) ou na otimizagao do

parametro de forma ou do modelo de covariancia local (no caso do ensemble estimator).

Uma importante observagao pratica é que nem sempre é possivel definir a expressao
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da derivada da funcao f, por exemplo, no caso em que f é definida implicitamente por

amostragem (como nos problemas de minimizac¢ao de erro). Nesses casos, é comum a

utilizacao de uma aproximacao numérica da derivada parcial % por meio de uma equagao
1

de diferengas como as eq. (A.4) ou (A.5) (onde € > 0 é a discretizagao da derivada).

2L ) = D) = LIS (A.4)
L)~y = L ez ) (A5)

onde I; = [0,...,1,...,0] é um vetor indicador, isto é vetor com valor 1 somente no indice i

e zero nos outros valores e € é um valor tao pequeno quanto se queira.

O método de Newton possui grandes virtudes, mas pode possuir uma convergéncia
lenta e é muito vulneravel a arestas, isto é, regides em que as derivadas parciais de f podem
apresentar valores muito elevados ou em que a matriz jacobiana J associada ao problema
seja uma matriz singular (impossibilitando a computacao do valor s, na eq. (A.1)). Nessa
situagao, recomenda-se a utilizacao de métodos menos dependentes de gradiente, como
métodos baseado em secante (por exemplo, o método de Broyden, visto na subsecao A.1.2),

ou métodos gradient-less (como a busca tabu, visto na Se¢ao 5.3).

Por fim, é importante comentar que essa metodologia, também, pode ser aplicada

na resolugao de sistema de equagoes diferenciais, conforme pode ser visto em (ALBRECHT,

1973).

A.1.2 Método de Broyden

Para finalizar essa sucinta apresentacao de algumas técnicas importantes de anélise
numérica, nesta subsegao, é apresentado o método de Broyden (RUGGIERO; LOPES, 1997)
que nao necessita da computacao da matriz jacobiana J em cada iteracao do algoritmo.
Além disso, em situacoes praticas, esse algoritmo apresenta convergéncia mais rapida e é
mais robusto a arestas e regioes onde a derivada nao é definida. A intuicdo desse método
se baseia no fato de que a secante de uma curva também fornece informagao sobre a

localizagao de um minimo local e pode, portanto, substituir a derivada durante o processo



A.1. Métodos iterativos para otimizacio e solu¢do de equagdes 173

iterativo. A eq. (A.6) apresenta o método de Broyden.

BO = J(U())
Bisy = — f(ug)
Tpy1 = Tp + Sk
(A.6)

Yk = f(l’k+1) - f(%)

Yr — Brsi
U, = ———

|||

Bk+1 = Bk -+ Uk<8k)T, k= O, 1, 2, e

O método de Broyden é uma generalizacdo de técnicas baseadas no teorema
de valor médio que aproxima a derivada de uma funcdo por meio da reta secante. Na
pratica, esses métodos baseados em secante, além de serem mais robustos, apresentam
melhor performance do que técnicas puramente baseadas em derivadas (gradientes).
Pode-se dizer que o método de Broyden e sua variagdo mais moderna, o algoritmo
BFGS (Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno) (MORITZ; NISHIHARA; JORDAN;, 2016),
encontram-se no meio termo entre técnicas gradient-less e as mais tradicionais. A variacao
LBFGS (Limited Memory BFGS, BFGS com memoria) tem se tornado uma solugao

popular em problemas com milhares de variaveis.
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APENDICE B - Alguns comentérios sobre

detalhes de implementacao de algoritmos de

otimizacao numeérica

A grosso modo, pode-se dizer que as técnicas numéricas de otimizacao transformam
problemas continuos em um processo iterativo que consiste na resolucao de uma série de
problemas lineares. Entao, aqui se faz necessario a utilizagao de boas bibliotecas numéricas
para se garantir bons resultados, ja que tanto a estabilidade numérica, a qualidade da
solugdo e a performance do algoritmo estao extretamente atreladas a qualidade dos
resolvedores lineares utilizados. Neste trabalho, o algoritmo BDCSVD (GU; EISENSTAT,
1995), implementado no pacote Eigen (GUENNEBAUD; JACOB et al., 2014), foi utilizado

na resolucao dos subproblemas de minimos quadrados associados.

Outra observagao importante é que, numericamente, o conceito de derivada pode ser
substituido por qualquer métrica que indique o quanto uma func¢ao varia dado a variacao
de um parametro especifico. Aqui, por exemplo, pode-se utilizar alguma medida estatistica
como a variagao média de uma funcao empirica de erro com relagao a variacao de algum
parametro. Tanto que existe uma definicao de derivada mais geral, chamada de derivada
de Fréchet (ALBRECHT, 1973):

Definicao B.0.1 Sejam D e Dy dois espacos de Banach e T : D1 — D um operador com
argumentos em D1 C D. T ¢é diferencidavel sequndo Fréchet em u, u € D, se para um dado

1| existem um operador linear T, e wuma fungio real €(0), tal que:
1T (u+ h) = T(u) = T,|| < |IR]le(]|R]]), lim (8) = 0. (B.1)

Intuitivamente, o conceito de derivada de Fréchet nos permite substituir uma
derivada “de verdade” (isto é, analitica e exata), que pode ser impossivel de ser computada
devido a baixa qualidade dos dados ou baixa amostragem, por alguma funcao que se
comporte de forma similar dado a discretizagao espacial do problema, dada por ||h||. Na
pratica, isso significa que a substituicao da derivada por func¢oes secante, e outras medidas
de variagao relativa comuns em estatistica, sao aceitaveis. Esse fato nos fornece alguma
solidez tedrica para aplicar os algoritmos de andlise numérica em problemas de otimizacao

com dados ruidosos e amostrados (situagoes em que nao temos como usar uma derivada

bem definida).
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Nesta secao, foi apresentada uma introducao bem sucinta de algumas técnicas
de andlise numérica fundamentais. A intuicao adquirida com os métodos iterativos sera
amplamente usada para se construir algoritmos praticos para resolver problemas de
geoestatistica, conforme é visto nas segoes seguintes. E importante notar que ha uma
relagdo de simbiose entre algoritmos baseados em gradiente (e/ou alguma nogao de
derivada) e algoritmos de busca estocastica como os algoritmos genéticos e baseados
em busca tabu. Os métodos iterativos classicos fornecem excelentes estratégias para se
computar um minimo local a partir de palpites iniciais fornecido pelos algoritmos de busca
estocéstica. Esse fato ¢ explorado na implementacao pratica dos algoritmos apresentados

neste trabalho.

Por fim, neste trabalho, o conceito de validagao cruzada foi utilizado para se
construir uma medida de variacao que exerce um papel similar ao da derivada de Fréchet.
Entao, muitos dos conceitos apresentados nessa secao podem ser utilizados em conjuncao

com as métricas definidas nas segoes seguintes.
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