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R E S U M O

Nesta dissertação, apresentamos um lema do tipo Littman que nos
fornece estimativas L∞− L∞ para a transformada de Fourier inversa do pro-
duto de uma função exponencial complexa por uma função teste. Um dos
principais ingredientes da demonstração é um resultado sobre o comporta-
mento assintótico de uma classe especial de integrais oscilatórias, conhecido
como método da fase estacionária.

Como aplicação, obtemos estimativas de Strichartz do tipo Lp − Lq na
linha conjugada para o problema de Cauchy para a equação da onda livre.
O lema é uma ferramenta essencial para conseguir estimativas L1 − L∞,
enquanto que estimativas L2 − L2 seguem de resultados clássicos. Assim,
estimativas Lp − Lq são consequências de teoremas de interpolação.

Palavras-chave: Lema de Littman, estimativas, equação da onda.

iii



iv



A B S T R A C T

In this thesis, we present a Littman type lemma that provides L∞ −

L∞ estimates for the inverse Fourier transform of the product between
a complex exponential function and a test function. One of the main
ingredients of the proof is a result concerning the asymptotic behavior of a
special class of oscillatory integrals, known as the stationary-phase method.

As an application, we establish Strichartz estimates of the type Lp − Lq

on the conjugate line to the Cauchy problem for the free wave equation. The
lemma is an essential tool to obtain L1 − L∞ estimates, while L2 − L2 estima-
tes follows from classic results. Lp − Lq estimates are thus consequences of
interpolation theorems.

Keywords: Littman Lemma, estimates, wave equation.
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1 introdução 3

2 preliminares 9

2.1 Teoria da Medida 9

2.2 Teoria das Distribuições 15

2.2.1 Multi-ı́ndice 15

2.2.2 Funções teste 16

2.2.3 Distribuições 17

2.2.4 Convolução 23

2.3 Aproximação da Identidade 28

3 a transformada de fourier e outros espaços de distribuições 31
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1
I N T R O D U Ç Ã O

A área de Equações Diferenciais Parciais (EDP’s) ocupa uma grande
parte de estudos tanto na matemática aplicada quanto na pura. Na pri-
meira, o foco geralmente é voltado ao desenvolvimento de métodos de
aproximação numérica para soluções de uma dada equação, enquanto, na
outra, normalmente busca-se estabelecer existência e caracterı́sticas das
soluções.

Existem vários tipos de EDP’s e, diferentemente das equações algébricas,
não existe uma teoria unificada que envolva todas elas. Por isso, o estudo
de cada uma requer o desenvolvimento de técnicas e métodos distintos.

Um primeiro questionamento natural está ligado à existência e regulari-
dade de soluções de um dado problema. Nesse sentido, pergunta-se se um
problema é bem posto, isto é, se dadas as condições iniciais, existe uma única
solução e se esta depende continuamente dos dados. A condição de de-
pendência contı́nua tem bastante relevância nos problemas com aplicações
fı́sicas pois garante que pequenas variações nas condições iniciais não cau-
sam grandes alterações no perfil da solução.

Desde o final do século passado, vários autores têm estudado o compor-
tamento das soluções para problemas de Cauchy da forma

utt − (∆)σu+ but +m
2u = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,
ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn,

(1.0.1)

onde σ > 0, b > 0 e m > 0 são constantes não negativas. No livro [8],
por exemplo, Ebert e Reissig abordam algumas técnicas para determinar
o comportamento de soluções do problema acima dependendo da escolha
das constantes.
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Um caso especial desse modelo (escolhendo σ = 1, b = m = 0 e f ≡ 0) é
dado pela equação da onda livre

utt −∆u = 0,

e, nesta dissertação, vamos estudar um método para obter estimativas de
Strichartz para esse problema. Mais especificamente, vamos estabelecer
o decaimento no tempo das soluções em termos de estimativas do tipo
Lp − Lq na linha conjugada1.

Chamamos de multiplicador de Fourier o operador linear

u0 7−→ F−1
ξ→x

(
eif(t,ξ)a(t, ξ)F(u0)(ξ)

)
,

onde f = f(t, ξ) é chamada de função de fase e a = a(t, ξ) é chamada de
função amplitude. Via transformada de Fourier, é possı́vel representar a
solução do problema de Cauchy para a equação da onda

utt −∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,
ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn,

(1.0.2)

para φ e ψ suficientemente regulares, em termos dos multiplicadores de
Fourier, conforme (5.0.5). Tendo essa representação, o problema de conse-
guir estimativas para a solução do problema (1.0.2) se torna o de conseguir
estimativas para os multiplicadores de Fourier em (5.0.5).

Um resultado essencial para obter estimativas L1− L∞ é conhecido como
Lema de Littman. Em [16], Littman estudou o operador linear

T : C(Rn+1) −→ C(Rn+1)

f 7−→
∫
M
f(y− x)µ(x)dσx,

onde M ⊂ Rn+1 é uma variedade de dimensão n e µ é uma distribuição de
massa em M que se anula perto do bordo. Ele investigou quais hipóteses
são necessárias sobre f, µ e M para garantir que

||∂αyTf||Lp 6 Cα||f||Lp

para toda f ∈ C(Rn+1). A conclusão obtida diz respeito ao comportamento
no infinito da transformada de Fourier de µ.

1 Dizemos que p, q ∈N estão na linha conjugada quando 1
p + 1

q = 1.
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Teorema 1.0.1. Seja M uma variedade compacta suficientemente suave de di-
mensão n em Rn+1, possivelmente com bordo ∂M, e µ uma distribuição de massa
suficientemente suave em M que se anula perto de ∂M. Suponha que, em cada
ponto de M, k das n principais curvaturas são diferentes de zero. Então, quando
y→∞, ∫

M
ey·xµ(x)dσx = O(|y|

−k2 ).

A demonstração do teorema é bastante trabalhosa e foge do escopo
do texto. Nesta dissertação, seguindo o artigo [18], exibimos um lema do
tipo Littman que está relacionado ao nosso modelo de multiplicadores de
Fourier e apresentamos uma prova para esse caso especı́fico.

Teorema 1.0.2 (Um lema do tipo Littman). Dado τ0 um número positivo grande,
consideremos, para τ > τ0, a integral oscilante

F−1
η→x(e

±iτ|η|v(η)),

com v ∈ C∞c (Rn) e supp(v) ⊆
{
η ∈ Rn : |η| ∈

[
1
2 , 2
]}

. Então, vale a seguinte
estimativa L∞ − L∞

‖F−1
η→x(e

±iτ|η|v(η))‖
L∞ 6 C(1+ τ)−

n−1
2

∑
|α|6s

‖Dαηv(η)‖L∞ ,

onde s > n+3
2 .

Duas ferramentas importantes para a demonstração do Teorema 1.0.2
são o método da fase estacionária e o Lema de Morse. A primeira fornece
estimativas para integrais oscilatórias da forma∫

Rn
eiλf(x)u(x)dx, (1.0.3)

onde u ∈ C∞c (Rn) e f ∈ C∞(Rn). Em linhas gerais, é possı́vel verificar que, a
medida que o gradiente da função de fase f não se anula, a integral decresce
rapidamente em λ. Assim, o comportamento assintótico da integral, quando
λ→∞, é determinado pelos pontos crı́ticos de f. Já o Lema de Morse é uma
consequência do teorema da função implı́cita. Dado um aberto U ⊂ Rn,
uma função f : U −→ R de classe Ck e um ponto crı́tico não-degenerado
x0 de f, o lema nos permite obter um sistema de coordenadas local que
simplifica bastante a expressão de f numa vizinhança do ponto x0.
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Utilizando esse caso especial do Lema de Littman e seguindo o artigo [3],
chegamos em dois resultados que fornecem estimativas de Strichartz para
as soluções do problema de Cauchy para a equação da onda livre (1.0.2).

Teorema 1.0.3. Sejam φ e ψ no espaço de Schwartz S(Rn). A solução u para o
problema de Cauchy (1.0.2) satisfaz a estimativa do tipo Lp − Lq

||u(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

)
,

onde n
(
1
p −

1
q

)
> 1, 1 < p 6 2, 1p +

1
q = 1 e Mp ∈ R com Mp > n

(
1
p −

1
q

)
.

Note que a estimativa do Teorema 1.0.3 envolve as normas || · ||Lq e
|| · ||

H
Mp
p

. Contudo, pela Definição 3.2.1, temos que a segunda norma, de

fato, envolve a norma || · ||Lp .
O segundo resultado apresenta estimativas parecidas com as do Teorema

1.0.3 com a vantagem de não precisar da condição n
(
1
p −

1
q

)
> 1. No

entanto, a estimativa no termo ψ não é tão boa quanto a anterior.

Teorema 1.0.4. Sejam φ, ψ ∈ S(Rn). A solução u para o problema de Cau-
chy (1.0.2) satisfaz a seguinte estimativa do tipo Lp − Lq

||u(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ t||ψ||
H
Mp
p

)
,

onde 1 < p 6 2, 1p +
1
q = 1 e Mp ∈ R com Mp > n

(
1
p −

1
q

)
.

Um método bastante semelhante foi aplicado em [17] para obter estima-
tivas para o problema

utt + (−∆+ 1)u+ f(u) + ζu = 0, t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,
ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn,

para n 6 7 sob as condições de f ∈ Ck+1(R), φ ∈ Hk(Rn), ψ ∈ Hk−1(Rn)

para k > n
2 + 2, f(0) = 0 e

∫ s
0
f(x)dx > 0 para todo s ∈ R.
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Estimativas do tipo Lp − Lq na linha conjugada para o problema de
Cauchy para a equação de Schrödinger{

Dtu−∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,

podem ser feitas seguindo um método análogo com pequenas modificações.
Esse caso não será abordado neste texto mas pode ser encontrado em [8,
Capı́tulo 16].

Agora, vamos descrever brevemente o conteúdo de cada capı́tulo deste
texto. No Capı́tulo 2, tratamos de alguns pré-requisito fundamentais para o
decorrer da dissertação. Iniciamos com alguns tópicos de teoria da medida,
como os espaços Lp. Além disso, introduzimos os espaços de distribuição
mais comuns e as sequências de funções conhecidas por aproximações da
identidade.

Começamos o Capı́tulo 3 apresentando a transformada de Fourier pra
funções em L1 e estendemos para o espaço das distribuições. Na segunda
parte desse capı́tulo, definimos alguns espaços de distribuições importan-
tes via transformada de Fourier como os espaços de Sobolev de ordem
fracionária e os espaços de Besov.

O Capı́tulo 4 trata da versão que vamos utilizar do Lema de Littman.
Começamos apresentando o método da fase estacionária, onde analisamos
o comportamento da integral (1.0.3) para o caso em que φ(x) = 1

2〈x,Qx〉,
onde Q é uma matriz real n×n, simétrica e invertı́vel. A Seção 4.2 é toda
voltada à demonstração do Teorema 1.0.2.

No Capı́tulo 5, encontramos uma representação para as soluções do
problema de Cauchy para a equação da onda livre em termos de multipli-
cadores de Fourier e utilizamos essa expressão em combinação com o Lema
de Littman para obter estimativas do tipo Lp − Lq na linha conjugada.

O Apêndice possui alguns resultados pontuais bastante conhecidos que
são utilizados nesta dissertação. Em especial, o Apêndice C apresenta o
Lema de Morse, que é uma ferramenta bastante importante na demonstração
do Lema de Littman.
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2
P R E L I M I N A R E S

Neste capı́tulo, apresentamos algumas notações, terminologias e resulta-
dos que serão usados no restante do texto. Mais precisamente, introduzimos
alguns espaços de funções e de distribuições e os principais resultados rela-
cionados a eles.

2.1 teoria da medida

Esta seção contém definições e resultados de teoria da medida e integração.
Maiores detalhes e demonstrações podem ser encontrados em [1] e [9].

Aqui, vamos trabalhar em um espaço de medida fixado (X,M,µ).
Começaremos introduzindo os espaços Lp, que são espaços de Banach

cujas normas são definidas em termos de integrais.

Definição 2.1.1. Se f é uma função mensurável em X e 1 6 p <∞, definimos

||f||Lp(X,M,µ) =

[∫
X
|f|pdµ

] 1
p

e denotamos

Lp(X,M,µ) = {f : X→ C : f é mensurável e ||f||Lp(X,M,µ) <∞}.

Para p =∞, definimos

||f||L∞(X,M,µ) = inf{a > 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0}

e denotamos

L∞(X,M,µ) = {f : X→ C : f é mensurável e ||f||L∞(X,M,µ) <∞}.
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Também usaremos as notações || · ||Lp(X,µ), || · ||Lp(X) ou simplesmente
|| · ||Lp quando não houver ambivalência.

A fim de verificar que || · ||Lp é, de fato, uma norma, é preciso garantir
que ela satisfaz a desigualdade triangular. Nesse contexto, esse resultado é
conhecido como Desigualdade de Minkowski.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 6 p 6∞ e f, g ∈ Lp(X),
então f+ g ∈ Lp(X) e

||f+ g||Lp 6 ||f||Lp + ||g||Lp .

Outra ferramenta bastante útil em espaços Lp é conhecida como Desi-
gualdade de Hölder.

Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Hölder). Supõe que 1 6 p 6∞ e 1
p +

1
q = 1.

Se f e g são funções mensuráveis em X, então

||fg||L1 6 ||f||Lp ||g||Lq . (2.1.1)

Em particular, se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X), então fg ∈ L1(X) e, nesse caso, a
igualdade vale em (2.1.1) se, e somente se, α|f|p = β|g|q em quase todo ponto para
α, β constantes não nulas.

Corolário 2.1.4. Se f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X) com 1 6 p 6 q 6 ∞, então f ∈ Lr(X)
para todo p 6 r 6 q. Mais precisamente, escrevendo

1

r
=
α

p
+
1−α

q
, α ∈ [0, 1],

temos que
||f||Lr 6 ||f||αLp ||f||

1−α
Lq .

Proposição 2.1.5. Uma função mensurável f pertence a L1(X) se, e somente se,
|f| ∈ L1(X). Nesse caso, ∣∣∣∣∫ fdµ∣∣∣∣ 6 ∫ |f|dµ.

Nem sempre é possı́vel trocar a ordem das operações de limite e
integração de uma sequência de funções.
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Exemplo 2.1.6. Para cada j ∈N, consideremos

fj : R −→ R

x 7−→
{
1, x ∈ [j, j+ 1],
0, x /∈ [j, j+ 1].

Temos que fj(x)→ 0 para todo x ∈ R e∫
R

fj(x)dx =

∫ j+1
j

1dx = 19 0.

Além da convergência pontual e da convergência uniforme, existem
outras noções de convergência importantes quando lidamos com funções
mensuráveis. Algumas delas estão definidas a seguir.

Definição 2.1.7. Uma sequência (fn) converge em quase todo ponto para
uma função f se existe um conjunto M em X com µ(M) = 0 e tal que, para
todo ε > 0 e x ∈ X \M, existe N(ε, x) ∈ N de forma que, se n > N(ε, x),
então |fn(x) − f(x)| < ε.

Definição 2.1.8. Uma sequência (fn) ⊂ Lp converge em Lp para uma função
f ∈ Lp se, para todo ε > 0, existe N(ε) ∈N tal que, se n > N(ε), então

||fn − f||Lp =

(∫
|fn − f|

pdµ

) 1
p

< ε.

Definição 2.1.9. Uma sequência (fn) converge em medida para uma função
f se

µ
({
x ∈ X : |fn(x) − f(x)| > α

})
= 0

para todo α > 0.

O próximo teorema fornece condições suficientes sob as quais con-
vergência quase todo ponto de uma sequência de funções implica na con-
vergência em L1.

Teorema 2.1.10 (Teorema da Convergência Dominada). Seja (fj) uma sequência
de funções em L1(X) que converge em quase todo ponto para uma função f men-
surável. Se existir uma função g ∈ L1(X) tal que |fj| 6 g para todo j ∈N, então
f ∈ L1(X) e ∫

fdµ = lim
j→∞
∫
fjdµ.
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Um corolário importante do Teorema da Convergência Dominada nos dá
um critério para a validade da permutação entre as operações de derivação
e integração.

Corolário 2.1.11. Sejam −∞ < a < b < ∞ e f : X× [a,b] −→ C tais que
f(t, ·) : X 7−→ C é integrável para cada t ∈ [a,b]. Suponha que existam ∂f

∂t e
g ∈ L1(X) tais que ∣∣∣∣∂f∂t(x, t)

∣∣∣∣ 6 g(x)
para todo (x, t) ∈ X× [a,b]. Defina

F(t) =

∫
f(x, t)dµ(x).

Então, F é diferenciável e

dF

dt
(t) =

∫
∂f

∂t
(x, t)dµ(x).

Nosso objetivo, agora, é verificar que, trocando a convergência em quase
todo ponto por convergência em medida, o Teorema da Convergência
Dominada continua válido. Para isso, precisaremos do próximo resultado.

Proposição 2.1.12. Seja (fj) uma sequência de funções mensuráveis que converge
em medida para uma função f mensurável. Então, existe uma subsequência (fjk)

que converge para f em quase todo ponto.

Assim, como querı́amos, segue o próximo teorema.

Teorema 2.1.13. O Teorema da Convergência Dominada vale se a convergência em
quase todo ponto é substituı́da por convergência em medida.

Demonstração. Supõe que o Teorema da Convergência Dominada não vale
quando (fj) converge para f em medida. Então, existe ε > 0 e uma sub-
sequência (fjk) tal que ∣∣∣∣∫ fjkdµ− ∫ fdµ∣∣∣∣ > ε (2.1.2)

para todo k ∈ N. Agora, fjk → f em medida e, então, pela Proposição
2.1.12, existe uma subsequência (fjkm ) que converge para f em quase todo

12



ponto. Assim, aplicando o Teorema da Convergência Dominada para essa
subsequência, temos ∫

fdµ = lim
m→∞

∫
fjkmdµ, (2.1.3)

o que contradiz (2.1.2).

Com o intuito de relacionar integração com respeito a uma medida
produto e integração iterada, precisamos definir o que é uma seção.

Definição 2.1.14. Se E é um subconjunto de X× Y e x ∈ X, então a x-seção
de E é o conjunto

Ex = {y ∈ Y : (x,y) ∈ E}.

De forma similar, se y ∈ Y, então a y-seção de E é o conjunto

Ey = {x ∈ X : (x,y) ∈ E}.

Se f é uma função definida em X× Y, então a x-seção de f é a função fx
definida em Y por

fx(y) = f(x,y), y ∈ Y.

Ainda, se y ∈ Y, então a y-seção de f é a função fy definida em X por

fy(x) = f(x,y), x ∈ X. (2.1.4)

De posse dessa definição, podemos enunciar o Teorema de Fubini que
nos fornece condições sob as quais é possı́vel trocar a ordem de integração.

Teorema 2.1.15 (Teorema de Fubini). Supõe que (X,M,µ) e (Y,N,ν) são espaços
de medida σ-finita. Se f ∈ L1(X× Y), então fx ∈ L1(Y) para quase todo x ∈ X,
fy ∈ L1(X) para quase todo y ∈ Y, as funções definidas em quase todo ponto

g(x) =

∫
X
fxdν e h(y) =

∫
Y
fydµ estão em L1(X) e L1(Y) respectivamente, e vale

∫
X×Y

f(x,y)d(µ× ν)(x,y) =
∫
X

[∫
Y
f(x,y)dν(y)

]
dµ(x)

=

∫
Y

[∫
X
f(x,y)dµ(x)

]
dν(y).

A seguir, apresentamos um teorema sobre o sistema de coordenadas não
lineares em Rn mais importante.
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Teorema 2.1.16 (Coordenadas Polares em Rn). Se f é uma função mensurável
em Rn, não negativa ou integrável, então∫

Rn
f(x)dx =

∫∞
0

∫
Sn−1r

f(x)dσ
(x
r

)
dr,

onde Sn−1r ⊂ Rn é a esfera centrada em 0 de raio r e dσ é a medida de superfı́cie.

Corolário 2.1.17. Se f é uma função mensurável em Rn, não negativa ou in-
tegrável, tal que f(x) = g(|x|) para alguma função g em (0,∞), então∫

Rn
f(x)dx = σ(Sn−1)

∫∞
0
rn−1g(r)dr,

onde σ(Sn−1) é a área da esfera unitária Sn−1 ⊂ Rn.

Agora, vamos apresentar dois teoremas de interpolação fundamentais; o
Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin e o de Marcinkiewicz.

Teorema 2.1.18 (Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin). Sejam (X,M,µ)
e (Y,N,ν) são espaços de medida e 1 6 p0, p1, q0, q1 6 ∞. Se q0 = q1 = ∞,
supõe também que ν é semifinita. Para 0 < t < 1, define pt e qt por

1

pt
=
1− t

p0
+
t

p1
,

1

qt
=
1− t

q0
+
t

q1
.

Se T é um mapa linear de Lp0(µ) + Lp1(µ) em Lq0(ν) + Lq1(ν) que satisfaz
||Tf||Lq0 6 M0||f||Lp0 para f ∈ Lp0(µ) e ||Tf||Lq1 6 M0||f||Lp1 para f ∈ Lp1(µ),
então ||Tf||Lqt 6M

1−t
0 Mt

1||f||Lpt para f ∈ Lpt(µ), 0 < t < 1.

O Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz é bastante similar mas se
aplica também para uma classe de mapas não-lineares.

Definição 2.1.19. Dada uma função f mensurável, definimos a função de
distribuição de f, λf : (0,∞)→ [0,∞], por

λf(t) = µ({x ∈ Rn : |f(x)| > t}).

Definição 2.1.20. Dado 1 6 p <∞, denotaremos por Lp,µ o espaço Lp fraco
das funções mensuráveis f tais que

λf(t) 6
Cp

tp
(2.1.5)

para todo t > 0. Ainda, a menor constante C que satisfaz (2.1.5) é chamada
de norma Lp fraca e será denotada por ||f||Lp,µ .
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Teorema 2.1.21 (Teorema de Interpolação de Marcinkiewicz). Supõe que
(X,M,µ) e (Y,N,ν) são espaços de medida e 1 6 p0, p1, q0, q1 6∞ são tais que
p0 6 q0, p1 6 q1 e q0 6= q1. Para 0 < t < 1, define pt e qt por

1

pt
=
1− t

p0
+
t

p1
,

1

qt
=
1− t

q0
+
t

q1
.

Se T é um mapa sublinear de Lp0(µ)+Lp1(µ) no espaço das funções ν-mensuráveis
em Y que satisfaz ||Tf||Lqi,µ 6 Ci||f||Lpi para f ∈ Lpi(µ), Ci > 0 e i = 0, 1, então
existe uma constante C > 0 tal que ||Tf||Lqt 6 C||f||Lpt para f ∈ Lpt(µ), 0 < t < 1.

2.2 teoria das distribuições

Nesta seção, apresentamos propriedades dos espaços de distribuições
mais comuns e estendemos operações clássicas, como a convolução, a esses
espaços. Maiores detalhes podem ser encontrados em [6] e [12].

2.2.1 Multi-ı́ndice

Inicialmente, apresentamos algumas notações que serão utilizadas ao
longo desta dissertação e são muito comuns e úteis no estudos de EDP’s.
Aqui, Z+ denota o conjunto dos inteiros não negativos.

Um vetor da forma α = (α1, · · · ,αn), onde cada componente αi ∈ Z+, é
chamado um multi-ı́ndice de ordem

|α| = α1 + · · ·+αn

e definimos
α! = α1! · · ·αn!.

Dado outro multi-ı́ndice β, dizemos que β 6 α se βi 6 αi para i = 1, · · · ,n.
Se β 6 α, usaremos (

α

β

)
=

α!
β!(α−β)!

.

Ainda, se x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, definimos

xα = xα11 · · · x
αn
n .
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Denotaremos o operador Dj = 1
i
∂
∂xj

, onde i =
√
−1, e, para cada multi-

ı́ndice α, definimos
Dα = Dα11 · · ·D

αn
n .

De posse dessas definições, temos o seguinte resultado. A demonstração
segue usando indução sobre a ordem de derivação.

Teorema 2.2.1 (Regra de Leibniz). Se α é um multi-ı́ndice, Ω ⊂ Rn é um aberto
e f, g ∈ C|α|(Ω), temos

∂α(fg) =
∑
β6α

(
α

β

)
∂βf∂α−βg. (2.2.1)

2.2.2 Funções teste

Nesta parte, introduzimos as funções teste que são importantes para o
entendimento de distribuições. Para simplificar o texto, Ω sempre repre-
senta um aberto de Rn.

Comecemos por relembrar que o suporte de uma função f definida em
Ω é dado por

supp(f) = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}. (2.2.2)

Definição 2.2.2. O espaço das funções teste em Ω é dado por

C∞c (Ω) = {f : Ω→ C : f ∈ C∞(Ω) e tem suporte compacto em Ω}.

Um exemplo clássico de função teste é dado por

φ : Rn −→ R

x 7−→

{
e

1

|x|2−1 , |x| < 1,
0, |x| > 1.

(2.2.3)

É interessante observar que multiplicando φ por uma constante adequada
obtemos uma nova função φ ∈ C∞c (Rn) tal que∫

Rn
φ(x)dx = 1, φ > 0, supp(φ) ⊂ {x ∈ Rn : |x| > 1}. (2.2.4)

Proposição 2.2.3. Seja K um subconjunto compacto de Ω. Então, existe uma
função ψε ∈ C∞c (Ω) tal que 0 6 φε 6 1 e ψε ≡ 1 numa vizinhança de K.
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A seguir, apresentamos a noção de convergência no espaço das funções
testes.

Definição 2.2.4. Uma sequência (φj) ⊂ C∞c (Ω) converge a zero em C∞c (Ω)

se

(a) Existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈N;

(b) Para todo inteiro não-negativo m, as derivadas de ordem m das
funções φj convergem uniformemente a zero quando j→∞.

2.2.3 Distribuições

Falamos, agora, sobre funcionais lineares definidos no espaço das
funções teste.

Definição 2.2.5. Um funcional linear e contı́nuo u : C∞c (Ω) −→ C é dito
uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω é denotado por
D′(Ω).

Por vezes, dadas u ∈ D′(Ω) e φ ∈ C∞c (Ω), escrevemos 〈u,φ〉 para
representar a aplicação de u em φ.

Abaixo, seguem alguns exemplos importantes de distribuições.

Exemplo 2.2.6. Considere Ω = Rn e defina

〈δ,φ〉 = φ(0), φ ∈ C∞c (Rn).

É fácil ver que δ é uma distribuição. Chamamos tal distribuição de Delta de
Dirac.

Para os próximos resultados, precisamos da definição de função local-
mente integrável.

Definição 2.2.7. Se f é uma função mensurável definida em Ω, dizemos que
f é localmente integrável em Ω se, para todo compacto K ⊂ Ω,∫

K
f(x)dx <∞.

Denotamos por L1loc(Ω) o espaço das funções localmente integráveis em Ω.
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O seguinte exemplo mostra de que forma podemos ver uma função
localmente integrável como uma distribuição.

Exemplo 2.2.8. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e f ∈ L1loc(Ω). Defina

〈Tf,φ〉 =
∫
Ω
f(x)φ(x)dx, φ ∈ C∞c (Ω).

Segue do fato de que f é localmente integrável que Tf define uma
distribuição. Ainda, se g é outra função em L1loc(Ω) tal que 〈Tf,φ〉 = 〈Tg,φ〉
para toda φ ∈ C∞c (Ω), então f = g quase todo ponto em Ω.

Para simplificar, vamos identificar f com Tf e escrevemos

〈f,φ〉 =
∫
Ω
f(x)φ(x)dx.

Isso equivale a identificar qualquer função localmente integrável com o
funcional linear definido no Exemplo 2.2.8. Da mesma forma, também
podemos considerar muitos outros espaços, como por exemplo Lp(Ω),
1 6 p 6 ∞, e Ck(Ω), 1 6 k 6 ∞, que por sinal também fazem parte do
conjunto das função localmente integráveis, como subespaços de D′(Ω).

As operações de soma e multiplicação por escalar em D′(Ω) são defini-
das da maneira usual, ou seja, dadas u1, u2 ∈ D′(Ω), λ ∈ C e φ ∈ C∞c (Ω),

〈u1 + u2,φ〉 = 〈u1,φ〉+ 〈u2,φ〉,
〈λu1,φ〉 = λ〈u1,φ〉.

Além dessas, podemos definir outras operações com distribuições. Para
isso, seja L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) um operador linear contı́nuo e suponha
que L possua um transposto Lt, ou seja, um operador linear contı́nuo
Lt : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω) tal que∫

Ω
(Lφ)(x)ψ(x)dx =

∫
Ω
φ(x)(Ltψ)(x)dx, φ, ψ ∈ C∞c (Ω). (2.2.5)

Note que φ, Lφ, ψ, Ltψ ∈ C∞c (Ω) e, então, (2.2.5) pode ser escrita na forma

〈Lφ,ψ〉 = 〈φ,Ltψ〉.

Nesse caso, podemos estender L a um operador L̃ : D′(Ω) −→ D′(Ω) da
forma

〈L̃u,ψ〉 = 〈u,Ltψ〉, u ∈ D′(Ω), ψ ∈ C∞c (Ω). (2.2.6)
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Frequentemente, usa-se a mesma notação L para L e L̃.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos importantes de operações

com distribuições cujos resultados provêm do que foi desenvolvido acima.

Exemplo 2.2.9 (Multiplicação por uma função C∞). Seja f ∈ C∞(Ω) e
definimos

L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω)

φ(x) 7−→ f(x)φ(x).

Temos que Lt = L e a operação fica definida, para qualquer u ∈ D′(Ω),
como

〈fu,φ〉 = 〈u, fφ〉, φ ∈ C∞c (Ω). (2.2.7)

Exemplo 2.2.10 (Mudança de variáveis). Seja ψ : Ω −→ Ω um difeomor-
fismo. Definimos

L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω)

φ(x) 7−→ φ ◦ψ(x).

Depois de aplicar o teorema de mudança de variáveis chegamos que
(Ltφ)(x) = φ ◦ ψ−1(x)|Jψ−1|(x), onde |Jψ−1| denota o valor abosluto do
determinante da matriz Jacobiana de ψ−1. Assim, a operação fica definida,
para qualquer u ∈ D′(Ω), como

〈u ◦ψ,φ〉 = 〈u,φ ◦ψ−1|Jψ−1|〉, φ ∈ C∞c (Ω). (2.2.8)

Usando (2.2.8), seguem os dois próximos exemplos:

Exemplo 2.2.11 (Translação). Sejam a ∈ Rn e

f : Rn −→ Rn

x 7−→ x− a.

Ainda, definimos a translação de ψ ∈ C∞c (Rn) como a função

ψa(x) = ψ(x− a) = ψ ◦ f(x).

Assim, a operação fica definida, para qualquer u ∈ D′(Ω), como

〈ua,φ〉 = 〈u,φ−a〉, φ ∈ C∞c (Rn). (2.2.9)
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Exemplo 2.2.12 (Reflexão). Seja Ω ⊂ Rn um aberto simétrico em relação à
origem e consideremos

f : Ω −→ Ω

x 7−→ −x.

Ainda, definimos a reflexão de ψ ∈ C∞c (Ω) como a função

ψ̌(x) = ψ(−x) = ψ ◦ f(x).

Assim, a operação fica definida, para qualquer u ∈ D′(Ω), como

〈ǔ,φ〉 = 〈u, φ̌〉, φ ∈ C∞c (Ω). (2.2.10)

Exemplo 2.2.13 (Derivação). Sejam (x1, · · · , xn) coordenadas cartesianas em
Ω e definimos

L : C∞c (Ω) −→ C∞c (Ω)

φ(x) 7−→ ∂φ

∂xj
(x).

Integrando por partes, vemos que Lt = −L e assim, a operação fica definida,
para qualquer u ∈ D′(Ω), como〈

∂u

∂xj
,φ
〉

= −

〈
u,
∂φ

∂xj

〉
, φ ∈ C∞c (Ω). (2.2.11)

Se f ∈ C1(R), usando (2.2.11) e a fórmula de integração por partes,
temos〈

df

dx
,φ
〉

= −

〈
f,
dφ

dx

〉
= −

∫
R

f(x)
dφ

dx
(x)dx =

∫
R

df

dx
(x)φ(x)dx

para toda φ ∈ C∞c (R). Ou seja, a derivada de f no sentido das distribuições
coincide com a distribuição definida pela função contı́nua df

dx . Assim, para
funções suficientemente regulares, as derivadas no sentido usual e das
distribuições coincidem.

Definição 2.2.14. Uma sequência (uj) ⊂ D′(Ω) converge a u ∈ D′(Ω) se
〈uj,φ〉 converge a 〈u,φ〉 para toda φ ∈ C∞c (Ω). Escrevemos uj → u em
D′(Ω).
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O próximo exemplo indica que a derivada no sentido das distribuições
é o limite, nos sentido das distribuições, dos quocientes de Newton.

Exemplo 2.2.15. Sejam u ∈ D′(R), r ∈ R e a translação u−r de u dada por

〈u−r,φ〉 = 〈u,φr〉, φ ∈ C∞c (Ω),

onde φr(x) = φ(x− r). Consideremos o quociente de Newton

vr =
u−r − u

r
.

Vamos verificar que vr converge para u′ em D′(R). Para isso, dada
φ ∈ C∞c (R), temos que

〈vr,φ〉 =
〈
u−r − u

r
,φ
〉

=

〈
u,
φr −φ

r

〉
,

e, considerando uma sequência (rj) ⊂ R tal que rj → 0 quando j → ∞,

precisamos verificar que
φrj−φ

rj
converge a −φ′ em C∞c (R) quando j→∞.

Comecemos notando que, como φ tem suporte compacto, conseguimos K
compacto tal que

supp

(
φrj −φ

rj
+φ′

)
⊂ K

para todo j ∈N.
Ainda, fixe ε > 0. Temos que φ′ é uma função uniformemente contı́nua,

já que é contı́nua em um conjunto compacto, e podemos encontrar δ > 0 tal
que |x− y| < δ implica em |φ′(x) −φ′(y)| < ε para x, y ∈ K. Agora, sejam
j0 ∈ N e x ∈ K tais que 0 < |rj| < δ e x− rj ∈ K para j > j0. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe x− rj 6 a 6 x tal que

−φ′(a) =
φ(x− rj) −φ(x)

rj
.

Note que |x− a| 6 |x− (x− rj)| = |rj| < δ e, então,∣∣∣∣φ(x− rj) −φ(x)rj
+φ′(x)

∣∣∣∣ = |−φ′(a) +φ′(x)| < ε, (2.2.12)
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ou seja,
φrj−φ

rj
→ −φ′ uniformemente em R quando rj → 0. Assim, chega-

mos que φr−φ
r → −φ′ em C∞c (R) quando r→ 0 e

lim
r→0
〈vr,φ〉 = lim

r→0

〈
u,
φr −φ

r

〉
= 〈u,−φ′〉 = 〈u′,φ〉 (2.2.13)

para toda φ ∈ C∞c (R).

Os seguintes exemplos tratam da continuidade da derivação em D′(Ω).
Vemos que, diferentemente do que acontece com sequência de funções e
com a derivação usual, sempre é possı́vel trocar a ordem das operações de
derivação e limite de uma sequência de distribuições.

Exemplo 2.2.16. Seja uj → u em D′(Ω), Ω ⊂ Rn aberto. Então, dada
φ ∈ C∞c (Ω),〈

∂uj

∂xi
,φ
〉

= −

〈
uj,
∂φ

∂xi

〉
→ −

〈
u,
∂φ

∂xi

〉
=

〈
∂u

∂xi
,φ
〉

.

Ou seja, lim
j→∞

∂uj

∂xi
=
∂u

∂xi
.

Exemplo 2.2.17. Para cada j ∈ N, seja fj(x) =
sen(jx)
j , x ∈ R. Temos que fj

converge uniformemente a 0 e, dada φ ∈ C∞c (R),

〈fj,φ〉 =
∫

R

fj(x)φ(x)dx→
∫

R

0 ·φ(x)dx = 〈0,φ〉.

Ou seja, fj → 0 em D′(R).
Agora, a sequência f′j(x) = cos(jx) não é convergente para quase todo x.

Entretanto, f′j → 0 em D′(R) pois

f′j(x) =
dfj(x)

dx
→ d

dx
0 = 0.

Exemplo 2.2.18. Se φ ∈ C∞c (Rn), φ > 0 e
∫
φ(x)dx = 1, então, quando

ε→ 0,

φε(x) =
1

εn
φ
(x
ε

)
→ δ em D′(Rn).

De fato, se ψ ∈ C∞c (Rn), segue da continuidade uniforme de ψ que∣∣∣∣∫ ψ(εx)φ(x)dx−ψ(0)∣∣∣∣ 6 sup
x

|ψ(εx) −ψ(0)|→ 0.
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Assim,

〈φε,ψ〉 = 1

εn

∫
φ
(x
ε

)
ψ(x)dx =

∫
φ(x)ψ(εx)dx→ ψ(0) = 〈δ,ψ〉.

Logo, φε → δ em D′(Rn).

2.2.4 Convolução

Sejam f e g funções mensuráveis em Rn. A convolução de f e g é a
função f ∗ g definida por

f ∗ g(x) =
∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy (2.2.14)

para todo x ∈ Rn tal que a integral existe. Várias condições a respeito de f
e g podem ser impostas para garantir que f ∗ g esteja definida pelo menos
em quase todo ponto. Por exemplo, se f e g são funções contı́nuas e f tem
suporte compacto ou, de forma mais geral, se f tem suporte compacto e g é
localmente integrável, temos que f ∗ g está bem definida.

Um resultado bastante conhecido sobre convolução de funções em Lp é
a Desigualdade de Young.

Teorema 2.2.19 (Desigualdade de Young). Sejam 1 6 p, q, r 6 ∞ tais que
1
p +

1
q = 1

r + 1. Se f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn), então f ∗ g ∈ Lr(Rn) e

||f ∗ g||Lr 6 ||f||Lp ||g||Lq .

Para trabalharmos com convolução envolvendo distribuições, precisamos
introduzir a noção de distribuição com suporte compacto. Primeiramente,
dizemos que duas distribuições u1, u2 ∈ D′(Ω) são iguais num aberto
U ⊂ Ω se, e somente se,

〈u1,φ〉 = 〈u2,φ〉

para toda φ ∈ C∞c (U).

Definição 2.2.20. Se u ∈ D′(Ω), o suporte de u é a interseção de todos
os conjuntos fechados fora dos quais u se anula. Denotamos por E ′(Ω) o
subespaço de D′(Ω) das distribuições com suporte compacto.
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Sendo assim, Ω \ supp(u) é o maior aberto onde u se anula. Ainda, se u
é uma função contı́nua em Ω, então (2.2.2) e a Definição 2.2.20 coincidem.

Agora, vamos introduzir a convergência de funções em C∞(Ω).

Definição 2.2.21. Uma sequência (φj) de funções em C∞(Ω) converge a
zero em C∞(Ω) se, para todo compacto K e todo inteiro não negativo m, as
derivadas de ordem m das funções φj convergem uniformemente a zero
em K quando j→∞.

Note que a convergência em C∞c (Ω) implica na convergência em C∞(Ω).
No entanto, vemos a seguir que a recı́proca nem sempre é verdadeira.

Exemplo 2.2.22. Sejam Ω = R e, para cada j ∈N, seja

φj(x) =
1

2j
φ0

(
x

j

)
,

onde supp(φ0) ⊂ [−1, 1], φ0 ∈ C∞(Ω) e φ0 = 1 se |x| 6 1
2 . Temos que, dado

um inteiro positivo k,∣∣∣φ(k)
j (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣2−jj−kφ(k)
0

(
x

j

)∣∣∣∣ 6 C2−jj−k → 0

uniformemente em R quando j → ∞. Logo, (φj) converge a zero em
C∞(Ω).

Por outro lado, se |x| 6 j
2 , então

∣∣x
j

∣∣ 6 1
2 , donde segue φj(x) = 1

2j
6= 0

e
[
− j
2 , j2
]
⊂ supp(φj). Logo, os suportes de φj não estão contidos em um

compacto fixo e a sequência não converge a zero em C∞c (Ω).

Agora, vejamos a definição e alguns resultados sobre a convolução entre
uma distribuição e uma função.

Definição 2.2.23. Se u ∈ D′(Ω) (ou u ∈ E ′(Ω)) e φ ∈ C∞c (Rn) (ou φ ∈
C∞(Rn)), denotamos por u ∗φ a função definida por

u ∗φ(a) = 〈u, φ̌a〉, (2.2.15)

onde φ̌a(x) = φ̌(x− a) = φ(a− x).

O próximo exemplo mostra que a distribuição Delta de Dirac exerce o
papel de elemento neutro para a convolução com uma função teste.
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Exemplo 2.2.24. Se φ ∈ C∞c (Rn),

(δ ∗φ)(a) = 〈δ, φ̌a〉 = φ̌a(0) = φ(a),

ou seja, δ ∗φ = φ.
Se p ∈ Rn e 〈δp,φ〉 = φ(p), então

(δp ∗φ)(a) = 〈δp, φ̌a〉 = φ̌a(p) = φ(a− p).

Teorema 2.2.25. Sejam u ∈ D′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn). Então,

(a) u ∗φ ∈ C∞(Rn) e suas derivadas são dadas por

Dα(u ∗φ) = (Dαu) ∗φ = u ∗ (Dαφ); (2.2.16)

(b) supp(u ∗φ) ⊂ supp(u) + supp(φ).

Demonstração. (a) Se aj → a, então φ̌aj → φ̌a em C∞c (Rn) e

u ∗φ(aj) = 〈u, φ̌aj〉 → 〈u, φ̌a〉 = u ∗φ(a),

ou seja, u ∗φ é uma função contı́nua. Para provarmos a parte das derivadas,
consideremos o quociente de Newton na direção do vetor e1 = (1, 0, · · · , 0)
que é dado por

u ∗φ(a+ re1) − u ∗φ(a)
r

=
〈u, φ̌a+re1〉− 〈u, φ̌a〉

r

=
〈u−re1 , φ̌a〉− 〈u, φ̌a〉

r

=

〈
u−re1 − u

r
, φ̌a

〉
.

Pelo Exemplo 2.2.15, temos que

u−re1 − u

r
→ ∂u

∂x1

em D′(Rn). Assim,

∂

∂x1
(u ∗φ)(a) =

〈
∂u

∂x1
, φ̌a

〉
. (2.2.17)
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Já que o mesmo raciocı́cio vale para as outras coordenadas e o membro
direito de (2.2.17) é uma função contı́nua de a, segue que u ∗φ ∈ C1(Rn).
Agindo indutivamente, segue que u ∗φ ∈ C∞(Rn) e Dα(u ∗φ) = (Dαu) ∗φ.

Por outro lado,

∂u

∂xi
∗φ(a) =

〈
∂u

∂xi
, φ̌a

〉
= −

〈
u,
∂φ̌a

∂xi

〉
=

〈
u,
∂φ̌a

∂ai

〉
= u ∗ ∂φ

∂ai
(a).

Assim, fica provada a segunda igualdade.
(b) Supõe que a /∈ supp(u)+ supp(φ). Então, supp(u)∩ supp(φ̌a) = ∅ e

〈u, φ̌a〉 = 0. Assim, u ∗φ(a) = 0 e u ∗φ se anula fora de supp(u)+ supp(φ).
Portanto,

supp(u ∗φ) ⊂ supp(u) + supp(φ).

Aqui, cabe observar que os resultados do Teorema 2.2.25 valem se
u ∈ E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn).

Teorema 2.2.26. Se φ, ψ ∈ C∞c (Rn) e u ∈ D′(Rn),

(u ∗φ) ∗ψ = u ∗ (φ ∗ψ). (2.2.18)

Demonstração. Sejam φ, ψ ∈ C∞c (Rn). Como φ tem suporte compacto,
podemos escrever o domı́nio de integração de

φ ∗ψ(x) =
∫

Rn
φ(x− y)ψ(y)dy

como a união de uma quantidade finita de conjuntos disjuntos (Fi)i∈I cujo
diâmentro é no máximo ε. Para cada i ∈ I, tomamos yi ∈ Fi e definimos

sε(x) =
∑
i∈I

(∫
Fi

ψ(y)dy

)
φ(x− yi).
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Como sε é uma soma finita de funções-testes então sε também é uma função
teste. Além disso, seja x ∈ Rn tal que x /∈ supp(φ) + supp(ψ). Assim, para
todo i ∈ I, yi ∈ supp(ψ) e x − yi /∈ supp(ψ). Logo sε(x) = 0, ou seja,
supp(sε) ⊂ supp(φ) + supp(ψ).

Também temos que sε(x) converge pra φ ∗ψ para todo x ∈ Rn quando
ε→ 0 e

|sε(x)| 6
∑
i∈I

(∫
Fi

|ψ(y)|dy

)
|φ(x− yi)| 6 ||φ||L∞ ||φ||L1

para todo ε > 0 e x ∈ Rn.
Além disso, seguindo o mesmo raciocı́nio temos que as derivadas

Dαsε(x) também são uniformemente limitadas e convergem pontualmente
para Dαφ ∗ψ. Dessa forma, o Corolário C.0.10 garante que sε converge
uniformemente para φ ∗ψ e portanto temos a convergência em C∞c (Rn).
Finalmente, para todo x ∈ Rn, segue que

(u ∗ (φ ∗ψ))(x) = lim
ε→0

(u ∗ sε)(x)

= lim
ε→0

∑
i∈I

(∫
Fi

ψ(y)dy

)
(u ∗φ)(x− yi)

= ((u ∗φ) ∗ψ)(x).

Usando o Teorema 2.2.26, chegamos no próximo teorema.

Lema 2.2.27. Sejam u ∈ D′(Rn) e φ, ψ ∈ C∞c (Rn). Então

〈u ∗φ,ψ〉 = 〈u, φ̌ ∗ψ〉.

Demonstração. Para φ, ψ ∈ C∞c (Rn), temos

(φ̌ ∗ψ)(−x) =
∫

Rn
φ̌(−x− y)ψ(y)dy

=

∫
Rn
φ(x+ y)ψ(y)dy

=

∫
Rn
φ(x− z)ψ(−z)dz

=

∫
Rn
φ(x− z)ψ̌(z)dz

= (φ ∗ ψ̌)(x).
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Dessa forma, concluı́mos que

〈u ∗φ,ψ〉 = (u ∗φ) ∗ ψ̌(0) = u ∗ (φ ∗ ψ̌)(0) = 〈u, φ̌ ∗ψ〉.

2.3 aproximação da identidade

Nesta seção, vamos introduzir uma classe especial de sequências de
funções suaves que são usadas para criar sequências de funções suaves que
aproximam funções generalizadas via convolução. Os resultados apresenta-
dos aqui seguem de [4].

Definição 2.3.1. Uma sequência de aproximações da identidade é uma
sequência de funções (φj) ⊂ Rn tal que, para todo j ∈N,

(a) φj ∈ C∞c (Rn);

(b) supp(φj) ⊂ B
(
0, 1j
)

;

(c)
∫

Rn
φj(x)dx = 1;

(d) φj > 0.

Exemplo 2.3.2. Considere

φ : Rn −→ R

x 7−→

{
e

1

|x|2−1 , |x| < 1,
0, |x| > 1.

Para cada j ∈ N, tomando φj = Cjnφ(jx) com C tomado de modo que∫
Rn
φj(x)dx = 1, obtemos uma sequência chamada de aproximações da

identidade padrão.

Nosso objetivo, agora, é verificar que a convolução de uma sequência de
aproximações da identidade com uma função f ∈ Lp(Rn), com 1 6 p <∞,
converge para f em medida. Para isso, precisamos dos próximos dois
resultados.

28



Proposição 2.3.3. Sejam (φj) ⊂ Rn uma sequência de aproximações da identidade
e f ∈ C(Rn). Então, φj ∗ f → f uniformemente em compactos de Rn quando
j→∞.

Demonstração. Seja K ⊂ Rn compacto. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|f(x− y) − f(x)| < ε, ∀x ∈ K, ∀y ∈ B(0, δ).

Assim, para x ∈ Rn,

φj ∗ f(x) − f(x) =
∫

Rn
f(x− y)φj(y)dy− f(x)

∫
Rn
φj(y)dy

=

∫
Rn

(f(x− y) − f(x))φj(y)dy

=

∫
B
(
0,1j
)(f(x− y) − f(x))φj(y)dy.

Para j > 1
δ e x ∈ K, temos

|φj ∗ f(x) − f(x)| 6
∫
B
(
0,1j
) |f(x− y) − f(x)|φj(y)dy

< ε

∫
B
(
0,1j
)φj(y)dy

= ε,

ou seja, φj ∗ f→ f uniformemente em K quando j→∞.

Teorema 2.3.4. Sejam (φj) ⊂ Rn uma sequência de aproximações da identidade e
f ∈ Lp(Rn) com 1 6 p <∞. Então, φj ∗ f→ f em Lp(Rn) quando n→∞.

Demonstração. Como Cc(Rn) é denso em Lp para 1 6 p < ∞, dado ε > 0,
existe f1 ∈ Cc(Rn) tal que

||f− f1||Lp < ε.

Pela Proposição 2.3.3, temos que φj ∗ f1 → f1 uniformemente em todo
compacto de Rn quando j→∞. Mas, note que

supp(φj ∗ f1) ⊂ B
(
0,
1

j

)
+ supp(f1) ⊂ B(0, 1) + supp(f1)
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que é um compacto. Assim, temos que

||φj ∗ f1 − f1||Lp → 0

quando j→∞.
Finalmente, escrevendo

φj ∗ f− f = φj ∗ (f− f1) + ((φj ∗ f1) − f1) + (f1 − f),

temos

||φj ∗ f− f||Lp 6 ||φj ∗ (f− f1)||Lp + ||φj ∗ f1 − f1||Lp + ||f1 − f||Lp

6 ||φj||L1 ||f− f1||Lp + ||φj ∗ f1 − f1||Lp + ||f1 − f||Lp

= 2||f− f1||Lp + ||φj ∗ f1 − f1||Lp .

Ou seja, existe j0 ∈N tal que ∀j > j0

||φj ∗ f− f||Lp 6 2ε+ ε = 3ε.

Assim, ||φj ∗ f− f||Lp → 0 quando j→∞.

Dessa forma, como a convergência em Lp implica na convergência em
medida, temos o próximo corolário.

Corolário 2.3.5. Sejam (φj) ⊂ Rn uma sequência de aproximações da identidade
e f ∈ Lp(Rn) com 1 6 p <∞. Então, φj ∗ f→ f em medida quando j→∞.
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3
A T R A N S F O R M A D A D E F O U R I E R E O U T R O S E S PA Ç O S
D E D I S T R I B U I Ç Õ E S

Neste capı́tulo, apresentamos definições e alguns resultados sobre a
transformada de Fourier que são importantes quando trabalhamos com a
equação da onda. Na seção 3.1, seguindo [12, Capı́tulo 5], vamos definir a
transformada de Fourier de funções integráveis e, posteriormente, vamos
estender essa noção para distribuições. Tendo isso, na seção 3.2, vamos
definir outros espaços de distribuições via transformada de Fourier.

3.1 transformada de fourier

Se f ∈ L1(Rn), definimos a transformada de Fourier de f por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x)dx, ξ ∈ Rn, (3.1.1)

onde i =
√
−1 e x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn.

Segue do Teorema da Convergência Dominada que f̂ é contı́nua. Além
disso, temos que

sup
ξ∈Rn

|f̂(ξ)| = sup
ξ∈Rn

|

∫
e−ix·ξf(x)dx| 6

∫
|f(x)|dx = ||f||L1 . (3.1.2)

Ainda, se f ∈ L1(Rn), definimos a transformada inversa de Fourier de f
por

F−1f(x) =
1

(2π)n

∫
eiξ·xf(ξ)dξ, x ∈ Rn, (3.1.3)

e temos a estimativa
sup
x∈Rn

|F−1f(x)| 6 ||f||L1 . (3.1.4)
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Introduzimos, agora, um subespaço de C∞(Rn) que é invariante pela
transformada de Fourier.

Definição 3.1.1. Denotamos por S(Rn) o espaço de Schwartz definido como
o subespaço de C∞(Rn) das funções φ tais que

sup
x

|xαDβφ(x)| <∞, ∀α, β ∈ Zn
+. (3.1.5)

A próxima definição introduz a noção de convergência em S.

Definição 3.1.2. Dizemos que a sequência (φj) ⊂ S(Rn) converge a zero
em S(Rn) se, para todo α, β ∈ Zn

+, xαDβφj(x)→ 0 uniformemente quando
j→∞.

O seguinte lema explica porque o espaço de Schwartz é conhecido como
o espaço das funções que decrescem rapidamente no infinito.

Lema 3.1.3. Seja φ ∈ C∞(Rn). Então, são equivalentes:

(a) φ ∈ S(Rn);

(b) lim
|x|→∞ |xαDβφ(x)| = 0 para quaisquer α, β ∈ Zn

+.

Demonstração. (a)⇒ (b) Denotemos por

|x|M = max
16i6n

|xi|

para x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn e observemos que |x| 6 n|x|M.
Agora, se φ ∈ S(Rn) e α, β ∈ Zn

+, existe M(α,β) > 0 constante tal que

|xαDβφ(x)| 6M(α,β), ∀x ∈ Rn.

Se |x|M = |xi| para algum i ∈ {1, · · · ,n}, tomando α′ = α+ ei, temos

|x|

n
|xαDβφ(x)| 6 |xi||x

αDβφ(x)| = |xα
′
Dβφ(x)| 6M(α′,β).

Assim,

|xαDβφ(x)| 6
nM(α′,β)

|x|
, ∀x ∈ Rn \ {0},

e segue que lim
|x|→∞ |xαDβφ(x)| = 0.
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(b) ⇒ (a) Seja φ ∈ C∞(Rn) tal que lim
|x|→∞ |xαDβφ(x)| = 0 para cada

α, β ∈ Zn
+. Então, dados α, β ∈ Zn

+, existe N > 0 tal que |xαDβφ(x)| < 1

para todo |x| > N.
Agora, como a função x 7→ xαDβφ(x) é contı́nua, existe M1(α,β) tal que

|xαDβφ(x)| 6M1(α,β) se |x| 6 N.
Tomando M(α,β) = max{M1(α,β), 1}, segue que

sup
x

|xαDβφ(x)| 6M(α,β) <∞.

Logo, φ ∈ S(Rn).

Note que C∞c (Rn) ⊂ S(Rn) e, se (φn) ⊂ C∞c (Rn) é uma sequência tal
que φn → 0 em C∞c (Rn) quando n→∞, então φn → 0 em S(Rn).

O próximo exemplo mostra que a inclusão contrária não é satisfeita.

Exemplo 3.1.4. Seja f(x) = e−|x|2 , x ∈ Rn. Temos que f não tem suporte
compacto e, então, f /∈ C∞c (Rn). Mas, Dβf(x) = pβ(x)f(x), onde pβ(x) é um
polinômio, e a equação (3.1.5) é satisfeita, ou seja, f ∈ S(Rn).

Proposição 3.1.5. S(Rn) é invariante por derivação e multiplicação por polinômios.

Demonstração. Se φ ∈ S(Rn), ∀γ ∈ Zn
+ temos que

sup
x∈Rn

|xαDβ(Dγf)(x)| = sup
x∈Rn

|xαDβ+γf(x)| <∞, ∀α,β ∈ Zn
+.

Logo, Dγf ∈ S(Rn). Ainda, se pγ(x) é um polinômio em Rn de ordem |γ|,
segue que

xαDβ(pγ(x)f(x)) =
∑
δ6β

(
β

δ

)
Dδp′γ(x)D

β−γf(x), ∀α,β ∈ Zn
+,

onde p′γ(x) = xαpγ(x) e temos que

sup
x∈Rn

|xαDβ(pγ(x)f(x))| 6
∑
δ6β

(
β

δ

)
sup
x∈Rn

|Dδp′γ(x)D
β−γf(x)| <∞.

Então, pγ(x)f(x) ∈ S(Rn).

A próxima proposição mostra que as funções do espaço de Schwartz
são integráveis.
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Proposição 3.1.6. S(Rn) ⊂ L1(Rn) e a convergência em S implica na convergência
em L1.

Demonstração. Seja φ ∈ S(Rn). Assim,∫
|φ(x)|dx =

∫
|φ(x)|(1+ |x|2)

−n−1
2 (1+ |x|2)

n+1
2 dx.

Segue do Lema A.0.2 que existe An+1 > 0 tal que

(1+ |x|2)
n+1
2 6 An+1

∑
|α|6n+1

|xα|.

Dessa forma, usando o Lema A.0.1, temos que∫
|φ(x)|dx 6

∫
|φ(x)|(1+ |x|2)

−n−1
2 An+1

∑
|α|6n+1

|xα|dx

6 A
∫
(1+ |x|2)

−n−1
2 <∞,

onde A = An+1 sup
x∈Rn

∑
|α|6n+1

|xαφ(x)|. Logo, φ ∈ L1(Rn).

Por fim, se (φj) ⊂ S(Rn) é tal que φj → 0 em S então, seguindo o mesmo
que foi feito acima, temos∣∣∣∣∫

Rn
φj(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∑
|α|6n+1

sup
x∈Rn

|xαφj(x)|

∫
Rn

(1+ |x|2)
−n−1
2 dx.

Como φj → 0 em S, segue que para todo α ∈ Zn
+, |xαφj(x)|→ 0 uniforme-

mente. Ainda, usando novamente o Lema A.0.1, segue que
∫

Rn
(1+ |x|2)

−n−1
2

é finita. Assim,
∫

Rn
φj(x)dx→ 0, ou seja, φj → 0 em L1.

De maneira análoga, também vemos que S(Rn) ⊂ Lp(Rn) para todo
1 6 p <∞.

Agora, vejamos que o espaço de Schwartz é, de fato, invariante pela
transformada de Fourier.

Teorema 3.1.7. A transformada de Fourier é um operador contı́nuo de S(Rn) em
S(Rn) e valem as fórmulas
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(a) D̂αφ(ξ) = ξαφ̂(ξ);

(b) F(xαφ(x))(ξ) = (−1)|α|Dαφ̂(ξ);

para toda φ ∈ S(Rn).

Demonstração. Seja φ ∈ S(Rn). Começamos provando as fórmulas (a) e (b).
Para isso, fixe ξ ∈ Rn. Como as funções em S(Rn) são integráveis em Rn,
segue do Corolário 2.1.11 que podemos derivar sob o sinal da integração.
Assim,

Dαξ (φ̂)(ξ) = D
α
ξ

∫
e−ix·ξφ(x)dx

=

∫
Dαξe

−ix·ξφ(x)dx

=

∫
(−x)αe−ix·ξφ(x)dx

= (−1)|α|
∫
e−ix·ξxαφ(x)dx

= (−1)|α|F(xαφ(x))(ξ)

e (b) fica provado.
Ainda, como Dαφ ∈ S(Rn) ⊂ L1(Rn), integrando por partes |α| vezes e

aplicando o Teorema de Fubini, temos que

D̂αxφ(ξ) =

∫
e−ix·ξDαxφ(x)dx

= (−1)|α|
∫
Dαx (e

−ix·ξ)φ(x)dx

= ξα
∫
e−ix·ξφ(x)dx

= ξαφ̂(ξ).

Isso prova (a).
Agora, como a transformada de Fourier de uma função integrável é

contı́nua, segue do item (b) que φ̂ ∈ C∞(Rn). Ainda, temos que

ξαDβφ̂(ξ) = ξα(−1)βF(xβφ(x))(ξ) = (−1)|β|F(Dαx (x
βφ(x)))(ξ).
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Logo,

sup
ξ∈Rn

|ξαDβφ̂(ξ)| = sup
ξ∈Rn

|F(Dαx (x
βφ(x)))(ξ)| 6 ||Dαx (x

βφ(x))||L1 <∞
e φ̂ ∈ S(Rn).

Finalmente, basta provarmos a continuidade de F. Para isso, seja (φj) ⊂
S(Rn) tal que φj → 0 em S(Rn), ou seja, xαDβφj(x) → 0 uniformemente
para quaisquer α, β ∈ Zn

+. Então,

|ξαDβφ̂j(ξ)| 6 ||Dαx (x
βφj(x))||L1

=

∫
|Dαx (x

βφj(x))|dx

=

∫ ∣∣∣∣(1+ |x|)n+1

(1+ |x|)n+1
Dαx (x

βφj(x))

∣∣∣∣
6 sup
x∈Rn

|(1+ |x|)n+1Dαx (x
βφj(x))|

∫
1

(1+ |x|)n+1
dx.

Logo, segue que ξαDβφ̂j(ξ) → 0 uniformemente. Portanto, φ̂j → 0 em
S(Rn).

No próximo exemplo, usamos um método indireto para calcular a
transformada de Fourier de uma função.

Exemplo 3.1.8. Seja φ(x) = e−
x2

2 , x ∈ R. Temos que φ satisfaz a equação
diferencial {

φ′(x) + xφ(x) = 0

φ(0) = 1.
(3.1.6)

Comecemos notando que, se v ∈ S(Rn) satisfaz v′(x) + xv(x) = 0, então

d

dx

(
v(x)e

x2

2

)
= v′(x)e

x2

2 + v(x)xe
x2

2 = 0

Assim, v(x)e
x2

2 é constante e segue que v(x) = v(0)e−
x2

2 .
Por outro lado, como φ ∈ S(R), aplicando a transformada de Fourier na

primeira equação de (3.1.6) e usando o Teorema 3.1.7, temos

0 = F(φ′(x) + xφ(x))(ξ) = iξφ̂(ξ) −
1

i

dφ̂

dξ
(ξ) = i

(
dφ̂

dξ
(ξ) + ξφ̂(ξ)

)
.
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Logo, φ̂ satisfaz a mesma equação que φ. Assim, segue que

φ̂(ξ) = φ̂(0)φ(ξ) =

∫
φ(x)dxφ(ξ) =

√
2πe−

ξ2

2 .

Para calcular a transformada de Fourier de φ(x) = e−
|x|2

2 , x ∈ Rn,
escrevemos a integral (3.1.1) como produto de integrais unidimencionais e
obtemos

φ̂(ξ) = (2π)
n
2 e−

|ξ|2

2 . (3.1.7)

Teorema 3.1.9. A transformada de Fourier é continuamente inversı́vel de S(Rn)

em S(Rn) e

F−1φ(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξφ(ξ)dξ, φ ∈ S(Rn). (3.1.8)

Demonstração. Consideremos, para 0 < ε < 1,

φε(x) = φ1(εx),

onde

φ1(x) = e
−

|x|2

2 .

Usando a equação (3.1.7), temos que φ̂1(ξ) = (2π)
n
2φ1(ξ) e então

φ̂ε(ξ) =

∫
e−ix·ξφε(x)dx

=

∫
e−ix·ξφ1(εx)dx

=
1

εn

∫
e−iy·

ξ
εφ1(y)dy

=
1

εn
φ̂1

(
ξ

ε

)
=
1

εn
(2π)

n
2φ1

(
ξ

ε

)
.
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Assim, dada ψ ∈ S(Rn), segue pelo Teorema de Fubini que∫
φε(ξ)e

ix·ξψ̂(ξ)dξ =

∫
φε(ξ)e

ix·ξ
∫
e−iy·ξψ(y)dydξ

=

∫ ∫
ei(x−y)·ξφε(ξ)ψ(y)dξdy

=

∫
φ̂ε(x− y)ψ(y)dy

=

∫
ψ(x+ z)φ̂ε(z)dz

=
(2π)

n
2

εn

∫
ψ(x+ z)φ1

(z
ε

)
dz

= (2π)
n
2

∫
ψ(x+ εy)φ1(y)dy.

(3.1.9)

Observe que
|φε(ξ)e

ix·ξψ̂(ξ)| 6 |ψ̂(ξ)| ∈ L1(Rn)

e
|ψ(x+ εy)φ1(y)| 6 sup

x∈Rn
|ψ(x)||φ1(y)| ∈ L1(Rn).

Além disso, quando ε → 0, temos que φε(ξ) → 1 e ψ(x + εy) → φ(x).
Assim, aplicando o Teorema da Convergência Dominada no lado esquerdo
da equação (3.1.9), temos que

lim
ε→0

∫
φε(ξ)e

ix·ξψ̂(ξ)dξ =

∫
eix·ξψ̂(ξ)dξ. (3.1.10)

Ainda, aplicando o Teorema da Convergência Dominada no lado direto da
equação (3.1.9), segue que

(2π)
n
2 lim
ε→0

∫
ψ(x+ εy)φ1(y)dy = (2π)

n
2ψ(x)

∫
φ1(y)dy = (2π)nψ(x).

(3.1.11)
Comparando as equação (3.1.10) e (3.1.11), segue que

ψ(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξψ̂(ξ)dξ.

A prova de que a transformada de Fourier é continuamente inversı́vel
de S(Rn) em S(Rn) é análoga à demonstração do Teorema 3.1.7 e será
omitida.
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O próximo teorema nos fornece algumas relações importantes.

Teorema 3.1.10. Se φ,ψ ∈ S(Rn), valem

(a)
∫
φ̂(x)ψ(x)dx =

∫
φ(x)ψ̂(x)dx;

(b)
∫
φ(x)ψ(x)dx =

1

(2π)n

∫
φ̂(x)ψ̂(x)dx;

(c) φ̂ ∗ψ = φ̂ψ̂;

(d) φ̂ψ = 1
(2π)n φ̂ ∗ ψ̂;

Demonstração. (a) Usando o Teorema de Fubini, segue que∫
φ̂(x)ψ(x)dx =

∫ ∫
e−iy·xφ(y)ψ(x)dydx

=

∫ ∫
e−iy·xφ(y)ψ(x)dxdy

=

∫ ∫
e−iy·xψ(x)φ(y)dydx

=

∫
ψ̂(x)φ(x)dx.

(b) Aplicando o item anterior com ψ = f e φ̂ = g, temos∫
f(x)g(x)dx =

∫
φ̂(x)ψ(x)dx =

∫
φ(x)ψ̂(x)dx =

∫
f̂(x)F−1(g)(x)dx.

Mas, da equação (3.1.8), segue que

F−1(g)(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξg(ξ)dξ =

1

(2π)n

∫
e−ix·ξg(ξ)dξ =

1

(2π)n
ĝ(x).

Assim, ∫
f(x)g(x)dx =

1

(2π)n

∫
f̂(x)ĝ(x)dx.
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(c) Utilizando a Teorema de Fubini, temos que

φ̂ ∗ψ(ξ) =
∫
e−ix·ξ

∫
φ(x− y)ψ(y)dydx

=

∫
ψ(y)

∫
e−ix·ξφ(x− y)dxdy

=

∫
e−ix·ξ

∫
φ(x− y)ψ(y)dydx

=

∫
ψ(y)

∫
e−i(x+y)·ξφ(x)dxdy

= φ̂(ξ)ψ̂(ξ).

(d) Usando novamente o Teorema de Fubini e a fórmula (3.1.8), segue
que

φ̂ψ(ξ) =

∫
e−ix·ξφ(x)ψ(x)dx

=

∫
e−ix·ξ

1

(2π)n

∫
eix·kφ̂(k)dkψ(x)dx

=
1

(2π)n

∫ ∫
eix·(k−ξ)φ̂(k)ψ(x)dxdk

=
1

(2π)n

∫
φ̂(k)ψ̂(ξ− k)dk

=
1

(2π)n
φ̂ ∗ ψ̂(ξ).

De maneira análoga, conseguimos relações similares para a transformada
inversa de Fourier. Em especial, para φ, ψ ∈ S(Rn), citamos∫

φ(x)ψ(x) =

∫
F−1φ(x)F−1ψ(x)dx (3.1.12)

e
F−1(φψ) = F−1(φ) ∗F−1(ψ). (3.1.13)

O próximo corolário nos dá uma estimativa para a norma L1 da transfor-
mada de Fourier.
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Corolário 3.1.11. Se u ∈ C∞c (Rn), então vale a seguinte estimativa∫
|û(ξ)|dξ 6 C

∑
|α|6s

||Dαu||L∞

para s > n
2 .

Demonstração. Usando a desigualdade de Hölder segue que∫
|û(ξ)|dξ =

∫
|û(ξ)|(1+ |ξ|2)m(1+ |ξ|2)−mdξ

6 ||û(ξ)(1+ |ξ|2)m||L2 ||(1+ |ξ|2)−m||L2 .

Do Lema A.0.2, segue que existe A > 0 tal que

(1+ |ξ|2)m 6 A
∑
|α|6m

|ξα|2. (3.1.14)

Logo, usando (3.1.14) e o Teorema 3.1.7, segue que

||û(ξ)(1+ |ξ|2)m||L2 6 A
∑

|α|62m

||ξαû||L2 = A
∑

|α|62m

||D̂αu||L2 .

Usando o Teorema 3.1.10 e o fato de que u tem suporte compacto, temos
que

A
∑

|α|62m

||D̂αu||L2 = A(2π)
n
∑

|α|62m

||Dαu||L2 6 B
∑

|α|62m

||Dαu||L∞ ,

onde a constante B depende de supp(u). Ainda, segue que do Lema A.0.1
que ∫

|(1+ |ξ|2)−2m|dξ <∞
para 2m > n+1

2 > n
2 . Assim, existe C constante tal que∫

|û(ξ)|dξ 6 C
∑
|α|6s

||Dαu||L∞ (3.1.15)

para s > n
2 .
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Com o objetivo de definir a transformada de Fourier para distribuições,
vamos introduzir o espaço das distribuições temperadas.

Definição 3.1.12. Um funcional linear e contı́nuo u : S(Ω) −→ C é uma
distribuição temperada em Ω. Denotamos o espaço das distribuições tem-
peradas em Ω por S′(Ω).

Proposição 3.1.13. C∞c (Rn) é denso em S(Rn).

Demonstração. Seja φ ∈ S(Rn) e toma ψ ∈ C∞c (Rn) tal que ψ(x) = 1 se
|x| 6 1 e 0 6 ψ 6 1. Para cada n ∈N, seja

ψn(x) = ψ
( x
n

)
.

Fixados α,β ∈Nn e tomando

C(ψ,β) = max
γ6β

sup
x∈Rn

|Dγψ(x)|,

temos que, para γ 6 β,

∂γψn(x) =
1

n|γ|
(∂γψ)

( x
n

)
e então

sup
x∈Rn

|Dγψn(x)| 6
1

n
C(ψ,β).

Aplicando a regra de Leibniz, obtemos

|Dβ(φψn −φ)(x)| 6 |(ψn(x) − 1)D
βφ(x)|+

1

n
C(ψ,β)

∑
γ6β

(
β

γ

)
|Dβ−γφ(x)|.

Agora, note que para |x| 6 n, ψn(x) − 1 = ψ
(
x
n

)
− 1 = 0 e, para |x| > n,

|(ψn(x) − 1)D
βφ(x)| 6 (1+ sup

x∈Rn
|ψ(x)|)

1+ |x|

1+n
Dβφ(x)|

6
2

n
(1+ |x|)|Dβφ(x)|.

Assim,

sup
x∈Rn

|xαDβ(φψn −φ(x))| 6

6
2

n
|xα|(1+ |x|)|Dβφ(x)|+

1

n
C(ψ,β)

∑
γ6β

(
β

γ

)
|xαDβ−γφ(x)|→ 0.

Logo, φψn → φ em S(Rn) .
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Note que, se u ∈ S′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn), então 〈u,φ〉 está bem definido
já que C∞c (Rn) ⊂ S(Rn). Além disso, é fácil ver que, tomando

v : C∞c (Rn) −→ C

de modo que 〈v,φ〉 = 〈u,φ〉 se φ ∈ C∞c (Rn), segue que v ∈ D′(Rn). Assim,
todo elemento de S′(Rn) pode ser visto como um elemento de D′(Rn).

A convergência em S′ se define de maneira natural; (uj) ⊂ S′(Rn)

converge para u ∈ S′(Rn) se

〈uj,φ〉 → 〈u,φ〉 (3.1.16)

para toda φ ∈ S(Rn) quando j→∞. Em particular, a convergência ocorre
para toda φ ∈ C∞c (Rn). Logo, uj → u em D′(Rn), isto é, a convergência em
S′(Rn) implica na convergência em D′(Rn).

Além disso, usando também a densidade de C∞c (Rn) em S(Rn), temos
que S′(Rn) pode ser identificado como um subespaço de D′(Rn).

A continuidade de um funcional linear em S(Rn) também pode ser
caracterizada pelo próximo teorema.

Teorema 3.1.14. Seja u um funcional linear em S(Rn). Se u é contı́nuo então
existem inteiros M,m tais que

|〈u,φ〉| 6M
∑
|α|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)mDαφ(x)|.

Demonstração. Supõe que a desigualdade é falsa para qualquer escolha de
M e m. Assim, para cada j ∈N, existe φj ∈ S(Rn) tal que

|〈u,φj〉| > j
∑
|α|6j

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)jDαφj(x)|.

Seja ψj =
φj

|〈u,φj〉| . Dados α e β multi-ı́ndices, seja j > max{|α|, |β|}. Assim,

sup
x∈Rn

|xαDβψj(x)| 6
∑
|γ|6j

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)jDγψj(x)|

=
1

|〈u,φj〉|
∑
|γ|6j

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)jDγφj(x)|

<
1

j
,

43



ou seja, xαDβψj(x)→ 0 uniformemente. Logo ψj → 0 em S(Rn).
Entretanto, |〈u,ψj〉| = 1 e então 〈u,ψj〉 não converge para 0. Logo, u não

seria contı́nuo.

Exemplo 3.1.15. Se f ∈ L1loc(Rn) é tal que

|f(x)| 6 A(1+ |x|)B quando |x| > C,

para certas constantes A, B, C > 0, então f ∈ S′(Rn).
Com efeito, seja φ ∈ S(Rn). Então∣∣∣∣∫
Rn
f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫
|x|>C

|f(x)φ(x)|dx+

∫
|x|6C

|f(x)φ(x)|dx

6 A
∫
|x|>C

(1+ |x|)B|φ(x)|dx+ sup
x∈Rn

|φ(x)|

∫
|x|6C

|f(x)|dx

<∞.

Assim,

Tf : S(R
n) −→ C

φ 7−→
∫

Rn
f(x)φ(x)dx

está bem definida. Ainda, seja (φj) ⊂ S(Rn) tal que φj → 0 em S(Rn).
Temos que

|〈Tf,φj〉| 6

6 A
∫
|x|>C

(1+ |x|)B|φj(x)|dx+ sup
x∈Rn

|φj(x)|

∫
|x|6C

|f(x)|dx

6 A sup
x∈Rn

(
(1+ |x|)B+n+1|φj(x)|

∫
|x|>C

(1+ |x|)−n−1dx+ |φj(x)|

∫
|x|6C

|f(x)|dx

)
,

e, portanto, 〈Tf,φj〉 → 0. A linearidade de Tf é imediata e segue que
Tf ∈ S′(Rn).
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Exemplo 3.1.16. Se f ∈ Lp(Rn) e φ ∈ S(Rn), usando a desigualdade de
Hölder com 1

p +
1
q = 1, temos

|〈Tf,φ〉| =
∣∣∣∣∫ f(x)φ(x)dx∣∣∣∣

6
∫
|f(x)φ(x)|dx

6

(∫
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫

|φ(x)|qdx

) 1
q

= ||f||Lp ||φ||Lq <∞,

pois φ ∈ Lq(Rn).
Ainda, se φj → 0 em S(Rn), então φj → 0 uniformemente e segue que

〈Tf,φj〉 → 0. A linearidade é imediata e segue que Lp(Rn) ⊂ S′(Rn).

A convolução entre uma distribuição temperada e uma função em S(Rn)

é definida seguindo a mesma ideia da convolução entre uma distribuição e
uma função teste.

Definição 3.1.17. Sejam u ∈ S′(Rn) e φ ∈ S(Rn). Então, definimos a
convolução de u e φ por

(u ∗φ)(a) = 〈u, φ̌a〉,

onde φ̌a(x) = φ̌(x− a) = φ(a− x).

De forma análoga ao que feito no Teorema 2.2.25 para a convolução entre
uma distribuição e uma função teste, é possı́vel mostrar u ∗φ ∈ C∞(Rn).

Teorema 3.1.18. Se u ∈ S′(Rn) e φ ∈ S(Rn), então (u ∗ φ)(x) satisfaz uma
desigualdade da forma

|(u ∗φ)(a)| 6 A(1+ |a|)B.

Demonstração. Sejam u ∈ S′(Rn) e φ ∈ S(Rn). Então, pelo Teorema 3.1.14,
existem inteiros C,m tais que

|(u ∗φ)(a)| = |〈u, φ̌a〉|

6 C
∑
|β|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)mDβφ̌a(x)|

6 C
∑
|β|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x+ a|2)mDβφ̌(x)|.

(3.1.17)
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Agora, note que 1+ |x+ a|2 6 (1+ |x|2)(1+ |a|2) e então, segue de (3.1.17),
que

|(u ∗φ)(a)| 6 C(1+ |a|2)m
∑
|β|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)mDβφ̌(x)|

6 C(1+ |a|)2m
∑
|β|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)mDβφ(x)|.

O resultado segue tomando A = C
∑
|β|6m

sup
x∈Rn

|(1+ |x|2)mDβφ(x)|.

Dessa forma, como u ∗ φ ∈ C∞(Rn) ⊂ L1loc(R
n) e usando o Exem-

plo 3.1.15, chegamos que u ∗φ ∈ S′(Rn).

Teorema 3.1.19. Sejam u ∈ S′(Rn). Se (φj) ⊂ S é tal que φj → 0 em S então
u ∗φj(a)→ 0 para todo a ∈ Rn.

Demonstração. Consideremos uma sequência (φj) ⊂ S(Rn) tal que φj → 0

em S(Rn). Então, para cada a ∈ Rn, φj(a− ·) → 0 em S(Rn) e segue da
continuidade de u que

u ∗φj(a) = 〈u,φj(a− ·)〉 → 〈u, 0〉 = 0.

Teorema 3.1.20. Sejam u ∈ S′(Rn). Se (φj) ⊂ S é tal que φj → 0 em S então
u ∗φj → 0 em S′(Rn).

Demonstração. Seja ψ ∈ S(Rn). Então, como u ∗φj ∈ C∞(Rn), temos

〈u ∗φj,ψ〉 =
∫

Rn
(u ∗φj)(x)ψ(x)dx.

Pelo Teorema 3.1.19, temos que (u ∗ φj)(x)ψ(x) → 0. Além disso, pelo
Teorema 3.1.14, existem inteiros C,m tais que

|(u ∗φj)(x)ψ(x)| = |〈u, φ̌j(·− x)〉||ψ(x)|

6 C
∑
|β|6m

sup
y∈Rn

|(1+ |y|2)mDβφ̌j(y− x)||ψ(x)|

= C
∑
|β|6m

sup
y∈Rn

|(1+ |y|2)mDβφj(y)||(1+ |x|2)mψ(x)|.
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Agora, note que, para cada 1 6 k 6 m, (1+ |y|2)kDβφj(y) é uniformemente
limitada, já que é uma sequência uniformemente convergente de funções
limitadas. Ainda, comoψ ∈ S(Rn) temos que |(1+ |x|2)kψ(x)| ∈ L1(Rn). Por-
tanto, podemos usar o Teorema da Convergência Dominada e concluı́mos
que

lim
j→∞〈u ∗φj,ψ〉 = lim

j→∞
∫

Rn
(u ∗φj)(x)ψ(x)dx = 0.

Teorema 3.1.21. Sejam u ∈ S′(Rn) e φ ∈ S(Rn). Então

̂(u ∗φ) = φ̂û.

Demonstração. Comecemos considerando φ ∈ C∞c (Rn). Usando os Teo-
remas 2.2.26 e 3.1.10 e a identidade ˆ̂φ = (2π)nφ̌, para ψ ∈ S(Rn) com
ψ̂ ∈ C∞c (Rn) temos

〈F(u ∗φ),ψ〉 = 〈u ∗φ, ψ̂〉
= 〈u, φ̌ ∗ ψ̂〉

=
1

(2π)n
〈u, ˆ̂φ ∗ ψ̂〉

= 〈u,F(φ̂ψ)〉
= 〈φ̂û,ψ〉.

(3.1.18)

Como C∞c (Rn) é denso em S(Rn) e a transformada de Fourier é um mapa
contı́nuo, então {ψ ∈ S(Rn) : ψ̂ ∈ C∞c (Rn)} é denso em S(Rn). Logo, (3.1.18)
vale também para ψ ∈ S(Rn). Ainda da densidade de C∞c (Rn) em S(Rn)

e da continuidade da transformada de Fourier e do mapa φ 7−→ u ∗ φ,
concluı́mos que F(u ∗φ) = φ̂û também para φ ∈ S(Rn).

Agora, vamos definir a transformada de Fourier de distribuições tempe-
radas.

Definição 3.1.22. Se u ∈ S′(Rn), a transformada de Fourier û de u se define
por

〈û,φ〉 = 〈u, φ̂〉, φ ∈ S(Rn).
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Pelo Teorema 3.1.7, û está bem definida. Ainda, se φj → 0 em S(Rn),
então φ̂j → 0 em S(Rn) e segue que

〈û,φj〉 = 〈u, φ̂j〉 → 〈u, 0〉 = 0.

A linearidade é imediata e, então, û é uma distribuição temperada.
Agora, se (uj) ⊂ S′(Rn) é tal que uj → u em S′(Rn), temos que

〈ûj,φ〉 = 〈uj, φ̂〉 → 〈u, φ̂〉 = 〈û,φ〉.

Logo, F : S′(Rn) −→ S′(Rn) é contı́nua.
Ainda, para u ∈ S′(Rn), temos pelo Teorema 3.1.9 que

F−1u : S(Rn) −→ C

〈F−1u,φ〉 = 〈u,F−1φ〉

está bem definida e

〈F−1û,φ〉 = 〈û,F−1φ〉 = 〈u,FF−1φ〉 = 〈u,φ〉

para toda φ ∈ S(Rn). Logo, F : S′(Rn) −→ S′(Rn) é continuamente in-
versı́vel.

No próximo exemplo, vamos calcular a transformada de Fourier da
Delta de Dirac como distribuição temperada.

Exemplo 3.1.23. Dada φ ∈ S(Rn), temos que

〈δ̂,φ〉 = 〈δ, φ̂〉 = φ̂(0) =
∫
φ(x)dx = 〈1,φ〉.

Ou seja, δ̂ = 1.

Teorema 3.1.24. Valem as seguintes propriedades para a transformada de Fourier
em S′(Rn):

(a) Se f ∈ L1(Rn), a transformada f̂ de f como distribuição temperada coincide
com a transformada de f dada por (3.1.1);

(b) Se f ∈ L2(Rn), então f̂ ∈ L2(Rn), F−1f ∈ L2(Rn) e

||f||2
L2

= (2π)n||f̂||2
L2

= ||F−1f||2
L2

;
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(c) Se u ∈ S′(Rn), então

D̂αu = ξαû,

x̂αu = (−1)|α|Dαû,
ˆ̂u = (2π)nǔ.

Demonstração. (a) Se ψ ∈ S(Rn), segue do Teorema 3.1.10 que

〈ψ̂,φ〉 = 〈ψ, φ̂〉 =
∫
ψ(x)φ̂(x)dx =

∫
ψ̂(x)φ(x)dx

para toda φ ∈ S(Rn), ou seja, as transformadas de Fourier como função e
como distribuição coincidem.

Quando f ∈ L1(Rn), da densidade de C∞c (Rn) em L1(Rn), segue que
existe (ψj) ⊂ S(Rn) tal que ψj → f em L1(Rn). Assim, da continuidade de
F em S′(Rn), segue que

〈f̂,φ〉 = 〈f, φ̂〉

=

∫
f(x)φ̂(x)dx

= lim
j→∞
∫
ψj(x)φ̂(x)dx

= lim
j→∞
∫
ψ̂j(x)φ(x)dx

=

∫
f̂(x)φ(x)dx.

(b) Seja (ψj) ⊂ S(Rn) tal que ψj → f em L2(Rn). Do Teorema 3.1.10

segue que∫
|ψ̂j(x) − ψ̂k(x)|

2dx =

∫
(ψ̂j(x) − ψ̂k(x))(ψ̂j(x) − ψ̂k(x))dx

= (2π)n
∫
(ψj(x) −ψk(x))(ψj(x) −ψk(x))dx

= (2π)n
∫
|ψj(x) −ψk(x)|

2dx,

ou seja, ||ψ̂j − ψ̂k||2L2 = (2π)n||ψj −ψk||
2
L2

.
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Como (ψj) é uma sequência convergente, então é de Cauchy. Logo,
(ψ̂j) ⊂ L2(Rn) também é um sequência de Cauchy. Como L2(Rn) é um
espaço de Banach, segue que ψ̂j converge para alguma função g ∈ L2(Rn).

Agora, pela desigualdade de Hölder, temos que

||(ψj − f)φ||L1 6 ||ψj − f||L2 ||φ||L2 → 0

e
||(ψ̂j − g)φ||L1 6 ||ψ̂j − g||L2 ||φ||L2 → 0.

Ou seja, ψjφ→ fφ e ψ̂jφ→ gφ em L1(Rn) para qualquer φ ∈ S(Rn). Com
isso,

〈f̂,φ〉 = 〈f, φ̂〉

=

∫
f(x)φ̂(x)dx

= lim
j→∞
∫
ψj(x)φ̂(x)dx

= lim
j→∞
∫
ψ̂j(x)φ(x)dx

= lim
j→∞
∫
g(x)φ(x)dx

= 〈g,φ〉.

Logo, f̂ = g ∈ L2(Rn). Por fim,

||f̂||2
L2

= lim
j→∞ ||ψ̂j||

2
L2

= (2π)n lim
j→∞ ||ψj||

2
L2

= (2π)n||f||2
L2

.

(c) Segue do Teorema 3.1.7 que, para todo α ∈ Zn
+ e φ ∈ S(Rn),

〈D̂αu,φ〉 = 〈Dαu, φ̂〉 = (−1)|α|〈u,Dαφ〉 = 〈u, ξ̂αφ〉 = 〈û, ξαφ〉 = 〈ξαû,φ〉,

ou seja, D̂αu = ξαû.
Ainda,

〈x̂αu,φ〉 = 〈xαu, φ̂〉 = 〈u, xαφ̂〉 = 〈u, D̂αφ〉 = (−1)α〈D̂αu,φ〉.

Logo, x̂αu = (−1)αD̂αu.

50



Por fim, temos que

F−1φ̌(x) =
1

(2π)n

∫
eix·ξφ̌(ξ)dξ =

1

(2π)n

∫
e−ix·ξφ(ξ)dξ =

1

(2π)n
φ̂(x).

Então, φ̌(ξ) = 1
(2π)n

ˆ̂φ(ξ). Assim,

〈 ˆ̂u,φ〉 = 〈u, ˆ̂φ〉 = 〈u, (2π)nφ̌〉 = 〈(2π)nǔ,φ〉,

ou seja, ˆ̂u = (2π)nǔ.

Usando as estimativas (3.1.4) e (3.1.2), o Teorema 3.1.24 e o Teorema de
Interpolação de Riesz-Thorin, segue o próximo resultado.

Corolário 3.1.25. Sejam 1 6 p 6 2 6 q 6∞ com 1
p +

1
q = 1. Então,

||û||Lq 6 ||u||Lp

e
||F−1u||Lq 6 ||u||Lp

para qualquer u ∈ Lp(Rn).

Lema 3.1.26. Seja g ∈ L1(Rn). Então, as seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) Se ||F−1(g)||L∞ 6 C0 e v ∈ L1(Rn), então

||F−1(gF(v))||L∞ 6 C0||v||L1 .

(b) Se ||g||L∞ 6 C1 e v ∈ L2(Rn), então

||F−1(gF(v))||L2 6 C1||v||L2 .

(c) Se ||F−1(g)||L∞ 6 C0, ||g||L∞ 6 C1 e v ∈ L1(Rn)∩ L2(Rn), então

||F−1(gF(v))||Lq 6 C2δ0 C
1−2δ
1 ||v||Lp ,

onde p ∈ [1, 2], 1p +
1
q = 1 e δ := 1

p −
1
2 .
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Demonstração. (a) Como v ∈ L1(Rn), segue de (3.1.2) que F(v) ∈ L∞(Rn).
Dessa forma, como g ∈ L1(Rn), segue que gF(v) ∈ L1(Rn). Agora, usando
a relação (3.1.13) e a Desigualdade de Young, segue que

||F−1(gF(v))||L∞ = ||F−1(g) ∗ v||L∞
6 ||F−1(g)||L∞ ||v||L1
6 C0||v||L1 .

(b) Como v ∈ L2(Rn), segue do Teorema 3.1.24 que F(v) ∈ L2(Rn).
Assim, como g ∈ L∞(Rn), segue que gF(v) ∈ L2(Rn). Dessa forma, usando
novamente o Teorema 3.1.24, concluı́mos que

||F−1(gF(v))||L2 = ||gF(v)||L2

6 ||g||L∞ ||F(v)||L2
6 C1||v||L2 .

Finalmente, o item (c) segue dos itens (a) e (b) e do Teorema de interpolação
de Riesz-Thorin.

Nosso objetivo, agora, é definir a transformada parcial de Fourier para
funções localmente integráveis e, posteriormente, para distribuições.

Para o caso das funções, consideremos um aberto Ω ⊂ Rn e uma função
f(t, x) ∈ L1loc(Ω×Rm). Se, para todo compacto K ⊂ Ω,∫

K

∫
Rm

|f(t, x)|dxdt <∞,

então, cobrindo Ω com uma quantidade enumerável de compactos e apli-
cando o Teorema de Fubini em cada compacto, temos que f(t, x) é integrável
em x para quase todo t ∈ Ω. Desta forma, podemos definir a transformada
de Fourier de f(t, x) na variável x como

Fx→ξ
(
f(t, x)

)
(t, ξ) = f̃(t, ξ) =

∫
Rm
e−ix·ξf(t, x)dx. (3.1.19)

Além disso, para cada compacto K× L ⊂ Ω×Rm,∫
K×L

|f̃(t, x)| =
∫
L

∫
K

∣∣∣∣∫
Rm
e−ix·ξf(t, x)dx

∣∣∣∣dtdξ
6 |L|

∫
K

∫
Rm

|f(t, x)|dxdt <∞,
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ou seja, f̃(t, x) ∈ L1loc(Ω×Rm) ⊂ D′(Ω×Rm).
De maneira análoga, se f(t, x) ∈ L1loc(Ω×Rm), podemos definir a trans-

formada parcial inversa de Fourier na variável ξ por

F−1
ξ→x

(
f(t, ξ)

)
(t, x) =

1

(2π)m

∫
eix·ξf(t, ξ)dx.

Para definir a transformada parcial de Fourier de uma distribuição não
podemos agir da mesma maneira já que, em geral, fixar uma variável carece
de sentido para uma distribuição. Para isso, denotemos a projeção (t, x) 7→ t

por π : Ω×Rm −→ Ω.

Definição 3.1.27. Sejam m,n > 1 e Ω ⊂ Rn. Denotamos por C∞c (Ω, S(Rm))

o subespaço de S(Rn, Rm) das funções φ tais que π(supp(φ)) é um com-
pacto de Ω.

Dizemos que uma sequência (φj) ⊂ C∞c (Ω, S(Rm)) converge para zero
em C∞c (Ω, S(Rm)), e escrevemos φj → 0 em C∞c (Ω, S(Rm)), se existe um
compacto K ⊂ Ω tal que supp(φj) ⊂ K×Rm para todo j ∈N e φj → 0 em
S(Rn ×Rm).

Teorema 3.1.28. A transformada parcial de Fourier, definida por (3.1.19), é um
operador continuamente inversı́vel em C∞c (Ω, S(Rm)), com inversa dada por

F−1
ξ→x

(
f(t, ξ)

)
(t, x) =

1

(2π)m

∫
eix·ξf(t, ξ)dx.

Ainda, valem as fórmulas

(a) D̃αxφ(t, ξ) = ξαφ̃(t, ξ);

(b) (x̃αφ)(t, ξ) = (−1)αDαξ φ̃(t, ξ);

(c) D̃βt φ(t, ξ) = D
β
t φ̃(t, ξ);

(d)
∫∫
Ω×Rm

φ̃(t, ξ)ψ(t, x)dxdt =
∫∫
Ω×Rm

φ(t, x)ψ̃(t, ξ)dxdt.

Demonstração. A primeira parte do teorema é análoga ao que foi feito no
Teorema 3.1.9.

A demonstração dos itens (a) e (b) segue do Teorema 3.1.7 aplicado na
variável x. O item (c) é consequência de derivação sob o sinal de integração
e o item (c) segue usando o item (a) do Teorema 3.1.10.
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Definição 3.1.29. Um funcional linear e contı́nuo em C∞c (Ω, S(Rm)) é dito
uma distribuição temperada em x ∈ Rm. O espaço das distribuições tempe-
radas em x é denotado por D′(Ω, S′(Rm)).

Exemplo 3.1.30. Se u ∈ S′(Ω×Rm), a restrição de u a C∞c (Ω, S(Rm)) é uma
distribuição temperada em x. Em particular,

E ′(Ω×Rm) ⊂ D′(Ω, S′(Rm)).

Agora, vejamos a definição de transformada parcial de Fourier para
distribuições temperadas em x.

Definição 3.1.31. Se u ∈ D′(Ω, S′(Rm)), a transformada parcial de Fourier
ũ se define por

〈ũ,φ〉 = 〈u, φ̃〉, φ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)).

Da mesma forma como acontece com a transformada de Fourier quando
estendida a D′(Ω), a transformada parcial de Fourier também mantém as
suas propriedades quando estendida a D′(Ω, S′(Rm)).

A seguir, vamos calcular a transformada de Fourier da Delta de Dirac
em R2.

Exemplo 3.1.32. Consideremos δ = δ(t, x) em R2. Então,

〈δ̃,φ〉 = 〈δ, φ̃〉 = φ̃(0, 0) =
∫

R

φ(0, x)dx.

Denotamos essa distribuição por δ(t) indicando que atua como a distribuição
Delta de Dirac somente na variável t, enquanto na segunda variável, atua
como a função 1.

3.2 outros espaços de distribuições

Nesta seção, vamos apresentar alguns espaços de distribuições que são
definidos através da transformada de Fourier. Começamos pelos mais
conhecidos deles que são os espaços de Sobolev de ordem fracionária.

Definição 3.2.1. Sejam 1 < p <∞ e s ∈ R. Os espaços de Sobolev de ordem
fracionária são definidos como

Hsp(R
n) =

{
f ∈ S′(Rn) : ||f||Hsp := ||F−1(〈ξ〉sF(f))||Lp <∞},

onde 〈ξ〉 denota os colchetes japoneses dados por 〈ξ〉2 := 1+ |ξ|2.
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Quando p = 2 também usamos a notação Hs(Rn).

Definição 3.2.2. Sejam 1 < p < ∞ e s ∈ R. Os espaços de Sobolev ho-
mogêneos de ordem fracionária são definidos como

Ḣsp(R
n) =

{
f ∈ S′(Rn) : ||f||Ḣsp := ||F−1(|ξ|sF(f))||Lp <∞}.

De [2, Teoremas 6.2.3 e 6.3.2] segue o próximo resultado de incorporação
entre espaços de Sobolev homogêneos e não homogêneos.

Teorema 3.2.3. Sejam s1, s2 ∈ R tais que s1 6 s2. Então, temos

Hs2p ⊆ Hs1p ⊆ Ḣs1p ,

com || · ||
Ḣ
s1
p

6 || · ||
H
s1
p

6 || · ||
H
s2
p

para todo 1 < p <∞.

Agora, vamos apresentar uma classe especial de distribuições tempe-
radas conhecidas por multiplicadores do tipo (p,q). Para isso, seguimos
[11].

Definição 3.2.4. Dados 1 6 p, q 6∞, denotamos por Lqp = Lqp(R
n) o espaço

das distribuições temperadas T que satisfazem a estimativa

||T ∗ u||Lq 6 C||u||Lp

para toda u ∈ S(Rn), onde a constante C não depende de u.

Definição 3.2.5. O conjunto das transformadas de Fourier T̂ das distribuições
T ∈ Lqp, para 1 6 p, q 6 ∞, é denotado por Mq

p =Mq
p(R

n). Os elementos
de Mq

p são chamados de multiplicadores do tipo (p,q).

Lema 3.2.6. Sejam 1 6 p, p ′, q, q ′ 6 ∞ tais que 1
p +

1
p ′ = 1 e 1

q + 1
q ′ = 1.

Então, Lqp = Lp
′

q ′ .

Demonstração. Vamos verificar que Lqp ⊆ Lp
′

q ′ . Para isso, seja T ∈ Lqp. Então,
temos que

||T ∗ u||Lq 6 C||u||Lp , u ∈ S.

Usando a desigualdade de Hölder, segue que

|T ∗ u ∗ v(0)| =
∣∣∣∣∫ T ∗ u(x)v(−x)dx∣∣∣∣

6 ||T ∗ u||Lq ||v||Lq ′

6 C||u||Lp ||v||Lq ′ .
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Tomando u ∈ S tal que, em quase todo ponto, T ∗ v(x)u(−x) tem sinal
constante, |T ∗ v|p ′

é múltiplo de |u|p e u 6= 0, do Teorema 2.1.3 segue que

||T ∗ v||
Lp

′ ||u||Lp =

∣∣∣∣∫ T ∗ v(x)u(−x)dx∣∣∣∣
= |T ∗ v ∗ u(0)|
= |T ∗ u ∗ v(0)|
6 C||u||Lp ||v||Lq ′ .

Assim, ||T ∗ v||
Lp

′ 6 C||v||
Lq

′ e segue que T ∈ Lp
′

q ′ .
A outra inclusão é análoga.

Do Lema 3.2.6 segue que, se 1 6 p, p ′, q, q ′ 6∞ são tais que 1
p +

1
p ′ = 1

e 1
q +

1
q ′ = 1, então Mq

p =Mp ′

q ′ .

Teorema 3.2.7. Seja φ > 0 mensurável tal que

m({ξ ∈ Rn : φ(ξ) > s}) 6
C

s
. (3.2.1)

Então, com uma constante Cp dependendo de p e C temos, quando 1 < p 6 2,(∫ ∣∣∣∣ ûφ
∣∣∣∣pφ2dξ) 1

p

6 Cp||u||Lp , u ∈ Lp.

Note que o integrando pode ser escrito como |û|φ2−p e, então, é natural
definimos este para ser 0 quando φ = 0.

Demonstração. Quando p = 2, temos que(∫ ∣∣∣∣ ûφ
∣∣∣∣2φ2dξ

)1
2

=

(∫
|û|2dξ

)1
2

= ||û||L2

= (2π)
n
2 ||u||L2 .

Ou seja, o resultado vale para p = 2 com C2 = (2π)
n
2 .

Agora, escrevendo dµ(ξ) = (φ(ξ))2dξ e Tu = û
φ , seja

m(s) = m({ξ ∈ Rn : φ(ξ) > s}).
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Dessa forma, como sm(s) 6 C, temos que

µ({ξ ∈ Rn : φ(ξ) 6 σ}) =
∫
χ{ξ:φ(ξ)6σ}dµ(ξ)

=

∫
χ{ξ:φ(ξ)6σ}(φ(ξ))

2dξ

=

∫
χ{ξ:s6σ}s

2dφ−1(s)

=

∫σ
0
s2d(−m(s))

= 2

∫σ
0
sm(s)ds− σ2m(σ) + lim

s→0
s2m(s)

6 2Cσ.

Assim, como

|(Tu)(ξ)| =

∣∣∣∣ û(ξ)φ(ξ)

∣∣∣∣ 6 ||u||L1

φ(ξ)
,

temos que

{ξ ∈ Rn : |(Tu)(ξ)| > s} ⊆
{
ξ ∈ Rn : φ(ξ) 6

||u||L1

s

}
e, então,

µ({ξ ∈ Rn : |(Tu)(ξ)| > s}) 6 µ

({
ξ ∈ Rn : φ(ξ) 6

||u||L1

s

})
6 2C

||u||L1

s
,

u ∈ L1(Rn).
Ainda, usando a validade do Teorema para p = 2, segue que

µ({ξ ∈ Rn : |(Tu)(ξ)| > s}) =
∫
χ{ξ∈Rn:|(Tu)(ξ)|>s}dµ(ξ)

=

∫
χ{ξ∈Rn:|(Tu)(ξ)|>s}(φ(ξ))

2dξ

6
∫
χ{ξ∈Rn:|(Tu)(ξ)|>s}

|(Tu)(ξ)|

s
(φ(ξ))2dξ

6
1

s2

∫ ∣∣∣∣ û(ξ)φ(ξ)

∣∣∣∣2 (φ(ξ))2dξ
6 (2π)n

(
||u||L2

s

)2
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para u ∈ L2(Rn).
Logo, T é um operador linear limitado de L1 em L1,µ e de L2 em L2,µ

e, pelo Teorema de Interpolação de Marcinkiewincz, segue que T é um
operador linear limitado de Lp em Lp para qualquer 1 6 p 6 2, ou seja,(∫ ∣∣∣∣ û(ξ)φ(ξ)

∣∣∣∣p (φ(ξ))2dξ) 1
p

=

(∫ ∣∣∣∣ û(ξ)φ(ξ)

∣∣∣∣p dµ) 1
p

6 Cp||u||Lp

para u ∈ Lp(Rn).

Corolário 3.2.8. Se φ > 0 satisfaz (3.2.1) e 1 < p 6 r 6 p ′ <∞ com 1
p +

1
p ′ = 1,

temos (∫ ∣∣∣ûφ(1r− 1
p ′

)∣∣∣rdξ)1r 6 Cp,r||u||Lp ,

para toda u ∈ Lp(Rn).

Demonstração. Escrevendo dµ = φ(ξ)dξ e usando o Corolário 2.1.4, temos(∫ ∣∣∣ûφ(1r− 1
p ′

)∣∣∣rdξ)1r =

(∫
|û|r(φ

− 1
p ′ )rφdξ

)1
r

=

(∫
|û|r(φ

− 1
p ′ )rdµ

)1
r

= ||ûφ
− 1
p ′ ||Lr(µ)

6 ||ûφ
− 1
p ′ ||α

Lp
′
(µ)

||ûφ
− 1
p ′ ||1−α

Lp(µ)

=

(∫
|û|

φ
φdξ

) α
p ′
(∫

|û|φ2−pdξ

)1−α
p

= ||û||α
Lp

′

(∫
|û|φ2−pdξ

)1−α
p

,

(3.2.2)

onde α ∈ [0, 1] é tal que 1
r =

α
p ′ +

1−α
p . Finalmente, usando o Corolário 3.1.25

e o Teorema 3.2.7, concluı́mos que(∫ ∣∣∣ûφ(1r− 1
p ′

)∣∣∣rdξ)1r 6 Cp,r||u||Lp

para u ∈ Lp(Rn).
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Finalmente, o próximo teorema nos fornece uma condição sob a qual
uma função pertence à Mq

p.

Teorema 3.2.9. Seja f uma função mensurável tal que, para algum 1 < b <∞ e
alguma constante C positiva, vale que

m{ξ ∈ Rn : |f(ξ)| > l} 6 Cl−b

para todo l positivo. Então, f ∈Mq
p se 1 < p 6 2 6 q <∞ e 1

p −
1
q = 1

b .

Demonstração. Sejam 1 < p ′, q ′ <∞ tais que 1
p +

1
p ′ = 1 e 1

q +
1
q ′ = 1. Como

M
q
p =Mp ′

q ′ , podemos assumir que p 6 q ′. Tomando φ = |f|b e r = q ′, temos

m{ξ ∈ Rn : φ(ξ) > s} = m{ξ ∈ Rn : |f(ξ)|b > s}

= m{ξ ∈ Rn : |f(ξ)| > b
√
s}

6
C

s
.

Assim, usando o Corolário 3.2.8, como

1

q ′
−
1

p ′
= 1−

1

q
− 1+

1

p
=
1

p
−
1

q
=
1

b
,

chegamos que
||fû||

Lq
′ 6 Cp,q ′ ||u||Lp (3.2.3)

para toda u ∈ Lp(Rn). Agora, seja T ∈ S ′(Rn) tal que T̂ = f. Quando
u ∈ S(Rn), como q ′ 6 2, usando o Corolário 3.1.25, o Teorema 3.1.21 e a
desigualdade (3.2.3), concluı́mos que

||T ∗ u||Lq = ||F−1F(T ∗ u)||Lq 6 ||fû||
Lq

′ 6 Cp,q ′ ||u||Lp .

Logo, T ∈ Lqp e, então, f ∈Mq
p.

A fim de definir os espaços de Besov e de Triebel-Lizorkin em termos
da transformada de Fourier, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.10. Existe ρ ∈ C∞c (Rn) com supp(ρ) ⊆ {x ∈ Rn : 12 < |x| < 2} e tal
que ∞∑

j=−∞ ρ(2
−jξ) = 1, ξ 6= 0.

59



Demonstração. Seja ψ > 0 uma função em C∞c (Rn) tal que ψ(ξ) > 0 quando
1√
2
6 |ξ| 6

√
2 e supp(ψ) ⊆ {x ∈ Rn : 12 < |x| < 2}. Assim, para ξ 6= 0, temos

que ∞∑
j=−∞ψ(2

−jξ) 6= 0

e, então, basta definir

φ(ξ) =
ψ(ξ)∑∞

j=−∞ψ(2−jξ) .

Agora, dada a função do Lema 3.2.10, seja

ρj(y) =

{
ρ(2−jy), j > 1,
1−
∑∞
k=1 ρk(y), j = 0.

(3.2.4)

Definição 3.2.11. Sejam s ∈ R e 1 < p, q <∞. Definimos o espaço de Besov
Bsp,q(R

n) por

Bsp,q(R
n) :=

{
f ∈ S′(Rn) : ||f||Bsp,q

:=
( ∞∑
j=0

2sjq||F−1(ρjF(f))||
q
Lp

) 1
q
<∞}.

Definição 3.2.12. Sejam s ∈ R e 1 < p, q < ∞. Definimos o espaço de
Triebel-Lizorkin Fsp,q(R

n) por

Fsp,q(R
n) :=

{
f ∈ S′(Rn) : ||f||Fsp,q

:=
∣∣∣∣∣∣( ∞∑

j=0

2sjq|F−1(ρjF(f))|
q
) 1
q
∣∣∣∣∣∣
Lp
<∞}.

Lema 3.2.13. Seja s ∈ R e 1 < p, q <∞. Então, valem as seguintes inclusões:

(a) Bsp,q(R
n) ⊆ Fsp,q(R

n) se 1 < q 6 p <∞;

(b) Fsp,q(R
n) ⊆ Bsp,q(R

n) se 1 < p 6 q <∞.
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Demonstração. Fazemos a demonstração do item (a) e o item (b) é análogo.
Para isso, se f ∈ Bsp,q(R

n) com 1 < q 6 p <∞, então

||f||Fsp,q
=
∣∣∣∣∣∣( ∞∑

j=0

2sjq|F−1(ρjF(f))|
q
) 1
q
∣∣∣∣∣∣
Lp

=
∣∣∣∣∣∣ ∞∑
j=0

2sjq|F−1(ρjF(f))|
q
∣∣∣∣∣∣ 1q
L
p
q

6
( ∞∑
j=0

2sjq||F−1(ρjF(f))||
q
Lp

) 1
q

= ||f||Bsp,q
.

Logo, f ∈ Fsp,q(R
n) e a inclusão é contı́nua.

Quando s = 0 e q = 2 temos que F0p,2(R
n) = Lp(Rn) para 1 < p < ∞

(veja [20, Subseção 2.5.6]). Dessa forma, usando o Lema 3.2.13, chegamos
no próximo resultado.

Teorema 3.2.14. Consideremos 1 < p 6 2 com 1
p +

1
s = 1. Então,

(a) Lp(Rn) ⊆ B0p,2(R
n);

(b) B0s,2(R
n) ⊇ Ls(Rn)

Teorema 3.2.15. Sejam g ∈ L∞(Rn) e 1 < p 6 2 6 s < ∞ com 1
p +

1
s = 1.

Ainda, supõe que

||F−1(gρjF(v))||Ls 6 C||v||Lp , j = 0, 1, 2, · · · , (3.2.5)

onde C é independente de j e v. Então, para alguma constante A que não depende
de g,

||F−1(gF(v))||B0s,q
6 AC||v||B0p,q

(3.2.6)

para todo q > 1.

Demonstração. Comece notando que se |j− k| > 1, então ρjρk = 0. Dessa
forma, considerando ρ−1 = 0, temos que

ρjF(v) = ρj

∞∑
k=0

ρkF(v) = ρj(ρj−1 + ρj + ρj+1)F(v).
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Assim, substituindo v em (3.2.5) por vj onde F(vj) = (ρj−1 + ρj + ρj+1)F(v),
segue que

||F−1(gρjF(v))||Ls = ||F−1(gρjF(vj))||Ls 6 C||vj||Lp , (3.2.7)

para j = 0, 1, · · · . Elevando a desigualdade (3.2.7) na potência q, somando
sobre todos os valores de j e tomando a raiz q-ésima, temos que( ∞∑

j=0

||F−1(gρjF(v))||
q
Ls

) 1
q
6 C

( ∞∑
j=0

(
||F−1[(ρj−1 + ρj + ρj)F(v)]||Lp

)q) 1q
(3.2.8)

Finalmente, usando a desigualdade de Minkowski, concluı́mos que( ∞∑
j=0

(
||F−1[(ρj−1 + ρj + ρj)F(v)]||Lp

)q) 1q
6

6
( ∞∑
j=0

(
||F−1(ρj−1F(v))||Lp + ||F−1(ρjF(v))||Lp + ||F−1(ρj+1F(v))||Lp

)q) 1q
6

1∑
k=−1

( ∞∑
j=0

(
||F−1(ρj+kF(v))||Lp

)q) 1q
6 3
( ∞∑
j=0

(
||F−1(ρjF(v))||Lp

)q) 1q .

(3.2.9)

Substituindo (3.2.9) em (3.2.8), concluı́mos que

||F−1(gF(v))||B0s,q
=
( ∞∑
j=0

||F−1(gρjF(v))||
q
Ls

) 1
q

6 3C
( ∞∑
j=0

(
||F−1(ρjF(v))||Lp

)q) 1q
= 3C||v||B0p,q

,

para j = 0, 1, · · · .

Observação 3.2.16. Escolhendo q = 2 no Teorema 3.2.15 e usando o Teo-
rema 3.2.14, concluı́mos que

||F−1(gF(v))||Ls 6 AC||v||Lp . (3.2.10)
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4
U M L E M A D O T I P O L I T T M A N

Este capı́tulo é voltado ao estudo de um lema do tipo Littman que é
uma ferramenta chave para obter estimativas Lp − Lq na linha conjugada
para soluções do problema de Cauchy para a equação da onda.

Teorema 4.0.1 (Lema do tipo do Littman). Dado τ0 um número positivo grande,
consideremos, para τ > τ0, a integral oscilante

F−1
η→x(e

±iτ|η|v(η)),

com v ∈ C∞c (Rn) e supp(v) ⊆
{
η ∈ Rn : |η| ∈

[
1
2 , 2
]}

. Então, vale a seguinte
estimativa L∞ − L∞

‖F−1
η→x(e

±iτ|η|v(η))‖
L∞ 6 C(1+ τ)−

n−1
2

∑
|α|6s

‖Dαηv(η)‖L∞ ,

onde s > n+3
2 .

Vamos separar nossa discussão em duas seções. Por primeiro, vamos
desenvolver o método da fase estacionária e na segunda seção, fazendo o
uso desse método, demonstramos o Teorema 4.0.1.

4.1 método da fase estacionária

Nesta seção, seguindo [19, Capı́tulo 8] e [10, Capı́tulo 2], estudamos o
comportamento de uma classe especial de integrais da forma∫

Rn
eiλφ(x)u(x)dx, (4.1.1)
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onde u ∈ C∞c (Rn) é chamada de função amplitude e φ ∈ C∞(Rn) é cha-
mada de função de fase, ambas com valores reais. Vamos ver que um
princı́pio básico sobre a análise de integrais oscilatórias da forma (4.1.1)
é de que, a medida que o gradiente da função de fase não se anula, a
integral decresce rapidamente em λ e, portanto, a maior contribuição vem
dos pontos onde o gradiente de φ se anula.

A fim de simplificar o texto, vamos identificar por M(m×n) o conjunto
das matrizes reais m × n e, se Q ∈ M(n × n) é uma matriz simétrica
e invertı́vel com r autovalores positivos e n − r negativos, denotamos
sgnQ = r− (n− r). Ainda, se detQ 6= 0, dizemos que Q é uma matriz não
degenerada.

Proposição 4.1.1. Supõe que |∇φ(x)| > c > 0 para todo x ∈ supp(u). Então,
para todo N > 0, ∣∣∣∣∫

Rn
eiλφ(x)u(x)dx

∣∣∣∣ 6 cNλ−N,

quando λ > 0.

Demonstração. Consideremos o operador

L :=
1

iλ

n∑
k=1

ak(x)
∂

∂xk
,

onde a(x) = ∇φ(x)
|∇φ(x)|2 . Temos que

L
(
eiλφ(x)

)
=
1

iλ

n∑
k=1

ak(x)
∂eiλφ(x)

∂xk

=
1

iλ

n∑
k=1

1

|∇φ(x)|2
∂φ(x)

∂xk

∂eiλφ(x)

∂xk

= eiλφ(x).
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Dessa forma, usando integração por partes e o fato de que u tem suporte
compacto,∫

Rn
eiλφ(x)u(x)dx =

∫
Rn
L
(
eiλφ(x)

)
u(x)dx

=

∫
Rn

1

iλ

n∑
k=1

ak(x)
∂eiλφ(x)

∂xk
u(x)dx

=
1

iλ

n∑
k=1

∫
Rn
ak(x)

∂eiλφ(x)

∂xk
u(x)dx

= −
1

iλ

n∑
k=1

∫
Rn
eiλφ(x)

∂(aku)

∂xk
(x)dx

=

∫
Rn
eiλφ(x)

(
−
1

iλ

n∑
k=1

∂(aku)

∂xk
(x)

)
dx

=

∫
Rn
eiλφ(x)Ltu(x)dx,

onde

Ltu = −
1

iλ

n∑
k=1

∂(aku)

∂xk
.

Da mesma forma, para cada N > 0, temos∫
Rn
eiλφ(x)u(x)dx =

∫
Rn
eiλφ(x)(Lt)Nu(x)dx (4.1.2)

O resultado segue tomando o valor absoluto em ambos os lados de (4.1.2).

Agora, um questionamento natural é sobre o que acontece com (4.1.1)
quando esta possui um ponto crı́tico não degenerado, ou seja, quando
φ ′(x0) = 0 e φ ′′(x) 6= 0 para algum x0. Uma bom indicativo do comporta-
mento da integral, e que também é o caso que utilizamos nesta dissertação,
vem de quando φ(x) é uma função quadrática, em que a origem é um ponto
crı́tico não degenerado. Em especı́fico, vamos analisar a integral com

φ(x) =
1

2
〈x,Qx〉,
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sendo Q uma matriz real n×n, simétrica e com determinante não nulo.
Interessados em desenvolver o Método da Fase Estacionária, precisamos

dos seguintes resultados que dizem respeito à transformada de Fourier de
funções Gaussianas imaginárias.

Lema 4.1.2. Sejam A uma matriz n×n Hermitiana e f(x) = e−
〈Ax,x〉
2 . Valem

(a) Se 〈ReAx, x〉 > 0, então f ∈ L1(Rn);

(b) Se 〈ReAx, x〉 = 0, então f ∈ S′(Rn) e f /∈ L1(Rn).

Demonstração. (a) Caso 〈ReAx, x〉 > 0, temos que∫
Rn

∣∣∣e− 〈Ax,x〉
2

∣∣∣dx = ∫
Rn

∣∣∣e− 〈ReAx,x〉
2

∣∣∣ ∣∣∣e−i 〈ImAx,x〉
2

∣∣∣dx
=

∫
Rn

∣∣∣e− 〈ReAx,x〉
2

∣∣∣dx <∞.

Logo, f ∈ L1(Rn).
(b) Caso 〈ReAx, x〉 = 0, começaremos verificando que f /∈ L1(Rn). Para

isso, ∫
Rn

∣∣∣e− 〈Ax,x〉
2

∣∣∣dx = ∫
Rn

∣∣∣e− 〈ReAx,x〉
2

∣∣∣ ∣∣∣e−i 〈ImAx,x〉
2

∣∣∣dx
=

∫
Rn
1dx =∞.

Logo, f /∈ L1(Rn). Finalmente, para verificar que f ∈ S′(Rn), note que a
linearidade é imediata e, então, resta provarmos a continuidade. Para isso,
seja (φj) ⊂ S(Rn) tal que φj → 0 em S(Rn). Assim, segue da Proposição
3.1.6 que∣∣∣∣∫

Rn
e−

〈Ax,x〉
2 φj(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫
Rn

∣∣∣e− 〈Ax,x〉
2

∣∣∣ |φj(x)|dx = ∫
Rn

|φj(x)|dx→ 0.

Sendo assim, f ∈ S′(Rn).

Lema 4.1.3. Se A é uma matriz n×n Hermitiana tal que 〈ReAx, x〉 > 0, então

F
(
e−

〈Ax,x〉
2

)
(ξ) =

(∫
Rn
e−

〈Ax,x〉
2 dx

)
e−

〈A−1ξ,ξ〉
2 .
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Demonstração. Definimos

u(x) = e−
〈Ax,x〉
2 .

Observe que 〈ReAx, x〉 > 0 e, do Lema 4.1.2, segue que u ∈ L1(Rn). Agora,
para todo j ∈N, temos que

(Dju)(x) = i(Ax)ju(x). (4.1.3)

Por outro lado, se v é uma distribuição satisfazendo (4.1.3), então, para todo
j ∈N,

Dj

(
v(x)e

〈Ax,x〉
2

)
= (Djv)(x)e

〈Ax,x〉
2 − v(x)i(Ax)je

〈Ax,x〉
2

= i(Ax)jv(x)e
〈Ax,x〉
2 − i(Ax)jv(x)e

〈Ax,x〉
2

= 0.

Assim, v(x)e
〈Ax,x〉
2 é constante e segue que v(x) = v(0)e−

〈Ax,x〉
2 .

Aplicando a transformada de Fourier em (4.1.3) e usando o Teorema
3.1.24, segue que, para todo j ∈N,

ξjû = −i(AD)jû.

Assim,
Djû = i(A−1ξ)jû

e, portanto, aplicando o mesmo que foi feito no caso da equação diferencial
ordinária em (4.1.3), temos

û(ξ) = û(0)e−
〈A−1ξ,ξ〉

2

=

(∫
Rn
e−

〈Ax,x〉
2 dx

)
e−

〈A−1ξ,ξ〉
2 .

(4.1.4)

De posse desses resultados, vamos calcular a transformada de Fourier
de

u(x) = ei
〈Qx,x〉
2 ,

onde Q ∈ M(n× n) é uma matriz simétrica real não degenerada. Nesse
caso, como Q é uma matriz real, 〈Re(−iQ)x, x〉 = 0 e, então, segue do Lema
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4.1.2, que u ∈ S′(Rn) e u /∈ L1(Rn). Sendo assim, precisamos calcular a
sua transformada de Fourier como distribuição temperada e, para isso,
utilizamos a continuidade do operador F no espaço S′(Rn), aproximando u
por funções que satisfazem as hipóteses do Lema 4.1.3.

Lema 4.1.4. Se Q ∈M(n×n) é uma matriz simétrica não degenerada, então

F
(
ei

〈Qx,x〉
2

)
(ξ) = (2π)

n
2 ei

π
4 sgnQ|detQ|−

1
2e−

1
2 i〈Q

−1ξ,ξ〉.

Demonstração. Sejam ε > 0 e Qε := Q+ εiI, onde I é a matriz identidade

de ordem n. Vamos começar verificando que ei
〈Qεx,x〉
2 → ei

〈Qx,x〉
2 em S′(Rn)

quando ε→ 0+. Para isso, dada φ ∈ S(Rn), temos que

ei
〈Qεx,x〉
2 φ(x) = ei

〈Qx,x〉
2 e−ε

〈x,x〉
2 φ(x)→ ei

〈Qx,x〉
2 φ(x)

para todo x ∈ Rn quando ε→ 0+. Ainda,∣∣∣ei 〈Qεx,x〉
2 φ(x)

∣∣∣ = ∣∣∣ei 〈Qx,x〉
2 e−ε

〈x,x〉
2 φ(x)

∣∣∣ = ∣∣∣e−ε 〈x,x〉
2 φ(x)

∣∣∣ 6 |φ(x)|,

e |φ| ∈ L1(Rn) uma vez que S(Rn) ⊂ L1(Rn). Portanto, pelo Teorema da
Convergência Dominada, segue que∫

Rn
ei

〈Qεx,x〉
2 φ(x)dx→

∫
Rn
ei

〈Qx,x〉
2 φ(x)dx

quando ε→ 0+.

Agora, para o cálculo da transformada de Fourier de ei
〈Qεx,x〉
2 , tomando

A = −iQε, temos que

〈ReAx, x〉 = 〈Re(−iQ+ εI)x, x〉 = ε〈x, x〉 > 0

para todo x ∈ Rn \ {0}. Assim, usando o Lema 4.1.3, segue que

F
(
ei

〈Qεx,x〉
2

)
(ξ) =

(∫
Rn
ei

〈Qεx,x〉
2 dx

)
e−i

〈Q−1
ε ξ,ξ〉
2 . (4.1.5)
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Agora, como Q ∈ M(n× n) é uma matriz simétrica, existe P ∈ M(n× n)
ortogonal tal que PTQP = D, ondeD é uma matriz diagonal cujos elementos
são os autovalores de Q. Assim,∫

Rn
ei

〈Qεx,x〉
2 dx =

∫
Rn
ei

〈Qx,x〉
2 −

ε〈x,x〉
2 dx

=

∫
Rn
ei

〈DPTx,PTx〉
2 −

ε〈PTx,PTx〉
2 dx

=

∫
Rn
ei

〈Dy,y〉
2 −

ε〈y,y〉
2 dy

=

∫
Rn
e
∑n
k=1

1
2 (iλk−ε)y

2
kdy

=

n∏
k=1

2

∫∞
0
e
1
2 (iλk−ε)y

2
dy.

(4.1.6)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que λk > 0 para 1 6 k 6 r e
λk < 0 para r+ 1 6 k 6 n.

Se 1 6 k 6 r, então λk > 0 e consideremos zk = (ε− iλk)
1
2y. Sejam φk

e ψk os argumentos de zk e z2k, respectivamente. Escrevendo z2k na forma
polar, temos

z2k = |z2k|e
iψk = |zk|

2eiψk . (4.1.7)

Por outro lado, usando a forma polar de zk, também temos que

z2k = |zk|
2ei2φk . (4.1.8)

Assim, combinando as equações (4.1.7) e (4.1.8), temos que ψk = 2φk. Como
ε, λ > 0, temos que ψk ∈

(
− π
2 , 0
)

. Tomando o ramo da raiz quadrada de

forma que Im(ε− iλk)
1
2 < 0, temos que sen(φk) 6 0 e, então, φk ∈

(
− π
4 , 0
)

.
Dessa forma, ∫∞

0
e
1
2 (iλk−ε)y

2
dy =

1

(ε− iλk)
1
2

∫
Γk

e−
1
2z
2
dz, (4.1.9)

onde Γk é o contorno apresentado na figura 4.1.
Agora, vamos verificar que∫

Γk

e−
1
2z
2
dz =

∫∞
0
e−

1
2x
2
dx.
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Rez

Imz

Rez
=
−
Im
z

Re
z
=
Im
z

Γk , λ
k > 0

Γk,
λk
< 0

Figura 4.1: Contorno relacionado à mudança de variáveis do Lema 4.1.4.

Para isso, dado R > 0, consideremos o contorno definido em três pedaços
dados por


L1 : |z| : R→ 0, θ = 0,
L2 : |z| = R, θ : θk → 0,
L3 : |z| : 0→ R, θ = θk,

(4.1.10)

que também estão apresentados na figura 4.2, onde as setas indicam a
direção da integração de contorno.

Rez

Imz

R

L
3

L1

L2

Figura 4.2: Contorno definido na equação (4.1.10).
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Comecemos por notar que∫
Γk

e−
1
2z
2
dz = lim

R→∞
∫
L3

e−
1
2z
2
dz.

Ainda, temos que e−
1
2z
2

é uma função analı́tica sem singularidades. Por-
tanto, pelo Teorema de Resı́duos (D.0.5), segue que∫

L1

e−
1
2z
2
dz+

∫
L2

e−
1
2z
2
dz+

∫
L3

e−
1
2z
2
dz = 0. (4.1.11)

Analisando as duas primeiras parcelas da soma (4.1.11), temos que∫
L1

e−
1
2z
2
dz =

∫0
R
e−

1
2x
2
dx = −

∫R
0
e−

1
2x
2
dx

e ∣∣∣∣∫
L2

e−
1
2z
2
dz

∣∣∣∣ 6 1

e
1
2R
2

2πR

8
6

πR

4e
R2

2

→ 0

quando R→∞. Assim, tomando o limite quando R→∞ em (4.1.11), segue
que ∫

Γk

e−
1
2z
2
dz =

∫∞
0
e−

1
2x
2
dx =

√
2π

2

e, substituindo em (4.1.9), concluı́mos que∫∞
0
e
1
2 (iλk−ε)y

2
dy =

(2π)
1
2

2(ε− iλk)
1
2

.

Sendo assim,

r∏
k=1

2

∫∞
0
e
1
2 (iλk−ε)y

2
dy = (2π)

r
2

r∏
k=1

1

(ε− iλk)
1
2

e, tomando o limite quando ε→ 0+, temos

lim
ε→0+

1

(ε− iλk)
1
2

=
1

(−i)
1
2 |λk|

1
2

=
ei
π
4

|λk|
1
2

.
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Caso r+ 1 6 k 6 n, temos que λk < 0 e consideremos z = (ε− iλk)
1
2y

tomando o ramo da raiz quadrada tal que Im(ε− iλk)
1
2 > 0. Seguindo

raciocı́nio análogo ao do caso anterior, segue que

n∏
k=r+1

2

∫∞
0
e
1
2 (iλk−ε)y

2
dy = (2π)

n−r
2

n∏
k=r+1

1

(ε− iλk)
1
2

.

Novamente, tomando o limite quando ε→ 0+, temos

lim
ε→0+

1

(ε− iλk)
1
2

=
1

i
1
2 |λk|

1
2

=
e−i

π
4

|λk|
1
2

.

Dessa forma, temos que

F
(
ei

〈Qx,x〉
2

)
(ξ) = lim

ε→0+
F
(
ei

〈Qεx,x〉
2

)
(ξ)

= (2π)
r
2

(
r∏
k=1

ei
π
4

|λk|
1
2

)
(2π)

n−r
2

(
n∏

k=r+1

e−i
π
4

|λk|
1
2

)
e−i

〈Q−1ξ,ξ〉
2

= e−i
〈Q−1ξ,ξ〉

2 (2π)
n
2
ei
π
4 (r−(n−r))

|λ1 · · · λn|
1
2

= (2π)
n
2 ei

π
4 sgnQ|detQ|−

1
2e−

1
2 i〈Q

−1ξ,ξ〉.

De posse desse resultado, podemos enunciar o Método da Fase Esta-
cionária.

Teorema 4.1.5 (Método da Fase Estacionária). Seja Q ∈M(n×n) uma matriz
simétrica e não degenerada. Então, para u ∈ C∞c (Rn) e N > 1, temos que∫

Rn
eiλ

〈Qx,x〉
2 u(x)dx =

N−1∑
k=0

(2π)
n
2 ei

π
4 sgnQ

k!(2i)k|detQ|
1
2λk+

n
2

(〈Q−1Dx,Dx〉ku)(0)+SN(u, λ),

onde
|SN(u, λ)| 6

CQ

2NN!
λ−

n
2−N

∑
|α|6s

∣∣∣∣∣∣Dα〈Q−1D,D〉Nu
∣∣∣∣∣∣
L∞(Rn)

para s > n
2 .
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Demonstração. Usando o item (b) do Teorema 3.1.10 e o Lema 4.1.4, temos∫
Rn
eiλ

〈Qx,x〉
2 u(x)dx =

ei
π
4 sgnQ

(2π)
n
2 λ

n
2 |detQ|

n
2

∫
Rn
e−i

〈Q−1ξ,ξ〉
2λ û(ξ)dξ. (4.1.12)

Ainda, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange (C.0.4), temos que∣∣∣∣∣eit −
N−1∑
k=0

(it)k

k!

∣∣∣∣∣ 6 |t|N

N! para t ∈ R e, então,

e−i
〈Q−1ξ,ξ〉

2λ =

N−1∑
k=0

1

k!

(
1

2λi
〈Q−1ξ, ξ〉

)k
+ RN(ξ, λ),

onde

|RN(ξ, λ)| 6
(2λ)−N

N!
|〈Q−1ξ, ξ〉|N.

Agora, note que, se g ∈ C∞c (Rn), então∫
Rn
ĝ(ξ)dξ =

∫
Rn
ĝ(ξ)ei·0·ξdξ = (2π)ng(0).

Assim, usando o item (a) do Teorema 3.1.7, segue que∫
Rn
〈Q−1ξ, ξ〉kû(ξ)dξ = (2π)n(〈Q−1Dx,Dx〉ku)(0).

Dessa forma, definindo

R̃N(u, λ) =
∫

Rn
RN(ξ, λ)û(ξ)dξ, (4.1.13)

temos que∫
Rn
e−i

〈Q−1ξ,ξ〉
2λ û(ξ)dξ =

∫
Rn

N−1∑
k=0

1

k!

(
1

2λi
〈Q−1ξ, ξ〉

)k
û(ξ)dξ+ R̃N(u, λ)

=

N−1∑
k=0

1

(2λi)kk!

∫
Rn
〈Q−1ξ, ξ〉kû(ξ)dξ+ R̃N(u, λ)

=

N−1∑
k=0

(2π)n

(2λi)kk!
(〈Q−1Dx,Dx〉ku)(0) + R̃N(u, λ).

(4.1.14)
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Portanto, aplicando (4.1.13) e (4.1.14) na equação (4.1.12) e usando o Co-
rolário 3.1.11, segue que

∫
Rn
eiλ

〈Qx,x〉
2 u(x)dx =

N−1∑
k=0

(2π)
n
2 ee

π
4 sgnQ

k!(2i)k|detQ|
1
2λk+

n
2

(〈Q−1Dx,Dx〉ku)(0)+SN(u, λ),

onde

|SN(u, λ)| =

∣∣∣∣∣ ei
π
4 sgnQ

(2π)
n
2 λ

n
2 |detQ|

1
2

R̃N(u, λ)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ei
π
4 sgnQ

(2π)
n
2 λ

n
2 |detQ|

1
2

∫
Rn
RN(ξ, λ)û(ξ)dξ

∣∣∣∣∣
6

CQ

2NN!
(2π)−

n
2 λ−

n
2−N

∫
Rn

∣∣∣〈Q−1ξ, ξ〉Nû(ξ)
∣∣∣dξ

6
C̃Q

2NN!
λ−

n
2−N

∑
|α|6s

∣∣∣∣∣∣Dα〈Q−1D,D〉Nu
∣∣∣∣∣∣
L∞ ,

sendo s > n
2 .

4.2 demonstração do teorema 4 .0 .1

Nesta seção, vamos demonstrar o Teorema 4.0.1. Fazemos a prova da
estimativa para F−1

η→x(e
−iτ|η|v(η)) e o outro caso é análogo.

Comecemos por denotar V =
{
η ∈ Rn : |η| ∈

[
1
2 , 2
]}

.
Como v ∈ C∞c (Rn) temos e−iτ|·|v ∈ L1(Rn) e, então, escrevendo y = x

τ ,
segue que

F−1
η→x(e

−iτ|η|v(η)) =
1

(2π)n

∫
Rn
eiη·xe−iτ|η|v(η)dη

=
1

(2π)n

∫
V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη.

Assim, precisamos estimar

sup
y∈Rn

∣∣∣∣∫
V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη

∣∣∣∣ . (4.2.1)
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Agora, vamos descrever informalmente e de maneira sucinta quais serão
os próximos passos. Começamos definindo um operador linear L tal que
eiτ(η·y−|η|) seja um ponto fixo. Para δ > 0, vamos analisar o que acontece
com (4.2.1) quando |y| /∈ [1− δ, 1+ δ] e quando |y| ∈ [1− δ, 1+ δ].

No caso em que |y| /∈ [1− δ, 1+ δ], usamos que eiτ(η·y−|η|) é ponto fixo de
L para escrever a integral em (4.2.1) como uma nova integral que envolve N
aplicações do operador transposto de L, Lt, em v. Vamos verificar que, nesta
região, cada aplicação de Lt em v gera um decaimento na ordem de τ−1 e,
então, chegamos na estimativa desejada. Este caso é tratado na subseção
4.2.1.

O caso em que |y| ∈ [1− δ, 1+ δ] é tratado na subseção 4.2.2. Começamos
garantindo que basta estimar (4.2.1) para y = (s, 0, · · · , 0) com s ∈ [1− δ, 1+
δ]. Depois, consideramos uma vizinhança Kδ de y de modo que, quando
η /∈ Kδ, o resultado segue aproximando v por uma sequência de funções
de modo que podemos usar o mesmo argumento usado no caso em que
|y| /∈ [1− δ, 1+ δ].

A maior dificuldade da demonstração está no caso em que η ∈ Kδ, já
que aqui não conseguimos garantir que Lt tem decaimento da ordem de
τ−1. Nesta parte, usamos o Lema de Morse para escrever a função de fase
de forma mais simplificada e o método da fase estacionária irá garantir o
decaimento desejado.

Agora, vamos tornar a discussão acima mais precisa. Começamos
introduzindo a função vetorial

φ = φ(τ,y,η) := τ
(
y−

η

|η|

)

e definimos o operador L por

L :=
1

|φ(τ,y,η)|2

n∑
j=1

φj(τ,y,η)
1

i
∂ηj ,

onde φj representa a j-ésima componente de φ.
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Com isso, note que

Leiτ(η·y−|η|) =
1

|φ(τ,y,η)|2

n∑
j=1

φj(τ,y,η)
1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)

=
1∣∣∣τ(y− η

|η|

)∣∣∣2
n∑
j=1

τ

(
yj −

ηj

|η|

)
1

i
iτ

(
yj −

ηj

|η|

)
eiτ(η·y−|η|)

=
1∣∣∣y− η
|η|

∣∣∣2
n∑
j=1

(
yj −

ηj

|η|

)2
eiτ(η·y−|η|)

= eiτ(η·y−|η|),

ou seja, eiτ(η·y−|η|) é ponto fixo de L, por isso a importância da introdução
deste operador.

Agora, vamos dividir a demonstração no partes: por primeiro, quando
|y| /∈ [1− δ, 1+ δ] e depois quando |y| ∈ [1− δ, 1+ δ], com δ > 0.

4.2.1 Caso |y| /∈ [1− δ, 1+ δ]

Neste caso, temos ||y|− 1| > δ e, então,

∣∣∣∣y− η

|η|

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣|y|− ∣∣∣∣ η|η|
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||y|− 1| > δ

para todo η ∈ Rn \ {0}. Assim, vale que

|φ(τ,y,η)| =
∣∣∣∣τ(y− η

|η|

)∣∣∣∣
= τ

∣∣∣∣y− η

|η|

∣∣∣∣
> τδ

(4.2.2)

para todo η ∈ Rn \ {0}.
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Usando que eiτ(η·y−|η|) é ponto fixo de L, temos que∫
V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη =

∫
V
Leiτ(η·y−|η|)v(η)dη

=

∫
V

1

|φ(τ,y,η)|2

n∑
j=1

φj(τ,y,η)
1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)dη

=

n∑
j=1

∫
V

1

|φ(τ,y,η)|2
φj(τ,y,η)

1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)dη.

Agora, para cada j ∈N, vamos analisar a integral∫
V

1

|φ(τ,y,η)|2
φj(τ,y,η)

1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)dη. (4.2.3)

Primeiramente, por (4.2.2), temos que∫
V

∣∣∣∣ φj(τ,y,η)
|φ(τ,y,η)|2

1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)

∣∣∣∣dη
6
∫
V

∣∣∣∣ 1

|φ(τ,y,η)|
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)

∣∣∣∣dη
6

||v(η)||L∞
τδ

∫
V
|∂ηje

iτ(η·y−|η|)|dη

6
||v(η)||L∞
τδ

∫
V

∣∣∣∣iτ(yj − ηj

|η|

)
eiτ(η·y−|η|))

∣∣∣∣dη
6

||v(η)||L∞
δ

∫
V

∣∣∣∣yj − ηj

|η|

∣∣∣∣dη
6

||v(η)||L∞
δ

(∫
V
|yj|dη+

∫
V

∣∣∣∣ηj|η|
∣∣∣∣dη)

6
||v(η)||L∞(|yj|+ 1)

δ

∫
V
1dη

<∞,

ou seja, para cada j ∈N, temos que

1

|φ(τ,y,η)|2
φj(τ,y,η)

1

i
∂ηje

iτ(η·y−|η|)v(η)
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é integrável com relação a variável η. Assim, pelo Teorema de Fubini,
podemos mudar a ordem de integração em (4.2.3) e, usando integração por
partes, temos∫

V
∂ηje

iτ(η·y−|η|) φj(τ,y,η)
|φ(τ,y,η)|2

1

i
v(η)dη

= −

∫
V
eiτ(η·y−|η|)∂ηj

(
φj(τ,y,η)
|φ(τ,y,η)|2

1

i
v(η)

)
dη.

Com isso, temos que o operador transposto de L, denotado por Lt, é da
forma

Ltv = i

n∑
j=1

∂ηj

(
φj(τ,y,η)
|φ(τ,y,η)|2

v(η)

)
. (4.2.4)

Sendo assim, aplicando N integrações por partes, segue que∣∣∣∣∫
V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
V
eiτ(η·y−|η|)(Lt)Nv(η)dη

∣∣∣∣ .
Afirmação 4.2.1. Dado α um multi-ı́ndice com |α| = M ∈ N, considere JM =

{4, . . . , 2(M+ 1)}. Então, para cada j ∈ JM, existe nj ∈N de modo que

∂αη

(
1

|φ(τ,y,η)|2

)
=
∑
j∈JM

1

|φ(τ,y,η)|j

nj∑
k=1

ckj f
k
j (τ,y,η),

onde ckj é constante e fkj é produto de j− 2 funções coordenadas de φ e/ou derivadas
parciais de ordem no máximo M de funções coordenadas de φ.

Demonstração. Fazemos por indução em M e, a fim de simplificar a escrita,
as variáveis de φ = φ(τ,y,η) são omitidas. Para M = 1, consideremos, sem
perda de generalidade, α = e1 = (1, 0, . . . , 0). Neste caso,

∂αη

(
1

|φ|2

)
=

1

|φ|4

n∑
k=1

−2φk∂η1φk.

Logo, o resultado vale para M = 1.
Supondo verdadeiro para algum M ∈N, queremos garantir a validade

do resultado para M+ 1. Novamente, sem perda de generalidade, fazemos
para um multi-ı́ndice α com |α| = M+ 1 e α = β+ e1 com |β| = M. Pela
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hipótese de indução, já sabemos que, para cada j ∈ JM, existe nj ∈ N tal
que

∂βη

(
1

|φ|2

)
=
∑
j∈Jm

1

|φ|j

nj∑
k=1

ckj f
k
j ,

onde ckj é constante e fkj é produto de j− 2 funções coordenadas de φ e/ou
derivadas parciais de funções coordenadas de φ. Assim,

∂βη

(
1

|φ|2

)
= ∂e1η ∂

β
η

(
1

|φ|2

)

= ∂η1

∑
j∈Jm

1

|φ|j

nj∑
k=1

ckj f
k
j

 .
(4.2.5)

Agora, para cada j ∈ JM e 1 6 k 6 nj, temos

∂η1

(
1

|φ|j
ckj f

k
j

)
= ckj

[
∂η1

(
1

|φ|j

)
fkj +

1

|φ|j
∂η1f

k
j

]
= ckj

[
−j

|φ|j+2

n∑
l=1

φl∂η1φlf
k
j +

1

|φ|j
∂η1f

k
j

]
.

(4.2.6)

Substituindo (4.2.6) em (4.2.5), chegamos em

∂βη

(
1

|φ|2

)
=
∑
j∈JM

(
1

|φ|j+2

nj∑
k=1

n∑
l=1

−jckjφl∂η1φlf
k
j +

1

|φ|j

nj∑
k=1

ckj ∂η1f
k
j

)
.

(4.2.7)

Como fkj é um produto de j− 2 fatores sendo eles funções coordenadas
de φ e/ou derivadas parciais de funções coordenadas de φ, segue que
φl∂η1φlf

k
j é um produto de j funções coordenadas de φ e/ou derivadas

parciais de funções coordenadas de φ. Por outro lado, pela regra da
derivada do produto de várias funções, também temos que ∂η1f

k
j é uma

soma de j− 2 produtos de j− 2 funções coordenadas e derivadas parciais
de funções coordenadas de φ. Com isso, reorganizando os termos, note
que é possı́vel reescrever (4.2.7) de forma que, para cada j ∈ JM+1, existe
mj ∈N tal que

∂βη

(
1

|φ|2

)
=
∑

j∈JM+1

1

|φ|j

mj∑
k=1

dkj g
k
j ,
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onde dkj é constante e gkj é produto de j− 2 funções coordenadas de φ e/ou
derivadas parciais de funções coordenadas de φ.

Afirmação 4.2.2. Seja Lt o operador dado em (4.2.4). Então, para todo N ∈ N,
existe A > 0 constante tal que∫

V
|(Lt)Nv(η)|dη 6 Aτ−N

∑
|α|6N

∫
V
|Dαηv(η)|dη.

Demonstração. Fazemos a demonstração por indução e, novamente, as
variáveis das funções φ = φ(τ,y,η) e v = v(η) são omitidas. Para N = 1,
temos

Ltv = i

n∑
j=1

∂ηj

(
φj

|φ|2
v

)

= i

n∑
j=1

(
∂ηj

φj

|φ|2
v+

φj

|φ|2
∂ηjv

) (4.2.8)

e as derivadas parciais de primeira ordem de φj
|φ|2

são dadas por

∂ηj
φj

|φ|2
=
∂ηjφj|φ|

2 −φj∂ηj |φ|
2

|φ|4
. (4.2.9)

Calculando as derivadas parciais que aparecem na expressão (4.2.9), temos

∂ηjφj = τ

(
−
1

|η|
+
η2j

|η|3

)
(4.2.10)

e

∂ηj |φ|
2 = 2

n∑
i=1

φi∂ηjφi

= 2τ

[
φj

(
−
1

|η|
+
η2j

|η|3

)
+

n∑
i=1
i 6=j

φi

(
ηiηj

|η|3

)]
.

(4.2.11)

Dessa forma, como η ∈ V , usando as equações (4.2.10) e (4.2.11) e a estima-
tiva (4.2.2), temos as estimativas

|∂ηjφj|

|φ|2
6
τ

∣∣∣∣− 1
|η|

+
η2j
|η|3

∣∣∣∣
(δτ)2

6
4

δ2τ
(4.2.12)
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e

|∂ηj |φ|
2|

|φ|3
6
2τ

|φ|3

(
|φj|

∣∣∣∣∣− 1

|η|
+
η2j

|η|3

∣∣∣∣∣+
n∑
i=1
i 6=j

|φi|

∣∣∣∣ηiηj|η|3

∣∣∣∣
)

6
2τ

|φ|2

(
4+

n∑
i=1
i 6=j

1

|η|

)

6
8+ 4(n− 1)

δ2τ
.

(4.2.13)

Utilizando a representação (4.2.8) e as estimativas (4.2.12) e (4.2.13), chega-
mos que existe A > 0 constante tal que

|Ltv(η)| 6
n∑
j=1

(∣∣∣∣∂ηj φj|φ|2

∣∣∣∣ |v|+ |φj|

|φ|2
|∂ηjv|

)

6
n∑
j=1

(
8+ 4(n− 1)

δ2τ
|v|+

1

δτ
|∂ηjv|

)
6 Aτ−1

∑
|α|61

|Dαηv(η)|

para todo η ∈ V e, portanto,∫
V
|Ltv(η)|dη 6 Aτ−1

∑
|α|61

∫
V
|Dαηv(η)|dη.

Supondo a afirmação verdadeira para algum N ∈N, ou seja, supondo que
existe A > 0 constante tal que∫

V
|(Lt)Nv(η)|dη 6 Aτ−1

∑
|α|6N

∫
V
|Dαηv(η)|dη, (4.2.14)

vamos verificar o que acontece para N+ 1. Para isso, usando a hipótese de
indução dada em (4.2.14), temos que existe A > 0 constante tal que∫

V
|(Lt)N+1v(η)|dη =

∫
V
|(Lt)N(Ltv(η))|dη

6 Aτ−N
∑
|α|6N

∫
V
|Dαη(L

tv(η))|dη.
(4.2.15)
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Agora, para cada multi-ı́ndice α com |α| 6 N, usando o Teorema de Leibniz
2.2.1 temos que

Dαη(L
tv(η)) =

= Dαη

(
i

n∑
j=1

∂ηj

(
φj

|φ|2
v

))

= i

n∑
j=1

Dαη

(
∂ηj

φj

|φ|2
v+

φj

|φ|2
∂ηjv

)

= i

n∑
j=1

(∑
β6α

(
α

β

)
Dβη∂ηj

φj

|φ|2
Dα−βη v+

∑
β6α

(
α

β

)
Dβη

φj

|φ|2
Dα−βη ∂ηjv

)
.

(4.2.16)

Finalmente, a fim de estimar |Dαη(L
tv(η))| em termos de derivadas par-

ciais de v, segue da representação obtida em (4.2.16) que basta encontrar
estimativas para as derivadas parciais de ordem até N+ 1 de φj

|φ|2
para cada

j ∈ N. Para isso, seja β um multi-ı́ndice com |β| 6 N+ 1. Se |β| = 0, note
que

φj

|φ|2
6
1

|φ|
6
1

δ
τ−1 (4.2.17)

uma vez que |φ| > δτ para y /∈ [1− δ, 1+ δ].
Caso |β| 6= 0, usando novamente o Teorema de Leibniz, temos que

∂βη
φj

|φ|2
=
∑
γ6β

(
β

γ

)
∂γηφj∂

β−γ
β

1

|φ|2
. (4.2.18)

Para todo i ∈N, as derivadas parciais de primeira ordem de φj são dadas
por

∂ηiφj =

τ
(
− 1

|η|
+

η2j
|η|3

)
, i = j,

τ
(
ηiηj
|η|3

)
, i 6= j.

e, então, ∂ηiφj é uma função de classe C∞ em V . Dessa forma, para todo
multi-ı́ndice γ com |γ| > 1, existe Aγ constante tal que

|∂γηφj| 6 Aγτ (4.2.19)
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para todo η ∈ V . Além disso, como |φ| > δτ para y /∈ [1− δ, 1+ δ], usando
a estimativa (4.2.19), temos que

|∂
γ
ηφj|

|φ|
6
Aγ

δ
. (4.2.20)

Por outro lado, a Afirmação 4.2.1 nos diz que se |γ| = M ∈ N e se
definirmos JM = {4, . . . , 2(M+ 1)} então, para cada j ∈ JM, existe nj ∈ N

de modo que

∂αη

(
1

|φ|2

)
=
∑
j∈JM

1

|φ|j

nj∑
k=1

ckj f
k
j , (4.2.21)

onde ckj é constante e fkj é produto de j − 2 funções coordenadas de φ
e/ou derivadas parciais de funções coordenadas de φ. Assim, usando a
estimativa (4.2.20) e o fato de que |φj|

|φ|
6 1, segue que, para cada j ∈ JM e

cada 1 6 k 6 nj, existe Bki tal que

|fki |

|φ|j
6
Bki
|φ|2

. (4.2.22)

Portanto, utilizando a estimativa (4.2.22) na representação (4.2.21), temos
que existe Bγ constante tal que

∣∣∣∣∂γη 1

|φ|2

∣∣∣∣ 6 ∑
j∈JM

1

|φ|j

nj∑
k=1

|ckj f
k
j |

6
∑
j∈JM

1

|φ|2

nj∑
k=1

|ckj |B
k
i

6 Bγ
1

|φ|2
.

(4.2.23)

83



Usando a representação (4.2.18) e as estimativas (4.2.19) e (4.2.23), chegamos
que existe Cβ constante tal que∣∣∣∣∂βη φj|φ|2

∣∣∣∣ 6 |φj|

∣∣∣∣∂βη 1

|φ|2

∣∣∣∣+∑
γ6β
|γ|6=0
γ6=β

(
β

γ

)
|∂γηφj|

∣∣∣∣∂β−γη

1

|φ|2

∣∣∣∣+ |∂βηφj|
1

|φ|2

6 Bβ
|φj|

|φ|2
+
∑
γ6β
|γ|6=0
γ6=β

(
β

γ

)
AγτBγ−β

1

|φ|2
+Aβτ

1

|φ|2

6
Bβ

δ
τ−1 + τ−1

∑
γ6β
|γ|6=0
γ6=β

(
β

γ

)
AγBγ−β

δ2
+
Aβ

δ2
τ−1

6 Cβτ
−1.

(4.2.24)

Dessa forma, segue da fórmula (4.2.16) e das estimativas (4.2.17) e (4.2.24)
que conseguimos C constante tal que

|Dαη(L
tv(η))| 6 Cτ−1

∑
|β|6N+1

|Dβηv(η)| (4.2.25)

para todo η ∈ V . Finalmente, substituindo (4.2.25) em (4.2.15), concluı́mos
que existe Ã constante tal que∫

V
|(Lt)N+1v(η)|dη 6 Ãτ−N−1

∑
|α|6N+1

∫
V
|Dαηv(η)|dη.

Usando a Afirmação 4.2.2, concluı́mos que∣∣∣∣∫
V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη

∣∣∣∣ 6 ∫
V

∣∣∣eiτ(η·y−|η|)(Lt)Nv(η)
∣∣∣dη

6
∫
V
|(Lt)Nv(η)|dη

6 Cτ−N
∑
|α|6N

∫
V
|Dαηv(η)|dη

6 C̃τ−N
∑
|α|6N

‖Dαηv(η)‖L∞(Rnη )
,

(4.2.26)
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onde C̃ depende somente de δ, que depois será fixado. Note que aqui
precisamos N > n−1

2 para ter o decaimento desejado no Teorema 4.0.1.

4.2.2 Caso |y| ∈ [1− δ, 1+ δ]

A próxima afirmação nos garante que, nesse caso, só precisamos estimar
(4.2.1) para os valores de y cuja única coordenada possı́velmente não nula é
a primeira.

Afirmação 4.2.3. No caso em que |y| ∈ [1− δ, 1+ δ], basta estimar (4.2.1) para
y = (s, 0, ..., 0) com s ∈ [1− δ, 1+ δ].

Demonstração. Dado z ∈ {y ∈ Rn : |y| ∈ [1− δ, 1+ δ]}, consideremos uma
transformação ortogonal uz tal que

uz(z) = (|z|, 0, ..., 0),

cuja existência é dada pelo Teorema B.0.2. Como uz é uma transformação
ortogonal, temos que u∗z = u−1z e, como u−1 também é uma transformação
ortogonal, temos que |detJ

u−1z
| = 1, onde J

u−1z
representa a matriz Jacobiana

associada à transformação u−1z . Assim, fazendo uma mudança de variáveis
com α = uz(η), temos que∫

V
eiτ(η·z−|η|)v(η)dη =

∫
V
eiτ(η·(u

−1
z (|z|,0,...,0))−|η|)v(η)dη

=

∫
V
eiτ(uz(η)·(|z|,0,...,0)−|η|)v(η)dη

=

∫
V
eiτ(α·(|z|,0,...,0)−|α|)(v ◦ u−1z )(α)dα.

Como v ∈ C∞c (Rn) com supp(v) ⊆ V e u−1z ∈ C∞(Rn), segue que
v ◦ u−1z ∈ C∞c (Rn) com supp(v ◦ u−1z ) ⊆ V . Portanto, caı́mos no caso em
que estimamos a integral para z = (s, 0, ..., 0) com s ∈ [1− δ, 1+ δ]. Dessa
forma, conseguimos estimativas para a integral para todo y.

Sendo assim, para y = (s, 0, ..., 0) com s ∈ [1− δ, 1+ δ], vamos calcular a
integral ∫

V
eiτ(η·y−|η|)v(η)dη =

∫
V
eiτ(sη1−|η|)v(η)dη.
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Definição 4.2.4. Uma vizinhança cônica de um ponto x ∈ Rn \ {0} é um
conjunto K ⊂ Rn tal que K contém a bola B(x, ε) = {y ∈ Rn : |y− x| < ε}

para algum ε > 0 e tz ∈ K para todo t > 0 e z ∈ K.

A fim de simplificar o entendimento da Definição 4.2.4, a Figura 4.3
ilustra uma vizinhança cônica em R2.

x

ε

K

Figura 4.3: Exemplo de vizinhança cônica em R2.

Seja Kδ uma vizinhança cônica de y dada pela Definição 4.2.4. Vamos
separar em dois casos: quando η /∈ Kδ e quando η ∈ Kδ.

Caso η /∈ Kδ:
Como Kδ uma vizinhança cônica de y, temos que existe ε > 0 tal

que B(y, ε) ⊂ K e, então, como η /∈ Kδ, η
|η|
/∈ Kδ e

∣∣∣y− η
|η|

∣∣∣ > ε. Assim,
|φ(τ,y,η)| > ετ.

Seja, agora, Nδ := V \Kδ e, para cada m ∈N, seja

Nmδ :=

{
x ∈ Nδ : dist(x,∂Nδ) >

1

m

}
.

Ainda, denote por χNmδ a função caracterı́stica de Nmδ , ou seja,

χNmδ (η) =

{
1, η ∈ Nmδ ,
0, η /∈ Nmδ ,

e considere
fm,δ = vχNmδ .

Defina
fmδ = fm,δ ∗φm,
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onde (φm) é uma sequência de aproximações da identidade padrão (veja a
Definição 2.3.1). Assim, do Teorema 2.2.25, temos que fmδ ∈ C∞c (Rn) com

supp(fmδ ) ⊂ Nmδ +B
(
0,
1

m

)
⊂ Nδ

e ainda, segue do Teorema 2.3.4 que fmδ −→ vχNδ em L1(Rn) e, consequente-
mente, em medida quando m→∞. Assim, seguindo o mesmo argumento
da equação (4.2.26) e usando a desigualdade de Young, resulta que

∣∣∣∣∫
Nδ

eiτ(sη1−|η|)v(η)χNδ(η)dη

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Nδ

eiτ(sη1−|η|) lim
m→∞ fmδ (η)dη

∣∣∣∣
= lim
m→∞

∣∣∣∣∫
Nδ

eiτ(sη1−|η|)fmδ (η)dη

∣∣∣∣
6 lim
m→∞Cτ−N

∑
|α|6N

‖Dαηfmδ ‖L∞

6 lim
m→∞Cτ−N

∑
|α|6N

‖Dαη(fm,δ ∗φm)‖L∞

6 lim
m→∞Cτ−N

∑
|α|6N

‖(Dαηfm,δ) ∗φm‖L∞

6 lim
m→∞Cτ−N

∑
|α|6N

‖Dαηfm,δ‖L∞‖φm‖L1

6 Cτ−N
∑
|α|6N

‖Dαηv‖L∞
(4.2.27)

e aqui, novamente precisamos N > n−1
2 para ter o decaimento desejado.

Caso η ∈ Kδ:
Vamos estudar a integral∫

V∩Kδ
eiτ(sη1−|η|)v(η)dη. (4.2.28)

Usando o Teorema 2.1.16, obtemos∫
V∩Kδ

eiτ(sη1−|η|)v(η)dη =

∫2
1
2

∫
Mδ(r)

eiτ(sη1−r)v(η(r))dσrdr,
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onde Mδ(r) = {η ∈ Rn : |η| = r} ∩ Kδ e dσr é a medida de superfı́cie de
Mδ(r). Agora, para r ∈

[
1
2 , 2
]

fixado, consideremos a integral∫
Mδ(r)

eiτ(sη1−r)v(η(r))dσr. (4.2.29)

Note que, como η ∈ Kδ, temos que η1 > 0 e assim, escrevendo η = (η1,η ′),
segue que

Mδ(r) =
{
η ∈ Rn : η1 =

√
r2 − η22 − · · ·− η2n, |η ′| 6 εr(δ)

}
.

Dessa forma, como ∂Mδ(r) é uma subvariedade de Mδ(r) de codimensão 1,
segue dos Teoremas C.0.1 e C.0.2 que a integral em (4.2.29) é da forma∫

Mδ(r)
eiτ(sη1−r)v(η(r))dσr =

∫
Mδ(r)\∂Mδ(r)

eiτ(sη1−r)v(η(r))dσr

=

∫
|η ′|<εr(δ)

eiτ(s
√
r2−|η ′|2−r)v(η(η ′, r))Jr(η ′)dη ′

=

∫
|η ′|6εr(δ)

eiτ(s
√
r2−|η ′|2−r)v(η(η ′, r))Jr(η ′)dη ′,

onde Jr(η ′) é dada por

Jr(η
′) =

√
1+

|η ′|2

r2 − |η ′|2
=

r2√
r2 − |η ′|2

.

É importante observar que Jr(η ′) e suas derivadas de ordem no máximo
n−1
2 são uniformemente limitadas com relação a r ∈

[
1
2 , 2
]

e |η ′| 6 εr(δ).
Agora, temos que a função Fr(η ′) := s

√
r2 − |η ′|2 − r é de classe C∞ em

{η ′ ∈ Rn : |η ′| 6 εr(δ)} e, para i, j ∈ {2, . . . ,n},

∂Fr

∂ηi
(η ′) = −

sηi√
r2 − |η ′|2

e

∂2Fr

∂ηi∂ηj
(η ′) =


−s

(
1√

r2−|η ′|2
+

η2i√
r2−|η ′|2

3

)
i = j

−s

(
ηiηj√
r2−|η ′|2

3

)
i 6= j

.
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Assim, segue que ∇F(0) = 0 e a matriz Hessiana de F no ponto 0 é dada por

Hess[F(0)] =


−s
r 0 0 ... 0

0 −s
r 0 ... 0

0 0 0 ... −s
r

.

Logo, det(Hess[F(0)]) =
(
−s
r

)n−1 6= 0 e, portanto, 0 é ponto crı́tico não
degenerado de F. Dessa forma, pelo Lema de Morse (veja C.0.8), existem
Wr = {η ′ ∈ Rn−1 : |η ′| 6 εr} (se necessário podemos tomar um εr menor),
Ur vizinhança compacta da origem em Rn−1 e um difeomorfismo C∞

ξr : Ur −→Wr

tal que ξr(0) = 0 e

s

√
r2 − |η ′|2 − r = Fr(η

′) = Fr(ξr(z)) = sr− r−
1

2

(
z21 + · · ·+ z2n−1

)
. (4.2.30)

Assim, chegamos na integral

eiτ(sr−r)
∫
Ur

eiτ(−
1
2 |z|

2)v(η(η ′(z), r))Jr(η ′(z))|Jξr(z)|dz,

onde Jξr(z) é a matriz Jacobiana associada à mudança de coordenadas ξr.
Escrevendo

ξr(z) = (ξ1r(z), . . . , ξ
n−1
r (z)),

como ξr é um difeomorfismo, existe Cr > 0 constante tal que∣∣∣∣∂ξir∂zj (z)
∣∣∣∣ 6 Cr

para todo z ∈ Ur e i, j ∈ {1, . . . ,n− 1}.

Afirmação 4.2.5. As derivadas parciais das funções coordenadas de ξr são unifor-
memente limitadas para r ∈

[
1
2 , 2
]
, z ∈ Ur e i, j ∈ {1, · · · ,n− 1}.

Demonstração. Dado r ′ ∈
[
1
2 , 2
]
, temos que

Fr ′(η
′) = s

√
r ′2 − |η ′|2 − r ′.
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Consideremos f(x) = r
r ′x e g(x) =

√
r
r ′x. Ainda, denotemos Wr ′ = f

−1(Wr)

e Ur ′ = g−1(Ur). Com isso, vamos definir ξr ′ : Ur ′ →Wr ′ , dada por

ξr ′ = (g−1 ◦ ξ−1r ◦ f)−1 = f−1 ◦ ξr ◦ g.

Agora, note que

Fr ′ ◦ f−1(x) = Fr ′
(
r ′

r
x

)
= s

√
r ′2 −

r ′2

r2
|x|2 − r ′ =

r ′

r

(
s

√
r− |x|2 − r

)
=
r ′

r
Fr(x).

Assim, temos que

Fr ′(ξr ′(z)) = (Fr ′ ◦ f−1)(ξr ◦ g(z))

=
r ′

r
Fr

(
ξr

(√
r

r ′
z

))
=
r ′

r

(
sr− r−

r

2r ′
(z21 + · · · z2n)

)
= sr ′ − r ′ −

1

2
(z21 + · · · z2n),

ou seja, ξr ′ satisfaz (4.2.30).
Agora, dados i, j ∈ {1, · · · ,n− 1}, temos

∂ξir ′

∂zj
(z) =

∂(f−1 ◦ ξr ◦ g)i

∂zj
(z)

=
r ′

r

∂ξir
(√

r
r ′ z
)

∂zj

=

√
r ′

r

∂ξir
∂zj

(√
r

r ′
z

)
.

Assim, temos que ∣∣∣∣∣∂ξir ′∂zj
(z)

∣∣∣∣∣ 6 √4Cr = 2Cr
para todo z ∈ Ur ′ .

Observação 4.2.6. Seguindo o mesmo racicı́nio, chegamos que o resultado
da Afirmação 4.2.2 também é verdadeiro para as derivadas parciais de
ordem no máximo n−1

2 .
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Consideremos

u(r, z) = v(η(η ′(z), r))Jr(η ′(z))|detJξr(z)|.

Para cada m ∈ N, sejam Umr :=
{
x ∈ U : dist(x,∂Ur) > 1

m

}
, χUmr a

função caracterı́stica de Umr e gm = uχUmr . Defina

gm = φm ∗ gm,

onde (φm) é uma sequência de aproximações da identidade padrão. Assim,
pelo Teorema 2.2.25, temos que gm ∈ C∞c (Rn−1) com

supp(gm) ⊂ Umr +B
(
0,
1

m

)
⊂ Ur

e ainda, segue do Teorema 2.3.4 que gm −→ uχUr em medida. Portanto,
pelo teorema da convergência dominada, temos que∫

Ur

eiτ
−|z|2

2 u(r, z)dz =
∫

Rn−1
eiτ

−|z|2

2 u(r, z)χUdz

= lim
m→∞

∫
Rn−1

eiτ
−|z|2

2 gm(r, z)dz.
(4.2.31)

Agora, aplicando o Método da Fase Estacionária (Teorema 4.1.5), temos
que∫

Rn−1
eiτ

−|z|2

2 gm(r, z)dz =(2π)
n−1
2 e−i

π(n−1)
4 τ−

n−1
2

N−1∑
k=0

τ−k

k!

(
−
i

2
∆z

)k
gm(r, 0)

+ SN(u,y, r, τ),

onde

|SN(u, x, r, τ)| 6 C(N!)−1τ−
n−1
2 −N

∑
|α|6s

∣∣∣∣∣∣∣∣Dα(−12∆z
)N

gm(r, z)
∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞(Rn−1z )

,

onde s > n−1
2 . Escolhendo N = 1, chegamos em∫

Rn−1
eiτ

−|z|2

2 gm(r, z)dz = (2π)
n−1
2 e−i

π(n−1)
4 τ−

n−1
2 gm(r, 0) + S1(u,y, r, τ),

(4.2.32)
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onde

|S1(u, x, r, τ)| 6 Cτ−
n−1
2 τ−1

∑
|α|6s

||Dαz g
m(r, z)||

L∞(Rn−1z )

6 Cτ−
n−1
2

∑
|α|6s

||Dαz g
m(r, z)||

L∞(Rn−1z )

(4.2.33)

onde s > n−1
2 + 2 = n+3

2 .
Assim, usando (4.2.32) e (4.2.33) e seguindo o mesmo que foi feito

em (4.2.27), segue que∣∣∣∣∫
Rn−1

eiτ
−|z|2

2 gm(r, z)dz
∣∣∣∣ 6 Cτ−n−12 ∑

|α|6s

||Dαz g
m(r, z)||

L∞(Rn−1z )

6 Cτ−
n−1
2

∑
|α|6s

||Dαzu(r, z)||L∞(Ur).
(4.2.34)

Portanto, usando (4.2.31) e (4.2.34), temos que∣∣∣∣∫
Ur

eiτ
1
2 (−|z|2)u(r, z)dz

∣∣∣∣ 6 Cτ−n−12 ∑
|α|6s

||Dαzu(r, z)||L∞(Ur),

onde s > n+3
2 .

Agora, como v(η(η ′(z), r)) é uma função C∞ na variável r, ela e suas
derivadas são limitadas para r ∈

[
1
2 , 2
]
. Ainda, como ξr é um difeomorfismo

C∞, temos que o determinante de Jξr é não nulo e, portanto, pelo teorema
do valor intermediário, detJξr não muda de sinal. Logo, para encontrar as
derivadas de |detJξr |, é suficiente encontrar as derivadas de detJξr . Além
disso, as derivadas parciais de Jr e das funções coordenadas de ξr de ordem
no máximo n−1

2 são uniformemente limitadas e, portanto,∣∣∣∣∫
V∩Kδ

eiτ(sη1−|η|)v(η)dη

∣∣∣∣ 6 Cτ−n−12 ∫21
2

∑
|α|6s

||Dαzu(r, z)||L∞(Ur)dr

6 Cτ−
n−1
2

∫2
1
2

∑
|α|6s

||Dαz v(η(η
′(z), r))||L∞(Ur)dr

6 Cτ−
n−1
2

∑
|α|6s

||Dαηv(η)||L∞(Rnη )
,

92



onde s > n+3
2 .

Finalmente, note que 1 + τ 6 2τ e, então, τ−
n−1
2 6 2

n−1
2 (1 + τ)−

n−1
2 .

Assim, chegamos na estimativa

‖F−1
η→x(e

−iτ|η|v(η))‖
L∞(Rnx )

6 C(1+ τ)−
n−1
2

∑
|α|6s

‖Dαηv(η))‖L∞(Rnη )
,

onde s > n+3
2 .
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5
E S T I M AT I VA S D E S T R I C H A RT Z PA R A A E Q UA Ç Ã O D A
O N D A

Neste capı́tulo, apresentamos, como uma aplicação do Teorema 4.0.1,
estimativas do tipo Lp − Lq na linha conjugada para o problema de Cauchy
para a equação da onda livre que é dado por

utt −∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,
ut(0, x) = ψ(x), x ∈ Rn.

(5.0.1)

Começaremos deduzindo uma representação para a solução do problema
(5.0.1). Para isso, aplicando a transformada parcial de Fourier, chegamos na
equação diferencial ordinária auxiliar dependendo do parâmetro ξ ∈ Rn

dada por 
vtt + |ξ|2v = 0, t > 0, ξ ∈ Rn,
v(0, ξ) = F(φ)(ξ), ξ ∈ Rn,
vt(0, ξ) = F(ψ)(ξ), ξ ∈ Rn,

(5.0.2)

onde v(t, ξ) := Fx→ξ(u(t, x)). Para ξ 6= 0, a solução geral para o problema
(5.0.2) é da forma

v(t, ξ) = c1(ξ)e−i|ξ|t + c2(ξ)ei|ξ|t. (5.0.3)

Aplicando as condições de Cauchy para encontrar c1(ξ) e c2(ξ) chegamos
em

c1(ξ) =
1

2
F(φ)(ξ) −

1

2i|ξ|
F(ψ)(ξ),

c2(ξ) =
1

2
F(φ)(ξ) +

1

2i|ξ|
F(ψ)(ξ).
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Assim, substituindo c1(ξ) e c2(ξ) em (5.0.3), segue que

v(t, ξ) =

(
ei|ξ|t + e−i|ξ|t

2

)
F(φ)(ξ) +

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

)
F(ψ)(ξ). (5.0.4)

Finalmente, supondo que a fórmula de inversão de Fx→ξ vale para u, segue
que

u(t, x) =F−1
ξ→x

[(
ei|ξ|t + e−i|ξ|t

2

)
F(φ)(ξ)

]

+F−1
ξ→x

[(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

)
F(ψ)(ξ)

]
.

(5.0.5)

Essa representação consiste nos chamados multiplicadores de Fourier

F−1
ξ→x

(
eiφ(t,ξ)a(t, ξ)F(u0)(ξ)

)
,

onde φ = φ(t, ξ) é chamada de função de fase e a = a(t, ξ) é chamada de
função amplitude.

A fim de obter estimativas Lp − Lq para u dada em (5.0.5), vamos nos
voltar primeiramente para o multiplicador de Fourier da forma

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)
(5.0.6)

e entender quais os passos utilizados para conseguir tais estimativas. Tendo
feito isso, seguimos o mesmo caminho para conseguir estimativas para os
outros multiplicadores de Fourier.

A seguir, apresentamos as etapas seguidas.

1. Adicionamos uma função amplitude ao nosso modelo de forma que
tenhamos

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
, (5.0.7)

onde 2r > 0 será determinado depois.

2. Decompomos o espaço (0,∞)×Rn
ξ em duas zonas. Definimos a zona

pseudo-diferencial como

Zpd := {(t, ξ) ∈ (0,∞)×Rn
ξ : t|ξ| 6 1}
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e a zona hiperbólica como

Zhyp := {(t, ξ) ∈ (0,∞)×Rn
ξ : t|ξ| > 1}.

Ainda, introduzimos uma função χ ∈ C∞(Rn
ξ ) satisfazendo

χ(ξ) =

{
0, |ξ| 6 1

2 ,
1, |ξ| > 3

4 ,

que será uma espécie de função de corte entre as zonas pseudo-
diferencial e hiperbólica.

3. Vamos conseguir estimativas para

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.

Aqui, usamos que
1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
= 0

para (t, ξ) ∈ Zhyp.

4. Vamos conseguir estimativas para

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.

Vale observar que
χ(t|ξ|)

|ξ|2r
= 0

para t|ξ| 6 1
2 , ou seja, nesse caso, a função amplitude se anula em

grande parte da zona pseudo-diferencial.

5.1 estimativas na zona pseudo-diferencial

Nesta seção, vamos estimar

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.
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Teorema 5.1.1. Consideremos, para φ ∈ S(Rn), o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.

Assumimos que 1 < p 6 2 6 q < ∞ e 0 6 2r 6 n
(
1
p −

1
q

)
. Então, temos a

seguinte estimativa Lp − Lq∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

para todo p e q admissı́veis. A constante C depende de p e q.

Demonstração. Comecemos introduzindo a notação

I0 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣q
Lq

.

Fazendo as mudanças de coordenadas η = tξ e tz = x e usando a
relação (3.1.13), temos que

I0 =

∫
Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
eix·ξe−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)dξ

∣∣∣∣q dx
=

∫
Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
ei
x
t ·ηe−i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r
t2rF(φ)

(η
t

) 1
tn
dη

∣∣∣∣q dx
=

∫
Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
eiz·ξe−i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r
t2rF(φ)

(η
t

) 1
tn
dη

∣∣∣∣q tndz
= t2rq−nq+n

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
η→z

(
e−i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣∣∣q
Lq

= t2rq−nq+n
∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

η→z

(
e−i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r

)
∗F−1

η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣∣∣q
Lq

.

(5.1.1)

Para a integral

T := F−1
η→z

(
e−i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r

)
,
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dado l real positivo, temos

m{η ∈ Rn : |Fz→η(T)| > l} = m

{
η ∈ Rn :

∣∣∣∣1− χ(|η|)|η|2r

∣∣∣∣ > l}
= m

{
η ∈ Rn : |η|2r 6

|1− χ(|η|)|

l

}
6 m{η ∈ Rn : |η| 6 l−

1
2r }

= Cl−
n
2r .

Assim, como 1 < p 6 2 6 q <∞ e

n

2r
>

1
1
p −

1
q

> 1, (5.1.2)

segue do Teorema 3.2.9 que Fz→η(T) ∈Mq
p e, então, T ∈ Lqp. Assim, usando

a Definição 3.2.4, segue que∣∣∣∣∣∣T ∗F−1
η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C
∣∣∣∣∣∣F−1

η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣
Lp

.

Agora, fazendo a mudança de variáveis y = η
t , temos que

F−1
η→z

(
F(φ)

(η
t

))
=

1

(2π)n

∫
Rn
eiη·zF(φ)

(η
t

)
dη

= tn
1

(2π)n

∫
Rn
eiy·tzF(φ)(y)dy

= tnφ(tz).

Assim, temos que∣∣∣∣∣∣T ∗F−1
η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ctn||φ(tz)||Lp .

Além disso, fazendo a mudança de variáveis x = tz, concluı́mos que

||φ(tz)||Lp =

(∫
Rn

|φ(tz)|pdz

) 1
p

= t−
n
p

(∫
Rn

|φ(x)|pdx

) 1
p

= t−
n
p ||φ||Lp .
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Dessa forma, segue que∣∣∣∣∣∣T ∗F−1
η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ctn−
n
p ||φ||Lp . (5.1.3)

Finalmente, substituindo (5.1.3) em (5.1.1), mostramos que

I0 6 Ct
2rq−nq+n+nq−npq||φ||

q
Lp

= Ct
2rq−n

(
q
p−1

)
||φ||

q
Lp

e, tomando a raiz q-ésima, segue que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

para todo 1 < p 6 2 6 q <∞ satisfazendo 0 6 2r 6 n
(
1
p −

1
q

)
.

5.2 estimativas na zona hiperbólica

Nesta seção, vamos estimar

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.

Aqui, o importante é que a função de fase se anula para t|ξ| 6 1
2 e uma das

ferramentas principais para obter estimativas L1 − L∞ é o Lema de Littman
apresentado no Capı́tulo 4.

Teorema 5.2.1. Consideremos, para φ ∈ S(Rn), o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
.

Assumimos que n+12
(
1
p −

1
q

)
6 2r. Então, temos a seguinte estimativa Lp − Lq∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

para todo 1 < p 6 2 satisfazendo 1
p +

1
q = 1.
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Demonstração. Dada uma função ρ ∈ C∞c (Rn) que satisfaz o Lema 3.2.10,
consideremos a sequência (ρj) dada por

ρj(y) =

{
ρ(2−jy), j > 1

1−
∑∞
k=1 ρk(y), j = 0

. (5.2.1)

Primeiramente, utilizando o Lema 3.1.26, vamos conseguir estimativas
Lp − Lq na linha conjugada para

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(ξ)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)
(5.2.2)

para todo j > 0. Para isso, para cada j > 0, definimos

gj(ξ) = e
−i|ξ|tχ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
. (5.2.3)

Vamos começar verificando que gj ∈ L1(Rn) para j > 0. No caso em que
j = 0, fazendo as mudanças de variáveis y = tξ e, para cada k 6 0, x = 2−ky,
temos que

∫
Rn

|g0(ξ)|dξ =

∫
Rn

χ(t|ξ|)|ρ0(t|ξ|)|

|ξ|2r
dξ

= t2r−n
∫

Rn

χ(|y|)|ρ0(|y|)|

|y|2r
dy

6 22rt2r−n
∫
|y|>12

0∑
k=−∞ |ρ(2−k|y|)|dy

6 22rt2r−n
0∑

k=−∞ 2
k

∫
1
26|x|62

|ρ(|x|)|dx

= Ct2r−n

<∞.
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Por outro lado, para cada j > 1, temos que∫
Rn

|gj(ξ)|dξ =

∫
Rn

χ(t|ξ|)|ρj(t|ξ|)|

|ξ|2r
dξ

= 22rt2r−n
∫
|y|>12

|ρ(2−j|y|)|dy

= 22r+jt2r−n
∫
1
2<|x|<2

|ρ(|x|)|dx

<∞.

Logo, gj ∈ L1(Rn) para cada j > 0. De maneira análoga, segue que, para
0 6 j 6 j0, ∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ 6 Ct2r−n,

onde C é independente de j e ρ. Aqui j0 pode ser escolhido arbitrariamente
grande. Ainda, como φ ∈ S(Rn), temos que φ ∈ L1(Rn). Assim, usando o
Teorema 3.1.26, segue que, para 0 6 j 6 j0,∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ 6 Ct2r−n||φ||L1 . (5.2.4)

Por outro lado, para j > j0, fazendo a mudança de coordenadas tξ = 2jη

e usando que χ(2j|η|) = 1 para |η| > 1
2 , temos

sup
x∈Rn

∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r

)∣∣∣∣ =
= sup
x∈Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
e−iξ·xe−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
dξ

∣∣∣∣
= 2j(n−2r)t2r−n sup

x∈Rn

∣∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
e−i

2jη
t ·xe−i2

j|η|χ(2
j|η|)ρj(2

j|η|)

|η|2r
dη

∣∣∣∣∣
= 2j(n−2r)t2r−n sup

x∈Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
e−iη·

2jx
t e−i2

j|η|χ(2
j|η|)ρ(|η|)

|η|2r
dη

∣∣∣∣
= 2j(n−2r)t2r−n sup

x∈Rn

∣∣∣∣ 1

(2π)n

∫
Rn
e−iη·xe−i2

j|η|ρ(|η|)

|η|2r
dη

∣∣∣∣
6 2j(n−2r)t2r−n

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
η→x

(
e−i2

j|η|ρ(|η|)

|η|2r

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ .

(5.2.5)
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Agora, como ρ
|·|2r ∈ C

∞
c (Rn) com suporte no conjunto

{
η ∈ Rn : |η| ∈

[
1
2 , 2
]}

,

usando o Lema de Littman na forma 4.0.1 com τ = 2j, temos que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
η→x

(
e−i2

j|η|ρ(|η|)

|η|2r

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ 6 C(1+ 2j)−

n−1
2 6 C2j(−

n−1
2 ). (5.2.6)

Substituindo (5.2.6) em (5.2.5), segue que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ 6 C2j(−

n−1
2 )2j(n−2r)t2r−n

= C2j(
n+1
2 −2r)t2r−n

e, usando o Teorema 3.1.10 e a Desigualdade de Young, conseguimos que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r

)
∗φ(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞

6

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞ ||φ||L1

6 C2j(
n+1
2 −2r)t2r−n||φ||L1 .

Dessa forma, conseguimos estimativas L1 − L∞ para (5.2.2) para todo j > 0.
Precisamos ainda derivar estimativas L2 − L2. Para esta parte, vamos

verificar que
||gj||L∞ 6 C2−j2rt2r.

Para j = 0, temos

sup
ξ∈Rn

|g0(ξ)| = sup
ξ∈Rn

∣∣∣∣∣χ(t|ξ|)|ξ|2r

0∑
k=−∞ ρk(t|ξ|)

∣∣∣∣∣
6 sup
t|ξ|>12

∣∣∣∣∣ 1|ξ|2r
0∑

k=−∞ ρ(2
−kt|ξ|)

∣∣∣∣∣
6 22rt2r sup

t|ξ|>12

(
|ρ(t|ξ|)|+ |ρ(2t|ξ|)|

)
6 Ct2r,
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e, para j > 1,

sup
ξ∈Rn

|gj(ξ)| = sup
ξ∈Rn

∣∣∣∣χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)|ξ|2r

∣∣∣∣
6 sup

1
262

−jt|ξ|62

∣∣∣∣ρj(t|ξ|)|ξ|2r

∣∣∣∣
6 C2−j2rt2r.

Ainda, como φ ∈ S(Rn), então φ ∈ L2(Rn). Assim, usando o Lema 3.1.26,
segue que, para todo j > 0,∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

6 C2−j2rt2r||φ||L2 .

De posse das estimativas L1 − L∞ e L2 − L2 e usando novamente o Lema
3.1.26, concluı́mos que, para 0 6 j 6 j0,∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C2
−2r

(
2− 2p

)
t
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp ,

uma vez que 1 < p 6 2 e −2r
(
2− 2

p

)
6 0. E, para j > j0, tomando

n+1
2

(
1
p −

1
q

)
6 2r, segue que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)ρj(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6

6 C2
j
(
1
2 (n+1)

(
1
p−

1
q

)
−2r

)
t
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp .

Finalmente, usando o Teorema 3.2.15 e a Observação 3.2.16, concluı́mos
que ∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp ,

para todo 1 < p 6 2 satisfazendo 1
p +

1
q = 1.
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5.3 estimativas para a equação da onda

Vamos começar encontrando as estimativas para o multiplicador de
Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)
(5.3.1)

para diferentes valores de t > 0.

• Caso t ∈ (0, 1]
Adicionamos o termo |ξ|2r1

|ξ|2r1
na função amplitude, onde r1 > 0, e

estudaremos

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)
= F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

|ξ|2r1

|ξ|2r1
F(φ)(ξ)

)
= F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

1

|ξ|2r1
F
(
F−1

(
|ξ|2r1F(φ)(ξ)

)))
.

Escolhendo 2r1 = n
(
1
p −

1
q

)
nos Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 e usando o

Teorema 3.2.3, segue que∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C
∣∣∣∣∣∣F−1

(
|ξ|2r1F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lp

= C||φ||
Ḣ
2r1
p

6 C||φ||
H
2r1
p

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1, onde Ḣ2r1p e H2r1p são os espaços de

Sobolev definidos na Seção 3.2. Mas, como t ∈ (0, 1], temos que

1 =

(
1+ t

1+ t

)n−1
2

(
1
p−

1
q

)
6 2

n−1
2

(
1
p−

1
q

)
(1+ t)

−n−12

(
1
p−

1
q

)

e, portanto,∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

H
2r1
p

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.
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• Caso t ∈ [1,∞)

Adicionamos o termo |ξ|2r2

|ξ|2r2
na função amplitude, onde r2 > 0, e

estudaremos

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)
= F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

1

|ξ|2r2
F
(
F−1

(
|ξ|2r2F(φ)(ξ)

)))
.

Escolhendo 2r2 = n+1
2

(
1
p −

1
q

)
nos Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 e usando

novamente o Teorema 3.2.3, segue que∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

) ∣∣∣∣∣∣F−1
(
|ξ|2r2F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lp

= C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

Ḣ
2r2
p

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

H
2r2
p

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.

Tomando Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, segue do Teorema 3.2.3 que, para todo t > 0,∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|tF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

H
Mp
p

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.

Para o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
ei|ξ|tF(φ)(ξ)

)
,

os Teoremas 5.1.1 e 5.2.1 seguem de maneira análoga e conseguimos as
mesmas estimativas. Dessa forma, chegamos no próximo teorema.

Teorema 5.3.1. Seja φ ∈ S(Rn). Então, o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|tF(φ)(ξ)

)
satisfaz a seguinte estimativa do tipo Lp − Lq∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|tF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

H
Mp
p

,

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.
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Agora, vejamos o que acontece com o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)
.

Na zona pseudo-diferencial, seguindo o mesmo que foi feito no Teorema
5.1.1, chegamos na estimativa∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

1− χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

|ξ|

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r+1−n

(
1
p−

1
q

)
||ψ||Lp (5.3.2)

para todo 1 < p 6 2 6 q <∞ com 2r+1 6 n
(
1
p −

1
q

)
e note que precisamos

supor, ainda, que n
(
1
p −

1
q

)
> 1 para garantir que 2r > 0.

Na zona hiperbólica, seguindo o mesmo que foi feito no Teorema 5.2.1,
tomando 2r+ 1 > n+1

2

(
1
p −

1
q

)
chegamos na estimativa

∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

χ(t|ξ|)

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

|ξ|

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r+1−n

(
1
p−

1
q

)
||ψ||Lp (5.3.3)

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.

Novamente, precisamos analisar o que acontece para diferentes valores
de t, mas o caminho é análogo ao que foi feito para o multiplicador de
Fourier em (5.3.1).

• Caso t ∈ (0, 1]

Adicionamos o termo |ξ|2r1

|ξ|2r1
na função amplitude, onde r1 > 0, e

escolhendo 2r1 = n
(
1
p −

1
q

)
− 1 nas estimativas (5.3.2) e (5.3.3), segue

que ∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
2r1
p

para todo 1 < p 6 2, 1p +
1
q = 1 e n

(
1
p −

1
q

)
> 1.

• Caso t ∈ [1,∞)
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Adicionamos o termo |ξ|2r2

|ξ|2r2
na função amplitude, onde r2 > 0, e

escolhendo 2r2 = n+1
2

(
1
p −

1
q

)
− 1 nas estimativas (5.3.2) e (5.3.3),

segue que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
2r2
p

para todo 1 < p 6 2, 1p +
1
q = 1 e n

(
1
p −

1
q

)
> 1.

De maneira análoga conseguimos as mesmas estimativas para o multi-
plicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)
e chegamos no seguinte teorema.

Teorema 5.3.2. Seja φ ∈ S(Rn). Então, o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e±i|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)
satisfaz a seguinte estimativa do tipo Lp − Lq∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e±i|ξ|t

F(ψ)(ξ)

|ξ|

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
Mp
p

,

onde n
(
1
p −

1
q

)
> 1, Mp ∈ R, Mp > n

(
1
p −

1
q

)
− 1, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Assim, somando as estimativas dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2, segue o
próximo teorema.

Teorema 5.3.3. Sejam φ, ψ ∈ S(Rn). Então, a solução u para o problema de
Cauchy para a equação da onda livre satisfaz a seguinte estimativa do tipo Lp − Lq

||u(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

)
,

onde n
(
1
p −

1
q

)
> 1, 1 < p 6 2, 1p +

1
q = 1 e Mp ∈ R com Mp > n

(
1
p −

1
q

)
.

O próximo teorema apresenta uma estratégia diferente de demonstração
que permite remover a condição n

(
1
p −

1
q

)
> 1 no Teorema 5.3.3.
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Teorema 5.3.4. Seja ψ ∈ S(Rn). Então, temos a seguinte estimativa Lp − Lq∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 Ct−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
Mp
p

,

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Demonstração. Seguimos os mesmos passos feitos para o multiplicador de
Fourier dado em (5.0.6). Para isso, adicionamos uma função amplitude ao
nosso modelo de forma que tenhamos

F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

1

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

)
, (5.3.4)

onde 2r > 0 será determinado depois.
Começamos encontrando estimativas na zona pseudo-diferencial. Para

isso, seguimos a ideia do Teorema 5.1.1 e por isso vários passos são omitidos.
Introduzindo a notação

I0 :=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

1− χ(|η|)

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
q

Lq

,

fazendo as mudanças de coordenadas η = tξ e tz = x e usando a relação (3.1.13),
chegamos que

I0 = t
(2r+1)q−nq+n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
η→z

(
ei|η| − e−i|η|

2i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r

)
∗F−1

η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
q

Lq

.

(5.3.5)
Para a integral

T := F−1
η→z

(
ei|η| − e−i|η|

2i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r

)
,

note que existe A > 0 tal que∣∣∣∣∣ei|η| − e−i|η|2i|η|

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sen(|η|)|η|

∣∣∣∣ 6 A
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para todo |η| 6 1. Assim, dado l real positivo, temos

m{η ∈ Rn : |Fz→η(T)| > l} = m

{
η ∈ Rn :

∣∣∣∣∣ei|η| − e−i|η|2i|η|

1− χ(|η|)

|η|2r

∣∣∣∣∣ > l
}

= m

{
η ∈ Rn : |η|2r 6

∣∣∣∣∣1− χ(|η|)l

ei|η| − e−i|η|

2i|η|

∣∣∣∣∣
}

6 m

{
η ∈ Rn : |η|2r 6

A

l

}
= Cl−

n
2r .

Assim, como 1 < p 6 2 6 q <∞ e

n

2r
>

1
1
p −

1
q

> 1,

segue do Teorema 3.2.9 que Fz→η(T) ∈Mq
p e, então, T ∈ Lqp. Assim, usando

a Definição 3.2.4, segue que∣∣∣∣∣∣T ∗F−1
η→z

(
F(φ)

(η
t

))∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ctn−
n
p ||φ||Lp . (5.3.6)

Finalmente, substituindo (5.3.6) em (5.3.5), mostramos que

I0 6 Ct
(2r+1)q−n

(
q
p−1

)
||φ||

q
Lp

e, tomando a raiz q-ésima, concluı́mos que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

1− χ(|η|)

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r+1−n

(
1
p−

1
q

)
||ψ||Lp

(5.3.7)
para todo 1 < p 6 2 6 q <∞ satisfazendo 2r 6 n

(
1
p −

1
q

)
.

Por outro lado, na zona hiperbólica, seguindo o mesmo que foi feito no
Teorema 5.2.1 e tomando 2r+ 1 > n+1

2

(
1
p −

1
q

)
, segue que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|

χ(|η|)

|ξ|2r
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r+1−n

(
1
p−

1
q

)
||ψ||Lp (5.3.8)

para todo 1 < p 6 2 com 1
p +

1
q = 1.
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Finalmente, precisamos estudar o que acontece para diferentes valo-
res de t > 0. Novamente, o caminho é o mesmo feito para os outros
multiplicadores de Fourier e, por isso, não apresentamos alguns passos
intermediários.

• Caso t ∈ (0, 1]
Adicionamos o termo |ξ|2r1

|ξ|2r1
na função amplitude, onde r1 > 0, e basta

tomar 2r1 = n
(
1
p −

1
q

)
nas estimativas dadas em (5.3.7) e (5.3.8) para

concluir que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
2r1
p

para todo 1 < p 6 2 com 1
p +

1
q = 1.

• Caso t ∈ [1,∞)

Adicionamos o termo |ξ|2r2

|ξ|2r2
na função amplitude, onde r2 > 0, e basta

tomar 2r2 = n+1
2

(
1
p −

1
q

)
nas estimativas dadas em (5.3.7) e (5.3.8)

para concluir que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
2r2
p

para todo 1 < p 6 2 com 1
p +

1
q = 1.

Sendo assim, tomando Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, segue que

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

2i|ξ|
F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
Mp
p

,

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Dessa forma, somando as estimativas dadas pelos Teoremas 5.3.1 e 5.3.4,
chegamos no próximo teorema.
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Teorema 5.3.5. Sejam φ, ψ ∈ S(Rn). Então, a solução u para o problema de
Cauchy para a equação da onda livre satisfaz a seguinte estimativa do tipo Lp − Lq

||u(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ t||ψ||
H
Mp
p

)
,

onde 1 < p 6 2, 1p +
1
q = 1 e Mp ∈ R com Mp > n

(
1
p −

1
q

)
.

5.4 estimativas para as derivadas parciais

Nesta seção, vamos obter estimativas para a derivada parcial de u na
variável t e também para ∇u. Para isso, note que a derivada parcial de u
na variável t é dada por

∂tu(t, x) =F−1
ξ→x

[
−
(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

) |ξ|

2i
F(φ)(ξ)

]
+F−1

ξ→x

[(
ei|ξ|t + e−i|ξ|t

) 1
2
F(ψ)(ξ)

]
,

(5.4.1)

e, para cada 1 6 k 6 n, a derivada parcial de u em relação a xk é dada por

∂xku(t, x) =F−1
ξ→x

[(
ei|ξ|t + e−i|ξ|t

) iξk
2

F(φ)(ξ)

]
+F−1

ξ→x

[(
ei|ξ|t − e−i|ξ|t

) ξk
2|ξ|

F(ψ)(ξ)

]
.

(5.4.2)

Para obter estimativas para ∇u, vamos trabalhar com o multiplicador
de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tξkF(φ)(ξ)

)
.

Adicionamos uma função amplitude de forma que estudamos o multi-
plicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

ξk
|ξ|2r

F(φ)(ξ)

)
,

onde 2r > 1. Para obter estimativas na zona pseudo-diferencial, seguindo o
mesmo que foi feito no Teorema 5.1.1 e definindo

T = F−1
η→z

(
e−i|η|

ηk
|η|2r

1− χ(|η|)

)
,
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temos

m{η ∈ Rn : |Fz→η(T)| > l} = m

{
η ∈ Rn :

|ηk|

|η|2r
|1− χ(|η|)| > l

}
= m

{
η ∈ Rn : |η|2r 6

|1− χ(|η|)||ηk|

l

}
6 m

{
η ∈ Rn : |η|2r 6

|η|

l

}
6 m

{
η ∈ Rn : |η|2r−1 6

1

l

}
= Cl−

n
2r−1 .

Tomando 0 6 2r− 1 6 n
(
1
p −

1
q

)
, chegamos que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

ξk
|ξ|2r

(1− χ(t|ξ|))F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−1−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.

Na zona hiperbólica, usando o fato de que |ξk| 6 |ξ|, basta seguir o
mesmo que foi feito no Teorema 5.2.1 e tomando 2r− 1 > n+1

2

(
1
p −

1
q

)
,

segue que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

ξk
|ξ|2r

χ(t|ξ|)F(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 Ct
2r−1−n

(
1
p−

1
q

)
||φ||Lp

para todo 1 < p 6 2 e 1
p +

1
q = 1.

Após separar nos casos t ∈ (0, 1] e t ∈ [1,∞), conforme feito para o mul-
tiplicador (5.0.6), tomando 2r = n

(
1
p −

1
q

)
+ 1 na zona pseudo-diferencial

e 2r = n+1
2

(
1
p −

1
q

)
+ 1 na zona hiperbólica e somando as estimativas,

chegamos que∣∣∣∣∣∣F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|tξkF(φ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||φ||

H
Mp
p

,

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
+ 1, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Para o multiplicador de Fourier

F−1
ξ→x

(
e−i|ξ|t

ξk
|ξ|

F(ψ)(ξ)

)
,
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usando que
∣∣∣ξk|ξ| ∣∣∣ 6 1, basta seguir o mesmo raciocı́nio e concluı́mos que∣∣∣∣∣∣∣∣F−1

ξ→x

(
e−i|ξ|t

ξk
|ξ|

F(ψ)(ξ)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
||ψ||

H
Mp
p

,

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Dessa forma, temos que

||∇u(t, ·)||Lq =

(
n∑
k=1

∫
Rn

|∂xku(t, x)|
qdx

) 1
q

6
n∑
k=1

(∫
Rn

|∂xku(t, x)|
qdx

) 1
q

=

n∑
i=1

||∂xku(t, ·)||Lq

6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
(||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

),

onde Mp ∈ R, Mp > n
(
1
p −

1
q

)
+ 1, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Para obter estimativas para (5.4.1) basta seguir o mesmo caminho e
chegamos em

||ut(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)
(||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

),

onde Mp > n
(
1
p −

1
q

)
+ 1, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1.

Assim, demonstramos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.1. Sejam φ, ψ ∈ S(Rn). Então, as derivadas particias ∂tu e ∇u da
solução u para o problema de Cauchy para a equação da onda livre satisfazem as
seguintes estimativas do tipo Lp − Lq

||∂tu(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

)
,

||∇u(t, ·)||Lq 6 C(1+ t)
−n−12

(
1
p−

1
q

)(
||φ||

H
Mp
p

+ ||ψ||
H
Mp−1
p

)
,

onde Mp ∈ R com Mp > n
(
1
p −

1
q

)
+ 1, 1 < p 6 2 e 1

p +
1
q = 1 .
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A
F E R R A M E N TA S I

Esta parte contém dois lemas que foram utilizados na Seção 3.1 em que
tratamos sobre transformada de Fourier.

Lema A.0.1. A integral ∫
Rn

1

(1+ |x|2)
n+1
2

dx

é finita.

Demonstração. Seja f(x) = 1

(1+|x|2)
n+1
2

, x ∈ Rn, e definimos g(r) = 1

(1+r2)
n+1
2

,

r ∈ (0,∞). Assim, f é uma função não negativa e f(x) = g(|x|). Logo,
aplicando o Teorema 2.1.17, segue que∫

Rn
f(x)dx = σ(Sn−1)

∫∞
0
rn−1

1

(1+ r2)
n+1
2

dr.

Agora, para r > 1, temos∫∞
1
rn−1

1
1

(1+r2)
n+1
2

dr 6
∫∞
1
rn−1

1

rn+1
dr =

∫∞
1
r−2dr <∞,

enquanto, para 0 6 r 6 1, temos que a aplicação r 7→ rn−1 1

(1+r2)
n+1
2

é

contı́nua e, portanto, integrável nesse intervalo.

Lema A.0.2. Para cada k ∈N, existem constantes A,B > 0 tais que

(1+ |ξ|2)k 6 A
∑
|α|6k

|ξα|2 6 B(1+ |ξ|2)k ∀ξ ∈ Rn.
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Demonstração. Seja ξ ∈ Rn. Para |α| 6 k,

|ξα| 6 1, se |ξ| 6 1 e |ξα| 6 |ξ||α| 6 |ξ|k, se |ξ| > 1.

Assim,∑
|α|6k

|ξα|2 6
∑
|α|6k

max{1, |ξ|2k} = Ck max{1, |ξ|2}k 6 Ck(1+ |ξ|2)k,

onde Ck =
∑
|α|6k

1 > 0.

Por outro lado, a função ξ 7→
∑n
j=1 |ξ

k
j |
2 é contı́nua, definida positiva e

possui um mı́nimo D1 > 0 em S1. Assim, para ξ 6= 0,

D1 6
n∑
j=1

∣∣∣∣∣ ξkj|ξ|k
∣∣∣∣∣
2

⇒ |ξ|2k 6 D2

n∑
j=1

|ξkj |
2,

onde D2 = 1
D1

.
Temos ainda que

n∑
j=1

|ξkj |
2 =

n∑
j=1

|ξkej |2 6
∑
|α|6k

|ξα|2

e assim,

(1+ |ξ|2)k 6 2k max{1, |ξ|2k}

6 2k(1+ |ξ|2k)

6 2k

1+D2 n∑
j=1

|ξkj |
2


6 2kD3

∑
|α|6k

|ξα|2,

onde D3 > 1+D2. Portanto, tomando B = 2kD3, segue que

(1+ |ξ|2)k 6 B
∑
|α|6k

|ξα|2

para todo ξ ∈ Rn.
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B
F E R R A M E N TA S I I

Nesta seção, vamos apresentar um resultado sobre transformações orto-
gonais especiais. Maiores detalhes podem ser encontrados em [15].

Definição B.0.1. Uma transformação linear T : E −→ F, onde E e F são
espaços vetorias de dimensão finita munidos de produto interno, chama-se
ortogonal quando preserva produto interno, isto é, se 〈Tu, Tv〉 = 〈u, v〉 para
quaisquer u, v ∈ E.

Em particular, um operador T : E −→ E é ortogonal quando A∗A = IE
ou AA∗ = IE, onde A∗ é o operador adjunto de A e IE é a identidade em E.

Teorema B.0.2. Sejam x, y ∈ Rn tais que |x| = |y|. Existe uma transformação
ortogonal T : Rn −→ Rn tal que Tx = y.

Demonstração. Supõe que x, y ∈ Rn são tais que |x| = |y| = 1 e estendemos x
e y para duas bases ortonormais de Rn, {x, x1, · · · , xn−1} e {y,y1, · · · ,yn−1},
respectivamente.

Seja T : Rn −→ Rn o mapa linear tal que Tx = y e Txi = yi para
i = 1, · · · ,n− 1. Vamos verificar que T é uma transformação ortogonal.
Para isso, basta garantir que T preserva produto interno. Assim, sejam
z, w ∈ Rn. Escrevendo

z = αx+α1x1 + · · ·+αn−1xn−1
w = βx+β1x1 + · · ·+βn−1xn−1,

onde αi, βi ∈ R para todo i = 1, · · · ,n− 1, temos que

Tz = αTx+α1Tx1 + · · ·+αn−1Txn−1
= αy+α1y1 + · · ·+αn−1yn−1
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e

Tw = βTx+β1Tx1 + · · ·+βn−1Txn−1
= βy+β1y1 + · · ·+βn−1yn−1.

Dessa forma, temos que

〈Tz, Tw〉 = 〈αy+α1y1 + · · ·+αn−1yn−1,βy+β1y1 + · · ·+βn−1yn−1〉
= αβ〈y,y〉+α1β1〈y1,y1〉+ · · ·+αn−1βn−1〈yn−1,yn−1〉
= αβ〈x, x〉+α1β1〈x1, x1〉+ · · ·+αn−1βn−1〈xn−1, xn−1〉
= 〈αx+α1x1 + · · ·+αn−1xn−1,βx+β1x1 + · · ·+βn−1xn−1〉
= 〈z,w〉,

ou seja, T preserva produto interno. Logo,T é uma transformação ortogonal
tal que T(x) = y.

Agora, se x, y ∈ Rn com |x| = |y| 6= 0, aplicando o mesmo raciocı́nio
para x

|x|
e y

|y|
, conseguimos uma transformação ortogonal T tal que

Tx

|x|
= T

(
x

|x|

)
=
y

|y|

e, então, Tx = y.
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C
F E R R A M E N TA S I I I

Nesta parte apresentamos algumas ferramentas pontuais de análise,
dentre eles o Lema de Morse, que são utilizados na demonstração do Lema
de Littman. Por fim, também citamos alguns resultados sobre sequências
de funções são necessários quando tratamos da convolução envolvendo
distribuições e funções teste. Começamos com uma consequência do Teo-

rema de Sard sobre variedades C∞.

Teorema C.0.1. Supõe que M e N são variedades C∞ tais que dimM < dimN e
seja F :M→ N um mapa C∞. Então, F(M) tem medida zero em N.

Demonstração. Veja [13, Corolário 6.11].

O próximo resultado é sobre mudança de coordenadas em integrais de
superfı́cies parametrizadas por mapas Ck.

Teorema C.0.2. Sejam V ⊂ Rn aberto e g : V → R um mapa Ck. Ainda, seja
M = {(y,g(y)) : y ∈ V}. Então, dσ na parametrização Σ : V →M definida por
Σ(y) = (y,g(y)) é dada por

dσ =
√
1+ |∇g(y)|2dy.

Demonstração. Veja [7, Exemplo 22.6].

Agora, vamos apresentar alguns resultados sobre aplicações diferenciáveis.
Maiores detalhes podem ser encontrados em [14, Capı́tulo 5].
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Teorema C.0.3 (Teorema de Schwarz). Se a aplicação f : U → Rn definida
no aberto U ⊂ Rm é duas vezes diferenciável no ponto a ∈ U, então a derivada
segunda f ′′(a) : Rm ×Rm → Rn é uma aplicação bilinear simétrica.

Teorema C.0.4 (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f : U→ Rn

uma aplicação definida no aberto u ⊂ Rn com [a, a+ v] ⊂ U . Se f é de classe
Cp e é p+ 1 vezes diferenciável em cada ponto do segmento aberto (a, a+ v), com
|f(p+1)(x) ·wp+1| 6 M|w|p+1 para todo x ∈ (a, a+ v) e todo w ∈ Rm, então a
fórmula de Taylor de f com resto de Lagrange se escreve como

f(a+ v) = f(a) + f ′(a) · v+ 1
2
f ′′(a) · v2 + · · ·+ 1

p!
f(p)(a) · vp + rp(v),

onde
|rp(v)| 6

M

(p+ 1)!
|v|p+1.

Teorema C.0.5 (Fórmula de Taylor com resto integral). Seja f : U→ Rn uma
aplicação definida no aberto u ⊂ Rn com [a, a+ v] ⊂ U . Se f é de classe Cp+1,
então a fórmula de Taylor de f com resto integral se escreve como

f(a+ v) = f(a) + f ′(a) · v+ 1
2
f ′′(a) · v2 + · · ·+ 1

p!
f(p)(a) · vp + rp(v),

onde

rp(v) =
1

p!

∫1
0
(1− t)pf(p+1)(a+ tv) · vp+1dt.

Teorema C.0.6 (Teorema da Função Inversa). Seja f : U → Rm de classe
Ck definida no aberto U ⊂ Rm. Se a ∈ U é tal que f ′(a) : Rm → Rm é
invertı́vel, então existe uma bola aberta B = B(a, δ) ⊆ U tal que a restrição f|B é
um difeomorfismo sobre um aberto V que contém f(a).

Exemplo C.0.7. Dado n ∈N, seja

f : Rn2 −→ Rn2

X 7−→ Xn
.

Temos que a aplicação f é de classe C∞ e a sua derivada, em cada ponto X,
é a transformação linear f ′(X) : Rn2 −→ Rn2 dada por

f ′(X) · V =

n∑
i=1

Xi−1 · V ·Xn−i
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No ponto X = I, temos f ′(I) · V = nV e, então, f ′(I) : Rn2 −→ Rn2 é
invertı́vel. Logo, pelo Teorema da Função Inversa, existem uma bola aberta
B = B(I, δ) e V que contém I = f(I) tais que f : B −→ V é um difeomorfismo
C∞. Isto é, toda matriz Y ∈ V possui uma raı́z n-ésima X (Xn = Y), a qual é
única se impusermos que X ∈ B.

Lema C.0.8 (Lema de Morse). Seja a um ponto crı́tico não-degenerado de uma
função f : U → R de classe Ck, k > 3, num aberto U ⊂ Rn. Então, existe um
sistema de coordenadas ξ : V −→ W, de classe Ck−2, com a ∈ W ⊂ U, 0 ∈ V e
ξ(0) = a tal que

fξ(y) − f(a) =

n∑
i, j=1

aijyiyj

para todo y = (y1, . . . ,yn) ∈ V , onde

aij =
1

2

∂2f

∂xi∂xj
(a).

Demonstração. Para simplificar a notação, vamos supor que a = 0 e f(a) = 0.
Seja W uma bola aberta centrada em 0 e contida em U. Pela fórmula de

Taylor com resto integral, temos que se x ∈W, então

f(x) =

n∑
i, j=1

aij(x)xixj

com

aij(x) =

∫1
0
(1− t)

∂2f

∂xi∂xj
(tx)dt.

Cada aij é uma função de classe Ck−2 definida em W e, para x ∈W, segue
do Teorema de Schwarz que a matriz A(x) = (aij(x)) é simétrica. Ainda,
temos que

aij(0) =

∫1
0
(1− t)

∂2f

∂xi∂xj
(0)dt

=
∂2f

∂xi∂xj
(0)

∫1
0
(1− t)dt

=
1

2

∂2f

∂xi∂xj
(0).
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Assim, seja

A0 = A(0) =
1

2

(
∂2f

∂xi∂xj
(0)

)
.

Como 0 é ponto crı́tico não-degenerado de f temos que A0 é invertı́vel e,
então, existe uma matriz B0 tal que

I = A0B0 = B0A0.

Logo, para cada x ∈ W, podemos escrever A(x) = A0B(x) com B(x) =

B0A(x) e note que B(0) = I. Pelo exemplo C.0.7, como B(x) é uma matriz
que depende de x em classe Ck−2, podemos tomar o raio da bola W tão
pequeno tal que B(x) = C(x)2, onde C : W −→ Rn2 é de classe Ck−2.
Portanto, se x ∈W, A(x) = A0C(x)2.

Como, para todo x ∈W, A(x) é simétrica, temos que

〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉 = 〈A0C(x)2x, x〉 = 〈x,C∗(x)2A0x〉.

Assim, A(x) = C∗(x)2A0 e, então,

C(x)2 = A−1
0 A(x) = A

−1
0 C

∗(x)2A0 = (A−1
0 C

∗(x)A0)
2.

Novamente pelo exemplo C.0.7, se o raio de W for suficientemente pequeno,
x ∈W implicará que C(x) e A−1

0 C
∗(x)A0 estão tão próximos da identidade

que, por terem quadrados iguais, temos que C(x) = A−1
0 C

∗(x)A0 e, então,
A0C(x) = C

∗(x)A0. Assim,

A(x) = A0C(x)
2 = C∗(x)A0C(x).

Dessa forma, se x ∈W, temos que

f(x) = 〈A(x)x, x〉 = 〈C∗(x)A0C(x)x, x〉 = 〈A0C(x)x,C(x)x〉.

Mostramos agora que, se o raio da bola W for tomado suficientemente
pequeno, a aplicação

φ :W −→ Rn

x 7−→ C(x)x

é um difeomorfismo de classe Ck−2 sobre a sua imagem. Com efeito, para
todo x ∈W e todo v ∈ Rn, temos

φ ′(x) · v = ∂φ

∂v
(x) =

∂C

∂v
(x)x+C(x)v.
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Para x = 0, temos φ ′(0)v = C(0)v = v. Logo, φ ′(0) : Rn → Rn é a
transformação linear identidade. Assim, segue do Teorema da Função
Inversa que, se o raio de W for tomado suficientemente pequeno, temos
que φ é um difeomorfismo de classe Ck−2 de W sobre um aberto V que
contém φ(0) = 0 e, então,

f(x) = 〈A0φ(x),φ(x)〉.

para todo x ∈W. Então, ξ = φ−1 : V −→W é um sistema de coordenadas
de classe Ck−2 tal que, para todo y ∈ V ,

fξ(y) = 〈A0y,y〉 =
n∑

i, j=1

aijyiyj.

Um resultado bastante conhecido sobre sequências de funções é o Teo-
rema de Ascoli-Arzelá.

Teorema C.0.9 (Teorema de Ascoli-Arzelá). Seja F uma famı́lia equicontı́nua
infinita de funções em uma espaço métrico compacto K que é uniformemente
limitada, isto é, |f(x)| 6M para todo x ∈ K e toda f ∈ F . Então F contém uma
sequência infinita que converge uniformemente em K.

Demonstração. Veja [6, Capı́tulo 1].

Se F é uma famı́lia infinita de funções uniformemente limitadas com
derivadas uniformemente limitadas, segue da Desigualdade do Valor Médio
que o resultado do Teorema de Ascoli-Arzelá continua válido.

Corolário C.0.10. Seja F uma famı́lia infinita de funções uniformemente limitadas
com derivadas uniformemente limitadas. Então F contém uma sequência infinita
que converge uniformemente em K.
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D
F E R R A M E N TA S I V

Nesta parte vamos apresentar algumas definições relacionadas a funções
de uma variável complexa e que são usadas para apresentar o Teorema de
Resı́duos. Maiores detalhes podem ser encontrados em [5].

Definição D.0.1. Se γ é uma curva retificável fechada em C, então, para
a /∈ γ,

n(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

1

z− a
dz

é chamado o ı́ndice de γ com respeito ao ponto a.

Definição D.0.2. Se G é um conjunto aberto dizemos que γ é homóloga à
zero, em sı́mbolos γ ≈ 0, se n(γ, w) = 0 para todo w ∈ C \G.

Definição D.0.3. Uma função f tem uma singularidade isolada em z = a se
existe R > 0 tal que f está definida e é analı́tica em B(a,R) \ {a} mas não em
B(a,R).

Definição D.0.4. Supõe que f tenha uma singularidade isolada em z = a e
seja

f(z) =

∞∑
n=−∞an(z− a)

n

sua expansão de Laurent em z = a. Então, o resı́duo de f em z = a é o
coeficiente a−1 que é denotado por Res(f, a) = a−1.

O próximo teorema pode ser encontrado em [5, Teorema 2.2].
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Teorema D.0.5 (Teorema de Resı́duos). Seja f uma função analı́tica em uma
região G exceto nas singularidades isoladas a1, · · · , am. Se γ é uma curva reti-
ficável fechada em G que não passa pelos pontos ak, k = 1, · · · , m, e se γ ≈ 0 em
G, então

1

2πi

∫
γ
f =

m∑
k=1

n(γ, ak)Res(f, ak).
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