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RESUMO
Tese de Doutorado
Programa de Pds-Graduacao em Matematica

Universidade Federal de Porto Alegre

COCICLOS DE FUNCOES HOMOGENEAS E ESPACO
SIMBOLICO COM LONGA MEMORIA
AUTOR: ALEX JENARO BECKER
ORIENTADOR: ALEXANDRE TAVARES BARAVIERA
Data e Local da Defesa: Porto Alegre, 24 de Margo de 2021.

O presente trabalho apresenta dois resultados, cada um deles de uma area distinta dos siste-
mas dinamicos. No primeiro deles, propomos uma nova classe de cociclos gerados por fungoes
homogéneas. Definimos o maior e o menor expoentes de Lyapunov associados a tal classe de
cociclos e provamos um resultado sobre aproximacao peridédica para os expoentes em termos
da norma num contexto de dimensao infinita. Como aplicacao dessa aproximagao periddica,
mostramos que a taxa de crescimento exponencial em termos da norma e a distorcao quase-
conforme de um cociclo homogeéneo, podem ser dados em termos de pontos peridédicos. No
segundo deles, construimos um novo subconjunto de {0, 1}, que serd chamado de frequency
shift, o qual possui longa memoria. Mostramos que esse conjunto nao é um espaco subshift
do tipo finito e ainda, conseguimos obter uma cota inferior para a entropia topolégica, ga-

rantindo assim, que a mesma seja positiva.

Palavras-chave: Cociclos Homogeéneos, Expoentes de Lyapunov, Aproximacao Periddica,

Espaco Subshift com Longa Memoria, Entropia Topoldgica.



ABSTRACT
Tese de Doutorado
Programa de Pds-Graduacao em Matematica
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

COCYCLES OF HOMOGENEOUS FUNCTIONS AND
SIMBOLIC SPACE WITH LONG MEMORY
AUTHOR: ALEX JENARO BECKER
ADVISOR: ALEXANDRE TAVARES BARAVIERA
Place and Date of the defense: Porto Alegre, March, 24th of 2021.

It presents two results, each one of them from a different area inside the dynammical systems.
In the first part, we discuss a new class of cocycles generated by homogeneous functions. We
define the biggest and smallest Lyapunov exponents associated with this class of cocycles
and we prove a result about periodic approximation of exponents, in terms of norms, in a
context of infinite dimension. As application of periodic approximation, we show that the
rate of exponencial and quasiconformal increase are given in terms of periodic points. In the
second part, we construct new sets of subshifts in {0, 1}, which will be called frequency shift,
that has a long memory. We show that these subshifts are not finite type and we obtain a

condition for that the sets have positive topological entropy.

Keywords: Homogeneous Cocycles, Lyapunov Exponents, Periodic Approximation, Subshift

Space with Long Memory, Topological Entropy.
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Introducao

O estudo de cociclos é um tema bastante desenvolvido dentro da literatura, tendo
os cociclos lineares, ou seja, cociclos gerados por fungoes lineares, como um dos principais
assuntos dentro desse contexto. Diversos resultados interessantes tém sido obtidos para coci-
clos lineares, o que nos motivou a seguinte pergunta: sera possivel obter resultados similares
para cociclos onde relaxa-se a condicao de linearidade? Mais precisamente, pode-se obter
resultados similares aos do contexto linear para um cociclo gerado por uma aplicacao g onde
a condi¢ao g(z+y) = g(z)+ g(y) ndo seja necessariamente vélida mas, que preserva a propri-
edade de produto por escalar? Ou seja, estamos nos perguntando quais resultados também
valem para cociclos gerados por fungoes positivamente homogeéneas. o qual chamaremos de
homogéneas a fim de simplificar a nomenclatura. Entendemos que esse é um assunto novo
na conjuntura dos cociclos, justificando assim, a relevancia desse estudo.

O trabalho com sistemas dinamicos homogéneos foi inspirado a partir de um estudo do
texto [19] sobre sistemas dinamicos monétonos. A fim de dar sentido ao termo “monétono”,
considere uma aplicacao continua f : E — E, onde E é um espaco de Banach, e um cone
K C X, o qual é um subconjunto convexo, que satisfaz K N (—K) = ) e AK C K, para
todo A > 0, sendo —K = {—z:2 € K} e A\K = {\z : x € K}. Entédo, o cone induz uma
ordem parcial <g sobre E da seguinte forma: dados z,y € F diremos que z <x y sempre
que y —x € K. Dessa forma, diremos que f preserva ordem (e essa ordem ¢é induzida pelo
cone K) se f(x) <k f(y) quando x <y y. Logo, uma dindmica mondtona é uma aplicacao
que preserva uma ordem parcial induzida por um cone. Para mais detalhes e resultados,
citamos [26], [30] e [31].

Para exemplificar e justificar a abordagem de sistemas dinamicos monétonos e ho-
mogeneos, na sequéncia considere a seguinte problematizacao. Seja o : X — X a aplicacao
shift, dada por o(z), = Tp41, para todo z = (z,,) € X, onde X = I" sendo I o conjunto dos

inteiros positivos. Denotamos ainda o subshift do tipo finito por X4, que é definido como

Xa={reX:as,2,, =1 Vn>1}
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com A = (ay)75=, ¢ a matriz de adjacéncia, com a;; € {0,1}. No trabalho [20], os autores
consideraram o seguinte operador de transferéncia o qual, tomando ¢ : X, — R uma funcao

qualquer continua e limitada, é dado pela expressao abaixo

Mygp(x) = sup {(f+o))} (1)
y€o—1(z)

onde f : X4 — R é uma funcao continua e limitada fixada a priori. Sob determinadas
condicoes, é possivel provar a existéncia de medidas que maximizam a funcao f, ou seja, que
o valor sup,,c ¢ | fdm é atingido, sendo M a colecao de todas as medidas de probabilidade

o—invariantes sob X 4.
Dentre as hipoteses assumidas, os autores consideram que a funcao f seja essencial-
mente compacta, que entre outras condigoes, pede que exista uma fungao ¢ : X4 — R e um

nimero ¢ € R tal que para cada x € X4

p(x)+c= sup {(f+¢)y)}
yeo—1(x)

Essa condicao pode ser entendida como a existéncia de um autovalor no sentido max-
plus para o operador My, ou seja, um autovalor obtido a partir da troca das operagoes
usuais de soma e multiplicagao dos niimeros reais pelas seguintes operagoes bindrias: x®y =
max{z,y} e z ® y = x + y. Para mais detalhes sobre a dlgebra max-plus citamos [5].

Para obtermos entao esse autovalor, uma ideia utilizada foi aplicar o seguinte resul-
tado devido a Parret e Nussbaum, o qual pode se encontrado em [30], para o operador de
transferéncia My dado em (1). No resultado a seguir, dizer que X 4 possui estrutura vetorial
significa que dados z,y € X4 existe um tinico maximo entre x e y com respeito a ordenacao

induzida pelo cone. Além disso, x V y denota o maximo entre x e .

Teorema 0.0.1. Considere K um cone normal contido no espaco das funcoes reais, continuas
e limitadas definidas sobre X4. Seja f : K — K continua, homogénea de grau 1 e que
preserva ordem. Suponha também que K induz uma estrutura vetorial em X e que satisfaca
flxVvy) = f(z)V f(y). Ainda, assuma que que v é uma medida generalizada homogénea de
nao compacidade em X para qual vale a inequacao p(f) < r(f). Entdo ezxiste y € K — {0}
tal que

fly) =ry,
onde r =r(f).

No Teorema 0.0.1, o valor p(f) denota o raio essencial espectral de f e r(f) o raio

espectral de f. Vamos omitir aqui alguns dos conceitos usados, a fim de nao estender os
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comentérios que estao sendo realizados mas, todos esses podem ser encontrados em [26] e
[30]. Observe que, dentre todas as condigoes exigidas no Teorema 0.0.1, existe a de que
o operador deve preservar a ordem parcial induzida pelo cone e ainda, uma condicao de
homogeneidade. Essa segunda hipotese citada, acabou nos despertando um questionamento:
serd que resultados validos para dinamicas lineares podem ser extendidos para aplicagoes
homogéneas? A partir de tal pergunta, um primeiro caminho foi o de abordar o estudo de
cociclos nesse novo contexto pois, este € um assunto classico dentro da teoria das dinamicas
lineares.

Num primeiro momento, buscamos estabelecer uma féormula do tipo Furstenberg, si-
milar a obtida em [11], para um cociclo aleatério gerado por aplicagoes homogéneas. Mais
especificamente, dado um conjunto F' formado por aplicacoes homogéneas f munido de uma
medida de probabilidade u, deve-se garantir que existe uma medida estacionéria v tal que o

expoente de Lyapunov (LE) do cociclo possa ser escrito da seguinte forma

LE = / / log] 1) lldv ) ().

Esse ainda é um problema que estamos investigado no contexto dos cociclos ho-
mogéneas. Além disso, um possivel problema que pode ser abordado é estabelecer uma
férmula do tipo Herman-Avila-Bochi (veja em [1] e [18]) para aplicacdes homogéneas. Na
secao 2.2, apresentamos um exemplo utilizando a familia da tenda, garantindo que o expo-
ente de Lyapunov associado ao cociclo é positivo. Salientamos que no caso das aplicagoes
homogéneas uma estimativa que garante que o expoente seja positivo é mais simples de ser
obtida que no caso linear pois, no caso do cociclo homogéneo temos mais liberdade para
escolher as diregoes em que os expoentes expandem e contraem.

Inspirados pelo trabalho de Kalinin e Sadovskaya [23], buscamos entdo provar um
resultado de aproximacao periédica para os expoentes de Lyapunov associados a um cociclo
homogéneo no Teorema 2.3.2. Esse tipo de resultado, no contexto ao qual apresentaremos, foi
utilizado inicialmente por Kalinin (2011) em [21], como ferramenta para provar um Teorema
do tipo Liv§ic para cociclos arbitrarios tomados em GL(d,R). Mais precisamente, o autor
prova que considerando f : X — X uma dinamica hiperbdlica, X um espago métrico com-
pacto, A : X — GL(d,R) uma fungao Holder continua e se cada ponto periédico p = f™(p)

de periodo n satisfaz
A(f"Hp)--A(f(p)Alp) = Id,

entao existe uma fungdo C' : X — GL(d,R), Holder continua, satisfazendo para todo x € X



12

Nesse caso, A é dito um cobordo. Posteriormente Backes [3], generaliza o resultado
sobre aproximacao periddica dos expoentes de Lyapunov obtido em Kalinin (2011), provando
o resultado para cociclos nao necessariamente invertiveis. O autor assume que o cociclo é
semi-invertivel, no sentido em que a funcao base do cociclo é invertivel mas, a acao da funcao
geradora sobre a fibra nao precisa necessariamente ser invertivel. Citamos ainda o trabalho
de Backes [2] no qual, o autor mostra que se os expoentes de Lyapunov sao suficientemente
pequenos, um cociclo semi-invertivel é na verdade, um cociclo invertivel e a partir disso, é
possivel obter um Teorema do tipo LivSic como consequéncia.

Em [23], os autores provaram um resultado sobre aproximagao do maior e menor
expoentes de Lyapunov em termos da norma por orbitas periédicas, para um cociclo linear
sobre um espago de Banach (ndo necessariamente compacto). Posteriormente, Backes e
Dragicevi¢ em [4] generalizaram o resultado obtido por Kalinin e Sadvoskaya provando que
todos os expoentes excepcionais de Lyapunov podem ser aproximados por expoentes com
respeito a medidas ergddicas suportadas sobre orbitas periddicas, sendo que essa aproximacao
nao é em termos da norma mas sim, dos préprios expoentes. Além disso, em [4], os autores
assumem que o cociclo é semi-invertivel.

Em nosso resultado sobre a aproximacao periddica para expoentes de Lyapunov, ex-
ploramos uma nova classe de aplicagoes que geram o cociclo, que sao as fungoes homogéneas.
Salientamos ainda que estamos num espaco de dimensao infinita uma vez que o cociclo age
sobre aplicagboes homogéneas definidas sobre um espago de Banach.

O interesse por estudo do cociclo gerado por func¢oes homogéneas, deve-se também
pelo fato de existirem operadores interessantes munidos de tal propriedade mas, que nao sao
lineares. Citamos como exemplos: as seminormas (exemplo 1.2.9), fun¢ao de Gauge ou funci-
onal de Minkowski (exemplo 1.2.10) e a funcao de Hardy-Littlewood (exemplo 1.2.11). Desse
modo, ¢é percetivel que obter resultados para fungoes homogéneas é por si s interessante, ja
que existem exemplos curiosos nesse contexto.

Por fim, salientamos que o principal resultado desse primeiro momento do trabalho
¢ o Teorema 2.3.2 presente na se¢ao 2.3, onde obtemos a aproximagao periédica em termos
da norma para os expoentes de Lyapunov de cociclos gerados por funcoes homogéneas. Esse
trabalho foi desenvolvido em colaboragao com Alexandre T. Baraviera, Erick Scépel e Fagner
B. Rodrigues.

Além do estudos dos cociclos gerados por fungdes homogéneas, existe um segundo
momento nesse trabalho onde apresentamos espacos simbdélicos contidos em {0, 1}V, os quais
serao chamados de frequency shifts. Veremos que esses conjuntos dependem de um parametro
pe € [0,1]. Mais precisamente, para identificar as palavras que pertencem a esses conjuntos, é

necessario comparar a densidade de elementos um em cada bloco finito iniciando no primeiro
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elemento da palavra, com esse parametro p.. Dessa forma, entendemos que esse conjunto
possui longa memoria, uma vez que para cada novo elemento de uma palavra, precisamos
necessariamente verificar se as condigoes de transicao sao satisfeitas olhando do primeiro
elemento da sequéncia até o elemento analisado. Nos perguntamos entao, se de fato esse
conjunto é “novo”’e para respondermos isso, procuramos verificar se eles sao ou nao espagos
subshifts do tipo finito. Ainda, buscamos uma cota inferior para a entropia topoldgica de
alguns desses subconjuntos, fazendo com que a entropia seja ao menos positiva.

Existem diversas formas de criar conjuntos com a propriedade de possuir certa meméria.
Um exemplo é o espago subshift do tipo finito que tem memoria m, isto é, quando ele pode
ser descrito por uma colecao de blocos proibidos todos com comprimento m + 1. Para enten-
dermos melhor essa noc¢ao, assuma que todos os blocos proibidos de um espacgo subshift do
tipo finito tenham comprimento m + 1. Considere entao um bloco finito B = xyx5...x,, com
n > m + 1. Entao para sabermos se B é um bloco admissivel, basta que a cada elemento
x;, olhemos para os m elementos anteriores para verificar a admissibilidade, dando sentido
assim ao fato de o subshift ter memoéria m + 1. Para maiores detalhes sobre esses conjuntos,
consultar a segao 2.1 de [27].

Outro exemplo é o shift de Haydn dado no trabalho [17]. Considere um inteiro positivo
v > 2 e ainda o conjunto de simbolos § = {0, 1,2, ...,2v}. Vamos tomar A = {1,2,....v} e
R={v+1,v+2, ...,2v} eentdao, S = {0} UAUR. Sejam ainda, L4 = AZ e X = RE.
O subconjunto de Haydn ¥ C 8% é formado por palavras de ¥4 e ¥z e ainda, por palavras
descritas da seguinte forma: uma palavra admite um bloco B4 admissivel em Y 4 seguido
por um bloco finito B admissivel em ¥ (ou vice-versa) se entre B4 e By existir um bloco
de 0s, denotado por Byg, de tamanho no minimo igual a a(a 4 b), onde @ > 0 e a é o
comprimento de B4 e b é o comprimento do bloco Br. Além disso, se uma palavra contém
um bloco infinito de X 4 ou Y entao, temos de ter uma quantidade infinita de 0’s apos tal
bloco, e assim, nao havera um bloco do outro conjunto na sequéncia.

Observa-se entao que por construcao, o shift de Haydn possui uma memoria nessas
palavras que contém blocos de ¥4 e X pois, é necessario olhar para o comprimento deles a
fim de intercalar com blocos de 0’s.

No nosso caso, impomos uma regra de dependéncia que nao tem limitacao, onde a cons-
trucao das palavras depende de um parametro real p. € [0, 1], fixado a priori, que determina
qual a quantidade de 1’s que podemos colocar em cada configuracao. Mais especificamente,
fixado um nimero qualquer p. € [0, 1], consideramos um subconjunto denotado por P(p.) de

{0, 1}N 0s quais as palavras possuem as seguintes regras de transicao:

e as transicoes 0 — 0 e 0 — 1 sao livres;
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e a transicao 1 — 0 ocorre se a densidade de 1’s no bloco que inicia no primeiro elemento

da palavra e vai até o elemento analisado é maior do que p,;

e a transicao 1 — 1 vai ocorrer se a densidade de 1’s do bloco iniciando no primeiro

elemento da palavra até o elemento analisado é menor ou igual a p..

Entendemos como densidade de 1’s de um bloco finito como a razao entre a quantidade
de 1’s sobre o tamanho do bloco. Por exemplo, o bloco 000111100001 tem densidade 15—2 Note
que as palavras em P(p.) possuem a frequéncia média de 1’s igual a p.. No entanto, mais
do que isso, quando olhamos cada bloco finito formado a partir do primeiro elemento, esse
bloco precisa respeitar as regras de transigao.

Salientamos que o conjunto P(p.) ndo é invariante pela aplicacao shift, dessa forma
definiremos o conjunto (p.) que serd formado pelo fecho da unidao de todas as imagens de
P(p.) pela aplicacao shift.

Uma pergunta natural que pode surgir é se de fato X(p.) é um “novo” subconjunto de
{0, 1}, Mostramos nesse trabalho que os conjuntos $(0) e X(1) sdo shifts do tipo finito, ou
seja, conjuntos ja conhecidos. Mas, para p. € (0,1), provaremos que X(p.) nao é um subshift
do tipo finito. Esses resultados podem ser encontrados na Proposicao 3.5 da secao 3.4.

Além disso, definiremos o conceito de Entropia das Palavras do conjunto P(p.) na
secao 3.3 e usaremos na se¢ao 3.5 para provar que, em alguns casos, a entropia do conjunto
Y(pe) € positiva. Salientamos que os resultados obtidos nesse momento do trabalho ainda
sao parciais. Esse trabalho sobre o espaco simbdlico com longa memoria foi desenvolvido em
colaboragao com Alexandre T. Baraviera e, a ideia sobre o conjunto, foi proposta a partir de
conversas entre Alexandre T. Baraviera e Renaud Leplaideur.

No capitulo 1 desse trabalho apresentaremos alguns resultados preliminares ja conhe-
cidos, bem como algumas caracterizagoes sobre o espaco das fungoes homogéneas e ainda,
alguns resultados técnicos necessarios para a prova do Teorema 2.3.2. Posteriormente, no
capitulo 2 definiremos os expoentes de Lyapunov para cociclos gerados por dinamicas ho-
mogéneas. Apresentaremos também uma férmula do tipo Herman-Avila-Bochi e o resultado
de aproximacao periddica para os expoentes de Lyapunov. Além disso, no final do capitulo
existe uma aplicacao para tal aproximacao periédica. Por fim, no capitulo 3, abordaremos o
subshift com longa memoéria, mostrando algumas de suas propriedades, bem como os resul-

tados acima citados.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados conhecidos na literatura
que serao utilizados no transcorrer desse trabalho. Com o objetivo de facilitar a leitura,
optamos por cita-los nesse capitulo inicial e assim sempre que o leitor julgar necessario,
pode retornar até essa parte do texto. Pressupoe-se que o leitor ja tenha familiaridade com
alguns topicos de Teoria da Medida como, conceito de medida, espagos mensuraveis e fungoes
integraveis. Caso seja necessario citamos como referéncia [7].

Na sequéncia exibiremos na Secao 1.1 alguns resultados de Teoria da Medida, bem
como de Teoria Ergddica necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Salienta-se que
esses foram retirados das seguintes referéncias [7], [28] e [29]. Além disso, dedicaremos a Se¢ao
1.2 para tratar sobre o espago das aplicacoes homogéneas, o qual é uma das ferramentas que
serao utilizadas posteriormente, e algumas de suas propriedades.

Na Secao 1.3, também faremos uma breve apresentacao sobre o conceito de expoente
de Lyapunov e alguns resultados importantes dentro desta teoria. Para quem tiver interesse
em maiores resultados sobre tal tema, citamos a referéncia [34]. Por fim, na Segao 1.4
apresentaremos alguns resultados técnicos que sao importantes para provarmos o Teorema

2.3.2 sobre a aproximagcao periddica dos expoentes de Lyapunov para cociclos homogéneos.

1.1 Teoria Ergddica e Teoria da Medida

Inicialmente apresentaremos alguns conceitos e resultados da Teoria Ergddica. Basi-
camente tal campo de estudo pode ser entendido como uma area da matematica que estuda
sistemas dinamicos munidos de medidas invariantes. Lembrando que um sistema dinamico
pode ser entendido informalmente como uma aplicagao f : X — X munido de alguma propri-
edade (por exemplo, ser continua, homeomorfismo, difeomorfismo, etc.), sendo X um espago

também munido com alguma propriedade (como compacidade, munido com uma métrica,

15
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etc). Em um sistema dinamico discreto busca-se entender o comportamento de um determi-
nado ponto x € X a partir de suas iteradas f"(x) = f o... o f(z) pela aplicagao f.
—

n vezes
A seguir definiremos o conceito de medida invariante, ferramenta essencial para a

Teoria Ergodica.

Definigao 1.1.1. Seja (X, A, u) um espago de medida munido com a medida v que age sobre
a o-dlgebra A. Considere ainda f : X — X uma transformacao mensurdvel. Dizemos que a

medida p € invariante por f se u(E) = p(f~(E)), para qualqguer E C X mensurdvel.

E usual também dizer que f preserva p quando a medida g é invariante por f.
Uma justificativa para o estudo de medidas invariantes é que com essa ferramenta pode-se
obter resultados muito interessantes os quais entre eles, citamos o Teorema da Recorréncia
de Poincaré. Esse nos diz que a o6rbita de quase todo ponto retorna arbitrariamente préximo
ao ponto inicial, sob acao de uma aplicagao que preserva uma medida finita.

Na sequéncia citamos um resultado que mostra uma interessante caracterizagao para

o conceito de medida invariante.

Teorema 1.1.2. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f: X — X mensurdvel. Entao f
preserva |4 Se, e somente se, fX pdu = fX po fdu, para toda funcao ¢ : X — R integrdvel

com respeito a .

Dentro da Teoria Ergddica, por diversas vezes, é relevante buscar medidas invariantes
que possuam propriedades mais finas, obtendo assim resultados ainda mais fortes. Sob essa
premissa, consideramos o conceito de medida ergddica o qual é definida abaixo. Antes de
enunciar a definicao, uma medida p é dita de probabilidade em um espaco X qualquer, se
p(X)=1.

Observacao 1.1.3. A partir de qualquer medida finita p nao nula definida em X pode-se
definir uma medida de probabilidade i fazendo i(E) = u(E)/u(X), para todo E C X.

Definicao 1.1.4. Um medida de probabilidade invariante p € dita ergodica se para qualquer
conjunto E que satisfaz f~H(F) = E, vale que u(E) =0 ou pu(E) = 1.

As medidas ergddicas sao medidas invariantes com uma propriedade adicional: todo
conjunto que é invariante sob a acao da dinamica tem ou medida nula ou medida total. Tal
propriedade nos fornece uma gama de importantes resultados dentro da area de sistemas
dinamicos chamados de Teoremas Ergddicos. Citaremos na sequéncia alguns deles que serao
utilizados no transcorrer do trabalho.

O primeiro desses resultados que apresentaremos é o Teorema Ergddico de Birkhoff.

Esse resultado é motivado pela perspectiva de entender o comportamento da funcao Tempo
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Médio de Visita de um ponto por uma dinamica. Para maiores detalhes desse assunto citamos
o Capitulo 3 de [29].

Teorema 1.1.5. (Birkhoff) Seja f : X — X uma transformagdo mensurdvel e y uma medida

de probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao ¢ : X — R integravel, o limite

B J&n2¢f

existe para pu—quase todo ponto v € X. Além disso, a fungao ¢ definida desta forma €
| e@inte) = | pla)duta).
X X

A funcao ¢ é chamada média temporal de ¢. E possivel mostrar ainda que a média

integravel e satisfaz

temporal é constante ao longo das drbitas para quase todo ponto, isto é, ¢(x) = @(f(x)),
para pu—quase todo ponto x € X.

Observe que no Teorema 1.1.5 temos como hipdtese que a medida p é apenas invari-
ante. Caso assumamos que i € ergddica, é possivel justificar que além das propriedades ja
citadas vale ainda que ¢(z) = [ « ¥ du, para p-quase todo ponto. A ergodicidade nos fornece
uma propriedade ad1c10nal bastante til para a média temporal da funcao .

O resultado que apresentaremos a seguir € ainda mais forte que o Teorema de Brikhoff.
Ele garante a convergéncia em média de uma sequéncia de fungoes (¢)nen que é subaditiva,

isto é, a sequéencia satisfaz v, 1 < @ + @, 0 f, sobre uma dinamica f.

Teorema 1.1.6. (Ergddico Subaditivo de Kingman) Seja p uma medida de probabilidade
mwvariante para uma transformacao f: X — X e seja p, : X — R, n > 1 uma sequéncia
subaditiva de fungoes mensurdveis tal que o € L*(p). Entdo a sequéncia (¢, /n)nen converge

pu—quase todo ponto para uma fun¢ao mensurdvel p : M — [—o00,00). Além disso, p* €

Li(p) e

n—oo M, neN N

1
/ o dp= lim — gondu = inf —/ Ondp € [—00,00).
X

Neste momento citaremos alguns teoremas da Teoria da Medida que serao diretamente
utilizados em justificativas de resultados do trabalho. O teorema a seguir garante que o limite

pontual de uma sequéncia de funcées mensuraveis é também mensuravel.
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Teorema 1.1.7. Seja X um espaco topologico e Y um espaco métrico separdvel. Considere
fa 1 X = Y uma sequéncia de fungdes mensurdveis e f : X — 'Y tal que lim f,(x) = f(z)
n—oo

para todo x. Entao f € mensurdvel.

O préximo resultado conhecido como Teorema de Egorov nos fornece que a con-

vergéncia de uma sequéncia de fungoes mensuraveis é quase uniforme.

Teorema 1.1.8. (Egorov) Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade, f : X — R uma funcao

e fn uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que lim f,(x) = f(x) ¢.t.p. x € X. Entdo
n—oo

a sequéncia f, converge quase uniformemente a f, isto €, para todo € > 0 ewxiste A € A com

p(A) < e tal que a sequéncia (f,)jac converge uniformemente a fiae.

Nesta secao buscamos citar alguns dos resultados classicos que serao utilizados dire-
tamente durante o texto, bem como algumas poucas propriedades, resultados e comentérios
interessantes da Teoria Ergddica. Caso o leitor esteja interessado em maiores detalhes sobre

tais conceitos, destacamos que esses podem ser buscados nas referéncias.

1.2 O Espaco das Aplicacoes Homogéneas

Nesta secao destacaremos algumas propriedades das aplicagoes homogéneas e ainda,
definiremos o espaco de tais aplicagoes mostrando que esse é um espaco de Banach. Além
disso, apresentaremos alguns exemplos de fungdes homogéneas que serao uteis posteriormente
para obtermos propriedades que nos auxiliarao a mostrar qual a importancia do estudo de
cociclos gerados por essas aplicagoes.

Consideramos ao longo dessa segao (E,| - |g) um espago de Banach qualquer sobre o
corpo R (na realidade a defini¢ao a seguir vale para um corpo qualquer K) com as operagoes
usais de soma de fungoes e multiplicacao por escalar. Diremos que uma aplicacao h : £ — E
é homogénea de grau um, ou simplesmente homogénea, se satisfaz a relagdo h(\v) =

Ah(v), para qualquer escalar ndo-negativo A > 0 e qualquer vetor v € F.

Observacao 1.2.1. Se h é homogénea, entio h(0g) = Og, onde O € o vetor nulo de E. De

fato, sendo h homogénea temos que
h(0g) = h(2-0g) = 2h(0g),

e assim, h(0g) = Og.

A Observacao 1.2.1 mostra que algumas propriedades validas para aplicagoes lineares

continuam validas no caso da funcao ser homogénea. No entanto, é importante destacar
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que uma aplicagdo homogénea nao precisa necessariamente satisfazer a relagdo h(u + v) =
h(u) + h(v), para todo u,v € E.

Denotaremos por S! = {u € F : |u|g = 1} a esfera unitéria em E. Para qualquer
aplicacdo h : F — E homogénea invertivel, podemos considerar funcoes ®, : S* — S! e
Nj, : St — R, dadas por

e Np(u) = |h(u)|p, (1.1)

para todo u € S*.

Observagao 1.2.2. Observe que @y, estda bem definida pois, Ny € estritamente positiva. De

fato, caso exista u € S' tal que Ny(u) = 0 entdo

h(u)|p = 0 = h(u) = 0.

Pela Observagao 1.2.1, temos que h(u) = 0g = h(0g). Como h é ao menos injetora seque

que u = 0g o que nao pode ocorrer uma vez que u € S*.

Observe que reciprocamente, se forem dadas aplicacoes ® : St — St e N : St — R,

quaisquer, é possivel definir uma aplicacao homogénea he ny : £ — E pela seguinte expressao

po) =@ () () (12)

para qualquer v € E. Como E tem estrutura de espaco vetorial segue que hg n estd bem
definida. Além disso, dados A > 0 e u € F temos que

AU AU
h A = ¢ —— | N| — )|\
o (A) (MuIE) (ME)' ule
AU AU
= | —— | N AMu
(Mum) (A\um) [ule
— A\ (L)N(L) lulp
lu| g u|g

mostrando que de fato, hg n ser homogeénea. Dessa forma, podemos utilizar a expressao dada

em (1.2) para construir exemplos de aplicages homogéneas e provar algumas propriedades

quando necessario.

Observacao 1.2.3. Para cada funcao h homogénea é possivel associar aplicacoes @), e Ny,

como dadas em (1.1) e essa correspondéncia é biunivoca. Entao para h ser inversivel basta
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assumirmos que Py € bijetiva ja que Nj, > 0.

Vamos apresentar alguns exemplos de aplicacoes homogéneas e em alguns desses,
utilizaremos para construir uma funcao homogénea h as fungoes ® e N a partir da expressao
dada em (1.2).

Exemplo 1.2.4. Toda aplicacio A : E — E linear é também homogénea.

Observacgao 1.2.5. Como qualquer vetor v # 0 de R? pode ser identificado por algum
angulo 0 € [0,27), nos exemplos a sequir o vetor unitdrio v/|v|g serd denotado por v(0) =
(cos@,sinf). Observe que desse modo quando fizermos Av(6), para qualquer angulo 6 e A > 0,
estaremos apenas mudando o comprimento desse vetor e nao o angulo. Ainda, por simplici-
dade, quando aplicarmos uma fung¢do definida no circulo no vetor v(0), utilizaremos apenas
a notagao do angulo 0, isto €, f(v(0)) = f(6).

Exemplo 1.2.6. Considere ® : S' — S e N : S' = R, onde S* C R?, dadas por ® = Idge
e N(0) =1 +sin*(0/2). Entdo pela rela¢do dada em (1.2) obtemos a aplicagdo

h(v) = (1+sin*(6/2))v,

para qualquer v € R?, a qual é homogénea e ndo linear.

Exemplo 1.2.7. Novamente considere ® e N definidas em S* C R? tais que ®(0) = 0+ 27w,
para algum w € QU {% : k € Q}, ou seja, uma rotagdo irracional, e N(0) = 1+ sin*(6/2).

Pela relagao (1.2) obtemos a aplicagdo homogénea
h(v) = (0 + 27w)(1 +sin®(0/2))|v|r2,

para qualquer v € R?, que também é nao linear.

Exemplo 1.2.8. Tome agora ® e N definidas em S' C R% onde ® = Idgz e N(v) = |v1+vs],
para qualquer v = (vy,vy) € Ri. Temos assim que essas fungoes definem a sequinte aplicacao

homogénea
v

h(v)

= |v1 + vg,
|v|Re

para qualquer v € R3 . Salientamos que a restri¢io para R% se deve pelo fato de ndo querer-

mos que N se anule.

Exemplo 1.2.9. Assuma agora que S* C E, onde E € um espaco de Banach qualquer e

sejam ® = Idg e N satisfazendo as condicoes dadas abaixo para qualquer v € E e a escalar:
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(i) N(v) = 0;
(i) N(av) = |a|N(v),
(111) N(u+v) < N(u)+ N(v).

A aplicacao N como definida acima € dita uma seminorma em E. Obtemos assim

h(v) = N (ﬁ) v,

a qual é homogéna mas ndo € linear pelo item (iii) da defini¢ao de seminorma.

Exemplo 1.2.10. Um exemplo mais geral de funcdo homogénea ¢ o funcional de Min-
kowskr ou funcao de Gauge. Sejam E um espago vetorial topolégico e K um subconjunto
radial, isto €, para qualquer subconjunto finito A de E existe um escalar \g tal que A C \K,
sempre que [N > |XNo| (outra terminologia € dizer que K ¢é absorvente). FEntdo defina a

aplicacao pr : E — [0,00) pela expressao
pr(v) =inf{r >0:v € rK}.

Caso se assuma que K ¢é equilibrado, ou seja, a K C K, para qualquer escalar |a| < 1,

teremos que a aplicagao px € homogénea. De fato, dado X\ > 0 temos que
pr(Av) = inf{r >0: v e€rK}
= inf{r>0:v€£[(}

_ 1nf{A5>0:vefK}

h\ h\

. T T
_ )\mf{X>0.vexK}
= Apk(v).

Para maiores detalhes sobre essa fungao citamos o capitulo 12 de [15].

Exemplo 1.2.11. Por fim, citamos como exemplo o fungao maximal de Hardy-Littlewood.
Seja f: R — R uma funcao integravel. Definimos a funcdao f* do sequinte modo
1 T+r
fr(x) = sup o |f(w)ldy,

'f'>0 2T xr—r

para todo x € R, onde o supremo acima é tomado sobre todos os intervalos de comprimento
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2r, com r > 0, que contém o ponto x. Para mais detalhes da funcao mazimal citamos o
capitulo 3 de [33].

Denotaremos o espago das fungoes continuas, invertiveis e homogéneas de grau 1 por

H'(E). Observe que dadas h,h € #'(E) e a um escalar temos para todo v € E e A > 0 que

(ah +h)(\) = ah(lv)+ h(\)
= a\h(v) + Ah(v)
= Aoh+h)(v),

ou seja, H'(F) possui estrutura de espago vetorial.

A fim de mostrar que H!'(E) é um espago de Banach com as operagoes usuais de soma

e multiplicacao por escalar de um espaco de funcoes, consideramos a seguinte aplicagao

1 )« b€ HUE) = ||hllp () = sup [A(v)], (1.3)

lv]=1
a qual define uma norma em H'(E).

Observagao 1.2.12. Por simplicidade, escreveremos as normas |- |g de E e || - ||30(r) de

HYE) por |-| el|-||, respectivamente.

Observagao 1.2.13. Dada uma fungio h € H*(E) € possivel associar duas aplicagoes @y, e

Ny, pela expressdio (1.2). Desse modo, para cada h € H'(E) para a norma || - || vale que

[|All = sup [A(v)] = sup |5 (0) Ny (v)[v]| = sup Ni(v)|v][@n(v)] = sup Np(v),

lv|=1 lv|=1 |v|=1 lv|=1

onde a ultima igualdade vale pelo fato de v e ®y(v) serem unitdrios. Logo, podemos reescrever

a norma em H'(E) por

[1Al] = sup |h(v)| = sup Nu(v),

Jv|=1 [v|=1
para todo h € H'(E).

Para garantirmos H!(F) ¢ de fato um espago de Banach, vamos mostrar que H'(E)

é um subespaco vetorial fechado do espaco C°(E) das fungoes continuas definidas sobre E.
Lema 1.2.14. O espaco H'(E) ¢ fechado.

Demonstragdo. Seja (h,) uma sequéncia em H!'(E) que converge na norma || - || para algum

h:E — E. Como (h,) é uma sequéncia de fungoes continuas e pela norma em H'(FE), segue
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que h também é uma funcao continua. Além disso, como a convergéncia em norma implica
convergéncia pontual e pela homogeneidade dos termos da sequéncia (h,,), para todo v € E

e A > 0 temos que

h(Av) = lim h,(Av) = A lim h,(v) = Ah(v)

n—oo n—oo
e assim, h é também homogénea. Logo H!(E) é um subespaco fechado.
O

Sendo H!(E) um subespago vetorial fechado de C°(E), segue que H'(E) é também
um espaco de Banach. O resultado a seguir apresenta uma propriedade importante da norma

do espago H'(F).
Lema 1.2.15. Dados h,g € H'(E) wvale que ||h o g|| <||hl| - ]lgl|-

Demonstragao. De fato, para quaisquer h, g € H'(E) temos

ogl||l = su v))| = su 9(v) v
[1hogll |v‘:pllh(g( )| ‘v‘:p1|h(,g(v)|)lg( )|

< [[nll sup [g(v)| = [IAl] - 1lgll

|v]=1

[]

Observacao 1.2.16. A composicao de uma quantidade finita de funcoes homogéneas ainda é
uma fun¢do homogénea. De fato, considere uma lista qualquer {hy, ho, -+, hi }i>1 de funcoes

homogéneas definidas sobe E. Entao, dado A >0 e u € E, vale que

o oo () = heo- o ha(h()
= hgo---0hg(Ahy(u))
= hkOOhg()\(hZOhd(u)))

= /\hko---ohgohl(u).

Logo, a homogeneidade das h;, para 1 < i < k, implica que hy o --- 0o hy o hy também € uma

fung¢ao homogénea.

Observacgao 1.2.17. Afirmamos que se g : M — M € uma funcdo homogénea de grau 1 e

tem inversa, entdao g~ : M — M € também homgénea de grav 1. De fato, suponha que g~!
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ndo seja homogéna de grau 1, entdo existem & € M e X\ > 0 tais que g_l(S\:E) £ \g (7).

Como g € injetora (pois é invertivel) e homogénea de grau 1, decorre que
Az = g9~ (AD)) # g1 (@) = Mgl (@) = Ad,

0 que € uma contradicao.

1.3 Cociclos e Expoentes de Lyapunov

Sejam (X,.A) um espago mensuravel e G um grupo topolégico metrizavel. Consi-
derando f : X — X um sistema dinamico (vamos supor ao menos que seja mensuravel),
chamamos uma aplicacao 7 : X x NU {0} — G de cociclo multiplicativo sobre f, ou

simplesmente cociclo, quando:

(i) para qualquer z € X temos T (z,0) = Idg, onde Idg é a fungao identidade definida
sobre G

(ii) para quaisquer m,n € Ny e x € X, vale a equagao T (x,m +n) =T (f"(z),m)T (z,n).

No caso em que f é invertivel, podemos supor no item (ii) acima que m,n € Z. Nesse
caso invertivel, vale que T (z,—m) = T(f~™(x), m)~!, para quaisquer z € X e m € N. De

fato, aplicando o item (i7) acima com n = —m temos que
T(x,0) = T(x,m —m)=T(f"(x),m)T(z, —m).

Pelo item (7) concluimos que T (x, —m) = T(f~™(z),m)~".

O item (i7) acima é chamado de equagao do cociclo. Note que definimos o conceito
de cociclo do modo mais geral possivel. Sendo assim, para fins de mostrarmos os resultados
que desejamos e dar alguns exemplos, vamos definir um caso particular de cociclo.

Dada uma aplicacao T : X — G qualquer e x € X, definimos o cociclo

T(fmY(z))o...oT(f(x))oT(x), se m >0,
T(x,m) =< Idg, se m=0,
T(f™x) to..oT(f2x) toT(fHx))™", se m<O.

No caso em que f nao seja invertivel basta desconsiderar a terceira expressao da
relacao dada acima. Diremos que essa aplicacao T é um gerador de T, ou que 7 é gerado

por T
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Um cociclo 7 induz uma extensao ou um skew product F' : X x G — X x G que é
definido por F(z,g) = (f(x),T(x)g). Podemos entender que a agao dessa extensao na fibra

sobre x para a fibra sobre f(z) é dada pela aplicacao T'(x). Temos para todo m € Z que

F™(z, ) = (f"(x), T(x,m)g).

A seguir apresentaremos alguns exemplos de cociclos lineares bem conhecidos na lite-
ratura de modo bastante geral. O leitor que tiver interesse em maiores detalhes e resultados
sobre essa teoria citamos as seguintes referéncias [8], [16] e [34]. Preferimos nos restringir a
essa classe de exemplos pois posteriormente o intuito sera definir uma classe mais geral de

cociclo do que as citadas.

Exemplo 1.3.1. Uma classe bastante importante dentro dessa teoria sao os cociclos line-
ares. Nessa caso, sejam (X, B, ) um espago de probabilidade e uma funcio f : X — X
mensurdvel que preserva . Podemos considerar G = GL(d,R) o grupo das matrizes quadra-
das de ordem d com entradas reais, ou ainda, G = SL(d,R) que é um subespaco especial de
GL(d,R) que contém as matrizes com determinante igual a 1. O cociclo linear gerado por

uma aplicagao A : X — GL(d,R) e sobre a fung¢ao f serd a transformag¢ao

F: X xR 5 X xR?
(z,v) = (f(z), A(z)v).

Temos que F™((x,v) = (f™(x), A(z,m)v), onde A(x,m) = A(f™(z))--- A(f(x))A(z).

Exemplo 1.3.2. A partir do exemplo anterior podemos modelar uma classe especial e impor-
tante de cociclo linear. Tomando X = GL(d,R) (ou X = SL(d,R)), consideramos o cociclo
linear aleatério determinado por uma medida ;1 em X como a aplicagdo F : X% x R? —
XZ x R? definida por F(a,v) = (0(a), agv), onde o define uma sequéncia de matrizes (ag)g
em X% e o X2 — X% ¢ a aplicagdo deslocamento definida por o(ay)y = (api1)r. Entdo

teremos que F(a,v) = (6™(), m_1...100).

Exemplo 1.3.3. Outra classe relevante dentro da teoria é o cociclo derivado. Considere
um difeomorfismo f : X — X, onde X = T? o toro d—dimensional, para algum d > 1.
Pode-se construir campos vetoriais suaves Xy, ..., Xy em X tal que o conjunto {X1,..., X4}
¢ uma base do espaco tangente T, X, para qualquer x € X. O cociclo derivado de f é a
aplicacio F : X x R? — X x R? tal que F(z,v) = (f(z), A(z)v), onde A € GL(d,R) ¢ a
matriz, com respeito a base escolhida, do operador derivada D f(x) : T,X — T X.

Neste trabalho trataremos de um caso de cociclo mais geral do que o linear e buscare-

mos estabelecer algumas propriedades desse tipo de objeto. Além disso, objetivamos verificar
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se existem propriedades ou resultados que podem ser generalizados a partir dessa nova forma
de abordagem sobre o conceito de cociclo. Neste momento, vamos apresentar uma defini¢ao
dos cociclos definidos sobre aplicagoes homogéneas do espaco H!(E). Caso seja necessério,
citaremos algum caso particular que aparece no transcorrer do trabalho.

Sejam X um espago métrico compacto, f : X — X um homeomorfismo e uma
aplicagao H : X — H'(E) invertivel. Definimos o cociclo homogéneo sobre f e gerado

por H como a aplicacio H : X x Z — H!'(E) da seguinte forma

H(:L‘,O) = ]d'Hl(E)
H(z,n) = H(f"'(x))o..oH(f(x))o H(x)

H(f™ @) oo H(f N (@),

para todo z € X en > 0. A udltima igualdade é valida pois

H(f"(x),n)™" = [H(f"(f (@) oo H(f(f " (x)) 0 H(f ()]
= [H(f(z))o...o H(f " (z)) o H(f" ( ))] '
= H(f (@) o H(f " (x) "o

O lema a seguir mostra que nosso cociclo esta bem definido.

Observacao 1.3.4. E possivel definir o cociclo mesmo sem a condicao de H ser o invertivel.
No entanto nesse caso, a expressio de H(x,—n) nao serd valida, apenas a agdo do cociclo

para frente. Ou seja, teremos que vale

H(l’,O) = [d’Hl(E)
H(z,n) = H(f"'(z))o..oH(f(x))o H(x).

Lema 1.3.5. A aplicacao H satisfaz a equagao do cociclo, isto €,
H(z,n + k) = H(f*(z),n) o H(x, k), (1.4)

para todo x € X en,k € N.
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Demonstracao. De fato, dado x € X e n, k € N temos que

H(f*(w),n) o H(z,k) = H(f"7'(f*(x))) o
(

]

Observacao 1.3.6. Por simplicidade apresentamos o Lema 1.3.5 no caso particular em que

n e k sao inteiros positivos. Salientamos que esse resultado também ¢é vdlido para n, k € Z.

Dentre as diversas propriedades dinamicas estudadas no contexto dos cociclos lineares,
uma das mais relevantes é o de Expoentes de Lyapunov. Um dos principais resultados
nesse contexto é o Teorema de Furstenberg e Kesten (1965) apresentado em [12]. Como
nos basearemos fortemente nesse resultado para definirmos os expoentes de Lyapunov para

cociclos homogeéneos, vamos citar uma versao do mesmo com detalhes no que segue.

Teorema 1.3.7. (Furstenberg-Kesten) Sejam (X, A, p) um espago de probabilidade e ainda
f X — X uma fungao mensurdvel que preserva u. Assuma que A : X — GL(d,R) é

mensurdvel e tal que log ||A*Y|| € LY(u). Entdo os limites
A () = lim log [[4"(@)]| ¢ A~ (@) = Jim = log] (A" ()
+(z) = lim —log 2)|l e A-(z) = lim —log T :

existem para j1—quase todo ponto x € X.

Os valores A\, e A\_ sao chamados de expoentes pontuais extremais de Lyapunov.
Além disso, é possivel ver que A, (z) > A_(x) e assim, podemos dizer que A, () é o maior
expoente pontual de Lyapunov e A_(-) é o menor expoente pontual de Lyapunov
associado ao cociclo sobre f e gerado por A. O Teorema 1.3.7 pode ser provado diretamente
a partir do Teorema Ergédico de Kingman (Teorema 1.1.6).

Na se¢ao 2.3.1 inspirados no Teorema de Furstenberg e Kesten definiremos o maior e
o menor expoentes de Lyapunov para uma classe de cociclos homogéneos definidos sobre um

espaco de Banach de dimensao infinita.
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1.4 Alguns resultados

Nesta secao citaremos alguns resultados que utilizaremos na prova do Teorema 2.3.2
que garante a aproximacao peridédica em termos da norma para os expoentes de Lyapunov.

Inicialmente consideramos uma proposicao extraida de [14].

Lema 1.4.1. Seja a(n,w) um cociclo integrdvel e subaditivo sob um sistema ergodico (§2, 1, T)
com expoente \ finito. Entdo para qualquer p > 0 fizado, existem uma sequéncia de inteiros
n; — 00, uma sequéncia de nimeros reais & — 0 e um conjunto O, C Q tal que u(O,) > 1—p,

e para todo | < n; ew € O, vale que
a(ng,w) —a(n; — 1, THw)) > (A= &). (1.5)
Além disso o subconjunto A = {n € N: (1.5) vale para todo | < n} satisfaz

Dens(A) := limsup %#(A N[O,N—1]) >1—p. (1.6)

N—o0

Observagao 1.4.2. A condi¢cio dada na relagao (1.6) garante que escolhendo p arbitraria-
mente pequeno, existe um conjunto de n’s com cardinalidade grande de modo que vale (1.5),

ou seja, existe uma quantidade infinita de n’s satisfazendo a estimativa (1.5).
Na sequéncia considere o seguinte lema do trabalho [13].

Lema 1.4.3. Seja f : X — X um homeomorfismo preservando uma medida de probabilidade
de Borel p. Entao eziste um conjunto P com p(P) =1 tal que para cada x € P ee,0 > 0

existe um inteiro N = N(x,¢,0), tal que, se n > N entdo existe um inteiro k com

n(l+e) <k <n(l+2e) ed(z, ff(z)) <4



Capitulo 2

Cociclos Homogéneos e Expoentes de

Lyapunov

Este capitulo pode ser entendido como dividido em duas etapas: numa primeira nos
dedicaremos a motivar o estudo dos cociclos homogéneos, bem como dos expoentes de Lya-
punov associados a essa classe de cociclos. Num segundo momento provaremos o resultado
sobre aproximacao periédica dos expoentes de Lyapunov e uma aplicacao de tal resultado.

Na Secao 2.1, faremos uma primeira abordagem, a qual mostra algumas propriedades
iniciais sobre expoentes pontuais de Lyapunov de fun¢ées homogeéneas. Em tal secao vai ser
possivel identificar como os expoentes vao depender do par de fungoes (¥, N,,) associados
a alguma funcao homogénea h definida em R% Além disso, analisaremos quando ocorre a
dependéncia continua dos expoentes com relacao a ® e N.

Na Segao 2.2 inspirados pelos trabalhos [1], [6] e [18] procuraremos discutir ideias
sobre uma férmula do tipo Hemman-Avila-Bochi para cociclos homogeéneos definidos em R2.
Salientamos que ainda nao temos a férmula precisamente estabelecida, entao apresentare-
mos um exemplo envolvendo a familia da tenda que garante uma estimativa inferior para o
expoente de Lyapunov mostrando assim, que o mesmo seja de fato positivo.

Ja na Secao 2.3 iremos enunciar o resultado de aproximagao peridédica no Teorema
2.3.2 e ainda, mostrar propriedades e justificar algumas condi¢bes que iremos assumir a fim
de provar o resultado desejado.

Ainda, na Segao 2.4 iremos fazer a prova do resultado sobre a aproximagao periddica
em termos de norma dos expoentes. Dividimos a prova do Teorema 2.3.2 em 5 etapas,
onde iremos primeiramente determinar a escolha do ponto periédico p que nos fornece a
aproximacao. Posteriormente, obteremos cada estimativa das aproximacoes do maior e menor
expoentes associados ao cociclo dividos em subsecoes.

Por fim, dedicamos uma tultima secao, que é a 2.5, para apresentar uma aplicagao

29
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do Teorema 2.3.2. Nesse resultado mostraremos que a taxa de crescimento exponencial e a
taxa de distorcao quase-conforme associadas a um cociclo homogéneo sao dadas em termos
de pontos periddico.

Enfatizamos que para a prova do Teorema 2.3.2 tem sua prova, bem como muitas

ideias, fortemente baseadas no trabalho [23].

2.1 Uma primeira visao sobre os expoentes de Lyapu-

nov

Nesta secao, realizaremos uma andlise sobre o comportamento e propriedades dos
expoentes pontuais de Lyapunov associados a funcées homogéneas definidas em R2?. Para
tal estudo, utilizaremos o fato de cada aplicacao homogénea h estar identificada a um par
de fungoes (P, Nj,) definidas no circulo unitério pela expressao (1.2). Salientamos que apre-
sentaremos uma primeira visao sobre a abordagem do conceito de expoentes de Lyapunov
gerados por funcoes homogéneas, que é o foco principal deste trabalho e que também, nos
servird como uma motivacao para tal estudo. Por simplicidade, escreveremos apenas (®, V)
ao invés de (®y, N;,) quando conhecida a fungao homogénea h.

Seja h : R? — R? homogénea e denotaremos por S! a esfera unitaria de R2?, isto é,
S' = {u € R?: |u| = 1}, onde | - | ¢ uma norma em R?. Consideramos também o par (®, N)
das funcoes associadas a h, com ® : S! =+ St e N:S' — R_.

Definimos o expoente pontual de Lyapunov \(v) associado a h no ponto

v € R? pela seguinte expressio

.1 .1 "
A(v) :nlgrologlog]ho...ohoh(vﬂ _,}g{,loﬁloglh (v)]. (2.1)

Observagao 2.1.1. Para cada v € R? denotamos por v = v/|v| a normalizacio do vetor v.
Observe também que, cada vetor v € S' pode ser associado a um dngulo 6 € [0,27) de modo
que v(0) = (cosO,sinf). Por simplicidade, quando nos referirmos ao angulo 0 estaremos

falando do vetor v(0) o qual é a normalizagdo de algum vetor v € R2.

A partir da Observacao 2.1.1, afirmamos que para qualquer v € R? temos que
3 1 n 7
A(v) = TLIL)IEOE log |h" (v)| = nhm ZlogN (P*( (2.2)

De fato, fixando v € R? qualquer, para mostrarmos que a afirmacao acima ¢ vélida,

observe inicialmente que a relagdo dada em (1.2) nos diz h(v) = ®(U)N(v)|v|. Assim, pela
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homogeneidade da funcao h temos para qualquer n > 1 que
R"(v) = N(®"1(1))...N(®(®))N(@)|v|®" o ... 0 ®* 0 ®(D).
Desse modo, como  tem norma unitaria, obtemos que
7" (v)] = N(@"(1))...N (@ (V)N (T)]v]. (2.3)
Aplicando logaritmo na expressao (2.3) temos que
log ()] = 10B(N(2""(2))-. N(2(@) N @)l

= ZlogN )) + log |v|.
Dessa forma, pela Observacao 2.1.1, obtemos que

A(v) = lim 1log|h"( )|

n—oo M,

n—1
1 7
= nh_)rgog (E log N(®'(v ))—l—log\v])
n—1

= lim — ! ZlogN ' (v))

n—oo N,

= lim — ZlogN (®'(0

n—oo M,

Essa afirmacao que acabamos de provar, nos mostra como o expoente pontual de uma
funcao homogénea h depende do par de fungoes (¢, N). Note que o comportamento da funcao
N acaba dependendo da escolha da funcao ®, dessa forma, vamos fixar uma N qualquer e
assumir algumas possibilidades para ®.

Fixada N : S' — R, assuma que ®(f) = 6 + 27w a rotacao por algum angulo w.
Nesse caso, temos para cada j > 1 que ®/() = 6 + 27jw, para qualquer angulo 6 € [0, 27).

Assim, para cada angulo 6 € [0, 27), a expressdao do expoente pontual em 6 serd

n—1

A(#) = lim — Z log N (0 + 2miw). (2.4)

n—oo 1

Note que caso w = 0, ou seja, ® é a rotagao pelo angulo 0 ou a funcao identidade,

temos que N (6 + 2miw) = N(0). Entao, o expoente dependerd da escolha do vetor v e é fcil
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exibir qual sera seu valor explicitamente

1SS 1
A(v) = nh_)IIolo - ZZ:(; log N(0) = nh_)n;o - log N(0)" = log N(0).

Sendo assim, observe que dependendo da escolha de h, podem existir infinitos valores
para os expoentes pontuais associados a uma determinada fung¢ao homogénea.

De modo similar, caso w € Q é nao nulo ou seja, se ¢ é uma rotagao racional nao
nula, o expoente também dependera da escolha do vetor v, no entanto para obtermos seu
valor dependera da acao que ® gera sobre N, conforme pode-se observar na expressao do
expoente dada em (2.4).

No exemplo a seguir exibimos como pode ocorrer tal dependéncia e variagao no valor

do expoente conforme variamos a funcao ®.

Exemplo 2.1.2. Defina N : S* — R, por N(0) = 1/2 + tan*(6). Note que N(6) > 0 para
qualquer 6 € S*. Agora defina ® : S' — S* por ®(0) = 0 + 7 /k uma rotagdo racional, com
k # 0 inteiro. Note que ®"(0) = 0 + T, para todo n > 1. Vamos escolher um vetor u de

modo que u seja identificado com o angulo 6 = 3. Pela definicao da fungao N, temos que

V(o () - o (7 () - o (5 )

Afirmacgao. Para todon > 1 e tomando k como um inteiro positivo

tan (Z + nl) _ Y3t deos ()i (§) : (2.5)
3k —4cos? (%) + 3
De fato, usando que sin(r/3) = v/3/2, cos(n/3) = 1/2 e algumas relagies trigonométricas,

temos que

n (S 20) = GEE)
3 k  cos (% + —)

V3 cos

cos (%) — v/ 3sin (—7r

cos (22) + v3sin (22)
coS (%) + /3 sin (%)

( )

coS ("7“) — v/ 3sin ("“)
( )

)

0 que conclui a prova da afirmacao.
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Para podermos exibir os wvalores de alguns expoentes, vamos considerar os valores
k=1,2.

k=1. Nesse caso para todo n > 1 temos
tan (g + mr) = —\/3,

e assim, tan? (3 +nw) = 3. Dessa forma, N(®"(3)) = 5 +3 = %. Logo, obtemos que

o expoente serd A(§) = log(Z) > 0.

k=2. Pela expressio dada em (2.5) temos que

wn(45) =5

e assim tan® ( + %) = 3. Dessa forma, N(®"(3)) = 2, para todo n > 1. Obtemos

assim, que o expoente serd \(%) = log(%) < 0.

Agora vamos supor que w ¢ Q e entdao ® é uma rotacao irracional. Nessa caso,
utilizando a unicidade ergddica dessa aplicagao com respeito a medida de Lebesgue, pelo

Teorema 1.1.5, teremos para qualquer v € R? que

n—1

A(v) = lim %ZlogN(@i(Q)) = /O ﬂlogN(t)dt.

Assim, o valor do expoente nao vai depender da escolha do vetor v e apenas da escolha
da funcao N.

Como para cada ntumero irracional é possivel determinar um racional tao préximo
quanto se queira, a discussao acima nos motiva a seguinte questao: o expoente pontual de
Lyapunov varia continuamente com respeito a funcao ®? Na verdade, os comentarios que
realizamos acima nos induzem a supor que a resposta para essa pergunta é nao! De fato, no
exemplo a seguir descrevemos com mais detalhes como o expoente nao varia continuamente

com respeito a funcao .

Exemplo 2.1.3. Sejam ®,®,, : S* — S! para w ¢ Q dadas por ®(0) =0 e ,(0) = 0+ 27w,
ou seja, ® é a identidade (ou rotac¢ao pelo angulo zero) e ¥, é uma rotac¢ao irracional.
Definimos agora a fun¢io N : S' — R por N() = 1+ sin?(0/2). Denotamos por h e hy,
as fungoes homogéneas geradas pelos pares (®,N) e (D, N), respectivamente. Além disso,
escreveremos da forma X e X os expoentes de Lyapunov associados a h e hy,, respectivamente.

Pela expressao dada em (2.1) e pela unicidade ergddica da rotagdo irracional com respeito a



34

medida de Lebesque, temos para todo u € R? que

n—1

A(u) = lim — ZlogN o7 (6))

n—oo 1

= / log N (t)dt
[0,27]

= / log(1 + sin®(/2))dt ~ 2,3653227846146...
[0,27]

Note que o valor do expoente nao depende da escolha de w e assim, podemos tomar o irracional

w tao proximo de zero quanto queiramos. Por outro lado, para cada 0 € [0,27), temos

AO) = lim = ZlogN " (0

n—oo N

- ,}:f&nzlogfv
n—1

= lim — Zlog (14 sin%(6/2))

n—oo N

= log(1 +sin?(9/2)).
Dessa forma, para todo u € R* obtemos que \(u) € [0,1og2]. Logo,
AMu) <log2 <2 < A\ (u),

para todo u € R? e para qualquer w & Q. Sendo assim, obtemos que o expoente de Lyapunov

¢ descontinuo com respeito a escolha da funcao .

Agora podemos pensar também se o expoente pontual de Lyapunov varia continua-
mente com relacao a escolha da funcao N. Afirmamos que neste caso a resposta é afirmativa.
De fato, fixada ® : S! — S!, consideramos N;, N, : S — R, quaisquer suficientemente

proximas. Pela expressao (2.1) para cada 6 € [0,27) e cada i = 1,2 vale que

n—1

Xi(f) = lim — Zlog]\f (D"(6)).

n—oo 1

Agora dado £ > 0, como tomamos Ni(P"(0)) e No(P™(6)) suficientemente préximas,
pela continuidade da funcao logaritmica temos que |log N1 (®"(6)) —log No(®"(0))| < £, para
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todo n > 0. Dessa forma, para cada 6 € [0, 27) obtemos que

|IA1(0) — A2(0)] = lim — Z|logN1 (0)) — log No(P™(0))] < e.

n—oo N

Logo, obtemos que os expoentes de Lyapunov variam continuamente com respeito a
escolha da funcao N, no entanto essa dependéncia nao é continua com relacao a escolha da

funcao ®.

2.2 Foérmula do tipo Herman-Avila-Bochi

Neste momento do trabalho, apresentaremos uma cota inferior para o expoente de
Lyapunov de um cociclo homogéneo motivadas a partir dos trabalhos [1], [6] e [18], como
j& citamos anteriormente. Inicialmente, em 1983, Herman conseguiu estabelecer uma cota
inferior para o valor do expoente de Lyapunov de uma classe de cociclos gerado por matrizes
definidas em SL(2,R) e sobre uma transformacao ergédica. Posteriormente, em 2002, Avila
e Bochi mostraram que tal estimativa inferior assume o valor do expoente. Na sequéncia
descreveremos os resultados de Herman e Avila-Bochi mencionados acima, a fim de tornar a
leitura auto inclusa.

Seja (X, ) um espago de probabilidade e f : X — X uma transformagao ergddica
invariante por u. Considere uma aplicagdo A : X — SL(2,R) mensurdvel. Tomamos entao o
cociclo A : X x SL(2,R) — X x SL(2,R) gerado por A sobre f e definimos o maior expoente

de Lyapunov de tal cociclo pela expressao
A, A) = i 1/1 || An () ||dpa(x)
= lim — o n(x x),
) e [y g H

onde A,(z) = A(f" ! (x))...A(f(z))A(z). Considere ainda a seguinte matriz de rotagao pelo
angulo 6 definida por

Ry =

cosf) —sinf
sinf cos® .

O foco dos trabalhos que citamos é estudar a familia de cociclos § — (f, RgA). No

trabalho de Herman, ele estabelece a seguinte estimativa

(LAY g,

1 2
2

)\(f,RgA)dGE/log 5

X

Avila e Bochi em [1] mostraram que de fato vale a igualdade na relagao apresentada
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por Herman, ou seja,

1 2

A(f, RyA)df = /

X

o (AGILH A g,

27 J, 2

A partir de tais trabalhos, analisaremos algumas estimativas que podem ser obtidas
quando a familia de cociclos é gerada por uma aplicacao homogénea. Mais precisamente,
considerando que fi, fa, ..., fn sd0 funcoes homogéneas definidas em R2, objetivamos uma

cota inferior positiva para a expressao

/ 10g HRgfnRgngglede (26)
St

Quando for necessario assumir alguma condicao extra além da homogeneidade sobre
alguma das funcgoes f;, as colocaremos no momento oportuno. Além disso, para ¢ > 1, a cada
fi associaremos um par de fungoes (®;, N;) onde vale a expressao (1.2), com ®; : S* — S' e

N; : St — R, e ainda, denotaremos por D, 9= RgP;.

Lema 2.2.1. Para qualquer sequéncia de funcoes homogéneas fi, fa, ..., fn vale que

[|Ro fr--RofoRo f1]] = No(Pr—1,6 0 ... 0 Py g(v))... No(P16(v)) N1 (v), (2.7)

para qualquer vetor v € S,

Observacao 2.2.2. Como enfatizamos acima, no lado esquerdo da expressao dada em (2.7)
temos uma composicao de funcoes, enquanto no lado direito é um produto entre as funcgoes
N;, ja que elas assumem wvalores reais. Note ainda, que para evitarmos confusao quando

escrevemos o argumento da funcao N, enfatizamos que € uma composicao.

Demonstracao. Lema 2.2.1. De fato, pela definicao da norma das funcoes homogéneas, temos

para qualquer v € S! que

|Ro frn-.-RofoRo f1|| = sup |Rgfn... RofoRo fi1(u)| > |Ro frn...RofaRof1(v)].

ul=1

Note que, fixado v € S! qualquer, pela expressao (1.2) temos que

|Rofn--RofoRof1(v)| = [Rofn...Rofa(Re®i(v)Ni(v))]
= Nl(v)’Refn-'-ROfZ(q)l,O(U))‘

= Nn(q)nfl,e O0...0 (I)lﬂ(v))-“NQ((I)L@(U))NI<U>|(I)n,9 O0...0 @279 e} (I)l’g<1}>’.



37

Observe que ®; p tem norma unitaria para qualquer ¢ > 1, ja que ® tem norma unitaria

e Ry é uma matriz de rotagao. Dessa forma, decorre que
’Rgfn...Rgnggfl(U” = Nn(q)nflﬁ O0...0 (I)Lg(U))...NQ(@LQ(U))Nl(U).

Assim, garantimos a validade do resultado.

Aplicando o Lema 2.2.1 obtemos a seguinte expressao:

/Sl log ||Ro fun---RofaRe f1]]d60 > /S1 log (N (®r—10 0 ... 0 Dy 9(v))...No(P19(v)) N1 (v)) db. (2.8)

A partir dessa inequacao, vamos obter uma férmula do tipo Herman-Avila-Bochi acima

citada. Relembremos que cada vetor v € S! pode ser associado a um angulo p € [0, 27) tal
que v = v(p) = (cos p, sin p).

Lema 2.2.3. Para cada i > 1, seja ®; : St — S dada por ®;(v(p)) = p+w;, para todo i > 1,
isto é, uma rotagdo pelo angulo w;. Assumindo ainda que as fungoes continuas N; : St — R
sao tais que Ny > 1 e N; sao quaisquer, para j > 2. Definindo as fungoes homogéneas

f1, f2y s fn geradas pelos pares (9;, N;) a partir da expressao (1.2), obtemos

/1OgHRefn---Reszef1||d92/ > log Ni(u)du.
St S —

Demonstragao. Inicialmente, observe que como ®; e Ry sao rotagoes para qualquer ¢ > 1 e

qualquer angulo 0 vale que

(I)iﬁ 6...0 @279 ¢) @179(U(p)) = q)iyg ©6...0 CDQﬁ(RQCI)I(U(p)))
= ¢i790...0¢279(9+p+wl)
= (I>i7go...oq)3,9(29+p+w1+w2)

Dessa forma, considerando que wy = 0 é o angulo nulo podemos escrever

10g(Np (Pr_16 0 ... 0 D1 9(v(p)))... N1 (v(p))) = Z log(Ni((i — 1)0 + p + w1 + ... +wy))
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Logo, como pela expressio (1.2) vale que |h;(u)| = N;(u), para qualquer u € S!,

obtemos que

/sl log(Ny (P19 0 ... 0o Py g(v(p)))...N1(v(p)))do

_ / S log(Ni((i = 1)0 + p+ wiy + ... + wo))dB
St

_ /S S log Ni((i — 1)6)ds

1
i=1

]

Vamos escolher as fungoes N; como uma familia das fungoes tenda. Ou seja, para
0 < C' < 1 fixo, definimos para cada 1 <7 <mn

08
06}
04

02

0 02 04 06 08 1 12

Figura 2.1: Gréafico de N;, para1l <i<3e C =0.5.
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Temos nesse caso que Ny (z) < N;(z), para todo z € [0,1) e 2 < i < n. Logo, obtemos
n 1
/ Zlog N;(z)dz > n/ log Ny (z)dx
S 0

V=t
1 1
=n (/ log(z + C)dx +/ log(1—z+ C’)dx)
0 1

2

= n<2(0+%>log<(]+%)—QClogC—l).

Figura 2.2: Grafico da funcao 2 (C’ + %) log (C + %) —2ClogC — 1.

Existe Cy =~ 0.76045 tal que para todo Cy < C' < 1 temos que 2 (C’ + %) log (C’ + %) —

2C'log C' — 1 > 0. Dessa forma, usando o Lema 2.2.3, concluimos que

1 1
%/ log||Rofn - .. RofaRgf1]|d0 > 2 (6’—1—5) log (0—1—5) —2ClogC —1>0.
st

Temos assim um exemplo que onde é possivel uma cota inferior para o qual o expoente
serd positivo no caso homogéneo. Note que restringimos a escolha da constante C' sendo
menor que 1, pois no caso em que C' > 1 seria mais facil de obter uma cota inferior positiva.
Esse exemplo numérico, nos motiva a buscar condicoes de modo que seja possivel estabelecer

uma férmula do tipo Herman-Avila-Bochi no contexto dos cociclos homogéneos.
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2.3 Aproximacao Periédica para os Expoentes de Lya-

punov

Neste momento do trabalho, apresentaremos um resultado envolvendo os expoentes de
Lyapunov para cociclos gerados por aplicagoes homogéneas. Mais precisamente, mostraremos
que é possivel aproximar periodicamente em termos da norma, o maior e o menor expoente
de Lyapunov associados a um cociclo homogeéneo. Esse resultado foi inspirado nos trabalhos
de Kalinin e Sadvoskaya [22] e [23].

Antes de enunciarmos tal resultado, consideremos a definicao abaixo que nos fornecera
a existéncia do ponto periédico que serd usado para a aproximacgao de fato exista. Essa é
uma definicao que se faz necessdria, pois a dinamica que é base do cociclo nao possui a
regularidade para que valha algum resultado do tipo closing lemma. Para resultados nesse

contexto, citamos como referéncia a se¢ao 6.4.c da referéncia [25].

Definicao 2.3.1. Um homeomorfismo f : X — X satisfaz a closing property se exis-
tem constantes C,v,0 > 0 tais que para qualquer v € X e k € N com d(z, f*(x)) < &,

eziste um ponto p € X com f¥(p) = p, onde os segmentos de drbita x, f(x), -, f¥(x) e
p, f(p), -+, f*(p) sdo exponencialmente préximos, isto €,

d(f'(x), f'(p)) < Cd(w, f*(x))e 7™k, (2.9)
para qualquer i =10, --- k.

Antes de enunciarmos o teorema principal, apresentaremos algumas defini¢coes impor-
tantes e que serao consideradas até o final do texto. Relembrando que definimos o cociclo
homogéneo na Se¢ao 1.3. Inicialmente, serd necessario definirmos o cociclo tomando valores

no seguinte espago

H.(E) ={g € HI(E) :lg(u+v)| < lg(u)| +g(v)], ¥ u,v € E}.

Ou seja, vamos supor que o cociclo seja definido como uma aplicagao H : X x Z —
HL(E). Vamos justificar a necessidade dessa hipdtese na se¢ao 2.3.2 e mostrar que mesmo com
essa condi¢ao, ainda estaremos abordando um caso mais geral do apresentado no contexto
linear.

Assumiremos que o cociclo seja a-Holder continuo, para algum 0 < o < 1. Isto
significa que a funcao H : X — HL(E) que gera o cociclo a-Holder, isto é, existe uma
0 <a<1tal que ||H(z)— H(y)|| < Md(xz,y)*, para todos z,y € X.

Na sequéncia, enunciaremos o resultado principal deste trabalho.
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Teorema 2.3.2. Seja f : X — X wum homeomorfismo satisfazendo a closing property, X
€ um espag¢o métrico compacto munido de uma medida de probabilidade ergodica | que é
invariante por f. Suponha que o cociclo homogéneo H é a-Holder continuo. Entao para cada
e > 0 ewiste um ponto periodico p, de periodo k € N tal que

1 1 —1—
A4 (L g2) = 7 log [E(p, B)l| < & e | A~ (B ) — - log | [H(p, k)~ || | <.

Observacao 2.3.3. Na demonstracao do Teorema 2.3.2 teremos que, por constru¢ao, o
periodo k de cada ponto periodico p pode ser tomado tao grande quanto se queira. Ou seja,
para qualquer N € N e ¢ > 0 existe um ponto periodico p de periodo k e com propriedade

desejada, de modo que k > N.

Na sequéncia definiremos os expoentes de Lyapunov para cociclos homogéneos, e ainda
mostraremos que sera necessario considerar tais cociclos gerados por fungoes em um espago
de fungoes homogéneas com uma propriedade adicional. Mesmo assim, sera possivel perceber
que de fato esse resultado generaliza o apresentado em [23]. Descreveremos na sequéncia as
ferramentas que serao empregadas para prova do Teorema 2.3.2 e realizaremos sua demons-

tracao no capitulo seguinte.

2.3.1 Expoentes de Lyapunov para Cociclos Homogéneos

Motivados pelo Teorema 1.3.7, definiremos os maior e 0 menor expoentes pontuais de
Lyapunov associados a um cociclo gerado por uma aplicagao homogénea. Salientamos que

para essa segao, o cociclo pode assumir valores apenas em H'(FE).

Definigao 2.3.4. Considere (X, ) um espago de medida e f : X — X um homeomorfismo
tal que p € f—invariante e ergodica. Para cada x € X sejam Ay o mator e A\_ o menor
expoentes pontuais de Lyapunov associados a um cociclo homogéneo H com respeito a u, as

aplicacoes dadas abaizo

1
Ar(H, p)(z) = lim —log|[H(z, n)l, (2.10)
.1 —1y—1
A—(H, p)(z) = lim — log |[H(z,n)" || (2.11)
n—oo N

Enfatizamos que pode-se garantir que os expoentes estao bem definidos mesmo sem as-
sumirmos que a medida p é ergddica. No entanto, tal hipétese nos garantira que os expoentes

sao constantes em quase todos os pontos x € X.
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Proposicao 2.3.5. As aplicagoes A\ (H, p)(-) e A\_(H, p)(+) estdo bem definidas e sao cons-

tantes p-quase todo ponto x em X.

Demonstracao. Inicialmente, provaremos o resultado para o caso da aplicagao Ay (H, p)(-).
Considere a sequéncia de fungoes a, : X — R dada por a,(x) = log||H(x,n)||. Pelo Lema
1.3.5 e pela Observacao 1.3.6 temos que o cociclo homogéneo H satisfaz a equacao do cociclo.

Entao para quaisquer n, k € Z e para todo x € X, segue pelo Lema 1.2.15 que
| H(z, 7+ &)|| = [[H(f*(2),n) o H(z, k)|| < [[H(f*(),n)|| - || H(z, k)|].
Aplicando logaritmo em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

anir(2) = log |[[H(z,n + k)| < log(|[H(f*(2), n)|| - ||[H(z, k)]])
= log|[H(f*(x),n)|| + log |[H(x, k)]

= an(f*(x)) + ax(2),
ou seja, (a,) é uma sequéncia subaditiva. Pelo Teorema 1.1.5 e do Teorema 1.1.6, decorre
que
Ao (HL p)(2) = i () = 1 au(u) = inf “a,(u),
(B 0() = Jim Can() = Jim Sanli) = fnf Zanl
onde a,(p) = [ « @n(x)dp, vale para p-quase todo ponto z.

Dessa forma, a convergéncia da sequéncia a,(-)/n nao depende de = para pu—quase
todo ponto e assim, obtemos que a aplicacdo A\, (H, i)(+) estd bem definida e é constante em
pi—quase todo ponto.

Para justificarmos o resultado no caso da aplicagao A_(H, u)(+), tomamos a sequéncia
b.(x) = log ||H(x,n)~!||. Utilizando uma argumentagao similar a empregada no caso anterior,

temos que a sequéncia b,(-)/n converge para yu—quase todo ponto e ainda,

CA(H, @) () = lim by (2) = lim by (1) = inf ~by (1),

n—oo 1 n—oo 1 neN N

onde b, () = [, b « bn(z)dp e o resultado segue de modo similar ao caso anterior.
O

Pela Proposigao 2.3.5 temos que as aplicagoes A, (H, 1) () e A_(H, p)(+) sdo constantes
p-quase todo ponto. Entao existem constantes A\, (H, i) e —A_(H, p) tais que

A (H, p)(x) = A (H,y p) e A(H, p)(x) = A_(H, ), para p — quase todo ponto. (2.12)

Ainda, como Ay = A\ (H,p) e A = A_(H, ) estao bem definidos, os chamaremos
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de o maior e o menor expoentes de Lyapunov, respectivamente, para qualquer cociclo

homogéneo H.

Observagao 2.3.6. Considerando a sequéncia a,(x) = log ||[H(f"(x),n)||, € fdcil ver que

an(p) = a,(p). Assim, temos que

1 1
lim —ay(z) = lim —log |[H(f™"(z),n)|| = A

n—oo M, n—oo 1

Observacgao 2.3.7. Note que Ay > A_ e ambos os expoentes sao finitos pelas hipdteses que

colocamos sobre o cociclo.

Observacao 2.3.8. Pela Observacao 1.4.2, existe um conjunto infinito de n’s para o qual
o Teorema Principal 2.3.2 valerd ao aplicarmos para os cociclos a,(x) = log||H(z,n)|| e

bn(x) = log ||H(x,n)"t|| com expoentes A, e \_, respectivamente.

Para finalizar essa secao, definiremos o seguinte conjunto
A = {x € X : as equagoes dadas em (2.12) sao validas}, (2.13)

o qual serd utilizado posteriormente. Note que pu(A) = 1.

2.3.2 Espacgo H.(F) e Norma de Lyapunov Adaptada

A fim de obtermos estimativas necessarias para provar as aproximagoes peridédicas dos
expoentes de Lyapunov, utilizaremos uma norma que depende da dinamica. Para definir essa

norma, precisamos que o cociclo tome valores no seguinte conjunto:
H,(E) ={g € HI(E) :lg(u+v)| < lg(w)| +|g(v)], ¥ u,v € E}.

Mais precisamente, é necessario considerar esse espaco para que a norma a qual definiremos,
satisfaca a desigualdade triangular.

Outro ponto importante é garantir que o espago HL(F) nao seja vazio. No en-
tanto, um exemplo imediato é que toda aplicacao linear A é homogénea e satisfaz a relagao
|A(u + v)| < |A(u)] + |A(v)]. No exemplo a seguir, mostraremos que existe uma fungao
homogénea e nao linear satisfazendo a condigao de H!(E). No entanto, o seguinte exemplo

nao é necessariamente invertivel.

Exemplo 2.3.9. Inspirados no trabalho [20] vamos construir nosso exemplo. Considere X 4

um subshift do tipo finito sobre I, onde I é o conjunto dos niimeros inteiros positivos. Seja
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E = CB(Xa)t o conjunto das fungées reais positivas continuas e limitadas definidas sob
Xa. Ou seja, estamos assumindo que se ¢ € E, entao ¢ > 0. Tomamos ainda o : X4 — X4

a aplicacao shift, f : X — X um homeomeorfismo sob um espaco métrico compacto X e a
aplicagio Mp : X — HY(E) dada por

Mrp@(p)(w) = sup (F(z)-9)(y) = sup F(2)(y)- ¢y),

y€o~H(w) yeo~H(w)

para qualquer ¢ € E e w € X4, onde F(x) € E, para cada x € X. Observe que Mp €
homogénea pois, para todo A > 0

Mrp@e)(w) = sup (F(z)-(Ap))(y) = A sup (F(z)-¢)(y) = AMr@)(p)(w).

y€o—1(w) yeo 1 (w)

Além disso, dadas v, € E, temos que

Mp@y (e +0)(w)| = | sup (F(z)- (¢ +11))(y)

y€o~1(w)

< | sup (F(2)-¢)(y)

yeoH(w)

+| sup (F(z)-9)(y)

yco~1(w)

= [Mpw (@) (w)] + [Mpw @) (w)].

Mostramos que a aplicacao Mg estd bem definida. Agora, consideramos o cociclo

gerado por Mg, ou seja, o cociclo M : X x N — HY(E) dado por

M(z,n)(p)(w) = sup { ((1:[ Fpjz) 0 aj> -go) (apw) :a, € I" ew € XA} :

onde a,w denota a concategao entre o bloco a,, de tamanho n com a sequéncia w. Note que

o cociclo M € homogéneo, isto é, M(z,n)(Ap) = AM(x,n)(p), para todo A >0 e p € E.
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Agora, para todo n > 1, dadas ¢, € E temos que
n—1
\im(:c,n)(SDJriﬂ)(w)’ = |sup {( HFfj(g;) oo’ (gpﬁ—lp)) (aww) Dy € I" ewe XA}
3=0
n—1
Sup{< HFfj(x)on '90) (apw) : ay € 1" GMGXA} +
j=0
n—1
Sup{< HFfj(:p)OO'j w) (aww>:aweln€w€XA}

= Mz, n) () (w)] + [M(z, n)(¥) (w)]

IN

Obtemos assim que M(z,n) € Hi(E) e com isso, concluimos que o cociclo estd bem

definido.

No exemplo a seguir, apresentamos condigoes para que uma aplicagao em H!(FE) ainda

gere um cociclo em HL(FE).

Exemplo 2.3.10. Seja H : X — HY(E) uma aplicagdo tal que
|H (z)(u+v)| < [H(z)(uw)| + [H(z) ()], (2.14)

para todo x € X eu,v € . Fixado v € X, denotando por ®, e N, as aplicagoes associadas

a H(x) conforme a expressao (1.2), temos que por (2.14) obtemos para todo u,v € E que

N, (u+0)|u+ v| < Ny(a)|u| + N, (v)]v], (2.15)

W

onde W = € St a normalizacdo do vetor w. Vamos supor para algum x € X fizo, a
w]

aplicagao H : X — HY(E) seja tal que

k
H Npi(a) (Pri-1@) © - 0 Po(u+0)) <1 (2.16)
ij(x)(q)fj_l(:r:) °..00.(u)

j=1
k
H ij(x)(q)fj—l( y0...0d ( +v)) <1 (2.17)

para todo k > 1. Observe que as condicoes acima sao vdlidas se tomarmos por exemplo

Nyiy = Cj, para alguma constante C; > 0, para todo 1 < i < j. Afirmamos que para todo
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reX,n>1euc€kFE, vale

[H(z,n) ()] = Npn-1@) (@ roz(e) © . 0 (@) - - Ny (@2 (@) No (W) ]

Paran =1, como ®, tem norma unitaria, seque que
[H(z, 1) (u)| = [H(z)(u)| = | (@) Na (u) Jul| = No()]ul.

Paran = 2, usando que @) e ®, tem norma unitdria, o caso anterior e a homoge-

neidade de H(-), temos que

[H(z,2)(uw)| = |H(f(z)) o H(z)(u)]

= [H(f(2))( P (@) N (@)]u])]

= Nw( )ull® () © (W) Niy(a) (P2 (@) |2 (W) |
() (Do (W) Noo (W) ]

Recursivamente, para qualquer n > 1 fixo temos que

[H(z,n)(uw)] = [H(f"(2))o...0 H(f(z)) o H(z)(u)]
= H(f"(x))o...0 H(f(2))(Ps(@) N (@)]ul)|
= N@)ul|H(f"(x)) o H(f" H(2)) 0.0 H(f*(2))(Pf(z) © Pu(W) Ny(w) (P ())| Do ()])]
= Ny (Po(@)No(@)ul|[H(f"(2)) 0 ... 0 H(f*(2))(P4(0) © Po(W)))]

= Npn-2(s)(Ppn-s(z) © ... 0 Dy (W) -+ Ny (P (W) N (W) ]

IH(f”_l(ﬂf))(CI’meo o @, (7))l
= Npo-2()(Ppns(z) 0 ... 0 Py (W) - -+ Ny(ay (P (@) Ny () ]

[P fnt@) 0 Pprgy 0 ( )N 1) (P pr=2(z) © ... © P (U))[ pr-2() © ... © P (U)]
= Nf”‘l(r)(q)f"‘Q(x)o"' D, (W)« - Nia) (Pa(w)) Na(u )!ul-

Logo a afirmacao € vdlida. Agora, dados u,v € E, observe que |H(x,1)(u + v)| =
|H(z)(u+v)|. Como assumimos que H(-) satisfaz (2.14), seque que

B, 1) (u + v)| < [H(z, 1) (u)] + [H(z, 1)(v)].
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Usando a afirmacao, (2.15) e as condi¢oes (2.16) e (2.17), com k=1, note que

|H(z,2)(u+v)| = Npa)(Po(t+0))Ny(u +v)|u+ vl
< Ny (Pu(u+0)) (N (W)[ul + No (D) |0])
_ Nﬁ(&)(éx( )))>Nf(x)(<pm(a))zvz(a)|u|+Nﬁf&g&;;’ N () (@4 () N () o]

IN

(@) (P (@) Na(@)[u] + Ny(a) (P () Nao(0) [0
= IH( 2)(u)| + |H(z, 2)(v)].

Agora, para qualquer n > 1 fizo, usando a afirmagao, (2.15) e as condig¢oes (2.16) e
(2.17), com k=n-1, temos que

|H(z,n)(u+ v)| N1y (Ppnz2(zy 0 ... 0 Dp(tu +0)) - - - Np(a) (P (w0 + 0)) Ny (v + v) |u + v

< Npnoi()(®pn2(a) © v 0 Do F 1)) - - - Ny (P F 0)) (N (@) ] + No(@)|0])
n—1
Nyi (o) (P pi-1(z) © ... © Puu+v))
— =N 1) (D prmagy © . 0 Oy (7)) - - - Ny ()]
JHl ij(x)@f]_l() o d,(w)) T @VT®

n—1
Npi@) (Ppi-1@) © ... 0 Po(u+0))

+ Npn-1() (P pn-2(3) 0 ... 0 (D)) - - - N (V) |v]
j[[l fo<x>(@fjfl<x) 0®,(r)) T

Nf”—l(a:) ((I)fn—z(x) 0...0 (bx(U)

+ an—l(x)(®fn—2(x) 0...0 q)w(ﬂ)) s Nx(@)h)’

[H(z, n)(w)] + |H(z,n) ()]

IN

Nesse exemplo obtemos a partir das condi¢coes (2.16) e (2.17) que se a fungio H €
HL(E) entdo, o cociclo gerado por tal H também pertencerd a HL(E). Além disso, nesse

caso podemos ter o ciclo invertivel e satisfazendo as hipoteses do Teorema 2.3.2.

Observagao 2.3.11. Os Exemplos 2.53.9 e 2.3.10 nos mostram que existe fun¢ao homogénea
e nao linear que toma valores em HL(E) tal que a composi¢io também satisfaca as condigies
HL(E). Sendo assim, a condi¢io de assumirmos o cociclo tomando valores em HL(E) ainda

¢ mais geral do que a linearidade.

Considere um cociclo H : X x Z — H!(FE) sobre um homeomorfismo f : X — X.
Pelo que foi visto na secao 3.1, podemos associar o maior e o menor expoentes de Lyapunov
A e A_ ao cociclo H. Assim, definiremos a e-norma adaptada de Lyapunov do seguinte

modo: dado € > 0 e para qualquer x € A, seja a aplicacao
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| ot € B |ulye = Z|H (z,n)(u)|e- A+ +Z|H z, —n)(u)|e?-"". (2.18)

n=1

Observe que | - |,. estd bem definida pois, as séries Y [H(x,n)(u)le” P+ ¢
3 [H(z, —n)(u)|e®-~9" sdo exponencialmente convergentes.

Agora, mostraremos que | - |, define de fato uma norma:
1°) Ju)ze =0 & u = 0p.

Se [ulyc = 0, entdo Y [H(z,n)(u)le” X" 43 " |H(z, —n)(u)|e*~ " = 0. Como

n=0 n=1
ambas as séries sao formadas por termos nao negativos segue que

S [Ei(er, m) )=+ = ZIH v, —n)(u) e = 0,
n=0

e ainda, |H(z,n)(u)le"*++9)" = 0 para todo n > 0 e [H(x, —m)(u)|e?-~™ = 0 para todo

m > 1. Como e~ M+Fen o(A-=2)m 5 () para quaisquer n e m, decorre que

[H(2, n)(u)| = [H(z, —m)(u)| = 0 = H(z, n)(u) = H(z, —m)(u) = 0,

paratodon > 0em > 1. Como composicao de fungoes homogéneas é uma funcao homogeénea

pela Observacao 1.2.16, obtemos que u = O pela Observagao 1.2.1.

°) oy = |alk|ulpe, ¥V u € E e o escalar.
Dados u € E e « escalar do corpo K, pela homogeneidade de H(zx, k) para quaisquer

r € X ek € Z temos que

aulee = 3 [Hwm) (e 9" 4 3 H(r, —n)(au)|et"

n=0 n=1

= lim (Z [H (2, n) (o) e~ A+ 4 Z IH(x, —n) (o) e~ 5)">

k—o00
n=1

= ok iy (Z e ) e 4 B —n)(u)\e“—@n)

n=1

= ok (Z]H z,n)(u)le” A++€”+Z|H z,—n)(u )\e()“s)”>

n=1

= |O‘|K|u‘x,e-
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3%) |u+ v|ze < |ulpe + |V|2e, para todo u,v € E.
De fato, dados u,v € E, como H(z,n) € H:(FE) temos que

[H(z, ) (u +v)| < [H(u)| + [H(v)],

e assim,

v+ vloe = Z H(z, n)(u+ v)|e”M+em 4 Z IH(z, —n)(u + v)|e?-—5"

n=0 n=1
k k
= 1 —(Ap+e)n _ (A=—e)n
L D A

o

n n=1

=l

lim
k—o0

IA

> ([H(z,n)(u)] + |H(:C,n)(v)‘)@(/\++€)n> n

n

= |l
=)

lim
k—o0

> (H(z, —n)(u)] + |H(z, —n)(v)|)e(’\—5)”>

n

=
—

(]

= lim
k—o0

N N NN

k
(|H(xv”)(“)|€_“++5)”+Z(|H(x, _n)(u)|€()\—€)n> I

n=1

[e=]

n

Jim <Z(IH(:C, n)(v)|e”++" 13 "(|H(x, —n) (v)|e()‘_8)")

n=0 n=1
= |u‘x,6 + ‘U‘z,e-

=l

A e-norma adaptada de Lyapunov induz também uma norma no espaco dos operado-

res. Para x,y € A, considere

H
\|H||ygx—sup{mzo#u€£?}. (2.19)
Uz
Vamos mostrar agora que || ||, define de fato uma norma no espago dos operadores

homogéneos definidos em H!(F).
1°) Dada H € H,(F), vale que ||H|| . =0<= H = 0.

Suponha que ||H||,, = 0. Ent@o, como a norma ¢ definida pela expressao (2.19),
temos que |H(u)|,. = 0, para todo 0 # v € E. Como |- |,. ¢ uma norma em X, segue que
H(u) = 0, para todo 0 # u € E. Como H(0g) = Og, pela Observagao 1.2.1, decorre que
H=0.

Por outro lado, sendo H = 0, é ébvio que ||H||ys = 0.
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2°) Para qualquer H € HL(E) e a € K, vale que ||aH||yes = ||| H||yes-

De fato, como |u|,. ¢ uma norma em FE, temos

aH(u)|,. H(uw)|y.e
|l = sup {%}zw sup {%}:raumrw-

0#ueE |U T, 0AueE |u‘x,e

3°) Dados H, G € Hi(E) segue que ||H + G||ycz < ||H||yez + [|Gllyes-

Sejam H,G € H}(F) aplicagoes quaisquer, entao como |.|,. define uma norma em F,
decorre que
[(H + G)(u)lye < |H(u)lye +[G(u)

y?a ‘

Dividindo em ambos os lados da inequagao acima por |u|, ., onde 0 # u € E, obtemos

((H+G)Wlye o HWlye  |G(u)

| 9
< 2= < ||Hllyew + |Gl yea-
|u|x,€

|tz ||z,
Tomando o supremo sobre todos os vetores © € E nao nulos no lado esquerdo na

inequacao acima, concluimos que
2 + Gllyea < [[H]lye + [|Gllyee-

Reiteramos que a relevancia de tal norma consiste no fato de que a partir dela conse-
guimos controlar a contragao e expansao em cada interagao do cociclo. Além disso, é possivel
compara-14 com a norma do espago H.(E).

Na sequéncia, apresentaremos alguns resultados técnicos os quais serao utilizados pos-
teriormente para obtermos as estimativas da aproximagao peridédica dos expoentes de Lya-

punov.

Observagao 2.3.12. Denotamos por S' = {u € E : |u| = 1} a esfera unitdria de um espago

de Banach (E,|-|) qualquer. Sejam g1, go : S* — S, entdo pela desigualdade triangular temos

sup |g1(u) — g2(u)| = sup [g1(u) + (—=ga(u))| < sup (|g1(u)| + [g2(u)]) < 2,

Ju|=1 |u|=1 Jul=1

onde usamos a desigualdade triangular e o fato que gi(u), g2(u) € S*.

Observagao 2.3.13. Seja H um coclico homogéneo gerado por uma aplicagio H € H(E).



Denotando por &y, = ®pm-1¢y 0 ...0 Py e Ny, = Npnorgy -+ Ny, pela relagio (1.2),

definicao do cociclo e pelo fato de que H é homogénea, temos que

[z, n)l| =

1H(f"(x)) 0.0 H(f(w)) o H(w)]]
sup [H(f" () o ..o H(f(x)) o H(x) - v]

lv|=1
sup |H(f" " (2)) 0 ..o H(f(2))(Par(v) No(v))]
sup N ()[H (" (x)) 0.0 H(f(2))(P4(v))]

sup N ()| H(f" () 0 ... 0 [® () (P (v)) Np(ay (P (0))]]

lv]=1

sup Ny (@ (0)) No (0) H(F"(2)) 0 .0 Dy 0 B (0)

v[=1

Sup Npn-1(2)(Pon—1(v)) - - - Np(v)| Py (v)]

lv]=1
ISFp Npn1(2)(Pan—1(v)) - - - No(v)
v|l=1

sup Nyn(v),
lv|=1
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da

onde usamos que ® tem norma unitiria e que ainda assumimos que ela € bijetiva conforme

Observagao 1.2.3.

Observacao 2.3.14. Considerando ainda um cociclo homogéneo H gerado por uma aplicac¢ao

H(-) € HL(E) associadas as aplicagoes ® e N e utilizando ideias similares as da Observagao

2.3.13, temos que

| (2, ) — H(y, n)|

= |[H(f" (z)) o .o H(z) — H(f*(y)) o ... o H(y)]|
= sup |[H(f" Y(x))o..oH(x)-v—H(f"*(y))o..0oH(y) v

lv]=1

= Sup [Ny n(v) P n(v) — Nyn(0) Py n(v)].

v[=1

Assim, pela desigualdade triangular, o fato de ® ter norma unitdria e que N > 0
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obtemos

Sup [Ny (@) 6(v) = Nyiy)e(v)]

lv|=1
= ‘SLllpl}ij(m),k(v)@ﬂij(ﬁ) k()| = Ny 6 (0)|P i) 1 (v )||
= E}llpl “ij ( )‘I)fy ( )| - ’Nfﬂ ( )(ij(y)vk@))”

< sup [Nyi(a) 5 (V)L pi ) 6 (V) = Ny () (V)P i ) 1(0)]

lv]=1

= |[E(f/ (x), k) — H(f' (y), k)|

A observagao a seguir é de fundamental importancia na obtencao do resultado prin-
cipal. Além disso, aqui evidencia-se o aumento da dificuldade na obtenc¢ao das estimativas

quando passamos do caso linear para o homogéneo.
Observacgao 2.3.15. Dados x,y € Xen € N temos para qualquer v € E que
[Nen(0) = Nyn(0)] = [Nan(v) = Np@yn-1Ny1 () + Nyg)n-1Ny1(0) = Ny (0)]

|Nen(v) = Ne@)n-1Ny1 (V)] + [N@)n-1Ny1(v) = Nyn(v)]
N@yn-1(V)[Npa(v) = Ny1(v)| + [Np@)m-1Ny1(0) = Nyym-1Ny1(v)],

IN

onde usamos que N, = Npn-1(zy - Ny)N. = Ny 1Nz 1.
Desse modo, aplicando supremo na estimativa acima e usando as Observagoes 2.5.13

e 2.3.14 obtemos que

Sup [Nen(v) = Nyn(v)] < sup Ny n-1(0)[Nea (v) = Nya(v)]

|v]=1 lv|=1

+ sup ‘Nf(w)m—lNyyl(U) - Nf(y),n—lNy,l(U)‘

lv|=1
[H(f(z),n —1)|] - [[H(z, 1) — H(y, 1)]|
+ sup |Nf(w),n—1Ny,1(U> - Nf(y)m—lNy,l(U)‘-

v|=1
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De modo similar ao realizado acima, vale que

[ Ns(@)m-1Ny1(v) = Ny 1Ny (v)]
= |Nj@)n-1Ny1(v) = Np2(g)n—2lNy2(v) + N2y n—2Ny2(v) — Ny n-1Ny1(v)]
< [Ny n-1Ny1(v) = Np2gay 2Ny 2 (V)| + [Np2(a) 2Ny 2(V) = Ny(y)n—1Ny1(v)]
= Npa)n—2(0)[Np@)1(v) = Ny (V) [Ny (v) + Nyzgay 2 Ny2(v) = Nyzgy) n-aNy2(v)]

onde usamos que N, 1 = N2y  Nyo)yN. = Nyzyn—2Nyp)1-
Desse modo, aplicando supremo na estimativa acima e novamente pelas Observagoes
2.8.13 e 2.3.14 obtemos que

SUp | Ny(z)m-1)(v) = Ny n-1(v)]

lv|=1
< sup Np2(2)n-2(V)[Np@)1(v) = Ny, (v) [Ny, (v)
+ ‘Sl‘l_pl |Nf2($)7n_2<U)Ny71(U) — Nf2(y)’n_2(U>Ny71(U)|

< E( ) - 2 [H(7 ), 1)~ H ), DIl - [, D)

+ sup [ Np2(g) n—2(v) Ny1(v) — Ny2(y) n—2(v) Ny 1 (v)].

lv]=1

Combinando as estimativas (I) e (1) podemos concluir que

sup [Non(0) = Nyn(v)] - < [[H(f(2),n = D] - [[H(z, 1) — H(y, 1]

lv|=1

+ H(f2 (), n = 2)|] - [JH(f (z),1) — H(f(y), DI - [|[H(y, 1)]]
+ |SI|12P1 [Ng2(2)n—2(V) Ny 1 (v) = Nyzgy)n2(v) Ny 1 (v)]

Z IHL(f (@), n = L= d)[| - |[H(f*(2), 1) — H(f* (), D] - [[E(y, 3)]]

+ sup |Nf2(w)7n_2(’l))Ny,1(’U) — Nfz(y),n—2(v)Ny,l<U)|~

lv|=1

Repetindo esse processo recursivamente mais n-2 passos, somando e subtraindo sempre

um termo da forma Ngj(p) n—j(V)Ny;(v), para j =3, ...,n — 1, obtemos que

SUp [Ny (v) = Ny (v)] < Z IHL(f ™ (@), n =i = DI - [ (2), 1) = B (), DI [y, 9]

|v]=1
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Observacao 2.3.16. Note que a Observacio 2.3.15 € vdlida também para H™! pois, como
esse cociclo também é gerado por uma aplicagcao homogénea entao, existe uma decomposi¢ao

em aplicacoes ® e N. Sendo assim, podemos inferir que vale a sequinte estimativa

sup |Nx,n(v) - Nym(v)’

lv|=1

< i [JHLCfH @),n = 1 =) 7| - B (), 1) = B () - By, ) -

2.3.3 Resultados Auxiliares

Neste momento, provaremos algumas estimativas para a norma em H!(E) utilizando
a e-norma adaptada e a norma de operador definidas na secao 2.3.2. Utilizaremos tais esti-
mativas para, posteriormente, realizar a aproximacao periddica dos expoentes de Lyapunov.
Salientamos que os resultados, bem como as provas dessa secao sao fortemente baseadas na
segao 3 de [23].

Antes de realizar a prova do Teorema 2.3.2; justificaremos alguns resultados técnicos
fundamentais para a apresentagao da demonstracao. De fato, para demonstragao do Teorema
2.3.2, deixaremos apenas a realizacao das estimativas superiores e inferiores em termos das
normas dos cociclos pela érbita de um ponto periédico. Os demais resultados técnicos, serao
apresentados nessa secao.

Nesse momento, definiremos a noc¢ao de uma funcao ser temperada. Seja g : X — X
uma funcao invertivel, definida em um espaco métrico compacto X munido de uma medida
de probabilidade p. Diremos que a aplicagao ¢ é temperada superiormente em um

conjunto Y C X, com u(Y) =1, se

1
lim —log p(¢"(x)) = 0, para todo x € Y.

n—oo M,

De modo similar, diremos que ¢ : X — R é temperada inferiormente em um

conjunto Y € X, com u(Y) =1, se

1 -
lim —log (g "(x)) =0, para todo x € Y.

n—oo N,

Ainda, diremos que ¢ é uma aplicacao temperada se ela for temperada superior
e inferiormente. Em outras palavras, uma funcao é temperada se ela possui o maior e o

menor expoentes de Lyapunov nulos. Para mais resultados sobre esse assunto, citamos como
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referéncia [8].
Note que fixados € > 0 e x € A quaisquer, pela definigao dos expoentes de Lyapunov,

existe N.(x) € N tal que para todo n > N.(z) vale que
[H(z,n)|| < eP+T9m e |[H(z, —n)|| < e-A-Fom, (2.20)
Assim, para todo n > N.(z) temos que
Bz, n)le= P49 < 1 e ||z, —n)]e®—7 < 1.
Desse modo, para ¢ > 0 e z € A fixados, vale que

sup([El(e, m)l e~} = max{L, |[E(z, )| | [E(a, 1) Je 4+, ., |[i(ar, Ne(a))Jem 0+ +9N(2),

supd [El(e, =) Je=*9"} = max{1, [, O] [F(s, 1)le =+, ., [, No()] e,

Observe que os supremos acima sao finitos, pois temos que o cociclo H é limitado.

Assim, consideramos as fungoes M., M. : X — R dadas, respectivamente, por

Mc(z) = sup{|[H(z,n)|le-*++"},
n>0

M(z) = sup{|[H(z, —n)|[e"F"}.
n>0

As funcoes M, e M. sdao mensuraveis, pois sao o maximo entre fungdes mensuraveis.
Me (x)H\Z% ()
£

Neste momento, garantiremos que a fungao M'(e) = ( —3

) é temperada.

Para isso, afirmamos que é suficiente mostrar que M, e M, sao funcgoes temperadas. De fato,

observe que caso M. e M, sejam temperadas, entao

1 1
lim —log M{(f"(x)) = lim —log<

n—too N n—too N

M (f7(x)) + M;(f"(w)))

1—e2

= lim llog(]\fg(f"(x))jL]\;[%(f”(yc)))— lim llog(l—e*%)

n—too N n—too N
<l log(My (7"(2) + N ("))
< ngrfoo%1og(2max{M;(fﬂ(@),M;(fn(x))})
= 0.

No lema a seguir, mostraremos que M. é temperada. Para isso garantiremos que ela



56

¢ temperada superior e inferiormente. Nos inspiramos no Lema 3.2 de [23] para obter o

resultado abaixo.

Lema 2.3.17. Para cada € > 0, a funcao M, : X — R dada por

M, (z) = sup{|[H(z,n)||e”++"},
n>0

¢ temperada superiormente e inferiormente em um conjunto R C A com u(R) = 1.

Demonstracao. Mostramos que M. é temperada superiormente. Para isso, suponha por
contradicao que M, nao seja temperada superiormente, isto é, assuma que para algum x € A,

existe s > 0 com

1
limsup — log M.(f"(z)) > s > 0.
n

n—oo

Desse modo, existe um subconjunto infinito N’ C N tal que 3 log M.(f*(z)) > s, para
todo k € N, o que equivale a dizer que M.(f*(z)) > e**, para todo k € N'.

Como para cada x € A podemos escrever
M_(z) = max{||H(z,n)|le" " : 0 < n < N.(z)},

conforme comentado anteriormente, decorre que, para cada k € N'| existe 0 < nj < N.(z)

onde

Mc(f*(x)) = |[[H(f*(x), ng)[Je” Cereme, (2.21)
Assim, como supomos que M, nao é temperada superiormente, segue que
IHL(f* (), ) || = P+ T (f5 () > ePeremeest, (2.22)

Observe que, como supomos que o cociclo H é limitado, existem constantes X' > A\, e

A* < A_ tais que para todo x € A
[H(z,1)|| < M.(z)efet < e e |[H(z, —1)|| < M(z)efe™ < e, (2.23)

Afirmacgdo 2.3.18. Se k e n satisfazem ||[H(f*(z),n)|| > eP++9nest ¢ ginda, k > Ne(z),
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com Ne(x) obtido nas estimativas (2.20), entdo

Cik <n < Csk,

— _s — 20+ =A%)
07’Ld601—m 602_1++T

De fato, assumindo que k > Nt () segue de (2.20) que
[E(z, n + K[| < et

Assim, pela equagao do cociclo, pelo Lema 1.2.15, pela estimativa acima e pela expressao

(2.23) obtemos que

IH(f*(),n)l] = [|H(z,n+ k) o H(z, —k)||
< |[H(z,n + k)| - |[H(z, =k)]]

o+ +5)(k4n) =Xk

IN

Como supomos que ||[H(f*(z),n)|| > e?+F9Imesk pela estimativa acima obtemos

ePitengsk (O t5) () o=Xk - — (X 4 e)n+ sk < (A, + %)(k +n)— Nk

2(/\+ — )\* — S)
£

= n< |1+ k.

200 —\*)
5 )

Como A, —A* > 0, segue que A, —A\*—s < A, —\* e assim, denotando Cy = 1+
decorre que n < Cqk. Por outro lado, segue da expressao (2.23), do fato de assumirmos
[[H(f*(x),n)|| > eX++omesk e de N > A, que

eFePatan — A — sk 4 (AL +e)n < Nn

S
k
Ny

= n>

e dain > C1k, onde C = ﬁ e, isso conclui a prova da afirmacao.

Considerando as constantes C,Cy > 0 dadas na Afirmacao 2.3.18, escolhemos § > 0

i
Co+1

p(Ys) > 1—46, tal que a sequéncia a,(y) = log [|H(f"(y),n)|| converge uniformemente a A,

tal que 0 < < 1. Para tal §, pelo Teorema 1.1.8, existe um conjunto Ys; C A, com
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para todo y € Y5. Desse modo, existe N! = N/(Y5) € N tal que
an(y) < Ay + ), (2.24)

para todo y € Y5 e n > N_.
Seja Ay, o conjunto de medida total com respeito a p, onde vale o Teorema Ergddico

de Bikhoff para a funcao indicador de Yj, isto é, para todo y € Ay,

lim #{1:1<1< Ne fiy) €V} = u(¥y) > 146

N—o00
Tomamos y € AN Ay,. Entao pelo limite acima e para todo m € N suficientemente grande,

vale que

#{1:1<I<m+Ne f(y) € Ys} <6(m+N).

Observe que, diminuindo 0 se necessario, para cada ny fixado, existe n;, € N tal que
0<(1—=0)ng— 0k < iy <nyeq= fit(y) € Ys pois, o tempo médio de visita no conjunto

determinado pela fun¢ao indicador de Yjs é positivo. Pela definicao de 7y, temos
(1 =90)n, — 0k < iy, = ng — N < 0(k + ).
Pela Afirmacao 2.3.18, temos n, < Csk e, assim, obtemos que
ng — iy < 0(k +ng) < §(k + Cak) (2.25)
De (2.25) e da Afirmagao 2.3.18, decorre que
g = ng — (g — ng) > C1k — k(1 + Cs) = [C] — (1 + Cy)]k.

Podemos escolher k € N’ suficientemente grande tal que i > N.. Além disso, como

g = fFt(x) € Y, pela equagao do cociclo e pelo Lema 1.2.15, segue que

IS @), )|l = [ECE @) (= e+ )|
= (™ (@), e — ) o H(f* (), 72 )|
< (™ (@), e = au|] - [ECE (), )] (2.26)

Observe que, pela defini¢ao da sequéncia (a,), temos que

@, (§) = log |[H(f 7™ (), i) || = log [[HL(f ™" (f**™ (2)), ) || = log |[H(f"(x), 7). (2.27)
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Além disso, como ny < N.(z) e consequentemente ny—i, < N.(r) e ainda, M.(f!(x)) <

M_(z) para todo [ > 1, entao pela relacao dada em (2.21) decorre que

[H(f (@), ne — i) || = eI N (PR (1))
€(A++5)(nk*ﬁk)M€(fk+ﬁk (:L’))
e()‘++5)(nk—ﬁk)M6(x)

IN

< N (2.28)

onde a tltima desigualdade vale por (2.23). Logo, combinando as relagoes obtidas em (2.24),
(2.26), (2.27) e (2.28), obtemos

(), ml| < X emTheiel®) < X emn et
Dessa forma, combinando a estimativa acima com a obtida em (2.22), temos
eOstmeesk | FR (), ng)|| < X ek ePatelin
Assim, aplicando logaritmo nas desigualdades acima
(A +e)ng + sk < XN (ng — ng) + (A + &)y,

e a partir dessa estimativa, pela relagdo dada em (2.25), pela definigdo de d, pela Afirmagcao
2.3.18 e o fato de que C = 5

%/\M concluimos que

sk < X(nk — ﬁk) + ()\Jr + 8)7~lk — ()\Jr + 8)nk
(?”Lk — ﬁk)()\l — )\Jr — 6)

< 5[6(1 + CQ)()\, — )\+)
< Clk‘()\/ —Ay)
< sk,

o que nos fornece uma contradi¢ao. Além disso, para cada s > 0, existe um conjunto de
medida total Ay = Ay(s) tal que

1
limsup — log M (f"(z)) < s,V € ANAy.
n

n—oo

Tomando x € AN Ay(%), para todo n € N, garante-se que a funcao M, é temperada

superiormente.
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Agora mostraremos que M. é temperada inferiormente utilizando uma justificativa

por contradi¢dao similar ao caso anterior. Suponha que, para algum z € A vale que

1
lim sup —logM (f™(x)) >s>0. (2.29)
n—oo
Entao, M.(f~*(x)) > e** para uma quantidade infinita de k € N e para algum n;, € N

segue que
[H(f " (), ng) || > eFePetem, (2.30)

Do mesmo modo que na prova que f é temperada superiormente, existe N/(x) tal
que b(z) < (A4 + e)k, para todo k > N.. Assuma que ny > k > N.(z) (no caso anterior
tinhamos que ny, < k). Pela equacao do cociclo, pelo Lema 1.2.15, pela relagdo dada em

(2.21) e da definicao da sequéncia (b,,) temos

IE(f (), )] = [|[H(z, np — k) o H(f (), k)|
< |[H(z,ng — K| - |H(F (), B)]
< €<I>e(>\++€) n—k) bk (z)
< M.(x)e (A++e)n

&€
Entao, pela desigualdade acima e de (2.30), segue que

eske(A++a)n < M5($)6(A++€)n.

Logo e* < M.(x). Aplicando logaritmo em ambos os lados da inequagao acima
obtemos

1
<z log M_(z).

A desigualdade acima é uma contradigao com (2.29) e assim, ny < k. Dessa forma, pela
expressio (2.30) vale que ||[H(f*(x),n)|| > eFeP++97 Usando que |[H(f*(z),n)|| < "

com Ay < ), decorre
eSFeM+telne A — gl < (N = A )ng = C3k < ny,

onde C3 = ﬁ Para k suficientemente grande, qualquer n; dado pela relagdo em (2.30)
satisfaz Cs3k < ni, < k.
Escolhamos §, o qual satisfaz 0 < d;, < C3 e consideramos como no caso anterior, o

conjunto Y5, com pu(Ys,) > 1 — 0, e Ay, .
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Entao se v € AN Ay, e k é tomado suficientemente grande, existe n; < n; com
ng — nj, < 6.k tal que y = fF%(z) € Y5,

Como d; < C5 e ny > Csk e ainda, pela definigdo de n}, temos que
ny, =ng — (ng — ny.) > Csk — 0,k = (C3 — d,)k.

Dessa forma, para tal k, pela equagao do cociclo, o Lema 1.2.15, pela definicao de v/,

de modo similar ao caso anterior, podemos concluir que

H(f (@), )| = |EE% (), e = ng) o H(F (), my)||
< [JH( (), e — i) ]| E (), my)|
< Lo, U7 @) (=)

o st Nl

Entao, de (2.30) e a estimativa acima, segue que

eske)\++e)nk < 6()\+—l—5)n;C 6)\’(nk—n;v)‘
Aplicando logaritmo em ambos os lados da expressao anterior, obtemos que
sk < (A +e)ni, — (A +e)n, + N(ng —ny) < (N = Ap)(ng —nj,) < sk,

o qual é uma contradicao, o que nos garante que M, é temperada inferiormente e assim, é
uma func¢ao temperada, concluindo a prova do lema.

]

Observagao 2.3.19. O conjunto R com medida total citado no enunciado do Lema 2.5.17
¢ definido por R = AN Ay, onde A € dado em (2.13) e Ay € obtido no Lema 2.53.17 pelo
Teorema de 1.1.8.

—>\7+€)n} é temperada, basta adaptar

Para ver que a funcéo M. (x) = sup{||H(z, —n)||e’
n>0
o Lema anterior considerado o tempo reverso.

A proposigao a seguir foi baseada na Proposicao 3.1 de [23].

Proposicao 2.3.20. Seja f : X — X uma funcao invertivel definida sobre um espacgo de
probabilidade (X, p), onde pu € ergddica e f-invariante. Além disso, considere H um cociclo
homogéneo e limitado definido sobre f com maior expoente de Lyapunov A\ e menor expoente
de Lyapunov A\_. Entdo, para cada € > 0, a norma adaptada de Lyapunov dada por (2.18)

satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) para cada v € A,

||H(I7 1)||f(96)<—90 < Mt e ||H(x= _1)||f*1(:p)<—x < e e (231>

(ii) existe um subconjunto R C A com medida total e f-invariante, e para cada p > 0,

eziste uma fungao mensurdvel K,(z) tal que, para todo x € R, vale que

lu| < |ulze < Ky(x)|ul|, para todo w € E (2.32)

K, (z)e " < K,(f*(x)) < K,(z)e’, para todo n € Z. (2.33)

Demonstragao. Iniciamos a demonstragao provando o item (i). Fixados © € A e uw € FE

quaisquer, como A_ < A, pela definigdo da e-norma adaptada de Lyapunov segue que

H(z, 1))l j@ye = Y H(f (@), n)H(x, 1)(w)][e” 3" 43 " H(f (2), —n) (H(z, 1) (u))][e? "

n=1

= Z |H(x,n + 1)(u)]e*()‘++5)” 4 Z IH(z, —n + 1)(,“)’6()\_75)71

n=1

— e(A++e)<Z|H(%n+1)( )e (A4+e)(n+1) +|u|€h—e (At+e)
n=0

+ Z ’H(ZB, —n + 1)(u)|e()\——£)n—()\++£)>

n=2
< A++f-f><Z|H 2, k) () [em O+ 4 |u|+Z|H 7, =n+ 1)(w)|e=—D)
n=2
_ A++€><Z\H 2, k) () e O R +ZyH 7, k) (u)]e=~9")

k=1
_ e()\++5)’u|x,g

Assim, para qualquer z € A e 0 # u € E obtemos que

[H(z, 1) ()| f(2) e < oAite)
|t e B
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Tomando o supremo sobre todos os u € E nao nulos, segue que

[H(2, 1)|] f(ayea < 7,

provando a primeira desigualdade do item (i).

Para a segunda estimativa, note que

[H(z, =1) (u) |

IN

Z IH(f(x), n)(H(z, —1)(u))]e- P+ Fom
+ Z |H(f71(g;), —n)(H(z, —1)(u))|e()‘—*€)n
> [H(z,n = 1)(w)]e” M 3 [ H(z, —(n+ 1)) ()| X"

e (3, n = 1)) B, 1) ()]
=1

+ 3 B, —(n + D))

_)\ +8<Z‘H z, k |€—(A++a)k+‘H(x _1)( >‘ A_—¢

+Z |H(z, — ()‘*_a)k>

_)\ +€<Z|H , ]{7 |€—(A++8)k+Z|H z, —k’)( )|6(A,—5)k)

k=1
e M +€|U|x,e'

Assim, para qualquer z € A e 0 # u € E obtemos que

|H($7_1)<U/>|f—1(x)75 S e(*)\7+€)'

|u|x,€

Tomando o supremo sobre todos os u € E nao nulos, segue que

||H(ZE, _1)||f*1(x)<—x S €_>\7+67

o que conclui a justificativa do item (i).

Agora vamos justificar as estimativas dadas no item (ii). Dados € > 0 e u € F, para
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cada = € A fixado, pela defini¢ao (2.18), temos que

[ulee = Z\Hwn e et +Z|Has —n)(u)|eP-—m

n=1

= |u|+ Z IH(z, n)(u)]e”P++om 4 Z IH(z, —n)(u)]eP-—o"

n=1

> ul.

Isso prova a primeira estimativa em (2.32). Para a segunda, fixando € > 0 e tomando = € A

quaisquer, consideramos as funcoes M., M. : X — R definidas por

M. (z) = sup{||H(z,n)||e"*+T"} e M.(x) = sup{||H(z, —n)||e"*-T)"}.
n>0 n>0

Vimos que as fungoes M. e M. sao temperadas e mensuraveis. Além disso, pelas

definicoes de M. e M., para todo n > 0, vale que

[E (2, n)|] < M(2)e™ 9" e |[H(z, —n)|| < Mo(z)el -,

. ) €
Usando as desigualdades dadas acima com 2 obtemos que

il = ZIHM om0+ 13 G, -~
n=1
< Z|U|M€ A+ t5)In—(A+e)n +Z|U|M€ )(>_+§)n+()\,—a)n
n=1

onde usamos acima que |H(x,n)(u)| < |[|[H(z,n)|| - |u|, para todo u € E. Assim, segue que

il = |u|< ()Y e () Z )

n=0 n=1

e (T M:(x
= |u|< 2(1)_222( ))

= |u[M(),

Me (x)+Me (z
onde M!(z) := bt 1

l—e 2

Na sec¢ao 2.3.3 provamos que a fungao M, é temperada em um conjunto R de medida
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total. Além disso, para cada p > 0, vale que

Ky(z) =Y ML(f"(x))e ",

neL

é uma funcao mensuravel definida em R e satisfaz (2.33). Como M/(z) < K,(z), obtemos
ulee < M(2)lu| < K,(2)|ul,

mostrando que (2.32) é valida, e entao, concluindo a prova da Proposigao.
]

Observagao 2.3.21. Dados x,y € R, fizamos ¢ > 0 qualquer. Usando a relag¢ao (2.32) com
h(u), sendo h : E — E uma fun¢do homogénea qualquer, temos para todo 0 # u € E que

|h(u)|y7€ < K (y)|h(u)],

Como |u| < |u|,. e K. >0, pela expressao (2.32), obtemos que

[h(u)y,e < Ks(y)|h(u)| < Ks(y)M = K.(y)h <£

|u|x,s |u|a¢,e |U| |u|

) <K@l (239
onde ||h|| = sup{h(z) : |z| = 1}. Assim, em (2.34) tomando o supremo em u, obtemos

Allyew < Ke(y)][R]].

Além disso, novamente pela relagdo (2.32), temos que

ulae < Ke(@)[ul = |h(u)l|ulee < Ke(@)[h(w)][u] < Ko (2)[h(u)lyeul

D ¢ 0

< Ko (2)]|A]lyeas
e assim, tomando o supremo em u no lado esquerdo das desigualdade acima, obtemos

Al < Ke(2)[[h]yea-

Fixado € > 0, para qualquer [ > 1 considere

Ri={z € R; K.(z) < 1}, (2.35)
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onde R estéd definido no Observacao 2.3.19. Note que pu(R;) — 1 quando | — oo.

Observacao 2.3.22. Note que fitado m € N, se x, f™(x) € Ry, por (2.33), temos para
<1< m que

K.(f'(z)) < K.(z)e < le*. (2.36)
Por outro lado, utilizando novamente (2.33), vale que
K (fi(x)) = K(f~" 0 (f™(2))) < K(f™ ()™ < e, (2.37)
Combinando as expressoes (2.36) e (2.37), obtemos que

K(l’z) < lef min{i,m—i} )

Apresentaremos agora, um resultado de carater técnico o qual sera utilizado na prova

da Proposigao 2.3.24.

Lema 2.3.23. Sejam X espaco métrico compacto e f : X — X invertivel. Entao dados
x,y € X, para qualquer cociclo homogéneo H definido sobre a funcdao f e gerado por uma

aplicagio H : X — HY(E) vale que:

n—1
(1) 1By 7)laezo < [T I3 Dl e
1=0
n—1
(”) ||H(yn> _n)Hwo%wn < H ||H(yi+1> _1) Ti&Tit1*
=0

onde x; = f'(z) e yi = f'(y), para todo 0 < i < n.

Demonstra¢ao. Provaremos inicialmente o item (i). Relembramos que pela definigao da

norma do operador para qualquer z € X e n > 1, temos a expressao

LU0

|u|z0

EL(y, ) lo o0 = sUP {
0#ueE

Agora, dados z,y € X quaisquer e denotando z; = fi(z) e y; = f'(y), para todo
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0 <1 < n, observe que:

H(y, n)(w)la, _ [H"(y)) o0 H(y)()la,
[tz [tz
_ | H@ W [H(f ) o H(y)(W)ley
|tz [H () (w)]z,

[H(f" (y)) o H(f"*(y)) o+~ 0 H(y)(u)]a,
[H(f"2(y)) o--- o H(y)(u)]a,_, ’

Note que como H(z) é homogénea para qualquer z € X, temos que

B g ()

’u|wo ‘u’wo
H(f()) o H(y)(u) H(y)(w)
H L, W) (\H(y)(u)\m) ’

HU ) o HU™ ) oo HOW _ o ) H()
H @)oo Hphe, U (y))(|H(f” ) o <><u>|$n1>‘

Dessa forma, pelas relagoes estabelecidas acima e como H(z) e bije¢ao podemos con-

o, e | = e (P

HU @) o B} _ [ IHEG)O)Les
oiﬂ&{ [H(y) ()], }—O#EE{ [0l }

() 0 HUP () o -0 H)(w)lay | _ o JHE @),
0523&{ [H(f*2(y)) 0 - 0 HW) (Wl }‘O#SE{ [l }

Logo, obtemos pelas relagoes acima e o fato de o supremo do produto ser menor ou

cluir que
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igual ao produto dos supremos

L {Eeml,
B8 lacry = s {0
S (T Cam L i IESET GG
N e W) o0 AW, .
)0, U )0,
< o R R

= |, Dllereao I @), Dlloweans

n—1
= [T,
=0

Tij415T5

o que justifica o item (i) do Lema 2.3.23. Seguimos agora com a prova do item (ii). Novamente

pela definicao da norma do operador para qualquer z € X e n > 1 temos a expressao

(ol

[[H(z, =n)llegea, = sup
0#ueFE

De modo similar ao item (i), analisamos a fragdo dada no lado direito da expressao

na norma. Dados z,y € X e escrevendo x; = fi(z) e y; = fi(y), para todo 0 < i < n, vale:

H )y HG () 00 B (3) " @l
" HG W) B o )l
H@) oo H ol
e JHG) " 0 B 0) " @y
al., () )l

[H(y) " o H(f(y) " o0 H(f" 1 (y) " (u)la
[H(f(y)) oo H(f* ' y) M (W)]ay

Agora, pela pela homogeneidade de H(z) e Observagao 1.2.17 temos que H(z)™! é

uma funcao homogénea para qualquer z € X | e assim

U W) 0) (L) |

H(f" ()" o H(f"(y)) "' (u)
[H () (W),

H(f" " (y) = () >
)~ ’

= H(fn_ (y))_ <‘H(fn1(y) - (U)’xn_l
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H(y) " o---o H(f" '(y)) ' (u)
[H(f(y) oo H(f* 1 y) (1)l
o H(f(y) oo H(f" Hy) ' (u)
H) <|H(f(y))‘1 0---0 H(f”‘l(y))‘l(uml) '

Logo, pelas expressoes obtidas acima e o fato de H(z) ser bijegdo temos que

{ [H" W) (W), } { HU" )" () } |

|u|zn ‘U’xn

sup
0#ueE

H" 2 ) o HE ) @y (U2 0) 7 (0l
it { H ) (@) }‘ 3 { [l s }

= sup
0#veER

0#£veE

- [H(y) oo H(f" Hy) " (Wlay 1 _ = [IHG) " (0)]s
o¢ule)E{|H(f(y))‘1O-~OH(f”‘l(y))‘l(U)lml} o;éng{ [0]a, }

Novamente pelo fato de o supremo do produto ser menor ou igual ao produto dos

supremos e pelas estimativas acima obtidas, segue que

[ (Y, =) (1) ], }

| E (g, ) llages, = sUD {

04uEE |ule,
-y (IO e G B0 H ) )
s ul., (7)o o HF () (W,
" @) 0l H ()™ ()
< g (e (R

= [H(Yn; = Dllenrean = 1Y, =) |zgee

n—1
- H ||H(yi+1a _1)
i=0

Ti$—Ti+19

]

A seguir, apresentaremos um resultado importante que garante estimativas para a

norma do cociclo. Essa Proposi¢ao é inspirada no trabalho de Kalinin e Sadvoskaya [23].

Proposicao 2.3.24. Seja X um espaco métrico compacto munido de uma medida de pro-
babilidade ergddica i, invariante por uma aplicacao invertivel f : X — X. Suponha que o
cociclo homogéneo H definido sobre f é a-Holder continuo, com 0 < o < 1, e denotamos o

maior expoente de Lyapunov por Ay e o menor expoente Lyapunov por A_. Suponha também
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que dado € > 0, para todo x € Ry com f™(x) € Ry, para m > 1, e qualquer y € X o0s
segmentos de drbita ., f(x), -, f™(x) ey, f(y), -, [™(y) satisfazem para algum § > 0

d(f'(x), f'(y)) < 6™ =8 para todo i = 0,--- ,m, (2.38)

para qualquer v > £ e para 0 < n < m. Entao existe uma constante C' = C(H, a,y,e, A1, A\_)

tal que as sequintes estimativas sao validas:

(i) [IH(y, n)|| < U[H(y, n)]]s, 0, < 17 A4);

(“) IIH(yn, _n)” < lez—:mim{n,m—n}||(H(ym _n)||xo<—ﬂcn < lesmin{n,mfn}eCl(Y’en(f)\_Jrs)‘
Demonstragao. Inicialmente, provaremos as estimativas do item (i). Denotamos z; = f*(x)

ey; = f(y), para todo 0 < i < m, com m € N. Tomando 0 < n < m, pelo item (i) do Lema
2.3.23 e pela desigualdade triangular, segue que

IN

[[H(y, 7)o

Tij41$T4

n—1
TT Iy, 1)
=0
n—1

= Ty, 1) - B2, 1) + H(, 1))

Tit1 (*xi)

n—1

Ty, 1) — Hi, 1)

1=0

IN

Ti14T; + HH(mza 1)

Tit1 %xi)'

Como z; = f'(z) € R; C A, para 0 < i < m, entao pelo item (i) da Proposicao 2.3.20

temos que |[H(zi, 1)|[2:,1e0; < €M7 e assim,

n—1
HH(yan)me—xo < H(HH(?/M 1) - H(mi’ 1) wiew T 6)\++5)
=0
n(Ay+e) - ||H yza (xlvl) Ti+1$ T4
S +T€ H ( 6)\++€ + 1 y

1=0

e dessa forma, concluimos que

[, )l o H <|IH yi, 1) — H(z;, 1)

en()\+ +e) €>\+ +e

TeA1TE 1) . (2.39)

Como supomos que o cociclo homogéneo H é a-Hélder continuo e pela relacao dada
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m (2.38), obtemos que

[H(y:, 1) — H(z;, D] < Md(z, 3:)*
< M((se—'y min{i,m—i})a‘
Como pela Observacio 2.3.22 vale que K, (z;) < le™"{#=i} ¢ pela Observacio 2.3.21
temos que |[H(y;, 1) — H(z;, 1)

estimativa acima, podemos concluir que

vy < K (z;1)|||H(y;, 1) — H(z4, 1)||, combinando com a

[IH(y:, 1) — H(zs, 1)

wipea < Ke(@i)|[H(ys, 1) = H(zg, 1)]]
< et min{i+1,mf(i+1)}M6a€f'ya mm{z,mfi}.

Aplicando logaritmo em ambos os lados da desigualdade (2.39), pela estimativa acima

obtida e o fato de que log(1 + =) < x, para todo x > 0, decorre que

=0

HH Yi, ) H<xi>1) Ti414T;
_ 21 ( e Wy

n—1
log [[H(y, n)||zpczo — Ay +€) = log (H <H : @>\+(+e ) 2T 4 1))

||H yza (ZL‘,, 1) Ti41$—T;
S Z 6)\++E
n—1
< Z ef(/\.t,.Jrs)les min{i+1,mf(i+1)}M5aef'ya min{i,m—i}
1=0
n—1
_ 67(/\_;_ +5)ZM504 Z e min{i+1,m—(i+1)}—yamin{i,m—i} )
=0

Observe que, min{i+1,m — (i+ 1)} <i+1emin{i,m — 1} <1 e assim, a estimativa
acima fica da forma

n—1

log [[H(y, 1) |2y cay — n(Ap +€) < e+ M1 Z esi+l)—yai

n—1
_ 67()\++€)1M(5a65 Z e(sf'yoz)i

=0

< Ml(sae—(/\++s)€£ Z e(a—’ya)i
=0

= Ol
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n—1

onde C; = Me ™S, com S; = E eET19 ¢ a soma da série a qual é convergente pois,
i=0

7> £, isto €, e —ya < 0.

Desse modo, elevando ambos os lados da estimativa acima obtemos que
(&3
[H(y, n)] |2z < C1lo g te),

Como ||K:(x)|| <[ pela definicdo do conjunto R; dado em (2.35) e ainda pela Ob-
servagao 2.3.22, temos que ||h|| < K (x)||h||y. para qualquer h : E — E homogénea e dai,

pela desigualdade acima segue que
||H(ya n) || S l| |H(y7 n) | |$n<_x0 S leC1l50‘ eﬂ()\++a)7

assim, provando a validade das estimativas dadas no item (i). Agora, para demonstrarmos a

validade das desigualdades dadas no item (ii) observe que, pelo Lema 2.3.23 temos

Ti—Ti41

(Y, =) |[wgt-2n < H | H(yis1, —1)

Tis—Ti4+1

= [ IH @i, —1) = H(zigr, —1) + H(zi40, —1)

n—1

[T(IH i, =1) = H(wiga, —1)

=0

IN

Tit—Tit1 + ||H($i+17 _1) xi<—xi+1)v
onde a tultima estimativa vale pela desigualdade triangular. Observe que, pela Proposicao

2.3.20 temos que ||H(zi1, —1)||zyep;, < € ¢, para todo i =0,...,n — 1, e entdo

n—1

[E (Y, =)llages, < [ TOM(yr1, —1) = H(zisn, —1)

1=0

—>\7+€)

Ti$—Ti4+1 + €

_ WH I H (g1, —1) - Hlzier, 1)

Tis—Ti+1 + 1) bl

e dessa forma

n—1

e "Ny, =) llapees, < T (7O MBI s, —1) — Hzis, —1)
1=0

Ti$—Ti+1 + 1) (2'4())

Como H é a-Holder, entao H™!' também é, e assim similarmente ao caso anterior,
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usando a relagao dada em (2.38) vale para ¢ =0,...,n — 1 que
H(yig1, —1) = H(zipr, —1)|| £ Md(Yiz1, 2i1)® < M (Se7ymintirtm=+D1H2
A partir da estimativa acima e pela Observacao 2.3.21 vale que

||H(yi+17 _1> - H(Ii-l-l) —1)

Ti4—Ti41 S K(xZ)HH(y%-‘rl’ _1> - H(xi—i-la _1)||
< K(ZEZ)M (56—7min{i+1,m—(i+1)})a

IN

Y

lef min{i,m—i}M (56—7 min{i+1,m—(i+1)})a

onde a ultima estimativa é obtida usando a Observagao 2.3.22. Logo, usando essa tltima

estimativa em (2.40) obtemos que
efn(f)\_Jrs)H]HI(yn7 . Hzm—x < H < )\_75)[ emin{i,m— z}M ((56 ~ymin{i+1,m— ('Hrl)}) + 1) )
1=0

Aplicando logaritmo na estimativa acima e usando que log(1 + z) < z, decorre que

n—1
10g [[H(yn, =) |[agean, — n(=A- +&) = log]] (e*(*)\—*s)lesmin{i,m—i}M (e minti+lm—(+D} | 1)
=0
n—1
= Z log (e*(*/\—*f)leamin{i,m%}M (667'ymin{i+l,mf(i+l)})a n 1)
=0
n—1
< Z e—(—A,—a)lea min{i,m—i}M ((56_7 min{i+1,m—(i+1)})a
1=0
n—1
< lM(SOée—(—A,—a)—va Z 6(5—7a)i
1=0
< IMETe (Ao § T plee
=0
— Cgl(sa,

onde Cy = MSie*~¢ sendo S; = Z ele—r2)i.

1=
Dessa forma, elevando a exponencial ambos os lados da ultima desigualdade

||H(yn’ _n)”Io{—xn < eczl(so‘en(_)\7+€)'

Como da Observacao 2.3.21 ||H|| < K(z)||H||ys s pela Observagao 2.3.22 temos que
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|| K (2,)]] < le™m{mm=n} podemos concluir que
H —n)ll < lemin{n,m—n} H -n < lemin{n,m—n}ngléa en(—)\,—i-a)'
yTL — y'rw To<—Tn —

Tomando a constante finita C' = max{C}, Cy} terminamos a prova desse resultado. [

Observagao 2.3.25. Pela defini¢io do cociclo temos que H(z,—n) = H(f"(z),n)"" e

assim, no item (ii) da Proposi¢ao 2.3.24 anterior temos que

I (Yo, —n)|| = [[H(f™ (), —n)|| = [[H(y, n)~"]].

2.4 Demonstracao do Teorema 2.3.2

Nesta secao realizaremos a demonstracao do Teorema 2.3.2. Na Secao 2.3 prepara-
mos os resultados e estimativas necessarias para elaborarmos essa prova. Dividimos esta
etapa do trabalho em mostrar inicialmente a escolha do ponto periédico p que sera usado na

aproximacao, e apés dividiremos em secoes cada aproximacao dos expoentes de Lyapunov.

2.4.1 Escolha do ponto periédico p

Descrevemos a escolha do ponto periddico p. Ressaltamos que a existéncia do ponto
periédico esta atrelada ao fato de assumirmos que a base do cociclo f satisfaz a closing
property que é dada na Definicao 2.3.1. Desse modo, o objetivo dessa secao sera enfatizar
algumas propriedades que tal ponto possui e que utilizaremos posteriormente.

Inicialmente obteremos um elemento z € X tal que d(z, f¥(x)) < Jy para algum k € N
e alguma constante positiva dy. Para isso, consideramos o conjunto R* = R NP onde R é
dado na Observacao 2.3.19 e P é o conjunto de medida total dado no Lema 1.4.3. Observe
que R também tem medida total, dessa forma R* também é um conjunto de medida total.

Tomando x € R* segue pelo Lema 1.4.3 que para dados £,0 > 0, existe um nimero

inteiro N = N(z,¢,d) onde, se n > N entao para algum inteiro k, vale que
n(l+e) <k <n(l+2¢)ed(w, ff(x)) <9 (2.41)

Observe que as constantes € e § utilizadas na relagao (2.41) sdo quaisquer. Nesse
momento construiremos estimativas com propriedades que nos auxiliem na obtencao do re-
sultado principal.

Para isso, fixamos 0 < £ < min {1, %} qualquer, onde v > 0 e 0 < a < 1, e definimos
g = ;1—2 > 0. Dado [ > 1, definimos o conjunto R} := R;NR*, onde R; é definido em (2.35).
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Escolhamos agora [ > 1 de modo que p(R}) > 1—% e isso é possivel pois, u(R;) — 1 quando
[ — oo.
Suponhamos entao que x € R seja tomado de tal forma que vale o Teorema 1.1.5
para a fungao indicador de R, isto ¢, escolhemos z satisfazendo
/

lim S4{i1<i<ne fiz) e R} = p(R)>1— 2. (2.42)

n—oo 1, 2

Para esse mesmo x aplicamos o Lema 1.4.1 para os seguintes cociclos
ay(x) = log [[H(z,n)|| e a,(z) = log||H(z,n)||.

Suponhamos que ¢ > 0 seja pequeno o suficiente de modo que pelo Lema 1.4.1 existam
conjuntos 0., O, C X com medida suficientemente grande para que z € O.NO. (lembrando
que O e O possuem medida maior do que 1 —¢&’ ). Além disso, existem sequéncias ¢, & =0
tais que pela Observacao 1.4.2 existe um conjunto A* C N de inteiros positivos n onde para

todo [ < n segue que
() — ani(f1(2)) > Mg — Ol € () — an_i(fi(z)) > (=A_ — &)L (2.43)

Agora, fixe uma constante positiva L = L(z, &) tal que L <1 < n e ainda, valham as
estimativas dadas em (2.43) para L.
Além disso, como = € P, segue do Lema 1.4.3 que para ¢’ e algum o > 0 qualquer,

existe um inteiro positivo N = N(x,€’,dg) tal que se n > N existe k € N onde
n(l+¢e) <k <n(l+2) ed(z, f¥(z)) < . (2.44)

Como assumimos que o homeomorfismo f : X — X satisfaz a Defini¢ao 2.3.1, existem
constantes C,y > 0 e um ponto periédico p = f¥(p), onde k satisfaz a relacao em (2.44), tal

que para todo ¢ = 0, ..., k, vale
d(fz(x)’d(fz(p)) < Cd(l‘, fk(x))e—vmin{i,k—i} < Céoe—vmin{i,k—i}'

Uma vez que, pela relagao (2.44) temos d(z, f*(x)) < dy para algum & > 0, podemos

escolher § > 0 tal que 6y = %. Assim, obtemos para qualquer i =0, ..., k que
A(fi (@), d(f(p)) < e~V mmlik=i) (2.45)

Para que valham as relagoes (2.43), (2.44) e (2.45) ao mesmo tempo, assumiremos
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que n > max{L, N}. Além disso, pela relagao (2.42) se n é suficientemente grande, podemos

assumir que f"(x) € R}.
Observacao 2.4.1. As sequintes relacoes sao validas:
1. max{L,N} <n<n(l+¢&)<k<n(l+2);
2. n satisfaz a relagdo (2.43) e z, f*(x) € R};
3. p= f(p) ponto periddico de periodo k satisfaz (2.45).
Neste momento, estabelecemos todas as estimativas necessarias para provarmos a

aproximacao periddica dos expoentes de Lyapunov. A fim de facilitar a leitura, optamos por

fazer a estimativa superior e inferior de cada um dos expoentes em se¢oes separadas.

2.4.2 Estimativa superior para ||H(p, k)||

Iniciaremos apresentando a estimativa superior para a aproximacao peridédica em ter-
mos da norma do cociclo. Para isso, observe que podemos aplicar o item (i) da Proposi¢ao
2.3.20 com y = p, onde p é o ponto periddico de periodo k obtido na sec¢ao 2.4.1 pois, o ponto

p satisfaz (2.45) que é a mesma condigao dada em (2.38) e entao
|H(p, n)|| < 1eC8° end++o),
Note que n < k pelo item 1 da Observacao 2.4.1. Usando a equacao do cociclo temos
|[H(p, k)| = [[H(f"(p), k — n) o H(p, n)|| < [[H(f"(p), k = n)][ - ||H(p,n)]|.
Como supomos que o cociclo H é limitado, existe uma constante A’ > A, tal que
(™ (p), = )] < et < Vo),

Observe que, novamente pelo item 1 da Observagao 2.4.1, temos que n < k < n(1+42¢’)

e assim, k —n < 2ne’ < 2ke’. Logo, combinando as estimativas acima podemos concluir que

IA

[ H(p, k)| IH(f™ (), k = n)l| - [[H(p, n)|

I «
6)\ (k n)leCM en()\++s)

IN

1C18% on(As+e)+2X ke'

IN

1eC18% k(A +e+2X)

IN

)
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onde na tultima desigualdade usamos que n < k. Dessa, forma aplicando logaritmo na

estimativa acima, segue que
log ||H(p, k)|| <logl+ Cl6* + k(A; + & + 2N¢€),
e multiplicando em ambos os lados da inequacgao anterior, obtemos que

(logl+ Cl0%) + Ay + e +2X€'.

| =

1
Elogl\H(p, k)l <

Como k < n, tomando n, e consequentemente k, suficientemente grandes, teremos que

z(logl + Cl6*) < € e como €' = i—i, concluimos que

1 8N 8\
“log |[H(p, k)|| < Ay + 22 +2Ne' = Ay + 2 + — :A++€(2+_>.
K ary oy

Como as constantes X, e «y sdo fixadas, podemos fazer e; = ¢ (2 + %) > 0 tao

pequeno quanto se queira.

2.4.3 Estimativa inferior para ||H(p, k)||.

Nesta segao, obteremos uma estimativa inferior para ||H(p, k)|| em fungdo do maior
expoente de Lyapunov associado ao cociclo H e assim, findarmos a primeira parte da prova
do Teorema 2.3.2.

Como H é um cociclo gerado por uma aplicacao homogénea H(-) € H!(E), entao para
todon € N e x,y € E podemos associar as seguintes aplicacoes ® : S' — St e N : St — R,
onde S! = {u € E : |u| = 1} é a esfera unitaria de F, pela Observagao 2.3.14. Temos

|[H(z,n) — H(p,n)|| = sup [ Nagn(v) Pon(v) = Npu(v) Ppn(v)]
< sup |[[Nan(v) = Npju(v)] P (v)]
+ sup Ny (V)| @0 (V) — D (v)]
< sup [N (0) = Npu (0)]| P (0)]
+ sup Npn(v) sup Do (V) = Py (V)]

IN

Sup [Non (0) — Ny (v)] + 2[[H(p, n)]],

=1

onde na tltima estimativa usamos que ® tem norma unitaria e a Observacao 2.3.12. Usando
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a Observacao 2.3.15 obtemos que
[H(z,n) —H(p,n)|| < 2[|H(p,n)]| (2.46)

+ i IHL(f (@), n =i = D[] - |[H(f*(2), 1) = H(f*(p), D)I| - [H(p, d)]].

O objetivo agora ¢ estimar cada um dos termos do lado direito da desigualdade (2.40).
Escolhendo n que satisfaz a Observagao 2.4.1, existe C' > 1 onde, pela relacao (1.5), vale
para C' <[ <n que

a(x) = api(f'(2)) = (A — ).

E assim, como assumimos que a,(x) = log ||H(z,n)||, para l =i+ 1 e §; = ¢ obtemos

para ¢’ <i < n (tomando outra constante C’ se necesséario) que
log||H(z, n)|| — log [[H(f"" (z),n — (i + D)|| = (A —)(i + 1),
implicando que
log |[H(f***(z),n — (i + 1))|| < log |[H(z,n)|| — (\+ —e)(i + 1),
e, portanto
[H(f* (), n = i+ 1) < [[H(z,n)|le” 0, (2.47)

onde na ultima estimativa elevamos ambos os lados na exponencial.
Agora, utilizando que o cociclo H é a-Holder e pela relagdo dada em (2.45) decorre

que
IEL(f*(2), 1) = H(f(p), DIl < Md(f'(x), f(p))* < M§*em0mintir=s), (2.48)
Afirmagao 2.4.2. Se 0 < ¢ <min{l, '}, entdo

aymin{i, k — i} > 4ei para todoi =1,--- | n.

Demonstragdo. De fato, suponha inicialmente que min{i, k — i} = i. Como ¢ < min{1, %},

entao ¢ < % e assim,

ay > 4e = aymin{i, k — i} > 4ei.
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Por outro lado, assuma que min{i,k — i} = k — i. Pela Observagao 2.4.1 temos que

i<n-—1<n<kentdo k—i>1. Além disso, como k > n(1l +¢’), onde ¢’ = 4—2 segue que

«

k kary
 <n < = = 1 de) < k
P<n < P i(ary +4e) < kavy

= dei < (k—i)ay = aymin{i, k — i}.

Logo a afirmagao é vélida.
]

Dessa forma, utilizando a Afirmacao 2.4.2 acima com v = § na relagdo (2.48), vale

para todo i =1, ...,n que
[H(f(2), 1) = H(f'(p), V]| < Mo%e™™". (2.49)

Pela Proposicdo 2.3.24 temos que ||[H(p,4)|| < 1e“9"e!++9) paradi=1,--- ,m. Além

disso, utilizando as relagdes (2.47) e (2.49), obtemos que

I[H(f (), n — G+ )| - |[H(F (), 1) — H(f(p), V]| - [|[H(p, )|
||H(x, n)||6_(>\+_€)(i+1)M5a6_4€ilecwaei()‘++5)

= CL(0)|[H(, n)lle™*,

para C’ <i < n, com C1(8) = 6*M[eCW0"—A++e,

Logo pela desigualdade acima, decorre que

i L (@), — G+ D) [ (2), 1) = F(F (), DI | (p, )]

1=C"
< GO @) Y e
=C"
SO ERD]D D
< Gi(0); _162€||H(x, n)|
— Co(8)H(e, )], (2:50)

onde Cy(d) = C1(8)—=

l—e—2¢"

Neste instante, obtemos uma estimativa similar para ¢ < C’. Como supomos que o

cociclo H ¢ limitado entao consideremos \* < A_ tal que ||H(z,n)7!|| < e ™. Desse modo,
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podemos inferir a seguinte relacao

H(f (@)n — DIl < ||H(z,n) o H(z,i) |
< [H(x,n)|| - |[H(z, )7
< [H(z,n)lle ",

Logo, podemos concluir que

Cc'—1
Z (S (@), n = @+ D) H( (=), 1) — H( ), DI - [[EH(p, )]

c'—1
S Z ||H(£L‘,n)||e_’\*(i+1)M5Oée—4ail€Cl5aez‘()\++5)
=0
Cc'—1
= M(Salec'l(saHH(x’ n)” Z ei()‘+_(/\*+1)_35)
=0
Cc'—1
< MU H )] Y e
=0
< M1 |[H(z, n)||C"elC DO+
< Cy(0)|[H(z,n)]| (2.51)

onde usamos que Ay —\* > 0, ja que \* < A_ < Ay, e tomamos C3(0) = M§*1eC1" C7e(C"=DO+=A"),
Observe que, evidenciamos que as constantes Cy e C5 dependem de 9, que é tomada ar-
bitrariamente. Desse modo, escolhemos 6 de modo que Cy(0)+C3(d) < % Logo, combinando

as estimativas (77), (2.50) e (2.51) concluimos que
1
[H(z, n) — H(p, n)l| < 2[[H(p, n)l| + (C2(8) + C5(0))[[H(z, n)|| < 2[[H(p, n)[| + 5 ||H(z, n)]]
Observe que da desigualdade acima, temos que

2|[H(p, n)|| = |[H(z,n) — H(p,n)|| - %I\H(%n)l\-
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Dessa forma, utilizando a desigualdade triangular obtemos que

B, m)l| > Z[Ei(z,n) ~ Hp, )| — 7I[E(z, )]

v

—IHH z,n)|| — |[H(p,n)|l| - —HH(HJ n)ll

v

e, )| — 2 1B, )] — 5B, )|
= LG, — S IEG, 7))
e assim, concluimos a seguinte estimativa
3 1 1
5 |[H(p, )| = 7 [[H(z, n)l| = [[H(p, n)|| = £|[H(z, n)]]

Assim, as relagoes acima implicam para, n suficientemente grande, que

H ()\+—E)n
[ )| _ et

H > 2.52
Além disso, pela Observacao 2.4.1 temos que n < k e assim
[H(p,n)l| = [[H(f"(p),k —n)~" o H(p, k)||
< |E(f" (), k —n)~ | - [[H(p, k)]
< T[H(p, K], (2.53)

onde \* < A_ e usamos o fato de supormos que o cociclo H é limitado. Combinando as

estimativas obtidas em (2.52) e (2.53) e, usando novamente que n < k obtemos que

IH(p, K)I] > e *=[[H(p, n)]|

> %e—k*(k n)+Ay—e)n
_ 16 A (k—n)4+ A k=ALk+(Ay—e)n
6
_ 167(A+7)\*)(k‘7n)+)\+k78n
6
S = eve—ry

6

Aplicando logaritmo em ambos os lados da ultima desigualdade tem-se que

log [[EL(p, k)| > —(As — ) (k —n) + (A4 — e}k — log .
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Pela Observacao 2.4.1 vale que k —n < 2¢'n < 2¢'k e desse modo temos
log [|H(p, k)|| > —(Ay — A*)2e’k + (Ay — )k — log 6.

Multiplicando em ambos os lados por %, obtemos

1 . log 6

= log | [H(p, k)| > —(As = )2 + Ay — &) — ==
Como €' = 4e/(avy), decorre que

1 . 3€ log 6

ElogHH(pak)H>—(>\+—/\)a—7+(>\+—5)— .

Fazendo n, e consequentemente k suficiente grande, obtemos que

1 Ay — A*
—log [|H(p, k)|| > Ay — 26 — (A4 —A*)% =\ —¢ (2+8+—> '
k ary ary

Como 2 + (Ay — A*)5E > 0 pois A\, — A* > 0, vamos denotar g, = ¢ (2 + 8_)‘+_’\*>7

ary ay
consideramos € = max{e, e} e assim, temos que

1
)\-‘r —€< EHH(pak)H < )\++67

o que conclui a justificativa da aproximagao do maior expoente de Lyapunov A,. Note que
essa aproximacgao ¢ periddica pela Observacao 2.4.1 e dessa forma, concluimos a prova da

primeira aproximagao do Teorema 2.3.2.

2.4.4 Estimativa superior para ||H(p, k)™ ||

Nesta se¢ao, realizaremos a aproximagao peridodica para o menor expoente de Lyapu-
nov A_ associado ao cociclo H. As ideias empregas neste momento sao similares as usadas
na aproximacao do maior expoente de Lyapunov nas secoes 4.2 e 4.3. Sendo assim, daremos
mais evidéencia aos detalhes que diferem do caso anterior.

Inicialmente vamos obter a estimativa superior de |[H(p, k)~!||. Para isso, usando o

Lema 2.3.24 com y = p, observe que
||H(p, n)—1|| < leCl&‘yen(—)\f—l-a)‘

Como pela Observagao 2.4.1 vale que k —n < 2e'n < 2¢’k e, portanto, obtemos pela
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desigualdade acima que

[H(p, k)| = [|[H(p,n)"" o H(f"(p), k —n)~"|]
< ||H(p, )] - [[H(f™(p), k —n)~"]]
< leCléo‘en(—Af—&-a)e—)\*(k—n)
< [CI6% Gh(—A-+e) ;—2X" 'k

onde usamos o fato de H~! ser limitado e escolhemos algum \* < A_.

Tomando logaritmo em ambos os lados da estimativa acima segue que
log [[H(p, k)7Y|| < logl+ cld™ + k(=A_ +¢) — 2\*¢'k.

Multiplicando em ambos os lados por % obtemos que

logl + clo®

- — A+ —2)\.

1 _
- log |[H(p, k)~ <
Como &' = i—i e tomando n, e consequentemente k, suficientemente grandes, a partir

da estimativa acima concluimos que

1 v \
—log ||H(p, k) Y| € —A_ + 2 — 2\’ = —A_ + 2 — AN (2 _ 8 ) _
K ary ary

Denotando €y = ¢ (2 — %) > 0 pois A* < A_ < 0, obtemos que

1
- log [[H(p, k)M < =M e

2.4.5 Estimativa inferior para ||[H(p, k)~}||

De modo similar ao empregado no caso da estimativa inferior de ||H(p, k)|| realizaremos
a estimativa inferior ||H(p, k) ~!||. Pela Observacao 2.3.16 podemos afirmar que vale a seguinte

relagao
|H(z,n)~" = H(p,n) || < 2[|H(p,n) || (2.54)

+ Z IEL(f @), n = (D) [ (), 1) 7 = H (), D7 (1, ) 7

Estimaremos as normas que aparecem no somatorio no lado direito da relagao acima.

Pela estimativa 1.5 para b, (z) = log |[H(z,n)"!||, para C < i < n, onde C' é uma constante
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positiva, concluimos que
log [[H(z,n) || = log |[H(f*(z),n — i) '|| > (=A== €)s,

assim,

log [[H(f*(2),n — 1) 7'|| < log||H(z,n)7!|| = (A= — )i
e, portanto,
IEL(f (), — )7 < |[H(z,n)~"|le” 79" (2.55)
Como H™! é a-Holder, segue pela relaciao dada em (2.45), para todo i = 1, ...,n, que
[EL(f(2), 1)~ = H(f'(p). 1)) < Md(f'(2), ['(p) < M&%e™*, (2.56)

onde na ultima relacao usamos também a Afirmacao 2.4.2.

Além disso, pelo Lema 2.3.24 para i = 1,...,n vale que
HH(]O, Zl)ilu < lesmin{i,nfz’}eCle“ ei(*)\-‘i’s)' (257>
Dessa forma, combinando as relacdes (2.55), (2.56) e (2.57), obtemos para C' < i < n

L (@), — G+ 1) ] (), )70 = H(f (p), 1) 7] [[E(p, )7
||H(SL’, n)fl | |67(7)\_75)(i+1)M5a6745il€5min{i,nfi}eClé" ei(*)\_+€)

< M(SaleCléa | |H(ZL’, n)_1||6>"+6_5i

< Cy(O)[[H(z,n) e,

IN

onde C4(8) = M§®le®+A~+2 Logo, fazendo a soma da expressio acima de C até n — 1 e
escrevendo Cs(8) = C4(8)(1 — e~¢)~1, obtemos

iI\H(f”l(x)m—(2’+1))‘1II-HH(fi(ﬂf),l)‘l—H(fi(p)J)‘lH-IIH(p,i)‘lH < Cs(0)[|(H) ],
i=C

Por outro lado, para i < C, como o cociclo H é limitado, entdo existe N > A, tal que

|[H(x,n)|| < eV, para todo = € X e assim
IB(f (), — )7 = |[H(x, i) o H(w,n) Y| < [[H(z,1)|| - ||z, n) "] < °|[H(z, ).

Logo, usando a estimativa acima e ainda as relagoes dadas em (2.56) e (2.57) para
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1< C’, obtemos que

[}
|

(S (@), n = (i D)7 E (), )7 = H((p), 1) 7] - [, 9) 7|

W
(@)
IN
@]
|

||H(ZE, n)—l | |€>\’iM5ae—4eilea min{i,n—i}eCl(Sa 61‘(—)\74—5)

Il
=)

c-1
M(SoaeC’l(Sa | |H(9§, n)—1|| Z 6()\’—/\,—25)1'
=0

M5a6015a | |H(JI, n)leC«e(/\’f)\_)(C’fl)
< 06<5)||H(x7 n)_lHJ

IN

IA

onde Cy(8) = M1 Ce—A-)(C-D),
Como § > 0 é escolhido arbitrariamente, podemos tomar ele pequeno suficiente de
modo que C5(6) + Cs(6) < 1 e assim, aplicando a estimativa acima na expressao (2.55)

obtemos que
_ _ _ 1 _
[El(z, n) ™" = H(p,n) || < 2[[H(p, )| + F|[H(z, )]
Pela desigualdade triangular e esse ultima estimativa, temos que
—1 1 —1 -1 1 -1
[E(p,n)~ ] = S|[H(z,n)™" = H(p,n) ™[] = 7|[H(z, )]

1 B ) 1 .
> 5 [[[E (e, n) 7| = ([ p, )] = [, n) ]

1 _ 1 _
> [, n) M| = S| [H(p,n) 7.
4 2
Dessa forma, vale que
3 -1 1 -1 —1 1 —1
3 |H(p, 7)™ 2 7 [[H(z, n) ™[] = |[H(p, n) 7| 2 £l[H(z, 7). (2.58)
Agora observe novamente que, pelo fato de o cociclo H ser limitado, decorre que

[H(p,n)7"|| < [|H(p, k)" o H(f"(p),k — n)]]
[H(p, k)~ - [[H(f"(p), k — n)|
B, )[4,

IN

IN
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Logo, utilizando a estimativa acima juntamente coma obtida em (2.58), segue que

[E(p, k)Y = [[H(p,n) e
> 167()\_+€)n67)\’(k7n)
- 6
> 16—()\,—&—5)19—2/\’&’]6
-_ 6 J

onde na ultima estimativa usamos a Observagao 2.4.1 a qual nos afirma que n < k e ainda,
que k —n < 2¢'n < 2'k.

Aplicando logaritmo em ambos os lados da ultima expressao obtida, segue que
log |[|H(p, k)| > —(A_ + &)k — 2N’k — log 6.

Dividindo a equagao acima em ambos os lados por k, tomamos n, e consequentemente

k, grande o suficiente, obtemos que

1
P log ||H(p, k) 7' > —A_ —2e — 2)\€".

Utilizando que ¢’ = (4¢)/ary, temos

1 N N
L log | [H(p, k)| > —A_ — 2= - ° EZ_A_5(2+8_>_
K oy ay

Consideramos €4 = ¢ <2+ %) e note que, g4 > 0 pois N’ > A\, > 0. Tomando

e = max{es, g4}, obtemos que
1 —1
—A- —e< Flog|[H(p, k)7 < —A- +e

obtemos que vale a aproximacao periddica para o menor expoente de Lyapunov A_ associado
ao cocilco H.

Terminamos assim a demonstracao do Teorema 2.3.2.

2.5 Aplicacgao

Nesta secao apresentaremos uma aplicagao da aproximagao periddica dos expoentes

de Lyapunov associados a cociclos homogeéneos obtida no Teorema 2.3.2. Iremos mostrar que
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a taxa de crescimento exponencial maximal e a distorcao quase-conforme associados a um
cociclo homogeéneo podem ser dados em fungao dos pontos periédicos.

Considere uma dinamica f : X — X, com (X, ) um espago métrico compacto X
munido de uma medida ergddica f—invariante e considere uma funcao F' : X x N — X
subaditiva com respeito a f, isto é, para todo x € X e m,n € N vale que F(x,m +n) <
F(x,m)+ F(f™(x),n). Definimos entdo a taxa de crescimento de F com respeito a

pelo valor
1
7(F,u) = inf —/ F(z,n)dp.
b

neN N

Como F' ¢é subaditiva com respeito a f e p é uma medida ergddica, pelo Teorema

Ergédico Subaditivo de Kigmann, Teorema 1.1.6, temos que

1 1 1
7(F, ) = inf —/ F(z,n)dp = lim — [ F(z,n)dp = lim —F(z,n), p—q.t.px e X.
X

neN N n—oo 1M, X n—o0o 1,

Dessa forma, definiremos a a taxa de crescimento maximal de F' pela expressao

1

7(F) = sup limsup —F(z,n).
z€X n—oo T

Em [32], é mostrado num contexto mais geral, que a taxa de crescimento maximal

pode ser escrita da seguinte forma

e 1 .1
T(F) = uesfl\l/ll?f) T(F,p) = rllrelg - 2161)[; F(x,n) = nh_)rxolo - gsclelg F(z,n), (2.59)
onde M(f) denota o espago de todas as medidas ergédicas f—invariantes.

Fixamos agora um cociclo homogémeo H sob as condicoes dadas no Teorema 2.3.2.
Denotamos por A(H) = lim, SUP,ey = log|[H(z,n)||. Temos que A(H) fornece a taxa
de crescimento exponencial do cociclo e afirmamos que S\(H) = sup,em(s) M (H, 1), onde
Ay (H, i) é o maior expoente de Lyapunov associado ao cociclo H. De fato, para justificar

isso, note que da definigdo de A, (H, i) segue que
o1
rlog (e, ) = i L 1og (e, ]| = . (HL ),
Pelas relagoes dadas em (2.59) obtemos

AH) = 7(log|[H(z,n)|) = sup r(log|[H(z,n)||,x) = sup Ay(H,p).
HEM(P) HeM(f)

Neste momento, definiremos a distorgao quase-conforme do cociclo H do seguinte
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modo
Q(z,n) := [[H(z,n)|| - [[H(z,n)"|.

No resultado a seguir mostraremos que a taxa de crescimento maximal, e consequen-
temente a taxa de crescimento exponencial, e a distorcao quase-conforme de um cociclo

homogéneo podem ser obtidas em fun¢ao dos pontos periédicos da dinamica f.

Proposicao 2.5.1. Considere um homeomorfismo f : X — X satisfazendo a closing pro-
perty, sendo X wum espaco métrico compacto munido com uma medida de probabilidade
ergodica e invariante por f. Suponha que o cociclo H seja a— Holder continuo. Entdo:

(i)

lim sup |[H(z,n)||* = limsup sup ||H(p,k)||+.

n—0 pc X n—oo  p=fk(p)eX

Em particular, se existem constantes reais C' e s tais que
IH(p, )| < Ce*,

para todo p € Fiz(f*) e para todo k € N, entdo para cada € > 0, existe uma constante C. > 0
tal que
[H(z.n)|| < Ceel**om,

para todo x € X en € N.

(ii)
lim supQ(m,n)ﬁ =limsup sup Q(p, k:)%

noEe0gex n—oo  p=fk(p)eXx

Em particular, se existem constantes C' e s onde
Qp, k) < Ce™,

para todo p € Fiz(f*) e para todo k € N, entdo para cada € > 0 existe uma constante C.>0
tal que

para todo x € X en € Z.

Demonstragao. Para provarmos o item (i), inicialmente vamos denotar:

7(H) = lim sup ||H(a:,n)||% e 7,(H) =limsup sup ||H(p, k;)||%

n—o0 pe X k=00 p=fF(p)eX

J& vimos na se¢ao 1.3 que a,(x) = log||H(z,n)|| é um cociclo subaditivo e assim,

an = SUp,cy an(7) é uma sequéncia subaditiva, para todo n € N. De fato, dados m,n € N



89

temos pelo fato de f ser homeomorfismo que

Uy = SUD Ay () = SUP (A () + an(f™(2))) < sup ap(z) + sup a,(f"(x)) = am + ay.
reX reX xeX xeX

Desse modo, temos que existe o limite

1 1 ~
lim —a, = lim —supa,(z) =: \(H).

n—o00 1 n—=00 N pcX

Dessa forma, pela expressao dada em (2.59) temos que

AH) = sup Ay (H, p). (2.60)
pEM(f)
Afirmamos que sup,,e v ) Ay (H, 1) < sup,_prpex %log ||H(p, k)||. Suponha por ab-
surdo que § = sup,,e nq(py Ay (H, p) —SUp,_prpex +log |[|H(p, k)|| > 0. Note que pela definicao
de supremo, existe i € M(f) tal que

5 i
sup Ay (HL ) — 5 <AL (HL ) < sup Ay (H, p).
HEM(S) HEM()

Logo, da expressao acima, temos que

) . 0
sup Ay (H, p) — 1° At (HL f) — 5 (2.61)
HEM(S)
Agora, pelo Teorema 2.3.2, dada p ergddica e para cada € > 0 existe um ponto p

periédico tal que

1
A (HL, 1) = ~log |, kml <

ou seja,

1 1
Ar(H ) < A )] = A+ (H, 1) — o log [[H(p, K[| + - log |[H(p, )]

1 1
(B ) — og [ )| + g [ )]

1
< e+ log|[H(p, k).
Dessa forma, para = ji e e = g > () existe um ponto p periédico de modo que

- o 1 _
A (HL i) — 5 < 1 log| (5, )]l (2.62)
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Logo, pela definigao de § e pelas estimativas (2.61) e (2.62), obtemos que

1
sup - log[[H(p, k)|l < sup A, (H,p)—9
p=fF(p)eX peEM(f)

)
< sup Ay(Hp) -
neEM(f)
. )
< )‘+<H? /JJ) - 5
1

- log | [EL(5, ),
o que é uma contradicao. Logo, vale que

1
sup AL (H,p) < sup  —

7 log |[H(p, )] (2.63)
REM(f) p=f*(p)eX

Combinando (2.60) e (2.63) temos que A(H) < SUD,_ ik (p)e X +log ||H(p, k)||. Note que,

log7(H) = loglimsupsup ||H(z, n)||%

n—oo xzeX

= limsup sup log ||H(z, n)H%

n—oo xeX

= lim sup —a,(x)
n—0 pcx N
1
lim —a,
n—oo 1M

A(H)

< s+ log|[Hp, k)l
p=fF(p)eX
Tomando o lim sup quando k£ — oo no ultimo termo da expressao acima, decorre que
log 7(H) < log7,(H) e dai, concluimos que 7(H) < 7,(H). Usando a defini¢do temos que
7,(H) < 7(H). Portanto, 7(H) = 7,(H).
Para provarmos a segunda parte do item (i), suponhamos que existam constantes C

e s tais que
[H(p, k)[| < Ce™,

onde p = f¥(p) é um ponto periédico qualquer de f com perfodo k.

Assim, s > %10g||]1-]1(p, k)| — loic

periodicos p e fazendo o lim sup quando & — oo, temos que

. Logo, tomando o supremo sobre todo os pontos

~ 1
s >log7,(H) =log 7(H) = A(H) = lim —a,,.

n—oo M
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Entao, para cada ¢ > 0 existe N € N tal que a,, < (s +¢)n, para todo n > N. Assim,
para todo x € X e n > N obtemos

log |[H(z,n)|| < suplog |[H(z,n)|| = a, < (s +¢&)n,
zeX

e portanto, ||H(z,n)|| < e+ para todo z € X e n > N. Definimos agora a constante

ste)n para todo x € X

C. = max; <,y max,cy ||[H(z,n)||. Afirmamos que ||[H(x,n)|| < C.el
e n € N. Para justificar isso, note que s > A(H) > A (H, u) > 0 e assim, e®t9" > 1, para
todo n € N. Além disso, C. > maxj<,<y ||H(0,n)|| = 1.

A prova do item (i) pode ser obtida de modo similar ao apresentado na justificativa
do item (). A fim de contribuir com a fluidez do texto, apenas apresentaremos as adaptagoes

necessarias. Denotamos neste momento

k(Q) = lim sup Q(x,n)% e Kp(Q) =limsup sup Q(p, k‘)%.

n—00 zc X k—oo  p=fk(p)eX

Além disso, seja o cociclo g,(x) = logQ(z,n) = log||H(z,n)|| + log ||H(x,n)!||.

Temos que g,(x) é um cociclo subaditivo sobre f e assim, segue que

(@, p) = lim g (x) = lim log Q(z,n) = A+ (L ) — A_(H, p).

n—oo M n—oo M

Observe agora que a sequéncia ¢, = sup,cy ¢»(z) é subaditiva e entao, temos que o

limite a seguir existe

.1 .1
7(Q) == lim —g, = lim ~supgu(e) = sup (A (H, 1) — A_(H, ).
n—oo 1, n—00 N xecX MGM(]C)

onde a tltima igualdade é vélida pela expressao dada em (2.59). De modo similar ao caso

anterior, pode-se mostrar que

1
sup (Ay(H, ) = A_(H, p)) < sup  —logQ(p, k).
HEM(S) p=fF(p)eX

Dessa forma, novamente usando argumentos similares ao caso anterior

logr(Q) =7(Q) < sup %log Q(p, k),

p=fF(p)eX
e assim, podemos concluir que kK(Q) = £,(Q).
Para provar a segunda parte do item (ii), note que para todo n > 0 e x € X, para

provar a estimativa Q(x,n) < C.e5T9)" hasta repetir a ideia utilizada na justificativa do item
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(7). Agora paran < 0 e z € X, observe que
Q(z, —n) = |[H(z, —n)|| - [[H(z, —n) 7| = [[H(f " (x),n) 7| - [[H(f"(2), n)|| = Q(f " (x),n).

Logo, temos que sup,.y Q(yc,—n)ﬁ = supxeXQ(f—”(x),n)\lel = SUD,cx Q(:L’,n)l%\,
pois f é homeomorfismo. Portanto, podemos concluir que vale também o item (i7) da pro-
posicao.

O

Como log lim,, e Sup,¢cx |[H(z, n)| |% = lim,,_, o0 SUP,c x log || H(z, n)|| =, pela proposicao

2.4 temos que

A(H) = limsup  sup log ||El(p, k)|,
p—oo p=fk(p)eX
e entao, a taxa de crescimento exponencial do cociclo H é dado em termos dos pontos

periédicos de f.



Capitulo 3
Shift com longa memodria

Nesse capitulo introduziremos uma nova classe de subshifts em {0, 1}, que sdo sequén-
cias infinitas formadas por 0’s e 1’s, cuja principal propriedade é que suas palavras sao
construidas a partir de uma restricao sobre a quantidade de 1’s. Mais precisamente, a partir
de um parametro p. € [0, 1], as transigoes do elemento 1 para 0 ou 1 dependerao do valor da
densidade de 1’s comparado ao valor p.. Tal conjunto serd denotado por P(p.) e chamado
de frequency shift.

Veremos nas Secoes 3.1 e 3.2 algumas propriedades e caracterizagoes desse subconjunto
P(p.). Apés, na Segao 3.3 mostraremos que tal espago simbdlico ndo sera invariante pela
aplicacdo shift o quando p. € (0,1) e entao, nao é possivel definir o conceito de entropia
topoldgica para o sistema dinamico (P(p.), o). No entanto, definiremos nesta segao o conceito
de entropia das palavras sobre esse conjunto e mostraremos que ela é nao-crescente com
respeito ao parametro p.. Nas Subsecoes 3.3.1 e 3.3.2 daremos exemplos do célculo da
entropia das palavras nos casos em que p. = ﬁ, para todo k > 1.

Posteriormente, na Segdo 3.4, a partir do subconjunto P(p.) definiremos um novo
subconjunto, que serd denotado por 3(p.), sendo este invariante sob a aplicagao shift. Além
disso, mostraremos que para p, € {0, 1} tal espaco serd um subshift do tipo finito, enquanto
para todo p. € (0,1) tal conjunto nao serda um subshift do tipo finito. Por fim, na segao 3.5
trataremos sobre a entropia topoldgica do sistema dindamico (X(p.), o). Mostraremos que é
possivel obter uma cota inferior para entropia topoldgica a fim de garantir que a mesma seja
positiva.

Salientamos que os resultados obtidos até o momento desse trabalho sao parciais.

93
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3.1 O subconjunto P(p.)

Fixado um inteiro n > 1 qualquer, considere uma palavra finita * = x125...7, de

comprimento n formada por uma quantidade M de 0’'se N de 1’s, com M > 0e N > 0 inteiros

_N_ _ N
M+N — n>?

isto é, a razao entre a quantidade de 1’s na palavra z sobre o tamanho da palavra. Por

tais que 0 # M + N = n. Definimos a densidade de 1’s em z pelo nimero 6, (z) =

exemplo, a palavra 0111010011 possui densidade §; = % Observe que, a densidade d;(z) é
sempre um numero racional e ainda 0 < 0;(z) < 1, para qualquer palavra finita x.

Na sequéncia definiremos o conjunto P(p.) a partir de suas restrigdes sobre as transigoes.
Observe que, para construir uma palavra que pertence ao conjunto que sera definido, sempre
que tivermos um elemento 1, precisamos analisar a quantidade de 1’s do bloco inicial da
palavra até o elemento analisado, ou seja, cada transicao carrega a memoria da densidade de

1’s desde o inicio da palavra.

Definigao 3.1.1. Denotando por 6¥(z) a densidade de 1’s na palavra z = x12913... € {0, 1}
até o k-ésimo elemento, definimos o frequency shift como o subconjunto P(p.) C {0, 1},

para qualquer p. € [0,1], formado pelas sequéncias x que satisfazem:
o sex; =0, entdo x4y € {0,1}, para qualquer i > 1;
o sex; =1, entio x;41 = 0 quando 6i(z) > p. e ;1 = 1 quando 8 (x) < p..

Observacao 3.1.2. De modo informal, podemos entender o conjunto P(p.) do sequinte
modo: fizado p. € [0,1] qualquer, o conjunto P(p.) € formado por todas as palavras z de

{0, 1} que satisfazem as sequintes condicoes

(i) as transicoes 0 — 0 e 0 — 1 sdo livres;

(ii) a transicio 1 — 1 ocorre se a densidade de 1’ do bloco formado a partir do primeiro

elemento de x até o elemento 1 analisado, é menor ou igual a p. ;

(111) a transicao 1 — 0 ocorre se a densidade de 1’s do bloco formado a partir do primeiro

elemento de x até o elemento 1 analisado, é maior que p..

Dessa forma, para verificarmos se um elemento x pertence a P(p.), para p. € [0, 1],
temos de olhar desde o primeiro elemento de x e verificar se sao satisfeitas as condigoes de

transicao sobre a densidade de 1’s.
Exemplo 3.1.3. Note que x = 0110101... = 011(01)> € P(%)

Exemplo 3.1.4. Temos que z = 10101010... = (10)™ € P(3).
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Exemplo 3.1.5. Para qualquer k > 1 fixo, considere x = O\/Ql\) 10 € P(%).
3k 4k

Diremos que uma palavra finita ou infinita é admissivel em P(p.) se a palavra satisfaz
as condigoes de restricao dadas por p., sendo que a andlise das restricoes deve sempre ser
tomada a partir do primeiro elemento da sequéncia. E importante ressaltar que P(p.) contém
somente palavras infinitas. No entanto, para verificarmos que uma palavra z = rixox3...
pertence a P(p.) devemos proceder do seguinte modo: quando houver um elemento z; = 1,
considere o bloco finito + = z125....7; de comprimento j. Se o elemento z;4; = 0, entao
densidade 0, de z precisa ser maior do que p,; se ;41 = 1, entao a densidade ¢; de = deve ser
menor ou igual a p.. E facil ver que palavra 0> é admissivel em P(p.) para todo p. € [0, 1].

Dessa forma, a admissibilidade de uma palavra infinita em P(p.) implica que ela
pertence a P(p.). E a verificagao dessa admissibilidade deve ser realizada em todos os blocos
finitos inicias da palavra com final 1. Quando falamos em blocos inicias, estamos nos referindo
aos blocos cujo primeiro elemento do bloco é também o primeiro elemento da palavra.

Temos dois casos particulares de conjuntos P(p.) as quais chamaremos de casos li-

mite: quando p. = 0 ou p. = 1. Tais casos estao descritos abaixo.

Exemplo 3.1.6. Dada uma palavra x € P(0) qualquer, com z # 0. Seja j > 1 o menor
inteiro tal que x; = 1. Entao, o bloco inicial B = x1x5...7; de x terd densidade & (z) > 0 = pe.
Assim, o elemento x4, deve ser um (0. Note que isso vai ocorrer para qualquer elemento
xr = 1, ou seja, quando tivermos um elemento 1, valerd apenas a transicao 1 — 0. Desse
modo, P(0) € o conjunto de todas as palavras cujo bloco 11 € proibido. Esse subconjunto é
um subshift do tipo finito e conhecido como Golden Mean Shift.

Exemplo 3.1.7. Agora se considerarmos x € P(1), com x # 0°°, uma palavra qualquer, seja
J > 1 um inteiro tal que x; = 1. Assim, o bloco inicial B = x125...x; de x terd a densidade
de 1’s satisfazendo 5{ (x) <1 =p., entao a inica transi¢ao vailida para o elemento 1 €1 — 1.
Sendo assim, nesse caso teremos 10 como bloco proibido em P(1). Esse conjunto é também
um subshift do tipo finito composto pelas sequéncias 0°°,1%° e pelas sequéncias compostas por

uma quantidades k de 0’s sequidos de infinitos 1°s.

Na sequéncia, buscaremos caracterizar as sequéncias dos subconjuntos P(p.), para
todo p. € (0,1), com o objetivo de compreender mais esses novos conjuntos. Convencionamos

como notacao que 0...0 significa que esse bloco é composto por uma quantidade k de 0’s.

k
Inicialmente, fixado p. € (0, 1), consideramos sequéncias z € P(p.) da forma

2=0...01...10...01...1.., (3.1)

mi ni ma2 n2
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onde m;,n; > 1 sao inteiros, para todo ¢ > 1, ou seja, formada por blocos de 0’s e 1’s
consecutivos. Como as transicoes 0 — 0 e 0 — 1 sao livres, podemos escolher quaisquer
valores para m; e assim, iremos determinar os valores n; em funcao dos valores m; e do
valor critico p., para todo ¢ > 1. Ou seja, estamos sempre assumindo que possamos colocar
qualquer quantidade finita de 0’s em uma palavra de P(p.), no entanto a quantidade de 1’s
vai sempre depender da quantidade de 0’s escolhidas, bem como do parametro p..

Para obter as expressoes para as quantidades de 1’s, consideremos o seguinte lema

técnico.

1 : a a+1
Lema 3.1.8. Dados numeros a,b > 0 quaisquer temos que %5 < 2455
Demonstracao. Suponha que existam a,b > 0 tais que - atl " Assim,

a+b — a+b+1"

a2+ab+a2a2—|—a~l—ab—|—b,

e dai, obtemos que b < 0, o que é uma contradicao.
m

Fixamos p. € (0,1) qualquer e consideremos uma sequéncia z da forma (3.1). Inici-

aremos analisaremos a admissibilidade do primeiro bloco de 0’s e 1’s, que ¢ 0...01...1. Para
=~

mi ni
1SS0, precisamos que

Sendo assim, pelo Lema 3.1 basta analisarmos as seguintes inequagoes

ny — 1 nq
Y 7 SPc< —(—,
mi +ng — 1 mi + nq
O que equivale a escrever

ny — 1< Bmy < ny,

onde § = ;¥<-. Denotando o maior inteiro menor ou igual a x por |z| = max{n € Z : n < z},
(&

obtemos que ny — 1 = | fm;] e assim, para qualquer p,. € (0,1), temos

Note que a expressao de ny é vélida para todo p. € (0,1). Agora, para obtermos uma
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expressao para ne, precisamos analisar até o segundo bloco de 0’s e 1’s, isto é, devemos olhar
para o seguinte bloco
ENSIEAESS
mi ni mo no

Logo, a expressao de ny além de depender de ms e de p., dependera também de m; e
de n; (o qual depende de m; e p..) obtido em (3.2). Recursivamente, para obtermos expressoes
para n;, para ¢ > 2, vamos ter de levar em consideragao m;, p. e ainda, todas as expressoes
dos nj, com 1 < j <.

Entao para determinarmos as expressoes dos inteiros n; em funcao dos inteiros m; e do

parametro p, para uma palavra z dada em (3.1), dividiremos em dois casos: p. > % ep. < i

Escrevendo 8 = > % teremos
£ > 1 e entao fm; serd sempre maior igual a 1, para qualquer valor de m;; enquanto para
Pe < % tem-se § < 1 e dai, fm; pode ser maior ou menor que 1. Note que pela expressao de
ny dada em (3.2), fica clara a dependéncia que os inteiros n; terdo de § e precisamos garantir

que todo n; seja sempre um inteiro maior ou igual a 1.

Teorema 3.1.9. Para cada p, € [%, 1), temos para todo k > 2 que
k k—1 k—2 2

ne o= 1> Bmi— Y Bmy— B — [ > Bmi— B — [ — [ Bmi— |Bma]].]]] (3.3)
i=1

=1 =1 =1

—Liﬁml ) = o= L = ) == (3 = L) =

onde } = ,ny = |Bmy] +1 em; > 1 sao inteiros quaisquer, para todo i > 1.

~ . l — .
Demonstragdo. Fixe p. € [3,1) qualquer. Para k = 2, analisaremos o bloco 0...01...10...0 1...1.

Pelas condigoes de admissibilidade e pelo Lema 3.1, temos que

ny+ny —1 n1 + no
< pe < ;
my+ny+mg+mng—1 my + ny + ma + no

o que é equivalente a
ny+ng — 1 < B(my +may) < ny + no. (3.4)

Como ny = |fmq]| + 1, obtemos da expressao (3.4) que
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LﬂmlJ +1 —+ ng — 1 S 5(7"1 —|—m2) < Lﬂmlj +1 —|—TL2,
e assim, segue que
ng + | Bmy | — fmy < Bmg < ng + |Bmy | — pmy + 1. (3.5)

Escolhemos entao ny = | 8(my + msg) — [fmy]]. Note que ny é inteiro e ainda ny > 1

pois, como |z| < x, para qualquer = > 0 real, temos que

B(my +mgy) — [ fmy] > Pmy > 1,

uma vez que mo > 1 e f > 1 (j4 que tomamos p. > %) Sendo assim, ny estd bem definido.

Além disso, novamente pelo fato que |z] < z, para qualquer x > 0 real, obtemos

ng + |Bmi] — Bmy = [B(m1 +ma) — [Bma]] + [Bma| — Bmy < Bme. (3.6)

Por outro lado, como = < |z] + 1, para qualquer x > 0 real, segue que

N9 + Lﬁmlj — Bml + 1= Lﬁ(ml + m2) — Lﬂmljj + Lﬁmlj — 6m1 -+ 1> 5777,2. (37)

Logo, pelas inequagoes dadas em (3.6) e (3.7), obtemos que a expressao (3.5) é verda-
deira para ny = |B(my +ma) — [Sma]].

Fixado k£ > 2, vamos assumir como hipétese de indugao que a expressao (3.3) vale
para todo 2 < [ < k fixo. Provaremos para o caso k 4+ 1. De fato, pelas condicoes de

admissibilidade temos,

k41 k41
Ziil n; —1 < pe < 27:1 U
S i) =17 T S )

sendo que tal expressao é equivalente a

k+1 k+1 k+1

=1 =1 =1

Usando que ny = [my] + 1 e as expressoes dadas em (3.3) para todo 2 < [ < k,
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obtemos de (3.8) que

Ngp1 + [Bma] + [B(my +mg) — [Bma ] +

¥ Lzﬁmi—mmlj—tzﬁmﬁmmlj— —LZﬁmz )] =3 o
< B i 6y

< g+ [Bru] + [B(ma +me) — [Bru ]| +
1D Bma = [Bma) = 13 B — (B ] — = 1D Bmi = B Zﬁml +1.
Considere ny 1 = LZfill Bm; — LZL Bm; — |pma] — LZ;:; Bm; — [Bma] — [... —
122, Bmi — [Bmal )] = 120 Bma — [Bma) = [ — |20, Bma — [Bma] |.]) — . —

1327, Bm; — | Bma ]| — [Bma]], onde simplesmente tomamos a expressao (3.3) com k + 1.

Note que ng.1 ¢ um nimero inteiro. Além disso, ja vimos para o caso k = 2 que
Z pm; — |Bmy] > 1. (3.10)

Assim, ng = |32, Bm; — [Bmy]] > 1. Agora, usando que |z| < x, para qualquer z

real e ainda (3.10), decorre que

3 2 2
> Bmi— [Bm] — Z Bmi— [Bmi]] = Bms+ Y Bmi— [Bma] — Y Bmy — |Bma] |
=1 =1 i=1

Z 5?77/3 +1
> 1. (3.11)

Logo, ng = |20, Bmi — [Bma] — |3, Bmi — | ma]]] > 1. Novamente utilizando



que |z| <z, para qualquer z real e agora por (3.11), segue que

v

v

Zﬁmi — B ] — LZ Bm; — | Bma| — [Z Bm; — | Bma]]]

= PBmy+ Zﬁmi — |Bma] - LZ Bm; — | Bma | — LZ Bm; — [ Bma]]]

3 3

> Bmy+ Y Bmi— [Bma] — Y Bmi — [Bm]]
=1 =1

> Pmy+1

> 1.
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Portanto, ny = LZ?ZI pm;—|Bmy | — LZ?:l Bm;— | Bmy | — LZ?zl Bm;—|Bmi]]]| > 1.

Utilizando um processo de recorréncia, vamos assumir que ng > 1. E assim, obtemos que

k+1

; Bm; — LZ; Bm; — B | — LkZ‘i Bm; — [Bm] = ... Z Bm; — B ].
- LkZ Bm; — B = | - LZ Bmi — ||| Z Bm; — | B ||
Brmr + iﬁmi - LZ Bm; — [Bm | — LZ Bm; — [Bm] — [ — LZ Bm; —
- LkZ Bm; — | Bma] — ... - LZ Bm; — | Bma ] Z Bm; — | B |

B + Zﬁmi — [Bmy] — LZ pm; — | Bma]]

5mk+1 +1 2 1.

Sl

— [ 8]

577"61 JJJ

— [ 8]

Dessa forma, concluimos que ng; > 1. Obtemos assim, que nxy; estd bem definido.
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Agora, observe que como |z| < x, para todo x > 0 real segue que

IN

Mgy + [Bma] + [B(ma +ma) — [Bma]] +

+LZ pmi — B ] — LZ pmi — B ] — ... — [Z pmi — [fma]]...]] = Z/Bmz

> = 13 B = L9mi] = LY i = Lo L. = (3 fm — L)L
—LZ pm; — [Bma] — - LZ Bm; — [Bma] ] Zﬁmz [Bma]] — [ B ]
+[Bmy] + [B(my + my) — mmlﬂ + ..

+LZ Bm; — [Bma] — LZ Bm; — [Bma] — ... — [Z Bm; — |Bma]]...]] — Zﬁmz
6m:+1. : : (3.12)

Por outro lado, como = < |z| + 1, para qualquer = > 0 real, obtemos que

Ng+1 + L/Bm1J + L/B(ml + m2) - Lﬁmlﬂ +

P ) = 13 B 8] (3 = L)) = 3

k+1

Zﬁmi—tzﬁmi—wmlj—@ﬁmi B — |... Zﬁmz Bma].. )]

—Eﬂmi [Bma] — |- —LZﬂmz [Bmal]..] ] - —LZﬁmz [Bma]] — [Bm]
S Lma] + B+ ms) — L) + -

+Liﬁmi — [Bm] - L%Zm — ] — .. - Liﬁmi — [Bma]].]) - iﬁmi +1
6m1:1- - o - (3.13)

Combinando as expressoes (3.12) e (3.13) decorre que as inequagoes dadas em (3.20)

sao validas. Logo, concluimos que o resultado é valido para qualquer k > 2.

]

Pode-se obter uma tunica expressao para cada ng quando p. > % essencialmente pelo

fato que o produto fm;, onde m; > 1 é um inteiro e 1 <14 < k, é sempre maior ou igual a 1.

Agora quando considerarmos o caso p, < %, podemos ter que o produto Sm; seja maior que 1

ou menor que 1, e ainda, ao somar algum valor a esse produto ele também pode variar acima
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ou abaixo de 1. Isso acabara gerando algumas possibilidades diferentes para os inteiros n; no
proximo caso, sendo que as expressoes acabam dependendo das escolhas dos outros valores
envolvidos.

Corolario 3.1.10. Para qualquer k > 1, considere p, = kiﬂ Entao ny = kmi + 1 ¢

n; = kmj, para todo j > 2.

Demonstracao. Fixamos um inteiro k > 1 qualquer. Caso p. = teremos que

k+1’

R R == U s R
5_1_ _1_L_L_k'
Pe k+1 k+1

Assim, nesse caso segue que:

ny = Lﬂmlj +1= km1 + 1.
Ng = Lﬁ(ml + mg) — Lﬁmljj = k(m1 + mg) — km1 = kmg.

3 2 3 2

i=1 i=1

nj = LZ Bm; — Li Bm; — |Bmy] — Li Bm; — |Bmy] — Zﬁmz |Bma]]...]]]

13 B L) L Zﬁmz (i) . Zﬁmz B — |Bma ]

j—2

. -
= ikmi—ikmi+km1+2kmi—kml —kaz—i-kml kaﬁ—kml
i=1 i=1 i=1

=1 =1

2 2
- ..—i—kai—i-k‘ml—...—kai—km1+km1
i=1 i=1

O

Para o caso p. € (O, %) ainda nao conseguimos justificar uma expressao para os inteiros
n; em funcao dos inteiros m; e de 3, para todo i > 1. Esse caso é mais dificil pois, dependendo
da escolha de p. e de algum inteiro m; > 1, podemos ter |Sm;| > 1 ou |Sm;] < 1, gerando

assim, mais possibilidades de descrever os inteiros n;. No entanto, foi possivel determinar
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expressoes até para o inteiro ny e assim, conjecturamos o resultado a seguir.

Conjectura 1. Seja p. € (0, %) qualquer. Considere § = 1520 eny = |Bmy]+1. Entao para
todo k > 2, temos que ng assume uma unica possibilidade abaizo a qual depende da escolha
de p. e dos m;, para 1 <1 < k:

(1) Existe algum 0 < j < k — 2 tal que

k —(j+1) k—(j+2)
nk:LZﬁmi Z Bm; — [Bma] — | Z Bm; = [Brma) = [ Zﬁmz 8] ]...]]]

k—(5+2)

Z Bm; — |Bmy] — |... Zﬁmz | Bm]] Zﬁmz [Bma]] — [Bma]] —

(ii) ng = 1.

Observe que uma sequéncia em x € P(p.) também pode ser escrita da seguinte forma

(3.14)

onde m;, n; > 1 sdo inteiros. Nao podemos ter sequéncias em P(p.) para p. € (0, 1) iniciando
com dois ou mais 1’s seguidos pois, terfamos um bloco inicial com densidade ; = 1 > p,
mas, com a transicao 1 — 1. Desse modo, as palavras em P(p.) podem iniciar com apenas

um unico elemento 1.
Nos resultados a seguir, iremos novamente expressar cada um dos inteiros n; em fungao

dos inteiros m;, para todo ¢ > 1, e também do parametro p., agora para palavras dadas da
forma em (3.14).

Teorema 3.1.11. Para cada p. € [ ,1), considerando = 13—20, se x € P(p.) € da forma
(3.14) entdo ny = |Sma] e para todo k > 2

= D (3 A (3m) L3 B~ Lomal — | Zﬁmz Bma) - 11)(315)

13 i = (8] L Zﬁmz )] L) = .= (3 Bon = Lam )] — L5,

onde m; > 1 sao inteiros quaisquer.

Demonstracao. Fixa p. € [%, 1) qualquer, entdao § > 1. Nesse caso, olhando para o bloco
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10...01...1, pelas condicoes de admissibilidade temos
AN

mi;  n
nq Spc n1—|—1 ’
mi1 + ny m1+n1+1

0 que é equivalente a expressao
ny < Bml <ny+ 1. (316)

Logo, ny = [ fm;] estd bem definido pois, fm; > 1, e satisfaz as desigualdades dadas

em (3.16). Olhando para o bloco 10...01...10...01...1, pelas condi¢oes de admissibilidade
(SR N

mi ni ma2 n2
segue que
n1y + na < ny+ne+1

e < )
m1+n1+m2+n2_p my +ny +mg +mng+ 1

0 que é equivalente a
ny 4+ ng < B(my +meg) < ng +ng + 1. (3.17)
Como ny = |fmy ], obtemos da expressao (3.17) que
ng + | Bmy ] — fmy < Bmg < ng + | Bmy | — pmy + 1. (3.18)

Observe que a expressao (3.18) é a mesma que a dada em (3.5), entdo pela demons-
tragao da Proposicao 3.3 temos ny = |B(my + ma) — [ Sma] |.
Como hipétese de indugao, assumiremos agora que fixado k > 2 a expressao (3.15)

para todo n;, com 2 < j < k. Entao para k + 1 temos que

Zf;l n; — 1 < pe < Zf:f 1
_— C )
2?211 (mi +n;) —1 Zf;l (mi + ;)

o qual podemos reescrever do seguinte modo abaixo

k+1 k+1 k+1

=1 =1 =1
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Usando que n; = |fm4 | e pela hipdtese de indugao, obtemos que
Ngp1 + [Bma] + [B(my +mg) — [Bma ] +

k k1 2
+ LZ pm; — [ Bmy] — [Z pm; — | fma] — ... — LZ pm; — | Bfma]] Zﬁm,
i=1 i=1 i=1
By

< Npgr + [Bma] + [B(my +my) — [Bmy]] + .

IA

k

g LZﬁmi—LﬂmlJ—Liﬁmi—LﬁmlJ— —LZﬁmz EINIIES SRSt

=1

que é a mesma expressao de (3.20) dada na Proposicao 3.3.

]
Corolario 3.1.12. Fizado um inteiro k > 1 qualquer, considerando p. = ﬁ, temos que
ny = kmi, e nj = km;, para todo j > 2 .
Demonstracao. Segue de modo similar a prova do Corolario 3.1.10. O

Novamente para o caso p. € (0, %), nao conseguimos obter uma expressao para os

inteiros n;. No entanto, na sequéncia conjecturamos expressoes para esses valores inteiros.

Conjectura 2. Seja p. € (0, %) qualquer. Considere = 13270 eny = [fmi]. Entdo para
todo k > 2, temos que ng assume uma unica possibilidade abaizo a qual depende da escolha
de p. e dos m;, para 1 <1 < k:

(1) Existe algum 0 < j < k — 2 tal que

—(3+1) k—(j+2)

=LZﬂmi Z Bm; — | Bm | — | Z Bmi — || — [ Zﬁmz [Bma] ..

k—(5+2)

A

Z pm; — |Bmy] — |... Zﬁmz | Bma || Zﬁmz [Bma || — [Bma]] —

(i1) ny = 1.
Consideramos agora os seguintes conjuntos
Pi(p.) = {z € P(p.) : z é dado em (3.1)},

Py(p.) = {z € P(p.) : z é dado em (3.14)}.
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Entao, para p. € [%, 1), temos que P(p.) é formado pelas palavras z tais que z €
Pi(p.) U Py(pe) ou z é a concatenagao de um bloco inicial finito de uma palavra de P;(p.) U
Py(p.) com a palavra 0> (é importante destacar que a palavra 0 também é um elemento

de P(p.)). Dessa forma, conseguimos caracterizar todos os elementos de P(p.), para todo
S

Na Secao 3.3 mostraremos que o conjunto P(p.) ndo é invariante pela aplicagao shift,
para todo p. € (0,1). Por isso, a fim de termos essa propriedade, na Se¢ao 3.4 definiremos a

partir de P(p.) um novo subconjunto.

3.2 Algumas propriedades de P(p,.)

Neste momento apresentaremos algumas propriedades presentes no conjunto P(p,)
para alguns valores de p.. Para fixarmos a notacao, para qualquer x > 0 real, definimos

[] = min{n € Z : x < n}, ou seja, [x] é o menor inteiro maior ou igual a x.

Lema 3.2.1. Para qualquer p. € (0, %] o numero mdximo de 1’s em uma palavra finita e

admissivel de tamanho n em P(p.) € [5].

Demonstracao. Suponha por contradicao que exista uma palavra finita * = zy25...7, de
comprimento n com o nimero maximo de 1’s igual a [ # [F].

Primeiramente, assumiremos que [§] + 1 < [ < n. Entdo, como supomos que o
nimero de 1’s é maior do que a metade da quantidade de elementos da palavra, existe um
bloco By de comprimento k formado apenas por 1’s, onde 2 < k < [. Caso By seja o bloco

final de © = x1x9...x5_1 By, como x < [z], teremos que

=1 -1 3]

n—1 n - n

n
> 2
n

Ou seja, acabamos de mostrar que o tltimo elemento de x deve ser 0, no entanto como
assumimos que By, é o bloco final e ele é formado apenas por 1’s, obtemos uma contradicao.

Agora, se By nao é o bloco final de x, vamos considerar uma palavra finita T =
T1%9...T; com comprimento 1 < n terminando em By mas, sendo By o ultimo bloco de
tamanho maior ou igual a 2 de x. Note que n =n — M — N, onde M ¢ a quantidade de 0’s
e N é a quantidade de 1’s que foram retiradas do final de x para obtermos Z. Observe que
N < M pois, caso contrario haveria outro bloco de tamanho pelo menos 2 formado apenas
por 1’s e assumimos que o bloco final de z é o 1ltimo onde isso ocorre. Temos que T possui

[ — N quantidade de 1’s e assim:

[-N-1_  [-N-1 2] - N

— > 2 .
n—1 n—(M+N)—1" n—(M+N)
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3 IS

Afirmamos que % > [? pois, se % < —1 terfamos que

(M+N)[2W < nN,
e como n — [§] < [§], obtemos que
MIZ1 <N (n=T51) < NT3]

o que implica que M < N, uma contradi¢do ja que acima comentamos que deve ocorrer

N < M. Dessa forma

[—N—-1 5
_ S Il .
n—1 n — 2
o que contradiz o fato de o ultimo elemento de & ser um 1. Dessa forma, o niimero maximo
de 1’s de uma palavra finita em P(p.) nao pode ser maior do que [5].
Assumimos neste momento que 1 < [ < [§] e tomamos o bloco By = 10...10 de
— =
2
comprimento 2/. Como [ < [§], temos que 2/ < n. Caso [ <[], escrevemos x = Byl ...0

n—20—1
esel = [5] — 1 escolhemos # = By1, obtemos uma palavra com comprimento n e que
possui [ + 1 1’s. Ou seja, sempre que supormos que a quantidade de 1’s em uma palavra for
um nimero menor que [ 4], conseguimos construir uma palavra com uma quantidade maior
de 1’s. Dessa forma, obtemos uma contradi¢ao, sendo que isso ocorre por assumirmos que
I < [%]. Portanto, concluimos que o resultado ¢ vélido.

]

O proximo lema traz uma caracterizacao das palavras finitas de comprimento n, para

n fmpar, e que possuem a quantidade maxima de 1’s.

Lema 3.2.2. Fizado p. € (0, %], todas as palavras finitas e admissiveis de comprimento n

em P(p.), com n impar, e que possuem o mdximo de 1’s, terminam com o elemento 1.

Demonstragao. De fato, pelo Lema 3.2.1 o niimero maximo de 1’s em uma palavra finita de
comprimento n é [ 4], para todo p, € (0, %] Suponha por contradicao que existe uma palavra
finita x de comprimento n e com o maximo de nimeros 1’s mas, que termina em 0. Entao,
existe uma palavra finita © de comprimento n — 1 tal que x = 0 e  também tem [F] 1’s.
No entanto, pelo Lema 3.2.1 o numero maximo de 1’'s em 7 ¢é f”T_W e ainda, pelo fato de n
ser fmpar, temos que [25%] < [2]. Dessa forma, z termina em um elemento 1.

]

Observacao 3.2.3. Note que para cada palavra finita de comprimento n com final 0 € possivel

gerar duas palavras finitas de comprimento n+1 pois, as transicoes 0 — 0 e 0 — 1 sao livres.
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No entanto, se considerarmos uma palavra finita de comprimento n com final 1, vamos gerar
apenas uma palavra de comprimento n + 1 com final 0 ou 1, devido as condigoes impostas
sobre as transicoes 1 — 0 e 1 — 1. Entao, sempre que tivermos mais palavras com final 0,

mais palavras poderemos gerar na proxrima geragao.

3.3 Entropia das Palavras do Conjunto P(p.)

Note que para qualquer p. € (0,1) o conjunto P(p.) ndo é invariante pela aplicacao
shift o = {0,1}N — {0,1}. De fato, fixe p. € (0,1) qualquer, e considere uma palavra
= 0..01...10* ;> ¢ intei .
da forma z 0..01..10° € P(p.) tal que m; > 1 é um inteiro qualquer. Note que,

o(z) = 0...01...10°°. Se supormos que o(z) € P(p.), pelas condigoes de admissibilidade,

mi—1 nq
deve valer que

ny—1 ny
. < ——m888M8—. 3.20
m1+n1—2_p m1+n1—1 ( )
Desse modo, obtemos a seguinte expressao equivalente a (3.20)
n—1< ﬁ(ml — ].) < ng. (321)

A expressao (3.21) nos diz que ny — 1 = |S(my — 1)], isto é, ny = [B(m; — 1)] + 1.

No entanto, vimos na sec¢ao 3.1 que pelo fato de z ser admissivel em P(p.) que
ny = [Bma] +1> |[B(mi —1)] +1=n4,

o que é um absurdo. Logo, P(p.) nao é invariante pela aplicagao shift. Dessa forma, nao
poderemos definir a entropia topolégica para P(p.), com p,. € (0,1). Vamos considerar entao,
o conceito de entropia das palavras em P(p.), o qual difere-se do conceito usual de entropia
topoldgica, no entanto possui objetivo similar: determinar a taxa de crescimento exponencial

do nimero de palavras de P(p.), mas sem depender de um sistema dinamico.

Definicao 3.3.1. Para qualquer p. € (0,1) denotamos por A,(p.) o nimero de palavras
finitas e admissiveis com comprimento n em P(p.). A Entropia das Palavras de P(p.) é
dada pelo nimero
log( A, (pe
E(pe) = Tim 08An(Pe) (3.22)

n—oo n
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Observe que o limite sempre existe pois, A, (p.) > 1, para todo p. € (0,1), e como cada
palavra finita e admissivel de comprimento n gera uma ou duas palavras de comprimento
n + 1, temos que a sequéncia (A, (p.))nen é nao decrescente e ainda, limitada superiormente
por 2.

O objetivo nesse momento serd mostrar que a entropia das palavras é nao-crescente
em fun¢ao do parametro p.. No entanto, antes de provarmos essa afirmagao, consideremos

alguns comentéarios e resultados auxiliares.

Observacao 3.3.2. Para qualquer p. € (0,1), existe uma unica palavra finita de compri-

mento n admissivel em P(p.) com densidade de 1’s nula. Efcicz'l ver que essa palavra € 0...0.

n

Observacao 3.3.3. Fize p. € (0,1) qualquer. As palavras admissiveis de comprimento 1 em
P(p.) sao 0 e 1. Enquanto, as palavras de comprimento 2 admissiveis em P(p.) sao 00,01 e
10. Isto é, as palavras de comprimento até 2 sao as mesmas para qualquer subconjunto P(p.).
No entanto, para palavras maiores ou iquais a 3, podemos ter palavras diferentes para P(p,)
com parametros distintos. Por exemplo, a palavra 010 é admissivel em P(p.) para p. < %,
enquanto 011 é admissivel em P(q.) para q. > %
Observacao 3.3.4. Considere dois parametros pe,q. € (0,1) tais que p. # q.. A observagao
3.3.8 pode ser interpretada de outra forma. Dada uma palavra x = x1x9x3... € P(p.), temos
que existem uma palavra y = y1y2ys3... € P(q.) e um inteiro j > 2 tais que Y +xex; =1y,

para todo 1 <1 < j.

O préximo resultado é bem simples e sera utilizado posteriormente para provarmos a

monotonicidade da entropia das palavras.

Lema 3.3.5. Dado um nimero racional qualquer r € (0,1), existem inteiros m,n > 1 tal

n
m+n "’

que r =

Demonstracao. De fato, como r é um numero racional com 0 < r < 1, existem inteiros
1 <p<qtal quer = §. Tomamos n = p. Agora, pelo fato de n < ¢, existe um inteiro
m > 1 satisfazendo ¢ = n + m, o que conclui a justificativa do lema.

m

No préximo resultado mostraremos que para parametros distintos existem palavras

finitas que nao sao admissiveis em ambos os conjuntos.

Lema 3.3.6. Para quaisquer 0 < p. < q. < 1 existe uma palavra finita x de comprimento

k > 3 admissivel em P(q.), mas que ndao é admissivel em P(p.).
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Demonstracao. Fixamos p.,q. € (0,1) quaisquer com p. < ¢.. Pela densidade dos nimeros

racionais no conjunto dos ntiimeros reais, existe um racional r com p. < r < ¢.. Pelo Lema

n

3. = > a0 inteiros. =0..01...
3.3.5, podemos escrever r onde n,m > 1 sao inteiros. Agora, defina z = 0...01...1,

m—+n’
m  n+l
uma palavra finita de comprimento k = m +n + 1. Como p. < ;= < ¢, obtemos que z é
admissivel em P(g.) e ndo é admissivel em P(p.).
O

Observacao 3.3.7. Como entre dois numeros quaisquer existem infinitos numeros racio-
nais, o Lema 3.3.6 nos mostra na realidade que existe uma quantidade infinita de palavras
finitas as quais sao admissiveis em P(q.) e nao sao admissiveis em P(p.), para quaisquer
Des ¢ € (0,1) com p. < q.. Reciprocamente, existem infinitas palavras de comprimento finito
que sdo admissiveis em P(p.) mas, ndo sao admissiveis em P(q.), para p. < q.. De fato, a

gustificativa dessa afirmacgao € similar a prova do Lema 3.5.6 no entanto, tomando a palavra

z=0..01...10.
N~

m n

No resultado a seguir mostraremos que quando os parametros satisfazem p. < ¢., o
numero de palavras finitas de comprimento n admissiveis em P(p.) serd a maior do que a
quantidade de palavras de comprimento n admissiveis em P(q.). Isso se deverd essencialmente
pelo fato de que quanto menor é o valor do parametro mais palavras de final 0 podem ser
obtidas. Assim, conforme comentado na Observacao 3.2.3, usaremos o fato de que palavras
com final 0 com um certo comprimento n geram duas palavras de comprimento n+1, enquanto

as palavras com final 1 de comprimento n geram apenas uma palavra de comprimento n + 1.

Observacao 3.3.8. Denotaremos por W, (p.) o conjunto de todas as palavras finitas ad-
missiveis de comprimento n em P(p.). Entdo, A,(p.) = #Wa(pe), onde #W,(p.) € a cardi-
nalidade do congunto Wy, (p.).

Observacao 3.3.9. Dada uma palavra finita x = x125...2), de comprimento k e w, € {0,1},

para algum [ > 1, entdo a concatenagao entre x e w, € a palavra rw, de comprimento k + (.

Proposicao 3.3.10. Dados quaisquer parametros p.,q. € (0,1) tais que p. < q., temos que
existe um inteiro k > 3 tal que A;(p.) > Ai(q.), para todo i > k.

Demonstracao. Pela observagao 3.3.3 podemos supor que existe um menor inteiro kg > 2
tal que W;(p.) = Wi(q.), para todo 1 < i < kg e ainda, Wy, 11(pe) # Wio+1(qe). Considere
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T = I1%s...Tg, uma palavra finita qualquer de comprimento ko admissivel em Wy, (p.) e

Wi, (q.) mas, usando a notagao de concatenacgao dada na Observacao 3.3.9, que satisfaz

T11 € Whor1(e) — Wigr1(pe) (3.23)

para algum zy, 1 € {0,1}. Note que, como as transi¢oes do elemento 0 sao livres entao para
que z satisfaca (3.23), ela possui 1 como tltimo elemento.

Afirmamos que (3.23) implica zx,41 = 1. De fato, se tivéssemos xy,+1 = 0 entdo como
TTky1 € Wiot1(qe), temos que a densidade 6; de 1's em z satisfaz 0, > ¢. > p. e assim,
valeria que xxy, 11 € Wiyt1(pe) N Wiy1(4e), 0 que contradiz (3.23). Dessa forma, obtemos
que z1 € Wi 41(qe) e entdao 20 € Wy, 11(p.). Desse modo, como a palavra xz0 gera duas
novas palavras admissiveis em P(p.) de comprimento kg + 2, a saber 00 e x01, enquanto
x1 ird fornecer apenas uma tnica nova palavra admissivel em P(q.) de comprimento kg + 2,
que pode ser 10 ou x11 dependendo da densidade de 1’s de . Como a palavra finita x foi
tomada qualquer, concluimos que Ay, 12(pe) > Ako12(qe)-

Caso tivéssemos escolhido zxp,+1 € Wigs1(pe) — Wig41(qe), temos que x4 = 0
pois, se Ty,+1 = 1 entao a densidade ¢; de 1’s em x satisfaz 6, < p. < ¢. e portanto,
TTxy1 € Wiot1(Pe) M Wio+1(¢e), 0 que por sua vez contradiz 22,1 € Wiyt1(Pe) — Wigt1(qe)-
Entao novamente vale que 20 € Wy, 11(p.) e 21 € Wi,11(q.), € da mesma forma podemos
concluir que Ay, ya(pe) > Apora(ge)-

Afirmamos que A;(p.) > Ai(q.), para todo i > ko + 2. De fato, fixamos i > ko + 2
qualquer e vamos escolher um inteiro kg < [ < ¢ tal que existe uma palavra finita y de
comprimento [, onde y € Wi(p.) N Wi(q.) porém yy, 1 & Wii1(pe) N Wii1(q.), sendo que
yi1 € {0, 1}.

Similarmente ao argumentado no caso anterior, é possivel provar que y0 € Wi 1(p.)
enquanto yl € Wi1(q.). Se l =i — 1, entdo y gera a mesma quantidade de palavras em
Wi(pe) e Wi(g.).Vamos supor entao que que kg < [ < i — 1. Com a memoria da densidade d;
de 1’s em y, mostraremos que a palavra y0 gera mais palavras de comprimento i em W;(p,)
do que a palavra y1 em W;(q.), onde p. < q..

Para que o ntiimero de palavras finitas de comprimento ¢ geradas por w;1 em W;(q.) seja
a maior possivel, levando em consideracao a memoria da densidade de 1’s de y, assumiremos
que cada palavra com final 1 tera sempre densidade de 1’s maior do que ¢., e assim, o préoximo
elemento sempre serda 0. Sob essas condi¢oes, obteremos que o nimero de elementos gerados
pela palavra yl em W;(g.) com a memdria da densidade de 1’s de y, é dada em termos da
sequencia de Fibonacci a; = 1,a9 = 1 e a; = a;_1 +a;_2 onde a;_; é a quantidade de palavras

com final 0 e a;_2 a quantidade de palavras com final 1, para j > 3. De fato,
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iniciamos com a palavra y1 de comprimento [ + 1 ;

para palavras de comprimento [ + 2, a fim de obtermos o maior nimero possivel de

palavras admissiveis em W;(q.) como comentamos acima, temos apenas a palavra y10;

ja que as transicoes 0 — 0 e 0 — 1 sao livres, as palavras de comprimento [ + 3 sao

y100 e y101, onde uma palavra possui final 0 e a outra palavra tem final I;

novamente objetivando obter o maior nimero possivel de palavras em W;(q.), para
palavras de comprimento [ + 4, temos y1000, 31001 e y1010, onde duas palavras com

final 0 e apenas uma palavra com final 1;

de modo geral, para palavras de comprimento [+ k, para algum inteiro 2 < k < i—1—1,
assumimos que a quantidade de palavras é dada da forma a, = a,_1 + ar_o, onde temos
ay_1 palavras com final 0 e a,_o palavras de final 1. Entao, das palavras de final 0,
serao geradas aj_; palavras de comprimento | + k + 1 com final 0 e a,_; palavras de
comprimento [ + k + 1 de final 1 . Além disso, das palavras com final 1, serao geradas
ay_o palavras de comprimento [ + k£ + 1 de final 0 pois, consideramos a condicao a qual
iremos gerar o maximo de palavras. Assim, temos a,_1 + ax_o = ay palavras finitas de
comprimento [+ k41 de final 0 e a,_, palavras finitas de comprimentos [+k+1 de final

1. Logo, o nimero de palavras finitas com comprimento | + k+ 1 é ay + a1 = api1-

Vamos determinar agora o nimero de palavras em W;(p.) geradas a partir de y. Nesse

caso, buscaremos gerar a menor quantidade possivel de palavras, assumindo que, quando

possivel, toda palavra de final 1 gere uma palavra também de final 1. No entanto, é impor-

tante enfatizar que como p. < ¢., sempre que tivermos uma palavra com final 1 admissivel em

P(p.) e com mesma densidade de 1’s de alguma palavra de mesmo comprimento admissivel

em P(q.), a palavra gerada precisara ter final 0, pelas condigoes impostas no caso anterior.

Desse modo, para que uma palavra finita admissivel em P(p.) de final 1 gere uma palavra

de final 0, precisaremos que a densidade de 1’s dessa palavra seja menor do que a densidade

de 1’s das palavras de mesmo tamanhos admissiveis em P(q.).

Na sequéncia, mostrarmos que apesar de todas essas condigoes, existird pelo menos

uma palavra a mais emW;(p.) do que em W;(p.). Com efeito,

e comecamos com a palavra y0 de comprimento [ + 1;

e como as transigoes 0 — 0 e 0 — 1 sao livres, as palavras de comprimento [ + 2 sao y00
e y01;
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e gerando a menor quantidade possivel de palavras de comprimento [ + 3 admissiveis em
P(p.), teremos as seguintes palavras y000,y001 e y011. Entao, temos uma palavra de
final 0, uma palavra de final 1 e a mesma densidade de 1’s da palavra em W, 3(q.) (que

é y101), e ainda uma palavra com final 1 mas, com densidade de 1’s menor;

e por conseguinte, para obter o menor nimero de palavras finitas de comprimento [ + 4,
temos as palavras y0000, y0001,y0011 e y0110, onde a palavra y011 gerou a palavra
y0110 pelas condigoes impostas no caso anterior. Temos assim duas palavras com final
0, uma palavra com final 1 e mesma densidade de 1’s de palavras do que as palavras em

Wi4(q.) e, uma palavra com final 1 porém, tal palavra possui densidade de 1’s menor;

e de modo geral, assumimos que as palavras finitas de comprimento [ + k, para algum
inteiro2 < k<i—1—1¢éap+ 1, onde ar = ap_1 + ar_2, sendo ay_, palavras de final
0, ar_» + 1 palavras de final 1 e a;_o palavras de mesma densidade de 1’s do que as
palavras em Wi x(q.) e apenas uma tnica palavra com densidade menor. Observe que
a hipdtese de inducao é similar a utilizada no caso anterior, com a diferenca que agora
existe uma palavra com final 1 e densidade de 1’s menor do que as palavras de Wy, (q.).

Essa palavra que garantird que o conjunto W;(p.) terda pelo menos uma palavra a mais
do que W(q.) .

Como y foi tomado qualquer e impomos condi¢oes que garantissem que o conjunto
W;(q.) fosse o maior possivel, podemos concluir que A;(p.) > A;(q.), para todo i > ko + 2.
]

Observagao 3.3.11. O inteiro kg usado na proposicao anterior existe e pode ser maior do
que 2 pois, a cada palavra x de comprimento [, para algum inteiro [ > 1, a admissibilidade
de x em P(p.) e P(q.) depende de p. e q. pertencerem a um mesmo intervalo da forma
[j%l, %), para algum 57 = 1,....1 — 1. Entao, € factivel que se escolham parametros p. e q.
de modo que todas as palavras de comprimento até um certo inteiro l, tenham densidades de
1’s satisfazendo p.,q. € []%1, %), para algum 7 =1,....1 — 1 mas, p. < ;;—} < q. < 1+L1f
algum i =1, ....1. Logo, vale que A;(p.) = A;(q.), para todo 1 < j <1+1, e Ai(p.) > Ai(ge),
para i > 1+ 1.

para

Logo, pela Proposicao 3.3.10, segue que &(p.) > £(q.), para quaisquer parametros
que satisfacam p. < q.. Esse resultado é importante pois, sempre que garantirmos que a
entropia das palavras de algum conjunto P(q.) é positiva, obteremos como consequéncia que

a entropia das palavras de P(p.) também é positiva.
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3.3.1 Entropia das Palavras de P(3)

_ log2
= <82
¢ o numero de palavras de comprimento n admissiveis em P(%) Pelas Proposicoes 3.1.9 e

Nestas seqao provaremos que &(3)

Para isso precisamos determinar A, (1) que

3.1.11 obtemos caracterizagoes das palavras infinitas de P(%) A saber, as palavras podem

ser da forma:

0..01..10..01..10..01...1... ¢ 10...01...10...01...10...01...1 ... (3.24)
\/\/‘1’\/\/\/\/ NN
n1 ni+l n2 ng n3 n3 ni ni na n2 n3 n3

Temos ainda palavras que sao formadas por blocos finitos admissiveis expressos da

forma acima concatenados com a palavra 0. Denotamos:

e A,(3) o ntimero de palavras de comprimento n admissiveis em P(3).
e A,0(3) o nimero de palavras de comprimento n admissfveis em P(1) com final 0.
e A,1(3) o ntimero de palavras de comprimento n admissiveis em P(1) com final 1.

e A (%) o nmero de palavras de comprimento n admissiveis em P(1) com final i e

densidade de 1’s igual a j.

Pelo Lema 3.2.1 mostramos que o nimero méaximo de 1’s em uma palavra de compri-
mento n ¢é igual a [F], onde [y] = min{k € Z : y < k}. Assim, a densidade maxima de 1’s
numa palavra finita de comprimento n admissivel é 1

n
Quando n é par, temos que (nl] = %, entao todas as palavras de comprimento n e de
final 1 geram palavras de comprimento n + 1 e também de final 1 pois, todas as palavras de
final 1 terao densidade menor ou igual a % Logo, no caso do n ser par, temos as seguintes

férmulas de recorréncia:

N

{An+1,o(%) = no(3) (3.25)
An—l—l,l(%) = An,O(%)‘i‘An,l()

N[ —=

n
Agora, se n é impar, temos que % = ”T“ > %,

mento n, com final 1 e densidade igual a [ii] geram palavras de comprimento n + 1 de final

"ngl" _ n;l

n n

entao todas as palavras de compri-

0. Além disso, como para todo 1 < j < f”T_l], temos que % <

impar. Entao todas as palavras de admissiveis com comprimento n de final 1 e com ntmero

1 . ’
< 3, pois n é

de 1’s igual a j, para 1 < j < VLT_lL vao gerar palavras de comprimento n + 1 com final 1.

Dessa forma, as seguintes féormulas de recorréncia para n impar:
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1 _
j T (3.26)
2

; — ni_ ntl
Agora vamos mostrar que para mn 1mpar vale que A "1 = 2{2W e 272 1

De fato, fixado n impar, queremos determinar A,3 que é o numero de palavras de

n
2

P(1) dadas em (3.24), vamos dividir a contagem em dois casos:

comprimento n com final 1 e que possuem [Z] = ”T“ 1’s. Pelas expressoes das palavras em

1°) As palavras que iniciam com 0;

Note que nesse caso, as palavras devem ser formadas por blocos de 0’s e 1’s, onde o
primeiro bloco de 1’s tem um elemento a mais do que o primeiro bloco de 0’s, os segundos
blocos tem mesmo comprimento, bem como os terceiros e assim sucessivamente. Entao, o
primeiro bloco de 0’s e 1’s de uma palavra finita admissivel de comprimento n iniciando em

0, para cada inteiro 0 < j < ”T_?’, ¢é da forma

0.0 1.1 . (3.27)

n—2j—1 n—2j+1
2 2

n—

Entao para cada inteiro 0 < j < 73, precisamos contar quantos blocos formados
por j 0’s e j 1’s conseguimos formar de modo que, quando concatenarmos cada bloco com
o bloco dado em (3.27), tenhamos palavras sob as condigbes impostas. Esses blocos que
contém j 0’s e 7 1’s precisam comegar com 0, terminar com 1 e o primeiro bloco de 0’s deve
ter o mesmo comprimento do primeiro bloco de 1’s, os segundos mesmos comprimentos, os
terceiros mesma coisa, e assim por diante.

Quando j = 0 temos uma tnica palavra de comprimento n que é 0...01...1. Desse

modo, fixaremos 1 < j < ”T’g para realizar a contagem.

Para cada inteiro 1 < k£ < j vamos denotar por By = isto é, um bloco

0..01..1,
=~
k k

de tamanho 2k formado por k£ 0’s e por k 1’s. Note que, para cada inteiro 1 < [ < j
precisamos determinar de quantos modos podemos concatenar os blocos By, By, ...By,, onde

1 < ky, koo by < j5eky+ ko~ ...+ k = 7. No entanto, isso é equivalente a determinar o
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nimero de solucoes positivas da equacao
ki +ko+ ...+ k=7,

para cada 1 < k < j. Tomando z; = k; + 1, para todo 1 < ¢ < [, temos que o problema é

equivalente a encontrar o nimero de solugoes nao negativas da equacgao
l’l—l-.TQ—'——l—xl:j—l

E possivel justificar que para cada [ fixo, o nimero de solucoes da equacao sera

(=1)!

GO Como 1 <[ < j, teremos entao

N (-1
E:U—WU—W

G=D!' _

formas de organizar os blocos com j 0’'se 7 1's, paracada 1 < j < ”7_3 Note que G =

1—1
1<]<—segue que

-1
( J ) , isto é, a combinagao de j — 1 elementos tomados [ — 1 a [ — 1. Assim, para cada

J
}: G=DF g
llj—l (-1

Dessa forma, para cada 1 < 5 < ”T_?’ o numero de palavras de comprimento n ¢é igual
1 mo, quando j = mos uma uni VT m ue o numer VT
a 271, Como, quando 0 temos a Unica palavra, obtemos que o ero de palavras

de comprimento n nesse caso €

n—3
2

1+ 2 =1-(1-2"7) =27 (3.28)

j=1
2°) As palavras que comegam com 1;

Observe que, pela expressao dada em (3.24), o primeiro elemento da palavra deve ser 1
e apds, haverao blocos de 0’s e 1’s onde, o primeiro bloco de 0’s tenha o mesmo comprimento
que o primeiro bloco de 1’s, os segundos também tenham o mesmo comprimento, e assim
por diante. Além disso, a quantidade total de 0’s e 1’s serd a mesma, a saber cada um dos
elementos aparecera ”T_l vezes.

Denotamos novamente para cada inteiro 1 < k < ”T_l o bloco de comprimento 2k da
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seguinte forma By = 0...01...1. Vamos determinar de quantas maneiras podemos concatenar

ko k
blocos da forma By, By,...By,, onde 1 < ky, ko..., k; < ”T’I eki+ka+ ...+ k= ”T’l

De modo similar ao caso anterior, isso equivale a determinar o nimero de solucoes

positivas da equacao

n—1
5

Dessa forma, o niimero de possibilidades de concatenarmos os blocos e consequente-

kv + ko4 ...+ k=

mente, o numero de palavras de comprimento n iniciando por 1 ¢ igual a

n—1
2 n=1 _ 1)
nig 7 — 1) —_ 9"l _ 9"
— (" =Dl -1
Logo, pelos casos descritos acima concluimos que
[nl] n n—3 n n+1
A =27 4277 =277 =272 1= ol31-1

Dessa forma, podemos reescrever a equacao de recorréncia para n impar dada em

(3.26) do seguinte modo

An+1,0(%) = An,O(%) +272
An+1,1(%) = An,O(%) + An,l(%) -2

Lembrando que para n par temos as relagoes:

Ano(d) = An_10(d) +2"7
n,O(?) ) to(z) + . ..o para m par. (3.29)
Ani(3) = Anc10(3) +An1a(5) — 277
A,o0(%) = A,_10(2
’0(?) ) 10(3) .. Dbaran fmpar. (3.30)
Ani(3) = Anc10(3) +An11(3)

1
2
dadas em (3.29) e (3.30). Sabemos que A;o(3) = Ai1(3) = 1 pois, as tnicas palavras

Vamos obter expressoes para A,o(3) e An1(3) a partir das formulas de recorréncia
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admissiveis de comprimento 1 sao 0 e 1. Fixamos n um inteiro par qualquer. Entao

1 n par 1 n—2
Ano (5) = An_1p (5) +27

n—1 impar 1 n—
1: pa An72,0 (_) + QT2

2
n—2 par 1 n—2 n—4
= An-30 B +22 +27
n—3 impar 1 n—2 n—4
= An74,0 5 +272 2

Conjecturamos que para k expansoes tenhamos

1 ]_ n— n— "*2[k-|
An,O (_) :An,m <—> +2T2+274++2 2§ .

2 2

Podemos supor que a expansao ira até n — k = 1, isto é, quando k =n — 1. Assim,

1 1 n— n— n—2[ 5"
Ano <§> - Avg (5) $2"T 42" 442 T

n
n—2j

+2" 42
_ 242444 . 42" 42"
- 2% .

n—1 {mpar e ALO(%):l n—2

1+22

Como n é par, podemos supor que n = 2k, para algum k£ > 1. Vamos provar por

1 2
Agk’() (5) - 2 .

Para k = 1 temos Ay = 2 (de fato, as palavras admissiveis de comprimento 2 e final

inducao que

vl

0 sdo 00 e 10). Assumimos vélida a afirmacao para alguma k > 1 fixo. Entdo, para k + 1

temos

2 2

ifmpar 1
2 lop Aogo (5) +2%

hip de indugao

1 2(k+1) par 1 2k+2-2
As(rr1),0 (—) =P Aokt1,0 (—) +272

2k 2k
22 4272

2(k+1)

= 2
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Logo, concluimos que para qualquer n par vale que

Ano (%) =27, (3.31)

Como por (3.29) temos A, () = A,_10(3) + 22" para qualquer n par, obtemos de
(3.31) que

1 n n— n
An_10 (5) — 95 9" =251

Sendo n par, temos que n — 1 é impar e assim, fazendo uma mudanca de variaveis,

podemos concluir para qualquer n fmpar que

Ano (%) — 9" 1, (3.32)

Vamos assumir novamente que n é um inteiro par qualquer e por (3.29) temos que

1 n par 1 1 n—2
An <§> = An-10 (5) + An1 (§> — 2"

n—1 impire (3.32) 271772 X An,1 . (1) . 271T*2
T\ 2

n—1 impar 1 1
=" An20 (5) + Ap21 (§>

n— ar e . n— 1

n— ar n— 1 1 n—
2 2" + An_ap (5) + An-31 (5) — 2"

n—3 impi e (3.32) 2an2 i 2n;4 n An_31 (%) B 2%74

n—3 impar n=2 1 1
= 2 A, = A, =

n— ar e . n— n— 1
POt 2T Ay (_) |

2

Conjecturamos que para k expansoes temos

]. 1 n— n— n—QLEJ
Ana (5) = An k1 <§> 12" 42" 2 ,

onde |z] = max{z € Z : z < x}. Podemos supor que a expansao ird até n — k = 1, isto é,
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k=n—1. Assim

]- 1 n— n—
Apa <—> = Ay (5) $2"T 42" 442

n—2[ 25 |

2

2
n—1 impar e A L= n— n—
’ 1’1(2) 1+2+4+---+2 24 +2 22

= —1+2%2.

Como supomos que n é par vamos assumir que n = 2k, para algum inteiro k£ > 1.

Vamos provar por indugao que

1 2
AQk,l (5) == —1 -+ 2%

Para k = 1 temos Ay;(3) = 1 (o que ocorre pois a tnica palavra admissivel de

comprimento 2 e final 1 é 01). Vamos assumir que a afirmacao é vélida para algum k > 1

fixo. Entao, para k + 1

1

1 2(k+1) par e (3.29 1 2h2-2
AQ(k+1),0 (§> ( )p: (329 A2k+1,0 (5) + A2k+1,1 (5) -2 2

2k+1 1 .32 2k4+1+1 1 2k
impare (352 g + Aopi11 <§> -

2k+1 impar 1 1
o AQk,O(§) + Ao 1 (5)

2k par e hip de inducao 2k 2k
= 22 — 14+ 22
2(k+1)

2

Logo, para todo n par obtemos que
1 n

Como por (3.29) para todo n par temos que A,1(3) = An_1,0(3) + An11(3) — 92%5*

entao pelas relagoes (3.32) e (3.33) obtemos que

1 n
Anfl,l <§> = —1 —+ 22,

Sendo n par temos que n—1 é impar e assim, por uma mudanga de variavel concluimos

1 n+1
A1 (5) = —1+2%. (3.34)
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Logo, pelas relagoes (3.31), (3.33), (3.32) e (3.34) obtemos para todo n > 1 que
An,O (
An,l (

Dessa forma, An(%) = An,O(%) + An,l(%) = 2l3) — 1 4+ 2l31. Essa expressao pode ser

reescrita da forma

) = 2l

) = 1o (3.35)

NI= N

1 { —1423%! para n par (3.36)

—14+3- 2%1, para n fmpar
Obtemos que

1 ny (CH"
An(§) — 14 3% 2§+(2a%, (3.37)

onde x,, =0 sen é par e x,, = 1 se n e impar.

Portanto, a entropia das palavras de P(%) é

1 o1 1 log 2
(8) -t (2) -

3.3.2 Entropia das Palavras de P (kiﬂ), para todo k£ > 1

. . . k
Agora fixamos um inteiro £ > 1 qualquer e tomamos p. = 747+ vamos mostrar que
a entropia das palavras & (kiﬂ) = llf_f

Lema 3.3.12. Fizado inteiro k > 1 qualquer, para cada inteiro j > 1, o numero mdximo de

1’s nas palavras de tamanho j(k + 1) € igual a jk.

Demonstracao. De fato, dado inteiro j > 1, considere a palavra

Lembrando que convencionamos anteriormente que a notacao acima da palavra z
representa que ela é formada por um bloco de 0’s com tamanho j e um bloco de 1’s de

tamanho jk. Temos que = tem comprimento j(k + 1), possui jk quantidade de 1’s e ainda
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CcOo1mo

jk=1_ _ gk _ k _
jk+1)—1 " jk+1) k+1

vale que x é admissivel em P(p.). Logo, existe pelo menos uma palavra admissivel em P(p..)

Pe;

de comprimento j(k + 1) com jk 1’s. Afirmamos que jk é o valor maximo de 1’s possivel
para uma palavra de comprimento j(k 4 1). De fato, suponha que exista um inteiro j, > 1
tal que para alguma palavra zy admissivel em P(p.) de comprimento jo(k + 1) o nimero de
1’s seja N1 > jok + 1.

Note que

Jo(k +1)

Ny > jo]{? > (338)

pois, se jok < WTH) terfamos k < 1, o que é uma contradigdo. Entao por (3.38) temos que

existe um bloco B de tamanho ao menos 2 em zy formado apenas por 1’s. Vamos supor que
B ¢ o bloco final de zy. Desse modo, como xy tem N; 1’s, pelas condig¢oes de admissibilidade

precisamos que
Ny —1 < k

okt ) —1-"k+1 e
No entanto isso nao ocorre pois,
Ny —1 S Jok+1—1 Jok

Jo(k+1) =1 7 jo(k+1)—1 g Jo(k +1) — e

Logo obtemos uma contradicao caso B seja o bloco final de zy. Vamos supor agora que
B nao seja o bloco final de zg. Entao considere a palavra Ty de comprimento [ < jo(k + 1)
que inicia no primeiro elemento de xy e termina num bloco B formado apenas por 1’s de
comprimento maior do que 2 e que seja o ultimo bloco de xy com tal propriedade. Note que
[ =jo(k+1)—(M+ N), onde M é a quantidade de 0’s e N é a quantidade de 1’s tiradas de
xo para obtermos zo. Note que N < M pois caso contrario, haveria um bloco de tamanho
pelo menos dois em zy que nao estd em Zy) e supomos que B era o ultimo bloco com a
propriedade de ser formado apenas por 1’s e ter comprimento maior ou igual a 2. Temos que

T possui Ny — N 1’s e assim,

N, —N—1 N, - N -1 jok — N
= — > — .
I—1 jolk+1)— (M 4+N)—1" jo(k+1)— (M +N)
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Jok—N Jok
Jo(k+1)=(M+N) = jo(k+1)

Afirmamos que pois, caso contrario, isto é, se ocorresse

Jok — N - Jok
Jo(k+1) = (M +N) = jo(k+1)

teriamos
(M + N)jok < Nijo(k + 1),

e dai, obtemos que M < Mk < N, o que é uma contradicao comentamos anteriormente que

N < M. Entédo
N, —N-1 jok

> .
I—1 INCES R

Logo, o ultimo elemento de zy precisa ser um 0, o que contradiz o fato de assumirmos

que essa palavra termina num bloco formado apenas por 1’s. Logo, podemos concluir que o
Lema ¢ verdadeiro.

]

Observacao 3.3.13. Pelo Lema 3.3.12 temos que para as palavras admissiveis de compri-
jk_ _ _k

kD) — kg1 Pe

Assim, todas as palavras admissiveis de comprimento j(k+1) com densidade mdxima de 1’s

mento j(k+ 1), para todo j > 1, que a densidade mdzima de 1’s é igual a

e de final 1, vao gerar palavras de comprimento j(k 4+ 1)+ 1 com final 1 e com jk+1 1.

Observacao 3.3.14. Como a quantidade mdxima de 1’s em uma palavra de comprimento
j(k + 1) € jk, teremos que a quantidade mdzima de 1’s em uma palavra de comprimento
Jjk+1)4+1 €igual a jk+ 1.

Observacao 3.3.15. Note que

k41 gk
jk+1)+1 j(k+1)_pc'

Assim, todas as palavras de comprimento j(k+ 1) +1 com jk+1 1’s e de final 1, vao gerar

palavras de comprimento j(k + 1) + 2 de final 0.

Observagao 3.3.16. Considere uma palavra qualquer x admissivel em P(p.) de comprimento

n com

G-+ +2<n<jlk+1) (3.39)
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Afirmamos que o numero mdzrimo de 1°s em x € menor ou igual do que jk. De fato,

suponha que o numero maximo de 1’s em x seja My > jk. Note que

M, > jk > (3.40)

n
2

pois, se jk < § < ](kH)

, teriamos k < 1, o que é uma contradi¢iao. Entao, por (3.40) eziste
um bloco B em x de tamanho pelo menos 2 formado apenas por 1°s. Vamos supor que B €

o bloco final de x, entdo precisamos que % < p.. No entanto

My—1  jk ik ik
> > = > =
n—1 " n—-1" jlk+1)—1" jk+1)

= Pc-

Logo, obtemos uma contradi¢ao. Caso B nao seja o bloco final de x, podemos repetir
o argumento utilizado na prova do Lema 3.3.12 e com isso, concluir que a afirmacdo é ver-

dadeira.

Observacao 3.3.17. A densidade de 1’s de uma palavra x de tamanho n € sempre menor ou
1gual a densidade de 1’s das palavras de tamanho n+1 geradas por x. Note que na Observagao
anterior mostramos que o numero de 1’s em uma palavra x de comprimento j(k+1) —1 €
menor ou iqual do que jk. Assim, teremos que a densidade de 1’s da palavra x é menor ou
1gual a j(g—il) = p.. Concluimos entao que todas as palavras com final 1 e comprimento n

satisfazendo (3.39) vao gerar palavras de comprimento n+ 1 com final 1.

Utilizaremos novamente a seguinte notagao

o A, k_’il) o niimero de palavras de comprimento n admissiveis em P(; 1).
° Amo(kiﬂ) o numero de palavras de comprimento n admissiveis em P (kiﬂ) com final 0.

k ’ . . ’ . k
Api (355 ) o nimero de palavras de comprimento n admissiveis em P(;75) com final 1.

o nimero de palavras de comprimento n admissiveis em P( -) com final i e

A7)
den51dade de 1’s igual a j.

Fixado um inteiro j > 1, a partir das Observacoes acima e do Lema 3.3.12, obtemos

as seguintes férmulas de recorréncia

_ k41
Ajrn4200e) = Ajgrn1,0(0e) + AJ]((ZEML 1 (Pe)
_ gk+1
Ajrin+21(0e) = Ajwa+1,0(Pe) + Ajoerny+1,1(Pe) — A;((fo)ill 1 (pe)
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Agora para todo inteiro n = (j — 1)(k+ 1) + 2, ..., j(k + 1), teremos que

n,O( )

Apo(pe
An—l—l,l(pc) - An,O(pa) +An,1(pc)

{ An-l—l,O (pC)

jk+1
FO+ D+
§(k+1)+1,0
numero de palavras de comprimento j(k + 1) + 1 de final 1 e que possuem jk + 1 1’s é igual
a2l

Pelas Proposicoes 3.1.9 e 3.1.11 as palavras em P(ﬁ) podem ser da forma

Vamos mostrar agora que para cada j > 1 vale que A (p.) = 27, isto é, o

0..01.10..01..10..01...1...¢10...01...10...01...10...01...1 ... (3.41)

ni1 kni+1 no kno ns kns ni knq n2 kno n3 kns
Temos ainda palavras que sao formadas por blocos finitos admissiveis expressos da

forma acima concatenados com a palavra 0>°. Vamos dividir a justificativa em dois casos:
1°) As palavras que iniciam com 0;

Tomando um inteiro 0 < s < j — 1, considere o bloco

0.0 1...1
= =~

Jj—s (j—s)k+1

Note que quando s = 0, temos o bloco 0...01...1 e assim, obtemos uma palavra de
J o Jk+1
tamanho j(k 4+ 1) +1 e com jk + 1 1’s. Fixamos 1 < s < j — 1. Agora denotamos por

B, =0...01...1, para todo inteiro 1 <[ <'s, o bloco de tamanho I(k + 1) que contém [ 0’s e
A

I K
kl 1’s.

Note que para cada inteiro 1 < 7 < s, precisamos determinar de quantos modos
podemos concatenar blocos B), By,...Bj,, onde 1 <[y, 1o, ....;l; <sely +lp+ ...+, =s.

Logo, determinar o nimero de concatenagoes possiveis dos blocos equivale ao niimero
de solugoes positivas da equacao iy + Iy + ... +1; = s. Tomando z, = [, + 1, para todo

1 < p <4, devemos determinar o nimero de solu¢oes nao negativas da equacao

E possivel justificar que para cada i fixo, o nimero de solugoes da equagao acima é
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(F=1)!

G- Como 1 <7 < s, teremos entao

s

G-
D Ty A

=1

Como, quando j = 0 temos uma tnica palavrae 1 < s < j— 1, obtemos que o niimero

de palavras de comprimento j(k + 1) + 1 que possuem jk + 1 1’s é

1+Z2S1 1—(1—271) =21 (3.42)

2°) As palavras que comegam com 1:

Observe que pela expressao dada em (3.41) fixamos o elemento 1 no inicio da palavra
e precisamos contar de quantas formas podemos concatenar j 0’s e jk 1’s em blocos onde,
o primeiro bloco de 1’s tenha k vezes o comprimento do primeiro bloco de 0’s e os blocos
seguintes de 0’s satisfacam a mesma condicao. Denotaremos novamente para cada inteiro
1 <1 < jobloco de tamanho [(k+1) com [ 0’s e kl 1’s por B, = O\/Ql\/l/ Vamos determinar

kl
de quantas maneiras podemos concatenar blocos da forma B, By,...B;;, onde 1 <[y, ls...,[; < j
De modo similar ao caso anterior, podemos obter que o nimero de formas de conca-

tenar os blocos e consequentemente, o nimero de palavras ¢é igual a

j
s—l)

s=1 ‘7_8

Logo, pelos casos descritos acima concluimos que

Jjk+1

AN o) =27 4 277 = 2,

Logo podemos reescrever as equacgoes de recorréncia da seguinte forma

{Aj(k+1)+2,0(pc) = Aj(k+1)+170(p0)+2j (3.43)

Aj(k:+1)+2,1(pc) = Aj(k+1)+1,0(pc) + Aj(k+1)+171(pc) — 27
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Lembrando que para todo inteiro n = (j — 1)(k+ 1)+ 2,...,j(k + 1) temos

Apiro(pe) = Ano(pe) (3.44)
; .

,0\Pe
An—l—l,l(pc) — n,O(pa) + An,l(pc)
Temos que A o(p.) = A11(pe) = A21(pe) =1 e Asp(p.) = 2. Observe que

(3.43) -
Ajirnr20Pe) = Ajgrn+10(pe) +27

=" Ajgerno(pe) +2°
=" AGonwen20(pe) + 27
= AGnken+ro(pe) + 271 4+ 27
Conjecturamos que ap6s [(k + 1) + 1 expansoes tenhamos
Ajer1y12.0(Pe) = AG-pyrny+1.0(Pe) + 20700 442971 4 0,
Podemos supor que (j —)(k+ 1)+ 1= (k+ 1)+ 1, entdo [ = j. Assim, obtemos

A]'(k+1)+2,0(pc) = A(k+1)+1,o(pc) 424+ .+ 2]'_1 I 2]'
=" Apsno(pe) +2+ .+ 2P 42

44 . ,
e Ago(pe) +2+4 ... + 2771 427
A0 g poy 44
20+,
Vamos provar por inducao que
Ajgrerryrz0(pe) = 27 (3.45)

Para j = 0, temos As(p.) = 2 (aqui as palavras sao 00 e 10) e para j = 1, temos

Agry42,0(pe) = 4 (aqui as palavras sao 0..0 ,1 0..0 ,01...10,10 1...1 0).
(k+1)42  (k+1)+1  (k+1) (k+1)-1
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Vamos supor que (3.45) vale para algum inteiro j > 1 fixo. Para o caso j + 1, temos

(3.43) -
AGryernszo®e) = AGiymenio(e) + 271

(3.44) -
=" AG+neetn,0(0e) + 2/t

(3.44)

3.44 :
40 Ajerny+20(pe) + 271

(49 oie1, gib

—  9U+D+1

Dessa forma a expressao (3.45) é véalida para todo j > 1. Note agora que por (3.43)
e (3.45) temos que

P = Ajpanya20(Pe) = Ajery+10(pe) + 27,

e assim
Aj(k+1)+1,0(pc) =it 97 =97,
Como por (3.44) para todo inteiro n = (j — 1)(k + 1) + 2,...,j(k + 1) temos que
Api10(pe) = Ano(pe), decorre que

Ano(p.) =27, paratodon = (j — 1)(k+1) +2, ..., j(k + 1). (3.46)

Neste momento determinaremos a quantidade de palavras admissiveis com final 1.
Como por (3.46) temos Aj(,11)+1,0(Pe) = 27, para todo j > 1, entao pela relagao Aj+1)+2,1(pe) =
Ajtesy41,0(Pe) + Ajr1y111(pe) — 27 dada em (3.44), obtemos para todo j > 1 que

Ajerny+21(Pe) = Ajer1)+1,1(Pe)- (3.47)
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Desse modo, temos que

Aj(k+1)+2,1(pc) = Aj(k+1)+1,1(pc)
(3.44)
=" Ajtr,0®e) + Ajer1)1(0e)
3.46 :
N Y + Ajkr1),1(Pe)
(344) ;
=" 2 +Aj(k+1)—170(pc) +Aj(k+1)—1,1(pc)

(3.46) .
=" 2 +2 + Ajin-11(pe)

= k2 + AGonyany+21(pe)

(3.47) ;
= k2 4+ AG_nkrn+11(0e)

Conjecturamos que apos [(k + 1) expansoes tenhamos
Ajrnra1(pe) = B2+ 27 4+ 27D 1 Ay (pe)-
Podemos supor que (j —I)(k+ 1)+ 1= (k+ 1)+ 1 e dai, temos j = [. Dessa forma,

Ajgernyr2a(pe) = k@ +277 4+ L +2)+ Aa(pe)
AP i Lol o)1
2(1 — 27)
= k=== =7 1
(=) +
= k(2 -2)41.

Vamos provar por inducao que para cada 7 > 0 temos
Ajgernia(pe) = K2 —2) + 1. (3.48)

Se j = 0 temos Ay1(p.) = 1 (a saber 01) e se j = 1 temos Aq1)+21(pe) = 2k + 1.

(aqui temos: 0...0 1,0...011,...,001...1 ja sdo k + 1 palavras; 10...01,10...011,...,1001...1
o N~ <~ TN~ <~

(k+1)+1  k+1 k+1 k+1 k k
que sdo mais k palavras; obtemos assim 2k + 1 palavras.)

Vamos assumir que para algum inteiro j > 1 fixo, a expressao (3.48) é verdadeira.
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Entao para o caso j + 1 temos

(3.47)
A(j+1)(k+1)+2,1 (pc> = A(j+1)(k+1)+1,1 (pc)

=" AG+natn0®e) + Agrn e+ (pe)

=7 2 Ay a (pe)

=7 2 4 Ay -10(Pe) + AGany i -1 (Pe)
=7 2 L 9 L Ay -11 (Pe)

= k2" Ajgesyroa (pe)
=7 kT (20T —2) 1
= E(UTDH _2) 4 1.

Obtemos assim, que a expressao (3.48) é verdadeira. Agora combinando (3.47) com
(3.48) obtemos que

gy (pe) = K@ = 2) + 1 (3.9
Dessa forma por (3.44), obtemos que
B2 =2) + 1= Ajgeinyna(pe) = Ajrn,o0(0e) + Ajarna(e) = 27 + Ajerna(pe),

e assim,
Aj(k—l—l),l(pc) = k(2j+1 — 2) +1-— 2]'

Como para todo inteiro n = (j—1)(k+1)+2, ..., j(k+1) ja sabemos que A, 111(p.) =
An,O (pc) + An,l(pc)) segue que

An,l(pc) = AnJrl,l De _An,(](pc)

= Ajwra(pe) — ($j(k+1)f(lfl))2j
= k@ —2)+1— (@041)-0-1))2,
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onde xjk41)—-1) =k — [+ 1, paracadal=1,..., k.
Logo, obtemos para todo j > 1 que:

Ajeryr20(pe) = 2771
Ajryr2a(pe) = k(2 =2) +1

eparacadan = (j —1)(k+1)+2,...,5(k+ 1)

9

An,O(pc) = 2
Ana(pe) = k@M =2) +1— (¥jhs1)-0-1)2

onde Tjx41)—-1) =k —1+1, paracadal=1,..., k.

Obtemos entao que

Y

Ajkiny2(pe) = k(2 —2) 41427
An(pe) = K@ =2)+1— (zjgen-a-1) + 1)27

onde (k4+1)—1-1) = k — [+ 1, para cada [ = 1, ..., k. Portanto, podemos escrever, para todo
Jg=1
An(pe) = k(271 = 2) + 1 + 4,27,
q 2, se n=jk+1)+2
onde y,, = , . -
—Tit1)—-1) — L, se (J—1)(k+1)+2<n<jk+1)

Melhorando um pouco a expressao de A, (p.), temos
An(pe) = (2k + yn)2) — 2k + 1.

Para obtermos as equagoes de recorréncia olhamos para n = j(k + 1) — i, onde —2 <

n—i

71 € assim,

1t < k —1, para cada 7 > 1. Desse modo, podemos escrever j =

An(pe) = (2K + y,) 2871 — 2k + 1.
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Logo, a entropia das palavras de P(p.) para p. = kiﬂ, para todo k >1 ¢

Ep) = lim ~log Au(po)

n—oo 1N

1 n—i
— lim = log ((Qk; 4 y) 28 — 2k 4 1)
n—o00 N,

log 2
k+1

3.4 O shift (p,)

Conforme comentamos no inicio da Segao 3.3, o conjunto P(p.) ndo é invariante pelo
shift. Desse modo, definiremos um outro conjunto a partir de P(p.) obtendo assim tal

propriedade.

Definigao 3.4.1. Para qualquer p. € [0,1], considere

3(pe) = Unz00™(P(pe)),

onde o : {0, 1} — {0, 1}V € a aplicagdo shift.

O objetivo dessa se¢ao é mostrar que quando p, € {0, 1} temos que 3(p.) é um subshift
do tipo finito, enquanto para todo p. € (0,1) o conjunto 3(p.) nao serd um subshift do tipo
finito.

Note que na Defini¢ao 3.4.1 tomamos o fecho sobre a uniao de todas as imagens de
P(p.) pela aplicacao shift, a fim de tornar o conjunto ¥(p.) fechado e consequentemente,

compacto. Consideramos a métrica usual de {0, 1}V definida a seguir

d(z,y) = 27" com i = min{k : 7 # yx}, para todos z,y € {0, I

Por simplicidade, mostraremos inicialmente que nos casos p. = 0 e p. = 1, o subshift
Y (pe) é de fato do tipo finito.

Proposicao 3.4.2. Os conjuntos %(0) e X(1) sao subshifts do tipo finito. Em particular
¥(0) € o Golden Mean Shift e X(1) = {(zn)nen : Tp = 1 = x4 = 1},

Demonstragao. Primeiramente provaremos que o conjunto 3(0) é o subshift do tipo finito
cujo bloco proibido é 11. No Exemplo 3.1.6 mostramos que o conjunto P(0) possui o bloco
11 proibido. Seja z € U,>o0™(P(0)) um elemento qualquer. Ent@o existe um bloco B
admissivel em P(0) tal que Bz € P(0). Dessa forma, x nao pode ter um bloco 11 pois, se

tivesse a concatenacao Bz nao seria admissivel. Logo, 11 é um bloco proibido em ¥(0). Note
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que os demais blocos de tamanho dois 00,01 e 10 sdo todos admissiveis em P(0) e entao,
consequentemente serao admissiveis em ¥(0). Logo podemos concluir que ¥(0) é o subshift
do tipo finito com o bloco proibido 11.

De modo similar, pode-se observar que o bloco 10 é proibido em ¥(1) pois, ja vimos
no exemplo 3.1.7 que 10 é proibido em P(1). Agora, se existisse z € ¥(1) que contém o bloco
10, entao para qualquer bloco finito admissivel B, a concatenagao Bx contém o bloco 10, o
que é uma contradigao pois, obteriamos que z ¢ ¥(1). Logo, ¥(1) é o subshift do tipo finito
cujo bloco proibido é 10.

]

Na sequéncia estaremos interessados em provar que X(p.) nao é um subshift do tipo
finito, para todo p. € (0,1). Esse resultado também é interessante, uma vez que justifica
que de fato estamos criando uma nova classe de espacos shift. No entanto, antes disso,
apresentaremos um lema que serd 1util para fornecer uma condi¢ao para provarmos o resultado

desejado.

Lema 3.4.3. Fizado p. € (0,1), escrevemos f = lf—;. Entao existem inteiros n,m > 1 tais

c

que

n—pm < —1. (3.50)

Demonstragao. Fixamos p. € (0,1) e um inteiro & > 2 quaisquer. Consideramos um inteiro

m > 1 tal que
mp > k. (3.51)

Desse modo, a desigualdade dada em (3.51) implica que —mf < —k . Assim, para

qualquer inteiro n > 1 segue que
n—mp <n-—k. (3.52)
Em particular, a desigualdade (3.52) é verdadeira para n = k — 1 e dai, obtemos que
n—mp<n-—k=-—1.

O

Observacao 3.4.4. Observe que os inteiros m e n dependem da escolha do inteiro k. Como

k > 2 € qualquer, o Lema 3.4.3 nos diz que existem infinitos pares (m,n) que satisfazem a
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desigualdade (3.50).

O Lema 3.4.3 nos fornece a principal ferramenta para justificarmos que ¥ (p.) nao é
um subshift do tipo finito, para qualquer p. € (0,1). Utilizaremos a expressao (3.50) para
construir um bloco proibido em (p.) e pela observagdo 3.4.4, obteremos infinitos blocos

proibidos.
Teorema 3.4.5. Para cada p. € (0,1) o conjunto X(p.) nao é um subshift do tipo finito.

Demonstragao. Considere o bloco B = (...01...10 contendo um bloco com uma quantidade
S

m n
m n n inteiros m e n satisfazem
de 0’s e n de 1’s, onde os inteiros m e n satisfaze

n—pm < —1. (3.53)

Suponha que exista uma palavra z = z122x3... € Uy>00"(P(p.)) que contenha o bloco
B. Enfatizamos que B nao precisa ser necessariamente o bloco inicial de x e assim, podemos
escrever & = I1%y... 25 BTy |B41..., onde |B| denota o comprimento do bloco B e k é um
inteiro nao-negativo. (No caso k = 0, convencionamos que z inicia com o bloco B)

Como z € U,>00"(P(p.)) existe um bloco finito B formado por 0’s e 1’s tal que
BBx.1... € P(p.), onde | = |B|+|B| (o bloco B contém o bloco inicial de z). Vamos denotar
por y = BBxjTgy1..., sendo que estamos utilizando para definir y a concatenagao entre os
blocos, definida na Observagao 3.3.9.

Na sequéncia, justificaremos que y nao pode pertencer a P(p.). Para isso, provaremos
que a concatenacdo BB nao é admissivel em P(p.). Como obloco B pode ser escrito de

diversas formas, vamos dividir a prova nos casos descritos a seguir.

1. Suponha que o bloco B seja formado apenas por 0’s, isto é, B = 000...0, para algum in-

N
teiro N > 1. Note que B é admissivel em P(p.). Para que y seja admissivel, precisamos

que o inteiro N > 1 satisfaca

n—1 < - n
N+m+n-—1 = Pe N+m+n’

ou seja, n — 1 — pfm < BN < n — fm. Pela condigao (3.53) temos que n — fm < —1,

entao N nao existe nesse caso.

2. Assuma que B = 1000..0 o qual é um bloco admissivel em P(p.). O inteiro N > 1
N
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precisa satisfazer
n n—+1

—  <p.< :
NteM+tn P SNimtnt1

ou seja, deve valer que n — fm < BN < n + 1 — fm. Novamente pela condigao (3.53)

temos que n + 1 — Bm < 0 e assim, nao existe N de modo que y seja admissivel.

. Vamos assumir agora que B = 0...01...1...0...01...1, onde m; > 1 and n; > 1 sao
N TR~

mi ni m; ng
inteiros. Nesse caso, uma das condigoes necessarias é que

< Pe;
isto é, os inteiros m; and n; satisfacam
Para que y seja admissivel, precisamos ainda que
n+..+n;+n—1 n+..+n;+n

1§pc<

my4+ny+...+m;+n; +m+n— my+ny+...+m;+n;+m-+n’

isto é, reescrevendo a expressao anterior

ni+..+ni+n—1—0m< Blmy+ ... +my) <ny+...+n;+n— pPm.

Pela relagao obtida acima e de (3.54), é necessério que o valor 5(m +...+m;) pertenca
a intersegao dos intervalos I = [ny+...+n;+n—1—Fm,ny +...+n;+n—Fm) e
J=[ni+ ...+ n; —1,400). No entanto pela condigao (3.53) temos que n — fm < —1
e assim

nm+..+n+n—mMm<n+...+n; — 1,

independente da escolha de nq, ..., n;, ou seja, INJ = (). Entao segue que S(mq+...4+m;)

nao existe e entao, y nao é admissivel em P(p.).

Pode ocorrer no atual caso, que nq + ... + n; = 1 e assim, vai existir apenas m; > 1.

Nesse caso a expressao (3.54) serd reescrita por

0 < 6m1.

Entao temos os intervalos I = [n — 1 — fm,n — fm) e J = [0,+00). Novamente por
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(3.53) decorre que I N J = pois, n — fm < —1 < 0.

4. Agora seja B =10...01...1...0...01...1, com m;,n; > 1 inteiros, para 1 < j < i. De
S S

mi ni m; ng
modo similar ao item anterior é necessario que

Além disso, deve valer que

ni+..+ni+n—m<B(mp+...+my) <l4+n+...+n+n—pm.

Considerando os intervalos I = [ny+...+n;+n—pm,1+n;+...+n;,+n—Fm) e
J =[ni + ...+ n;,+00), temos que I N J = () pela condi¢ao (3.53), pois

14+n+...4+n;+n—Bm<ny+...+n,,

Caso 14+ nqy + ...+ n; = 1, teremos n; + ... + n; = 0 e assim, os m;’s sao todos nulos.
Logo, para a admissibilidade da concatenacao BB precisamos ter

n—1 n

< c<—7
m—i—n_p m+n-+1

ou seja, ¢ necessario que n — # < pm < n — fB. Pela expressao (3.53) segue que

0<pB<n—pm< —1, 0 que é um contradi¢ao.

5. Escolhendo B =0...01...1...0...01...10...0, para inteiros my,...,m; € ny,...,n;+1. Basta
mi ni m; Ny Mi41

repetir a argumentagao utilizada no item [3] trocando my + ... + m; por m; + ... +

m; +m;y1. SeB=0..01...1...0...01...1 0...0, para inteiros my, ..., m; € ny,...,n;11 basta

mi ni mg ng  Mi41
repetir os argumentos do item [4].

Pelos itens acima obtemos que & & U,>o0™(P(p.)). Agora, se € U,>o0™(P(p.)),
entdo existe uma sequéncia {zy tr>1 C Up>00"(P(pe)) tal que z;, — x quando k — oo. Pela
definicao da métrica, existe um ko > 1 tal que z, contém o bloco B, para todo k > kg, o que

¢ uma contradigao.
O
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3.5 Entropia Topolégica de X(p.)

Mostramos, na segao 3.1, que %(0) é o subshift do tipo finito cujo bloco proibido é
11 e X(1) é o subshift do tipo finito que proibe o bloco 10. Denotando por h(c) a entropia
topoldgica com respeito a aplicagao shift o : {0, 1} — {0, 1}, ja é conhecido que h(a|2(0)) =
%g e h(o (1)) = (0. Salientamos que nao conseguimos calcular o valor explicito da entropia
topolégica para X(p,.), quando p. € (0,1). No entanto, iremos garantir que temos entropia
positiva para os conjuntos 3(p.). Para justificar isso, utilizaremos o conceito de entropia das
palavras de P(p.) abordado na segao 3.3.

Antes de mostrar o que estamos propondo para essa secao, vamos definir os conceitos
de Entropia Topoldgica e Dimensao de Minkownski.

Seja (X, d), um espago métrico compacto e f : X — X uma fungdo continua. Para

todo n > 1, definimos

dn(z,y) = max d(f/(z), f(y)).

0<j<n

Fixamos € > 0 qualquer. Um subconjunto A C X é chamado (n, ¢)-spanning se para
qualquer z € X existe a € A tal que d,(z,a) < €. Ainda seja span(n, f, ) a cardinalidade
minima de um conjunto (n, £)-spanning.

Um conjunto A C X é (n,e)-separado se para quaisquer x,y € A tivermos que
d,(z,y) > e. Seja sep(n, e, f) a cardinalidade méaxima de um conjunto (n, £)-separado.

Definimos também cov(n, e, f) a cardinalidade minima de uma cobertura de diametro
menor que € com respeito a métrica d,.

Seja

he(f) = lim llogcov(n,a 1),

n—oo M

e entao, definimos a entropia topoldgica de f por

h(f) = lim ha(f)

e—0t

Observagao 3.5.1. E possivel Justificar que

1 1
h(f) = lim lim —logspan(n,e, f) = lim lim —logsep(n,e, f).
n

e—=0t n—oo N e—01t n—o0
Para maiores detalhes citamos [9].

Agora, dado A C X, seja Ns(A) a cardinalidade minima de subconjuntos de diametro

menor ou igual a  que cobrem A. Definimos a dimensao de Minkowski superior e a
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dimensao de Minkowski inferior de A como

_ _ log Ns(A) . log N5(A)
d A) =1 ———~ed A) =1 f———=.
() = limsup =305 @ dimad) = lim il = 5
Caso os limites acima existam e sejam iguais definimos a dimensao de Minkowski

de A por

. . log Ns(A
dimy(A) = (151_r>r[1) fl—oég(d)'

Afirmamos que, para todo p. € (0,1), temos que h(oy,, ) > (log2)E(p.), isto é, a
entropia das palavras de P(p.) é um cota inferior para a entropia de X(p.). De fato, para
justificar essa afirmagcd@o, observe que podemos associar a P(p.) um subconjunto, que serd

denotado por P*(p,), do intervalo da reta [0, 1), do seguinte modo

i P(Sk(pC) = [O’ 1)5

e dividimos o intervalo [0, 1) nos seguintes intervalos: P*(p.)o = [0, 3) e P*(pc)1 = [3,1).
Como as palavras finitas 0 e 1 sdo admissiveis em P(p.), para qualquer p., tomamos
Pl*(pC) = P*(pC)O U P*<p0)1'

e agora dividiremos o intervalo [0,1) em quatro novos intervalos: P*(p.)oo = [0, 3),
P*(p)or = [3.2), P*(pc)io = [3,2) e P*(pc)n = [3,1). Como as palavras 00,01 e

11 sdo admissiveis em P(p,.), seja Py(p.) = P*(pe)oo U P*(pe)or U P*(pe)11-

e na etapa n estaremos associando cada palavra finita e admissivel em P(p.) de compri-
mento n a um intervalo de comprimento 2" e consideramos P’(p.) a uniao de todos

esses intervalos associados a cada uma das palavras admissiveis.

Logo, definimos P*(p.) = Mp>oP’(p.). Note que, P*(p.) estd bem definido pois,
Frin
contido no intervalo [0, 1) que estd associado ao subshift ¥(p.), para todo p. € (0,1). Como
P(p.) C X(p.), segue que P*(p.) C ¥*(p.). Desse modo, dimp(P*(p.)) < dimp (X (pe))-

Pela Proposicao II1.1 de [10] temos que

MO
log 2

(p.) C P! (pe), paratodon > 1. De modo similar, podemos construir um conjunto >*(p,)

= dimpm(X*(pe))- (3.56)

Note que pela construgdo de P*(p,.), temos que E(p.) = dima(P*(p.)). Além disso,
como dimpm (P*(pe)) < dimam (X7 (pe)), pela expressao (3.56), segue que h(oy,, ) > (log 2)E(pe).
Ou seja, a entropia das palavras do conjunto P(p.) é uma cota inferior para a entropia to-

polégica do sistema dinamico (o, 3 (p,)).
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Vimos na secio 3.3.2 que £(-) = 282 > (0 para todo k > 1. Desse modo, teremos

k+1 k+1

que
h > (log 2)E(——) = (log 2)-282 - ¢
(UIE(%M))_(Og ) (kz——i—l)_(Og )k—H> :

_k_
k+1

ko > 1 tal que p. < kaOrr Pela Proposigao 3.3.10, temos que

Agora, dado p. € (0,1) qualquer, como — 1, quando £ — oo, temos que existe

ko
ko + 1

ho,.,) = (log2)E(pe) > (log 2)E( ) >0,

ou seja, concluimos que o sistema dinamico (o, X(p.)) possui entropia positiva, para todo
pe € (0,1).



Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos uma nova classe de cociclos gerados por fungoes ho-
mogéneas, o qual englobam o caso linear. Definimos o expoente de Lyapunov para tal classe
de cociclos, e mostramos um resultado de aproximagcao periddica para os expoentes em termos
da norma, num espaco de dimensao infinita. Além disso como aplicacao desse resultado, mos-
tramos que a taxa de crescimento exponencial e de distorcao quase-conforme de um cociclo
homogéneo.

Foram dados diversos exemplos de aplicagoes que sao homogéneas e nao sao lineares,
o que mostra que o estudo de dinamicas com esta propriedade pode ser um ramo bastante
interessante de investigacao. Nesse contexto, deixamos em aberto as seguintes questoes: é
possivel definir uma férmula de Furstenberg para cociclos gerados por dinamicas homogeéneas?
E possivel obter como aplicagao do Teorema 2.3.2 um Teorema do tipo Livsic para cociclos
homogéneos?

Também, propomos uma nova classe de subshifts dentro do conjunto {0, 1}, que
possuem uma longa meméria, visto que para construir as palavras precisamos sempre analisar
qual a densidade de 1’s até o elemento investigado. Garantimos que esses subshifts nao sao
do tipo finito e ainda, possuem entropia topoldgica positiva.

Como obtemos uma estimativa da entropia topoldgica para X(p.) a partir da entropia
das palavras de P(p.), fica a seguinte pergunta: é possivel expressar com exatidao o valor
da entropia topoldgica h(oy,, ) e esse valor serd igual ou maior do que (log2)E(p.)? A
partir da andlise de alguns casos particulares, aparentemente a quantidade de cilindros de
comprimento n que cobrem ¥ (p.) é maior do que a quantidade de palavras de comprimento
n admissiveis em P(p,.), no entanto, em média ainda nao foi possivel afirmar nada a respeito.

Nesse trabalho abordamos temas distintos, podendo dividi-lo em dois momentos. Cre-
mos que ambos os temas apresentados propoem ideias novas e interessante dentro do contexto
dos sistemas dinamicos. Além disso, ainda é possivel formular perguntas a respeito desses

assuntos estudados, abrindo oportunidade para trabalhos futuros.
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