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Resumo

Nesta monografia, conduzimos um exercicio de simulagdo de Monte
Carlo a fim de investigar algumas caracteristicas em amostras finitas de trés
estimadores baseados em kernels disponiveis: o estimador Backfitting
Classico (CBF), o estimador Smooth Backfitting (SBF) e o estimador de 2
estagios (2E) proposto por Kim et. al. (1999). Diferentes escolhas do
parametro de suavizagdo foram estudadas, diferentes métodos de suavizagao,
bem como diferentes niveis de correlagdo. A comparacdo ¢ baseada nas
estimativas da média dos erros quadraticos médios de cada estimador. Os
resultados do nosso estudo sugerem que o estimador Backfitting Classico ¢

superior aos outros dentro das especificagdes dos cendrios propostos.

Palavras-Chave: modelos aditivos, regressdo nao-paramétrica aditiva,

backfitting, smooth backfitting, integracdo marginal
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1. Introducao

A estimacgdo de regressdes ndo-paramétricas tem sido o objetivo de varios artigos
recentes. Regressdo nao-paramétrica tornou-se um campo de rapido desenvolvimento
desde que se notou que regressdo paramétrica poderia ter uma grande demanda de
tempo para a obten¢do de modelos adequados para muitos conjuntos de dados. Sem
davida, um dos problemas mais estudados em Estatistica e Econometria esta
relacionado a estimagdo de fungdes paramétricas de regressdo. A necessidade, bem
como a adequacdo da modelagem de fungdes de regressdes paramétricas, sao
amplamente discutidas em um grande numero de livros, ver, por exemplo, Draper &
Smith (1998), Johnson & Dinardo (1996) e Greene (1999). Porém, as boas
propriedades dos estimadores de méaxima verossimilhanca e dos estimadores de
minimos quadrados dependem da forma funcional paramétrica assumida estar
corretamente especificada. Caso contrario, estes estimadores nao serdo eficientes,
assintoticamente normais € nem mesmo consistentes. Uma alternativa menos restrita
para estimacdo de uma func¢do de regressao ¢ o modelo de regressdo ndo-paramétrica
Y=EY|X=x)t¢=mx)+¢, onde m(x) pertence a uma classe de fungdes bem
mais abrangente do que a de modelos paramétricos.

No entanto, diversos problemas sdo levantados quando se tratando de modelos nao-
paramétricos com multiplos regressores. Um deles ¢ de que, infelizmente, a
convergéncia entre os estimadores ¢ mais lenta 4 medida que aumentamos o niimero de
regressores. No entanto, uma maneira de evitar tais problemas ¢ estabelecendo uma
restri¢ao aditiva na estrutura do modelo ndo-paramétrico através de um modelo aditivo.

Modelos aditivos sao modelos semi-paramétricos da forma:

Yoy m)re,
z]
onde cada fun¢do individual my(X4) sera estimada ndo parametricamente.

O objetivo da monografia ¢ comparar diferentes maneiras disponiveis atualmente
para estimar modelos aditivos: o estimador Backfitting Classico (CBF), o estimador
Smooth Backfitting (SBF) e o estimador de 2 estigios (2E). A estrutura da-se da
seguinte forma: o capitulo 2 da uma breve descri¢do e revisao de modelos paramétricos
lineares e nao-lineares, contrastando suas vantagens e desvantagens na andlise de
dados. O capitulo 3 versa sobre a estimac¢ao ndo-paramétrica, abordando estimagdo de
densidades de probabilidade de variaveis continuas, estimacao de curvas de regressao,

o método de kernel, a importancia do pardmetro de suavizacdo na estimagdo nao-



paramétrica, o0 método de estimacgdo polinomial local, o método de Nadaraya-Watson,
assim como os problemas agregados. O capitulo 4 introduz a classe de modelos
estudados no presente trabalho: os modelos aditivos. Definimos sua estrutura,
estimacao bem como os estimadores sob estudo. O capitulo 5 apresenta os métodos de
escolha dos parametros de suavizagdo utilizados para cada estimador. O capitulo 6
descreve o processo gerador dos dados simulados no estudo de Monte Carlo realizado,
bem como as especificagdes dos cendrios construidos. Por fim, o capitulo 7 traz os
resultados obtidos apds a realizagdo das simulagdes, tabelas de resumo do desempenho
de cada estimador, tabelas de demanda computacional, graficos comparativos e
conclusdes a respeito dos achados do trabalho.

Nas ultimas paginas deste trabalho, encontram-se as referéncias bibliograficas

utilizadas, graficos e todos os cddigos em R utilizados no trabalho.



2. Revisdo de Regressdes Paramétricas

Modelos estatisticos constituem ferramentas extremamente Uteis para resumir e
interpretar dados. Em particular, eles podem facilitar a avaliagdo da forma e da
intensidade de associagdes de interesse em estudos das mais diversas areas como, por
exemplo, em economia, agronomia, epidemiologia, administracdo, etc. (Conceicao,
Saldiva e Singer, 2001).

De um modo geral, os principais objetivos da modelagem estatistica ¢ descrever o
relacionamento entre uma ou varias variaveis exploratérias X’s (independentes) e uma
(ou, em alguns casos, varias) variavel resposta de interesse Y (dependente).
Comumente, em regressao, estamos interessados em modelar a expectativa condicional
de Y tendo os valores das varidveis preditoras. Seja para avaliar o impacto dos
regressores sobre a variavel de interesse, seja para prever o valor de Y com base nos
valores dos X’s, ou ainda para qualquer outra finalidade da modelagem, a abordagem
paramétrica exige a priori o estabelecimento da relagdo funcional entre a varidvel

resposta e as variaveis preditoras. Em outras palavras, no modelo abaixo

Y= f(Xl, Xz, oens Xp) + & i=1,2,..n, (21)

necessitamos estabelecer previamente qual € a estrutura funcional de (X, X, ..., X,)
que estamos querendo estimar para conduzir as estimativas dos parametros e realizar
testes, previsoes, etc.

Supondo que nds temos disponiveis 7 observagdes da variavel Y em n vetores x' =
(Xi1, Xi2, -..,Xip), NOSs0 objetivo ¢ modelar a dependéncia do primeiro momento de Y

dado X, Xs, ..., X,:

E(Y1 | X1:X1, X2:X2, ceey Xp:Xp) = f(X], Xz, cees Xp) (22)

Existem varias razdes para os porqués de estarmos interessados nisto. A primeira
delas ¢ descrigdo: queremos um modelo que descreva a dependéncia da resposta nos
preditores para que possamos aprender mais sobre o processo gerador de Y. A segunda
¢ inferéncia: gostariamos de inferir valores de pardmetros populacionais a partir de
valores obtidos da amostra. Por ultimo, a predi¢do: hé interesse na predigdo de Y para

um conjunto de valores Xi, ..., X,.
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Um dos casos mais simples e muito utilizado na pratica para avaliar esta relacao

funcional ¢ descrito a seguir.

2.1  Regressdo Linear Simples

De fato, a Andlise de Regressdo Linear Paramétrica ¢ uma das técnicas estatisticas
mais populares e uteis na andlise de dados (Gujarati, 2000). A analise de regressdo
linear simples tenta estabelecer a relacdo funcional entre a variavel dependente e a

variavel independente através de uma reta, como na figura 2.1:

30

25

20

Variavel Dependente
>

0 5 10 15 20 25

Variavel Independente

Figura 2.1: diagrama de dispersdo de 20 pontos simulados, com ajuste de regressdo linear

No caso simples em que a expectativa condicional de Y ¢ baseada em relacdo
funcional linear nos pardmetros e na variavel explicativa X, o modelo de regressao ¢ o

que segue:

Yi =B+ BiXit&, (2.1.1)

onde By ¢ [ sdo constantes ¢ o termo § ¢ o erro ndo-deterministico associado ao
modelo proposto. O parametro 3, ¢ denominado intercepto ¢ o grau de inclinagdo da
reta é dado por 3;. Comumente, nos modelos paramétricos, necessitamos estabelecer
uma distribuicdo de probabilidade para os erros associados ao modelo que,
consequentemente, sera a distribuicdo de probabilidade condicional da variavel
dependente Y, pois a idéia por tras da estimacdo dos parametros pode ser feita sob a
condi¢do de que as varidveis independentes sdo constantes, isto é, ja sdo dadas. No
caso mais simples, o modelo descrito acima assume normalidade dos erros, esperanca

nula, variancia constante e valores independentes e identicamente distribuidos. Isto é:

iid
£.~N(0,0%).
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Os parametros 3y e 31 do modelo (2.1.1) sdo chamados coeficientes da regressao ¢
podem ser estimados utilizando uma amostra de dados. Uma possibilidade ¢ via o
método de minimos quadrados. Ele consiste em minimizar a soma dos quadrados das
diferengas entre os valores observados e a reta ajustada, levando a estimativas dos
parametros que sdo combinagdes lineares dos valores observados da variavel resposta.

Note que se o pesquisador utilizar este modelo de regressao, bastante utilizado na
pratica, pode estar cometendo um equivoco, pois estaria estabelecendo a relagao linear
entre as variaveis mesmo que esta relacdo seja inexistente. Um caso mais geral, em que
adicionamos multiplas variaveis na modelagem da expectativa condicional, é descrito a

seguir.

2.2 Regressdo Linear Multipla

Quando temos p variaveis para descrever a relagdo funcional entre a expectativa
condicional da varidvel Y de interesse e as demais variaveis, podemos optar pela
regressdo linear multipla. Este modelo ¢ semelhante ao de regressdo simples, porém

obtido com mais variaveis regressoras e ¢ dado pela equagdo descrita abaixo:

Yi = Bot BiXii HBoXai + ... + BpXi T &, (2.2.1)

onde By, k =0,1,...,p, sdo constantes desconhecidas. Novamente, ¢ comum assumirmos
que os erros associados tém, por suposi¢do, média zero, varidncia desconhecida
constante 0°, e também podemos utilizar as suposicdes de independéncia, distribuicio
idéntica e, para fins de testes, seguir uma distribuicdo Normal.

Este modelo faz uma forte suposicdo entre a relagdo de Y com os X’s, sugerindo
uma dependéncia linear em cada preditor. Se essa suposicao se sustenta, mesmo que

aproximadamente, entdo este modelo ¢ extremamente Util e conveniente, pois:

e Permite uma simples descri¢do dos dados;
e Resume a contribui¢do de cada preditor com um unico coeficiente;

e Promove um método simples para predi¢ao de novas observagoes.
Sendo p o nimero de variaveis regressoras, 0 modelo de regressdo linear multipla

define uma superficie em um espaco (p+1)-dimensional que, dependendo do nimero de

variaveis independentes inseridas, inviabiliza a visualizacdo grafica desta superficie.

12



Um exemplo de superficie, gerada com duas variaveis preditoras, em um espago

tridimensional segue abaixo:

m i N*
%‘r{r'"?'
:'u W
~' .r:; n # H \ Nm
i

n.t

0085

Figura 2.2: exemplo de superficie tridimensional

No modelo (2.2.1) os parametros estimados representam a alteragdo esperada na

variavel resposta Y por unidade de Xj, quando todas as demais variaveis regressoras X;

(1 #J) sdo mantidas constantes. Por essa razdo sdo chamados de coeficientes parciais da

regressao.

O modelo descrito em (2.2.1) com p varidveis regressoras ¢ chamado de modelo de

primeira-ordem com p variaveis regressoras. Isto €, quando o efeito de X; na média de

Y ndo depende do nivel de X; (i #j), e vice-versa, dizemos que as variaveis possuem

efeitos aditivos ou ndo interagidas (Neter et. al., 1996).

Neste caso, as estimativas dos parametros sdo comumente dadas também pelo

método dos minimos quadrados e, em notagdo matricial, temos:

B=X"X)'X"Y

onde A"e A sdo as matrizes transposta e inversa de A, respectivamente, e:

Hﬂ H HYlH Hl Xll X12

Dﬁlg %ng Hl Xy Xy
-~ 0T . 5
Fso0 - Tpg ¢ *Tp

0 L 01 0

HﬁApH HYnH Hl an an

X

X,

X

lp

P

np

(2.2.2)

i
0
0
0
0
0
0
i

No caso em que p<n, o Teorema de Gauss-Markov (que também vale para o caso

da regressao simples) postula que os estimadores ﬁAk obtidos por minimos quadrados
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sdo os melhores estimadores lineares ndo-viciados de f,. Se os erros forem

considerados normais, entdo, os estimadores f, sdo, também, estimadores de maxima

verossimilhanga e s3o ndo-viciados de variancia minima entre todos ndo-viciados.
23 Regressao Nao-Linear

Em um caso mais geral, podemos supor um modelo da forma

Y= f(X,B)t e, (2.3.1)

Se 0 modelo escolhido for da forma

f(X.,B)= X/B, (2.3.2)

teriamos os modelos descritos anteriormente pois a estrutura € linear nos parametros.
Modelos de regressdo ndo-linear sdo, basicamente, da mesma forma do que (2.3.1)
para regressao linear, porém o vetor de pardmetros pode ter uma relagdo ndo-linear nos

preditores. Eles podem ser escritos na forma:
Y= f(XL))te, (2.3.3)

Uma observagdo Y; é a soma de uma resposta média f(X;,})dada por uma fungio

de resposta ndo-linear f(X,})e um termo de erro €. As suposi¢des usuais do termo do
erro sao mantidas.

O vetor de parAmetros da fungdo de resposta f(X,))é agora denotado por / ao

invés de B como diferencial de a resposta ndo ser mais linear nos pardmetros. Um

exemplo de estrutura ndo linear segue:

Y= yoexp(y, X))+ L £, (2.3.4)

2iy3
onde
VosV1,V,e V3 sdo pardmetros a serem estimados,
Xii € Xy sdo usualmente regressoras constantes conhecidas,

& sdo erros que usualmente podemos assumir independéncia e distribui¢io N(0,07).

14



A fungdo resposta para este modelo ¢

FOOP)= Y oexp(r, X))+~ (23.5)
X2y 3

A estimagao dos parametros do modelo de regressdao nao-linear ¢ usualmente feita
através do método de minimos quadrados ou através de maxima verossimilhanga. No
entanto, ao contrario dos modelos lineares, ndo ¢ possivel encontrar expressdes com as
solucdes analiticas para minimos quadrados, como em (2.2.2), e estimadores de
maxima verossimilhanga para modelos nao-lineares. A estimacdo ¢ feita através de
procedimentos iterativos numéricos que podem exigir intensa demanda computacional.
Para mais detalhes sobre modelos de regressdes ndo-lineares ver Neter et. al. (1996,

Cap. 13).
2.4 Regressoes Paramétricas: Consideragdes Finais

Os modelos paramétricos lineares e nao-lineares vistos anteriormente englobam
uma grande parte da modelagem estatistica aplicada nas mais diversas areas da ciéncia.
Tanto para modelos de regressdo, andlise de variancia e planejamentos de
experimentos, estes modelos sdo amplamente utilizados em administracdo, economia,
engenharia e ciéncias sociais, da saude e bioldgicas. Aplicacdes bem sucedidas destes
modelos requerem um conhecimento tanto tedrico, quanto pratico por trds do problema
real em questdo (Neter, 1996).

No entanto, os modelos paramétricos possuem uma estrutura rigida e exigem um
estabelecimento a priori da relacdo funcional entre a variavel resposta e suas
preditoras. Mesmo no caso linear multiplo onde poderiamos incluir termos ndo lineares
nas variaveis preditoras, incluindo termos polinomiais (ou at¢é mesmo termos de
interagdo), a fim de detectar uma relagdo nao-linear entre Y e os demais X’s, como por

exemplo
iid
Y=o+ B X+ B, X7+ B X X, +¢, £ ~N(0,0 %)

ainda estariamos determinando um numero finito de pardmetros e adicionando as
suposigdes usuais para os erros associados a ele. O ajuste ¢ facilmente computado,
através de minimos quadrados, interpretavel e estimado. Mas, se as suposi¢des do

modelo sdo violadas as estimativas podem tornar-se inconsistentes e viesadas.

15



3. Regressao Nao-Paramétrica

Dado um vetor aleatério (Y, X), YU 0 e X U 0 9 a expectativa condicional
E(Y | X=x) = m(x), onde x" = (x, ..., Xq) pode ser estimada nio-parametricamente sob
algumas condi¢cdes de regularidade. Em outras palavras, no caso univariado, desejamos

ajustar uma fun¢do que represente a relacdo entre y € X, isto €, m(x) tal que

Yi=m(xi)+8i, i=1, ..., n. (31)

No caso mais simples, podemos assumir que E(&)=0, Var(g;)=0", i=1,....n e que os
erros sao independentes e que a fungdo m(.) € continua e diferenciavel um niimero ¢ de
vezes.

Note que na abordagem paramétrica discutida anteriormente a maneira mais
comum de estimar uma fun¢@o de regressao ¢ optar por um modelo paramétrico linear
ou nao-linear, permitindo previsdes para valores de Y e a construgdo de intervalos de
confianga e testes para os parametros.

No entanto, na abordagem paramétrica ¢ possivel especificar-se uma familia de
formas funcionais em (3.1) para m de maneira errada. Este problema, possivelmente
desastroso para a abordagem paramétrica, inexiste no enfoque nao-paramétrico. Além
disso, a adogdo de abordagens flexiveis para a estimacao de m pode levar a descoberta
de caracteristicas consideradas insuspeitas quando da ado¢do de um modelo
paramétrico. Por esta razdo, ¢ de interesse explorar o que se pode aprender sobre a
funcdo m sem restringi-la a modelos estabelecidos a priori.

O objetivo da regressdo nao-paramétrica ¢ aproximar m, que pode pertencer a uma
classe bastante vasta, sendo a Unica restricdo imposta de que seja uma funcao
continuamente diferencidvel até determinada ordem. Cabe comentar, no entanto, que
existe um preco a pagar pela flexibilidade da modelagem nao-paramétrica. O tamanho
da amostra para conseguir-se a mesma efici€éncia serd maior no caso nao-parameétrico
do que no paramétrico, quando o modelo paramétrico especificado for correto, devido
as taxas de convergéncia dos estimadores nao-paramétricos serem mais lentas do que a
dos estimadores paramétricos. Este problema de convergéncia sera discutido
posteriormente.

Dentro do contexto nao-paramétrico, os dois problemas mais abordados na
literatura sdo a estimacdo de densidades e a estimacdo de funcdes de regressdo. Esta

ultima sendo a de interesse para a estimacdo de modelos aditivos que serdo vistos
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posteriormente. A idé€ia principal € “permitir que os dados falem por si s6”, ou seja, 0s
dados que vao ditar o formato que a densidade ou curva de regressdo vao se comportar
no processo de estimagdo. Este formato se dara através de um suavizador, que
representa uma ferramenta para resumir a tendéncia da medida da resposta que seja
menos variavel do que o proprio Y coletado da amostra (Hastie & Tibhirani, 1990).

Existe uma vasta literatura para diferentes abordagens de suavizadores, como
suavizadores usando nucleo-estimadores (kernels), splines (Green e Silverman, 1994),
loess (lowess), médias-moveis, ondaletas (wavelets) (Efromovich, 1999), etc.

Serd explicado, a partir de agora, a metodologia de estimagdo de densidades de
probabilidade com enfoque na suavizagao usando kernels que faz parte do método de

estimagao de regressdes de curvas desta monografia.

3.1 Estimacao de Densidades

Este capitulo ¢ dedicado para a compreensdo de alguns métodos de estimacao de
densidades de probabilidades que sdo extremamente Uteis na pratica e servem como
base para a compreensao da estimacgao de curvas de regressao vistas logo a seguir.

Considerando uma variavel aleatoria continua e sua funcdo densidade de
probabilidade (fdp), o seu formato descreve a distribui¢do desta varidvel aleatoria e
podemos calcular ndo somente a média e a varidncia, mas também a probabilidade de
ocorréncia de um determinado valor em um intervalo.

O primeiro método abordado ¢ o método mais popular dentre os estimadores de
fdp.

3.1.1Histograma

O histograma ¢ o método de estimagdo de densidade mais utilizado na area da
estatistica descritiva e compreende um método direto e rapido de acessar um formato
“grosseiro” da distribui¢ao de probabilidade univariada continua.

O histograma ¢ obtido a partir da divisao do intervalo a que os dados pertencem em
classes que, em geral, possuem o mesmo tamanho 4. Cada observacdo amostral ¢é
alocada em sua devida classe e ¢ calculada a propor¢ao da amostra contida em cada uma
delas dividida pela largura da mesma, resultando nas estimativas da fdp, que sdo nada
mais do que as alturas destas barras do histograma.

A estimativa em um ponto x ¢ dada por:

17



~ 1 n -
fi) = —Y I(x-%,h/2), (3.1.1.1)
nh &,

Sendo:
n - tamanho da amostra

h - largura da classe

X, - é o ponto central da classe da observacio x;
I(x- X,,h/2)- é&uma fun¢io indicadora do intervalo [-h/2, h/2].

Tendo estabelecido formalmente a constru¢do deste estimador de densidade, cabe
ressaltar alguns comentarios. Primeiramente, poderiamos variar o valor de “ancora” da
estimativa variando o valor onde se inicia cada classe. Em segundo, o tamanho da
largura da classe ndo precisa ser necessariamente igual para todo o dominio amostral
podendo variar para tamanhos maiores onde temos menos observagdes. Em terceiro
lugar, o formato do histograma depende crucialmente do numero de classes que sera
utilizado na sua estimagdo. Neste ultimo comentario, introduz-se o conceito de
parametro de suaviza¢cdo h que representa o papel mais importante na estimacdo da
densidade de probabilidade de variaveis continuas e na modelagem nao-paramétrica.

Os graficos abaixo ilustram visualmente de que maneira o parametro h influencia
diretamente no formato do grafico do histograma quando variamos seu valor para o

mesmo conjunto de dados:

0.15
|

Densidade
Densidade

!
h‘m

0 5 10 15 20 25 5 10 15 20

[

0.00
L
0.00

Sobresuavizado Subsuavizado

Figura 3.2: histogramas com diferentes parametros de suavizagao

Os gréaficos acima mostram uma amostra simulada de 300 valores de uma
distribuicdo normal com média 10 e desvio padrdo 3. No primeiro grafico temos um
histograma com parametro 42 maior do que no segundo grafico causando assim um

comportamento sobresuavizado quando comparado com o segundo grafico, que possui
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um parametro £ menor e, consequentemente, possui um maior numero de classes e
formato subsuavizado quando comparado com o primeiro grafico. Para ilustracdo, foi
plotada, em vermelho, uma linha que representa a verdadeira fdp dos dados simulados.
O termo “grosseiro” utilizado no primeiro paragrafo deste subcapitulo se deve ao
fato de que o formato deste estimador possui saltos descontinuos na estimagao e falta de
suavidade, apesar da distribuicdo subjacente ser suave.
Para maiores detalhes sobre as propriedades dos estimadores, veja Silverman

(1986), Scott (1992) e Simonoff(1996).

3.1.2M¢étodo de kernel

Diferente do histograma, o método de kernel nao possui a necessidade de definir
classes. E um procedimento para estimagdio de uma fungdo que consiste em estabelecer
uma média localmente ponderada.

O estimador de kernel, também chamado de estimador baseado em nucleos, é
baseado em uma funcdo de probabilidade K que, por Silverman (1996), deve ser
continua, unimodal, simétrica em torno de zero, com variabilidade controlada pelo
parametro 4 e limitada. Cline (1988) mostra que os estimadores que ndo possuem tais
propriedades sdo inadmissiveis no sentido em que eles ndo tém o menor erro quadratico
médio integrado.

O estimador de Rosenblatt-Parzen ¢ um estimador de fdp que resolve o problema
do histograma substituindo a funcdo indicadora por uma fungdo kernel ponderadora e ¢é

definido da seguinte forma:

ASE —Zl K@x hx - (3.1.2)

onde a estimativa f , (x) também sera uma fdp.

Um suavizador kernel usa uma explicita e definida maneira de ponderar as
observagdes para produzir a estimativa de cada valor. A idéia ¢ fazer a estimagdo
global com ponderacdo local. Usualmente este suavizador se utiliza de ponderagdo que
decai de maneira suave a medida que os valores vao se afastando do ponto em que se
estd realizando a estimacdo. Logo, a descontinuidade do histograma ¢é grosseira e
desnecessaria, pois podemos, ao invés de ponderar igualmente as observagdes atraveés
da funcao indicadora, acessar ponderagdes menores para valores mais afastados do

ponto de interesse.
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O parametro de suavizagdo /& define uma espécie de controlador entre vicio e
variancia da estimativa. Se /4 for muito baixo, pode-se estar deixando de suavizar a
fun¢do de maneira eficiente (subsuavizar), enquanto que se pode estar suavizando a
funcdo em excesso (sobresuavizar) caso / for muito grande.

A escolha da fungdo ntcleo K, apesar de desempenhar papel fundamental na
estimag¢do nao-paramétrica, ¢ uma tarefa de menor importancia que a escolha de 4.
Estudos demonstram que a fun¢do nucleo dita 6tima, no sentido que minimiza as
fungdes critérios comumente utilizadas, leva a pequenas melhorias em relagdo a
maioria das fungdes nucleo escolhida. Consequentemente, a simplicidade, a facilidade
de manipulacdo analitica, o custo computacional e a velocidade de convergéncia dos
estimadores frequentemente determinam a escolha da fun¢do nucleo. A fungdo ntcleo
6tima, no sentido em que minimizamos o critério do Erro Quadratico Médio Integrado
ou MISE (Pagan, A. and A. Ullah, 1999), foi primeiramente sugerida por
Epanechnikov (1969) e €, por isso, frequentemente, chamada de fungdo nucleo de

Epanechnikov e, para o caso univariado, ¢ dada por:

3 2
K@)+ @Z(l'w »sely [¢ Ly 00

f 0,c.c.

A funcao nacleo Epanechnikov tem formato quadratico e pode ser vista em Hardle
(1990, p.44) e Silverman (1986, p.42). Outra fun¢do nicleo comumente utilizada e que

ndo apresenta descontinuidades ¢ a fun¢do niicleo gaussiana, isto &,

KM )=

\/;_nexp@- %w 2@,¢ 00

Simonoff (1996, p.44) e Silverman (1986, p.43) mostram uma tabela onde se
comparam a eficiéncia das fungdes nucleo comumente utilizadas em relagdo a funcao
o6tima de Epanechnikov. Pode-se notar que até a func¢do uniforme, que pondera as
observagdes de maneira homogénea e, por isso, ¢ dita mais “ingénua”, tem uma
eficiéncia de aproximadamente 0,93 da fun¢do 6tima. A fungdo ntcleo gaussiana, que

sera utilizada nesta monografia, possui uma eficiéncia de aproximadamente 0,95 nesta

comparacao.
3.1.3Parametro de Suavizagao

Como ja mencionado, a escolha do parametro de suavizagdo % € crucial para um

bom ajuste ndo-paramétrico.
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Uma maneira rudimentar de escolher 4 ¢ por tentativa e erro baseado no uso de

analises graficas. Este método consiste em olhar varios graficos de f(x)contra X,

quando f (x) ¢ calculado através de diferentes valores de /4. Esta maneira pode ser

efetiva, embora seja vantajoso escolher /2 de uma maneira mais objetiva.

Para fazer uma escolha de /# ¢ necessario ter algum critério. O objetivo ¢

simplesmente avaliar se f(x) ¢ um bom estimador para f(x). Os critérios mais

populares envolvem a minimizagdo de uma fun¢ao perda ou risco quadratico, dentre as
quais se destacam: Erro Quadratico Integrado (ISE, do inglés Integrated Squared
Error), Erro Quadratico Médio Integrado (MISE, do inglés Integrated Mean Squared
Error), Erro Quadratico Médio (ASE, do inglés Averaged Squared Error), Média dos
Erros Quadraticos Médios (MASE, do inglés Mean Averaged Squared Error), Erro
Quadratico Médio Assintotico (AMSE, do inglés Asymptotic Mean Squared Error) e a
aproximacao assintotica da Média dos Erros Quadraticos Médios (AMASE, do inglés
Asymptotic Mean Averaged Squared Error). Para maiores detalhes veja Simonoff
(1996), Pagan & Ullah (1999) e Opsomer e Ruppert (1998).

Como se pode notar pela discussdo acima, as preferéncias do usudrio no que tange a

vicio e variancia serdo refletidas na escolha de 4, de algum modo, quando ele escolhe a

fung¢do critério a ser minimizada. A variancia da f(x) diminui quando % torna-se maior

e vice-versa. O vicio da f(x)aumenta quando /# aumenta e vice-versa. Esta relagdo ¢

conhecida como trade-off entre vicio e variancia desta escolha.
Dentre os métodos de suavizagdo existentes, o que facilmente ilustra a compreensao

desta relagdo ¢, por exemplo, o suavizador média-moével. Ele pode ser escrito como:

A y
Se(x)= .
fiV;'(x,-)2k+ 1
onde,
. f(x;)
B )= ,
j[;(xi) 2k+1
e
~ g2
Var| f, (x,)| =
eel= 50—

Para interpretagdo de notacdo, assumimos que X; ¢ proximo ao “meio” dos dados

para que V; (x;), a vizinhanga de x;, contenha todos 2k+1 pontos (sendo & a esquerda e

k a direita). Desta forma, o valor de & funciona como o parametro de suavizacdo # e
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constata-se que a medida que k aumenta a varidncia diminui, porém a esperan¢a

inflaciona o vicio porque Z P VE(x,-)f (x;)/(2k + 1) envolveria mais termos com valores
de f(.) diferentes de f(x;).
Isto ¢ facilmente visualizado graficamente no contexto de estimacao de densidades.

Foi gerada uma distribuicdo de uma varidvel aleatdria com densidade normal com =2

e trés estimagdes de densidades seguem a seguir:

(A)

Density
0.2
] 1 1 Il

i}

T T T T T
-4 2 i 2 4

M=50 Bancwicth =02

(B)

Density
000 0135
I

Density
000 015
11 11

M=50 Bandwicth =09

Figura 3.1.3: estimagdo de curva de densidades com diferentes pardmetros de suavizagio

Note que a medida que o parametro 4 vai ficando menor, a estimagdo torna-se
gradativamente instavel e erratica, porém com a estima¢ao da densidade mais proxima
dos valores amostrados. Isto ¢, a variabilidade aumenta e o vicio diminui. No entanto, a
medida que /4 aumenta, as conclusdes sdo analogas inversamente.

Os diferentes métodos de escolha do parametro 4 para estimagdo, assim como o
método escolhido nesta monografia para escolha automatica de 4, serdo discutidos

posteriormente.

3.2 Estimacao de Curvas de Regressao

Tratar-se-a agora da estimagdo de uma funcao de regressdao. A fins de notagdo, o
parametro de suavizagdo 4 também podera ser escrito como h, indicando que seu valor
pode depender do tamanho da amostra coletada .

O objetivo principal é a modelagem ndo-paramétrica de expectativas condicionais,

1sto é:
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Y=m(x)te=E(y|X=x)t¢ (3.2.1)

O objetivo € estimar m(x). Por defini¢do, pode-se escrever

m(x)= B X2 07 [ afyvlndy= [ 705D g
2 Zo Sx(x)

onde fy(x) , fxy(x») e fyx(¥|X)sdo as densidades marginais de X, a densidade

conjunta de X e Y e a densidade condicional de Y dado X = x, respectivamente.
Estimando fyy(X,») e fy(x)pode-se estimar m(x). Esta foi a idéia que Nadaraya
(1964) e Watson (1964) tiveram, o que gerou um estimador conhecido como Nadaraya-

Watson. Uma estimativa nucleo de fxy(X,») é uma extensdo bivariada de (3.1.2) e foi

primeiramente estendida por Cacoullos (1996). Escreve-se esta estimativa por:

nh, h h

7 1 3 X~ X; Y~

fX,Y(xﬂy): 2 Kx KyH H (321)
nx"tny i=1 nx H hny H

Usando (3.1.2) e (3.2.1), reparando que a integral da fun¢do ponderadora ¢ um e

tem esperanca nula, supondo que h,, = h,,= h, e que a fungdo nticleo ¢ simétrica, pode-

se escrever o estimador de Nadaraya-Watson por:

(3.2.2)

O estimador de Nadaraya-Watson pode ser visto como uma estimativa local de
m(x) e um caso particular da classe dos estimadores polinomiais locais (Simonoff,
1996 e Pagan & Ullah, 1999). Atualmente, o estimador de Nadaraya-Watson € pouco
utilizado, devido principalmente ao viés deste estimador nas fronteiras da distribui¢ao
das observagoes x;.

Hastie e Tibshirani (1990) apresentam uma série de suavizadores que podem ser
utilizados na estimacao de curvas de regressao além do Nadaraya-Watson ou o simples

média-mével, como os “cubic smoothing splines” ou o “locally weighted running line
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smoother (loess)”. Nesta monografia, usaremos o suavizador de Nadaraya-Watson e o

caso linear da regressdo polinomial local. Este ultimo suavizador ¢ detalhado a seguir.

3.2.1Regressdo Polinomial Local

Inicialmente por Stone (1977) e Cleveland (1979) os estimadores polinomiais locais
estimam a fun¢do de regressdo em um ponto particular através de um ajuste local de
um polindmio de ordem p. O processo consiste em ajustar localmente este polindmio
aos dados através de minimos quadrados ponderados com auxilio da funcao kernel
escolhida.

Note que no modelo (3.1) a fungdo m(x) pode ser aproximada em um ponto
especifico através da expansao de Taylor utilizando-se de suas derivadas. A idé€ia por
tras da regressdo polinomial local ¢ estimar uma fungdo polinomial obtida através do
truncamento desta expansdo em cada ponto especifico, ponderando a estimacdo de
acordo com a vizinhanca

Sejam m’(x), m®(x), ..., mP(x) as derivadas da fun¢do de regressdo m(x) onde x é

vizinho de x,. A fungdo m(x) pode ser escrita como

m(x) = m(x,)t m'(x,)(x - x,) (x- xo)z T

m”;xo) (x- x,)"  (32.1.1)

. m(p)(xo)
|

A fun¢do acima indica que podemos aproximar a fun¢ao de regressdo desconhecida
m(x) usando esta expansdo de Taylor. Entdo, se n6s considerarmos um ponto de

interesse x no dominio da variavel aleatoria X, pode-se definir o estimador polinomial

local de m(x) como 71, (x) = ﬁAO , com ﬁAO dado pela solucdo do seguinte problema de

minimos quadrados:

n

(BB 1vsf )= argminy {1~ )

X -
B.(X, - x)' KIS Xh (3.2.12)
BO’ﬂ]?"'Bp i=1 D h D

0

onde K(.) ¢ a funcao ponderadora kernel escolhida e h>0 ¢ o pardmetro de suavizacao,
ambos ja citados anteriormente.
E importante salientar que o estimador polinomial local fornece as estimativas das

derivadas da fungdo g(x) como subproduto e que, diferentemente dos modelos de
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minimos quadrados paramétricos, os valores de ﬂAi, estimados a partir de (3.2.1.2),

dependem do ponto especifico x onde estd se realizando a estimagdo local. Note

também que, em cada ponto especifico, estamos fazendo a estimacao:

1.8 g g

Logo, se estamos interessados na estimacdo de m(x) apenas (para representacao

grafica, por exemplo), estarfamos utilizando apenas o intercepto f, da estimag@o.

Além disto, se truncarmos a fungdo m(x) na expansao (3.2.1.1) antes da primeira
derivada, ndo estariamos aproximando m(x) através de um polindmio, mas apenas
estariamos fazendo uma média ponderada de Y; na vizinhanga de x; e recairiamos no
caso do estimador de Nadaraya-Watson.

Diversos aspectos neste processo de suavizacdo influenciam na estimativa ndo-
paramétrica de m(x). Determinar o pardmetro de suavizagdo 4 que ira influenciar na
estimagdo da curva num particular ponto, o grau do polinomio que sera utilizado para
aproximacdo de m(x), assim como a escolha da funcdo de ponderacdo dos pontos
amostrais através do kernel também aqui se tornam indispensaveis.

Para mais detalhes sobre as propriedades dos estimadores de regressdes polinomiais

locais, ver Fan (1992).
3.2.2Nadaraya-Watson e Regressao Linear Local

O grau p do polindmio determina parcialmente a sua complexidade. Porém, esta
ndo ¢ uma decisdo critica, pois ¢ o pardmetro de suavizacdo s que desempenha o papel
mais importante no ajuste.

A escolha de uma ordem elevada para o polindmio pode reduzir o viés da
estimacao. No entanto, isso tende, simultaneamente, a aumentar a variancia do modelo
devido ao aumento do numero de parametros. Desta maneira, ¢ coerente escolher
polindmios de baixa ordem.

Fan e Gijbels (1996) sugerem, com base em consideragdes tedricas e praticas, que o
polindmio tenha grau p = r + I, onde r ¢ a ordem da derivada da funcdo m(.) a ser

estimada. Consequentemente, ¢ coerente escolhermos o caso particular em que p=1, o
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caso da regressao linear local, pois estamos interessados apenas na estimativa de m(x) e

nao nas suas derivadas. Ou seja:
m(x) = m(xy)+ m'(x,)(x - x)+ R (3.2.2.1)

onde o termo R, considerado desprezivel, depende de termos que envolvem a segunda

derivada e derivadas de ordens maiores de m(x). No caso local quadrético,

(x-x,)°+ R (3.2.2.2)

()= ) G - )+ )

o termo R despreza os termos que envolvem a terceira derivada e derivadas de ordens
maiores de m(X), e assim sucessivamente.

Nesta monografia, serdo utilizados o suavizador de Nadaraya-Watson e a regressao
linear local.

Outra caracteristica importante de regressdo polinomial local, ¢ que a medida que o
parametro de suavizagdo /4 aumenta, isto €, a ponderagdo entre os dados amostrais vai
tornando-se cada vem mais homogénea, a estimagdo nao-paramétrica se aproxima da
estimagdo paramétrica linear onde as bases de X sdao termos que envolvem até o grau
da estimacdo polinomial local utilizada. No limite em que % - ® a estimagdo
polinomial local e a estimacgdo linear paramétrica de mesma ordem sao iguais.

Para ilustrar esta minima diferenca na estimacdo de m(x) entre diferentes graus de
polindmio e esta relagdo com o caso paramétrico, foi gerada uma amostra aleatoria de

tamanho 100 a partir de uma equagdo quadratica:
Y, = 4+ 1,32X, - 3Xi2 + & €~ N(0,6) (3223)

onde X ¢ uma sequéncia de valores entre -3 e 3. Neste caso, a fungdo m(x) a ser
estimada é m(x) = 4+ 1,32x- 3x”.
Foram adotados graus de polindmio p =1 e p =2 e fun¢do kernel gaussiana para a

estima¢do de m(x) e as estimagdes 7(x), representadas através da curva em preto,

podem ser vistas nos graficos a seguir:
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Figura 3.2.2.1: Comparagao entre diferentes bandwidths e diferentes graus de polindomio

Como podemos analisar nos quatro graficos superiores, ndo notamos diferenca
substancial quando comparados lado-a-lado (isto é, com mesmo parametro de
suavizacao), ressaltando apenas um comportamento menos viciado, isto ¢, mais
variavel da estimagdo quadratica local quando h = 0,15. Esta diferenga ja nao fica tao
clara quando aumentamos para h = 0,4 o parametro de suavizagdo da estimacgao,
notamos que as estimativas de 7(x) s3o praticamente equivalentes. No entanto,
quando o parametro de suavizagdo tende ao infinito, aproximado com h = 100, as
estimagdes entre a regressdo linear local e quadratica local sdo distintas entre si. De
acordo com o que foi comentada em um paragrafo anterior, esta estimacao local com 4
tendendo ao infinito e ponderando homogeneamente as observagdes, as estimativas
coincidem com a estimag¢ao linear paramétrica polinomial.

Esta caracteristica ¢ ilustrada a seguir:
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Figura 3.2.2.2: Comparagao regressdo paramétrica e polinomial ndo-paramétrica com h — oo
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As estimativas paramétricas sdo apresentadas nos graficos a esquerda e as curvas

estimadas ilustradas em vermelho. Note que a estimagdo paramétrica coincide com a

estimacdo ndo-paramétrica, ilustrada em azul, quando h — o. Devido a inevitavel

sobreposi¢do entre estimagdo paramétrica e ndo-paramétrica e com intuito de

visualizagdo grafica, as linhas foram plotadas em graficos distintos.

A fim de ilustrar também o comportamento da comparacdo entre estimacao

polinomial local de 7(x) quando p =1 e p = 0, isto &, quando utilizamos o estimador

linear local e de Nadaraya-Watson respectivamente, utilizamos o mesmo modelo

descrito em (3.2.2.3), mantemos fixo tanto o kernel gaussiano, quanto o parametro de

suavizagao e plotamos o grafico abaixo:
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Figura 3.2.2.2: Comparagao linear local e Nadaraya-Watson

Note no grafico que o estimador de Nadaraya-Watson degenera nas fronteiras
aumentando o vicio de sua estimativa, caracteristica que ndo acontece no caso linear
local.

Wand e Jones (1995) afirmam que a estimagdo de pontos através de constantes,
como faz o estimador de Nadaraya-Watson, ¢ afetada por empecilhos como vieses nas
fronteiras e nas regides em que as derivadas s3o elevadas. Para mais detalhes, veja

Simonoft (1996).

3.3 Problemas da Regressdao Nao-Paramétrica

Contrastando com a abordagem paramétrica, ndo ¢ exigido dos estimadores nao-
paramétricos da funcdo de regressdo que a forma funcional de m(x) pertenca,
necessariamente, a uma classe limitada de fung¢des. Ao contrario, a estimag¢do nao-
paramétrica € bastante flexivel, adaptando-se a amostra de maneira mais efetiva do que
a sua contrapartida paramétrica. Entretanto, existem alguns problemas praticos e
também tedricos que surgem quando se busca estimar um modelo multivariado
irrestrito. Infelizmente, a convergéncia dos estimadores nao-paramétricos torna-se mais

lenta & medida que a dimensao do vetor de regressores aumenta. Esta situacao faz com
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que o problema de estimagao necessite uma grande quantidade de observacdes quando
temos muitos regressores, o que € frequentemente inviavel na pratica.

Outro problema surge quando se define vizinhangas em dimensdes maiores ou
iguais a dois para a ponderagdo local. Neste caso, existe a necessidade de assumir
algum tipo de métrica que ¢ dificil de justificar quando as variaveis sdo medidas em
diferentes unidades ou sdo altamente correlacionadas (Buja, Hastie & Tibshirani,
1989). Além disto, de uma perspectiva pratica, suavizadores multivariados sdo
extremamente caros de computar, e a habilidade para visualizar e/ou interpretar a
relacdo quando temos mais de dois regressores € virtualmente perdida.

O principal problema, que serd detalhado a seguir, acerca de modelos nao-
paramétricos irrestritos € a caracteristica de que a taxa de convergéncia dos estimadores
¢ inversamente proporcional a adi¢do de regressores no modelo, problema denominado

curse of dimensionality (traduzido por “maldi¢dao da dimensionalidade”).

3.3.1Curse of Dimensionality

Este problema identificado por Friedman & Stuetzle (1981) consiste no problema
causado pelo aumento exponencial do nimero de varidveis independentes que se
associa com a adi¢do de dimensdes em um espago métrico. Isso quer dizer que
estimativas de curvas e superficies em pontos em vizinhangas com poucos pontos se
tornarao menos locais quanto maior a dimensao do espaco.

Demonstra-se (Ibragimov e Hasminskii (1983) e Stone (1982)) que a melhor taxa
de convergéncia ¢ n?7%  onde d é a dimensio de X e a fung¢do a ser minimizada ¢

continuamente diferenciavel g vezes. Note que:

1

d

e, portanto, no caso multivariado irrestrito, a caracteristica da estimagdo local se perde

n(q/2q+ d) D

com o aumento de d.

Para exemplificar, supomos que 100 pontos igualmente espagados sdo suficientes
para preencher um intervalo unitario com distancias ndo superiores a 0,01 entre os
pontos. Uma amostra de um cubo unitario equivale, num espago de 10 dimensdes, com
espacamento entre pontos adjacentes ndo superiores a 0,01, exigiria uma amostra de
10* pontos. Isto nos mostra que o conceito de “local” falha em grandes dimensdes.
Pontos, que em um plano, parecem proximos, podem se afastar muito quando incluida

uma terceira variavel. Logo, estimar uma regressdo local utilizando pontos muito
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distantes se tornaria muito complicado. Isto porque estes pontos nao guardam
informacdes suficientes para estimar uma funcao que descreva de forma “eficiente” o
comportamento geral da amostra.

A fim de ilustracdo grafica, foi gerada uma amostra aleatoria de tamanho 100 de
trés variaveis aleatorias e plotada em graficos tridimensionais para inspecionar
visualmente a distancia entre os pontos. Um modelo contendo apenas uma variavel

regressora desta simulacdo da forma Y = X, ¢ plotado abaixo em diversos angulos:

=
i
i Reithar e - Tr =

Figura 3.2.4.1: Graficos de disperséo tridimensional de um modelo Y = X,

Note que os pontos estdo proximos quando observados sobre a perspectiva
bidimensional vista nos angulos dos ultimos graficos. No entanto, quando adicionamos
uma nova covariavel no modelo e plotamos os “mesmos” pontos sob os mesmos
angulos, a caracteristica de proximidade ¢ perdida devido a inclusdo da nova variavel

e, portanto, uma nova dimensao. Esta ilustragcdo segue:
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Figura 3.2.4.2: Graficos de dispersdo tridimensional de um modelo Y = X, + X,

A proximidade entre os pontos observada nos ultimos graficos na figura anterior
agora ¢ afetada por pontos mais afastados entre si € comprometendo a estimagao de
caracteristica local. Para o leitor que ndo conseguiu visualizar de que maneira a adi¢do
de uma covaridvel afetou a caracteristica de “proximidade amostral”, é recomendado
que se rode no R, com o pacote scatterplot3d, a seguinte sequéncia de comandos

para visualizacdo em diversos angulos (o grafico de cima ¢ o grafico bivariado):

library (scatterplot3d)

x <- seq(-3, 3, 1=50)

y <- x + rnorm(50, 0, sd=2)

u <- rnorm(50, 0, sd=6)

z <- X +y tu

par (mfrow=c(2,1))

repeat {

for (1 in 1:360) {

scatterplot3d(x,vy,z, cex.axis=0.2, cex.lab=0.2, mar=rep(0,4), type="p", xlim=c(-3,3),
ylim=c(-15,15), zlim=c(-25,25), angle=i)

scatterplot3d(x,y, cex.axis=0.2, cex.lab=0.2, mar=rep(0,4), type="p", angle=i)
}

}

[lustramos um exemplo pratico e grafico da maldi¢do da dimensionalidade, porém
tal problema pode ser remediado de algumas maneiras restringindo o espaco em que ira
se executar a estimacao, isto ¢, fazendo alguma suposi¢ao a priori sobre a natureza da

expectativa condicional. Uma destas maneiras ¢ discutida no proximo capitulo.
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4 Modelos Aditivos

A estimagdo de regressdes nao-paramétricas possui diversos problemas como ja
sabidos da literatura. O principal deles ¢ a maldicao da dimensionalidade que ¢ causada
pela adicdo de multiplos regressores no modelo que acarreta a exigéncia de uma
amostra suficientemente grande para caracterizar a estimagdo local devido a baixa
convergéncia dos estimadores. Para remediar tal problema, sdo propostos, para a
estimag¢do de modelos de regressdo nao-paramétricos multiplos, os modelos aditivos
(Hastie e Tibshirani, 1990) que sdo uma generalizagdo do modelo de regressao linear.
Por este motivo, foram citadas limitagdes desta tltima técnica no capitulo 2.

Os modelos aditivos sdo modelos semi-paramétricos que podem ser utilizados em
qualquer cenario no qual uma abordagem distinta poderia ser tipicamente utilizada. Em
sua versao generalizada (modelos aditivos generalizados), a variavel resposta Y pode
assumir diferentes distribui¢cdes de probabilidade, além da gaussiana, como dados de
contagens, dados bindrios e categoricos, tanto ordinais quanto ndo ordinais.

Diferentes estimadores sdo viaveis a citar: o estimador Backfitting Cldssico (CBF),
proposto por Buja et. al. (1989); o estimador de Integra¢do Marginal, proposto por
Newey (1994) e Linton & Nielsen (1995); o estimador de 2 estdgios (2E), também
conhecido como estimador Hibrido, proposto por Linton (1997) e Kim et. al. (1999),
estimador Smooth Backfitting (SBF), proposto por Mammen et. al. (1999), estimador
Spline-Backfitted, proposto por Wang & Yang (2007).

Na presente monografia ¢ abordada a estima¢do de modelos aditivos com métodos
baseados em kernels através dos estimadores Backfitting Classico (CBF), Smooth

Backfitting (SBF) e estimador de 2 estagios (2E).

4.1 Definicao

Problemas de regressdo linear multipla onde p > I regressores sdo incluidos no
modelo pode enfocar uma importante caracteristica que se fez tdo popular na inferéncia
estatistica: o modelo linear € aditivo no efeito dos regressores. Uma vez que ¢ ajustado
um modelo desta classe, podemos examinar os efeitos individuais de cada regressor
separadamente, na auséncia de interagdes. Modelos aditivos mantém esta importante
caracteristica: eles sdo aditivos nos efeitos dos preditores.

Um modelo aditivo ¢ definido por:

Y=u +Zp my(x,)* €, (4.1.1)

=1
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onde os erros podem assumir as suposi¢oes classicas que podem ser relaxadas e as
funcdes my’s sdo fungdes univariadas, obtidas através de algum processo de
suavizagdo, arbitrarias que sdo comumente chamadas de componentes aditivos.

Esta implicita no modelo, para que se previna ambigiiidade, a suposi¢ao de que

E(m,(x,))=00d, (4.1.2),
uma vez que, caso nio seja estabelecida, teriamos constantes livres em cada fungdo
univariada nos preditores. Esta condicao € conhecida como condi¢do de identificagdo.
Isso nos leva a conduzir que E(Y) = 0 quando se assume que a média j& tenha sido
subtraida do modelo.

Cada componente aditivo pode ser estimado separadamente dos demais, evitando
assim a maldi¢ado da dimensionalidade, através desta estimagdo univariada. Foi
mostrado por Stone (1985) que, se o modelo possui a estrutura aditiva, cada
componente pode ser estimado com a taxa otima de »n? 'Y a qual ndo depende da
dimensdo d, mas apenas do grau de suavidade estabelecido g.

As fungdes estimadas de um modelo aditivo podem ser andlogas aos coeficientes da
regressao linear. No entanto, todas as “armadilhas™ que sdo encontradas nos modelos
lineares se aplicam nos modelos aditivos, e, de fato, podem ser mais severas. Nao ¢
aconselhavel interpretar fungdes de varidveis que sdo insignificantes e deixa-las
afetando outras mais importantes. Uma estratégia ¢ selecionar e retirar as variaveis de
maneira passo-a-passo, até o momento em que apenas variaveis importantes estao
incluidas no modelo. Somente neste estagio ¢ recomendado que se examine as funcdes
ajustadas, sabendo que cada uma ¢ necessaria para a constru¢do da superficie multipla
(Hastie e Tibshirani, 1990).

Hastie e Tibshirani (1990) explicam que, no momento em que cada variavel ¢
representada separadamente independente das demais, podem-se examinar as p
fungdes, a fim de verificar os padrdes parciais de comportamento na modelagem da
resposta. Porém, tal facilidade implica que os modelos aditivos sdo aproximagdes
generalizadas da verdadeira superficie de regressdao. O que se espera € que seja
estabelecida uma boa aproximacao do verdadeiro modelo e que seja possivel descobrir
as variaveis explicativas mais importantes e suas relagdes com a resposta através dessa

aproximacao.
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4.2 Estimacao

Neste capitulo sdo apresentados os diferentes métodos de estimagdo de modelos
aditivos estudados nesta monografia.

Para conveniéncia computacional, notacao e exposi¢ao, um modelo bivariado ¢
utilizado nesta monografia, mas as conclusdes podem ser estendidas para mais
dimensdes. Seja (Y,X;,X;) um vetor aleatério com funcdo de densidade conjunta
f(y,x1,x2) tal que E(Y | X =x1,X2 = Xp) = m(X,X) = O + m;(X;) + my(X,), com E(m(x,))
= E(my(x,))=0 e Var(Y | X1 = x;, X, = x,) = 6°. O principal interesse é na estimagdo de

m(x;,X;) = a + my(x;) + my(x). Seja V= (»-,)", e similarmente X, e X,. Em
adigdo, seja m,(X,) = m,(x,)),....m;(x;,))" e similarmente 72,(X,).

Uma vez que serd utilizado um suavizador linear local nos estimadores sob estudo,
iniciaremos introduzindo algumas notagdes. Seja K, ()= K(./h;)/h; onde K(.)é
uma funcdo kernel univariada e h;, j=1,2 s@o os parametros de suavizacdo utilizados
para a estimacdo de m; e my, respectivamente. As matrizes suavizadoras linear local

com respeito a X, e X, sdo definidas por

Hsl(xn)H Hsz(le)H
0 . 0 o . O
SN
o . 0 o . O
%Sl(xln)E ESZ(x2n)E

onde s,(x,),s,(x,):0 - 0" sdo dadas por
$1(6) = e(Ry, () Wy (xR (x)) " Ry (x)) Wy (%)),
$5(x,) = e(Ry, ()W (%,)R (x,)) ' Ry (x,)' W (x,)
ondee = (LO),W, (x,) = diag{K, (x; = x)}.,Wy, (x;) = diag{K, (x,; = X,)}5,,
Ry (x))= (1,% - Inx,),RX2 ()= (1,%-1x,) e 1. ¢ um vetor de tamanho .
Dado um estimador ndo-paramétrico bivariado 71(x,,x,) para m(x,,x,), podemos

definir os estimadores m,(.),m,(.) e o como solu¢des do seguinte problema de

minimizagao:
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” {i(x,,x,) = my(x;) = my(x,) - a }*dP(x,,x,) (4.2.1)
sujeitoa m; UH ,,m,0H ,,a UL

2

onde P( ., .) ¢ uma medida conjunta, enquanto H; e H, sdo classes de funcdes cujos

membros satisfazem as condi¢des de identificacdo ” m(x,)dP(x,x,)=0 e

” m,(x,)dP(x,,x,) = 0. Note que, dadas as condi¢des de identificacdo, um estimador

adequado para o é V.
Apds esta breve introducdo sobre modelos aditivos, iremos agora apresentar os

estimadores sob estudo da monografia.
4.3 Backfitting Classico

As estimativas das fun¢des my podem ser calculadas através de suavizadores
lineares, ja citados anteriormente. O modelo (4.1.1) imediatamente sugere um processo
iterativo para estimar as fun¢des my, para qualquer que seja o numero k de variaveis.
Podemos isolar cada componente individualmente e suaviza-lo com o residuo parcial
do lado esquerdo da equacao.

Esta estimagao serd obtida através do processo iterativo descrito abaixo, em que as

fungdes mj, sio vetores da forma {;(x,;),....,m;(x,;)} e D é 0 nimero de regressores:
. , - ) .-

(i) Inicio: m; = m;",j = L....d

(ii) Ciclo: j = 1,...,d l,....d,...

m; = SJE)" a- Z mk(Xk)|XjE

n D 2 n D 2
(iii) até que Z Eyi-; m;'””)(xd)g -Z Eyi-; m;’")(xd)g nio mude, ou seja
= | =1 2

menor que um nivel de tolerancia previamente especificado.
No entanto, no caso bivariado em que temos duas variaveis regressoras e ajustado
por uma regressdo linear local, o algoritmo backfitting converge para uma solugdo

explicita. No problema ndo-paramétrico descrito em (4.2.1) se tomarmos a medida

P(x,,x;) para ser a medida de probabilidade conjunta de X; e X,, isto ¢,
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dP(x,x,)= [y, X, (xl’xz)dxldXZ, com Jx, X, (X1,X,) sendo a densidade conjunta de X, e

X,, a solugdo do problema de minimizagado deve satisfazer as seguintes equagoes,

PN S, (X15%5) B Sxx, (X15%,) =
m(x,) = I m(x,,x,) e () dx, I m, (xz)mdxz y (4.3.1)
oA f)(l)(2 (x,x,) B f)(l)(2 (x,,X,) =
m,(x,) = I m(xnxz)—fxz ) dx, Iml(xl)mdxl y (4.3.2)

onde fx () e fx, () sio densidades marginais de X; e X, respectivamente.

Substituindo a expectativa condicional que aparece em (4.3.1) e (4.3.2) com o
suavizador linear local apropriado, o estimador Backfitting Classico pode ser expresso

como a solugdo para

S 4.3.4)
5 Vv, (4.3.

1, S W &)

Sy 1, Dy (%)
onde S, = (I,-1/n11)S,= D,S, ed=12 eI, é uma matriz identidade. Na prética o
sistema (4.3.4) € resolvido usando o algoritmo backfitting, porém, como comentado
anteriormente, no caso bivariado, quando se usa o estimador linear local, o algoritmo

de backfitting converge para uma solugio explicita para m,(X,) e m,(X,) dadas por

nleCB(Xl): (In - (In - S:S;)_l(]n - Sl*))Y
€

iy (X )= (1, - (I, - $,5)'U, - $;)Y

Quando se usa o estimador linear local, Opsomer & Ruppert (1997, 1998) derivam
uma série de resultados (para grandes amostras) que serdao descritos abaixo. No nosso
caso uma soluc¢ao existe se:

Al: A fun¢do ntcleo K ¢ limitada, continua, com suporte compacto e sua primeira

derivada tem um nimero finito de mudancas de sinal sobre o seu suporte. Além disso,

i (K)= Iqu(u)du = 0 para todo j impare f,(K)# 0.
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A2: As densidades f(x,,x,), fx (X)) e fx (x;) sdo limitadas, continuas e tem

suporte compacto, e suas derivadas tem um ntimero finito de mudangas de sinal sobre o

seu suporte. Além disso, fx, (x,)> 0 ¢ fy (x,)> 0 para todo (x,,x,)0 supp(f) e

sup| S(xux,)
‘fxl (x, )f)(2 (x,)

A3:Quando n - ®©,h, b, - 0 e nh,/log(n),nh,, /log(n) - «

A4: As segundas derivadas de m; e m, existem e sdo limitadas e continuas.
4.4 Smooth Backfitting

O estimador linear local Smooth Backfitting ¢ motivado pelo seguinte problema de

minimizacao

”Zn Y, -0 - m(x)- my(x,)- ml(l)(xl)(xli - X)-

=1

my” (x,)(%,, - xz)}thl (= x)K;, (6 = X, )dx, dx, (4.4.1)

sujeito as condicdes de identificacao

n n

IZ m (x)K, (x,; = x,)dx, :IZ my (x,)K,, (xy; = x,)dx, = 0 (4.4.2)

i= i=1

Note que a minimizagdo ¢ com respeito a O, m;(X;), Mmx(X,) € suas primeiras
derivadas. O valor de 0 pode simplesmente ser estimado através de YV, entdo as

condi¢des de primeira ordem da minimizagdo descrita acima com respeito a m;(X;) e

m" (x,) sdo dadas por

E my” (x,) % H (%) E M o)™ S, mm% i dez (443)

§ ~ (1)
ml(l) % (x)) m(x,) my """ (x,)
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m, (x;)
m® (x))

admite valores e

onde E E ¢ a projecdo linear local de (¥ - T” y) no subespago de 0 " onde x

fol (xl fi ) |
H x;) XIX] (xl)H

HJ}XIXZ (x;,X,) ];)?(3(2 (xl’x2)H

xox, (X1,%,) = Yx
o H sz(xlaxz) fx'xzz(xlaxz)H

com

~ 12
f)(I (x,)= _2 K, (xy; = xp)
n e
X, _ 12
X, (x)= _Z Khl (x, = x)(x, ~ X))
n =
1 n
)?TIXZ (x,%x,) = ;2 Khl (2, = X)), = X)Xy = X;5)
=1
A _ 12
f}(lx2 (x),x,) = ;z Kh] (x); - x1)Kh2 (x5 = x,)
=1
_L¢
f)(l)(2 (x;,x,) = ;z Khl (o = x, )Khz (25 = x,)(x5; = x5)
=1
1 n
)f‘)?;z = ;Z K, (‘xlz xl)Kh2 (25 = x,)(xy; = ) (X~ X,)

Condigdes de primeira ordem similares com as de (4.4.3) podem ser definidas para

m,(x,) e m{"(x,). Com valores iniciais dados por m;" (.),m\"** (.),m,(.),m\"(.) para

j=1,2, o estimador Smooth Backfitting ¢ obtido através de um procedimento iterativo de

(4.4.3) e seu analogo com respeito a X,, até¢ que me (1), j=1,2 convirja de acordo com

um critério previamente estabelecido.
4.5 Estimador de 2 estagios (Estimador Hibrido)

O estimador de dois estagios busca resolver os problemas associados a regressoes
multivariadas irrestritas do estimador de Integracdo Marginal (Linton & Nielsen, 1995
e Silva, 2001) levando em consideracdo a dependéncia entre X, e X, na resolugdo das

equagoes (4.3.1) e (4.3.2). Isto ¢ alcancado estimando
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Sxx, (x1,X,)

Jrm )=

dx, = E(m,(x,)| X, = x;) através  s,(x,)m" (%), onde

" (%) = (" (3o (3,)), 10y (3,) = ()" (%)) " (,,))

Em adicdo,

Im(xl,xz)dez = EGh(x,,x,) | X, = x)) 451
£ (%) (4.5.1)

(]
Jm(XI’XZ)%dxl = E(m(x,,x,) | X, = x,) (4.5.2)

sdo estimados respectivamente por §,(X,)y e 5,(x,)y . Kim et. al. (1999) consideram o

MI M1 ~ . . . .
caso onde m;, e m, s30 baseados em uma estimativa bivariada chamada de

Nadaraya-Watson internalizada para m(X,,X;) ¢ definem o estimador de 2 estagios

como,

ﬁilzs (x) = 5,(x)(y- méw (xX,)-1,3)= s;(x)(y- V;(fz)) (4.5.3)

€

— MI

n_;lzzs(xz) =5, )y -m (X))~ Ly)= s,(x)(y- V]P(il)) (4.5.4)

onde (X)) = (] (x,))sensV | (x,)) € 77 (X,) ésimilarmente definido por

1o fr, (x3)

Pl = =Y K, () - x) =", (4.5.5)
T xo, (X175 X;)
1 Fr (x))

Py ()= =Y K, () - x) ="y, (4.5.6)
N e, (X155%5;)

onde [y (), fx, (X3), fx.x, (X;;5X5;) sdo estimativas de densidades baseadas em

kernel com parametros de suavizagdo g; e g, associadas com X; e X,, respectivamente.
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5 Escolha do Parametro de Suavizagao

Como comentado anteriormente, um dos passos mais importantes na estimagao de
modelos de regressdo ndo-paramétrica ¢ a escolha dos parametros de suavizacdo h,
(também chamado de janela). Em esséncia, uma vez escolhido o suavizador a ser
utilizado, a escolha de h, ¢ basicamente a escolha do estimador, pois as estimativas
para m; variam consideravelmente em funcao de h,.

Um critério apropriado (veja Ruppert & Wand, 1994 ¢ Ruppert, Sheater & Wand,

1995) ¢ o MISE (mean integrated squared error) ponderado condicional dado por:

MISE(t, (3h,)| X, X,) 7 E[ [, (8, =m0 | X X,/ (D (5.1)

onde f(x) representa a densidade de X com suporte [a, b]. Assuma que a variincia

dos erros é 0°. Para p impar Ruppert & Wand (1994) mostram que

0h?'u (K 0’

MISEGh, ()| X, X,) = 2ot B0 [ ()7 £ (x)dx
i (ptD! g

R(K )0 > (b~ a)
nh,

to,[h""? + (nh,) (5.2)

onde #;(K)= J'u"K(u)du,K(,,)(u)= {M,@IN,[}Ku), N, ¢ uma matriz
(p+1D)x(p+1) com o (i,j) ésimo elemento igual a Wi, My(u) € 0 mesmo que N, mas
com a primeira coluna trocada por (1,u,u’,...,u?)’ e R(K,)) = I (K (zp)) )

O minimizador de (5.2) € assintoticamente

. , 5 i 1)(2p+3)
F L (DY RK )0 (- a) ¢ (5.3)

q2mit o (K )" [ m70 @)’ £ (u)duf

se Jm(pﬂ)(u)zf y(u)du for diferente de zero. Um critério conveniente que utiliza

apenas valores ajustados aos pontos observados ¢ o0 MASE (mean averaged squared
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error) condicional, discutido em Hérdle, Hall & Marron (1988). No caso univariado, o

MASE de m pode ser escrito como

MASE (i, (3h,)| X,,.... X)) = lf E{(m,(x;;h,)- m(x)| X,,...X,}

n e

I |~

" [RER
Y EGh,(xi3h, | Xy X, )= my, (x;3h,)) ¢ ;Z Vim,(x;;h, |X,,... X)) (5.4)
=1 i=1

Note que (5.4) ¢ uma aproximacao discreta a (5.1). Além disto, o primeiro termo da
expansao representa o vicio e o segundo a variancia deste critério.

O critério escolhido na presente monografia para a escolha do pardmetro de
suavizagdo h, para os estimadores ¢ obtida pelo coroldrio 4.2 de Opsomer & Ruppert
(1997), que ¢ a aproximagdo assintotica para o0 MASE condicional quando o modelo
aditivo ¢ ajustado pela regressao linear local. Denotada por AMASE, esta

aproximacao assintotica ¢ dada por:

,uz(K(l))z

AMASE(h1n7h2n |X1,X2) = T(hfnan * hlznhZann ¥ h;ne 22) t
QR(K ) bx - ax + bx - ax
0- 1 1 2 2 5'5
v E nhln nth E ( )

A escolha de cada h, para os diferentes estimadores ¢ detalhada a seguir.

5.1 Escolha de h, para Backfitting Classico e Smooth Backfitting

O método de selecdo de h, considerado para todos os estimadores depende da
obtencdo de aproximagdes assintoticas adequadas para o critério MASE. No caso do

estimador do Backfitting Classico, Opsomer e Ruppert (1997) mostraram que quando

nh,  nh,
logn logn

- ® ¢ possivel obter aproximagdes assintdticas para o vicio e variancia

.. . BC BC ~ . ~ ;.
condicionais de m, (x,) ¢ m; (x,).Em geral, ndo existem expressoes analiticas para

os parametros h; e h,. No caso especial onde X, e X, sdo independentes, expressoes
para o h; e h, 6timos, no sentido que minimizam o critério AMASE, e que serdo

utilizadas nesta monografia, para o Backfitting Classico sao dados por
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2 1/5 2 1/5

JCBF = g hCBE = g 5.1.1
1 E /122911 ,z fX] (x;) H ¢ E”ﬂ 22922 ,z sz(xzz ( )

onde,
0, = n_IE ;1 (m* (x,))= E(m{* (x;)))*.0,, = n’ Z (m Y (005,) = E(m? (x,))))°

2 2
m>()em?().

As expressoes das janelas para o Backfitting Classico e para Smooth Backfitting sao
equivalentes no sentido da expressdo analitica que apresentam. Para maiores detalhes

ver Martins & Yang (2007).
5.2 Escolha de h, para o Estimador de 2 estagios

Para a escolha do parametro de suavizagao para o estimador de 2 estagios baseados
na minimizacdo do critério AMASE, necessitamos garantir certas condi¢cdes sobre a
velocidade das taxas de convergéncia das janelas para zero, que, se satisfeitas, devem

satisfazer o seguinte sistema de equagoes:

1 -
() 300+ () (W) i, =0 ZRKE;Z S, (1) IE (5.2.1)
=1

O3 030+ 02 O3V 0902 RS fi () (522)

onde
= l - (2) - (2) ) 2
011 nZ1(m1 (xli) E(ml (Xl))'l'J X, (V)yl(v)dv)
0 = lf 2 (e, ) - Em® (x, ) [ 720, ev|
nw
0= 3 )~ B ) [ 1200 0l )= B )+ [ A2 0,0

i=1

Para maiores detalhes ver Martins & Yang (2007).
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5.3 Janelas Estimadas

Uma das maneiras de se estimar o parametro de suavizagao h, ¢ utilizar os métodos
plug-in para estimar o verdadeiro valor da janela. O principio basico dos métodos
plug-in € a substituicdo direta de estimativas de pardmetros desconhecidos na
expressao analitica h,, apds ter sido minimizado o critério a ser utilizado na estimagao
nao-paramétrica.

No caso do estimador Backfitting Classico e Smooth Backfitting, a estratégia de

estimacio utilizada para obter estimativas para 0°, 8, e 0, e substitui-los diretamente

em (5.1.1) foi a que segue em Opsomer & Ruppert (1998). Assumimos que fy, ¢ [y,

~ . . -1 n -1
sdo densidades uniforme sobre um suporte compacto e os termos 7 Z S () e

n_li ilez (le,)-l sdo0 estimados por max,(x,;;)- min,(x,;) e max,(x,;)- min,(x,,),

respectivamente. Ou seja, pelas amplitudes amostrais geradas.
Uma vez que o Smooth Backfitting compartilha a mesma soluc¢do analitica do que
Backfitting Classico, as mesmas janelas foram usadas para ambos.

Os parametros de suavizagdao do estimador de 2 estagios sao obtidos pela solugdo

do sistema ndo-linear descrito em (5.2.1) e (5.2.2). As quantidades ¢, devem ser
estimadas conjuntamente com .J X, .fx, e 0° A estimagio de ¢, depende da
estimagdo de duas partes: m}’ (x,)- E(m’) e I )Sf’yl(v)dv (analogo para X,). O

primeiro termo ¢ estimado através do backfitting classico, o segundo termo pode ser

£ 0 1e o @)
interpretado como E=y,(v)— que é estimado por —) J,(x;)—=———, onde
H 1 fxl v) H n lzl o x, Xy

y, vem de um CBF preliminar e f‘ ¢ estimada por um estimador de densidade com

pardmetro de suaviza¢do “regra de bolso’de Silverman. O pardmetro G é estimado

como no caso do CBF.
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5.3 Janelas Verdadeiras

As janelas verdadeiras consistem na eliminagdo do ruido causado pelos métodos
plug-in de estimagdo. Este ruido ¢ gerado pela estimagdo dos parametros nas
expressoes das janelas O6timas.

Uma vez que estamos trabalhando com um exercicio de simulagdo de Monte Carlo

podemos saber os valores exatos destas quantidades, pois eles sdo obtidos pelo

processo gerador dos dados.
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6 Processo gerador dos dados

Neste capitulo explicaremos o processo gerador dos dados utilizados neste estudo,
bem como as especificacdes do modelo aditivo bivariado proposto.

Foi realizado um estudo de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos
estimadores Backfitting Cléassico, Smooth Backfitting e Estimador de 2 Estidgios em
amostras finitas para uma regressdo aditiva bivariada. Os suavizadores utilizados
foram os estimadores de Nadaraya-Watson e linear local.

Assumiu-se que Xj; € Xy, 1=1,...,n formam uma sequéncia de realizagdes de um vetor

aleatorio com distribuigdo normal bivariada com densidade conjunta dada por:

x [ 0,5001/9 ¢/9
Ele.% EO,SE’HCW 1/9%

onde ¢=0, Y, % fornece a desejada correlacdo entre as variaveis aleatorias x; € X..
Estudaremos diferentes correlagdes, pois um dos objetivos ¢ avaliar se a dependéncia
entre os regressores afeta o desempenho das janelas, bem como dos estimadores sob
estudo. Uma das suposi¢des requeridas para garantir as expressdes para média e
variancia condicional dos estimadores é de que fy,x, possuem suporte compacto. Para

satisfazé-la, descartamos as simulag¢des fora do intervalo [0,1] e reamostramos para
garantir a presenca dentro deste intervalo. A variavel resposta y; foi gerada a partir do

seguinte modelo bivariado:

Y= m (X))t my(X,,)* ¢,

onde

m (X)) = ?Xls - 8)(12 * 13_1X1

m,(X,) = isen(4ﬂX2)
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A fim de ilustragdo, os formatos das fungdes utilizadas no processo de geragao dos

dados assim como a superficie usada seguem a seguir:

(=)

m1i)

o
(=)

s}
=)

04

02

0.0

-02
/

T T T T T T
oo 02 04 08 03 10

Figura 6.1: formato das fungdes simuladas dos dois componentes m;(x) e my(x)

y =m1(x1) + m2(x2)

Ty
) ﬁﬁ;”l;;; J‘(’lf"lll

i _
(S
el

e, gy i s _,".
7l ;{gz"lﬂ:,'a??’t,"//.es

Figura 6.2: superficie utilizada no processo gerador dos dados

Serdo geradas amostras de tamanho n=100, 250 e 400 e o nimero de replicagdes

sera de 1000. Além disto, para as expressdes das janelas estimadas, para a fungdo

niicleo gaussiana obtemos: {(K) = 0,4 ,(K)= 1 e R(K )= (\/271 )_1.

O objetivo principal do trabalho ¢ comparar o desempenho dos estimadores em
amostras finitas. Para isto, nds computaremos e erro quadratico médio (Average

Squared Error) da r-ésima replicagdo como sendo:
rooos 1 - =r AT AT
ASE" (m) = ;Z (v, =~ "t my(x;)+ mz(xzi))z .
i=1

Ap0s isso, calcularemos a média ao longo das replicagdes para estimar a média dos

erros quadraticos médios (Mean Average Squared Error).
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7 Resultados e Conclusoes

Um exercicio de simulagdo foi conduzido para avaliar o desempenho de diferentes
maneiras de estimar o modelo aditivo proposto. Cabe salientar que tal estudo ¢
estritamente restritivo devido a infinidade de possibilidades de combinagdes que
montam os cenarios do Monte Carlo tais como a selecao dos métodos de suavizagao, o
tamanho da amostra, a correlagdo entre os regressores, a funcao kernel escolhida,
escolha do parametro de suavizagdo, dentre inumeros outros fatores. Além disto, cabe
enfatizar também, que o modelo possui um formato que apresenta diversos maximos e
minimos locais dentro do suporte como pode ser visto na Figura 6.2, o que pode
caracterizar uma superficie mais dificil de estimar.

Como comentado no capitulo anterior, analisamos trés tamanhos diferentes de
amostra ¢ trés niveis de correlagdo e com essas combinagdes construimos nove

cenarios distintos:

1° Cenario) n=100 e p = 0;
2° Cenario) n= 100 e p =0,25;
3° Cendrio) n =100 e p=0,75;
4° Cenario)n=250e p=0;
5° Cenario) n =250 e p = 0,25;
6° Cenario) n =250 e p =0,75;
7° Cenéario)n=400e p=0;
8° Cenario) n =400 ¢ p =0,25;
9° Cenario) n =400 ¢ p=0,75.

O interesse principal da monografia é a comparacdo do Backfitting Cléssico,
Smooth Backfiiting e Estimador de 2 estdgios (2E) com diferentes métodos de
suavizagdo em amostras finitas. Para isto, escolhemos dois métodos de suavizagao:
linear local e Nadaraya-Watson. Escolhemos como pardmetro de suavizagao utilizando
h, que minimiza o0 AMASE utilizando o estimador linear local em cada iteracdo. Foi
de interesse avaliar o desempenho de estimadores com a suavizacdo de Nadaraya-

Watson utilizando a janela 6tima supondo suavizacdo linear local.
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Ao todo, foram estudados quatro diferentes maneiras de estimacdao de modelos
aditivos com janelas estimadas e verdadeiras: backfitting classico com suavizagdo
linear local e com nadaraya-watson, smooth backfitting com suavizacdo de nadaraya-
watson e 2 estdgios com suavizagao linear local.

As simulagdes foram rodadas software R-2.9.0 utilizando um computador com
um processador Intel Core 2 Duo e o nimero de replicagdes foi de 1000. Devido a
maior demanda computacional, estimativas que envolveram o estimador smooth
backfitting foram replicadas 100 vezes. Além disto, no Anexo I, sdo apresentados
diversos graficos de estimacdo de densidade (estimadas através de Sheater & Jones,
1991) do logaritmo da razdo entre as janelas verdadeiras e estimadas para as diferentes
componentes. Densidades que estdo localizadas a direita de zero indicam uma
subsuavizag¢do da janela estimada. Em contrapartida, densidades a esquerda de zero
indicam uma sobresuavizagdo da mesma. Estimativas com diferentes niveis de
correlagdo sao plotados no mesmo grafico para verificar o impacto nas janelas.

A tabela 7.1 que apresenta a demanda computacional média ¢ apresentada abaixo:

Tempo Médio [em segundos] da Demanda Computacional por Estimador

" p=0 p=0.25 p=075

CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E
100 | 0.081 0.061 2.442 0.218 0.082 0.063 2422 0.208 0.089 0.066 2439 0.216
250 0.250 0.239 3.248 1.334 0.250 0.239 3.258 1.327 0.264 0.244 3.302 1.332
400 | 0.522 0.518 4.089 5.397 0.523 0.518 4.224 5.430 0.533 0.522 4.244 5.440

Tabela 7.1: demanda computacional por estimador

A demanda computacional varia consideravelmente entre os estimadores. Note que
o estimador smooth backfitting possui uma demanda maior do que o backfitting
classico devido ao termo extra na atualizacdo da equagdo (4.4.3). Notamos também
que para todos os estimadores o tempo de demanda computacional aumenta a medida
que o tamanho de amostra cresce. Verificamos também que esta caracteristica ¢é
salientada sob a perspectiva do estimador de 2 estagios devido a estimacao preliminar
do estimador de Integracdo Marginal (IM) que possui um niimero maior de operagdes
do que os demais estimadores. A demanda computacional deste estimador para estimar
os componentes aditivos em um modelo bivariado usando regressao linear local ¢
maior devido a necessidade de calcular n” regressdes suavizadoras nos pontos (Xi;,X2),

1,)=1,...n, as quais requerem operagoes da ordem O(nh,) quando o kernel possui

suporte compacto. Sendo assim {/,(X,)}~, demanda O(n’h,) operacdes para

computar (Kim, Linton & Hengartner ,1999).
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A tabela 7.2 que apresenta os valores dos MASE das simulagdes utilizando janelas

verdadeiras segue:

Média dos Erros Quadraticos Médios usando Janelas Verdadeiras (MASE's]

n p=0 p=025 p=075

CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E
100 | 0.077 0.059 0.116 0.233 | 0.074 0.057 0.110 0.180 | 0.077 0.056 0.100 0.244
250 | 0.038 0.031 0.088 0.182 0.036 0.029 0.085 0.125 0.034 0.027 0.077 0.216
400 | 0.025 0.023 0.080 0.121 | 0.024 0.022 0.074 0.101 | 0.025 0.021 0.071 0.220

Tabela 7.2: média dos erros quadraticos médios por estimador, usando janelas verdadeiras

Ao analisar a tabela 7.2, como era esperado, notamos uma reducao dos valores dos
MASE ao longo de todos os cendrios e todos os estimadores a medida que o tamanho
de amostra aumenta, de um modo geral. Além disto, verificamos que os menores
valores resultantes, indicando um melhor desempenho na estimacao dentro do cenario
construido, foi o caso da estimacao utilizando backfitting classico com suavizador de
Nadaraya-Watson independente do tamanho da amostra e do nivel de correlagdo. Este
resultado foi um tanto quanto surpreendente, tanto devido ao processo de estimagdo da
funcdo de regressdo univariada de Nadaraya-Watson ter propriedades inferiores as da
regressao linear local, quanto para critério utilizado para a escolha do parametro de
suavizacao, que foi o processo de minimizagdo do AMASE supondo suavizagao linear
local.

O método de estimagdo do modelo proposto utilizando backfitting classico com
suavizacao linear local e respectiva janela minimizadora do AMASE foi o método de
estimacdo que obteve o segundo melhor desempenho. Independente do tamanho de
amostra e de nivel de correlacdo, o backfitting classico se mostrou superior tanto ao
smooth backfitting, quanto ao estimador proposto por Kim et.al. no Monte Carlo
realizado.

Em terceiro lugar, obtivemos o estimador proposto por Mammen com suavizador
de Nadaraya-Watson e parametro de suavizagdo Otimo supondo suavizacdo linear
local.

O estimador proposto por Kim que busca resolver os problemas associados ao
estimador de IM foi o que obteve os valores do MASE maiores na simulagdo
realizada. Em todos os niveis de correlacdo o desempenho foi inferior em comparagao
com os outros estimadores sob estudo. Além disto, sua performance pareceu ter sido a
que mais foi afetada entre as diferentes correlacdes entre os regressores.

Os efeitos da variagdo da correlacdo entre os estimadores sao bem diferentes. Uma

caracteristica que ndo era esperada foi a de que as estimativas do MASE, quando
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estabelecido um nivel de correlagao “baixa” (p = 0,25), diminuiram em todos os
estimadores e no caso do estimador de 2 estagios, esse valor diminuiu, em magnitude,
mais ainda quando comparado com os outros. No entanto, com o aumento da
correlacdo de 0,25 para 0,75, os valores do MASE dos estimadores CBF e SBF
parecem ndo serem afetados e ndo mudam significativamente. Em contrapartida, o
estimador de 2 estagios ¢ altamente afetado pela correlacdo e apresenta valores de
0,244, 0,216 ¢ 0,220 para n = 100, 250 e 400, respectivamente. Silva (2001) mostrou,
sob especificas condigdes, que a performance do estimador de IM ¢ inferior ao
backfitting classico. Aparentemente, a proposta de Kim ainda ndo consegue remediar
totalmente o problema da instabilidade do desempenho do IM entre diferentes
correlagoes.

Foi estudado também o desempenho destes estimadores utilizando as janelas

estimadas. A tabela 7.3 resume os resultados obtidos:

Média dos Erros Quadraticos Médios usando Janelas Estimadas [MASE's)
p=0 p=0725 p=075
CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E CBFLL CBFNW SBFNW 2E
100 | 0.116 0.095 0.175 0.311 0.109 0.088 0.160 0.196 0.108 0.083 0.144 0.251
250 | 0.050 0.042 0.107 0.192 0.047 0.039 0.101 0.133 0.044 0.037 0.091 0.218
400 | 0.033 0.029 0.091 0.124 0.031 0.028 0.083 0.101 0.033 0.028 0.084 0.221

Tabela 7.2: média dos erros quadraticos médios por estimador, usando janelas estimadas

Ao analisar a tabela 7.3, notamos que as conclusdes obtidas para os valores do
MASE estimados usando as janelas verdadeiras sdo analogas utilizando as estimadas.
Verificamos, no entanto, que os valores obtidos das médias dos erros quadraticos
médios sao maiores do que os valores obtidos usando as janelas verdadeiras.
Caracteristica que ja era esperada, pois neste caso ndo estamos mais utilizando os
valores verdadeiros, obtidos pelo processo gerador dos dados, nas expressoes
analiticas 6timas de minimizacdo do AMASE da escolha do parametro de suavizacao,
mas sim os estimando a partir dos dados simulados.

Cabe salientar que Martins & Yang (2007) propdem um método de 2 estagios
alternativo uma vez que o suavizador de Nadaraya-Watson internalizado nao produz

um vetor equivalente de kernel que soma um. O estimador proposto substitui os

valores ¥; das equagdes (4.5.5) e (4.5.6) pelos valores (¥, = V). Aparentemente, esta

modificagdo melhora o desempenho do estimador de 2 estagios. Para maiores detalhes,
ver Martins & Yang (2007).
A fim de ilustrar melhor o desempenho dos estimadores estudados, foram gerados

graficos de box-plots dos erros quadraticos médios das iteragcdes de cada estimador nos
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diferentes cenarios construidos. As conclusdes descritas na pagina anterior sdo mais
faceis de serem visualizadas. Os estimadores, da esquerda para a direita, sdo: CBF
com suavizagdo linear local com janela estimada (vermelho) e verdadeira (verde),
CBF com suavizagdo de Nadaraya-Watson com janela estimada (azul forte) e
verdadeira (azul fraco), SBF com janela estimada (violeta) e verdadeira (amarelo), 2E

com janela estimada (cinza) e verdadeira (laranja). Os graficos seguem:
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Figura 7.1: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do primeiro cendrio
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ASE das iteracdes
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Figura 7.2: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do segundo cenario
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Figura 7.3: box-plot dos erros quadraticos médios das iteracdes do terceiro cenario

53



Monte Carlo (4° Cenario)
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Figura 7.4: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do quarto cenario

Monte Carlo (5° Cenario)
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Figura 7.5: box-plot dos erros quadraticos médios das itera¢cdes do quinto cendrio
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Monte Carlo (6° Cenario)
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Figura 7.6: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do sexto cenario

Monte Carlo (7° Cenario)
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Figura 7.7: box-plot dos erros quadraticos médios das iteracdes do sétimo cendrio
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Monte Carlo (8° Cenario)
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Figura 7.8: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do oitavo cenario
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Figura 7.9: box-plot dos erros quadraticos médios das iteragdes do nono cenario
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Analisando as figura anteriores, constatamos o comportamento ja comentado
anteriormente. Os valores dos erros quadraticos médios dos estimadores SBF ¢ 2E (as
quatro caixas a direita) sdo maiores do que os do estimador CBF (quatro caixas a
esquerda). Além disto, € nitido o comportamento mais variado do estimador de 2
estagios, quando comparado com os demais, devido ao tamanho maior da caixa ¢ a
presenca de diversos outliers.

O objetivo da monografia era comparar trés métodos atuais para a estimagdo de
uma regressdo nao-paramétrica aditiva. Dentre os principais achados, podemos
enumerar:

1) A quebra de suposi¢ao de independéncia entre os regressores ndo afeta estimagao
feita via algoritmo de backfitting e smooth backfitting. O mesmo ndo ocorre quando se
utiliza o estimador de 2 estagios no modelo proposto.

2) Uma diferenga interessante entre duas maneiras de estimacao usando o algoritmo
backfitting foi constatada. Aparentemente, a estima¢do do modelo aditivo usando
backfitting classico com suavizacdo de Nadaraya-Watson ¢ superior do que com a
suavizagdo linear local nos cendrios construidos. Mesmo nao utilizando a janela 6tima
para ambas as estimacgoes.

3) O estimador smooth backfitting, apesar de ter propriedades tedricas mais
desejaveis do que o backfitting classico, apresentou desempenho inferior a este ultimo
dentro das especificagdes do estudo realizado.

4) O estimador smooth backfitting apresenta uma demanda computacional mais
elevada do que a do classico devido a inclusdo de um termo extra no processo
iterativo. Além disto, a demanda computacional do estimador de 2 estagios aumenta

cubicamente a medida que o tamanho da amostra cresce.
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Graficos de densidade dos logaritmos da razao entre janelas verdadeiras e estimadas
utilizando o pardmetro de suavizagdo de Sheater & Jones (1991):
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Anexo I

Fungdes utilizadas no R em ordem de aparigao:

# Exemplo escolha de h no histograma
x <- rnorm (300, 10, 3)

x1 <- seq(0, 25, by=0.01)

x2 <- dnorm(xl, mean=10, sd=3)

par (mfrow=c(1,2))

hist (x, nclass=5, freg=FALSE, xlab="Sobresuavizado", main="", ylab="Densidade",
ylim=c(0,0.15))

lines(xl, x2, type="1", col="red", lwd=2)

hist(x, nclass=100, freg=FALSE, xlab="Subsuavizado", main="", ylab="Densidade")
lines(xl, x2, type="1", col="red", lwd=2)

# Variando o bandwidth na estimacdo da densidade
library (KernSmooth)

n <- 50

dp <- 2

e <- rnorm(n, 0, sd=dp)

par (mfrow=c (3, 1)

plot (density (e, bw=0.2), main="(A)")
plot (density (e, bw=0.5), main="(B)")
plot (density (e, bw=0.9), main="(C)")

# Comparando bandwidths e grau do polindémio

library (KernSmooth)

n <- 100

dp <- 6

e <- rnorm(n, 0, sd=dp)

x <- seq(-3, 3, 1l=n)

y <-4 + 1.32*x - 3*x"2 + e

par (mfrow=c(3,2))

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="Linear Local, h=0.15")

lines (locpoly(x, y, degree=1, band=0.15)) # Linear Local, h=0.15

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="Quadratica Local, h=0.15")
lines (locpoly(x, y, degree=2, band=0.15)) # Quadratica Local, h=0.15

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="Linear Local, h=0.4")
lines (locpoly(x, y, degree=1, band=0.4)) # Linear Local, h=0.4

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="Quadratica Local, h=0.4")
lines(locpoly(x, y, degree=2, band=0.4)) # Quadratica Local, h=0.4

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="Linear Local, h=100")
lines(locpoly(x, y, degree=1, band=100)) # Linear Local, h=100

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="Quadratica Local, h=100")
lines (locpoly(x, y, degree=2, band=100)) # Quadratica Local, h=100

# Comparando bandwidth grande e caso paramétrico

library (KernSmooth)

n <- 100

dp <- 6

e <- rnorm(n, 0, sd=dp)

x <- seq(-3, 3, 1l=n)

y <= 4 + 1.32*x - 3*x"2 + e

par (mfrow=c(2,2))

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")

title (main = list ("Regressdo Linear Paramétrica", cex=l))
model linear <- Im(y ~ x)

lines (x, predict (model linear), col="red") # Linear Paramétrico

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")

title(main = list("Regress&o Linear Local

N&o-Paramétrica com h grande", cex=1))

lines (locpoly(x, y, degree=1, band=100), col="blue") # Linear N&o-Paramétrico Local, h=100

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")

title(main = list ("Regressdo Quadratica Paramétrica", cex=1))

model quadratico <- Im(y ~ x + I(x"2))

lines (%, predict (model quadratico), col="red") # Quadratico Paramétrico
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plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")

title(main = list ("Regressdo Quadratica Local

N&o-Paramétrica com h grande", cex=1))

lines(locpoly(x, y, degree=2, band=100), col="blue") # Quadratico Ndo-Paramétrico Local,
h=100

# Comparando Linear Local com Nadaraya-Watson

library (KernSmooth)

n <- 100

dp <- 6

e <- rnorm(n, 0, sd=dp)

x <- seq(-3, 3, 1l=n)

y <-4 + 1.32*x - 3*x"2 + e

par (mfrow=c(2,2))

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")

title(main = list ("Regressdo Linear Local, h=0.5", cex=1l))
lines (locpoly(x, y, degree=1, band=0.5), col="blue") # Linear Local, h=0.5

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="x")
title(main = list("Nadaraya-Watson, h=0.5", cex=1))
lines (locpoly(x, y, degree=0, band=0.5), col="blue") # Nadaraya-Watson, h=0.5

plot(x, vy, type="p", cex=0.6, xlab="x")
title (main = list ("Regressdo Linear Local, h=0.7", cex=1))
lines (locpoly(x, y, degree=1, band=0.7), col="blue") # Linear Local, h=0.7

plot(x, y, type="p", cex=0.6, xlab="x")
title (main = list ("Nadaraya-Watson, h=0.7", cex=1l))
lines (locpoly(x, y, degree=0, band=0.7), col="blue") # Nadaraya-Watson, h=0.7

# Efeito da adicdo de covaridvel na dimensionalidade irrestrita (grafico repetitivo)
library(scatterplot3d)

x <- seqg (-3, 3, 1=50)

y <- x + rnorm(50, 0, sd=2)

u <- rnorm (50, 0, sd=6)

z <- X +y +u

par (mfrow=c(2,1)

repeat {

for (i in 1:360) {

scatterplot3d(x,vy,z, cex.axis=0.2, cex.lab=0.2, mar=rep(0,4), type="p", xlim=c(-3,3),
ylim=c (-15,15), zlim=c(-25,25), angle=i)

scatterplot3d(x,y, cex.axis=0.2, cex.lab=0.2, mar=rep(0,4), type="p", angle=i)

}

}

# Grafico das fungdes do processo de geracdo dos dados

ml <- function(x) { (11/3)*x - 8*x"2 + (16/3)*x"3 } # Funcdo Geradora do Primeiro
Componente

m2 <- function(x) { (1/4)*sin(4*pi*x) }

x <- seq(0,1,1=200)

yl <- ml (x)

y2 <- m2(x)

plot(x, yl, type="1", ylim=c(-0.3, 1), ylab="", xlab="")
lines(x, y2, lty=2)
legend ("topleft", c("ml(x)", "m2(x)"), lty=1:2, bty="n")

# Grafico da superficie do processo gerador dos dados
x <- seq(0,1,1=30)
y <- seq(0,1,1=30)

ml <- function(x) { (11/3)*x - 8*x"2 + (16/3)*x"3 }
m2 <- function(x) { (1/4)*sin(4*pi*x) }
k <- function(x,y) { ml(x) + m2(y) }

z <- outer(x,y, k)
persp(z, theta=45, phi=45, col=7, main="y = ml(xl) + m2(x2)")

# Cédigo das simulagdes de um cendrio como exemplo

library (MASS) # Fun¢do 'mvrnorm' Geradora de Normal Bivariada

library (KernSmooth) # Funcdo 'locpoly' para estimacdo da Reg. Polinomial Local

library (sBF) # Funcdo 'sBF' para estimacdo do Smooth Backfitting

library(nlegslv) # Funcdo 'nlegslv' para resolucdo de sistemas n&o-lineares para h's do 2E

FHEF A AR AR A R R R R R R R R A R R R R R R R R
####4##4 PRIMEIRO CENARIO ######H######4#H#FH#FHHFHHFHAFHHERHHRHERHERHEFHHHHHHHHHH
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SEAF A A 3 A A A A A A A A A A A A A A A A A A A R R
# Funcdes Auxiliares #

1lr <= function(x,y,h) {
n <- length(y)

mtle <- rep(0, n)

for (k in 1:n) {

sOtle <- (n -1) (sum ( ( ((x-x[k])"0)* (((2*pi)"-.5) *exp (- ((((x-x[k])/h)"2)/2))/h))))

sltle <= (n*=1)* (sum((((x-x[k])"1)*(((2*pi)~-.5)*exp (- ((((x-x[k])/h)"2)/2))/h)))

s2tle <- (n"-1)* (sum((((x-x[k])"2 )*(((2*P1)A .5) *exp (- ((((x-x[k])/h)"2)/2))/h))))

mtle[k] <- (n"=-1)*(sum(((s2tle-sltle* (x-x[k]))*((((2*pi)"-.5)*exp (- ((((x-
)/h)~2)/2))/h)*y)/ (s2tle*s0tle-(sltle)"2))))

}

mtle

}

hybr <- function(y,x1,x2,hxl,hx2,9l,92) { # Funcdo da estimacdo de 2 estagios

n <- length (y)

e <- c(1,0)

sl <- matrix(0,n,n)
s2 <- matrix(0,n,n)

y <- y # Estimador 2E1

aux_x1 <- matrix(rep(xl,n), n)
diregl <- aux x1 - t(aux_x1)
aux x2 <- matrix(rep(x2,n), n)
direg2 <- aux x1 - t(aux x2)

al <- (1/hxl) * diregl

a2 <- (1/hx2) * direg2

nkl <- 1/ (sqrt(2*pi)) * exp(-0.5*al”2)

nk2 <- 1/ (sqrt(2*pi)) * exp(-0.5*a2"2)

gal <= (1/n) * nkl %*% (y * (nk2 %*% rep(l,n)) / ((nkl*nk2) %*% rep(l,n)))
ga2 <- (1/n) * nk2 %*% (y * (nkl %*% rep(l,n)) / ((nk2*nkl) %*% rep(l,n)))

FH A A R R R
ml <- (nkl %*% (y-ga2)) / (nkl %*% rep(l,n)) # Primeiros Componente do IM de x1
m2 <- (nk2 %*% (y-gal)) / (nk2 %*% rep(l,n)) # Primeiros Componente do IM de x2
FHAHH A A

yle <- y - ga2
y2e <- y - gal

agl <- (1/gl) * diregl

ag2 <- (1/g2) * direg2

knl <- 1/ (sqrt(2*pi)) * exp(-0.5*agl”2)
kn2 <- 1/ (sqrt(2*pi)) * exp(-0.5*ag2"2)
auxl <- matrix(0,n,2)

aux?2 <- matrix(0,n,2)
j=1

while (j <= n) {

auxl <- cbind(rep(l,n), diregll[,3Jl)
aux2 <- cbind(rep(l,n), direg2[,3l)
wl <- (1/gl) * diag(knl[,3j],n,n)
w2 <- (1/g2) * diag(kn2[,3jl,n,n)
1[3,] <= t(e) %*% solve(t(auxl) %*% wl $*% auxl) %$*% t(auxl) %*% wl
2[3,]1 <= t(e) %*% solve(t(aux2) %$*% w2 $*% aux2) $*% t(aux2) $*% w2
Jj <=3 +1
}
ml <- sl %$*% yle
m2 <- s2 %*% yle
return(list (ml=ml, m2=m2))
}
# Funcdes do DGP #
ml <- function(x) { (11/3)*x - 8*x"2 + (16/3)*x”3 } # Funcdo Geradora do Primeiro
Componente
m2 <- function(x) { (1/4)*sin(4*pi*x) } # Funcdo Geradora do Segundo
Componente
dlml <- function 11/3) - 16*x + 16*x"2 } Derivada do Primeiro Componente

(x) { (
dlm2 <- function(x) { (pil)*cos(4*pi*x) }
d2ml <- function(x) { -16 + 32*x }
d2m2 <- function(x) { 4*(pi”2)*-sin(4*pi*x) }

HH = H H

Derivada do Segundo Componente
Derivada 2?2 do Primeiro Componente
Derivada 2% do Segundo Componente
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### ESPECIFICACOES DO CENARIO ###

r <- 1000 # Numero de iteracdes
n <- 100 # Tamanho da amostra

c <-0 # Correlacéao
medias <- ¢ (0.5, 0.5) # Médias de x1 e x2
sigma <- matrix(c(1/9, </9, c/9, 1/9), 2, 2) # Matriz de Covaridncias

### Objetos Auxiliares ###

ase CBFLLest <- rep(0,r)
ase CBFLLverd <- rep(0,r)
ase CBFNWest <- rep(0,r)
ase CBFNWverd <- rep(0,r)
ase SBFest <- rep(0,r)
ase SBFverd <- rep(0,r)
ase 2Fest <- rep(0,r)
ase_ 2FEverd <- rep(0,r)

tempo CBFLLest <- rep(0,r)
tempo_CBFLLverd <- rep(0,r)
tempo_CBFNWest <- rep(0,r)
tempo CBFNWverd <- rep(0,r)
tempo SBFest <- rep(0,r)
tempo SBFverd <- rep(0,r)
tempo 2Eest <- rep(0,r)
tempo 2Everd <- rep(0,r)

janelas 11 hxl <- rep(0,r)
janelas 11 hx2 <- rep(0,r)
janelas TRUE 11 hxl <- rep(0,r)
janelas TRUE 11 hx2 <- rep(0,r)
janelas 2E hxl <- rep(0,r)
janelas 2E hx2 <- rep(0,r)
janelas TRUE 2E hxl <- rep(0,r)
janelas TRUE_2E hx2 <- rep(0,r)

valores validos <- matrix(0,1,2) # Auxiliar para validar o loop de repeticéo,

necesséario.

### INICIO DAS SIMULACOES ###

for (i in 1l:xr) { # Inicio da simulacéo

while (length(valores validos[,1]) < n) {

simu <- mvrnorm(n = 3*n, medias, sigma) # Estabelecendo um valor confidvel (3n) de que
teremos, no minimo, n valores validos. Caso contrario, o proceso repete.

aux <- rep(0, (3*n))

for (j in 1:(3*n)) {

aux[j] <-ifelse(0>=simu(j,1] || simu[j,1]1>=1 || O>=simulj,2] || simu(j,2]>=1, 1,0)

}

valores validos <- simu[which (aux==0),]

}
amostra <- valores validos[l:n,] # Pega somente os valores dentro do suporte [0,1]

x1 <- amostral,1]
x2 <- amostral,2]
erros <- rnorm(n)
y <- ml(x1l) + m2(x2) + erros

### BACKFITTING CLASSICO LOCAL LINEAR h EST ###
inicio <- Sys.time ()

yb <- mean(y) # y barra

hxl <- dpill(x1l, vy)

hx2 <- dpill(x2, y)

mtCl <- 1lr(xl, (y-yb), hxl)

mtC2 <- 1llr(x2, (y-yb), hx2)

mrl <- mtCl - mean (mtCl)

mr2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <- 1 # Erro Inicial do componente de x1
cc2 <- 1 # Erro Inicial do componente de x2

while (ccl >= 0.0001 | cc2 >= 0.0001) { # Inicio do procedimento do Backfitting
Cléassico

regml <- locpoly(xl, (y - yb - mtC2), bandwidth = hxl)
mtCl <- approx(regml$x, regml$y, x1)S$y
mtCl <- mtCl - mean (mtCl)
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regm2 <- locpoly(x2, (y - yb - mtCl), bandwidth = hx2)
mtC2 <- approx(regm2$x, regm2$Sy, x2)S$y

mtC2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <= sum((mtCl - mrl)~2)/(sum(mrl”2) + 0.0001)

cc2 <— sum((mtC2 - mr2)”2)/(sum(mr272) + 0.0001)

mrl <- mtCl

mr2 <- mtC2

}

fim <- Sys.time ()

ase CBFLLest[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2
janelas 11 hx1[i] <- hxl
janelas 11 hx2[i] <- hx2

tempo CBFLLest[i] <- fim - inicio

### 2 ESTAGIOS LOCAL LINEAR h EST ###

inicio <- Sys.time ()

- min (x1)
- min(x1)

rangel <- max(xl)
range2 <- max(xl)
R <- 1/sqgrt(2*pi)
lambdal <- as.numeric(quantile (x1,
lambda2 <- as.numeric(quantile (x2,
silhl <- 0.79*lambdal*n” (-.2)
silh2 <- 0.79*lambda2*n” (-.2)
aux_x1 <- matrix(rep(xl,n), n)
diregl <- aux x1 - t(aux_xl1)
al <- diregl/silhl

aux x2 <- matrix(rep(x2,n),
direg2 <- aux x1 - t(aux_x2)
a2 <- direg2/silh2

k1l <- dnorm(al)

k2 <- dnorm(a2)

d2kl <= 1 / sqgrt(2*pi) * exp((-al”2)/2) *
d2k2 <= 1 / sqgrt(2*pi) * exp((-a2"°2)/2) *
fl <- 1/(n*silhl) * apply(kl,2,sum)
f2 <- 1/(n*silh2) * apply(k2,2,sum)
d2fl <- 1/(n*silhl) * apply(d2kl, 2, sum)
d2f2 <- 1/(n*silh2) * apply(d2k2,2,sum)

0.625)
0.625)

n)

aux <- function(x) {
ed2ml <- integrate(aux, 0, 1)$value
thetall <- (1/n) * sum((d2ml (x1)
aux <- function(x) {
ed2m?2 <- integrate(aux, 0, 1)S$value
theta22 <- (1/n) * sum((d2m2 (x2)

quill <- thetall +
qui22 <- theta22 +

quil2 <- (1/(n"2)) * sum(d2fl*mrl/f1l)
dfm <- diag(x=1l,n,n) - ((rep(l,n)

res <- dfm $*% y - mrl - mr2

sig2 <- (1/n) * t(res) %*% res
rangel <- max(xl) - min(x1l)

range2 <- max(x2) - min(x2)

h0ol <-
ho2 <-

(R*sig2*rangel /
(R*sig2*range2 /

(n*quill)) " (.2)
(n*qui22)) " (.2)

sistema <- function(x) {
y <- numeric(2)

y[1l] <= x[1]7"5 * quill + x[2]1"2 * x[1]"3
y[2] <= x[2]"5 * qui22 + x[1]1"2 * x[2]"3
Y

}

jacobiano <- function(x) {

y <- numeric (4)

y <- matrix(y,2,2)

y[1,1] <= 5*x[1]"4 * quill + x[2]"2 * 3*
v[i2,2] <= 5*x[2]"4 * qui22 + x[1]"2 * 3*
yI[1,2] <= 2 * x[2] * x[1]1"3 * quil2
v[2,1] <= 2 * x[1] * x[2]"3 * quil2

- ed2ml)”
d2m2 (x) *dnorm (x, mean=medias[2],sd=sqgrt (sigma[2,2])) }

- ed2m2) "

*% t(rep(l,n))) *

# Final do procedimento do Backfitting Cléssico

- ml(x1) - m2(x2) + mean(y))"2)

- quantile (x1,
- quantile (x2,

0.375))
0.375))

(al”2 - 1)
(a2”2 - 1)

# Soma nas colunas
# Soma nas colunas

d2ml (x) *dnorm (x, mean=medias[1l],sd=sqgrt (sigmall,1])) }

2)

2)

(mean (d2fl*mrl/f1))"2 # Usa-se o componente final do CBF
(mean (d2f2*mr2/£2)) "2 # Usa-se o componente final do CBF
* sum(d2f2*mr2/£2)

(1/n))

# Chute Inicial Regra de Bolso de hxl
# Chute Inicial Regra de Bolso de hx2

* quil2 - R*rangel*sig2/n
* quil2 - R*range2*sig2/n

x[1]"2 * quil2
x[2]172 * quil2
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y
}

### Resolvendo o Sistema ###

janelas 2E est <- nlegslv(c(h0l, h02), sistema, jac=jacobiano) # Janelas estimadas do 2E
janelas 2E hx1[i] <- janelas 2E est$x[1l] # Janela estimada do 2E de x1
janelas 2E hx2[i] <- janelas 2E est$x[2] # Janela estimada do 2E de x2

### Ajustando o modelo dos 2E ###

modelo <-

hybr (y,x1,x2,janelas 2E est$x[1l],Jjanelas 2E est$x[2],Jjanelas 2E est$x[1l],Jjanelas 2E est$x[2
1)

mrl <- modeloS$ml

mr2 <- modeloS$m2

ase 2Fest[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)
fim <- Sys.time ()

tempo 2Fest[i] <- fim - inicio

#4## BACKFITTING CLASSICO NADARAYA-WATSON COM h ESTIMADO ###

inicio <- Sys.time()

yb <- mean(y) # y barra

hxl <- dpill(x1, y)

hx2 <- dpill(x2, vy)

mtCl <- 1lr(xl, (y-yb), hxl)

mtC2 <- 1llr(x2, (y-yb), hx2)

mrl <- mtCl - mean (mtCl)

mr2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <- 1 # Erro Inicial do componente de x1
cc2 <- 1 # Erro Inicial do componente de x2

while (ccl >= 0.0001 | cc2 >= 0.0001) { # Inicio do procedimento do Backfitting
Classico

regml <- locpoly(xl, (y - yb - mtC2), bandwidth
mtCl <- approx(regml$x, regmlSy, x1)S$y
mtCl <- mtCl - mean (mtCl)

hx1l, degree=0)

regm2 <- locpoly(x2, (y - yb - mtCl), bandwidth = hx2, degree=0)
mtC2 <- approx (regm2$x, regm2$y, x2)S$y
mtC2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <= sum((mtCl - mrl)”2)/(sum(mrl”2) + 0.0001)

cc2 <= sum((mtC2 - mr2)"2)/(sum(mr272) + 0.0001)

mrl <- mtCl

mr2 <- mtC2

} # Final do procedimento do Backfitting Cléassico
fim <- Sys.time ()

ase CBFNWest[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)

tempo CBFNWest[i] <- fim - inicio
### BACKFITTING CLASSICO LOCAL LINEAR COM h VERDADEIRO ###
inicio <- Sys.time()

yb <- mean(y) # y barra

aux <- function(x) { d2ml (x)*dnorm(x,mean=medias([1l],sd=sqgrt(sigmall,1])) }
ed2ml <- integrate(aux, 0, 1)$value

thetall <- (1/n) * sum((d2ml (x1) - ed2ml)"2)

aux <- function(x) { d2m2 (x)*dnorm(x,mean=medias([2],sd=sqgrt(sigmal2,2])) }
ed2m?2 <- integrate(aux, 0, 1)S$value

theta22 <- (1/n) * sum((d2m2 (x2) - ed2m2)"2)

vl <= ((1/(2*sgrt(pi)*n*n*thetall)) *
sum(l/dnorm(x1l,mean=medias([1],sd=sqrt(sigma[l,1]))))"(.2)

v2 <= ((1/(2*sgrt(pi)*n*n*theta22)) *

sum (1l/dnorm(x2, mean=medias([2],sd=sqrt (sigma[l,1]))))"(.2)

mtCl <- 1lr(x1l, (y-yb), vl)
mtC2 <- 1lr(x2 (y-yb), v2)
mrl <- mtCl - mean (mtCl)
mr2 <- mtC2 - mean (mtC2)
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ccl <- 1 # Erro Inicial do componente de x1
cc2 <- 1 # Erro Inicial do componente de x2

while (ccl >= 0.0001 | cc2 >= 0.0001) { # Inicio do procedimento do Backfitting
Cléassico

regml <- locpoly(xl, (y - yb - mtC2), bandwidth = vl)
mtCl <- approx(regml$x, regml$y, x1)S$y

mtCl <- mtCl - mean (mtCl)

regm2 <- locpoly(x2, (y - yb - mtCl), bandwidth = v2)
mtC2 <- approx (regm2$x, regm2$y, x2)S$y

mtC2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <= sum((mtCl - mrl)”2)/(sum(mrl”~2) + 0.0001)
cc2 <- sum((mtC2 - mr2)~2)/(sum(mr2”~2) + 0.0001)

mrl <- mtCl
mr2 <- mtC2

} # Final do procedimento do Backfitting Cléassico
fim <- Sys.time ()

ase CBFLLverd[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)
janelas TRUE 11 hx1[i] <- vl

janelas TRUE 11 hx2[i] <- v2

tempo CBFLLverd[i] <- fim - inicio

### 2 ESTAGIOS LOCAL LINEAR h VERDADEIRO ###

inicio <- Sys.time ()

aux <- function(x) { d2ml (x)*dnorm(x,mean=medias[l],sd=sqgrt(sigma[l,1]1)) }

ed2ml <- integrate(aux, 0, 1)$value

thetall <- (1/n) * sum((d2ml(x1) - ed2ml)"2)

aux <- function(x) { d2m2 (x)*dnorm(x,mean=medias[2],sd=sqgrt (sigma[2,2]1)) }

ed2m2 <- integrate(aux, 0, 1)$value

theta22 <- (1/n) * sum((d2m2 (x2) - ed2m2)"2)

aux <- function(x) { 1 / sqgrt(2*pi) * exp((-x"2)/2) * (x*2 - 1) * ml(x) } # 2?2 derivada da

norm padrao * ml (x)

all <- integrate(aux, 0, 1)$value

aux <- function(x) { 1 / sqrt(2*pi) * exp((-x"2)/2) * (x*2 - 1) * m2(x) } # 2?2 derivada da
norm padrao * m2 (x)

a22 <- integrate(aux, 0, 1)$value

phill <- thetall + all”2

phi22 <- theta22 + a2272

phil2 <- all*a22

R <- 1/sqrt(2*pi)

hO0l <= (R / (n*phill))”"(.2) # Chute Inicial Regra de Bolso de hxl
h02 <- (R / (n*phi22))”(.2) # Chute Inicial Regra de Bolso de hx2

sistema <- function(x) {

y <- numeric(2)

y[1l] <= x[1]75 * phill + x[2]"
y[2] <= x[2]75 * phi22 + x[1]"
y

}

* phil2 - R/n

2
2 * phil2 - R/n

* ok
bal

jacobiano <- function(x) {

y <- numeric (4)

y <- matrix(y,2,2)

y[1,1] <= 5*x[1]1"4 * phill + x[2]72 * 3* x[1]72 * phil2
v[2,2] <= 5*x[2]"4 * phi22 + x[1]72 * 3* x[2]72 * phil2
yv[1,2] <= 2 * x[2] * x[1]"3 * phil2

v[2,1] <= 2 * x[1] * x[2]"3 * phil2

y

}

### Resolvendo o Sistema ###
janelas 2E verd <- nlegslv(c(h0l, h02), sistema, jac=jacobiano) # Janelas verdadeiras do 2E
janelas TRUE 2E hx1[i] <- janelas 2E verd$x[l] # Janela verdadeira do 2E de x1

janelas TRUE_2E_hx2[i] <- janelas 2E_verd$x[2] # Janela verdadeira do 2E de x2

### Ajustando o modelo dos 2E ###
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modelo <-

hybr (y,x1,x2,janelas 2E verd$x[1l],Jjanelas 2E verd$x[2],janelas 2E verd$x[1l],janelas 2E verd
$x[21)

mrl <- modelo$ml

mr2 <- modeloS$m2

ase 2Everd[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)

fim <- Sys.time ()

tempo_2Everd[i] <- fim - inicio

#4## BACKFITTING CLASSICO NADARYA-WATSON COM h VERDADEIRO ###

inicio <- Sys.time()

yb <- mean(y) # y barra

aux <- function(x) { d2ml (x)*dnorm(x,mean=medias[l],sd=sqgrt (sigma[l,1]1)) }
ed2ml <- integrate(aux, 0, 1)S$value

thetall <- (1/n) * sum((d2ml(x1) - ed2ml)"2)

aux <- function(x) { d2m2 (x)*dnorm(x,mean=medias[2],sd=sqgrt (sigma[2,2]1)) }
ed2m2 <- integrate(aux, 0, 1)$value

theta22 <- (1/n) * sum((d2m2 (x2) - ed2m2)"2)

vl <- ((1/(2*sgrt(pi)*n*n*thetall)) *
sum(l/dnorm(x1l,mean=medias([1],sd=sqrt(sigma(l,1]))))"(.2)

v2 <= ((1/(2*sgrt(pi)*n*n*theta22)) *

sum(l/dnorm(x2, mean=medias([2],sd=sqrt (sigma[l,1]))))"(.2)

mtCl <- 1lr(x1l (y-yb), vl)

mtC2 <- 1llr(x2, (y-yb), v2)

mrl <- mtCl - mean (mtCl)

mr2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <- 1 # Erro Inicial do componente de x1
cc2 <- 1 # Erro Inicial do componente de x2

while (ccl >= 0.0001 | cc2 >= 0.0001) { # Inicio do procedimento do Backfitting
Classico

regml <- locpoly(xl, (y - yb - mtC2), bandwidth = vl, degree=0)
mtCl <- approx(regml$x, regml$y, x1)S$y

mtCl <- mtCl - mean (mtCl)

regm2 <- locpoly(x2, (y - yb - mtCl), bandwidth = v2, degree=0)
mtC2 <- approx (regm2$x, regm2$y, x2)S$y

mtC2 <- mtC2 - mean (mtC2)

ccl <- sum((mtCl - mrl)”~2)/(sum(mrl”2) + 0.0001)
cc2 <- sum((mtC2 - mr2)"2)/(sum(mr2”~2) + 0.0001)

mrl <- mtCl
mr2 <- mtC2

} # Final do procedimento do Backfitting Cléassico
fim <- Sys.time ()

ase CBFNWverd[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)
tempo CBFNWverd[i] <- fim - inicio

### SMOOTH BACKFITTING COM h ESTIMADA ###

inicio <- Sys.time()

hxl <- dpill(x1l,vy)

hx2 <- dpill (x2,y)

dados <- cbind(y, x1, x2)

modelo <- sBF (dados, bw=c (hxl,hx2))

mrl <- modeloS$mxhat[,1] # Primeiro Componente

mr2 <- modelo$mxhat[,2] # Segundo Componente

ase SBFest[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)
fim <- Sys.time()

tempo SBFest[i] <- fim - inicio

### SMOOTH BACKFITTING COM h VERDADEIRO ###

inicio <- Sys.time()

hxl <- vl
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hx2 <- v2

dados <- cbind(y, x1, x2)

modelo <- sBF (dados, bw=c (hxl,hx?2))

mrl <- modeloSmxhat[,1] # Primeiro Componente
mr2 <- modeloSmxhat[,2] # Segundo Componente

ase SBFverd[i] <- (1/n) * sum((mrl + mr2 - ml(xl) - m2(x2) + mean(y))"2)

fim <- Sys.time ()

tempo_SBFverd[i] <- fim - inicio

valores validos <- matrix(0,1,2) # Revalida o Procedimento 'while' de geracdo dos dados
}

tempomedio CBFLLest <- mean(tempo CBFLLest)

tempomedio CBFLLverd <- mean (tempo CBFLLverd)

tempomedio CBFNWest <- mean (tempo_CBFNWest)

(

(

(
tempomedio CBFNWverd <- mean (tempo CBFNWverd)
tempomedio_ SBFest <- mean (tempo_ SBFest)
(
(
(

tempomedio SBFverd <- mean (tempo_ SBFverd)
tempomedio 2Eest <- mean (tempo 2Eest)
tempomedio 2Everd <- mean (tempo 2Everd)

mase_CBFLLest <- mean (ase_CBFLLest)
mase_ CBFLLverd <- mean(ase CBFLLverd)
mase_ CBFNWest <- mean (ase_CBFNWest)
mase_CBFNWverd <- mean(ase CBFNWverd)
mase_SBFest <- mean (ase_SBFest)
(
(
(

mase_SBFverd <- mean (ase_SBFverd)
mase 2Eest <- mean (ase_2Eest)
mase_2Everd <- mean (ase_2Everd)
aux <-

c(ase CBFLLest,ase CBFLLverd,ase CBFNWest,ase CBFNWverd,ase SBFest,ase SBFverd,ase 2Eest,as
e 2Everd)

boxplot (ase CBFLLest,ase CBFLLverd,ase CBFNWest,ase CBFNWverd,ase SBFest,ase SBFverd,ase 2E
est,ase 2Everd,main="Monte Carlo (1° Cenario)", col=c(2:8,"orange"),

names=c ("CBFLLest", "CBFLLverd", "CBFNWest", "CBFNWverd", "SBFest", "SBFverd", "2Eest", "2Everd"),
xlab="Estimadores", ylab="ASE das iterag¢des",cex.axis=0.53,ylim=c (min (aux),max (aux)))
savePlot (filename="BoxPlot (1° Cenéario)", type=c("jpeg"))

aux <- log(janelas TRUE 11 hxl) - log(janelas_11 hxl)
h <- bw.SJ(aux) # Janela de Sheater & Jones
plot (density (aux, bw=h), main="Densidade hxl LL (1° Cenéario)", xlab="log (hverd)-log(hest)")

savePlot (filename="Densidade ml LL (1° Cenario)", type=c("jpeg"))

aux <- log(janelas TRUE 11 hx2) - log(janelas 11 hx2)

h <- bw.SJ(aux)

plot (density (aux, bw=h), main="Densidade hx2 LL (1° Cenéario)", xlab="log(hverd)-log(hest)")

savePlot (filename="Densidade m2 LL (1° Cenério)", type=c("jpeg"))

aux <- log(janelas TRUE 2E hxl) - log(janelas 2E hxl)

h <- bw.SJ(aux)

plot (density (aux, bw=h), main="Densidade hxl 2E (1° Cenéario)", xlab="log (hverd)-log(hest)")
savePlot (filename="Densidade ml 2E (1° Cenario)", type=c("jpeg"))

aux <- log(janelas TRUE 2E hx2) - log(janelas 2E hx2)
h <- bw.SJ(aux)
plot (density (aux, bw=h), main="Densidade hx2 2E (1° Cenéario)", xlab="log (hverd)-log(hest)")

savePlot (filename="Densidade m2 2E (1° Cenario)", type=c("jpeg"))
save.image ("Resultados (1° Cenario) .Rdata")

rm(list=1s(all=TRUE)) # Remove todos os objetos da a&rea de trabalho
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