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RESUMO

Um problema recorrente em computacao cientifica é resolver numericamente proble-
mas de propagacao de ondas em que o dominio original do problema € truncado via
uma condicao de fronteira artificial. As reflexées causadas pela imposicao dessa fron-
teira devem ser atenuadas, de modo que as ondas refletidas nao voltem para o interior
do dominio. Neste trabalho, fazemos uma revisao sobre as condicées de contorno ab-
sorventes (ABCs) para uma equacao da onda classica, bem como a formulacao de
ABCs exatas nao-locais € as ABCs aproximadas de Engquist e Majda. Ademais, ex-
planaremos sobre aspectos tedricos das ABCs de Engquist e Majda, como analise de
estabilidade e convergéncia, de forma a estimular e elucidar a construcao de novas
ABCs.

ABSTRACT

A common problem in scientific computing is to numerically solve problems rela-
ted to wave propagation. Basically the original domain is truncated by an artificial
boundary condition that can generate reflexions caused by the force-placement of
such condition. Thus, the idea is to mitigate the wave reflexions to avoid returning
to the interior domain. In this study, we presented a review of absorbing boundary
conditions (ABCs) for classic wave equations, as well as the formulation of non-local
ABCs together with the approximation of Engquist-Majda’s ABCs. Furthermore, we
address here the theoretical aspects of the Engquist-Majda’s ABCs with respect to
the stability and convergence analysis in order to motivate the formulation of new
ABCs.

Palavras-chave: Condicoes de Contorno Absorventes, Condicdes de Engquist e Majda, Equacao da
Onda.

1 INTRODUCAO

Pela restricao fisica imposta pelos computadores, afinal ndo ha como representar do-
minios infinitos na maquina, muitos dos calculos em computacao cientifica exigem o uso
de fronteiras computacionais artificiais. Se nenhuma condicao especial fosse aplicada na
fronteira, seria necessario um dominio computacional suficientemente grande, para que as
instabilidades numeéricas afetassem a solucdo num tempo pré-determinado 7' (em termos
propagativos, que as reflexdes s6 atingissem a solucao depois de um certo tempo), e, assim,
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antes de T nao alterassem a solucao que esta sendo obtida. Logicamente, isso demandaria
um custo computacional altissimo, limitando o campo de estudos a fenémenos nao muito
complexos ou exigindo grandes recursos com supercomputadores.

Em problemas envolvendo propagacao de ondas, sao impostas condi¢cées de contorno
especiais com o objetivo de atenuar ou eliminar as reflexées indesejadas causadas pela
imposicao dessas fronteiras (veja a Figura (1)). Tais condi¢cdées sao chamadas condicées
de contorno absorventes. Truncado o dominio, impostas as condicoes, pode-se resolver
por meio de métodos numeéricos o problema proposto. A fim de que o procedimento tenha
sucesso, as condi¢coes impostas sobre as fronteiras artificais devem ser compativeis, pelo
menos no sentido aproximado, com a solucéao fisica do problema. Vale ressaltar que tais
fronteiras sao somente uma necessidade computacional e nao tem significado fisico. Um
correto tratamento dessas condicoes de fronteira evita que as instabilidades numeéricas e as
reflexdes causadas pela imposicao dessas condi¢oes alterem os resultados da simulacao.

I'n

I'w

L,

I's X

F1GURA 1: Uma waveguide semi-infinita, com uma fronteira artificial B = I'g, sobre a qual uma
condicao de contorno absorvente pode ser aplicada [1].

Dentre os métodos desenvolvidos para tratar condicdées de contorno artificiais, existem
dois que se destacam. O primeiro € o perfectly matched layer (PML), ou "camada esponja",
desenvolvido por Bérenger [2] em 1994, baseada numa camada absorvente artificial envol-
vendo a regiao de simulacao, afim de tratar reflexdes causadas pela imposicao da camada
artificial por ondas eletromagnéticas. Muitos outros autores ja produziram resultados e
aplicacoes com PMLs como, por exemplo, Diaz e Joly [3], modelando problemas de acts-
tica, entre outros [4-7]. E o segundo, € o método das condi¢coes de contorno absorventes,
ou absorbing boundary conditions (ABC), que vamos discutir nesse artigo. O objetivo aqui
€ explanar sobre aspectos tedricos das condicdes de contorno absorventes, dando énfase
a uma classe de problemas tipicos de sismologia, usando a equacao da onda acustica, em
teoria desenvolvida por Engquist e Majda em [8] e [9], detalhando o procedimento de cons-
trucao dessas condicoes, bem como a analise de estabilidade e convergéncia, de forma a
estimular e elucidar a construcao de novas ABCs, melhorando aspectos como facilidade de
implementacdo e custo computacional [10].

Condic¢oes de contorno absorventes tém aplicacoes em diversas areas importantes como:
metereologia [1 1], nas previsoes metereologicas a nivel local, onde € utilizada a equacao de
aguas rasas, que modela movimentos de ondas e circulacao de fluidos em geometrias cujas
dimensao horizontal € muito maior que a profundidade (fenémenos naturais e desastres
ecologicos como tsunamis e furacoes); geologia, na prospeccao sismica, onde aparecem as
ondas elasticas (também chamadas de ondas sismicas) e acusticas [9, 12, 13]; mecanica
quantica [14-16], cuja equacao fundamental € a equacao de Schrodinger, que descreve
a propagacao de uma particula quantica, como um elétron, submetida a um potencial;
oceanografia, onde aparece a equacao de Helmholtz [17, 18]; para as equacdes de Maxwell
[19, 20], que compoem a base do eletromagnetismo classico; e numa gama de problemas
em dinamica dos fluidos [21, 22].
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Considere o problema de valor inicial (PVI)

2

i@—m:o, emR? x RT,

c? ot? 9 (1)
u

U(%yao) = U()(l',y), E(xaya 0) = Uo(l‘,y) em R?.

em que supp(ug) € supp(vg)' estdo contidos em (6, 00) x R, para algum § > 0. Como motivacao,
considere reduzir o dominio espacial do problema de R? para o meio plano R? = {(z,y) |z >
0}. Esse estudo tem aplicacao direta no desenvolvimento de condi¢des de contorno de dutos
(waveguides, veja a Figura (1)) e dominios poligonais. Dessa forma, teremos o problema de
valor inicial e de contorno (PVIC)

1 0%p
Cﬁﬁ—Ag&:O, em]Ra_ X]R,+,
Bp =0, sobre I, (2)

90(1‘7 Y, 0) = U0($, y)? %(wv Y, 0) = UO(£7 y) em R?.
onde B é a condicdo de contorno artificial exata, isto é, de perfeita absorcdo, sobre I' =
{(z,y) | = 0}, ou seja, ¢(z,y,t) = u(z,y,t) para z > 0. Considerando que a solucao de (1) é
dada apenas por ondas que se movem para a esquerda, B deve aniquilar as ondas que se
movem para a direita, ou seja, absorver as ondas incidentes.

Desde a década de 70, pesquisadores vém desenvolvendo ABCs, analiticas e discretas,
discutindo aspectos de estabilidade das condic¢oes e convergéncia do problema aproximado,
isto €, que a solucao obtida no subdominio finito aproxime a solucao original. As condicoes
de contorno para as quais a solucao do problema no subdominio finito coincide com a
solucao original sao ditas condicées de contorno exatas (ou ainda transparentes ou nao-
reflectantes), e geralmente sao nao-locais, no tempo e no espaco, isto €, onde a dependéncia
dos dados iniciais € ndo-local. Na maioria das vezes, sdo de dificil implementacéao, visto que
a condicao de contorno nao € o simbolo de uma equacéao diferencial, mas de um operador
pseudo-diferencial, dado, no caso da onda classica, por

%—iw\/l—z%l:(),
Oox

onde " denota a transformada de Fourier. Outra possibilidade para resolver esse tipo de
problema aparece com as denominadas condicées de contorno absorventes, que permitem
pequenas reflexoes, mas que possibilitam uma aproximacao por operadores locais. O tra-
balho pioneiro nesse assunto foi o artigo de Engquist e Majda [8]. Os autores observaram
que V1 — 22 é a solucao de f(z) =1 — #2@) e usando aproximantes de Padé [24], f,(z),
definidos por f,+1(z) =1— ﬁi(z) e fo(z) = 1, desenvolveram uma sequéncia de ABCs locais

de alta absorc¢ao para a equacao da onda, dadas por

g a\"
<8t — Cam> u = 0,
as quais sao uma aproximacao de condicdes de contorno exatas nao-locais. Utilizando o
critério de Kreiss [25], mostraram que as ABCs geradas sao fortemente bem-postas para a
equacao da onda em (1), e, além disso, mostraram que o erro, isto €, a diferenca entre a
solucao do problema aproximado e do problema original, decai com a ordem N da condicao
de contorno. Na década de 80, Trefethen e Halpern [26, 27] generalizaram a ideia de
Engquist e Majda, propondo uma aproximacao racional para a raiz quadrada do operador
pseudo-diferencial, da forma V1 — 22 ~ p(z)/q(z), onde p e ¢ sao polinémios com nenhum
zero em comum. Em [26], eles também provam que se a razao p(z)/q(z) interpola a raiz

'"Dados Q um aberto do R™ e u : 2 — R" continua, definimos supp(u) = {z € Q : u(z) # 0} [23]
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em um numero suficiente de pontos em (—1,1), as condicdes sao fortemente bem-postas
para a equacao da onda em (1), e em [27] se faz um estudo numeérico do problema. Na
mesma década, Higdon [28] desenvolveu condi¢coes de contorno discretas, e, a partir delas,
encontrou condicoes de contorno analiticas de alta absorcao consistentes com as discretas,

N

H cosa-g—cg u=20
7ot ox )

J=1

as quais generalizam as condi¢coes de Engquist e Majda. No entanto, a formulacao de
Higdon envolve derivadas de ordem N, no espaco e no tempo, e dessa forma tornam-se in-
convenientes quando N é grande. Além disso, ndo tém um tratamento eficaz para os modos
evanescentes, que correspondem as ondas com decaimento exponencial na coordenada =.
Como apontado em [29], temos que o controle sobre o erro gerado pelos modos evanescen-
tes torna-se essencial quando deseja-se truncar o dominio ao maximo, de forma a reduzir
o custo computacional de simulacdao. Tal fato nao é evidente nos resultados apresenta-
dos por Higdon, que analisa essencialmente o coeficiente de reflexao gerado pelos modos
propagativos da solucao.

Givoli e Neta, em [1], proporam uma reformulacao das condicoes de Higdon, usando
variaveis auxiliares especiais ¢;, definidas recursivamente por

9¢; 00 _
bior e T
com ¢y = u e a condicao de truncamento ¢y;; = 0 na fronteira z = 0, que permitiram
eliminar as derivadas de alta ordem na implementacao [30]. No entanto, elas nao fazem um
bom tratamento das condi¢des de compatibilidade nos corners, condicées essencias quando
tem-se dominios poligonais. Hagstrom e Warburton [22] propuseram uma modificacao da
formulacao de Givoli e Neta, fazendo uso de funcées auxiliares definidas recursivamente

por
0 0 0
(815 + C@ac) o = &%

g+g¢ — g*gqb
Yor T2 )% T \Yar T “ox )OI

com ¢y = u € a condicdo de truncamento ¢y .1 = 0 na fronteira = = 0, fornecendo uma de-
rivacao para as ABCs nos corners, e que podem ser extendidas para sistemas de primeira
ordem. Uma comparacao entre as condicoes de Givoli e Neta e as condicoes de Hagstrom e
Warburton pode ser vista em [30]. Mas ambas as condi¢des ndo tratam os modos evanes-
centes. Apenas recentemente em [31] foi apresentada uma nova classe de ABCs capazes
de controlar os modos evanescentes de forma mais efetiva, sem ignorar a necessidade de
controle sobre os modos propagativos e tangenciais (ondas que se movem quase que pa-
ralelamente ao contorno). Diaz e Joly trazem em [3], através do método de Cagniard-De
Hoop, uma expressao explicita para a solucao fundamental do problema associado a equa-
cao da onda no meio-plano, para as condi¢coes de Engquist e Majda e para as condicoes de
Higdon. Broeze e Van Daalen, em [32], propdem a derivacao de novas ABCs para a equacao
bidimensional da onda através de técnicas de métodos variacionais, demonstrando que o
PVIC € bem-posto considerando a energia transmitida nas fronteiras. A classe de ABCs
construida pode ser considerada uma extensao das condicoes de primeira ordem de Hig-
don, e os testes numeéricos no paper concluem que a nova classe de condicdées obtidas
€ melhor que a classe das condi¢oes de Higdon. Gudatti e Tassoulas discutem em [33]
novas ABCs locais de alta ordem baseadas em aproximacodes por fracdes continuas, que
pode ser considerada uma generalizacdo das ABCs de Engquist e Majda e absorvem ondas
multidirecionais.

A estrutura do artigo € simples. Na secao 2, abordaremos o desenvolvimento de con-
dicoes de contorno absorventes exatas, isto €, de perfeita absorcdo, e porqué sao caras

d)j—i-la j:17"'7N_1
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implementa-las numericamente. Na secao 3, abordaremos a construcdo das condicoes de
contorno absorventes aproximadas de Engquist e Majda para o calculo numérico de ondas
nao-dispersivas, utilizando expansodes em fracoes continuas, além de apresentar resulta-
dos sobre aspectos tedricos como a estabilidade dessas ABCs, no sentido de Kreiss [25], e
um resultado de convergéncia do problema aproximado. Na secao 4 apresentamos algumas
propostas para novos trabalhos.

2 ABCs EXATAS

Qualquer EDP linear hiperboélica com coeficientes constantes, quando resolvida por sé-
ries ou transformadas de Fourier, admite solucdes expressas como combinacao de termos
da forma

u(x,t) = tio(k)e**=¥1, (3)

com x,k € R", onde k € o numero de onda, ¢ € a freqiiéncia, e "denota a transformada de
Fourier [34]. Para satisfazer as equacodes diferenciais, k e ¢» devem estar relacionados por
uma equacao do tipo ¢ = ¥ (k), a qual é conhecida como relagcdo de dispersdo. Em geral,
cada numero de onda k corresponde a m frequiiéncias ¢, onde m é a ordem da equacao
diferencial com respeito a ¢, e € por isso que ) = (k) é chamada de relacao ao invés de
funcao. Consideremos aqui que os valores de k sao reais, e 1) pode ser real ou complexo,
dependendo da EDP.
Considere a equacao da onda bidimensional

1 0%u
?@—AUZO, (z,y) €R%, t>0 (4)

onde v = u(x,y,t), assumindo que os dados iniciais tém suporte em ]Ri. A equacao (4)
admite solugdes por ondas planas da forma

u(z,y,t) = W) e e R, (5)

onde w, £ e 1 sao as variaveis duais de ¢, x e y, respectivamente. Inseridas em (4), resultam
na relacao de dispersao

w? = (€ + ), (6)
ilustrada na Figura 2. Essas ondas viajam com velocidade de fase e velocidade de grupo
[34] idénticas e iguais a

c€ cn
= = —_—, — . 7
Vi =V c( > a}) (7)

Uma solucao mais geral da EDP (4) pode ser obtida por superposicao de ondas planas
da forma (5),

zm%ﬂz//ﬂWme%ﬁm%m, @®)
RJR

onde (&, n) € a transformada de Fourier de u(z,y), de modo que cada componente satisfaca
a relacao de dispersao. Resolvendo para £ em (6), obtemos

2
g:iﬂ%—ﬁ. €)

Assumindo que (w/c)? —n? > 0, w > 0, e usando (9), podemos chegar a relacao de dispersdo
unidirecional £ = —,/ %22 —n? = —Ci—g < 0 para as ondas viajando para a direita e a relacao

2
de dispersao unidirecional ¢ = + ‘;’—22 —n? = _cch > 0 para as ondas viajando para a

esquerda, onde —c?¢/w é a componente x da velocidade de propagacao da onda, conforme
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FIGURA 2: Grafico da relacao de dispersao [35]

(7). Assim, existem familias especiais de solucdoes da equacdao da onda, representando
ondas viajando para a esquerda, as quais sao dadas por

w(z, y,t) = eV -Parettm) (10)

com (w/c)?2—n? > 0, w > 0. Tomando a transformada de Fourier na equacao (4), com respeito
a coordenada espacial y e ao tempo ¢, usando (6), temos que

2
<j2+g> —0, (11)

onde 4 = u(x,n,w) € a tranformada de Fourier de u(z,y,t). O operador em (11) pode ser

fatorado na forma
d? d
(e +€)a= (a5 -iel) (5 +i¢l)a

e, usando (6) novamente, com (7, w) mantido fixo, a condicao de contorno a qual aniquila
as ondas planas como em (10) tem a forma

Assim, para todas as ondas como em (10) com (7,w) mantido fixo, a condicdo de contorno
em (12) nao produz reflexdes. Uma outra maneira de chegar nessa condicao de contorno
é simplesmente derivar (10) com relacdao a variavel z, e aplicar o resultado em = = 0,
donde temos d“|x 0 — iv/w?/c® —n?u|yz—0 = 0. De um modo mais geral, por superposicao
de solucgoes da forma (10), conforme observado em (8), pacotes de ondas viajando para a
esquerda podem ser representados por

u(z, .t / / VE PR 40 ) du di, (13)

onde 4(0,w,n) denota a transformada de Fourier de «(0, y,t). Por superposi¢ao da condic¢ao
de contorno em (12), a condicao de contorno a qual aniquila exatamente pacotes de onda
viajando para a esquerda da forma (13) é dada por

/ / zwt-‘rmyz\/ju(o w 77) dwdn =0, (14)
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2
d—u—i\/w—— 2Fu =0, sobrex =0,
dx c2

onde Fv(z,n,w) :/ / et yFt) (2 y 1) dy dt.
RJR

A nao-localidade da condicdo de contorno acima fica explicita através das transformadas
integrais. Inverter as transformadas explicitamente nao € possivel, desde que a raiz qua-
drada em (14) nao tem uma transformada inversa explicita. Desde que a raiz quadrada,
tanto em (12) como em (14), € uma funcao irracional de w e 7, (12) e (14) ndo representam
o simbolo de uma equacao diferencial parcial, mas uma equacao contendo um operador
pseudo-diferencial [36]. Esse operador é nao-local no espaco e no tempo, e torna-se caro
implementa-lo numericamente. No entanto, € possivel aproximar a raiz quadrada para
produzir uma familia de EDP’ s que podem ser implementadas numericamente. Essas
condicoes nao serao exatas e havera uma pequena quantidade de energia da onda que
sera refletida em direcao ao interior do dominio. Contudo, € possivel construir condicoes
de contorno aproximadas de modo que minimizem as reflexdes. Necessariamente, essas
condicdes de contorno devem ser:

ou, de outra maneira,

(i) locais,

(i) bem-postas para uy — c2Au = 0. (1)

Para equacoes com coeficientes variaveis, a teoria dos operadores pseudo-diferenciais e a
reflexdo das singularidades [36-38] sao empregadas para o desenvolvimento de condicdes
de contorno nao-locais, no espaco € no tempo, pelo menos assintoticamente.

3 ABCs DE ENGQUIST E MAJDA

Na década de 70, Engquist e Majda propuseram a primeira hierarquia de condicoes de
contorno aproximadas locais de alta absorcao para problemas de propagacao de ondas.
Tomando z = —c?n?/w?, as primeiras aproximacoes para a raiz quadrada do simbolo da
condicao de contorno em (12), considerando os aproximantes de Padé [0/0], [1/0] e [1/1],
respectivamente, sao dadas por

Ttz = 1+0(z|)

1
1+2z = 1—|—§z—|—(9(|z|2)
z

1+Z = 1+m+®(‘2|3)

Da transformada de Fourier, e sua inversa, vem as correspondéncias iw <— 9/0t e in «+—
0/0y, de onde, por (12), obtemos as primeiras aproximacoes para as ABCs exatas sobre a
fronteira z =0

0 10
(83: B c6t>u|$:0 - 1o
0? 10> ¢ 9
<axafcat2+2ay2>“'“"’:°_o‘ )

3 2 93 3 3
0 ¢ 0 10 3c O >U|x0=0- (18)

<8t28x T L0202 coB 4 otoy?

No trabalho de Ha-Duong e Joly [39], na secao 2.1, utilizando estimativas de energia,
mostra-se que a primeira aproximacao 16, conjuntamente com a equacao da onda, nos leva
a um PVIC fortemente bem-posto, no sentido de Kreiss [25]. Originalmente, o critério de
Kreiss € aplicado para sistemas de equacoes lineares de primeira ordem. Higdon, em [35],
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forneceu algumas interpretacoes e explanacoes sobre a teoria de Kreiss e outros autores,
como Majda e Osher [38] e Ralston [40], discutiram com detalhes condi¢oes necessarias
para um PVIC ser fortemente bem-posto, tanto para sistemas hiperbdlicos, como as equa-
coes de Maxwell, como para equacoes lineares, como a equacao da onda classica. Higdon
também descreve alguns contra-exemplos, onde os sistemas nao satisfazem a condicao de
Kreiss e, ainda assim, sao fracamente bem-postos.

A estabilidade no sentido de Hadamard, em que o PVIC € bem-posto se, para todo
x € Q C R", t > 0, existe solucao unica, e podemos estimar alguma norma da solucao
pela mesma norma dos dados, € dita estabilidade fraca. A estabilidade de acordo com o
critério de Kreiss, na qual podemos prescrever as normas para as quais queremos obter
alguma estimativa, € dita estabilidade forte [39]. Para o nosso caso em particular, Engquist
e Majda, em [8], nos dao a seguinte interpretacao do critério de Kreiss:

Definicdo 3.1: Uma condigdo de contorno B, sobre a fronteira x = 0, juntamente com a equa-
cdo da onda, agindo sobre funcoées definidas em x > 0, t > 0, é dita fortemente bem-posta
desde que nao existam soluc¢ées da _forma

32 .
pls,m) = eV @t (19)

onde s = p + iw, com Re(s) > 0, satisfazendo

0? 0? 0?
<8tz—c2(ax2+8y2))g0(s,n):0 em z >0, (20)
Be(s,m)|z=0 = 0.

Além disso, para |2]* + [n|* = 1 e Re(s) > 0, deve existir ¢ > 0 tal que |B(¢(s,n))| > co.

Observe que se a condicao (20) nao € satisfeita, temos solucoes da forma (19) satisfeitas
também para x > 0, o que fisicamente nao € aceitavel. Aplicando o critério para a segunda
aproximacao, temos que (17) nos leva a um problema bem-posto, a menos que

52 1 c
—s\| S + 02 ==s"+ 0. (21)
c c 2

Aplicando o quadrado em ambos os lados, obtemos que s%(s%/c? +7?) = (1/c?)s* + s*n® +
(c?/4)n*, e assim, obrigatoriamente, temos n = 0. Mas quando n = 0 em (21), obtemos
%SQ = 0, e assim, teremos somente a solucao trivial. Logo, (17) € bem-posta. Para checar
que a condicao de contorno (18) nos leva a um problema bem-posto, precisamos somente

mostrar que nao existem raizes com Re(s) > 0 para

2 2
c s 1 3c

s+ —n" |\ 5 + 2+ ="+ —sp® = 0. (22)
4 c c 4

Se definirmos z = s/|n|, obtemos

1 c? 1 /s? 1 s2  3csn? c? 22 1 3c
0= — 2 o2 \/72 -7 == _ 2 i ~ 1 -3 e
e T ) E e T = (e e e

ou seja, (22 + c2/4)\/22/c2+1 = —((1/¢)z3 + (3¢/4)z). Elevando ao quadrado em ambos os
lados chegamos que ¢'/16 = 0, absurdo, pois sempre temos ¢ # 0, ou seja, nao existem
solucdes em (22) e a terceira aproximacao € bem-posta.

Em contraste com a situacao acima, vamos mostrar que a condicao de contorno deri-
vada da expansao em séries de Taylor

- 02772 L 102772 B 104774 o 667]6
w 2 w? 8 wi wb
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¢é fortemente mal-posta. Aplicando a aproximacao em (12) temos que

d w 12?2 1 cetpt 3d 1 R P
A N 1 P P < : c . o
(-2 (14 3+ 2 ) Juloma = (60" - L+ S0 + o) Julemo

e usando as correspondéncias iw <> 9/0t, in <> 9/Jy, temos a aproximacao dada por
ot 1ot ¢ ot ot
_ -2 4= — + —— uly—o =0. 23
<8x8t3 cot T2 a0r TR ay4>“| 0 (23)

Para verificar que a condicao (23) € bem-posta, ndo devem existir raizes com Re(s) > 0 para

[o2 2 4
3 /5 9 14 ¢ 99 ¢C 4 _
—S g‘f"f} —ES _5778 +§77 =0.

Dividindo por |5|* e fazendo z = s/|n|, obtemos
3 3 4 2,22 4 4 ) 2 4
1 1 1
0:_5737 %+ 2_,%_S%+3L4:_Z3 %+1_,Z4_iz2+i.
n? | V ¢ clf* 2 nlt 8 n] ¢ c 2 8

Considere z, com z € R e z > 0. Para z = 0, a expressao acima tem valor ct /8. Quando
z — 00, a expressao acima tende para —oco. Assim, existe uma raiz real positiva e essa con-
dicao é fortemente mal-posta. Assim, podemos observar que uma aproximacao polinomial
em séries de Taylor para a raiz em (12) nem sempre levara a uma condicao de contorno
local bem-posta. Portanto, € necessario um cuidado na escolha de aproximacoes locais
apropriadas para a condi¢ao de contorno nao-local a fim de garantir estabilidade.

3.1 CONSTRUCAO DAS ABCS APROXIMADAS DE ENGQUIST E MAJDA

Visto que as condicdes exatas obtidas inicialmente sdo nao-locais, em [9], Engquist e
Majda propuseram a seguinte sequiéncia de condi¢oes de contorno locais aproximadas

BNy =0 (24)

sobre a fronteira z = a, onde os operadores BY = BN(9/0t,0/0x,0/0y), N > 0, sdo uma
familia de operadores diferenciais homogéneos definidos recursivamente por

BY =21
Bl = aat - c;
v (25)
0 2 9?
N+l _ 94N € 07 N1
B n atB 4 ﬁyZB

Observacgdo 3.1: No que segue, escolhemos o ramo da raiz quadrada bem definido para
—m < argz < w, com o entendimento implicito que \/r = +i+/|z|, quando x < 0, é o limite da
Jorma z = lin% (x +1iy), comy > 0 ouy < 0, respectivamente.

y—

Considere v : R2 x R — R tal que

2
O%—CQAUZO, em R? x RT

U(O, Y, t) = g(y> t), emzxz =20 (26]
u(z,y,t) =0, para t <0

onde g(y,t) € L? N L' é uma funcao arbitraria tal que g(y,t) = 0 para ¢t < 0. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que g € suficientemente suave. Aplicando transformada de
Laplace em ¢ e transformada de Fourier em y, chegamos a EDO
d*a s 2\
@ = (62 —1—77 >U, em R
u(0,n,s) = G(n,s), emz =0

(27)
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onde s = p+iw, com Re(s) > 0. Aqui, G(1),s) = (Qﬂ s> [ [e =M g(y,t) dy dt. Resolvendo a EDO,
encontramos ; ;
w(x,n,s) =cre V et coeV RS

Aplicando a condicdo de contorno em z = 0, temos que
c1+c=G(n,s).

Observe que, se u € L!, a transformada de Fourier-Laplace em u(z,y,t) esta bem de-
finida. Mas isso nao implica necessariamente que tenhamos @ € L!. No entanto, como
estamos aplicando a transformada apenas nas variaveis y e t, temos implicitamente que
u(x,n,s) — 0 quando x — oo, pela interpretacao fisica da solucdo. Isso implica que c; = 0.
Logo, G(1, s) = ¢1, e assim

A S2
i(w,m,5) = Gy, s)e VL, (28)
Aplicando a transformada inversa de Laplace e de Fourier, obtemos
oo (1 [PTiee S22,
u(z,y,t) = / e <z/ eS'G(n,s)e” Ve ds) dn. (29)
—0o0 p—100

Observe que /s%/c? + n? *ﬁ\/l + ¢?n?/s?. Assim, pela observacao (3.1), ao fazermos
o limite quando p — 0, temos que considerar dois casos: quando w < 0, temos que args ~

—7/2, o que implica que args?> = 2args ~ —n. Logo Vs2 — —i|w| = iw; quando w > 0, temos
que arg s ~ 7/2, o que implica que args® = 2args ~ 7. Logo Vs2 — ilw| = iw. Deste modo,

quando p — 0, temos que
(iw)? iw 2n?
2 = e

Agora, observe que, quando p — 0, o integrando em (29) tende a

(zw)
—\/ = e it iny
. n2x+iw myG( 77)

e esta funcao é dominada por G(iw,n) € L? N L'. Assim, considerando a observacio (3.1),
pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

u(z,y,t) / / e~ W/ 1=(emn? [WB)tiwttiny o) Y du diy, (30)

onde j(w,n) = G(iw,n). Se introduzirmos o operador, o qual é ndo-local no espaco e no
tempo, definido por

—//eim”"yi(w/c) 1—(2n?/w?)i(a,w,n) dwdn

a solucao u satisfaz a condicao de contorno de absor¢ao nao-local em = = a dada por

0
— 4+ R
<6x+ )“

Para desenvolver as condicées de contorno BY, para serem usadas como as condicoes
de contorno absorventes locais bem-postas em x = a, usamos a expansao em fragodes con-
tinuas finitas para f(z) = v1 — z2. Note que V1 — 22 ~ 1 quando x — 0. Entao escrevemos

vq—n¥—1+wvﬁ—na_1>_1+KvT—x?;3Yf;3¢+1>

=0. (31)

r=a

Logo,
2

x
2 =1 - - -
vVi—zt=1 Yk (32)

46 ARTIGO DE POS-GRADUACAO




REVISTA ELETRONICA MATEMATICA E EsTATiSTICA EM FocCcoO

Aplicando (32) em si mesma, repetidas vezes, obtemos a expansao em fracées continuas

Vi—a?=1- L =1 Sl = ..
x x
R — 2 —
1V 22 .7
1+ V1 — 22
Temos entao a sequéncia
z? z? z?
fl(l’):L fg(fL‘):l—?, f3($):1— 22 f4(gj): S g2 ot
22 2— P
Genericamente, )
x
=1
Vemos que existem polindmios Ty (z) e Sy(x) tais que
Tn(x)
=1 . 33
fn(z) =1+ SN (@) (33)
Da equacao (33) segue que
Tnii(z) + Snia(x) _ x> (2—2%)Sn(x) + Tn(x)
= fyii(z) =1~ = .
Sn+1(x) 1+ fn(z) 25N (x) + T ()
Entao, podemos considerar que os polinomios em (33) satisfazem as recorréncias
SN_H(.I‘) = 251\[(21?) + TN(.’I?)
Note que (34), mais os valores iniciais 71 (z) = 0, S1(z) = 1, Ty(x) = —2?%, So(x) = 2, permitem
calcular as sequiéncias.
Proposicdo 3.1: As seqiiéncias de polinomios acima satisfazem a recorréncia
{ TN—H(x) = 2TN(x) — xQTN_1($> (35]
Sni1(r) = 28N (x) — 22SNn_1(z)

Demonstracao Utilizando (34), escrevemos

Tny1(z) = —22Sn(z)
2TN(1“) = —2.%'2SN_1($>

Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos

Tnii(z) — 2N (z) = —22 (SN(m) - ZSN_l(:B)> = —2°Ty_1(x).

Para a ultima igualdade da linha acima, usamos a segunda igualdade de (34). Da igual-
dade dos dois extremos da linha acima, segue a primeira igualdade de (35). Utilizando
novamente (34), escrevemos

Snt1(x) = 288 (2) = Ti(z) = =Sy -1 (@),
donde segue a segunda igualdade de (35). Om
Lema 3.1: Dado ¢p > 0, existe um a(ey) > 0 tal que:
(i) para z*<1—¢, 0<ale)< fy(z)<1, fn(1)>0

) para z2<1—¢ lim max [V1—22— fy(z)=0

N—oo 22<1—¢9
(141) V1—22 — fyn(z) = 0(z?N)
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Demonstracao Mostraremos os trés itens fazendo induc¢édo em N.
(i) Para N = 1, temos que fi(z) = 1, para todo = € [-1,1]. Logo, dado ¢ > 0, para
|z| = /1 — €9, necessariamente existe um a(ep) > 0 tal que 0 < a(ey) < fi(z) = 1. Observe
2 s o
que, para N = 2, onde fy(r) = 1 — %, 0o maximo ocorre em x = 0, onde a funcao € igual a 1,
logo f2(xz) < 1. Observe que o dominio de v1 — 22 € o intervalo [—1, 1], logo f2(1) > 0. Nossa
hipétese de inducao entdo € que, para N < k, temos 0 < a(eg) < fr(z) < 1, com fi(1) > 0.

Obviamente .

1+ fe(D)

Agora, observe que a(e) < fi(z) < 1 € equivalente a § < ; - J}k @ < a (eol)+1' Multiplicando a

> 0.

fr1(1) =1

desigualdade por —22, obtemos

$2

1—W < frr1(z) <1

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a(ep) < ¢y < 1. Assim, temos que

z? 1—eo a(ep) + €o - 2a(€p)

1_a(60)—|—1Z _a(60)+1: a(ep) +1 ~ a(eg) +1

> a(eg) > 0,

0 que completa nossa inducao.
(ii) Considere a sequiéncia

My = max |[V1—2%— fn(2)].

22<1—¢g

Queremos mostrar que limy_,., My = 0. Para N = 1, temos que

My = max [1—-+1—2?= max (1—+1-—2a?).

22<1—¢g z2<1—e€g

Agora, observe que %(1 —V1—22%) = 0 se e somente se z = 0, o qual é um ponto de
minimo. Logo, o maximo ocorre nos extremos de {r € [-1,1] /22 < 1 — ¢}, ou seja, M; =
1-+41-(1-¢€)=1-,/ep. Suponhamos que o item (ii) seja valido para N < k, ou seja,
nossa conjectura € de que

My = max |fi(x) —V1—22 =|fx(z) — V1— 22|

z2<1—¢g

r2=1—¢g

Vamos mostrar que vale para N = k + 1. Observe que

Myt = max |fii(a) — V122

z2<1—€g
(fe(x) = V1 —2?)(1 = V1 —a?)
1+ fr(x)

= max
r2<l—¢g

< (eria)n

Note que, seguindo este raciocinio,

1-— €0 1-— €0 2
Mo < <\CO>Mk+1 < <\F) M,

1+ aleo)

ou seja,

1_ k—1
M < (\/5> M;.

1+ a(EO)
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1+4a(ep) 1+a(ep)

lim max |fri1(z) — V1—2a2| =0.

k—00 22<1—¢g

k
Como Y% ~ 1, temos que limg_,oo Mgy1 < hmk_mO(l‘/a) M; =0, ou seja,

(iii) Considerando a expansao em série de Taylor em torno de xy = 0 da funcao v1 — z2,
temos que, para N =1

1 1
V122 - fi(z)=1—-2? - Z2' — ... —1=0(2?

e para N =2
1 1 1
V1—22— folx) =1— za® — -zt — .. —1+§x2:(‘)(:v4)

Suponhamos que o item (iii) seja valido para N < k. Para N = k + 1, temos

V1—2?— fya(z) = \/1—x2—<1—”:2>

1+ fr(x)
_ WV1-2?— fi(@) + fu(@)v1 —a? — (1 - a?)
1+ fr(x)
. (Vi-2?— fiu(z))(1 = V1 —a?)
1+ fr(x)
— 0@t
o que completa a prova. Om

Lema 3.2: Os polinémios Ty11 e Sy1 satisfazem

paraN impar: grauTy(z?) = N — 1, grauSy(2?) = N — 1, (36)
paraN par:grauTy(z?) = N, grauSy(z?) = N — 2,
para N impar: Sy (z%) = (—1)V=D/2zN=1 L (N =3),

paraN par: Ty (z?) = (—=1)N2zN 4 0(2N-2). (87)

Demonstracao Vamos provar (36) e (37) por inducao em N. Para (36), com N = 1, temos
que graul; = 0 e grauS; = 0. Com N = 2, temos que grauT, = 2 e grau S = 0. Supomos
que (36) seja valida para N < k — 1. Para N = k impar

grauT), = grau (2Ty_1 —2° Ti_o )

—~— —~—
par Impar
grau S;, = grau (2 Sy_1 —z% Si_s ),
—— ~——
par impar

e como, nesse caso, grau (27;_1) = k—1 e grau (—2%Ty_o) = (2)+(k—3) = k—1, grau (25;,_;) =
k —3 e grau (—2%S_2) = (2) + (k — 3) = k — 1, temos que

graulp, =k—1

grausS; =k — 1.

Para N =k par

grauT), = grau (2 Tj_; —2>Tj_o)
~—~—— ~—~——
Impar par

grau Sy, = grau (2 Sp_; —x2S,_s),
SN~ S~—~—
iImpar par
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e como, nesse caso, grau (27,_1) = k—2 e grau (—z%T;_») = (2)+(k—2) = k, grau (25),_1) = k—2
e grau (—z%S_2) = (2) + (k — 4) = k — 2, temos que

graul, = k
grausS, = k-2

Para (37), com N = 3, temos S3(22?) = 4 — 22 = (=1)'2? + 0(2%), e com N = 4, temos
Ty(2?) = 2 — 42% = (—1)%2* + O(2?). Supomos que (37) seja valida para N < k — 1. Assim,
para N = k impar

Sk(z?) = 28p_1—2* Sp_o
—— ——
par impar

(k—2)—1

= 2O(l'k_3) — 2 <(—1) 2 x(k—?)—l + O(l'(k_Q)_?’)>

k-1

= ()T 0Er),

e para N =k par

Tp(z?) = 2 Ty —2°Th_s
Impar par

k=2

= 20(zF72) — 22 ((—1)2xk2 + O(x(k2)2))
= (—1)22F 4+ 0",
0 que completa a demonstracao. Om

Para derivar as condicdes de contorno B%, facamos a transformada de Fourier em (31)
e assim podemos reescrever a condicao de contorno como

: 2,2\ 1/2
+ (1 - ) @
C w
Observe que Rul,—, é a transformada de Fourier inversa de i(w/c)\/1 — (¢?n?/w?)i(a,w,n).
Do lema (3.1), segue que
; 2,2\ 1/2 ; . 2N
+“"<1—Cz > i +“"fN<C77)a +“"o( >u
gea C w c w c

Usando (33), a condicao de contorno absorvente aproximada é da forma

_ o
Oz

0

r=a Tr=a

@
ox

_on
- Oz

r=a

cn

w

r=a r=a r=a

ou 1w TN(Q) R
i =1 w =
I $:a+ - < + Sn(e) ] . 0, (38)
a qual é equivalente a
SN<C77>6U +E <SN <c77> —I—TN<C17>>11 =0. (39)
w/)or|,_, c w w —a

Observe pelo lema (3.2) que grau Sy(cn/w) < N —1 e grauTn(cn/w) < N. Como cada con-
dicao de contorno absorvente € definida por um operador de simbolo polinomial em w e 7,
podemos multiplicar (39) por (iw)V~1,

(2 2 5(2) o (2) -0
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Deste modo, podemos definir o operador BY = BY <iw, m, (9890) da forma

o dorn (@ L (@) @)

onde (40) € um polinémio de grau no maximo N em (w,n). Quando referenciarmos (40), €
importante também observar (38). Se usarmos a correspondéncia iw > 9/0t, in < 0/dy,
para definir BV (9/0t,0/0y,9/0x), entao BN (9/0t,0/0y,d/0x) € a condicdo de contorno local
de Padé em x = a. Usando (40) e as identidades do lema (3.2) temos que

# = Sl (2) - See())a
+ (Z;V);V <25’N_1 (i?) - CZZQSN—Q <i7> +2Tn_1 (i?) — Cz)ZQTN_2 (T))
= (s (2) 5+ 5 (5v(2) +a (2)
# (o e @) (or(2) +m(2))

e por (40), chegamos a

N N-1 02772 N—2
BY = qwB T +TB -, (41)
que correspondem as condicoes em (25).

Observacgdo 3.2: Para solugées suaves (proximas da fronteira em x = a) da equagdo da onda,
a condicdo de contorno (24) pode ser reescrita em termos das derivadas de t e y somente.
De fato, BN é par com respeito a variavel x e, gracas a equacao da onda, a derivada de
segunda ordem com respeito a x pode ser trocada por derivadas de t e y, ou seja, 9*/0x* =
(1/c?)0?/0t> — 02 /0y®. Em consequéncia, podemos mostrar que BY escreve-se formalmente
como

1 (o a\"
N
BT =orm <6t B C(%c) ’ (42
e, por conseguinte,
- - ) o\ N
BVu=0+= BYu=0, BY= (at—c&J : (43)

A demonstracdo é imediata por inducao em N: é evidente que B? e B! satisfazem (42). Se
BN-1 e BN satisfazem (42), entéo, pela definicao (25) de BN T, temos que

ghii_ L 000 NV 1/ Lo N\(o o\
oN=1 9t \ Ot Ox 2N\ ot? 0z2 ot Ozx

Observe que
PGP\ _ (0 oN(D D
ot? ox2) \ot ox)\ot ox)’

logo N
v L /o aNY/o 1/0 o
B :le(at_cax> <8t_2(8t+68x>)'
Como
(212 e2)) =122
ot 2\ot Oz 2\ot 0x)’
segue que

BN+1 — i g —Cg A
2N\ ot oz '
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3.2 ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

Agora, considere u : ]Ri x R — R satisfazendo o problema (26),

2

%T—CQAU_O em R% x R,
u(0,y,t) = g(y,t), emaz=0,

u(x,y,t) =0, para t <0.

Suponha que ¢, um erro aceitavel, e ap > 0 sdo dados. Considere o dominio Q, = {z /0 <
z < a}. O objetivo é encontrar uma condicao de contorno, B, sobre a fronteira = = a, com
a > ap tao proximo de ap quanto possivel, de modo que se uy : 2, Xx R x R — R € solucao de

Ouy _ 2Auy =0 Qu x R x R

UN(Ovyvt) = g(yvt)a emz =0 (44]
BNuy =0, emz =a
un(z,y,t) =0, parat <0

entao

1/2
(/ / / lu — up| dxdydt) <6 (45)

para tempos 7T prolongados (na pratica, para longos periodos de simulacao), de modo que
o tempo de movimento das ondas pudesse produzir M reflexdes na fronteira artificial em
r = a, onde M é um inteiro positivo dado. Além disso, a condicdo de contorno B deve
satisfazer (15). Obviamente, a fim de que (45) possa ser satisfeita, a condi¢do de contorno
BN deve também minimizar a amplitude das ondas refletidas. Considerando o problema
(44), enunciemos agora o teorema central de [9]:

Teorema 3.1: (a) Toda BY é uma condicédo de contorno local fortemente bem-posta para a
equacao da onda em (1).

(b) Dados § > 0, um inteiro arbitrariamente grande M > 0, e uma fungéo forcante arbitrdria
g(y,t) € L2 N L! tal que g(y,t) = 0 parat < 0, existem Ny = No(5, M) e ag = ao(5, M) tal que se,
para todo N > Ny e a > ag, temos que uy resolve o problema de valor de contorno em (44),

entao
T rao 1/2
(/ / /!u—uNQdydxdt> <6 (46)
0 0 R

para todo tempo T com 0 < T < 2aM.

Observemos que a parte (b) do teorema € apenas um resultado de convergéncia e nao
fornece uma estimativa de erro. Os parametros N da ordem da condicdo de contorno e
a da distancia do suporte dos dados iniciais sao muito importantes. Na demonstracao
desse teorema requer-se que a seja suficientemente grande. Isso mostra que os modos
evanescentes nao sao corretamente tratados pelas ABCs de Engquist e Majda, ou seja, €
necessario que o suporte dos dados iniciais esteja suficientemente longe do contorno =z = a
a fim de aniquilar a amplitude dos modos evanescentes. Para a demonstracao do Teorema
(3.1), vamos precisar de alguns resultados preliminares.

Definicdo 3.2: Um problema de valor inicial escalar

o 9\ o o
AL 2V L A2 D) =
<1<8t’8y>8x+ 2<8t’3y)>u 0, >0,
U(O, yat) - uO(y7t)

com Ai(w,n), As(w,n) polinbmios homogéneos de graus N — 1, N, respectivamente, é (fraca-
mente) bem posto como um operador evolutivo em x na direcao = > 0, se

A1 (iw,in) K + As(iw,in) = 0, 47)

para |£]? + [n|* > 0, implica que Re(K) < 0. o
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Proposicdo 3.2: Assuma que BY (iw,in, K) é um polinémio homogéneo de grau N da forma

oN 0 0\ 0 0 0\ 0

Z 4 pi = 2\ p2 )=

oty N(@t’ ay> oz * N(at’ 8y> dy’
onde P (iw,in), P%(iw,in) sao polinomios homogéneos de grau N — 1. Assuma também que
BN, como um operador evolutivo em = com direcao = > 0, é bem-posto. Entao, dados n, K
com Re(K) > 0, o nitmero de raizes 7j(n, K) satisfazendo BN (r;,in, K) = 0 e Re(r;) > 0 é uma
constante independente de n e K com Re(K) > 0. Em particular, quando BY ¢é dado pela

condicdo de contorno de Padé, o numero de raizes é zero, independentemente de n e K, com
Re(K) > 0.

Demonstracdo Para (1, K) fixos, BY(7,in, K) é um polinomio de grau N em 7 cujos coefi-
cientes dependem continuamente de (in, k). Conseqlientemente, as raizes 7;, j = 1,..., N,
de BY(r;,in, K) sao func¢des continuas de (in, K). Assim, por contraposi¢dao, se 0 numero
de raizes 7; com Re(7;) > 0 € ndo constante, entdo existe um 7y e um Ky com Re(Ky) > 0
e uma raiz puramente imaginaria 7 = iwy satisfazendo B (iwy, iy, Ko) = 0. Ou seja, o nu-
mero de raizes de BY(r;,in, K) é fixo, N, no entanto o numero de raizes de B (7;,in, K)
com Re(7;) > 0, num dado instante, € m, e para Re(r;) < 0 € N —m; num outro instante,
para Re(r;) > 0 € m — 1, e para Re(r;) < 0 € N — (m — 1). Logo, em algum instante, para
algum ny e Ky com Re(Kj) > 0, de fato havera uma raiz puramente imaginaria 7 = iwp
satisfazendo B (iwp, iny, Ko) = 0. Mas isso contradiz o fato que B é um operador evolutivo
bem-posto com direcao = > 0, pois para isso teriamos que ter Re(K) < 0. Logo, (47) é
satisfeita. Aplicando a primeira parte dessa proposicao para as condi¢cdes de contorno de
Padé, precisamos somente contar as raizes 7 com Re(7) > 0 quando in = 0, pois o nimero
de raizes de B (7,in, K) para todo n e K com Re(K) > 0 deve ser igual ao numero de rai-
zes de BN (7,0, K), com Re(K) > 0. Mas, por (33), fx(0) = 1, e, de acordo com (40) e (47),
BN (r,in, K) pode ser escrito como

1 N_1 T n
o7 {“ch(%)]’

<K+ T>TN1 =0,
c

o que implica que 7V~! = 0 ou 7 = —Kc. Desde que Re(7) > 0 € Re(K) > 0, o numero de
raizes € zero, o que completa a prova. Om
Note que, dada uma combinacao linear

s2 42 . 2, o )
v/ 25 t —\/ 35 t
o =creV 2 +n x+tst+iny coe ZtnTrts -Hny’

e assim satisfaz

temos que

0= BNy = ClgN(e\/i%Jrn?erstJriny) n CQ.BN(efy/z—g+n2x+st+iny)

)

o que implica que

fBN(e—\/ §+n2w+st+iny)
BN(e‘/ z%+772a:+st+z’77y)

Mas BN (s, iw, d/0x) pode ser reescrito como

1 y_1| O s in
N ® {aﬁch(csﬂv
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5 )
(Ve in())
C & S
Cl — — 3 - Co.
(Vo in())
C C S
Assim, definimos o coeficiente de reflexdo Ry (s,in) dado por
5 . . .
[Erein() A)en(s)
C C S _ S S
52 s, (i in in
cﬁ”“ch(Cs) f<cs>+fN<cs>
Observacdo 3.3: Segue de (48) que Ry (s,in) é holomorfo em s para Re(s) > 0, pois ndao ha

polos, nem singularidades essenciais, no mdximo singularidades removiveis. Para Re(s) = 0,
podemos escrever (48) como

logo

Ry (s,in) = (48)

Para ¢*n?/w? > 1, Ry tem a forma Ry = (—ia + b)/(ia + b) o que implica que |Rx| = |2|/|2| = 1,
isto é, |Ry(iw,in)| = 1, enquanto para ¢*n?/w? < 1, Ry tem a forma Ry = (—a + b)/(a + b)
coma, b > 0; assim |Ry(iw,in)| < 1. Pelo Lema (3.1), |pRy(iw + p,in)| < M; assim segue do
principio do mdximo que

|Rn(s,in)| <1 Re(s) > 0. (50)

Observe que a equacido da onda (4) resulta na relacao de dispersao (6) que pode ser
reescrita como 1 = (c£/w)? + (en/w)?, ou ainda, (c¢/w)? =1 — (en/w)?. Se *n?/w? ~ 1, entao
temos que ¢ ~ 0, ou seja, a incidéncia € tangencial, e além disso, v, ~ (0, £1). Se ¢*n?/w? < 1,
teriamos que ¢?¢?/w? > 0, o que implicaria que ¢ € R. Logo as solu¢des seriam senéides e/ou
cossendides da forma Ae® + Be %%, ou seja, temos modos propagativos. Se ¢?n?/w? > 1,
entao c?¢%2/w? < 0, o que implica que ¢ é puramente imaginario. Logo a solucdo seria da
forma Aelél* + Be~€l*, No entanto, a solucao exponencial ¢/¢/* nao é uma solucao fisicamente
aceitavel, e portanto temos solucdoes com decaimento exponencial em z, ou seja, temos
modos evanescentes. Assim, definimos, para todo ¢; > 0, as regioes

2,2
<

G = {(%77)‘1—60 =2 < 1+ epou|w|? +|en* < eo}

i 2 2
G2 ={ ()| Zh <1- a0 o+ > e

*n? 2 2
G3 = (Wﬂ?) w2 > 1+ €0, ‘W| + |CT,‘ > €0
onde G representa a regiao dos modos tangenciais, G representa a regidao propagativa, e
G5 representa a regiao dos modos evanescentes. Além disso, considere

1/2
Fj=< / / |§<w,n)2dwdn> paraj = 1,2,3.
Gj

Uma vez que o dominio do problema (44) situa-se a esquerda do contorno artificial,
convém interpretar o critério de Kreiss da seguinte forma [9]:
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Definicdo 3.3: A condicdo de contorno BY, sobre a fronteira x = 0, juntamente com a equac@o
da onda em (1), agindo sobre funcées definidas em = < 0, t > 0, é fortemente bem-posta
desde que nao existam solucées da forma

90(8, 77) — eV %+n2m+st+iny (51)
onde s = p + iw, com Re(s) > 0, satisfazendo
0? o 0 0?
(8752_0 <ax2+ay2)>§0(s,7]):0 em z <0, (52)

BN (s, 1) |o=0 = 0.
Além disso, para |2]* + |n|* = 1 e Re(s) > 0, deve existir ¢y > 0 tal que
1B(e(s,n))| = co. (53)

3.3 DEMONSTRACAO DA PARTE (a) DO TEOREMA (3.1)

Usando as definicoes (3.3) e (3.2), comecaremos por provar que

By € um operador evolutivo (fracamente) bem-posto paraz > 0. (54)

Re(K) + ijm(K + EfN <Cm>) =0,
c w

o que implica que Re(K) = 0. Por outro lado, quando w = 0, segue do Lema (3.2) e de (40)
que

Quando w # 0, (40) e (47) implicam que K + % In <c”’) = 0 e, como fy tem coeficientes

reais, temos que

(—1)N=D/29=NeN-1(;\N=1¢ — (0 se N é impar
(=1)N/22=NN=1(in))N =0, se N é par.

De fato, para N impar, do Lema (3.2) e de (40), segue que

QNBN(iw, in, K) = (iw)N_l ((1)(N—1)/QCN_1 ((Zlyj))zll ‘o (cN_3 ((ZZ))JJ\:]z))K

()N (- (N-1)/2,N~1 (in)N! N3 (in)N 3
+ (e o[ )

<z’w>NO<CN_1 <m>N—1>

c (iw)N-1

(55)

N <(_1)(N1)/20N2(in)N1(iw) +0 <cN4(in)N3(iw)3>>
+ 0 (cNZ(in)Nl (iw))

logo, para w = 0, temos a primeira parte de (55). Agora, para N par, segue do Lema (3.2) e

de (40) que
(o o E o )
iw)N ((_1)N/2CN (i) o <CN—2 (in)N2>>

c (iw)N (iw)N—2

(o 2wtiny ) )i+ (o wrn™2))
(0¥ o SR ?)).
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logo, para w = 0, temos a segunda parte de (55). Assim, no primeiro caso, K = 0, enquanto
no segundo, nao existe raiz de K. Isso verifica a afirmacao em (54).

2 .
Agora, suponhamos que ¢(s,7) = eV 2 T7TFFM 0om Re(s) > 0, satisfaz (52). Tomemos

K = f:—i +n? e 7 = s. Naturalmente temos (%—02(88—;—1—%))@(8,77) = (52—02((i—2+n2)—n2))¢ =

0. Por (40), temos que BN » = 0 se, e somente se,

o (o )om Ee ()o- (ei)
€T C S C C S C T

Assim, (1,K) € raiz de BY(r,in,K) = 0 com Re(K) > 0 e Re(r) > 0, e isso contradiz a
altima sentenca da proposicao (3.2). Logo, (52) é satisfeita para Re(s) > 0. Observe que
1912 + [n]* = 1 € compacto, e |BYp(w,n)|s—0| € continua, logo assume maximo e minimo em
|£]2 + [n]? = 1. Assim,

BV Mool 2, min,  [BYo(w,m)leol

Desse modo, para verificar (53) por compacidade, precisamos somente verificar que, para
s = iw fixo, com [“|* 4 |n|2 =1,

. 2.9\ 1/2 . \N . i
(iw)N Sy (CZZ) <1 - sz> + (“‘;) <SN (cZZ) + Ty <CZZ>> ’ £0, (56)

pois isso acontecera se, e somente se, minje 2 y2— BN p(w,n)| > 0. Para w # 0, a condicao

em (56) € equivalente a
62772 1/2 1 Z'n
(- 22)" s L (e22)] o -
w C ww

1/2

Para ¢?n?/w? > 1, o termo (1 — ¢*n?/w?)!/2 é puramente imaginario, logo (57) € satisfeita. Se
n?/w? =1, o termo (1 — ¢?n?/w?)Y/? desaparece, e como temos que fy € real com fy(1) # 0,
(57) tem médulo positivo. Para ¢?,?/w? < 1, temos que (1 —c?p?/w?)Y/? > 0, e pelo Lema (3.1),
0 < fy <1, o que satisfaz (57). Quando w = 0, observe que |%|? + |n|* = 1 implica que 7 # 0.
Assim, usando ambas as expressoes em (55), aplicando a primeira com K = \/7? temos
que |BVp(0,7)] = 27VN 1|V > 0. Logo (53) € satisfeita para Re(s) = 0.

Agora note que, para Re(s) = 0 temos que [BYp(w,n)|z—0| > co em [£]2 4 |n|*> = 1, ou
seja, |BNo(w,n)|s=0| # 0 para algum (s,n). Assim, (51) ndo € solucao de (52) para todo
(s,n) com Re(s) = 0. Note ainda que, por contraposicao, se existem solucdes da forma
(51) satisfazendo (52) para todo (s,n) com Re(s) > 0, entdao BV p(s,n) ndo satisfaz (53) para
12124 |n|* = 1 com Re(s) > 0. Assim, completamos a prova da parte (a) do teorema. O

3.4 DEMONSTRAGCAO DA PARTE (h) DO TEOREMA (3.1)

Associado com a condicéo de contorno BY e a exponencial, com Re(s) > 0, dada por
eV i—g+n2x+st+iny

esta o coeficiente de reflexdo Ry(s,in) definido em (48). Sem perda de generalidade, pode-
mos assumir que g € suficientemente suave. Usando transformada de Fourier-Laplace em
(44), chegamos ao problema

A% 52 .
Wév - <C2 +n2>uw =0, em¢(,

an(0,7,s) :é(n,s), emx =0
BViUN|p=a = 0, em r = a,

(58)
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onde s = p—+iw, com Re(s) > 0. Aqui, G(1, s) = (Qﬂ s> [ [e =M g(y,t) dy dt. Resolvendo a EDO,

temos que
2 2
in(z,m,5) = creV T gy Vit (59)

Aplicando a primeira condi¢ao de contorno, temos que ¢; + ¢z = G’(n, s) e assim
A 2 2
i (2,m,5) = (G, 5) = ca)eV @ T 4 gpem Vi e, (60)

Observe que a segunda condi¢cao de contorno pode ser reescrita como

S 7
5ty (ﬂ).
x:ac S

Assim, denotando G = G(n,s), fx = fn(cin/s), § = s/c e (52 +n?) = \, aplicando a segunda
condicao de contorno em (60), temos

OuN
ox

~

BN'LALN ’:c:a = un

0 = (G- 02)\5\6‘“A — Ve VA 4 (G — 02)6“\55]‘}\; + 626_aﬁ§fN
= G’(\Ae“ﬁ + eaﬁéfN) + CQ(*\/X@G\/X — Ve VA e“ﬁéfN + e_“ﬁng)

0 que implica que

@(\F/\e“ﬁ +V eV 4 e“ﬁ§fN — e*aﬁ§fN) = G(\eraﬁ + e“ﬁng)

ou ainda
G
Cy =
- \F/\efaﬁ _ efaﬁng
\Ae“\f)‘ + e“ﬁ§fN

Observe que

ﬁefaﬁ_e—aﬁgf]v_l e*aﬁ(\f)\—ng)_l ( f—i—st> —2av/N
VaeaVA 4 eaVAgfy eVAVA+ 5fv) N VA+ 5[

Pela definicao de Ry = Ry (in, s), em (48), temos que

1+

~

G

_ A1 —2av/ X \—1
1 — Rye—20vVA G~ Be )

Cy =
Expandindo o ultimo termo numa série binomial temos
= G(1+ Y (~1) T R 729V,

Logo

a=G—cy=-G Z(—l)jHRg\,e*z“jﬁ.

Substituindo ¢; € ¢y em (59) temos

an(z,m,s) = —G Z(—l)jHRgVe_zajﬁexﬁ +Ge VA4 G Z(—l)jHR{\,e_Qajﬁe_Iﬁ
j=1 j=1
— VA Z( 1)/ R e(*—200)VA | é(—l)ﬂ'“Rg'Ve—(H?aﬂW)

= Ge IW+GZ< 1)/ Rj e~ 2“j>ﬁ+(—1)J’+1R§'Ve—<$+2“jm).
j=1
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Aplicando a inversa de Fourier-Laplace obtemos

) 1 p+ico .
un(z,y,t) = /Re”]y<‘/ eStGe_”"\F’\ds>d77
p

¢ —1300
%)

, pFico , o
+ Z[/ emy<1/ eSte(Izaj)ﬁ(—l)JRvads)dn 61)
R p

=1 —100
+ / einy < / este(m+2a])ﬁ(_1)]+leVGdS> dn:|
R 4 p—1i00

para todo p > 0. Agora, observe que, quando p — 0, o limite de ambos os integrandos das
trés parcelas da soma acima em (61) sdo dominados pela funcao G(iw,n) € L> N L'. Assim,
considerando a observacao (3.1), pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

ontont) = [ [ o) dod
N Z e(:p72aj)\ﬁ\+iwt+iny(_1)jR%g(w,n)dwdn (62)
S UrJR

+ /]R/l;l8—(z+2aj)\/X+iwt+i77y(_1)j+1R_§V g(w’n) dw d?]

onde §(w,n) = G(iw,n). Assim, fazendo p — 0, observando (30), temos que a solucao uy de
(44) é dada por

un(z,y,t) = u(x,y,t) + > uly(z,,1), (63)
=1

onde
uh(z,y,t) = /]R /R e(e=2ag)i(w/e) /1= [wiiwtbing (1)) R (i, in)§(w, n)dw dn

+ / / 6—($+2aj)z’(w/c)\/1—c2n2/w2+iwt+iny(_1)j+1R_§V(iw’ iﬁ)f](w, n)dw dn.
R/JR

~ Além disso, segue de (50) e do teorema de Paley-Wiener [41] que, dado 7' com T < 2aM,
u(z,y,t) =0 parat <T e j > M. De fato, defina

cp{\,(as,y,f) = //e(w_Q“j)i(w/C)\/1_02”2/w2+iw(T+T)+i"y(—l)jRgV(iw,in)g(w,n)dwdn
RJR

+ / / 67(x+2aj)i(w/c) 1702n2/w2+iw(T+T)+iny(_1)j+1R§'v(iw7in)g(w’ n)dw dn’
RJR

onde 7 = t—T. Observe que @) (z,y,7) = wi(z,y,t—T). Note que, como g(y,t) € L>NL', temos

. 2
que §(in,s) € H2(0) (Veja [41], pg. 163). Da observacdo (3.1), segue que ¢ =2 2V +z
é holomorfa para Re(s) > 0. Da observacao (3.3), segue que Ry (in,s) € holomorfa para

Re(s) > 0. Assim, temos que gbgv € holomorfa para Re(s) > 0. Como iRe(,/i—i +n?) > Re(s) > 0,
temos ;
|e(a:—2aj)\/ Zj+ﬁ2 6ST| < |e((x72aj)+T)3|' (64)

Como 0 < = < a, temos que (z —2aj)+T < a(1—2j)+T < a(l1—2j)+2Ma. Assim, a expressao

N /2
—(z+2aj)4/ 724‘772

(64) ficara menor que 1 somente se j > M. Analogamente, |e e*T| < 1 somente

se j > M. Logo, por (50), temos que

. 2 o
TRV T ()T R (i, ), )

P e g o .
+ole (z+ aj)\/E‘i‘S (_1)]R§V(w)7zn)g(w,n)| < 2[g(w,n)|
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para j > M, e deste modo, temos que 9273\, € L%. Assim, temos que @;V € H?(0) (Veja [41], pg.
163). Logo, pelo teorema de Paley-Wiener, temos que apg\,(x,y,T) se anula para 7 < 0. Isso
implica que ug\,(x, y,t —T) se anula parat—T <0, isto é, parat < T.

Agora precisamos mostrar que

M a 1/2
Z(/R/R/O \agv|2dxdndw> <. (65)
j=1

Note que, por (63),
iy = 2/ NI [P (1) RT § 4 o= @H2a)ile/ V1= 2 (1)1 Rd g

€ portanto

(e(mQaj)i(w/C)W(—l)j + e(Hzaj)i(”/c)m(—l)ﬂl)2(Rg§§)2
_ (e%—zaj)i(w/c)\/m (1) 2 20d)ilo OV I=R LR ()22
bl 1 ) ()
_ (62(x2aj)i(w/c)\/m | e 2(@+2a)i(w/0)\/ 1= _ e4aﬂ(w/c)W> (Ry9)*
< <€2(:c—2aj)i(w/c)\/m+e—2(x+2aj)i(w/c)\/m> (Rgvg)z

€ por consequéncia

IN

eQ(meaj)i(w/c)\/1702712/0.)2 RJQ\?.@2 + 672(:L"+2aj)i(w/c)\/ 1—c?n? Jw? R%gZ

iy

2 2

e(a:fZaj)i(w/c)\/1702772/0.}2Rgvg + e*(x+2aj)i(w/c)\/1702n2/w2Rgvg (66)

Para fazer a estimativa sobre a regiao Gy, considere (50), e observe que se 1 — ¢?n?/w? >
0, temos que (z — 2aj)(w/c)\/1 — Zn?/w? € R, e portanto |ell@—2a)(w/y/I-c*n?/w?]| — 1 Se
1 —c*n?/w? < 0, tomemos o ramo de /- tal que /1 — 2?2 /w? = —i\/|1 — ¢?n?/w?|, conforme

observacao (3.1). Note que, como 0 < z < a, temos que = — 2aj < a(l — 2j) < 0, pois j > 1.
Assim, como w > 0,

o(e=20)il/INI=EFTE| _ | =20 oo/ I/ T-FRT| < 1, 67)
Analogamente temos
|e—(a:+2aj)i(w/c)\/ 1—c2n2 /w2 | _ |€—(z+2aj)(w/c)\/ [1—c2n? /w?| ’ <1. (68)

Logo, |#y| < 2|§/>. Assim, temos que

M ao ) 1/2
Z<//G /0 |a3v2dxdwdn>
i=1 !

IN

M 1/2
Z(// 2\§\andwdn>
j=1 &1
1/2
= a2 ( [ [ 1aPdoan)
G1

= (2a0)'’M F
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Como a regiao (G; € limitada, podemos escolher ¢, tao pequeno de modo que

e deste modo

M ao ) 1/2 5
Z(// / mgvﬁdxdwdn) < - (69)
= G Jo 3

Agora, precisamos estimar a contribuicao da regiao G, correpondendo aos modos pro-
pagativos. Como G2 € uma regiao ilimitada, vamos encontrar uma melhor estimativa para
Ry . Pela propriedade (i) do Lema (3.1), dado ¢,

2rglm [V1—22+ fy(x)] > /eo + ale) > 0. (70)
x €0
De fato, observe que 7 1—22 = \/%7 =0« 2 =0, logo x = 0 é ponto de maximo de

V1 — z2. Assim, o ponto de minimo ocorre em |z| = /1 — ¢y, 0 que implica em /1 — (1 — ¢)) =
V€. Da propriedade (i) do Lema (3.1), temos que fy(z) > a(eg) > 0. Logo

min |1 —22+ fy(x)| > min |1 -—2?|+ 21211111 |fn(x)] > v/eo + alen) > 0.
22<1—¢q

22<1—¢q 22<1—¢q

Agora, dado ¢, pela propriedade (ii) do Lema (3.1), existe N, tal que, para todo N > Ny,

max |V1— 22— fy(z)| < 8 (Veo + ale)) (71)

22<1—¢g

Pela definicao de Ry(in, s) em (48), temos que, para s = iw, vale (49), o que implica que
c2n? in
1— L _ hidd
- (D))
Ry (i, iw)) = - T
V-G ea(e))
w 1w

Assim

ma 1 i f (cm> '
X\ 1= —5 = In{e 5 /e ,
max |Ry(iw,in)| < d Wil o (o + alo)) =9
(w,n)€G2 , cn? in Vo + aleo)
min 1-— 7 + fN C;

Logo, para a regiao G,, por (66), (67) e (68), temos que
aly? < 2IRYP1g1% < 2(57)% |9,

Assim, com § < 1,

M a 1/2 1/2
Z(//G/O ]faN|2da:dndw> (// 2a0| R}, 4| dndw>
j=1 2

1/2
2ay (// \g\%indw)
G2

(6')V2a0Fy

M=

1

<.
Il

M:

.
Il
—

I
Mz

.
Il
—
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M
Observe que, tomando S = Z((S')j , temos que
j=1
1-06+()>+...+0)M 5
1-4 § 0

Desde que (1 —6)(1+6 +(8)2+... 4+ (8)M-1)=1— ()M, temos que
(1= (M
S=94 < 15 >
Deste modo, escolhendo § apropriadamente, temos que

M a 12 1= ()M 6
Z // / | |2da dn dw <V2a0F5 | ——— ) < 5 (72)
2\J Je, Jo 10 3

Finalmente, para a estimativa sobre os modos evanescentes da regiao (3, somente as
propriedades de estabilidade das condi¢cdes de contorno, como a expressa em (50), entram
nas estimativas. Sobre a regiao Gs, ¢?n%/w? > 1+ ¢ € (Jw|? + |en|?)'/? > \/eo; assim

2
2= > > 0. 73
(w{?faGXGS 1 c? _\/5 (73)

max \/7] — 2 ma \[n?— =

(w,m)€G3 c? \w|2+|cn|2—eo c?
max — , na n*— —.
777 €G3 2 2 02

=1+eo

De fato,

. 2 P 2 .
O maximo de y/7? — “; ocorre no mesmo ponto que o maximo de n?— “7 ocorre. Assim, pelo
. - 2 C s o~
método dos multiplicadores de Lagrange, temos (n? — 7 ) sujeito a restrigao |w|? + |en|? =

Definimos que F(n,w) = n? — ‘;—22 e G(nw) = ‘;—22 + 7%, e deste modo temos VF = A\VG e
|w|? + |en|? = €. Logo, temos o sistema

2n = A2n
28— oo

C C

Wl + e = e

Se A = 1, temos que w = 0, o que implica que n = +,/ex/c. Se n = 0, temos que w = £,/¢.
Logo

€0
max  F(nw)=—5
|w[?+[en|?=¢€o ¢
o que implica que
2

w \VEo
max -5 =

|w[?+lenl?=eo ¢ ¢

Note que, para a curva ¢?n?/w? = 1+¢y, 0 método dos multiplicadores de Lagrange fornece
apenas a localiza¢ao do minimo de /7% — w?/c2. Como i(w/c)\/1 — (2n?/w?) = /0% — w?/c2,
temos que

. p . p p
max (|6(90—2a])\/772—‘;’7|’|e—(90+2a])\/772—°:7|) — max |e(~’C 2aj) —%2‘

(w,n)€Gs (w,m)EG3
0<z<ag 0<z<ag
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Desde que a > ap € j > 1, a ultima exponencial na expressao acima € decrescente. Assim,
denotando ¢ = @ por (73),

. 2 N~
max ‘e(x—ZaJ)\/ﬁz—“fz’ < e(ao—Qa])eo'

(wvn)EGS
0<x<ag

Logo, por (66) e (50), temos que

. Nyl N a2
|aN|2 < |e(x—2aj) W2_7R§Vg|2+ |e—(w+2a]) WQ_CTRgng
< |€(a0—2aj)€0g‘2 + ‘e(ao—Qa]')gog‘Q
_ 2’e(a0—2aj)€og|2'
Assim
M a 1/2 M N 1/2
Z(// / || *da dn dw) < Z(// 2|e(0=2a7)€ 5120 dn dw>
= GsJo = Gs
N 1/2
= Soetrniyan( [ [ lapadc)
j=1 Gs
M
= g% Z e 24, [2q0 Fs.
j=1
M
Como e2% < 1, temos uma soma geomeétrica S = Z e 24% e logo,
j=1
1— e2a€0 e—2a€0 + e—4a€0 o+ €—2Ma€0 S
1 — e2aco 672(160 = 672ae~0 :

Desde que (1 — 2%0)(1 + ¢= 2090 f e=40%0 1 4 o~ (M=2)a0) — | _ ¢=2Ma% temos entdo que

—2Mae€y

M
. e IS
eaoEoE e 2aje€o ’2a0F3 — 6a0606 2a60< : —5aE
— €

>\/%F3

j=1

1— 672a€0

M ap 12 5
> /// iy Pdrdndw | < - (74)
o GsJo 3

de modo que a seja escolhido suficientemente grande. Somando (69), (72) e (74), chegamos
a estimativa em (65). Pelo Teorema de Plancherel [41], temos que

M ao 1/2
Z(/R/R/O |y |2 da dydt) <. (75)
j=1

Agora, observe que

M T ao 1/2 M 00 ap . 1/2
Z</0 /]R/O |u§v|2d:vdydt) < Z(/o /R/o |u§\,2d:vdydt>
j=1 j=1
M ao 1/2
= Z(/}R/}R/O |u§v|2d:cdydt>
j=1

Assim, chegamos ao resultado de convergéncia em (46). O

—2M aég
= \/%67(20‘7‘10)60 (1 —° - > F3.

Por fim, dado ¢,
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Em muitas areas da atividade economica, como agroindustria, industria civil e militar,
medicina, aeronautica, industria do petroleo, entre outras areas de aplicacao, uma simu-
lacao numérica € a tunica possibilidade de solucao dos problemas, visto que os dados de
entrada de muitos desses problemas sao coletados via radares e sensores. E mesmo que,
em muitos casos, o experimento real seja possivel, a simulacdo numérica soa mais inte-
ressante, evitando gastos desnecessarios com tempo e experimentos que podem levar a
nada. A teoria a respeito das ABCs ainda esta falha, poucos sao os métodos que permitem
a utilizacao de dominios poligonais, onde um tratamento adequado aos corners se faz ne-
cessario, € ha muito pouco ainda sobre ABCs para problemas nao-lineares, mas muito se
tem progredido no sentido de mapear a teoria dos problemas lineares.

O texto apresentado tem o intuito de que, a partir dessas ideias, possamos elucidar
a formulacao de novas ABCs, melhorando aspectos como facilidade de implementacao e
custo computacional. Como perspectivas futuras de pesquisa, os resultados de estabili-
dade e convergéncia apresentados para as ABCs de Engquist e Majda [8, 9], tanto para
a equacao com coeficientes constantes como para coeficientes variaveis, podem ser esten-
didos para outros problemas hiperboélicos como, por exemplo, Fevens e Jiang mencionam
em [14] para a equacao de Schrodinger com condi¢coes de contorno absorventes dadas por

?Zl(ia/ 0zx — (maj/ h))¥(s) = 0, as quais tém uma generalizacao similar como a considerada
por Higdon [28, 42]. O método para a obtencao da solucao explicita apresentada por Diaz
e Joly em [3] também pode ser estendida para a obtencao de solucdes explicitas em ou-
tros problemas hiperbodlicos ou para PMLs [43]. Ademais, € possivel formalizar a solucao
fundamental de Diaz e Joly através da teoria das distribuicoes [44].
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