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RESUMO 

Este trabalho versa sobre modelos probabilísticos para análise de estabilidade de taludes, com 

foco na metodologia de Random Finite Element Method (RFEM) através da utilização de um 

programa computacional. O método consiste numa simulação de Monte Carlo com a 

modelagem do talude a partir do Método dos Elementos Finitos aplicando campos estocásticos 

segundo a metodologia Local Average Subdivision (LAS). De forma a considerar a não-

linearidade do material, a metodologia RFEM aplicada neste estudo utilizou a abordagem de 

viscoplasticidade com critério de falha de Mohr-Coulomb para determinar a estabilidade do 

talude. A geração de campos estocásticos em conjunto com o Método dos Elementos Finitos 

confere à ferramenta utilizada o potencial de modelar a variabilidade espacial dos solos e 

verificar a falha segundo o caminho mais crítico para cada caso, evitando a necessidade de se 

determinar previamente o formato da superfície de ruptura. Com isto, obtém-se uma análise 

probabilística que apresenta resultados mais completos em comparação a modelos 

determinísticos que fornecem apenas o Fator de Segurança para descrever a estabilidade global 

do sistema. Visando avaliar o comportamento apresentado entre o Fator de Segurança, 

calculado deterministicamente com base nas propriedades médias do material, e a probabilidade 

de falha, definida segundo a abordagem probabilística RFEM, realizou-se um estudo 

paramétrico para um talude não-drenado no qual a variável probabilística utilizada foi a 

Resistência não-drenada (𝑆𝑢). Por fim, elaborou-se um estudo de caso com o objetivo de 

verificar o efeito da variabilidade do solo em análises reais, que são comumente realizadas por 

métodos puramente determinísticos. Para delimitar o escopo do trabalho, avaliou-se de forma 

determinística o ângulo de atrito, enquanto a coesão foi avaliada como variável probabilística. 

Assim, pôde-se observar como a probabilidade de falha se comporta para diferentes cenários 

de variabilidade da coesão e para diferentes distâncias de correlação espacial, auxiliando na 

percepção de riscos que são ignorados em aplicações diretas de valores médios para os 

parâmetros do solo modelado. 

 

 

 

 

Palavras-chave: Estabilidade de taludes. Método dos Elementos Finitos. Análise não-linear. 

Modelos probabilísticos. Campos estocásticos.  



 

ABSTRACT 

This paper discusses probabilistic models for slope stability analysis, more specifically 

focusing on the Random Finite Element Method (RFEM). This methodology consists in a Monte 

Carlo Simulation modeling the slope through the Finite Element Method applied with the Local 

Average Subdivision (LAS) methodology for the generation of random fields. The material non-

linearity is applied in the model based on the viscoplasticity approach under a Mohr-Coulomb 

failure criterion for describing the slope stability. The use of random fields with the Finite 

Element Method makes RFEM a powerful tool for modeling the spatial variability of soils and 

for searching the most critical path for each simulation, avoiding the necessity of defining the 

surface of failure before the analysis. This way, the probabilistic analysis shows a more 

complete result than the Factor of Safety alone, determined with a deterministic model to 

describe the global stability of the structure. Aiming to analyze the relationship between the 

Factor of Safety, calculated deterministically with the average material properties, and the 

Probability of Failure, defined through the RFEM probabilistic approach, a parametric study 

was realized for an undrained slope. Finally, a case study has been analyzed with the objective 

of verifying the effects of the material variability on real analysis, commonly made by purely 

deterministic methods. To limit the scope of this paper, only the cohesion was analyzed 

probabilistically in the case study, considering the friction angle as a deterministic variable 

and, therefore, only with its average value. Thereby it can be observed how the failure 

probability behaves at distinct cohesion variability scenarios and different spatial correlation 

lengths, helping improve risk perception that usually is ignored in direct usage of average 

values for the properties of the soil being modeled. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Slope Stability Analysis. Finite Element Method. Non-linear analysis. 

Probabilistic models. Random Fields.  
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1 INTRODUÇÃO 

1.1 SOBRE O TRABALHO 

 

Usualmente, projetos de Geotecnia, que envolvam análise de solo e rochas - materiais de 

propriedades inerentemente variáveis -, exigem que os dimensionamentos sejam realizados 

adotando-se valores característicos para suas propriedades com base em amostras moldadas 

através de investigações geológicas para cada projeto (FENTON e GRIFFITHS, 2008). 

Contudo, mesmo em explorações superficiais extensivas, que aumentam os custos da análise, a 

caracterização do perfil dos solos não é realizada de maneira exata (YANG et al., 2019). Como 

consequência às incertezas atreladas a este processo, é comum a utilização de fatores de 

segurança para o dimensionamento destas estruturas em modelos determinísticos. 

Neste contexto, a aplicação de metodologias de probabilidade e estatística em sistemas 

estruturais que envolvem análises geotécnicas se torna importante para quantificar a 

confiabilidade destes sistemas (TAMAYO et al., 2017) e reduzir as incertezas associadas ao 

material utilizado. Existem ferramentas numéricas disponibilizadas na literatura com tal 

potencialidade, uma delas é o programa computacional denominado RSLOPE2D, desenvolvido 

por Fenton e Griffiths (2008) e escrito em linguagem Fortran77.  

O RSLOPE2D trabalha, primeiramente, realizando uma análise determinística que considera 

apenas as propriedades médias do solo. Dessa forma, o fator de segurança pode ser obtido 

reduzindo proporcionalmente os valores dos parâmetros de resistência ao cisalhamento de 

Mohr-Coulomb até que a condição de falha do talude seja encontrada. Esta condição de falha é 

definida numericamente quando o algoritmo não converge após um certo número de iterações 

(Fenton e Griffiths, 2008). 

Na parte probabilística, o programa determina a probabilidade de falha, através do método 

denominado na literatura inglesa de Random Finite Element Method (RFEM), no qual o solo é 

representado a partir de uma malha de elementos finitos, com campo estocástico gerado a partir 

de uma rotina baseada na metodologia de Subdivisão de Média Local (da sigla em inglês, LAS). 

No modelo utilizado, considera-se uma condição de tensão-deformação elastoplástica perfeita, 
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com o critério de falha de Mohr-Coulomb para as análises de estabilidade dos taludes, sendo 

reduzido ao Critério de Tresca para o caso específico de solo não-drenado. A não-linearidade 

do material é considerada com base no método de viscoplasticidade proposto por Zienkiewicz 

e Cormeau (1974) no qual o material é capaz de suportar, temporariamente, tensões fora do seu 

critério de falha, sendo as tensões plásticas redistribuídas até a convergência dos esforços 

internos. 

O método probabilístico utilizado leva em consideração a distância de correlação espacial das 

características do solo (𝜃), bem como o coeficiente de variação das propriedades do material 

(𝐶𝑂𝑉). De acordo com Allahverdizadeh et al. (2015), se a variação espacial for ignorada ou 

implicitamente assumida como infinita, a probabilidade de falha pode ser subestimada, 

resultando em um projeto não conservador. Entretanto, os parâmetros mencionados são difíceis 

de encontrar na prática, não sendo claramente considerados na literatura (Fenton e Griffiths, 

2008). 

Visto a importância da consideração destes parâmetros, o presente trabalho realiza um estudo 

paramétrico, utilizando o método dos elementos finitos com campos estocásticos (RFEM – 

Random Finite Element Method) na avaliação da estabilidade de taludes, mediante o cálculo da 

probabilidade de falha. Para isso, em um primeiro momento, foi realizado a validação do código 

através de um estudo paramétrico com base no trabalho de Chok et al. (2017), no qual, para 

uma mesma relação de variabilidade dos parâmetros probabilísticos, representados pelo 

coeficiente de variação 𝐶𝑂𝑉, foram analisados casos definidos a partir de combinações com 

diferentes configurações geométricas e resistência ao cisalhamento. 

Por fim, um estudo de caso foi realizado, por meio de parâmetros do solo e geometria de talude 

reais encontrados na literatura, no qual se comparou o resultado determinístico encontrado pela 

autora, através de um software comercial, com o valor de fator de segurança obtido pelo 

RSLOPE2D. Além disso, analisaram-se os efeitos que a variabilidade do parâmetro 𝐶𝑂𝑉 

provoca na estabilidade da estrutura, bem como a relação entre e a distância de correlação 

espacial e entre a probabilidade de falha foram estudados. 

Sendo assim, é de particular interesse neste trabalho compreender a aplicação do método dos 

elementos finitos com campos estocásticos (RFEM) na avaliação da estabilidade de taludes, 

mediante o cálculo da probabilidade de falha, utilizando a rotina disponibilizada por Fenton e 

Griffiths (2008) e realizar uma exploração preliminar na tentativa de relacionar o fator de 
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segurança, calculado segundo modelos determinísticos, com a probabilidade de falha, 

determinada com base no algoritmo RFEM disponibilizado por Fenton e Griffiths (2008). 

 

1.2 CONTEXTO DO MÉTODO RFEM 

 

Desde os anos 70, métodos probabilísticos são usados para análise de estabilidade de taludes, 

sendo recentemente alvo de maior atenção (ALLAHVERDIZADEH et al., 2015). O método 

RFEM foi introduzido no início dos anos 90 por Griffiths e Fenton (1993) para avaliações 

probabilísticas em problemas de Geotecnia. Nos trabalhos de Griffiths e Fenton (2000 e 2004), 

os autores apresentaram a aplicação do método para diversas áreas de engenharia geotécnica, 

como a análise de estabilidade de taludes com a geração de campos estocásticos segundo a 

abordagem LAS desenvolvida por Fenton e Vanmarcke (1990). Estudos posteriores foram 

realizados com a metodologia RFEM, como análises paramétricas para avaliar o 

comportamento do talude sob diversos conjuntos diferentes de parâmetros (CHOK et al., 2007) 

e a influência da variabilidade espacial no solo (GRIFFITHS et al., 2009). 
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2 DIRETRIZES DO TRABALHO 

 

2.1 OBJETIVOS 

 

A partir da aplicação do Método dos Elementos Finitos com campos estocásticos (RFEM – 

Random Finite Element Method) utilizando a rotina disponibilizada por Fenton e Griffiths 

(2008) e adaptada posteriormente em Tamayo et al (2017), o presente trabalho objetiva: 

- Compreender a determinação de probabilidade de falha, aplicando o Método dos Elementos 

Finitos (MEF), método de Monte Carlo (MC) e o procedimento de Subdivisão de Média Local 

(LAS); 

- Analisar o comportamento do resultado de probabilidade de falha, mediante a diferentes 

cenários de variabilidade, expressos pelos valores de 𝐶𝑂𝑉, avaliando através de estudo 

preliminar a relação entre probabilidade de falha e a correlação espacial; 

- Realizar uma exploração preliminar da relação do fator de segurança e probabilidade de falha; 

 

2.2 DELIMITAÇÕES E LIMITAÇÕES 

 

As análises restringem-se a casos de estabilidade de taludes 2D, sendo desconsiderados os 

efeitos transversais atuantes na estrutura. De acordo com Duncan (1996), para modelos 

determinísticos esta premissa é válida, dado que estudos realizados para taludes 3D sempre 

resultam em fatores de segurança maiores ou iguais àqueles definidos segundo análises 

bidimensionais. 

O carregamento adotado será estático, gerado apenas pelo peso próprio do sistema. Para a 

descrição da não linearidade do material serão utilizados modelos constitutivos clássicos de um 

material elastoplástico perfeito, com critério de falha clássico como Mohr-Coulomb ou Tresca. 

No contexto do trabalho, os campos estocásticos serão gerados assumindo a homogeneidade 

estatística das propriedades bem como a isotropia do material. 

É estudado apenas um conjunto de propriedades do solo para a composição do talude, ou seja, 

não é considerado um solo estratificado. No que tange o estudo de caso, apenas a coesão do 

solo é aplicada como uma propriedade probabilística, seguindo uma distribuição lognormal, 
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enquanto o ângulo de atrito é considerado como uma variável determinística, em todo o 

desenvolvimento do trabalho. 

 

2.3 DELINEAMENTO 

 

O trabalho será desenvolvido conforme as etapas apresentadas e descritas abaixo: 

a) pesquisa bibliográfica; 

b) estudo do código para utilização da rotina RFEM; 

c) análise paramétrica com o código RSLOPE2D; 

d)  avaliação dos resultados e determinação da probabilidade de falha; 

e) estudo de caso para demonstrar uma aplicação prática do programa computacional; 

f) considerações finais. 

 

A pesquisa bibliográfica tem como objetivo a compreensão do algoritmo utilizado para 

solucionar probabilisticamente um problema de estabilidade de taludes bidimensionais. Com 

isto busca-se estudar a base teórica utilizada na determinação dos critérios de falha para o 

sistema de talude bidimensional, adotados no código. Ainda, estudou-se o método de geração 

de campos estocásticos aplicado ao código, a fim de compreender a sua aplicabilidade no 

contexto de um sistema geotécnico. 

A etapa de estudo do código abrange a avaliação e revisão do código disponibilizado por 

Fenton e Griffiths (2008) com a rotina RFEM, ajustando-o se necessário para possibilitar a 

aplicação do código e plotagem dos modelos. 

Na etapa seguinte, realiza-se uma análise paramétrica, com o objetivo de validação do código, 

onde, a partir de alguns conjuntos de determinados parâmetros estatísticos, são obtidos os 

valores de probabilidade de falha. Tais resultados possibilitam etapa final de avaliação dos 

resultados.  Ainda, é avaliada a aplicação da metodologia descrita neste trabalho em um 

Estudo de Caso buscando compreender o impacto da variabilidade dos materiais frente à 

análise realizada deterministicamente. 

Concluindo, a etapa de considerações finais estabelece a conclusão das análises e elabora sobre 

a aplicabilidade do programa. Abaixo é apresentado o diagrama das etapas deste trabalho. 
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Figura 1 – Diagrama das etapas do estudo 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

A análise probabilística de estabilidade de taludes exige a compreensão de características 

inerentes ao solo, como sua variabilidade, que por sua vez implica na consideração de 

parâmetros de probabilidade e estatística de modo que se consiga modelar campos estocásticos 

para viabilizar o estudo. No contexto da modelagem de campos estocásticos, é relevante a 

apreensão dos conceitos de elementos finitos, modelo constitutivo do material e os critérios de 

falha utilizados na programação. 

Desta maneira, é apresentada nos seguintes itens uma breve exposição teórica sobre análises de 

taludes, no que tange métodos determinísticos. Logo, os conceitos acerca da variabilidade do 

solo e de campos estocásticos são trabalhados. Por fim, o programa RSLOPE2D, com ênfase 

no algoritmo do Random Finite Element Method (RFEM), é discutido. É importante salientar 

que o presente trabalho não visa questionar os fundamentos teóricos utilizados e sim aplicá-los 

como usuário do programa, neste sentido os conceitos acerca do tema são apresentados 

brevemente, para maiores informações sugere-se a leitura das referências citadas. 

 

 

3.1 VARIABILIDADE DO SOLO 

 

Os processos deposicionais e pós-deposicionais, aliados ao histórico de pressões e outros 

fatores externos, promovem a formação dos solos através da transformação das propriedades 

como densidade, composição mineral e capacidade de resistência (KIM e SITAR, 2013). 

Assim, a ocorrência destes processos em locais e sob condições diferentes produz 

frequentemente um material caracterizado por propriedades espacialmente distribuídas e com 

alta variabilidade. 

Existem processos de dimensionamento que desconsideram esta heterogeneidade do material 

pela aplicação de dados de entrada característicos. No entanto, a confiabilidade do resultado 

destas análises é prejudicada por esta simplificação, promovendo um valor final que pode vir a 

ser pouco útil para representar fielmente a segurança da estrutura dimensionada (CHRISTIAN 

et al., 1994). 
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Busca-se assim esclarecer a importância de se compreender e considerar nos dimensionamentos 

estas características inerentes ao solo, de forma a objetivar modelagens e soluções de projetos 

mais confiáveis e seguras. 

 

3.1.1 Características dos solos 

 

A caracterização do solo apresenta três principais fontes de incerteza que são: I) variabilidade 

intrínseca do material, decorrente do processo geológico de formação do solo; II) erros na 

investigação do solo, proporcionados pelo número limitado de amostras e de deficiências nos 

procedimentos, ensaios ou equipamentos; e III) limitações do modelo de transformação 

adotado, utilizando modelos empíricos ou de correlação, para associar os resultados das 

investigações às propriedades do solo efetivamente aplicáveis aos modelos de análise 

(TAMAYO, 2016).   

Tratar os parâmetros do solo como variáveis estocásticas faz com que estas incertezas sejam 

quantificadas, e, consequentemente, utilizadas ao analisar as estruturas geotécnicas. Para isso, 

são utilizadas ferramentas probabilísticas e estatísticas para caracterizar e representar a natureza 

variável dos solos.  

 

3.1.2 Probabilidade e estatística 

 

Especificar a função de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória é a melhor 

maneira de caracterizá-la (FENTON e GRIFFITHS, 2008). Contudo, a complexidade da 

distribuição real existente em função do processo natural de formação do solo é dificilmente 

caracterizada de forma precisa, de forma que os modelos matemáticos utilizados para os 

representar são simplificações baseadas em medidas probabilísticas que são mais facilmente 

estimadas, porém menos completas. 

Os principais conceitos utilizados para caracterizar estas propriedades são a tendência de 

centralidade e a dispersão dos valores, sendo representadas pelas quantidades expressas pela 

média, variância, desvio padrão e pelo coeficiente de variação. Outras medidas comumente 

aplicadas são o coeficiente de correlação entre variáveis e as funções de densidade de 

probabilidade.  Aliadas a estas, usam-se a distância de correlação e funções de variância, 
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principalmente com o propósito de descrever a variabilidade espacial dos solos e utilizá-las na 

construção de campos estocásticos. Estas medidas e suas definições são apresentadas a seguir. 

Segundo Pinheiro et al. (2012), a média µ ou valor esperado 𝐸[𝑋] de uma variável aleatória 𝑋, 

é uma medida estatística de centralidade que representa o centro de gravidade da distribuição 

desta variável, assumindo massa para cada ponto 𝑖 equivalente à probabilidade 𝑝(𝑥𝑖) associada. 

Esta medida é definida, considerando uma função de densidade de probabilidade descrita pela 

função 𝑓(𝑥), no caso de uma variável contínua, pela relação, 

𝐸[𝑋] =  𝜇𝑋 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
    (3.1) 

e, para variáveis discretas, 

𝐸[𝑋] =  𝜇𝑋 =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖     (3.2) 

onde 𝑛 é o número de pontos. 

O mesmo autor define a variância de uma variável aleatória 𝑉𝑎𝑟[𝑋] e seu desvio padrão 𝜎𝑋 

como medidas para quantificar o nível de dispersão dos valores da distribuição desta variável 

aleatória em relação ao seu valor médio. A variância é definida por,   

𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝜎𝑋
2 = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑋)2] =  ∫ (𝑥 − 𝜇𝑋)2𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞
  (3.3) 

no caso de variáveis contínuas, ou 

𝑉𝑎𝑟[𝑋] =  
1

𝑛−1
∑(𝑥𝑖 − 𝜇𝑋)2    (3.4) 

para variáveis discretas, sendo 𝑛 o número de pontos. 

Entretanto, em função da variância apresentar a unidade da medida da variável aleatória ao 

quadrado, sua interpretação física acaba se tornando limitada ou até incompreensível em alguns 

casos, pois não existe tempo ao quadrado, por exemplo. Neste contexto o desvio padrão surge 

como uma alternativa, dado que é calculado a partir da raiz quadrada da variância, o que confere 

a mesma unidade de medida da variável em estudo. Então, este parâmetro é definido através da 

relação, 

𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟[𝑋]    (3.5) 

É útil caracterizar a variabilidade das propriedades do solo a partir de um valor adimensional, 

de forma que se possa compará-lo em diferentes casos para fornecer uma noção de magnitude 
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da variabilidade (FENTON e GRIFFITHS, 2008). Neste sentido, utiliza-se o coeficiente de 

variação, da sigla em inglês 𝐶𝑂𝑉, que é uma grandeza adimensional e, portanto, comparável 

entre duas ou mais variáveis aleatórias. Esta medida é definida segundo a razão, 

𝐶𝑂𝑉 =
𝜎𝑋

𝜇𝑋
      (3.6) 

Além das medidas para caracterizar uma variável estocástica, é usual a utilização do conceito 

de covariância para expressar o quanto duas variáveis aleatórias estão relacionadas entre si. No 

contexto da análise de solos drenados, os dois componentes que majoritariamente determinam 

a resistência ao cisalhamento do material são o ângulo de atrito (ϕ) e a coesão (c), e são duas 

quantidades que podem ser modeladas como variáveis aleatórias. Nesse caso, a covariância 

(𝐶𝑂𝑉) representa a função importante de relacionar as duas variáveis, considerando o nível de 

influência que elas possuem entre si ou que estão conjuntamente influenciadas por um outro 

fator externo, caracterizando uma distribuição conjunta bidimensional. A definição da 

covariância para um par (𝑋, 𝑌) de variáveis aleatórias se dá pela relação 

𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌] = 𝐸[(𝑋 − 𝜇𝑋)(𝑌 − 𝜇𝑌)]    (3.7) 

no caso de funções contínuas, ou  

𝐶𝑜𝑣[𝑋, 𝑌] =  
1

𝑛
∑(𝑥𝑖 − 𝜇𝑋)(𝑦𝑖 − 𝜇𝑌)   (3.8) 

no caso de variáveis aleatórias discretas, sendo 𝑛 o número de pontos de dados.  

De maneira semelhante à relação da variância e do desvio padrão, a covariância também 

apresenta o inconveniente de resultar em uma unidade de medida quadrática em comparação à 

unidade da variável aleatória. Apesar da medida indicar a natureza da relação entre as duas 

variáveis, a covariância possui a deficiência de ser dependente do grau de grandeza dos valores 

para cada variável, de forma que sua magnitude não possui um significado físico absoluto para 

expressar o nível da força de relação entre as variáveis. Neste contexto, o coeficiente de 

correlação, definido pela Eq. 3.9, é utilizado por se caracterizar como uma medida normalizada 

(entre -1 e +1) e adimensional, servindo para expressar o grau de linearidade entre as variáveis 

e como um valor comparável em casos distintos (PINHEIRO et al., 2012). Entretanto, um 

coeficiente de correlação igual a zero não implica necessariamente a independência entre as 

variáveis, devendo ser assumido apenas como a inexistência de uma relação linear entre elas. 

 𝜌𝑋𝑌 =  
𝐶𝑜𝑣[𝑋,𝑌]

𝜎𝑋𝜎𝑌
     (3.9) 
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Já uma distribuição probabilística, ou função de densidade de probabilidade (pdf), representa a 

distribuição de valores possíveis para uma variável aleatória. Ou seja, seu objetivo é indicar a 

probabilidade de ocorrência de cada valor para a variável analisada. No caso de uma variável 

discreta, a probabilidade assume um valor específico para cada caso 𝑖, fazendo com que a 

distribuição apresente a forma de retângulos, conforme indicado na Figura 2, com altura 

proporcional à sua probabilidade de ocorrência 𝑃(𝑥𝑖). A linha representada na mesma figura é 

uma aproximação da distribuição discreta para o caso de uma variável contínua e apresenta o 

formato de uma distribuição Normal, discutida a seguir. 

 

Figura 2 – Função de densidade de probabilidade 

 

(fonte: adaptada de FENTON e GRIFFITHS, 2008, p. 53) 

 

Conforme provado pelo Teorema do Limite Central, a soma de variáveis aleatórias tende a 

apresentar uma distribuição normal, também denominada gaussiana, de forma que fenômenos 

naturais do tipo ‘aditivo’ ou que possuam características cumulativas também sejam descritas 

adequadamente através deste tipo de distribuição. Com isso, dado que a resistência coesiva de 

um solo é derivada de uma série de interações eletroquímicas ocorrendo a nível molecular, 

distribuições gaussianas são amplamente aplicadas na caracterização probabilística da coesão 

(FENTON e GRIFFITHS, 2008). A distribuição normal é caracterizada a partir da média µ e 

do desvio padrão σ segundo a Equação 3.10. 

𝑓(𝑥) =  
1

√2𝜋𝜎2
𝑒−

1

2
(

𝑥−𝜇

𝜎
)2

    (3.10) 
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Contudo, a distribuição gaussiana possui a desvantagem de considerar a possibilidade de 

ocorrência de valores negativos, o que não é percebido na prática para as propriedades dos 

materiais, que são estritamente não negativas. Segundo Fenton e Griffith (2008), para situações 

em que o coeficiente de variação 𝐶𝑂𝑉 é baixo, por exemplo  𝐶𝑂𝑉 ≤  0,3, então a probabilidade 

de uma variável aleatória 𝑋  ser negativa é 𝑃[𝑋 <  0]   ≤  0,0004, resultado aceitável em casos 

em que a falha não inicie nesses extremos.  

No entanto, este problema pode ser evitado com a aplicação de uma distribuição log-normal, 

que é concebida através de uma transformação não-linear da distribuição gaussiana e é descrita 

pela Equação 3.11, 

𝑓(𝑥) =  
1

𝑥𝜎ln 𝑥√2𝜋
𝑒

−
1

2
(

𝑙𝑛 𝑥−𝜇ln 𝑥
𝜎ln 𝑥

)2

       (3.11) 

onde a média e o desvio padrão são definidos como, 

𝜇ln 𝑋 = ln(𝜇𝑋) −
1

2
𝜎ln 𝑋

2     (3.12) 

e 

𝜎ln 𝑋 = √ln(1 +
𝜎𝑋

2

𝜇𝑋
2 )     (3.13) 

Na Figura 3, estão exemplificadas as distribuições gaussiana e log-normal, para uma situação 

típica para resistência ao corte de um solo não-drenado com média 100 kPa e desvio padrão de 

50 kPa (𝐶𝑂𝑉 =  0,5). Apesar da caracterização a partir das mesmas propriedades (𝜇 e 𝜎), é 

perceptível a diferença de comportamento que ambas as funções de densidade apresentam, 

principalmente no que tange a simetria e presença ou não de valores negativos. 
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Figura 3 – Distribuições normal e log-normal: Resistência não-drenada de solo com média 100 kPa e desvio 

padrão de 50 kPa (COV = 0,5) 

 

(fonte: TAMAYO, 2016, p. 27) 

 

As medidas estatísticas denominadas autocovariância (𝑐𝑘) e coeficiente de autocorrelação (𝜌𝑘) 

são utilizadas para descrever a correlação espacial das propriedades do solo a partir da 

semelhança entre propriedades em locais separados por uma distância 𝑘 (FENTON e 

GRIFFITHS, 2008). Estes parâmetros são dados a partir das expressões 3.14 e 3.15. 

𝑐𝑘 = 𝐶𝑜𝑣[𝑋𝑖, 𝑋𝑖+𝑘] = 𝐸[(𝑋𝑖 − 𝑋̅)(𝑋𝑖+𝑘 − 𝑋̅)]   (3.14) 

𝜌𝑘 =
𝑐𝑘

𝑐𝑜
     (3.15) 

onde 𝑐𝑜 é a autocovariância em zero desfase. Nos casos em que 𝑘 = 0, a autocovariância se 

torna equivalente à variância dos dados, 𝑉𝑎𝑟[𝑋], possibilitando a reescrita da equação 3.16 

para: 

𝜌𝑘 =
𝐶𝑜𝑣[𝑋𝑖,𝑋𝑖+𝑘]

𝑉𝑎𝑟[𝑋]
     (3.16) 

Ao descrever as duas medidas citadas anteriormente como funções da distância de desfase 𝑘, 

temos as chamadas função de autocovariância e função de autocorrelação. Para descrevê-las, 

utilizam-se frequentemente funções que possuem decaimento monótono, como é o caso da 

função exponencial e Gaussiana, respectivamente definidas segundo as expressões 3.17 e 3.18. 

𝜌𝑘 = 𝑒−2|𝑘| 𝜃 ⁄      (3.17) 
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𝜌𝑘 = 𝑒−𝜋(𝑘 𝜃 ⁄ )2
    (3.18) 

sendo 𝜃 uma medida denominada distância de correlação, ou escala de flutuação, utilizada para 

representar a distância dentro da qual os pontos ainda apresentam propriedades 

significativamente similares, ou seja, até em torno de 10% de correlação segundo Fenton e 

Griffiths (2008). Consequentemente, assume-se que dois pontos separados por uma distância 

maior do que 𝜃 serão em grande medida descorrelacionados. Na Figura 4 são identificadas duas 

situações com mesmas média e variância, mas escalas de flutuações diferentes, sendo a Figura 

4(a) um caso com baixo comprimento de correlação, e consequentemente alta variabilidade e a 

Figura 4(b) um caso com comprimento de correlação maior, ilustrando assim o impacto deste 

parâmetro no resultado de uma modelagem. 

 

  Figura 4 – Efeito do comprimento de correlação de um campo estocástico (a = comprimento de correlação 

baixo e b = comprimento de correlação alto) 

 

(fonte: FENTON e GRIFFITHS, 2008, p. 404) 

 

Para muitas análises na engenharia, a média local apresenta relevância maior do que aquela 

apresentada ponto a ponto. Por exemplo, a determinação da porosidade de um solo a partir de 

uma amostra pequena, em termos volumétricos, gera resultados não confiáveis dado o impacto 

que o volume tem sobre a variabilidade dos valores medidos. De maneira semelhante, a 

modelagem de solos raramente é realizada num nível molecular, pois quando se determina a 

resistência à compressão, a carga é aplicada usualmente sob uma amostra finita até a ocorrência 

da falha. Considera-se como falha, nestes casos, quando uma quantidade considerável de 

ligações foi quebrada, e em função desta metodologia de avaliação da capacidade resistiva, 

temos que o resultado é decorrente de uma média das resistências das ligações que estão na 

região de falha (FENTON e GRIFFITHS, 2008).  
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Portanto, a variabilidade espacial das propriedades do solo é considerada através da medida 

estatística denominada média local ou espacial. Esta medida é relevante, pois os problemas de 

estabilidade de taludes usualmente requerem uma média local em detrimento de uma média 

pontual (VANMARCKE, 1988). Define-se esta medida pela Equação 3.19, que é equivalente a 

uma média local móvel. Ou seja, 𝑋𝑇(𝑡) é a média local de 𝑋(𝑡) em uma janela de comprimento 

𝑇 centralizada em t. 

𝑋𝑇(𝑡) =
1

𝑇
∫ 𝑋(𝑡)𝑑𝑡

𝑡+𝑇/2

𝑡−𝑇/2
    (3.19) 

Contudo, o processo de cálculo de média espacial promove redução na variância, pois reduz as 

flutuações nas propriedades do solo localmente, conforme visto na Figura 5.  

 

Figura 5 – Efeito do processo cálculo da média local na variância. T representa o intervalo móvel utilizado para 

transformar, a partir de valores médios, a função 𝑋(𝑡) em 𝑋𝑇(𝑡). 

 

(fonte: FENTON e GRIFFITHS, 2008, p. 101) 

 

Com isto, a variância de um ponto específico é comumente maior do que a variância de uma 

propriedade média do solo. Desta forma, utiliza-se a função de variância Γ2, indicada na Eq. 

3.20, para calcular a diminuição de variância no ponto em função do processo de média local. 

Γ2(𝑇) =
𝜎𝑇

2

𝜎2
      (3.20) 
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sendo 𝜎𝑇
2 a variância da propriedade do solo média sobre o domínio 𝑇 e 𝜎2 a variância no ponto 

avaliado. VanMarcke (1988) demonstrou que, para valores de 𝑇 acima do comprimento de 

correlação (escala de flutuação) 𝜃, a função de variância assume a forma indicada na Equação 

3.21. 

Γ2(𝑇) =
𝜃

𝑇 
      (3.21) 

O mesmo autor propõe que a função de variância possa ser aproximada pela relação apresentada 

na Eq. 3.22. 

 Γ2(𝑇) = {
1            𝑇 ≤ 𝜃
𝜃 𝑇⁄       𝑇 ≥ 𝜃

     (3.22) 

Assim, o modelo não exige nenhuma redução para a variância num ponto 𝑡 sempre que o 

domínio 𝑇 seja menor ou igual à escala de flutuação 𝜃. 

 

3.1.3 Campos estocásticos 

 

Modelos que permitam quantificar a variabilidade – seja espacial ou temporal – de fenômenos 

naturais e a incerteza presente em processos aleatórios são denominados modelos estocásticos 

(FENTON e GRIFFITHS, 2008). De uma forma geral, um processo estocástico é aquele 

composto por um conjunto de variáveis aleatórias cuja evolução através do tempo ou do espaço 

reflita a incerteza ou aleatoriedade relativa ao processo modelado. 

Assim, são denominados campos estocásticos, segundo Tamayo (2016), aqueles campos 

elaborados com alta correlação entre si, estruturados e dependentes dos dados estatísticos do 

material a ser modelado, de forma que o resultado seja aleatório, mas que as propriedades sejam 

obtidas a partir das funções de densidade de probabilidade. Principalmente em razão da 

aleatoriedade espacial dos solos reais, o uso de campos estocásticos tem se tornado cada vez 

mais importante no contexto de análises geotécnicas, dada sua capacidade de traduzir a 

incerteza presente nos solos preservando algumas características importantes, como a 

correlação entre propriedades de locais próximos, e quantificá-la com base em medidas 

probabilísticas (FENTON e GRIFFITHS, 2007).  

No entanto, reproduzir a aleatoriedade de um solo por um campo estocástico pode ser muito 

complexo, tanto no que tange o modelo quanto a dificuldade de obtenção dos dados de entrada, 



 

__________________________________________________________________________________________ 

Análise de estabilidade de taludes a partir do método de elementos finitos usando campos estocásticos 

29 

o que exige algumas premissas para simplificação dos modelos. Com relação aos dados 

necessários para caracterizar estatisticamente o solo, adotar funções de distribuição que 

dependam de poucos fatores promove maior abrangência na sua aplicabilidade. Segundo Fenton 

e Griffiths (2008), na prática, estimar a média ou sua tendência com precisão em um estudo 

local é razoavelmente factível, bem como a variância e covariância, apesar de que estas 

necessitem de mais dados além de comumente exigir complementariedade a partir da literatura 

para poder especificá-las. Portanto, utilizar funções de densidade como a Gaussiana, ou outras 

derivadas desta a partir de transformações simples, confere vantagens ao estudo, pois estas 

distribuições são determinadas completamente a partir da média e da estrutura de covariância.     

No entanto, é complicado estimar a evolução espacial de funções de densidade de probabilidade 

a menos que se trate de tendências simples nestas duas medidas citadas. Desta forma, utilizar 

como premissa a homogeneidade estatística, ou estacionariedade, do processo estocástico faz 

com que os parâmetros como média, covariância e outras características de ordens maiores 

sejam constantes no espaço, o que implica em uma pdf que também é independente do ponto 

avaliado (FENTON e GRIFFITHS, 2008). Os mesmos autores citam a possibilidade de se 

transformar um campo estocástico 𝑋(𝑡) com média e variância não estacionárias em um campo 

com homogeneidade estatística através da Eq. 3.23. Através desta transformação o campo 

estocástico 𝑋′(𝑡) apresentará média zero e variância unitária em qualquer ponto. 

𝑋′(𝑡) =
𝑋(𝑡)− 𝜇(𝑡)

𝜎(𝑡)
      (3.23) 

Segundo Fenton e Griffiths (2008), considerar as premissas apresentadas, ou seja, assumir um 

campo estocástico Gaussiano e estacionário, faz com que seja possível modelá-lo a partir de 

três parâmetros: I) a média do campo 𝜇, II) sua variância 𝜎2 e III) Como ocorre a variação das 

propriedades no espaço. Para caracterizar este último parâmetro utilizam-se as funções de 

covariância ou de correlação. 

Funções de covariância para uma estrutura com correlação isotrópica apresentam simetria 

esférica, o que as caracteriza como quadrante simétricas. Segundo Tamayo (2016), um processo 

é caracterizado como quadrante simétrico quando a covariância independe da direção, o que é 

uma ocorrência natural em situações em que o campo estocástico é determinado segundo um 

conjunto de coordenadas principais, e, portanto, usualmente ortogonais entre si. A interpretação 

física desta característica identifica situações de isotropia de maneira análoga à um círculo, de 

forma que o coeficiente de correlação é o mesmo entre o centro do círculo e qualquer ponto ao 
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longo de sua circunferência. Neste contexto, a modelagem de um solo isotrópico a partir de 

campos estocásticos implica em uma função de covariância dependente apenas da desfase, ou 

seja, da distância que separa os dois pontos (VANMARCKE, 1988).  

Contudo, em função do processo de formação geológico, é comum a existência de um perfil do 

solo composto por camadas sobrepostas, conforme ilustrado na Figura 6(b), de forma a 

apresentar diferenças nos parâmetros estatísticos ao alterar a orientação ou direção, o que 

descaracterizaria a isotropia mencionada. Nestes casos, denominados anisotrópicos, existe 

diferença de variabilidade entre dois eixos, e a função de covariância também se torna 

dependente da orientação considerada, fazendo com que a variação horizontal seja caracterizada 

por uma função de correlação anisotrópica, sendo a função de correlação elipsoidal um caso 

especial de anisotropia.  

 

Figura 6 – Comparação entre campo isotrópico e anisotrópico 

  

(fonte: TAMAYO, 2016, p. 35) 

 

Ao combinar a técnica de campos estocásticos ao método dos elementos finitos, têm-se uma 

ferramenta útil para abordar probabilisticamente problemas de engenharia (TAMAYO, 2016). 

Existem diferentes métodos para geração de campos estocásticos, dentre eles podemos citar o 

Método de Banda (TBM), Método da Transformada Rápida de Fourier (FFT), Método de Média 

Móvel (MA), o Método de Subdivisão de Média Local (LAS), entre outros. 

A técnica de média móvel, ou Moving Average (MA), consiste na construção de um campo 

estocástico a cada ponto no espaço com base em uma média ponderada de um processo de ruído 

branco, o qual é, por sua vez, um conjunto de variáveis aleatórias com média zero e variância 
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finita sendo os valores para tempos diferentes independentes entre si. A técnica é comumente 

associada ao método de autorregressão, formando o método denominado AR-MA (GERSCH e 

YONEMOTO, 1977), que, segundo Tamayo (2016), consiste na geração de valores de um 

processo ao longo de uma linha base sobre valores prévios do mesmo processo. Apesar de ser 

eficiente para gerar processos estocásticos unidimensionais, o método se torna complexo para 

campos com mais dimensões, dado que avalia a média ponto a ponto, de forma que, para casos 

bidimensionais, este chega a ser 10 vezes mais lento que o FFT (FENTON e GRIFFITHS, 

2007). 

Conforme Tamayo (2016), o método de banda (Turning Band Method, MATHERON, 1973; 

MANTOGLOU e WILSON, 1982) consiste em uma sequência de processos unidimensionais 

ao longo de retas que percorrem o domínio fazendo com que sejam gerados os campos 

estocásticos em duas ou mais dimensões. No entanto, em função do método de formação a partir 

destas linhas de interferência construtivas e destrutivas, são percebidos riscos no campo em 

inspeções visuais (Figura 7(a)) nos casos de utilização de um número insuficiente de linhas. 

Esta característica da metodologia implica, portanto, na necessidade de validar a adequação da 

quantidade de linhas necessárias visualmente, tarefa que fica dificultada em análises acima de 

duas dimensões, o que poderia ocasionar erros consideráveis, pois, por exemplo, em estudos 

onde existe possibilidade de infiltração de fluidos, estas ‘falhas’ provocadas pelas linhas 

promoveria caminhos de menor resistência, gerando um resultado consideravelmente 

discrepante da realidade. 

 

Figura 7 – Campos estocásticos gerados a partir do método TBM com (a) linhas insuficientes e (b) com um 

número adequado de linhas  

 

(fonte: FENTON e GRIFFITHS, 2007, p. 213 – 214) 



 

__________________________________________________________________________________________ 

Richard da Silva Penning. Porto Alegre: Curso de Engenharia Civil/EE/UFRGS, 2022 

32 

 

Também denominado Método Espectral, o Método da Transformada de Fourier Rápida 

(COOLEY e TURKEY, 1965) não apresenta a mesma deficiência do método TBM relativo aos 

riscos que podem surgir na modelagem, sendo além disto extremamente eficiente em termos de 

tempo de execução. Contudo, esta técnica exige uma capacidade de armazenamento 

consideravelmente maior. Outra vantagem é a possibilidade de geração de campos estocásticos 

anisotrópicos facilmente, bem como o potencial de ser expandida para aplicação sob várias 

dimensões para campos não Gaussianos e multivariados (TAMAYO, 2016).  

Enquanto isso, o método de Subdivisão de Média Local (LAS, FENTON e VANMARCKE, 

1990), o qual é descrito em maiores detalhes no item 3.3.2, é computacionalmente menos 

intensivo que a técnica FFT e também não possui a desvantagem apresentada pelo método TBM 

com relação às falhas pelo número de linhas, sendo, no entanto, mais complexo de ser 

programado. A principal vantagem do método, entretanto, é a capacidade de gerar campos 

estocásticos preservando as médias locais além de ser facilmente condicionável. 

 

3.2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE TALUDES 

 

Comumente, realiza-se a análise de estabilidade de taludes de forma determinística de acordo 

com Métodos de Equilíbrio Limite, que apresentam os resultados a partir de um valor único que 

identifica o nível de segurança relativo a uma situação de instabilidade para a mesma estrutura 

geotécnica. No entanto, o crescente desenvolvimento da capacidade de processamento dos 

computadores possibilitou o desenvolvimento de modelos complexos que consideram a 

variabilidade do solo, a partir de parâmetros estatísticos e, consequentemente, apresentam 

resultados com base em termos probabilísticos, expressando, além do nível de segurança, a 

probabilidade de falha e confiabilidade que a solução projetada apresenta.  

Além disso, a computação favoreceu a aplicabilidade do Método de Elementos Finitos a 

análises de estabilidade de taludes, o que se demonstra como uma ferramenta extremamente 

desejável neste segmento, dada a variada potencialidade na modelagem de solos, inclusive com 

relação a mudanças na geometria em função de processos de construção, além de possibilitar a 

análise de deformações, o que métodos convencionais não eram capazes de informar 

(DUNCAN, 1996).  
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Ademais, é relevante a contextualização dos principais critérios de falha que são utilizados, 

após a modelagem dos problemas, para avaliação da segurança da estrutura quanto aos esforços 

aos quais o solo está sendo submetido, dada a necessidade de se aplicar critérios adequados aos 

materiais e condições específicos do projeto. Por fim, nesta sessão é apresentada a metodologia 

utilizada no algoritmo estudado pelo trabalho para considerar a variabilidade bem como a não-

linearidade do solo, buscando assim a forma mais acurada de representar o comportamento e 

analisar a estabilidade dos taludes modelados. 

 

3.2.1 Movimentos de massa 

 

Segundo Highland e Bobrowsky (2008), o termo movimento de massa refere-se ao movimento 

descendente de solo, rocha ou material orgânico. Para avaliar a estabilidade de um talude, faz-

se necessária a classificação dos tipos de movimento que ocorrem quando uma massa de solo 

ou rocha se separa do restante de forma que não se mantenha o equilíbrio e a mesma se mova 

sob determinadas condições, sendo a classificação apresentada por Varnes (1978) apresentada 

no Quadro 1. 

Quadro 1 – Tipos de falha em materiais geológicos 

Tipos de movimentos 

Tipos de materiais 

Rocha 

Solos de engenharia 

Predominantemente 

grosseiros 

Predominantemente 

finos 

Quedas Queda de rochas Queda de detritos Queda de solo 

Tombamentos 
Tombamento de 

rochas 

Tombamento de 

detritos 

Tombamento de 

solo 

D
es

li
za

m
en

to
s Rotações 

Poucas 

unidades 

Queda/ 

escorregamento de 

rocha 

Queda/ 

escorregamento de 

detritos 

Queda / 

escorregamento de 

solo 

Translações 

Deslizamento de 

blocos de rocha 

Deslizamento de 

blocos de detritos 

Deslizamento de 

blocos de solo 

Muitas 

unidades 

Deslizamento de 

rochas 

Deslizamento de 

detritos 

Deslizamento de 

solo 

Expansões laterais 
Expansão de 

rochas 

Expansão de 

detritos 
Expansão de solos 

 Fluxos  Fluxos de rochas Fluxos de detritos Fluxo de solos 

Complexos - Combinação de um ou mais tipos principais de movimentos 

(fonte: adaptado de VARNES, 1978, p. 11) 
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Neste trabalho o foco será nos movimentos de massa associados a deslizamento de massas, que, 

conforme indicado no quadro acima, podem ser rotacionais ou translacionais. Estes são mais 

comuns em situações em que existe uma camada mais resistente pouco profunda e adjacente à 

massa instável, enquanto os movimentos de rotação são mais comuns em solos homogêneos, 

sendo que a ruptura ocorre a partir de uma superfície circular em muitos casos (SILVA, 2011). 

 

3.2.2 Fator de segurança admissível 

 

A NBR 11.682 (ABNT, 2009), estabelece fatores de segurança mínimos para o deslizamento 

de taludes tendo a finalidade de cobrir incertezas naturais das diversas etapas de projeto e 

construção. Sua metodologia para a definição do fator de segurança admissível se dá a partir da 

classificação da segurança com relação à possibilidade I) de perdas de vidas humanas e II) de 

danos materiais e ambientais. Ambos os critérios são divididos em risco alto, médio e baixo, 

diretamente associados com o nível de segurança desejado para cada situação. A norma 

estabelece duas tabelas com especificações para enquadramento da situação de projeto a uma 

dessas três divisões. Com base na classificação desejada, o projetista define o fator de segurança 

mínimo exigido diretamente através da Tabela 1.  

 

Tabela 1 – Fatores de segurança mínimos para deslizamentos 

 

(fonte: ABNT, 2009, p. 18) 
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Segundo a norma, estes valores de Fator de Segurança (FS) referem-se às análises de 

estabilidade interna e externa do maciço, sendo que a primeira descreve superfícies de 

escorregamentos localizadas e que são estabilizadas pela estrutura de contenção, enquanto as 

externas descrevem as superfícies de escorregamento que não interceptam estes elementos de 

reforço.  

 

3.2.3 Métodos de Equilíbrio Limite 

 

Os métodos de Equilíbrio Limite calculam o fator de segurança com base na razão entre 

esforços estabilizantes e desestabilizantes. Esta definição para o FS é equivalente ao fator pelo 

qual a resistência ao cisalhamento deve ser dividida para que o talude, nas mesmas condições 

de carregamento, esteja na iminência da ruptura. Como premissa, estes métodos assumem que 

a massa de solo utilizada se comporta como um material dúctil, ou seja, que não apresenta uma 

curva de tensão-deformação de um material frágil. 

 Outra premissa é que o talude deve estar em condições iminentes de ruptura generalizada, de 

forma que a falha ocorre sem deformação. Assim, uma limitação destes modelos decorre de não 

fornecerem informações com relação à magnitude das deformações ao longo do talude, nem 

como elas variam com a superfície de ruptura (DUNCAN, 1996). E dado o formato de 

ocorrência da falha, consideram-se válidas as equações de equilíbrio estático até o ponto em 

que os esforços são iguais à resistência para o solo considerado. 

Além disso, sistemas deste tipo apresentam um número de variáveis desconhecidas maior do 

que o número de equações, o que torna a solução hiperestática, e, portanto, as abordagens 

aplicam diferentes premissas para tornar o problema determinado. Segundo Duncan (1996), 

estas premissas não alteram significativamente o resultado no caso de métodos que considerem 

todas as condições de equilíbrio, isto é, de forças e de momentos. Contudo, no caso de 

metodologias baseadas em equilíbrio de forças, a inclinação das forças laterais entre fatias tem 

um grande impacto sobre o fator de segurança resultante, fazendo com que estes métodos sejam 

menos acurados.  

Por fim, a superfície de ruptura deve ser determinada previamente e bem definida, sendo o fator 

de segurança constante ao longo desta. Segundo Wright et al. (1973) e Tavenas et al. (1980), o 
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FS na prática é variável entre diferentes pontos da superfície de falha, apesar disto, de acordo 

com Chugh (1986), o valor médio para fins práticos não é afetado por este fato, fazendo com 

que o resultado seja independente da premissa de que todas as fatias possuem o mesmo fator de 

segurança. 

Segundo Freitas (2011), o método mais amplamente aplicado dentre os de Equilíbrio Limite é 

o Método das Fatias. Seu processo se baseia na análise de estabilidade a partir da separação do 

talude em diferentes fatias verticais (Figura 8) com uma superfície potencial de ruptura podendo 

ser circular ou poligonal. Entre as abordagens que assumem superfícies de falha circular podem 

ser citadas as propostas por Fellenius (1936), Taylor (1949) e Bishop (1955), enquanto as 

propostas por Janbu (1973), Morgenstern e Price (1965) e Spencer (1967) abrangem superfícies 

apresentando qualquer geometria.  

Segundo Griffiths e Lane (1999), estas metodologias se diferem pela adoção de diferentes 

premissas simplificadoras, como em relação à desconsideração das forças horizontais entre 

fatias, que, consequentemente, afeta o equilíbrio. No entanto, o processo para análise é o 

mesmo, consistindo na I) subdivisão do talude em fatias, assumindo superfície de falha linear; 

II) no equilíbrio de forças para cada fatia e, III) na avaliação do conjunto através da equação de 

equilíbrio para os momentos. Para a escolha da abordagem, é comum, a classificação de acordo 

com o risco associado à estrutura, em que métodos menos simplificados são exigidos para 

projetos com maior risco. 

 

Figura 8 – (a) Divisão da massa instável em fatias e (b) Esforços atuantes sob a fatia 

  

(fonte: GERSCOVICH, 2009, p. 103 e 104) 
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O método de Bishop simplificado, por exemplo, desconsidera as forças horizontais entre as 

fatias, com perda de precisão de menos de 1%, segundo Bishop e Morgenstern (1960), de forma 

que o equilíbrio de forças se torna inteiramente direcionado para esforços verticais à superfície 

de ruptura. Esta premissa faz com que o fator de segurança seja determinado de forma iterativa 

através da Equação 3.24. 

𝐹𝑆 =  
1

∑ 𝑊𝑖 sen 𝛼
∑([𝑐′𝑏 + (𝑊𝑖 − 𝑢𝑏) tan 𝜙′]

1

cos 𝛼 { 
1 + tan 𝛼 tan 𝜙′

𝐹𝑆  }
) 

  (3.24) 

onde 𝑊𝑖 é o peso de cada fatia e b seu comprimento, u é resultante da poro-pressão na base da 

fatia, 𝛼 é a inclinação na base da fatia em relação ao plano vertical, e 𝜙′e 𝑐′ são o ângulo de 

atrito e a coesão efetivos do solo, respectivamente.  

Já o método proposto por Morgenstern e Price (1965), é mais geral e baseia-se na definição de 

uma função 𝑓(𝑥) que relacione a razão entre as forças horizontais e verticais, definida de forma 

que para 𝑓(𝑥) = 0 tem-se uma solução idêntica à de Bishop simplificada. O cálculo nesta 

abordagem também é iterativo, sendo necessária a utilização de computadores para solucionar 

e atingir a condição de contorno que estabelece valores nulos para cargas horizontais nos 

extremos da massa de solo avaliada. 

Segundo Griffiths e Lane (1999), existe um certo consenso de que o método de Spencer (1967) 

é o mais confiável. Este é um método que considera o equilíbrio de forças e de momentos e 

deriva da simplificação das forças horizontais e cisalhantes entre fatias a partir de uma 

resultante estaticamente equivalente, atuando no ponto médio da base da respectiva fatia. O 

processo de cálculo então consiste na definição de vários valores para o ângulo que identifica a 

inclinação entre esta resultante e a fatia, de forma que, ao calcular o equilíbrio com relação às 

forças e com relação aos momentos, obtém-se os fatores de segurança 𝐹𝑆𝑚 e 𝐹𝑆𝑓, 

respectivamente. Estes, então, são plotados em um gráfico, conforme indicado na Figura 9, 

onde a intersecção entre as linhas representa o FS efetivo. 
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Figura 9 – Determinação do FS efetivo com base no método de Spencer 

 

(fonte: FENTON e GRIFFITHS, 2007, p. 213 – 214) 

 

3.2.4 Modelos determinísticos e probabilísticos 

 

Modelos determinísticos são aqueles nos quais, para os mesmos dados de entrada, o resultado 

encontrado será sempre o mesmo. Segundo Costa (2005), nas últimas décadas, a aceitação de 

modelos determinísticos aplicando o Método do Equilíbrio Limite (como os de Bishop, 

Spencer, Morgenstern-Price e Janbu) utilizados para a análise de estabilidade de taludes, 

tornou-os uma metodologia padrão entre os Engenheiros Geotécnicos. No entanto, alguns 

aspectos inerentes a estas teorias e, principalmente, a característica heterogênea das 

propriedades dos solos efetivamente analisados através de estudos geotécnicos no local, são 

fontes de erro nos resultados calculados por estes modelos.  

Para aplicar os modelos analíticos citados, é necessário que se realize uma simplificação dos 

dados encontrados em campo, de forma a estimar como parâmetros de entrada valores médios 

que sejam representativos. Esta modelagem do terreno em valores característicos, que 

comumente são dependentes de limitados dados geotécnicos – os quais são frequentemente 

avaliados subjetivamente para escolha de um valor único (EL-RAMLY, 2001) –, já reduz uma 

parcela da informação real, diminuindo a confiabilidade do resultado que é obtido através destas 

análises. 

A avaliação do risco de falha do talude nestes modelos é representada apenas pelo cálculo de 

um fator de segurança, determinado a partir de metodologias como o método de equilíbrio 

limite e que, conforme Dawnson et al. (1999), é definido como a razão entre a resistência ao 
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cisalhamento real do solo e a resistência mínima necessária para evitar a falha. Além disto, o 

critério de projeto para validação da estrutura pode se dar a partir de um fator de segurança 

admissível que é selecionado com base na experiência do projetista, sendo ajustado o modelo 

de forma a apresentar um FS acima do critério estabelecido, o que evidencia a relevância deste 

fator de segurança para o projeto (COSTA, 2005).   

Contudo, o cálculo atual de FS para o projeto não é absoluto, dado que o resultado depende dos 

valores característicos adotados, do método de falha pré-determinado e da confiabilidade e 

acurácia das premissas definidas pelo método de análise escolhido. Considerando estas 

características, é improvável que os fatores de segurança, calculados por diferentes engenheiros 

para uma mesma situação, sejam idênticos (EL-RAMLY, 2001).  

Além disso, segundo Christian et al. (1994), apenas o FS não é suficiente para justificar a 

segurança de uma estrutura geotécnica. Avaliando a Figura 10, onde estão apresentados dois 

resultados idealizados nos quais se assume que o FS possui uma distribuição normal, é possível 

perceber que a probabilidade de falha (área com FS abaixo de 1,0) é maior no caso em que o 

FS médio é maior (1,5) em função da grande variabilidade que esta situação apresenta em 

comparação com o modelo onde a média para o FS é 1,2 e o desvio padrão é menor. 

 

Figura 10 – Comparação entre duas situações com diferentes médias e desvios padrões para o FS 

 

(fonte: CHRISTIAN et al., 1994, p. 2183) 



 

__________________________________________________________________________________________ 

Richard da Silva Penning. Porto Alegre: Curso de Engenharia Civil/EE/UFRGS, 2022 

40 

 

Apesar de autores comentarem sobre a impossibilidade de se evitar totalmente alguma parcela 

de risco, esta forma de análise através dos modelos determinísticos promove um nível 

desconhecido e variável de conservadorismo gerado na definição dos parâmetros de entrada. 

Em função da subjetividade associada aos processos convencionais de análise de estabilidade e 

da falha destes métodos em considerar as incertezas, não é incomum a existência de 

rompimentos de taludes tomados como seguros (TANG et al., 1976). Assim, fica indicada uma 

deficiência destes modelos para aplicação em projetos geotécnicos, principalmente em casos 

em que exista uma grande variabilidade dos dados aplicados na análise. 

Outro ponto desfavorável destes modelos clássicos citados anteriormente é que eles usualmente 

exigem como premissa um formato fixo para a superfície de ruptura. Desta forma, o mecanismo 

de falha não percorre necessariamente o caminho mais crítico, pois, não existe regiões de menor 

capacidade resistiva, uma vez que as propriedades do solo não estão espacialmente distribuídas. 

Sendo assim, a falha não segue obrigatoriamente o comportamento prescrito por estes modelos 

de análise, causando divergência entre a solução modelada e o que é encontrado numa falha 

real (FENTON e GRIFFITHS, 2008).  

Os modelos probabilísticos, no entanto, consideram a variabilidade dos parâmetros ao 

introduzi-los conforme uma distribuição provável de ocorrência, ou seja, sem a fixação de um 

valor representativo, fazendo com que o resultado obtido também seja variável. Segundo El-

Ramly (2001), apesar da vantagem em aplicar modelos probabilísticos, estes utilizam os 

mesmos princípios para avaliação da falha que os métodos determinísticos (como Equilíbrio 

Limite, Modos de falha etc.), apresentando, contudo, o diferencial de conseguir contabilizar 

quantitativamente as várias formas de incertezas, dado que o resultado entregue pelas 

metodologias probabilísticas indica a condição mais provável para a estrutura bem como a 

distribuição potencial de casos menos prováveis e a forma como esses se relacionam com a 

probabilidade de falha. 

Com isso, percebe-se a capacidade dos modelos probabilísticos em auxiliar na compreensão 

dos potenciais riscos e informações que não ficam evidentes numa análise baseada apenas no 

FS calculado através de um modelo determinístico. Isto melhora a capacidade de julgamento 

do engenheiro realizando a análise e comparando-a com outras soluções, fazendo com que o 

processo decisório se torne mais completo.  
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Atualmente, alguns softwares comerciais que aplicam modelos determinísticos são capazes de 

realizar análises probabilísticas através da realização de diversas análises com diferentes 

propriedades médias para o talude modelado, aplicando o Método das Fatias, por exemplo, para 

cada caso. No entanto, essa metodologia apresenta a limitação de considerar apenas 

propriedades médias, além de exigir previamente a definição da superfície de ruptura. Para 

suprir o erro atrelado às superfícies de falha pré-definidas, existem outras metodologias, como 

o Método dos Elementos Finitos, que apresentam uma série de vantagens sobre o Método das 

Fatias (DAWNSON et al., 1999), sendo a mais importante a capacidade de detecção automática 

da superfície de falha. Além disso, a geração de campos estocásticos, com diferentes parâmetros 

de resistência para cada elemento da malha de Elementos Finitos, promove um modelo capaz 

de considerar a variabilidade espacial dos parâmetros de resistência do solo, fazendo com que, 

numa análise a partir do MEF, a ruptura siga o caminho mais crítico para cada caso.  

 

3.2.5 Método dos elementos finitos 

 

Segundo Zienkiewicz et al. (2013), existem estruturas possíveis de serem adequadamente 

modeladas através de uma composição com número finito de componentes bem definidos, 

sendo para estes casos o problema denominado discreto. Enquanto isso, problemas contínuos 

são aqueles em que a subdivisão continua indefinidamente e que sua modelagem só é possível 

através da integração de infinitesimais, que têm seu comportamento descrito através de 

equações diferenciais, implicando a existência de infinitos elementos constituintes do sistema. 

A solução para resolver problemas classificados neste segundo grupo, no entanto, exige 

necessariamente manipulações matemáticas que são comumente complexas, limitando sua 

aplicabilidade a situações que sejam extremamente simplificadas, de modo a viabilizar o 

cálculo. Os problemas discretos, contudo, são passíveis de soluções com aplicabilidade prática, 

principalmente com a evolução no processamento computacional observado nas últimas 

décadas, proporcionando a capacidade de se analisar prontamente até sistemas onde o número 

de elementos é muito extenso. 

Assim, torna-se interessante encontrar formas de discretizar problemas contínuos, sendo que 

engenheiros e matemáticos utilizaram abordagens diferentes para isso. Enquanto estes 

desenvolveram ferramentas gerais para aplicação direta sobre as equações diferenciais 
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modelando o problema, os primeiros atuaram através da analogia direta entre sistemas 

compostos efetivamente por elementos discretos e porções de um domínio contínuo 

(Zienkiewicz et al., 2013), como a visualização de um problema contínuo-linear através de um 

arranjo de barras elásticas simples (McHenry, 1943). Uma analogia mais eficiente, 

posteriormente demonstrada por Turner et al. (1956), consiste na divisão do objeto contínuo 

em partes menores rastreáveis e com comportamento simplificado, denominadas pequenas 

porções ou elementos, com propriedades de forma que sua soma identifique o comportamento 

do objeto como um todo. 

Desta maneira, o Método dos Elementos Finitos (MEF) surge como um processo para solução 

de problemas contínuos com base na discretização destes objetos em partes finitas com 

comportamento caracterizado por um número também finito de parâmetros, e na consolidação 

destes elementos de forma que a solução do sistema consolidado seja possível através de 

metodologias padrões para solução de problemas discretos (ZIENKIEWICZ et al., 2013).  

Segundo Griffiths et al. (2014), o Método dos Elementos Finitos é, então, uma abordagem para 

solucionar equações diferenciais parciais através da discretização destas equações no espaço. 

Os elementos finitos decorrem desta discretização que é realizada localmente, e possuem 

formatos arbitrários. Os dados de entrada são associados a pontos nos elementos, também 

denominados nós, de forma que estes dados são relacionados às soluções para estes mesmos 

pontos através de uma matriz de equações. De uma forma geral, pode-se descrever todos os 

problemas estáticos, avaliados segundo elementos finitos, segundo a Equação 3.25. 

[𝒌]{𝒖} = {𝒇}     (3.25) 

onde {𝒇} identifica o vetor de forças, {𝒖} o vetor de deslocamentos e [𝒌] a matriz de rigidez 

que relaciona estes dois vetores. 

A aplicação do Método dos Elementos Finitos na engenharia geotécnica foi apresentada por 

Clough e Woodward (1967), com o principal diferencial sendo a capacidade do método em 

utilizar relações de tensão-deformação não-lineares para um assentamento de barragem, dado 

que outras metodologias são limitadas à aplicação de análises elástico-lineares. Segundo 

Duncan (1996), o MEF é desejável para análises de tensões e deslocamentos em solos, pois é 

capaz de reproduzir várias condições complexas que envolvem comportamentos não-lineares, 

condições não homogêneas além de mudanças de geometria ao longo da construção do 

assentamento ou da escavação. Assim, ele é usado para modelar condições em diferentes etapas 
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da construção, podendo considerar variações de volume a partir de inchaço ou consolidação, 

bem como dissipação ou aumento da poro-pressão. Ainda, esta ferramenta é capaz de investigar 

probabilidade de fissuração, fraturação em decorrência de mudanças da poro-pressão, falhas 

locais além da estabilidade global da estrutura.  

Análises de elementos finitos exigem a definição das condições iniciais de esforços além de 

aspectos da sequência de construção ou aplicação de carga, pois estas influenciam diretamente 

na condição de equilíbrio final. Em solos naturais, é importante que seja previamente 

especificada a condição de carregamento interno inicial, considerando que as mudanças nos 

esforços decorrentes do processo de construção impactam acumulando ou reduzindo destes 

valores pré-existentes. Usualmente estima-se esta condição ao invés de medi-la (DUNCAN, 

1996). Para o trabalho em questão, utiliza-se a aplicação de “gravity turn-on”, pela qual as 

forças de peso próprio são inicialmente aplicadas sob uma malha de elementos finitos 

desestressada, isto é, sem esforços iniciais, e com a geometria final de projeto. 

 

3.2.6 Critérios de falha 

 

De posse da modelagem do solo, se faz necessária a incorporação de algum critério de falha, 

utilizado para determinar efetivamente a segurança da estrutura comparando o estado dos 

esforços em cada ponto a um valor crítico, sendo este estabelecido pelo critério escolhido. É 

usual a representação do tensor de tensões, para solos, a partir das coordenadas principais 𝜎1, 

𝜎2 e 𝜎3, atuando em planos ortogonais obtendo-se, desta forma, o espaço de tensões principais 

ao considerar a direção destas tensões como eixos de coordenadas tridimensionais. Esta 

definição do tensor descreve bem sua magnitude, mas não confere indicação com relação à sua 

orientação no espaço físico real.  

Como exemplo desta transformação, na Figura 11 é indicado um ponto 𝑃 (a) no espaço de 

tensões principais e (b) em um plano, denominado plano 𝜋, definido como ortogonal à diagonal 

espacial, que é uma representação do vetor que identifica os pontos onde 𝜎1 =  𝜎2 =  𝜎3. Ainda, 

é usualmente conveniente utilizar, ao invés das coordenadas principais, suas invariantes 𝑠, 𝑡 e 

𝜃, que buscam exprimir a localização do tensor no espaço de tensões principais em termos mais 

intuitivos. Utilizando como referência a Figura 11(a), teríamos a invariante 𝑠 como sendo a 

distância, calculada segundo a diagonal espacial, entre a origem e o plano 𝜋 onde está inserido 



 

__________________________________________________________________________________________ 

Richard da Silva Penning. Porto Alegre: Curso de Engenharia Civil/EE/UFRGS, 2022 

44 

o ponto 𝑃, identificada como o vetor que une os pontos 𝑂𝐴 na figura. A invariante 𝑡 

representada pelo vetor AP, por sua vez, exprime a distância entre o ponto 𝑃 e a intersecção da 

diagonal espacial com o plano 𝜋. Por fim, o ângulo de Lode 𝜃 indica a posição angular do ponto 

𝑃 dentro do plano 𝜋, e é definido com base na simetria entre eixos que possibilita sua 

representação em um intervalo de −30° ≤ 𝜃 ≤ 30°, conforme apresentado na Figura 11(b). 

Segundo Griffiths et al. (2014), ao convencionar compressão como negativa, o caso 𝜃 = 30° 

corresponderia à “compressão triaxial” (𝜎1 ≤  𝜎2 =  𝜎3) e o caso 𝜃 = −30° à “extensão/tração 

triaxial” (𝜎1 =  𝜎2 ≤  𝜎3). Nas relações apresentadas, utilizou-se a convenção adotada na 

Mecânica dos Sólidos, segundo a qual a compressão é dada como negativa. Desta forma, as 

tensões principais são descritas segundo a relação 𝜎3 > 𝜎2 > 𝜎1, ou seja, 𝜎1 é identificada 

como mais compressiva enquanto 𝜎3 é dada como menos compressiva. Salienta-se, 

contudo, que na Mecânica dos Solos, é considerada compressão como positiva, de forma que, 

conceitualmente, as tensões principais são definidas da mesma maneira (𝜎1 é a mais 

compressiva e 𝜎3, a menos), mas a relação entre elas é invertida, resultando na relação 𝜎1 >

𝜎2 > 𝜎3. Na Mecânica dos Solos, costuma-se representar as invariantes segundo p e q. A 

transformação com relação ao s e t, com sentido físico no espaço de tensões principais citado 

anteriormente se dá por 𝑝 =
1

√3
𝑠, e 𝑞 =  √

3

2
𝑡 . 

 

Figura 11 – Representação da tensão em termos das tensões principais. (a) no espaço de tensões principais e (b) 

no plano  𝜋 

 

(fonte: adaptada de GRIFFITHS et al., 2014, p. 237) 
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Para metais ou argilas não-drenadas, critérios de falha cilíndricos no espaço de tensões 

principais, como o de Von Mises, se tornam adequados. Critérios de falha de formato cônico, 

por sua vez, são apropriados para solos com componentes da resistência ao cisalhamento tanto 

friccionais quanto coesivos, sendo o melhor o critério de Mohr-Coulomb (GRIFFITHS et al., 

2014).  

O critério de Von Mises é derivado de uma simplificação do modelo cônico denominado 

Drucker-Prager para o caso de um solo não-drenado (ZIENKIEWICZ et al., 1974). Desta 

maneira, a forma no espaço de tensões principais torna-se cilíndrica, conforme representado na 

Figura 12, fazendo com que a falha seja dependente apenas da distância entre o ponto de tensão 

e a diagonal espacial no plano 𝜋, identificada pela invariante 𝑡. 

 

Figura 12 – Critérios de falha de Drucker-Prager (cone) e Von Mises (cilindro) no espaço de tensões  

 

(fonte: ZIENKIEWICZ e CORMEAU, 1974, p. 824) 

 

A simetria apresentada pelo critério de Von Mises no plano 𝜋, e ilustrada na Figura 13, indica 

a razão pela qual este modelo não é o ideal para aplicação com conceitos de resistência e força 

tradicionais em mecânica dos solos, segundo Griffiths et al. (2014). Em função disto, ao 

modelar o comportamento de argilas não-drenadas, são necessárias considerações com relação 

à tensão principal 𝜎2, uma vez que o critério aplica o mesmo peso para todas as tensões 

principais. 
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Para os casos em que a relação apresentada na Equação 3.26 é aplicável, ou seja, situações de 

deformação plana, assumindo que não há variação plástica no volume, o critério de Von Mises 

é caracterizado pela expressão 3.27 (GRIFFITHS et al., 2014). 

𝜎2 =  
𝜎1+𝜎3

2
     (3.26) 

𝐹 =  𝜎 − √3𝑠𝑢    (3.27) 

onde 𝜎 é a invariante de tensões desviadoras, encontrada em um ensaio triaxial de compressão 

e é definida conforme a Equação 3.28. 

  𝜎 =
1

√2
[(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2]

1

2   (3.28) 

Do mesmo modo, em condições triaxiais, como por exemplo casos em que a estrutura pode ser 

considerada como confinada, temos que 𝜎2 =  𝜎3, sendo o critério de Von Mises calculado 

então, segundo a relação 3.29 (GRIFFITHS et al., 2014).  

𝐹 =  𝜎 − 2𝑠𝑢     (3.29) 

 

Figura 13 – Critério de falha de Von Mises para carregamento triaxial e deformação plana 

 

(fonte: adaptado de GRIFFITHS et al, 2014, p. 238) 

 

O critério de falha de Mohr utiliza como hipótese de ruptura uma condição crítica de tensão 

normal e de tensão de cisalhamento, expressa segundo a Equação 3.30. 

𝜏𝑓 = 𝑓(𝜎)     (3.30) 
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onde 𝜏𝑓 é a tensão de cisalhamento na ruptura e 𝜎 a tensão normal. De forma complementar, 

define-se o critério de Mohr-Coulomb conforme a Equação 3.31. 

𝜏𝑓 = 𝑐 +  𝜎𝑓 tan 𝜙     (3.31) 

com 𝜎𝑓 sendo a tensão normal na falha, 𝑐 a coesão do material e 𝜙 o ângulo de atrito. O critério 

de ruptura de Mohr-Coulomb é definido em termos de tensões principais pela expressão 3.32, 

assumindo compressão como negativa, e apresenta, no espaço formado por estas tensões, a 

forma de um cone hexagonal irregular, conforme apresentado na Figura 14. A irregularidade 

do formato é consequência de não se considerar a tensão 𝜎2 na equação.  

𝐹 =  
𝜎1+𝜎3

2
sen 𝜙 −

𝜎1−𝜎3

2
− 𝑐 cos 𝜙    (3.32) 

derivando a equação para apresentá-la em termos de suas invariantes propostas por Griffiths et 

al. (2014),  

       𝐹 =  𝜎𝑚 sen 𝜙 +  𝜎 (
cos 𝜃

√3
−

sen 𝜃 sen 𝜙

3
) − 𝑐 cos 𝜙    (3.33) 

onde 𝜎𝑚 é a tensão média calculada a partir das tensões principais, 𝜃 é o ângulo de Lode, que 

caracteriza a posição angular do ponto de tensão no plano 𝜋. 

 

Figura 14 – Critério de falha de Mohr-Coulomb (a) no espaço de tensões principais e (b) no plano π 

 

(fonte: adaptada de GRIFFITHS et al., 2014, p. 239) 
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O modelo constitutivo de Tresca elastoplastico perfeito, por sua vez, é utilizado para modelar 

solos argilosos, sendo um caso especial do critério de Mohr-Coulomb, onde o ângulo de atrito 

é igual a zero e a coesão utilizada passa a ser a resistência não-drenada ao cisalhamento (𝑠𝑢).  

Este critério é identificado por um prisma hexagonal regular, conforme apresentado na Figura 

15, e é definido pela simplificação da equação 3.33, resultando na expressão: 

 𝐹 =  𝜎 (
cos 𝜃

√3
) − 𝑠𝑢     (3.34) 

O critério de Tresca é mais adequado em comparação ao de Von Mises para argilas não-

drenadas (GRIFFITHS et al., 2014). Isto se dá porque a desvantagem percebida neste último, 

que exige especificação prévia das condições de confinamento da estrutura para determinar as 

equações utilizadas, não é encontrada ao aplicar o critério de Tresca. Este efeito é percebido na 

comparação entre os métodos, apresentada previamente na Figura 13, onde é possível ver o 

critério de Tresca, identificado pelo hexágono regular, situando-se entre os casos de deformação 

plana e de condição triaxial numa avaliação baseada no critério de Von Mises. 

 

Figura 15 – Critério de falha de Tresca (a) no espaço de tensões principais e (b) no plano π 

 

(fonte: YU et al., 2009, p. 34) 

 

3.2.7 Modelo constitutivo do material e Método de análise de convergência 

 

Apesar de que análises lineares apresentam a vantagem de uma aplicação mais simples, com 

exigência de poucos parâmetros (Módulo de Young 𝐸, e coeficiente de Poisson 𝜐), a sua 
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capacidade de representação de solos só é adequada em casos de baixas tensões e deformações. 

Ainda, a própria determinação dos parâmetros citados é comprometida dado que seus valores 

reais são dependentes da pressão de confinamento e das tensões desviadoras. Relações de 

tensão-deformação que consideram a plasticidade do solo, como modelos elásticos-plásticos ou 

elastoviscoplásticos, são mais complexos, mas representam mais aproximadamente o 

comportamento real dos solos, fator mais relevante em condições próximas à ruptura. Isto se dá 

em razão da maior divergência entre análises elásticas e plásticas ocorrer em estados com altas 

tensões, pois, nestes níveis, as deformações são especialmente impactadas pelo acréscimo de 

tensão existente no solo antes que o incremento de carga seja absorvido (DUNCAN, 1996). 

Segundo Griffiths et al. (2014), a irrecuperabilidade da deformação é a principal característica 

do comportamento não-linear de um material. A teoria da plasticidade apresenta estruturas 

matematicamente convenientes para representar este fenômeno, como o modelo constitutivo de 

tensão-deformação obtido para um material elastoplástico perfeito, com comportamento 

conforme representado pela curva da Figura 16. Para análise mecânica dos sólidos, é útil a 

incorporação de uma superfície de escoamento, que separa os estados de deformações elásticas 

e plásticas.  

 

Figura 16 – Curva de tensão-deformação para um material elastoplástico perfeito 

 

(fonte: adaptada de GRIFFITHS et al., 2014, p. 235) 

 

Neste caso, a função 𝐹, dependente da tensão e de propriedades do material, é definida de forma 

a possuir valores positivos apenas quando o estado de tensões de um ponto se encontra fora da 

região delimitada pela curva de tensão-deformação. Isto implica que não é um estado possível, 
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e, portanto, sinaliza a necessidade redistribuição dos esforços até convergir a um estado sem 

excessos de tensão ou, em caso de não convergência até um número determinado de iterações, 

indicar a ocorrência de falha para a estrutura. 

Segundo Griffiths et al. (2014), numa análise por elementos finitos de um sólido, podem se 

manifestar dois principais tipos de não-linearidade, i) a não-linearidade do material e ii) a não-

linearidade geométrica. A primeira corresponde aos casos em que a relação entre tensão e 

deformação é definida por funções nas quais os coeficientes da equação sejam dependentes da 

solução. No segundo caso, o efeito é decorrente de elevadas deformações ou deslocamentos, 

que geram produtos previamente desconhecidos pelas equações, sendo o estudo nestes cenários 

também denominado análise de grandes-deformações ou grandes-deslocamentos.  

Com relação à organização computacional de programas, a não-linearidade do material é mais 

simples de ser implementada em comparação à geométrica, de forma que não será adotada a 

não linearidade geométrica do problema. Para solucionar problemas associados à não-

linearidade do material, é comum a aplicação de dois principais procedimentos, sendo o 

primeiro através de iterações com rigidez constante e o segundo pelo método de rigidez variável 

ou tangente (GRIFFITHS et al., 2014). 

Na primeira abordagem, a qual é utilizada no programa RSLOPE2D, a matriz de rigidez é 

formada apenas uma vez e mantida constante ao longo do processo, fazendo com que cada 

iteração represente uma análise linear. Assim, a não-linearidade é implementada ao 

iterativamente alterar o vetor de cargas, que consiste nas forças externas aplicadas, bem como 

forças internas que devem se equilibrar, de forma a não afetar o carregamento líquido do 

sistema. Neste contexto, o efeito das iterações é redistribuir as tensões internas e a convergência 

ocorre quando estas se encontram em um intervalo que satisfaça alguma relação de tensão-

deformação ou critério de falha com tolerâncias pré-definidas. Entretanto, este método 

apresenta a desvantagem de superestimar de forma considerável a rigidez do material conforme 

se aproxima da falha, o que exige número de iterações cada vez maior ao longo do processo.  

O método da rigidez tangente, por sua vez, se difere por considerar a redução da rigidez do 

material ao se aproximar da falha, o que reduz a quantidade de iterações necessárias em 

comparação ao método de rigidez constante. A principal diferença entre as metodologias é, 

portanto, esta consideração associada à segunda abordagem, que se percebe na comparação 

entre as Figuras 17 e 18, onde estão ilustrados o processo de rigidez constante e tangente 

respectivamente, a partir da mudança da inclinação a cada passo de aplicação de carga adotado 
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que acaba aproximando a posição à curva de tensão-deformação. Na prática, é importante que 

se avalie o custo de reformular a matriz de rigidez em comparação ao ganho na redução no 

número de iterações, de maneira a buscar o processo mais otimizado.  

 

Figura 17 – Processo de rigidez constante para 
implementação da não-linearidade do material 

Figura 18 – Processo de rigidez tangente para 
implementação da não-linearidade do material 

  

(fonte: adaptada de GRIFFITHS et al., 2014, p. 234) (fonte: adaptada de GRIFFITHS et al., 2014, p. 234) 

 

O funcionamento do algoritmo de redistribuição de esforços internos se dá, de forma geral, com 

base na relação entre deslocamentos e forças a partir da matriz de rigidezes, através da qual são 

encontrados os deslocamentos a cada iteração. Os deslocamentos são então associados às 

deformações para cada elemento, em função das relações de deslocamento e deformação, 

incrementando-se estas às deformações existentes previamente. Assumindo que o material está 

escoando, as deformações conterão uma parcela elástica e plástica, sendo que apenas a primeira 

gera tensões, com base na matriz de tensão-deformação elástica, que são adicionadas à 

componente de forças internas do vetor de cargas.  

O método viscoplástico, ou de deformação inicial, apresentado por Zienkiewicz e Cormeau 

(1974), é uma abordagem para gerar estes esforços internos liberando o material a suportar, 

temporariamente, tensões acima do critério de falha. A abordagem atua sobre todos os pontos 

de integração que excedem a função que define a superfície de escoamento (𝐹) através da 

derivada de uma função plástico-potencial 𝑄 com relação às tensões, que resulta em uma taxa 

de geração das deformações viscoplásticas. A cada iteração durante o processo multiplica-se 

esta taxa por um pseudo-passo de tempo, determinado a partir do critério de falha adotado, de 
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forma a calcular o incremento de deformação viscoplástica, o qual é transformado em esforços 

internos a partir da integração de cada um dos elementos que apresentam 𝐹 > 0. Cormeau 

(1975) define este passo de tempo de forma a apresentar estabilidade numérica incondicional 

conforme a equação 3.35, para materiais descritos pelo critério de falha de Von Mises. 

∆𝑡 =
4(1+𝜐)

3𝐸
        (3.35) 

E segundo a Eq. 3.36, para materiais com falha determinada pelo critério de Mohr-Coulomb. 

∆𝑡 =
4(1+𝜐)(1−2𝜐)

𝐸(1−2𝜐+sen2 𝜙)
     (3.36) 

Os esforços calculados são acrescentados ao vetor de cargas como forças internas e o processo 

é repetido para outro pseudo-passo de tempo até a convergência deste sistema viscoplástico, 

que ocorre em função de uma medida adimensional que avalia a evolução na taxa de incremento 

do vetor de deslocamentos globais entre cada iteração. O resultado deste processo é um novo 

vetor de cargas que se aplica a uma nova iteração até a definição de convergência do sistema.  

 

3.3 PROGRAMA RSLOPE2D 

 

Segundo Griffiths e Fenton (2004), utilizar modelos probabilísticos simplificados onde a falha 

é proveniente apenas da função de densidade de probabilidade, ignorando a variabilidade 

espacial ao assumir uma correlação perfeita, pode levar a estimativas não conservadoras para a 

probabilidade de falha. Este efeito é pronunciado para fatores de segurança mais baixos ou 

quando o coeficiente de variação da força resistiva do solo é muito alta, o que implica em uma 

menor segurança para estruturas modeladas através destes processos. Assim, a capacidade do 

método conhecido como Random Finite Element Method (RFEM, FENTON e GRIFFITHS, 

2008) de reproduzir a variabilidade do solo e avaliar mecanismos de falha, que podem seguir 

naturalmente pelo caminho mais crítico, fornece uma ferramenta mais eficiente na análise de 

estabilidade de taludes. 

O método adotado neste trabalho, aplicado à análise de taludes, se dá a partir de uma malha 

formada com o Método dos Elementos Finitos (MEF), composta por elementos quadriláteros 

com 8 nós e integração reduzida para 4 nós nas análises de redistribuição de esforços e para as 

rigidezes. O carregamento utilizado na análise é essencialmente gravitacional, com 
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monitoramento e redistribuição de esforços em todos os pontos de integração. A análise da 

resistência é baseada em um material com relação constitutiva de tensão-deformação 

elastoplástica perfeita, com resistência descrita pelo critério de falha de Mohr-Coulomb para a 

determinação da estabilidade da estrutura (sendo o de Tresca um caso especial para quando o 

material usado é um solo não-drenado com resistência não-drenada 𝑠𝑢 e ângulo de atrito 

adotado como 𝜙 = 0). Estas validações quanto à segurança são realizadas através de diversas 

configurações das propriedades do solo aleatoriamente determinadas a partir de uma rotina de 

geração de campos estocásticos. A geometria das estruturas abordadas está representada 

genericamente pela Figura 19 abaixo, onde está indicada a vinculação do talude, estando 

limitado em todos os graus de liberdade na parcela inferior (base), e com apoios nas laterais 

que possibilitam movimentos verticais apenas.  

 

Figura 19 –Forma geométrica padrão da malha analisada no algoritmo RFEM 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Para a geração de campos estocásticos, o algoritmo confere valores à malha de elementos 

finitos, com base no método da Subdivisão de média local (LAS), de modo que cada quadrado, 

demonstrados na Figura 19, seja identificado como uma variável estocástica. Ao usuário cabe 

a definição dos parâmetros utilizados para caracterizar a distribuição de probabilidade que será 

atribuída à propriedade ou propriedades que se visa avaliar probabilisticamente.  

Neste trabalho utilizou-se a distribuição log-normal, com o intuito de evitar a presença de 

valores negativos para as propriedades, que fisicamente tendem a ser essencialmente positivas, 

além de apresentar a vantagem de ser completamente caracterizada a partir da média e do desvio 
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padrão. Por fim, para a geração dos campos estocásticos, dado que a propriedade de todos os 

elementos são variáveis desconhecidas no início de cada simulação, é importante que se defina 

a distância de correlação espacial.  

Conforme indicado na seção 3.1.2, o parâmetro de correlação indica o nível de variabilidade 

presente entre amostras de solo próximas entre si, e seu significado físico define 

aproximadamente a distância até a qual os elementos estão consideravelmente correlacionados. 

Portanto, para valores altos de distância de correlação, o campo tende a apresentar-se com uma 

variação sutil, conforme exemplo da Figura 20(a), enquanto para valores se aproximando de 

zero as propriedades variam de forma drástica de ponto a ponto, efeito ilustrado na Figura 20(b), 

conforme esperado, em função da correlação muito baixa. 

 

Figura 20 – Campos com mesma média e desvio padrão gerados com (a) maior e (b) menor valor de distância de 

correlação espacial 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

O algoritmo RFEM consiste, então, numa simulação de Monte Carlo proporcionada pela 

aplicação de duas rotinas que tratam I) da distribuição das propriedades do material através da 

formação de campos estocásticos utilizando a metodologia LAS que apresenta a capacidade de 

considerar a correlação entre pontos próximos e II) da verificação de convergência da solução 

para cada simulação formada, com base na teoria de Viscoplasticidade do material, proposta 

por Zienkiewicz e Cormeau (1974), considerando desta forma sua não-linearidade. 

Quando o critério de falha é violado, os esforços são redistribuídos, a partir do algoritmo 

viscoplástico identificado na Figura 21, para elementos adjacentes que ainda apresentem 

capacidade de absorver estes carregamentos. Este processo é iterado até a convergência dos 

esforços internos de forma que todos os pontos de integração satisfaçam o critério de falha. Os 

resultados são armazenados e a resposta do sistema apresenta a probabilidade de falha para o 



 

__________________________________________________________________________________________ 

Análise de estabilidade de taludes a partir do método de elementos finitos usando campos estocásticos 

55 

talude considerado. O esquema na Figura 21 abaixo identifica de maneira geral os processos do 

algoritmo utilizado.  

 

Figura 21 – Processo do algoritmo RFEM 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

O programa também realiza uma validação prévia à análise probabilística na qual é feita uma 

análise determinística com base na metodologia de redução dos parâmetros de resistência, de 

forma a definir um fator de segurança determinístico antes da análise estocástica. A 

metodologia aplicada nesta avaliação também considera a convergência dos esforços internos 

a partir do Método de Viscoplasticidade, utilizando o mesmo critério de ruptura (Mohr-

Coulomb). 

 

3.3.1 Método de Monte Carlo 

 

Existem situações em que uma solução analítica não é exata para um problema determinístico, 

ou então o problema é tão complexo que apresenta limitações para resolvê-lo através de uma 
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solução pré-definida. Nestes casos, simulações através de modelagens numéricas se tornam 

uma opção relevante para reproduzir os efeitos reais e possibilitar uma análise probabilística 

dos resultados, e a Simulação de Monte Carlo é uma maneira eficiente de lidar com problemas 

matematicamente complexos (FENTON e VANMARCKE, 1990). 

O processo se dá pela seleção de uma função determinística para analisar a estrutura, e de uma 

função de densidade associada aos parâmetros de entrada probabilísticos, sendo relevante 

realizar um mapeamento, de forma a determinar os fatores estatísticos que representam 

adequadamente a aleatoriedade da estrutura em análise, conforme indicado anteriormente. 

Desta forma, com base na probabilidade de ocorrência descrita pela função de densidade, um 

valor é aleatoriamente escolhido e aplicado ao processo determinístico adotado, promovendo 

um resultado único. Este resultado é então armazenado, e o processo repetido diversas vezes 

até que se configure uma distribuição estatística dos resultados, sendo a análise realizada a partir 

da distribuição de densidade resultante desta metodologia. 

Segundo El-Ramly (2001), o problema com essa metodologia é que, em casos com um número 

considerável de variáveis, a quantidade de simulações necessárias para se configurar um 

resultado estável é significativa, principalmente nos casos em que se estimam eventos com 

baixa ocorrência – que é o caso de taludes seguros, onde a probabilidade de falha é baixa. 

Assim, em razão do esforço computacional necessário nessa metodologia, sua aplicação para 

engenharia geotécnica se torna limitada. Contudo, a evolução na capacidade de processamento 

computacional e os avanços nas técnicas de amostragens aleatórias estão alterando 

consideravelmente este cenário, encorajando cada vez mais a aplicação de técnicas de 

simulação em problemas reais. 

 

3.3.2 Local Average Subdivision (LAS) 

 

O método utilizado no algoritmo para a geração dos campos estocásticos aplicados à simulação 

de Monte Carlo é conhecido como Subdivisão de Média Local ou LAS, sigla do inglês Local 

Average Subdivision, (FENTON e VANMARCKE, 1990). Este processo se dá pela 

discretização dos elementos parentais em elementos ‘filhos’ homogêneos, aos quais são 

incorporados valores aleatórios a partir dos parâmetros estatísticos estabelecidos, sendo que o 

último elemento discretizado recebe um valor de forma a forçar a média local para se adequar 
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à média do sistema, estatisticamente estabelecida previamente. Assim, este método tem a 

vantagem de preservar a média dos elementos (FENTON e GRIFFITHS, 2007).  

Segundo Fenton e Vanmarcke (1990), o conceito por trás do método LAS foi derivado do 

método de subdivisão estocástica proposto por Fournier et al. (1982). Alguns estudos buscaram 

sanar inconvenientes que o método apresentava, como a limitação de aplicabilidade e efeitos 

de ruído nos resultados, mas acabaram gerando para isso alguma perda de consistência interna, 

ou seja, a habilidade de retornar a estados anteriores enquanto reduz a resolução do problema. 

Assim, o método LAS foi desenvolvido para solucionar os problemas existentes no primeiro 

método proposto, incorporando os conceitos de teoria de média local apresentados por 

Vanmarcke (1984) de forma a preservar a consistência interna, o que significa que certas 

regiões mantêm uma média constante ao longo do processo de subdivisão, ou seja, que o 

sistema é facilmente condicionado. 

O processo de geração de médias locais descrito pelo método está apresentado na Figura 22, 

em que cada retângulo representa um domínio que é identificado pelo termo 𝑍𝑗
𝑖, onde 𝑖 equivale 

à etapa e 𝑗 ao número do domínio referente àquela etapa, sendo este valor crescente da esquerda 

para a direita. No exemplo ilustrado, os domínios, ou células, denominados parentais são 

divididos em dois subdomínios a cada etapa.  

O método funciona de forma descendente, isto é, o valor das médias em processos posteriores 

está condicionado ao valor da média da célula parental que foi subdividida. Assim, na divisão 

de um domínio, a média de todos os subdomínios resultantes, com exceção de um, é 

determinada de forma estocástica com base na metodologia LAS, sendo a média do último 

calculada de forma que os subdomínios, em conjunto, configurem o mesmo valor da média do 

domínio a partir do qual foram criados. Esta imposição para um dos subdomínios garante que 

a média global seja preservada, já que cada par gerado é equivalente ao domínio a partir do qual 

foram geradas. As etapas subsequentes são obtidas através da subdivisão de cada célula parental 

e da geração de valores de média para as novas células. 
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Figura 22 – Abordagem descendente do método LAS para geração de médias locais 

 

(fonte: adaptada de FENTON e VANMARCKE, 1990, p. 1735) 

 

Exemplificando, na Figura 23 são apresentadas células do processo em uma etapa 𝑖 + 1 

arbitrária, de forma que as médias da etapa precedente 𝑖 já sejam conhecidas. Avaliando a 

vizinhança do domínio 𝑍2𝑗
𝑖+1, para o qual se busca determinar a média, percebe-se que existem 

três células da etapa 𝑖 vizinhas (𝑍𝑗−1
𝑖 , 𝑍𝑗

𝑖 e 𝑍𝑗+1
𝑖 ) que influenciam no valor a ser calculado, que, 

segundo Tamayo (2016), é definido segundo a Equação 3.37. 

 

Figura 23 – Caracterização de etapa i e i+1 do algoritmo LAS 

 

(fonte: adaptada de FENTON e VANMARCKE, 1990, p. 1735) 

 

𝑍2𝑗
𝑖+1 =  𝑀2𝑗

𝑖+1 +  𝑐𝑖+1𝑈𝑗
𝑖+1    (3.37) 

sendo 𝑈𝑗
𝑖+1 um termo de interferência gerado com base em uma distribuição normal padrão (ou 

seja, média zero e variância unitária), 𝑐𝑖+1 é o desvio padrão deste termo de interferência, sendo 
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utilizado como um fator de escala que mantém o termo relacionado aos valores das células 

parentais. Por fim, 𝑀2𝑗
𝑖+1 a média linear estimada com base nas células vizinhas da etapa 

precedente que é descrita conforme a Eq. 3.38. 

𝑀2𝑗
𝑖+1 =  𝑎−1

𝑖 𝑍𝑗−1
𝑖 +  𝑎0

𝑖 𝑍𝑗
𝑖 + 𝑎1

𝑖 𝑍𝑗+1
𝑖     (3.38) 

com 𝑎−1
𝑖 , 𝑎0

𝑖  e 𝑎1
𝑖  representando os coeficientes de ponderação para os valores das células da 

etapa predecessora, pelos quais pode-se incorporar a correlação mais forte entre a média gerada 

da nova célula e a da célula parental localizada diretamente acima dela, em comparação às 

outras duas células laterais. Dado que estes coeficientes de ponderação e o desvio padrão do 

termo de interferência são desconhecidos a priori, estes são determinados matematicamente 

segundo relação 3.39, derivada das Equações 3.37 e 3.38. 

𝑍2𝑗
𝑖+1 = {𝑎−1

𝑖 𝑍𝑗−1
𝑖 +  𝑎0

𝑖 𝑍𝑗
𝑖 + 𝑎1

𝑖 𝑍𝑗+1
𝑖 } +  𝑐𝑖+1𝑈𝑗

𝑖+1   (3.39) 

A esperança da expressão resultante após multiplicar os dois lados por qualquer valor de célula 

da etapa 𝑖 (𝑍𝑚
𝑖 ) é representada pela expressão: 

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑚

𝑖 ] = ∑ 𝑎𝑘−𝑗
𝑖 𝐸[𝑍𝑘

𝑖 𝑍𝑚
𝑖 ]

𝑗+1

𝑘=𝑗−1

+  𝑐𝑖+1𝐸[𝑍𝑚
𝑖 𝑈𝑚

𝑖+1] 

 (3.40) 

Através da simplificação da expressão obtida, considerando que 𝑈𝑚
𝑖+1 é descorrelacionado com 

os valores da etapa 𝑖, obtém-se a equação 3.41, que determina os coeficientes 𝑎 em termos das 

covariâncias desejadas. 

E[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑚

𝑖 ] = ∑ 𝑎𝑘−𝑗
𝑖 𝐸[𝑍𝑘

𝑖 𝑍𝑚
𝑖 ]

𝑗+1

𝑘=𝑗−1

 

(3.41) 

Substituindo o termo genérico 𝑍𝑚
𝑖  por 𝑍𝑗−1

𝑖 , 𝑍𝑗
𝑖 e 𝑍𝑗+1

𝑖 , ou seja, os valores referentes às células 

parentais vizinhas, obtém-se o seguinte sistema: 

{

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗−1

𝑖 ]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗

𝑖]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗+1

𝑖 ]

} = {

𝐸[𝑍𝑗−1
𝑖 𝑍𝑗−1

𝑖 ] 𝐸[𝑍𝑗
𝑖𝑍𝑗−1

𝑖 ] 𝐸[𝑍𝑗+1
𝑖 𝑍𝑗−1

𝑖 ]

𝐸[𝑍𝑗−1
𝑖 𝑍𝑗

𝑖] 𝐸[𝑍𝑗
𝑖𝑍𝑗

𝑖] 𝐸[𝑍𝑗+1
𝑖 𝑍𝑗

𝑖]

𝐸[𝑍𝑗−1
𝑖 𝑍𝑗+1

𝑖 ] 𝐸[𝑍𝑗
𝑖𝑍𝑗+1

𝑖 ] 𝐸[𝑍𝑗+1
𝑖 𝑍𝑗+1

𝑖 ]

} {

𝑎−1
𝑖

𝑎0
𝑖

𝑎1
𝑖

} (3.42) 
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onde a matriz que multiplica o vetor de coeficientes {𝑎𝑙
𝑖}, 𝑐𝑜𝑚 𝑙 =  −1, 0 , 1,  é simétrica e de 

Toeplitz (todos elementos de cada uma de suas diagonais são iguais) para casos de uma 

dimensão, mas que deixam de ser deste tipo de forma geral para casos com duas ou mais 

dimensões. 

Em termos de médias locais, o cálculo da covariância entre células separadas por 𝑚 células, 

conforme representado pela Figura 24, é dado pela Eq. 3.43. 

 

Figura 24 – Covariância de médias locais separadas por 𝑚 células 

 

(fonte: TAMAYO, 2016, p. 46) 

 

𝐸[𝑍𝑘
𝑖 𝑍𝑘+𝑚

𝑖 ] =
𝜎2

2
[(𝑚 − 1)2𝛾 ((𝑚 − 1)𝐷𝑖) − 2𝑚2𝛾(𝑚𝐷𝑖) + (𝑚 + 1)2𝛾 ((𝑚 − 1)𝐷𝑖)] 

   (3.43) 

para casos em uma dimensão, com D identificando o tamanho da célula, ou elemento finito, e 

𝛾 é a função de variância, que determina a redução da variância entre dois pontos. 

Contudo, a aplicação da Eq. (3.43) é limitada apenas a covariâncias de médias locais para uma 

mesma etapa, de modo que o vetor encontrado do lado esquerdo da Eq. (3.42) não pode ser 

diretamente aplicado para determinar a solução. Assim, utiliza-se da premissa de que as médias 

devem ser preservadas no processo posterior para atingir a relação: 

{

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗−1

𝑖 ]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗

𝑖]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗+1

𝑖 ]

} =
1

2
{

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗−3

𝑖+1 ] + 𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗−2

𝑖+1 ]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗−1

𝑖+1 ] + 𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗

𝑖+1]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗+1

𝑖+1 ] + 𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍2𝑗+2

𝑖+1 ]

}  (3.44) 

Avaliando a relação entre as equações apresentadas, percebe-se que, apesar dos coeficientes de 

ponderação de uma etapa 𝑖 dependerem dos tamanhos das células nas etapas 𝑖 e 𝑖 + 1 bem como 
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da variância sobre os domínios, sua determinação é totalmente independente dos valores 

específicos para as médias locais. Assim, é possível determiná-los previamente à geração das 

médias locais, fazendo com que a única incógnita seja o desvio padrão do termo de 

interferência, 𝑐𝑖+1. Calculando a esperança da Eq. (3.45), que busca estimar o valor procurado 

para a média local 𝑍2𝑗
𝑖+1, após multiplicá-la ao quadrado apresenta-se a seguinte relação: 

𝐸[(𝑍2𝑗
𝑖+1)² ] = 𝐸 [(𝑀2𝑗

𝑖+1)
2

] + (𝑐𝑖+1)
2
   (3.45) 

sendo 𝑐𝑖+1 passível de ser desconsiderado pelo operador de esperança uma vez que é suposto 

constante a cada etapa 𝑖. Concomitantemente, realizando o mesmo processo – elevar ao 

quadrado e tomar a esperança – na Eq. (3.46), que define a média linear estimada com base nas 

células vizinhas, temos a expressão: 

𝐸 [(𝑀2𝑗
𝑖+1)

2
] = ∑ 𝑎𝑘−𝑗

𝑖 𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑘

𝑖 ]

𝑗+1

𝑘=𝑗−1

 

   (3.46) 

Substituindo então a Eq. (3.46) dentro da Eq. (3.45), define-se 𝑐𝑖+1 segundo a expressão 

resultante: 

(𝑐𝑖+1)
2

= 𝐸[(𝑍2𝑗
𝑖+1)²] − {𝑎−1

𝑖 𝑎0
𝑖 𝑎1

𝑖 } {

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗−1

𝑖 ]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗

𝑖]

𝐸[𝑍2𝑗
𝑖+1𝑍𝑗+1

𝑖 ]

}   (3.47) 

Assim como para os coeficientes de ponderação, o cálculo do desvio padrão do termo de 

interferência (𝑐𝑖+1) é independente dos valores das médias locais, fazendo com que esta 

incógnita possa ser determinada antes da geração das médias locais (TAMAYO, 2016). Ainda, 

segundo FENTON e VANMARCKE (1990): “para processos estacionários, o conjunto de 

coeficientes {𝑎𝑙
𝑖} e 𝑐𝑖 são independentes da posição já que as Equações 3.41 e 3.47 dependem 

apenas da desfase.”  

Definida a média local 𝑍2𝑗
𝑖+1 de maneira estocástica, o valor da média para a outra célula (𝑍2𝑗−1

𝑖+1 ) 

gerada pela divisão do domínio 𝑍𝑗
𝑖 é calculada de maneira simples pela Equação 3.48, que força 

a preservação da média após o processo de divisão. 

𝑍2𝑗−1
𝑖+1 = 2𝑍𝑗

𝑖 + 𝑍2𝑗
𝑖+1     (3.49) 
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O procedimento descrito se refere à aplicação da metodologia LAS em uma dimensão. Contudo, 

o processo para um campo bidimensional segue o mesmo racional, sendo, no entanto, aplicado 

a partir da divisão de domínios retangulares em quatro retângulos de mesma área. Visando 

preservar a estrutura de covariância para uma mesma célula, três ruídos aleatórios são gerados 

para três dos quadrantes, sendo o último também definido de maneira a preservar a média do 

domínio parental. Segundo Fenton e Vanmarcke (1990), para casos de duas dimensões, usa-se 

a Equação 3.50, no lugar da Eq. (3.43) para determinar a função de variância bidimensional do 

processo. 

𝐸[𝑍𝑗𝑘
𝑖 𝑍𝑗+𝑚,𝑘+𝑛

𝑖 ] =
𝜎2

4
∑ 𝑤𝑝(𝑚 + 𝑝)²

1

𝑝=−1

∑ 𝑤𝑞(𝑛 + 𝑞)2𝛾[(𝑚 + 𝑞)𝐷𝑥
𝑖 (𝑛 + 𝑝)𝐷𝑦

𝑖

1

𝑞=−1

 

   (3.50) 

sendo 𝑤𝑖 = −2 nos casos em que 𝑙 = 0 e 𝑤𝑖 = 1 nos demais, e onde 𝐷𝑥
𝑖   e 𝐷𝑦

𝑖  representam as 

dimensões dos retângulos na etapa 𝑖. Em estruturas com covariância do tipo quadrante 

simétrica, a função de covariância 𝛾 é definida segundo a equação 3.51.  

𝛾(𝑇1, 𝑇2) = (
1

𝜎𝑇1𝑇2
)

2

∫ ∫ (|𝑇1| − |𝜏1|)(|𝑇2| − |𝜏2|)𝐵(𝜏1, 𝜏2)𝑑𝜏1𝑑𝜏2

𝑇2

−𝑇2

𝑇1

−𝑇1

 

   (3.52) 

Além disto uma característica relevante do método LAS, segundo Fenton e Vanmarcke (2016), 

é que o condicionamento do campo gerado é fácil, em função da natureza recursiva do processo. 

Desta maneira, nos casos em que a média global é conhecida previamente, este valor pode ser 

diretamente associado à etapa 0, sendo a subdivisão iniciada logo na etapa posterior. Ainda, se 

existe a necessidade de refinamento em determinada região, os dados associados podem ser 

facilmente empregados como valores iniciais e o método inicia as divisões a partir das 

características definidas. 

Segundo Fenton e Vanmarcke (1990), tradução direta: “A implementação do método está 

restrita à processos estacionários que são completamente descritas pelos seus parâmetros 

estatísticos de segunda ordem” como é o caso da média, variância e função de correlação ou 

covariância. Contudo, os autores citam que esta restrição não é muito impactante dado que as 

funções que se enquadram neste critério formam uma classe bem abrangente e adequada para 

modelar a maior parte dos fenômenos naturais. Além disto, os dados provenientes das 
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investigações geotécnicas são usualmente insuficientes para embasar modelos probabilísticos 

mais completos.  

Para inicializar o método LAS, utiliza-se a média global inicial 𝑍1
0, definida segundo a equação 

3.53, que segue uma distribuição normal com média e variância determinadas conforme a teoria 

de média local (FENTON e VANMARCKE, 1990). A variância é calculada a partir da 

expressão 3.54. 

𝑍1
0 =

1

𝐷
∫ 𝑍(𝑡)𝑑𝑡

𝐷

0
     (3.53) 

𝐸[(𝑍1
0)2] = (

1

𝐷
)

2

∫ ∫ 𝐸[𝑡]𝐸[𝑡′]𝑑𝑡𝑑𝑡′ = 𝐸[𝑧]2 + (
2

𝐷2) ∫ (𝐷 − 𝜏)𝛽(𝜏)𝑑𝜏
𝐷

0

𝐷

0

𝐷

0
   (3.54) 

onde 𝑍(𝑡) representa a função de densidade de probabilidade. 

Algumas premissas são necessárias com relação às condições de contorno do domínio. Por 

exemplo, o método pode exigir a utilização de células fora do contorno, como apresentado na 

Figura 25, em casos em que se busca uma relação de vizinhança maior que 1. Para isto, Fenton 

e Vanmarcke (1990) propõem a desconsideração das propriedades de células fora do domínio 

analisado, assumindo total descorrelação com os processos ocorrendo fora das condições de 

contorno, de forma que matematicamente define-se os coeficientes de ponderação para estas 

células como equivalentes a zero, reduzindo o sistema apresentado na Eq. (3.47). Segundo os 

autores, isto abre a possibilidade de ocorrência de erros, mas que com efeitos desprezíveis. 

Nos casos em que os processos apresentem função de covariância exponencial que decresce 

monotonamente ou que são relativamente suaves, existe pouca justificativa para utilizar uma 

vizinhança maior do que três células, segundo Fenton e Vanmarcke (1990). Entretanto, para 

funções de covariância oscilatórias recomenda-se uma vizinhança maior para que a função seja 

adequadamente aproximada. 

Figura 25 – Representação indicando células fora das condições de contorno do domínio (acinzentadas) 

 

(fonte: TAMAYO, 2016, p. 46) 
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3.4 FATOR DE SEGURANÇA E PROBABILIDADE DE FALHA  

 

Se faz relevante analisar a forma como a Probabilidade de Falha (𝑃𝑓) se relaciona com o Fator 

de Segurança (𝐹𝑆) que é usualmente resultado das análises determinísticas. Griffiths e Fenton 

(2004) apresentam em seu estudo esta relação avaliando o resultado fornecido por duas 

abordagens probabilísticas distintas, o RFEM e a Single Random Variable (SRV). Enquanto a 

primeira já foi abordada no trabalho, a segunda consiste na determinação, para uma 

configuração geométrica específica, da relação linear entre a resistência não-drenada (𝑠𝑢) e o 

fator de segurança, no caso, avaliado com base no critério de ruptura de Mohr-Coulomb com 

redistribuição de esforços a partir do modelo viscoplástico. Validado o valor de resistência não-

drenada ao cisalhamento crítica para o qual o FS correspondente é igual a 1,0 – denotando 

iminência de ruptura –, determina-se a probabilidade de falha para os demais casos com 

diferentes campos estocásticos construídos a partir do parâmetro 𝐶𝑂𝑉, avaliando diretamente a 

função de densidade de probabilidade e verificando a probabilidade de que a propriedade média 

em questão seja menor do que a resistência não-drenada crítica encontrada previamente.  

Nesta lógica, Griffiths e Fenton (2004) encontraram a relação apresentada na Figura 26, pela 

qual é possível perceber a variação do comportamento conforme altera-se o coeficiente de 

variação. No caso ilustrado, o FS foi definido segundo a abordagem SRV para o caso com 

parâmetro de resistência médio em todos os pontos, sendo a probabilidade de falha calculada 

da forma descrita acima. No caso em que 𝐶𝑂𝑉 = 0, é possível identificar o caso crítico quando 

o FS é unitário, conforme a premissa utilizada nas abordagens determinísticas, sendo qualquer 

valor acima de 1,0 equivalente a uma probabilidade de falha nula, e sendo o oposto verdadeiro, 

ou seja, para qualquer valor abaixo de 1,0 a falha é certa.  
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Figura 26 – Probabilidade de falha (pf) x Fator de segurança (FS) para diferentes valores de variabilidade 

(𝐶𝑂𝑉 = 𝑉𝐶)  

 

(fonte: adaptada de GRIFFITHS e FENTON, 2004, p. 509) 

 

Conforme se aumenta a variabilidade do material, identificada pelo coeficiente de variação 

(𝐶𝑂𝑉), percebe-se uma mudança gradual da relação em torno do caso determinístico, com 

probabilidade de falha aumentando consideravelmente para os FS pouco acima de 1,0 e com 

evolução gradativa até a percepção de uma probabilidade de falha extremamente alta mesmo 

para fatores de segurança elevados para os casos em que o coeficiente de variação é também 

expressivamente alto. Este comportamento confirma o que foi exposto por Griffiths e Fenton 

(2000) em que o aumento da probabilidade de falha acontece conforme se aumenta o coeficiente 

de variação. 

O efeito percebido se justifica em função de uma maior predominância de regiões onde 

encontram-se elementos com propriedades de resistência mais baixa que a média, provocando 

áreas que dominam o mecanismo de falha do talude. Portanto, ao aumentar a variabilidade do 

solo, a probabilidade de falha também é aumentada (GRIFFITHS et al., 2002), enquanto o fator 

de segurança dado por um método determinístico não é impactado pela variação do coeficiente 

de variação 𝐶𝑂𝑉, por ser dependente apenas do valor médio das propriedades.  
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4 ANÁLISE PARAMÉTRICA 

 

Para aplicar o programa RSLOPE2D inicialmente foi realizada uma análise paramétrica. Esta 

avaliação se deu com base nos valores utilizados no estudo de Chok et al. (2007), utilizando a 

geometria e os parâmetros propostos pelos autores, visando reproduzir seus resultados. No 

estudo paramétrico, a relação probabilística 𝐶𝑂𝑉 foi fixada enquanto as variáveis 𝐷, 𝑁𝑠, e 𝜃 𝐻⁄  

foram alteradas de forma a gerar diferentes casos.  

Com relação às variáveis utilizadas na análise, 𝐷 é um coeficiente que expressa a relação entre 

a altura total e a altura do talude, 𝜃
𝐻⁄   é o comprimento de correlação 𝜃, tornado 

adimensional através da sua divisão pela altura do talude (𝐻), enquanto 𝑁𝑠 é um 

coeficiente de estabilidade adimensional, definido segundo a Equação 4.1, que expressa a 

resistência ao corte para um solo não drenado. 

𝑁𝑠 =
𝑠𝑢

𝛾𝐻
      (4.1) 

Adotou-se o peso específico 𝛾 do estudo, equivalente a 20 𝑘𝑁/𝑚³, desta forma, a partir dos 

diferentes valores de 𝑁𝑠 adotados se define a resistência não-drenada 𝑠𝑢, com base na Eq. (4.1), 

tornando este valor parametrizado. Já o desvio padrão para a resistência não-drenada foi 

determinado através do coeficiente de variação 𝐶𝑂𝑉, fixado para todos os casos em 0,5. A 

resistência não-drenada foi considerada como uma variável probabilística com a função de 

densidade lognormal, caracterizada completamente pelas duas medidas citadas (média e desvio 

padrão). 

A configuração geométrica, indicada na Figura 27, e os parâmetros do talude avaliado foram 

determinados, conforme citado, com base no estudo de Chok et al. (2007). A altura H adotada 

para todos os casos foi de 10m, com inclinação de talude de 18,4°, equivalente a uma proporção 

de 1:3 (S = 3, na mesma figura), e com a relação 𝐷𝐻 variável, de forma que a altura total do 

sistema também foi parametrizada. Assim, tem-se a comprimento horizontal total igual a 50 

metros no caso em que D = 1 e igual a 70 metros nos demais casos. O talude é discretizado por 

elementos finitos de dimensão 1m por 1m, exceto na face inclinada do talude, onde são cortados 

de forma a conferir a inclinação prevista. 
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Figura 27 – Malha utilizada para estudo de estabilidade da probabilidade de falha  

 

(fonte: CHOK et al., 2007, p. 80) 

 

O critério de falha adotado neste estudo ocorre quando o número de iterações no algoritmo não 

converge dentro de 500 iterações, valor citado por Fenton e Griffiths (2008) como adequado. 

Consequentemente, a probabilidade de falha é definida como a relação entre o número de casos 

em que houve falha dividido pelo número de simulações total. 

Na Figura 28 está indicado um estudo segundo o qual buscou-se validar esta informação, onde 

o gráfico representa o percentual de simulações que convergiram em até 500 iterações, ou seja, 

que não falharam, mas que não haviam convergido até o número de iterações 𝑥. 

Exemplificando, no ponto 𝑥 = 0 temos que todas as simulações sem falha ainda não 

convergiram (𝑦 = 100%), o que vai reduzindo até chegar a 0 simulações quando 𝑥 = 500. 

Cada linha representa um estudo de Monte Carlo com um determinado percentual de falha, que 

é utilizado para identificá-la, encontrado com utilização do algoritmo RFEM para 4.000 

simulações.  

Com exceção do caso em que houve 88% de probabilidade de falha, menos de 1% das 

simulações levaram mais que 300 iterações para convergir. Este efeito se dá porque, em 

situações em que a probabilidade de falha é alta, o número de simulações que converge é muito 

baixo, fazendo com que a proporção de realizações pareça maior. Assim, considerando que a 

aplicabilidade deste método visa dimensionar estruturas com baixa probabilidade de falha, o 

comportamento apresentado identifica que a tendência de convergência ocorre principalmente 

até 300 iterações para a maioria dos casos, validando o valor proposto por Griffiths e Fenton 

(2008) como critério de falha. 
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Figura 28 – Análise do número de iterações necessárias até a convergência  

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

O estudo paramétrico e a avaliação do número de simulações, a partir do qual ocorre 

estabilização da probabilidade de falha, foram realizados em um computador Lenovo ideapad 

S145, com armazenamento SSD de 256GB e com processador AMD Ryzen™ 3500U. Ao 

longo do estudo, verificou-se uma variação muito grande no tempo necessário para completar 

o método de Monte Carlo com as 4.000 simulações, com um intervalo abrangendo análises 

concluídas em 5 minutos até outras que exigiram quase 30 horas. Isto se deve principalmente 

aos parâmetros de entrada, que conferem situações em que o fator de segurança é muito baixo, 

fazendo com que ocorra a falha em praticamente todas as simulações. Nestes casos, o programa 

não consegue estabilizar as tensões internas rapidamente, atingindo as 500 iterações para 

diversas simulações, enquanto as que convergem costumam demorar mais para estabilizar 

também, demandando, desta forma, maior processamento computacional e consequentemente 

exigindo um maior tempo de análise.  

Em contraste, nos casos em que o fator de segurança é muito alto, a análise se dá de forma 

extremamente rápida pelo efeito inverso, ou seja, ocorre a estabilidade das tensões internas nas 

primeiras iterações, agilizando de forma considerável o processo. Outro fator para a diferença 

no tempo de análise é que os estudos foram em alguns momentos feitos de forma simultânea 

para mais de um caso, o que não impacta o valor do resultado, mas altera o tempo em função 

da maior necessidade de processamento computacional simultaneamente. 
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4.1 NÚMERO DE SIMULAÇÕES 

 

Previamente à aplicação do algoritmo para o intervalo de parâmetros escolhidos, determinou-

se o número de simulações (ou campos estocásticos gerados e testados na análise de Monte 

Carlo) necessárias para atingir um resultado relativamente estável na probabilidade de falha 

para cada caso.  

Os parâmetros adotados nesta validação inicial foram equivalentes a um caso específico do 

estudo paramétrico com as seguintes propriedades do solo: peso específico 𝛾 = 20 𝑘𝑁/𝑚³, 

resistência não-drenada 𝑠𝑢 = 40 𝑘𝑃𝑎 com  𝐶𝑂𝑉 =  0,5, ou seja, o desvio padrão 𝜎 = 20 𝑘𝑃𝑎. 

Por fim, para aplicação na geração dos campos estocásticos através da metodologia LAS, 

utilizou-se o coeficiente da distância de correlação (obtido dividindo-a pela altura H) de 0,1, 

equivalente a 𝜃 = 1 𝑚. 

Com isto, estudou-se a probabilidade de falha resultante para casos entre 5 e 30.000 realizações, 

conforme demonstrado na Figura 29, onde está apresentado um gráfico em escala logarítmica 

indicando a relação entre o número de simulações geradas e o percentual de falhas encontradas. 

No caso avaliado, a probabilidade de falha é de aproximadamente 2%, com a metodologia de 

Monte Carlo proporcionando resultados estáveis a partir de 2.000 a 4.000 simulações, em linha 

com o resultado encontrado em Tamayo et al. (2017). 

 

Figura 29 – Estabilidade da probabilidade de falha 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 
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Contudo, é importante ressaltar que o número de simulações necessárias para que o resultado 

obtido seja estável, depende da variabilidade dos dados de entrada (TAMAYO et al., 2017). 

Para este trabalho, julgou-se como adequada a aplicação das análises considerando 4.000 

simulações. Além do critério de estabilização do resultado, o tempo de análise necessário para 

computar as simulações é, para um mesmo caso, proporcional ao número de simulações. 

Consequentemente, utilizar a menor quantidade de simulações onde a probabilidade de falha 

está razoavelmente próxima de um valor limite é o mais otimizado, apesar de que a 

confiabilidade do resultado aumenta ao utilizar um maior número de simulações.  

 

4.2 RESULTADOS 

 

Após a determinação do nível de simulações necessário para que se atinja um resultado estável, 

elencou-se os parâmetros geométricos e propriedades do solo citados anteriormente, de modo 

a combinar casos para a análise paramétrica com base nos valores indicados na Tabela 2. Com 

isto, realizaram-se as 75 combinações possíveis, que foram submetidas ao algoritmo RFEM, 

sendo armazenados os resultados do fator de segurança e probabilidade de falha para cada caso 

em uma planilha de Excel.  

 

Tabela 2 – Dados de entrada utilizados no estudo paramétrico 

Parâmetro Valores de entrada 

𝐷 1,0; 2,0; 3,0 

𝑁𝑠 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 

𝜃
𝐻⁄  0,1; 0,5; 1,0; 5,0; 10,0 

(fonte: adaptado de CHOK et al., 2007, p. 82) 

 

Na Figura 30 estão elencados alguns casos avaliados nas suas formas indeformadas (à esquerda) 

e após a deformação ou falha (à direita). 
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Figura 30 – Exemplos de simulações realizadas (𝐶𝑂𝑉 = 0,5) 

  

(a) Caso D = 2,0, 𝑁𝑠 = 0,1, 𝜃/𝐻 = 0,1 – Simulação 1000 (Falha) 

  

(b) Caso D = 2,0, 𝑁𝑠 = 0,1, 𝜃/𝐻 = 10,0 – Simulação 1000 (Falha) 

 
 

(c) D = 3,0, 𝑁𝑠 = 0,1, 𝜃/𝐻 = 0,5 – Simulação 800 (Falha) 

  

(d) D = 3,0, 𝑁𝑠 = 0,5, 𝜃/𝐻 = 1,0 – Simulação 300 (Sem Falha) 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Para avaliar a natureza do relacionamento entre a probabilidade de falha e o fator de segurança 

para cada situação, realizou-se a plotagem dos pontos referentes a cada combinação a partir de 

um gráfico de dispersão, ilustrado na Figura 31. Como esperado, é percebida a tendência de 

aumento da probabilidade de falha conforme ocorre a redução do fator de segurança, 

principalmente quando esta variável atinge valores próximos de 1,0, quando este efeito é 

intensificado. Uma vez que os dados de entrada praticados no estudo paramétrico foram 
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baseados no artigo de Chok et al. (2007), a análise pôde validar os resultados encontrados pelos 

autores, de forma que através das Figuras 31 e 32 percebe-se a semelhança entre os 

comportamentos apresentados. 

 

Figura 31 – Relação da Probabilidade de falha versus Fator 
de segurança (β=18,4°, COV = 0,5) 

Figura 32 – Relação da Probabilidade de falha versus Fator 
de segurança (COV=0,5) 

 
 

(fonte: elaborada pelo autor) (fonte: CHOK et al., 2007, p. 82) 

 

O comportamento encontrado está de acordo também com aquele previsto por Griffiths e 

Fenton (2004), exemplificado pelas curvas apresentadas na seção 3.4 (Figura 26) onde é 

apresentado um gráfico indicando a relação da probabilidade de falha decorrente de uma 

metodologia probabilística e do fator de segurança calculado a partir das propriedades médias 

para a resistência ao cisalhamento. 

Pelos resultados encontrados, pode-se afirmar que a resposta obtida através da abordagem 

probabilística utilizada no método RFEM é mais completa em comparação ao fator de 

segurança que é retornado através de métodos determinísticos. No caso apresentado, conforme 

esperado, fatores de segurança expressivos estiveram associados a uma probabilidade de falha 

nula. Contudo, para valores que poderiam ser considerados adequados em avaliações através 

da NBR 11.682 (ABNT, 2009) – que apresenta o maior valor mínimo admitido de 1,65 (1,5 

acrescido de 10% em casos com alta variabilidade dos dados geotécnicos) –, percebe-se uma 

grande probabilidade de falha em alguns casos, com valores acima de 15,0%.  
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5 ESTUDO DE CASO 

 

Visando a aplicabilidade da relação estudada, foi realizado um estudo de caso para avaliar a 

estabilidade de um talude calculado de forma determinística. Com isto, verificou-se 

inicialmente o impacto da aplicação de conceitos probabilísticos como o coeficiente de variação 

𝐶𝑂𝑉 e o coeficiente da distância de correlação espacial 𝜃 𝐻⁄  no resultado, de forma a avaliar 

como a variabilidade imposta por estes parâmetros impacta na probabilidade de falha do talude. 

Em seguida, foi mapeada a relação dos fatores de segurança e da probabilidade de falha para 

uma condição fixa de escala de flutuação, de forma a evidenciar os efeitos do coeficiente de 

variação na probabilidade de falha para a condição do talude mesmo considerando o mesmo 

fator de segurança calculado deterministicamente. 

 

5.1 ANÁLISE DO RESULTADO DETERMINÍSTICO 

 

Abbas (2018) realizou um trabalho onde é estudada a análise de estabilidade para um talude 

natural no contexto de uma escavação para construção do subsolo de um edifício na cidade de 

São Paulo (SP) – Brasil. A análise de estabilidade global é realizada com base no método de 

Bishop simplificado através do software SLIDE. 

O solo em questão, caracterizado a partir de ensaios SPT (Standard Penetration Test) realizados 

no local, é predominantemente argiloso, com 𝑁_𝑠𝑝𝑡 variando entre 5 e 15, e com condutividade 

hidráulica significativa, de modo que se assumiu comportamento drenado. Abbas (2018) 

estimou os parâmetros de resistência do solo correlacionando os mesmos com os resultados 

obtidos no ensaio SPT, de acordo com a metodologia proposta por Joppert Jr (2007). Desta 

forma, foi considerado um solo homogêneo com peso específico natural 𝛾𝑛 = 19 𝑘𝑁/𝑚³, 

ângulo de atrito efetivo 𝜙′ = 24° e coesão efetiva 𝑐′ = 20𝑘𝑃𝑎. 

Utilizou-se como referência o talude apresentado por Abbas (2018) na condição natural, isto é, 

antes das escavações para a construção do edifício. Assim, o resultado obtido, a partir do 

software SLIDE, para esta condição está apresentado na Figura 33. Nele é possível observar o 

valor do fator de segurança encontrado, equivalente a 1,475 e associado à condição mais crítica, 

que está representada por uma coloração mais alaranjada na imagem. 
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Figura 33 – Estabilidade externa do talude natural  

 

(fonte: ABBA, 2016, p. 62) 

 

Para reproduzir o estudo realizado por Abbas (2018), foram verificadas as dimensões utilizadas 

para o talude estudado, de maneira a apurar se as dimensões do mesmo eram suficientes para 

representar o domínio. No entanto, para o lado direito do talude e para a altura, os valores foram 

alterados, de forma a representar, no mínimo, as mesmas dimensões parametrizadas propostas 

em Chok et al. (2007). A configuração geométrica utilizada está indicada na Figura 34. 

 

Figura 34 – Configuração geométrica para o talude do estudo de caso (sem escala)  

 

(fonte: elaborada pelo autor) 
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Ao realizar a análise no programa RSLOPE2D, o valor resultante para o método determinístico 

que é retornado pela análise, e calculado a partir do critério de falha de Mohr-Coulomb 

considerando a não-linearidade do material, foi comparado ao fator de segurança encontrado 

no trabalho de referência, realizado com base no Método de Bishop Simplificado (ABBA, 

2018). A partir do algoritmo, encontrou-se 𝐹𝑆 =  1,46, enquanto o valor encontrado pela 

autora foi de 𝐹𝑆 =  1,475, ou seja, pequena diferença de aproximadamente 1,0%.  

Além disto, ao avaliar o formato e localização da superfície de ruptura, ilustrada na Figura 

35(b), percebe-se um padrão de falha circular, com deslizamento a partir de rotação da massa 

de solo consideravelmente semelhante à superfície indicada como crítica na modelagem obtida 

através do software comercial SLIDE por Abba (2018), e indicada na Figura 32, validando o 

resultado encontrado por ambas as metodologias. 

 

Figura 35 – Malha de elementos finitos (a) indeformada e (b) após falha 

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

5.2 PROBABILIDADE DE FALHA  

 

Uma vez que não se tem conhecimento das propriedades de distância de correlação e 𝐶𝑂𝑉 para 

o solo do talude avaliado e visto a importância destes parâmetros para a análise probabilística, 

propôs-se a análise paramétrica segundo os valores indicados na Tabela 3, avaliando o impacto 

da variação do coeficiente de variação 𝐶𝑂𝑉 e da distância de correlação (tornada adimensional) 

𝜃/𝐻 na probabilidade de falha do sistema modelado. Salienta-se, contudo, que, para limitar o 

escopo do trabalho, apenas a coesão foi considerada como variável probabilística, de forma que 
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o ângulo de atrito proposto foi considerado como variável determinística e, consequentemente, 

constante para todos os casos avaliados. 

 

Tabela 3 – Dados de entrada utilizados na análise paramétrica do estudo de caso 

Parâmetro Valores de entrada 

𝐶𝑂𝑉 0,10 ; 0,30 ; 0,50 ; 0,75 ; 1,00 

𝜃
𝐻⁄  0,10; 0,50; 1,00; 5,00; 10,00 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Alguns casos modelados estão apresentados na Figura 36, sendo as simulações escolhidas 

aleatoriamente entre as ilustrações geradas pelo programa RFEM. Para cada caso, encontra-se 

a situação da malha indeformada na imagem à esquerda e o modelo após o carregamento à 

direita, identificando a situação de equilíbrio nos casos de convergência ou o modelo após as 

500 iterações em casos em que houve falha. É perceptível, inicialmente, a grande diferença que 

a distância de correlação 𝜃 expressa na distribuição espacial das propriedades, pois os casos (a) 

(b) e (c) possuem as mesmas propriedades de média e desvio padrão, sendo a diferença no 

resultado influenciada principalmente pela distância de correlação, que é menor para o caso (a) 

e maior para o (c). O que se percebe a partir das respostas dos modelos é que o aumento deste 

parâmetro provoca o surgimento de regiões que podem ser formadas com parâmetros 

associados a uma menor resistência, e que, em casos em que estas estão localizadas 

majoritariamente no talude, como o caso (c), a estabilidade do sistema fica comprometida, 

promovendo a falha percebida nesta simulação.  
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Figura 36 – Exemplos de simulações geradas referentes ao estudo de caso 

  

(a) Caso com 𝐶𝑂𝑉 = 0,50, 𝜃/𝐻 = 0,10 – Simulação 500 (Sem falha) 

  

(b) Caso com COV = 0,50, 𝜃/𝐻 = 0,50 – Simulação 100 (Sem falha) 

  

(c) Caso com 𝐶𝑂𝑉 = 0,50, 𝜃/𝐻 = 5,00 – Simulação 500 (Falha) 

  

(d) Caso com 𝐶𝑂𝑉 = 0,75, 𝜃/𝐻 = 5,00 – Simulação 1 (Sem Falha) 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

As análises foram realizadas a partir da aplicação destes parâmetros, nas mesmas condições 

aplicadas anteriormente, isto é, com número de simulações igual a 4.000, sendo a coesão 
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descrita por uma distribuição lognormal, enquanto o ângulo de atrito foi adotado como variável 

determinística. Com isto, a Figura 37 descreve os resultados obtidos através de curvas 

representando o comportamento da probabilidade de falha com relação à distância de correlação 

para cada valor de 𝐶𝑂𝑉. 

 

Figura 37 – Relação entre a probabilidade de falha e a escala de flutuação  

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Percebe-se pelo comportamento das curvas encontradas (Figura 37), a relação esperada de 

aumento da probabilidade de falha conforme a variabilidade, expressa pelo parâmetro 𝐶𝑂𝑉, 

aumenta. Ainda, os casos mais críticos com relação à variação da distância de correlação 

encontram-se justamente nos maiores casos de variabilidade, efeito que pode ser causado pelo 

acúmulo de grandes massas com resistência muito inferior à média e que conferem à 

estabilidade global regiões com blocos de instabilidade que resultam nas falhas observadas. 

Griffiths et al. (2000) demonstraram que para probabilidades de falha menores do que 50%, a 

probabilidade de falha tende a aumentar com o aumento da distância de correlação, enquanto 

para valores maiores a probabilidade de falha apresenta um leve aumento e posteriormente um 

decréscimo. Ainda, perceberam que, quanto mais a distância de correlação aumenta, menos ela 
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tem efeito sobre a probabilidade de falha, o que se perceberia com o achatamento das curvas. 

A mesma relação foi exposta por Chok et al. (2017), no entanto, a forma que ocorre o avanço 

com relação à distância de correlação nos resultados encontrados se dá de maneira diferente 

pois não é possível confirmar esta estabilização avaliando apenas os dados apresentados na 

Figura 37. 

 

5.3 FATOR DE SEGURANÇA E PROBABILIDADE DE FALHA 

 

Em seguida, realizou-se nova análise paramétrica a partir da fixação do coeficiente de distância 

de correlação espacial  𝜃
𝐻⁄ = 1, o que confere uma escala de flutuação 𝜃 = 15 𝑚, valor 

coerente, conforme Griffiths et al. (2002), considerando a correlação horizontal onde citam 

valores usuais entre 10 e 60 metros, apesar de um pouco acima do que apresentam como usual 

para a correlação vertical, ou seja, de 2 a 6 metros. No entanto, admitiu-se como adequado o 

valor utilizado de forma a simplificar a aplicabilidade do algoritmo ao evitar a formação de um 

campo estocástico anisotrópico. Nesta análise, o ângulo de atrito manteve-se fixado e 

determinístico com 𝜙′ = 24°, enquanto a coesão foi alterada de 0 a 50 kPa, variando a cada 5 

unidades, o coeficiente de variação foi considerado nas mesmas 5 condições anteriores, 

conforme apresentado na Tabela 4. 

 

Tabela 4 – Dados de entrada utilizados na análise da relação Prob. de falha x Fator de Segurança 

Parâmetro Valores de entrada 

𝐶𝑂𝑉 0,10 ; 0,30 ; 0,50 ; 0,75 ; 1,00 

𝑐′ 0 ; 5 ; 10 ; 15 ; 20 ; 25 ; 30 ; 35 ; 40 ; 45 ; 50 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Os resultados das análises estão apresentados na Figura 38. Cada curva identifica um cenário 

para o coeficiente de variação 𝐶𝑂𝑉 e demonstra a relação entre o Fator de Segurança e a 

Probabilidade de Falha. 
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Figura 38 – Relação entre a probabilidade de falha e o fator de segurança  

 

(fonte: elaborada pelo autor) 

 

Sabe-se, conforme Griffiths et al. (2002), que o ângulo de atrito apresenta maior influência na 

estabilidade e no mecanismo de falha do talude, em comparação à coesão. Desta forma, o 

resultado seria mais impactado se a análise recaísse sobre a variabilidade deste parâmetro ao 

invés do utilizado. Contudo, o resultado foi adequado para a proposta deste trabalho que seria 

avaliar o potencial efeito da variabilidade dos parâmetros no resultado, e percebe-se que, 

aumentando a incerteza com relação à caracterização da coesão, a probabilidade de falha para 

o talude analisado aumenta, conforme esperado, mas que no pior caso encontrado, considerando 

o 𝐹𝑆 =  1,5 e 𝐶𝑂𝑉 =  1,0 a probabilidade de ocorrência de alguma ruptura foi de 

aproximadamente 3,5%. Esta probabilidade indica a proporção de 1 falha a cada 28 taludes, o 

que não é descartável considerando o alto fator de segurança calculado.  

Considerando que a variabilidade para o caso citado é acima do que a literatura cita como usual 

(𝐶𝑂𝑉 de 0,05 a 0,50), pôde-se validar a segurança quanto à estabilidade deste talude em estudo 

de caso. Salienta-se, todavia, que isto se dá com relação à variabilidade da coesão, não tendo 

sido estudado neste trabalho o impacto específico com ângulo de atrito, sendo recomendável a 

análise paramétrica onde ambos são parâmetros probabilisticamente descritos de forma a buscar 

um resultado mais fiel à realidade. De qualquer maneira, para o caso avaliado, fatores de 

segurança pouco menores que 1,5 já estariam associados a probabilidades de falha em torno de 

10%, o que confirma a necessidade de se avaliar a segurança considerando esta variabilidade. 
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6 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

 

Pelos resultados encontrados, pode-se afirmar que uma abordagem probabilística, como a 

utilizada, é uma ferramenta mais completa em comparação aos modelos usuais, como o Método 

das Fatias ou outros determinísticos. Isto se dá principalmente em função das diferentes 

respostas proporcionadas pelas duas abordagens. Enquanto nos métodos determinísticos a 

estabilidade do talude é representada por um valor único, ou seja, o fator de segurança, os 

métodos probabilísticos proporcionam diretamente a percepção da variabilidade presente com 

relação aos parâmetros que constituem a resistência, e consequentemente a estabilidade, 

fornecendo probabilidades de falha que podem ser associadas a uma distribuição de fatores de 

segurança possíveis. Este resultado é muito mais útil dado que deixa claro para o projetista o 

impacto da incerteza, com relação às propriedades do solo, na confiabilidade da estrutura. Além 

disso, a capacidade de modelar a variabilidade espacial através de campos estocásticos e avaliar 

a ruptura segundo os caminhos mais críticos em cada situação, a partir da aplicação do Método 

dos Elementos Finitos, é uma vantagem considerável frente aos métodos usuais de análise. 

Desta forma, fica demonstrado que até mesmo situações definidas como seguras segundo um 

modelo determinístico (Fator de Segurança maior que 1,0) podem estar associadas a uma 

probabilidade de falha considerável dependendo do coeficiente de variação e da distância de 

correlação espacial que o solo do talude avaliado apresenta. Como estes parâmetros não são, 

comumente, utilizados de forma direta nos modelos usuais, os resultados obrigatoriamente 

trazem consigo uma incerteza maior para a análise de estabilidade e consequentemente 

aumentam a insegurança, exigindo maiores fatores de segurança admissíveis. 

Os resultados indicam que a escala de correlação (𝜃) tem um efeito significativo na 

probabilidade de falha dos taludes que aparentemente seriam estáveis (FS=1,46), 

principalmente para valores altos de 𝐶𝑂𝑉 (0,5 - 1), enquanto para valores baixos a 

intermediários de 𝐶𝑂𝑉 (0,1 - 0,3) o comportamento é semelhante independente da escala de 

correlação.  

No caso teórico apresentado, fatores de segurança que são considerados adequados em 

avaliações através da NBR 11.682 (ABNT, 2009) poderiam apresentar casos com alta 

probabilidade de falha, demonstrando a importância de avaliar o aspecto variável do solo ou 

material utilizado para estabilidade. Já para o estudo de caso, o resultado foi favorável para 

validar a segurança do talude, considerando que para o fator de segurança, encontrado por 
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métodos determinísticos, a probabilidade de falha só começa a tornar-se relevante a partir de 

casos em que o material é altamente variável. Isto não implica necessariamente na garantia da 

segurança do caso avaliado, mas funciona como uma ferramenta de comparação aos valores de 

variância que podem ser encontrados a partir da investigação geotécnica no local. 

Os resultados de uma comparação entre os valores de 𝑃𝑓 e FS, segundo Figura 38, indicam que 

o 𝐶𝑂𝑉 tem um efeito significativo na probabilidade de falha de taludes que seriam considerados 

estáveis (1<FS<1,3). Enquanto para valores de fator de segurança maiores que 1,5, o valor do 

𝐶𝑂𝑉 não tem significativo efeito. No entanto, valores intermediários de 𝐶𝑂𝑉 deverão ser 

considerados, para ter maior certeza deste comportamento. Desta forma, entende-se que uma 

exploração preliminar da relação do fator de segurança e probabilidade de falha foi realizado, 

entretanto análises mais profundas dessa relação devem ser realizadas, de forma a auxiliar o 

projetista a correlacionar estes conceitos facilmente, ficando esta como sugestão de trabalhos 

futuros. 
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