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UMA INTRODUÇÃO À TEORIA DE EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES FRACAS DE 
EDPs ELÍPTICAS DE SEGUNDA ORDEM 

 

O problema geral que motiva este trabalho é o problema de valor de fronteira 

(1)   {
𝐿𝑢 = 𝑓  em  𝑈
𝑢 = 0  em  𝜕𝑈

, onde 𝑈 é um subconjunto aberto e limitado de ℝ𝑛, 𝐿 é um 

operador diferencial parcial de segunda ordem uniformemente elíptico, 𝑓 é uma função 

dada em 𝐿2(𝑈) e 𝑢 ∶  𝑈̅ → ℝ é a incógnita, 𝑢 = 𝑢(𝑥). O operador 𝐿 tem a forma 𝐿𝑢 =

− ∑ (𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
)

𝑥𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 + ∑ 𝑏𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑐(𝑥)𝑢, onde as funções coeficientes 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖, 𝑐 

(𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛) são dadas e estão em 𝐿∞(𝑈). É costume dizermos que o operador 𝐿, 
dado pela expressão acima, está na forma divergente. A forma bilinear 𝐵[  , ] 
associada ao operador elíptico divergente 𝐿 é definida por 𝐵[𝑢, 𝑣]

∶= ∫ ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖
𝑣𝑥𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 + ∑ 𝑏𝑖𝑢𝑥𝑖

𝑣𝑛
𝑖=1 + 𝑐𝑢𝑣 𝑑𝑥

𝑈
, para 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻0

1(𝑈). Dizemos que 𝑢 ∈

𝐻0
1(𝑈) é uma solução fraca do problema de valor de fronteira (1) se 𝐵[𝑢, 𝑣] = (𝑓, 𝑣) 

para qualquer 𝑣 ∈ 𝐻0
1(𝑈), onde (  , ) denota o produto interno em 𝐿2(𝑈). Dois teoremas 

de Análise Funcional importantes no estudo da existência de soluções fracas são o 
Teorema da Representação de Riesz e o Teorema de Lax-Milgram. Estes teoremas, 
junto com alguns resultados auxiliares (denominados estimativas de energia), nos 
permitem obter o chamado Primeiro Teorema de Existência para soluções fracas. Este 
teorema afirma que existe um número 𝛾 ≥ 0 tal que, para cada 𝜇 ≥ 𝛾 e cada função 

𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈), existe uma única solução fraca 𝑢 ∈ 𝐻0
1(𝑈) do problema de valor de fronteira 

(2)   {
𝐿𝑢 + 𝜇𝑢 = 𝑓  em  𝑈

𝑢 = 0  em  𝜕𝑈
. Como exemplos, podemos citar os casos 𝐿𝑢 = −Δ𝑢 e 𝐿𝑢 =

− ∑ (𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖
)

𝑥𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 + 𝑐𝑢, com 𝑐 ≥ 0 em 𝑈. No caso 𝐿𝑢 = −Δ𝑢, podemos verificar usando 

a desigualdade de Poincaré que o Teorema de Existência vale com 𝛾 = 0. Uma 
afirmação análoga vale para o outro exemplo. 


