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RESUMO 

O projeto de transformadores ótimos já foi estudado, diferentes métodos de otimização surgi-
ram destas pesquisas. A questão fundamental é o que otimizar, o que nos leva a segunda per-
gunta, como otimizar. Existem diversas respostas. Uma respostas recorrente é otimizar o pro-
jeto para mínima massa (e portanto, mínimo custo). Este trabalho apresenta um modelo base-
ado em programação geométrica (PG). O uso de PG leva a soluções eficientes e confiáveis 
enquanto garantindo que a solução é ótima globalmente. O modelo utilizado deve englobar 
como restrições diferentes conjuntos de parâmetros como regulação de tensão, sobreelevação 
de temperatura, rendimento, etc. Um software para resolver este problema e auxiliar o proje-
tista é proposto. O resultado do uso desta ferramenta é apresentado como uma comparação 
com um projeto tradicional de transformador. 

 

Palavras-chaves: Otimização Convexa, Programação Geométrica, Transformadores, 
Projeto de Transformadores, Linux, Python. 



 

ABSTRACT 

The design of optimal transformers has been thoroughly studied, different methods arouse 
from this. The fundamental question is what to optimize, which leads to the question how to 
optimize. Several are the answers. One recurrent answer is to minimize the mass of the trans-
former (and as a result, the cost). The present work uses a model based on geometrical pro-
gramming (GP). GP provides efficient and reliable solutions while guaranteeing that the solu-
tion is a global optimum. The transformer’s model for optimization must encompass different 
sets of constraints such as voltage regulation, temperature rise, efficiency, etc. Software for 
solving this problem and to aid the designer is proposed. The result of the use of this software 
is presented as a comparison with a traditional transformer design. 

 

Keywords: Convex Optimization, Geometric Programming, Transformers, Transfor-
mer Projects, Optimization, Linux, Python. 
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1. INTRODUÇÃO 

Uma das definições à palavra racionalidade é a busca por uma meta ótima, o que não 

deixa de ser o pensamento por trás de todas as engenharias: maximizar o rendimento de um 

projeto; otimizar o sistema; aproveitar ao máximo os recursos disponíveis. Estas máximas 

moveram e revolucionaram o mundo desde as primeiras civilizações, sendo fortemente acele-

radas no período pós Revolução Industrial e Revolução Francesa [1]. A figura do engenheiro 

surge justamente neste período histórico. A maioria dos conceitos com que este trabalho lida 

foram desenvolvidos nos últimos 200 anos, e portanto são fruto dessas revoluções. 

O presente trabalho busca demonstrar um método para a racionalização de projetos de 

transformadores, ou, em outras palavras, otimizar o desempenho da máquina – transformador 

– a ser fabricada. Mas, por que necessita-se otimizar o projeto de um transformador? Aqui 

não há uma resposta única, tão pouco ela é simples. Alguns responderiam que é necessário 

otimizar o projeto para diminuir seu tamanho, pois existem restrições quanto ao espaço do 

equipamento, outros mencionariam que o importante é diminuir os custos de fabricação, cus-

tos de perdas, etc. Todas estas respostas estão corretas. São elas que instigam o engenheiro a 

desenvolver novos métodos de otimização. 

Os primeiros métodos de projeto são normalmente empíricos, baseados em poucos co-

nhecimentos físicos e a convicção de que o projeto funcionará. Diversos inventos importantes 

utilizaram este método, e possivelmente novos inventos continuarão a utilizar. Conforme es-

tes projetistas, ou melhor, engenheiros adquirem conhecimentos sobre as diversas característi-

cas físicas do projeto – com toda a sua matemática, então pode-se alterar os preceitos empíri-

cos por um modelo matemático. Isto possibilita uma análise das equações, o que permite me-

lhorar o desempenho do projeto. Existem diversos métodos de projeto de transformadores, 

uns fortemente baseados em conceitos empíricos – como os ábacos descritos por Lee e Mulli-

nix [2] – outros utilizando sofisticados métodos computacionais. Os métodos empíricos nor-
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malmente geram projetos conservadores [3], que, dependendo da aplicação, não atendem as 

especificações de forma satisfatória. 

Com o advento dos computadores, inicialmente os métodos empíricos foram automa-

tizados como os descritos por Williams et al. [4] de 1956, que enfatiza a diminuição de tempo 

e custo no projeto de transformadores; também no trabalho de Weber e Gallousis [5] de 1959, 

que descreve os novos conceitos para projeto de transformadores com auxílio de computado-

res; ou ainda por Shull [6] de 1969, que mostra as vantagens de se utilizar um computador de 

tempo compartilhado para projetos. Estes métodos funcionavam de forma adequada para a 

tecnologia da época, mas o custo da sua utilização ainda era altíssimo, o que limitava seu uso 

à poucas empresas. 

Conforme o desempenho computacional aumentou, novas metodologias surgiram, a-

gora não mais automatizando modelos empíricos, mas utilizando modelos matemáticos com-

plexos – baseados nas equações físicas que regem as diferentes partes de um transformador. 

Dos métodos publicados recentemente vale citar alguns: Odessey desenvolveu um dos primei-

ros métodos a utilizar modelos matemáticos para diminuir a interação do projetista com a fer-

ramenta [7]; Judd e Kressler propuseram um método para maximizar a potência a partir de um 

núcleo definido[8]; Andersen descreve um método utilizando uma rotina de Monte Carlo mo-

dificada [9], que utiliza números aleatórios para gerar um grande número de projetos e esco-

lher o de menor custo; Geromel e Souza exploraram o uso de redes neurais [10], e Li Hui et 

al. Utilizaram algoritmos genéticos para evoluir modelos e selecionar o mais adequado [11].  

O que tornou possível a criação e utilização destes métodos foi o incrível aumento do 

poder computacional nas últimas décadas. Dos métodos descritos anteriormente, alguns ne-

cessitam de poucos recursos computacionais, mas se beneficiam do maior desempenho apre-

sentado pelos computadores atuais. 
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O método abordado neste trabalho utiliza a técnica de programação geométrica para 

otimizar o projeto de transformadores. Esta técnica é um tipo de otimização não linear aplicá-

vel a problemas com características específicas, e quando estas características são atendidas, 

então o problema é facilmente resolvido. A principal vantagem deste método é que a solução 

encontrada é sempre global, pois todo o problema de programação geométrica pode ser con-

vertido em um problema de otimização convexa, como está descrito na seção sobre otimiza-

ções convexas. 

Quando este método é aplicado a otimização de transformadores, tem-se como vanta-

gens a sua capacidade de otimizar simultaneamente diversos parâmetros do modelo, isto é, as 

características geométricas, magnéticas e elétricas. 

Este trabalho está organizado em capítulos. O primeiro capítulo – Otimizações Con-

vexas – é subdividido em três partes, primeiramente tem-se uma introdução a otimizações 

convexas, suas principais características e condições para verificar se uma função é convexa. 

Seguido a isto mostra-se a definição do problema de programação geométrica e também sua 

ligação com os problemas de otimização convexa. Terminando o capítulo tem-se alguns mé-

todos para flexibilizar a modelagem em programação geométrica. 

Com base nas técnicas de modelagem em programação geométrica é apresentado um 

modelo matemático de um transformador monofásico com núcleo envolvente no segundo ca-

pítulo – uso de PG em projetos de transformadores. Este modelo primeiramente é mostrado na 

sua forma canônica para então ser transformado em um modelo de programação geométrica. 

Três diferentes problemas de minimização são apresentados: mínima massa, mínimas perdas e 

potência de saída máxima. 

A partir do modelo encontrado é proposto um software para resolver os três proble-

mas. Todas as decisões de implementação do software, como as escolhas de bibliotecas para 

auxiliar na implementação ou projeto da interface gráfica, são apresentadas no capítulo tercei-
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ro – Desenvolvimento do Software. Para testar o software e validar o modelo, foram estuda-

dos dois projetos de transformadores. Os resultados obtidos estão descritos no quarto capítulo 

– Comparação.  

Para finalizar este trabalho tem-se as conclusões sobre a utilização do método descrito 

bem como idéias para trabalhos futuros. No anexo são apresentadas todas as matrizes utiliza-

das pelo software. 
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2. OTIMIZAÇÕES CONVEXAS 

Antes de definir o que consiste um problema de otimização convexa, é interessante 

mostrar uma definição genérica dos problemas de otimização. Este tipo de problema consiste 

em minimizar um objetivo, com algumas restrições impostas a este objetivo. Matematicamen-

te a forma é a seguinte: 

 
 

minimizar f0 (x)
sujeito a fi (x) ≤ bi , i = 1,…,m.

 (1) 

Onde 
 
x = (x1,…, xn )  é a variável a ser otimizada do problema, f0  é a função objetivo, fi  são 

funções de restrição tendo as constantes 
 
b1,…,bm como limites [12]. O vetor x  é dito ótimo, 

quando o valor da função objetivo for o menor entre todos os vetores que satisfazem as restri-

ções. 

A classificação dos problemas de otimização é realizada com base nos tipos de função 

objetivo e das funções de restrição. Pode-se definir duas grandes classes de problemas, os 

problemas lineares e os não-lineares. O modelo acima seria um problema de programação li-

near se a função objetivo e suas restrições fossem funções lineares, isto é: 

 fi (αx + βy) = α fi (x) + β fi (y)  (2) 

A classe de problemas que será abordada – os problemas de otimização convexa – possuem 

ambas as funções objetivo e restrições em forma convexa. Portanto, satisfazem a seguinte i-

nequação [12]: 

 fi (αx + βy) ≤ α fi (x) + β fi (x)  (3) 

com α + β = 1,α ≥ 0, β ≥ 0 . Comparando a equação (2) com a equação (3), pode-se concluir 

que a forma convexa é mais genérica que a forma linear, isto é, uma inequação é menos restri-

tiva que uma relação de igualdade. Portanto, pode-se verificar que os problemas lineares são 

englobados pelos problemas convexos. 
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A outra classe de problemas, os de otimização não-linear, são aqueles problemas que 

possuem sua função objetivo e suas funções de restrição como equações não-lineares e não 

convexas. Esta classe de problemas não possui nenhum método eficiente de solução.  

Um problema de otimização convexa apresenta a seguinte forma: 

 
 

minimizar f0 (x)
sujeito a fi (x) ≤ bi , i = 1,…,m.

 (4) 

com as funções 
 
f0 ,…, fm :

n →   convexas, isto é, satisfazendo 

 fi (αx + βy) ≤ α fi (x) + β fi (x)   

para quaisquer 
 
x, y ∈n e todos 

 
α,β ∈ comα + β = 1,α ≥ 0, β ≥ 0 . 

Não existem soluções analíticas para problemas de otimizações convexa, mas existem 

diversos métodos de solução [12]. Um dos mais utilizados é o método dos pontos internos, 

que resolve problemas com centenas de variáveis e milhares de restrições em questão de se-

gundos em um computador normal. Obviamente que, explorando as particularidades de um 

problema (como a esparcialidade das matrizes), pode-se resolver problemas ainda maiores na 

mesma ordem de tempo. 

O reconhecimento de problemas de otimização convexa, ou de problemas que possam 

ser transformados em problemas de otimização convexa, não é uma tarefa simples. Porém, 

depois de encontrado o problema nesta forma, sua solução é fácil. Talvez a principal vanta-

gem dos problemas de otimização convexa é que suas soluções fornecerão sempre o ponto 

ótimo global. 

2.1. CONVEXIDADE 

Algumas definições sobre a convexidade de funções e conjuntos são necessárias para 

o entendimento da transformação que será aplicada aos problemas de programação geométri-

ca, uma vez que estes não são convexos por natureza. 
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2.1.1. CONJUNTOS 

Conjuntos convexos são aqueles que dado um segmento de linha entre quaisquer dois 

pontos do conjunto, o segmento está contido no conjunto. Matematicamente isto significa que 

quaisquer x1, x2 ∈C e qualquer θ, 0 ≤θ ≤ 1  temos: 

 θx1 + (1−θ)x2 ∈C . 

O que significa que um conjunto é convexo quando todos os pontos do conjunto enxergam 

todos os outros pontos através de uma linha reta, sem obstruções. Para mais detalhes sobre 

conjuntos convexos ver capítulo 2 de [12]. 

2.1.2. FUNÇÕES 

Uma função é dita convexa se seu domínio for um conjunto convexo e se quaisquer 

x, y ∈dom f  e θ com 0 ≤θ ≤ 1 , então: 

 f (θx + (1−θ)y) ≤θ f (x) + (1−θ) f (y)  (5) 

Geometricamente essa inequação representa que um segmento de reta entre (x, f (x))  e 

(y, f (y))  está acima do gráfico da função f , como podemos ver na Figura 1. 

Um resultado interessante é que uma função convexa é contínua no interior do seu 

domínio e pode ter descontinuidades nas suas bordas. 

2.1.3. CONDIÇÕES DE PRIMEIRA ORDEM 

Para verificar se uma dada função é convexa, pode-se testá-la com duas condições. A 

condição de primeira ordem para a convexidade de uma função é dada por: seja f  derivável – 

 
Figura 1 Gráfico de uma função convexa. 
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isto é, seu gradiente ∇f  existe em todos os pontos do domínio de f . Então f  é convexo se e 

somente se seu domínio for convexo e  

 f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T (x − y)  (6) 

para todos os x, y ∈dom f .  

Na Figura 2 pode-se visualizar este resultado. Pode-se ver que o lado direito da equa-

ção (6) é a aproximação de Taylor de primeira ordem da função f  entorno de x . E portanto, 

para uma função convexa esta aproximação é um subestimador global da função. Então a par-

tir de informações locais da função – o valor de um ponto e sua derivada – pode-se obter in-

formações globais sobre a função. Como exemplo, se ∇f (x) = 0  então para todos os 

y ∈dom f , f (y) ≥ f (x) , portanto x  é um mínimo global da função. 

2.1.4. CONDIÇÕES DE SEGUNDA ORDEM 

Assumindo que a função possua a derivada segunda ∇2 f  – o hessiano – para todos os 

pontos do domínio, então ela é convexa se e somente se o domínio for convexo e o hessiano 

for positivo semidefinido, isto é 

 
 
∇2 f (x) 0 . 

Para uma função em    essa condição se reduz para ′′f (x) ≥ 0 , o que significa que a derivada 

é não-decrescente. Podemos interpretar essa condição geometricamente como se o gráfico da 

função em x  tenha curvatura positiva.  

 

Figura 2 f (x)  é convexa e diferenciável, então f (x) + ∇f (x)T (y − x) ≤ f (y)  para todos x, y ∈dom f  
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Outras definições e operações com funções convexas podem ser encontradas no capí-

tulo 3 de [12]. 

2.1.5. EXEMPLOS 

É interessante mostrar alguns exemplos funções convexas agora que já foram defini-

das algumas de suas principais propriedades. 

• Exponencial, eax  é convexa em   , para qualquer  a ∈ . 

• Potências, xa  é convexo em 
 
 ++ , quando a ≥ 1oua ≤ 0 e côncavo para 

0 ≤ a ≤ 1 . 

• Potências de valores absolutos, x p  para p ≥ 1  é convexo em   . 

• Função máximo, 
 
f (x) = max x1,…, xn{ }  é convexo em  n . 

• Logaritmo – soma – exponencial, a função 
 
f (x) = log(ex1 ++ exn )  é convexo 

em  n . Esta função pode ser interpretada como uma aproximação analítica di-

ferencial da função máximo, uma vez que 

 
 
max x1,…, x n{ } ≤ f (x) ≤ max x1,…, x n{ } + logn  

  para qualquer x . 

A prova da convexidade destas e outras funções encontram-se na seção 3.1.5 de [12]. 

2.2. PROGRAMAÇÃO GEOMÉTRICA 

Problemas de programação geométrica (PG) não são convexos na sua forma usual, 

mas são facilmente transformados em problemas de otimização convexa, através de trocas de 

variáveis e uma transformação nas funções objetivo e de restrição. 

Dois conceitos são necessários antes de estudar a forma dos problema de programação 

geométrica, o primeiro é a definição de função monomial: 

 
 
f (x) = cx1

a1 x2
a2xn

an  (7) 

onde c > 0 e 
 
ai ∈ .  
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Um exemplo de monômio é 4,5x1
3x2

−0,30x3
2,3 , que tem x 1, x2 , x3  como variáveis e coefi-

ciente 4,5.  

O segundo conceito é o de soma de monômios, uma função que apresenta a seguinte 

forma: 

 
 

f (x) = ckx1
a1k x2

a2 kxn
ank

k=1

K

∑  (8) 

onde ck > 0 , é chamada de função posinomial, ou posinômio.  

O termo é a junção de ‘positivo’ e ‘polinômio’. Todos os monômios são posinômios. 

Um exemplo de posinômio é 3 1+ xy( )4 + 0,23z−0,12 . 

A forma padrão de um problema de programação geométrica é a seguinte: 

 

 

minimizar f0 (x)
sujeito a fi (x) ≤ 1, i = 1,…,m,

gi (x) = 1, i = 1,…p
 (9) 

onde 
 
f0 ,…, fm são posinômios e 

 
g1,…,gp  são monômios.  

Em geral este problema não é convexo, mas pode ser transformado num problema 

convexo. Na próxima seção será apresentada a transformação de PG para a forma convexa. 

2.2.1. FORMA CONVEXA 

Para transformar um problema de programação geométrica no seu equivalente conve-

xo, inicia-se definindo uma mudança de variáveis como yi = log xi , e portanto xi = e
yi . Se a 

função f  é monomial, 
 
f (x) = cx1

a1 x2
a2xn

an , então 

 

 

f (x) = f (ey1 ,…,eyn )
= c(ey1 )a1(eyn )an

= ea
T y+b

 (10) 

onde b = logc .  
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Esta troca de variáveis transforma um monômio em uma exponencial de um mapea-

mento afim.  

Similarmente, para um posinômio, tem-se: 

 f (x) = eak
T y+bk

k=1

K

∑  (11) 

onde 
 
ak = (a1k ,…,ank )  e bk = logck . É uma soma de exponenciais de mapeamentos afins.  

Com isso pode-se escrever (9) em termos da nova variável y , como: 

 

 

minimizar ea0 k
T y+b0 k

k=1

K0∑
sujeito a eaik

T y+bik
k=1

Ki∑ ≤ 1, i = 1,…,m,

egi
T y+hi = 1, i = 1,…, p

 (12) 

Calculando o logaritmo de (12), obtêm-se: 

 

 

minimizar f0 (y) = log ea0 k
T y+b0 k

k=1

K0∑( )
sujeito a fi (y) = log eaik

T y+bik
k=1

Ki∑( ) ≤ 0, i = 1,…,m,

hi (y) = gi
T y + hi = 0, i = 1,…, p

 (13) 

Como as funções 
 
fi  são convexas e 

 
hi  são funções afins, então este problema é con-

vexo. Esta é a forma convexa de um problema de programação geométrica. Um aspecto im-

portante dessa transformação é que ela não envolve nenhum cálculo, os dados do problema 

permanecem os mesmos. 

2.2.2. ANÁLISE DE VIABILIDADE 

Um dos primeiros passos para resolver um PG é determinar se ele é viável, isto é, se as 

condições impostas 

 
 
fi (x) ≤ 1, i = 1,…,m, gi (x) = 1, i = 1,…, p  (14) 

são consistentes. Isto é chamado de problema de viabilidade.  

Se um problema não é viável, então com certeza não há uma solução ao PG, uma vez 

que não existe um ponto que satisfaça todas as condições. Isto significa que as condições, re-
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quisitos ou especificações são muito restritivas e não é possível atingir todas simultaneamen-

te. O relaxamento de alguma destas restrições pode tornar o problema viável. 

Quando um problema é não-viável, é interessante identificar um ponto x̂  que está 

mais próximo a torná-lo viável. Um método para encontrar este ponto é formar o seguinte PG 

  

 

minimizar s
sujeito a fi (x) ≤ 1, i = 1,…,m,

gi (x) = 1, i = 1,…p,
s ≥ 1

 (15) 

Resolvendo este problema, que é sempre viável, assumindo que os monômios são viá-

veis, determina-se um x  e s . Se s = 1 , então x  é viável para o PG original. Se s > 1 , então 

o PG não é viável. O valor de s  indica a proximidade da viabilidade do problema, por exem-

plo se s = 1,05 , então o problema é não viável, com afastamento de apenas 5% da viabilida-

de. Isto é, x  está a 5% do valor que satisfaça todas as condições impostas. 

2.2.3. ANÁLISE DE EQUILÍBRIO 

Neste tipo de análise, varia-se os valores das restrições e observa-se os efeitos no valor 

ótimo do problema. Esta análise é bastante interessante, uma vez que grande parte das restri-

ções de um problema real não são fixas e podem ser alteradas, especialmente se houver moti-

vos para alterar este valor. 

Para a análise de equilíbrio, inicia-se com o PG original e cria-se um novo, inserindo 

perturbações a ele. Troca-se o valor unitário no lado esquerdo das equações de restrições por 

um parâmetro, 

 

 

minimizar f (x)
sujeito a fi (x) ≤ ui , i = 1,…,m,

gi (x) = vi , i = 1,…, p
 (16) 

onde ui  e vi  são constantes positivas.  
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Quando estas constantes forem iguais a 1, o problema se reduz ao original. Se ui > 1 

então a restrição será reduzida, isto é, a inequação poderá assumir um intervalo maior de va-

lores. Se ui < 1 então a restrição será intensificada em relação ao problema original. Plotando 

as curvas do valor ótimo dos problemas, pra diversas perturbações, pode-se visualizar a influ-

ência de cada restrição no sistema.  

2.2.4. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 

Esta análise é bastante similar à análise de equilíbrio, mas é realizada com pequenas 

variações nos parâmetros em torno do valor original, diferente das alterações maiores que po-

dem ser feitas na análise de equilíbrio.  

Pode-se definir uma função p(u,v)  a partir da equação (16), que representa o valor ó-

timo do sistema perturbado. Então a função sensibilidade do problema de programação geo-

métrica pode ser definida como 

 Si =
∂ log p
∂ui u=1,v=1

 (17) 

A sensibilidade Si  representa uma fração de variação no valor ótimo do sistema por 

fração de variação no lado direito da inequação i. Por exemplo, se S1 = −0,3  então uma alte-

ração de 1% na primeira inequação significa que o valor ótimo deverá diminuir por cerca de 

0,3%. Este tipo de análise ajuda a identificar quais variáveis possuem maior influência sobre o 

sistema. 

2.3. EXTENSÕES A PROGRAMAÇÃO GEOMÉTRICA 

Algumas extensões [13] à Programação Geométrica facilitam a escrita de problemas 

neste formato, sejam elas simples manipulações algébricas ou conceitos não tão óbvios como 

posinômios generalizados. A seguir serão descritas algumas destas extensões. 
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2.3.1. POTÊNCIAS FRACIONÁRIAS DE POSINÔMIOS  

Posinômios são preservados quando elevados a potências inteiras positivas, mas não 

podemos dizer o mesmo de  

 f1(x)
2,3 + f2 (x)

3,2 ≤ 1  (18) 

uma vez que as potências são fracionárias. Adicionando variáveis e inequações as restrições 

do problema pode-se lidar com este tipo de equação. 

Para isso, introduz-se duas nova variáveis t1  e t2 , assim como as inequações 

 f1(x) ≤ t1, f2 (x) ≤ t2  (19) 

que são compatíveis com o PG. Estas variáveis funcionam como condição de contorno supe-

rior aos posinômios f1(x) e f2 (x) . Agora pode-se substituir a equação (18), com 

 t1
2,3 + t2

3,2 ≤ 1  

que é um posinômio válido. Pode-se aplicar esta técnica recursivamente a funções, adicionan-

do as variáveis e restrições necessárias. 

2.3.2. MÁXIMO DE POSINÔMIOS 

Pode-se aplicar as mesmas idéias que utilizamos para lidar com potências fracionárias 

a função máximo de posinômios. Sendo f1, f2 e f3  posinômios, então é claro que a restrição 

 max f1(x), f2 (x){ } + f3(x) ≤ 1  (20) 

não é um posinômio. Uma vez que o máximo de dois posinômios não é uma função diferenci-

ável, e todo o posinômio é diferenciável em todos seus valores. 

Para lidar com a equação (20), pode-se introduzir uma nova variável t , e duas novas 

inequações 

 t + f3(x) ≤ 1, f1(x) ≤ t, f2 (x) ≤ t  (21) 

com isso tem-se restrições equivalentes às originais. Esta técnica também pode ser aplicada 

recursivamente e pode ser misturada com o método para lidar com potências fracionárias. 



 28 

2.3.3. POSINÔMIOS GENERALIZADOS 

Pode-se definir como posinômio generalizado uma função f  de variáveis positivas 

 
x1,…, xn  que é formada por posinômios usando as operações de adição, multiplicação, potên-

cias positivas (fracionárias) e a operação de máximo. Portanto utiliza-se as duas técnicas vis-

tas anteriormente para trabalhar com posinômios generalizados em programação geométrica. 

Um exemplo de posinômio generalizado seria 

 h(x) = (x1 +max{x1, x3})(max{x2 , x1
0,4 + x2x3

−1} + (0,1x1x2 + x3
1,3 )1,5 )  

Uma vez que x1, x2 e x3  são variáveis e posinômios, então a aplicação destas operações a elas, 

geram um posinômio generalizado. 

Uma propriedade importante dos posinômios generalizados é que eles também satisfa-

zem a propriedade de convexidade. Portanto se f  é um posinômio generalizados, então a 

função 

 F(y) = log f ey( )  

é convexa, então para qualquer 
 
y, y  e qualquer θ  com 0 ≤θ ≤ 1 , tem-se 

 
 
F(θy + (1−θ) y) ≤θF(y) + (1−θ)F( y) . 

Em termos do posinômio generalizado original e das variáveis x  e  x  temos a seguinte ine-

quação para θ  com 0 ≤θ ≤ 1 , 

 
 
f (x1

θ
x1
1−θ ,…, xn

θ
xn
1−θ ) ≤ f (x1,…, xn )

θ f ( x1,…, xn )
1−θ . 
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3. USO DE PG EM PROJETOS DE TRANSFORMADORES 

Antes de definir o modelo matemático a ser otimizado, é interessante explorar as vari-

áveis e condições que serão otimizadas. Um transformador é formado por diversos elementos, 

cada um possui parâmetros e valores que podem ser alterados de acordo com o objetivo do 

projeto. Um modelo em programação geométrica é capaz de otimizar todas essas variáveis 

simultaneamente, sejam elas parâmetros da geometria do transformador ou valores magnéti-

cos e elétricos. As restrições impostas à otimização podem ser: nível mínimo de eficiência, 

temperatura máxima, regulação de tensão, corrente à vazio, entre outros. 

Em um projeto de transformador tem-se normalmente como objetivo minimizar a 

massa do núcleo e do cobre utilizado, sem que isto afete os parâmetros já mencionados, pois 

isto irá diminuir os custos de fabricação. Quando há um catálogo de núcleos a ser utilizado, 

pode-se otimizar o uso em duas etapas: primeiro minimiza-se a massa do núcleo e cobre, e 

com isso determina-se o núcleo do catálogo que apresenta valores mais próximos ao da otimi-

zação; numa segunda etapa, altera-se o objetivo da otimização para mínimas perdas do trans-

formador, ou ainda para uma máxima potência de saída. Assim o uso do núcleo escolhido será 

maximizado. 

O modelo utilizado neste trabalho [14] será de um transformador monofásico à seco 

com núcleo envolvente representado na Figura 3, alimentado por correntes e tensões senoi-

dais, utilizando ar natural como sistema de refrigeração. Para ampliar este modelo para trans-

formadores trifásicos, com refrigeração à óleo, é necessário reescrever algumas equações para 

adaptar o modelo. 
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3.1. MODELO MATEMÁTICO 

Este modelo será a base para o problema de programação geométrica, o qual será cria-

do a partir de manipulação algébricas sobre as equações definidas no modelo. Alguns parâme-

tros precisam ser definidos antes, especialmente os que dizem respeito ao núcleo do transfor-

mador, a partir da Figura 3 tem-se: 

Ac  Área da coluna central do núcleo, (Ac = 2ct) ; 

Am  Área efetiva do núcleo, (Am = k f Ac ) , onde k f ≅ 0,95  é o fator de em-

pilhamento do núcleo; 

 
Figura 4 Corte lateral e superior de um transformador monofásico com núcleo envolvente. 
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MLT  Comprimento médio de uma volta (MLT = 4c + 2t + πbw ) ; 

Wa  Área da janela (Wa = bwhw ) ; 

Vc  Volume do núcleo (Vc = Ac (2hw + 2bw + 4c)) ; 

Vw  Volume do enrolamento (Vw = MLT ⋅Wa ) . 

Além destes valores, é necessário definir algumas variáveis, que dizem respeito aos 

valores nominais do transformador: 

Ep  Tensão nominal no primário (V); 

Es  Tensão nominal no secundário (V); 

S  Potência nominal aparente (VA); 

cosϕ  Fator de potência; 

f  Frequência (Hz); 

Ta  Temperatura ambiente (ºC); 

ΔT  Sobrelevação máxima de temperatura (ºC); 

ηm  Rendimento mínimo; 

VRm  Regulação de tensão máxima; 

kϕ  Relação máxima entre corrente à vazio para carga total. 

A temperatura ambiente, bem como a sobrelevação máxima de temperatura indicam 

indiretamente a classe de isolamento que será usada. A relação entre temperatura e classes de 

isolamento pode ser encontrada em [15]. 

Dois outros fatores devem ser considerados em relação aos materiais utilizados, o pri-

meiro diz respeito a curva de magnetização e a curva de perdas do material utilizado no nú-

cleo, uma vez que seus valores dependem da densidade de fluxo e da frequência. A curva de 

magnetização pode ser aproximada por uma região linear com µr  como inclinação da reta e 

uma região com valor fixo correspondente à saturação Bsat . Já a curva de perdas, segundo [3] 

e [16] pode ser aproximada por:  

 pc = KcB
α f β  (22) 
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onde pc  é a perda em watts por quilograma, B  é a densidade de fluxo em tesla e f  é a fre-

quência em hertz. Os valores de Kc ,α e β  são características especificas de cada material, 

estes valores são obtidos a partir dos dados dos catálogos de fabricantes de aço ou ferrites. Em 

[16] explica-se como obter estes valores. Na Tabela 1 são apresentados alguns valores para 

estas características obtidas utilizando o método citado. Com isso, as perdas no núcleo são 

dadas por: 

 Pc = mc pc = ρck f KcVcB
α f β  (23) 

onde ρc  é a densidade do material do núcleo. 

O outro fator que deve ser levado em conta no modelo são as propriedades do material 

condutor, isto é, do cobre dos enrolamentos. É necessário especificar a resistividade ρw  do 

condutor na temperatura máxima especificada (Ta + ΔT ). O fator de preenchimento de cobre 

kCu , isto é a razão entre a área de condutores e a área da janela também deve ser especificada. 

Valores práticos para esta constante variam entre 0,4 para condutores redondos e 0,6 para 

condutores retangulares. 

Para um modelo genérico, é importante levar em conta os efeitos que ocorrem em altas 

frequências nos condutores, isto é, o efeito pelicular e o efeito de proximidade. A razão entre 

a resistência em corrente alternada para corrente contínua (Fr ) deve ser especificada, uma vez 

que ela é diretamente influenciada por estes efeitos. 

Tabela 1 - Valores típicos para materiais de núcleo 
Material Bsat  

(T) 

µr  ρc  

(kg/m3) 

Kc  

(W/kg) 

α  β  

Aço Silício 2,0 10.000 7.650 0,5 ⋅10−3  1,7 1,9 

Ni-Mo 0,8 250 13.000 5,0 ⋅10−3  1,2 2,2 

Ferrite (Mn-Zn) 0,4 2.000 4.800 1,9 ⋅10−3  1,24 2,0 

Ferrite (Ni-Zn) 0,3 400 4.800 2,5 ⋅10−3  1,6 2,3 
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 Fr  pode ser escrita em função de m , número de camadas por seção de bobina, e Δ , a 

razão entre a espessura da camada e a profundidade de penetração pelicular δ . Um valor óti-

mo pode ser estimado para Δ : 

 Δopt ≅
15

5m2 −1
4  (24) 

com este valor, tem-se Fr( )opt ≅ 4 / 3 . Então, para um valor ótimo de Fr  o projetista deve es-

colher um valor para m  e dimensionar a espessura do condutor de acordo: 

 d = Δoptδ = Δopt
ρw

πFl f µ0
 (25) 

onde µ0 = 4π ⋅10−7H/m  é a permeabilidade do espaço livre e Fl ≅ 0,90 é o fator de utilização 

de camada. Portanto, para um transformador de alta frequência, devem ser especificados os 

valores de m  e d  juntamente com o valor ótimo de Fr = 4 / 3 , já em baixas freqüências deve-

se utilizar Fr = 1,05  e não é necessário especificar m e d . 

3.1.1. FUNÇÃO OBJETIVO 

Como é de interesse minimizar a massa de cobre e de núcleo do transformador, o obje-

tivo será dado por 

 mc + mCu = ρck fVc + ρCukCuVw  (26) 

onde ρCu  é a densidade do cobre em kg/m3.  

Esta função (26) pode ser alterada para uma função monetária em relação ao valor do 

cobre e do núcleo [17]. 

3.1.2. RESTRIÇÕES: TENSÃO INDUZIDA 

A valor rms da tensão induzida, para uma onda senoidal, no enrolamento primário é 

dada por 

 Ep = 2π f NpBAm = 2π k f Np f BAc  (27) 
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onde Np  é o número de espiras do primário e B  é o valor de pico da densidade de fluxo 

magnético. 

O número de espiras do secundário é dado por 

 Ns =
Es Np

Ep

 (28) 

3.1.3. RESTRIÇÕES: FATOR DE PREENCHIMENTO 

Um critério para o projeto de transformadores ótimos é que as perdas no primário 

sejam iguais as perdas no secundário. Matematicamente, isto significa 

 ACu,s ACu, p = Np Ns  (29) 

onde ACu,s  e ACu, p  são as áreas de condutores do secundário e primário, respectivamente. 

Dois aspectos importantes de (29) são: tanto o primário, quanto o secundário do transforma-

dor, possuem a mesma densidade de corrente J ; os condutores do primário e secundário par-

tilham a mesma área de janela do núcleo. Pode-se escrever o fator de preenchimento como: 

 kCu =
NpACu, p + NsACu,s

Wa

=
2NpACu, p
Wa

=
2NpI p
WaJ

 (30) 

onde I p = S / Ep , é a corrente nominal do primário.  

Outra restrição necessária, é em relação a espessura da camada d  e o número de ca-

madas m . Assumindo que a espessura de camada é a mesma para o primário e secundário. A 

partir de (29) obtêm-se a seguinte relação para o número de espiras por camada: 

 Nlp Nls = Np Ns   

Para garantir que os enrolamentos caibam na janela do núcleo, pode-se adicionar a se-

guinte restrição 

 d =
ACu,s

Flhw Nls

=
NpI p( ) NsJ( )
Flhw Nls

=
Np

Ns

I p
J

Nls

Flhw
 (31) 

onde Fl  é o fator de utilização de camada. 
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3.1.4. RESTRIÇÕES: AUMENTO DE TEMPERATURA 

É necessário relacionar as perdas no núcleo e nos enrolamentos com o aumento de 

temperatura do transformador. O fator dominante de transferência de calor em um transfor-

mador à seco é a convecção. Pode-se escrever a resistência de térmica em ºC/W como [3]: 

 Rθ =
1

1,42At

hw + 2c
ΔT

4  (32) 

onde At = ka 2cthwbw  é a área da superfície do transformador. 

Em [3] é sugerido o uso de ka ≅ 40 . Para calcular o aumento de temperatura é neces-

sário saber os valores das perdas; as perdas do núcleo já foram definidas em (23). As perdas 

nos enrolamentos podem ser calculadas como: 

 

PCu = 2Frρw
NpMLT
ACu, p

I p
2

= Frρw (2NpACu, p )MLT ⋅ J
2

= Frρw (kCuWa )MLT ⋅ J
2

= FrρwkCuVw ⋅ J
2

 (33) 

Portanto, pode-se escrever a restrição de temperatura como sendo: 

 Rθ (Pc + PCu ) =
1

1,42At

hw + 2c
ΔT

4 (Pc + PCu ) ≤ ΔT  (34) 

3.1.5. RESTRIÇÕES: RENDIMENTO 

Um dos requisitos imposto ao problema é que o rendimento seja maior ou igual ao que 

foi especificado, matematicamente isso significa que: 

 Po
Po + Pc + PCu

≥ ηm  (35) 

onde Po = S ⋅ cosϕ  é a potência de saída. 

Pode-se reescrever (35) como: 
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 ηm

1−ηm

Pc +
ηm

1−ηm

PCu ≤ Po  (36) 

3.1.6. RESTRIÇÕES: CORRENTE A VAZIO 

É importante limitar a corrente máxima a vazio do transformador para ser uma fração 

kϕ  da corrente nominal. A corrente de excitação a vazio pode ser escrita a partir da corrente 

de perda no núcleo e da corrente de magnetização: 

 Iϕ = Ic
2 + Im

2  (37) 

A corrente de perdas no núcleo é dada por: 

 Ic = Pc Ep  (38) 

A corrente de magnetização é dada segundo a lei de Ampère: 

 Im =
B
µ
2hw + 2bw + 4c

2Np

 (39) 

onde µ = µrµ0  é a permeabilidade do núcleo e B está sujeito a restrição B ≤ Bsat .  

Portanto o limite para a corrente a vazio é dado por: 

 Ic
2 + Im

2 ≤ kϕ
2I p

2  (40) 

3.1.7. RESTRIÇÕES: REGULAÇÃO DE TENSÃO 

Um último requisito que deve-se atender é a regulação de tensão do transformador, is-

to é, a queda de tensão aceitável. A resistência série e a reatância do transformador influenci-

am diretamente na queda de tensão. A queda de tensão resistiva referida ao primário pode ser 

escrita como: 

 VR = 2Frρw
NpMLT
ACu, p

I p ⋅ cosϕ = 2FrρwNpMLT ⋅ J ⋅ cosϕ  (41) 

Já a queda de tensão reativa vista pelo primário pode ser escrita como: 

 VX = 2π fLl I psenϕ  (42) 
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onde senϕ = 1− cosϕ( )2  e Ll  é a indutância de dispersão referida ao primário. Pode-se a-

proximar o valor da indutância de dispersão por: 

 Ll ≅
µ0Np

2 ⋅MLT ⋅bw
3hw p

2
 (43) 

onde p  é a quantidade de segmentos de bobina. Para enrolamentos com mais de um segmen-

to de bobina, p  deve ser um inteiro par, dado pelo dobro de segmentos do secundário: 

 p =
2
m
Ns

Nls

 (44) 

Com isso, pode-se escrever a restrição de regulação de tensão como: 

 VR +VX
Ep

≤VRm  (45) 

3.2. MODELO EM FORMATO DE PG 

Utilizando todas as equações vistas anteriormente e as técnicas descritas sobre mode-

lagem em programação geométrica em [12] e [13], o sistema de equações pode ser reescrito 

de forma a obter-se um problema de programação geométrica. Todas as variáveis do modelo 

assumem somente valores positivos. Utilizando como variáveis c, t, hw , bw , Np , Ns , Nls , B, J  

e como limites superiores Pc , PCu, Im ,VR ,VX e h  pode-se reescrever as equações anteriores. 

3.2.1. FUNÇÃO OBJETIVO 

A função objetivo (26) pode ser reescrita como: 

4k fρccthw + 8k fρcc
2t + 4k fρcctbw + 4kCuρCucbwhw + 2kCuρCutbwhw + πkCuρCubw

2hw  (46) 

3.2.2. RESTRIÇÕES: TENSÃO INDUZIDA 

Depois de substituir-se Ac = 2ct , a restrição (27) pode ser escrita como: 

 2
3
2π f k f Ep

−1NpBct = 1  (47) 
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E a relação de espiras como: 

 EsEp
−1Ns

−1Np = 1 (48) 

3.2.3. RESTRIÇÕES: FATOR DE PREENCHIMENTO 

Substituindo Wa  por bwhw , então (30) torna-se: 

 2kCu
−1NpI pJ

−1bw
−1hw

−1 = 1  (49) 

Já a restrição na dimensão do condutor pode ser escrita em formato de posinômio co-

mo: 

 Fl
−1d−1I pJ

−1NpNs
−1Nlshw

−1 = 1  (50) 

3.2.4. RESTRIÇÕES: AUMENTO DE TEMPERATURA 

Para reescrever (34) em formato de PG, substitui-se (hw + 2c)  por h  [13]. Para sim-

plificar a formulação, pode-se substituir as perdas no núcleo e nos enrolamentos pelos seus 

limites superiores (Pc  e PCu ). Então (34) fica como: 

 
Pch

1
4c−

1
2t −

1
2bw

− 12hw
− 12

1, 42 2kaΔT
5
4

+
PCuh

1
4c−

1
2t −

1
2bw

− 12hw
− 12

1, 42 2kaΔT
5
4

≤ 1  (51) 

O limite superior para (hw + 2c)  é: 

 hwh
−1 + 2ch −1 ≤ 1  (52) 

Substituindo Vc  por 2ct(2hw + 2bw + 4c)  em (23) pode-se escrever o limite superior 

para as perdas no núcleo como: 

 4k f Kcρc f
αBβcthwPc

−1 + 8k f Kcρc f
αBβc2tPc

−1 + 4k f Kcρc f
αBβctbwPc

−1 ≤ 1 (53) 

Já o limite superior para as perdas nos enrolamentos pode ser escritor a partir de (33) 

fazendo a substituição de Vw = bwhw (4c + 2t + πbw )  como: 

 4kCuFrρwcbwhwJ
2PCu

−1 + 2kCuFrρwtbwhwJ
2PCu

−1 + πkCuFrρwbw
2hwJ

2PCu
−1 ≤ 1  (54) 
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3.2.5. RESTRIÇÕES: RENDIMENTO 

A restrição de rendimento (36) pode ser reescrita utilizando os limites superiores de 

Pc  e PCu  como: 

 ηm

(1−ηm )Po
PCu +

ηm

(1−ηm )Po
Pc ≤ 1 (55) 

3.2.6. RESTRIÇÕES: CORRENTE A VAZIO 

Adicionando a variável Im  como o limite superior da corrente de magnetização, então 

a restrição de corrente de magnetização (39) fica: 

 2
µ
BNp

−1hwIm
−1 +

2
µ
BNp

−1bwIm
−1 +

2 2
µ

BNp
−1cIm

−1 ≤ 1  (56) 

A restrição para a saturação do núcleo é escrita como: 

 Bsat
−1B ≤ 1  (57) 

Como Pc Ep  é o limite superior para Ic , então a restrição para a corrente a vazio (40) 

é reescrita como: 

 kϕ
−2I p

−2Im
2 + Ep

−2kϕ
−2I p

−2Pc
2 ≤ 1  (58) 

3.2.7. RESTRIÇÕES: REGULAÇÃO DE TENSÃO 

Substitui-se em (41) MLT  por 4c + 2t + πbw , então o limite superior da queda de ten-

são resistiva VR , fica como: 

 8Frρw ⋅ cosϕ ⋅NpcJVR
−1 + 4Frρw ⋅ cosϕ ⋅NptJVR

−1 + 2πFrρw ⋅ cosϕ ⋅NpbwJVR
−1 ≤ 1  (59) 

Para o limite da queda de tensão reativa, substitui-se em (42) a expressão de Ll  (43) e 

também o valor de MLT , então tem-se: 

 

8π
3p2

I p ⋅ senϕ ⋅ f µ0Np
2cbwhw

−1Vx
−1 +

4π
3p2

I p ⋅ senϕ ⋅ f µ0Np
2tbwhw

−1Vx
−1

+
2π 2

3p2
I p ⋅ senϕ ⋅ f µ0Np

2bw
2hw

−1Vx
−1 ≤ 1

 (60) 
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Como a restrição (50) necessita que Nls  seja uma das variáveis a serem otimizadas, 

então m  é especificado pelo projetista e p  deve ser substituído em (60) pela expressão em 

(44). Pode-se ainda adicionar as seguintes condições: 

 Nls
−1 ≤ 1, mNs

−1Nls ≤ 1  (61) 

para garantir que Nls  seja maior ou igual a um e que Ns seja maior que mNls . 

Usando as variáveis definidas para os limites superiores, então a regulação de tensão 

(45) fica como: 

 Ep
−1VRm

−1VR + Ep
−1VRm

−1VX ≤ 1 (62) 

Com isto, temos a representação em PG do problema de mínima massa de um trans-

formador, o objetivo é dado pela função (46) e as restrições são dadas pelas equações de (47) 

à (62), que são monômios ou posinômios.  

Este modelo leva em conta os efeito de alta frequência nos condutores, e portanto deve 

ser alterado para otimizar transformadores de baixa frequência. Para tal, altera-se o valor de 

Fr  para 1,05 conforme sugerido em [14]. Como a espessura do condutor é muito menor que a 

profundidade pelicular a 60Hz, então não é necessário definir os valores de m e d , e portanto 

Nls  não é mais uma das variáveis a ser otimizadas. Neste caso, as restrições (50) e (61) não 

devem ser incluídas no cálculo. 

3.2.8. EXTENSÕES: PROJETO COM MÍNIMAS PERDAS 

O modelo formulado pode ser alterado para ter como objetivo minimizar as perdas, no 

lugar de minimizar a massa do transformador. Neste caso as dimensões do núcleo são defini-

das pelo projetista, que podem ser obtidas de um banco de dados de núcleos. As variáveis a 

serem otimizadas, neste caso, se reduzem a Np , Ns , Nls , B, J, Pc , PCu, Im ,VR ,VX e h .  

Como o problema pede por mínimas perdas, então a função objetivo é dada por 

 Pc + PCu  (63) 
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todas as restrições do problema original são utilizadas, com exceção da equação (55), uma vez 

que minimizar as perdas é um problema equivalente a maximizar o rendimento. 

Para um transformador de baixa frequência, utiliza-se a mesma analogia do problema 

original, então Nls  não é mais uma variável a ser otimizada, e as equações (50) e (61) não são 

incluídas no conjunto de restrições. 

3.2.9. EXTENSÕES: PROJETO COM POTÊNCIA DE SAÍDA MÁXIMA 

Outra formulação possível é maximizar a potência de saída, para uma estrutura de nú-

cleo dada. Para isso, adiciona-se às variáveis otimizadas a corrente do primário, então o con-

junto de variáveis a serem otimizadas é I p , Np , Ns , Nls , B, J, Pc , PCu, Im ,VR ,VX e h . 

Como o objetivo do problema é maximizar I p , então em forma de PG, minimiza-se a 

seguinte função: 

 I p
−1  (64) 

Em baixas frequências, a variável Nls  e as equações (50) e (61) não são incluídas no 

conjunto de restrições do PG. 
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4. DESENVOLVIMENTO DO SOFTWARE 

Existem diversas maneiras para se criar um software que resolva o problema de pro-

gramação geométrica descrito anteriormente. Pode-se utilizar uma ferramenta pronta como o 

software MOSEK [18], usar o Matlab em conjunto com uma Toolbox para otimizações con-

vexas ou ainda implementar um software que resolva somente este problema. 

Um dos requisitos impostos ao software era a necessidade de rodar o programa sem 

depender de ferramentas pagas, portanto resolveu-se por implementar todo o software que 

resolvesse a otimização das equações vistas anteriormente. Uma vez que os algoritmos de so-

lução de problemas convexos não são triviais de serem implementados, realizou-se uma pes-

quisa por uma biblioteca que realizasse a solução numérica deste problema. A melhor biblio-

teca encontrada foi a CVXOPT [19], implementada pelos autores já citados [12][13]. 

Uma das vantagens de se utilizar uma biblioteca é que não é necessário “reinventar a 

roda” cada vez que se necessita uma função específica. A sua utilização acaba diminuindo a 

quantidade de problemas encontrados no software, uma vez que o programador pode focar-se 

em escrever somente a lógica para resolver seu problema sem precisar entender em detalhes 

os algoritmos utilizados pela biblioteca. A utilização de bibliotecas é uma forma de reuso de 

software, o que diminui o tempo de desenvolvimento de aplicações, pois diminui-se a quanti-

dade de código repetido no software. Então em última instância, reuso de software acaba le-

vando à melhores aplicações e a um time-to-market menor. 

A biblioteca CVXOPT é implementada utilizando a linguagem Python [20]. Esta lin-

guagem tem sido amplamente utilizada para a resolução de problemas numéricos, havendo 

diversas bibliotecas disponíveis que auxiliam sua resolução. Também tem sido adotada como 

uma alternativa livre à programas como Matlab e Mathematica, utilizando a biblioteca 

Numpy [21] para realizar esta tarefa. Algumas faculdades [22] tem adotado Python como 

primeira linguagem a ser ensinada em cursos de graduação.  
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Algumas vantagens que Python apresenta são: é uma linguagem interpretada, portanto 

o tempo entre escrever código e testá-lo é mínimo; python é gratuito, mantido por uma comu-

nidade extremamente ativa, e multiplataforma; como linguagem de programação apresenta 

suporte a diferentes paradigmas de programação (orientação a objetos, imperativo e funcio-

nal), tipagem dinâmica e gerenciamento automático de memória; possibilita o desenvolvimen-

to extremamente ágil de softwares; e finalmente, é uma linguagem divertida de se utilizar. 

Outra área que tem crescido para a linguagem Python é sua utilização em plataformas 

embarcadas como smart-phones, diversos modelos já oferecem suporte a Python com biblio-

tecas específicas para acessar as principais funções do celular: GPS, lista de contatos, etc. 

Para a interface gráfica, optou-se pela utilização do toolkit gráfico GTK+ [23] na sua 

versão para Python, conhecida como PyGTK [24]. GTK+ é uma plataforma para desenvolvi-

mento de interfaces gráficas open source, com suporte a diferentes sistemas operacionais e 

também possui bindings (lógica de cola entre diferentes linguagens de programação) da sua 

API (Application Programming Interface) para diversas linguagens de programação. 

O projeto do software foi dividido em duas partes, a primeira consiste em como repre-

sentar as equações no formato requerido pela biblioteca CVXOPT. A segunda parte é consti-

tuída da interface gráfica para a interação do projetista e demais requisitos para a boa intera-

ção com o software – por exemplo, a estrutura do arquivo para salvar o modelo do transfor-

mador otimizado. Nas próximas seções será demonstrado o desenvolvimento destas duas eta-

pas. 
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4.1. BIBLIOTECA DE OTIMIZAÇÕES CONVEXAS: CVXOPT 

A biblioteca CVXOPT oferece ao usuário algoritmos para a resolução de diversas 

formas de otimizações convexas, entre eles para problemas lineares, quadráticos, cônicos de 

segunda ordem, não-lineares convexos e de programação geométrica. Cada um desses méto-

dos de resolução recebe diversos parâmetros como matrizes e vetores para resolver o proble-

ma. Apesar disto ser a principal função da biblioteca, ela também dispõe de diversos objetos e 

funções auxiliares, como por exemplo uma interface para o uso da FFTW [25] (biblioteca de 

transformada de Fourier), BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) [26], conjuto de roti-

nas em Fortran para operações com matrizes e vetores, e LAPACK (Linear Algebra PACKa-

ge) [27], uma biblioteca para resolução de problemas lineares, fatoração de matrizes e pro-

blemas de autovalores. 

Como os dados para todas estas funções são matrizes, os programadores de biblioteca 

criaram um objeto extremamente versátil para representar isto. O objeto matrix possibilita a 

criação de matrizes, que podem ser preenchidas com dados posteriormente, acessando direta-

mente a linha e coluna necessária. Este objeto também permite extrair partes da matriz de 

forma bastante simples (operação de slicing), assim como suporte a operações aritméticas 

simples (adição, subtração, multiplicação e divisão). Várias dessas funções foram utilizadas 

na criação do programa. 

A função para resolução de problemas de programação geométrica apresenta a seguin-

te forma: 

solvers.gp(K, F, g[, G, h[, A, b]]) 

que representa a solução do problema: 
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minimizar f0 (x) = log exp(F0x + g0 )
k
∑

sujeito a fi (x) = log exp(Fix + gi ) ≤ 0, i = 1,…,m
k
∑

Gx  h
Ax = b

 (65) 

onde: 

K é uma lista de inteiros representando o número de linhas em Fi; 

F é a uma matriz real com os coeficientes das variáveis a serem otimizadas das ine-

quações; 

g é uma matriz-coluna com o valor do logaritmo das constantes que multiplicam as va-

riáveis; 

A é matriz que representa os coeficientes das igualdades impostas; 

b é uma matriz-coluna com o valor do logaritmo das constantes multiplicada por -1. 

Para resolver o problema de mínima massa, utilizando as equações (46) à (62), pode-

se escrever as seguinte matrizes, aqui escritas de forma reduzida. No Anexo I são apresenta-

das as matrizes completas para os três problemas de otimização. 

 

 

x =

c
t
hw


h

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

 (66) 

 

 

F =

1 1 1  0
2 1 0 0
1 1 0 0
  

0 0 0  0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

g = log
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 (67) 
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A =

1 1 0  0
0 0 0  0
0 0 −1  0
0 0 −1  0

⎛
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⎜
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⎞

⎠

⎟
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⎟

b = − log
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3
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−1
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−1
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−1I p
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⎟
⎟
⎟
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⎟
⎟

 (68) 

Com estas matrizes, e as demais para os dois outros problemas, criou-se o objeto Sol-

ver para abstrair a geração das matrizes e a resolução dos problemas. Os parâmetros definidos 

pelo usuário do software são passados a uma das três funções de otimização, que então cria as 

matrizes necessárias e executa o algoritmo.  

4.2. ESTRUTURA DO SOFTWARE 

O software foi implementado utilizando o paradigma de programação de orientação a 

objetos, onde cada objeto é responsável por uma função específica, agrupando-se conceitos e 

simplificando a manutenção do software. Por exemplo, como visto na seção anterior, o objeto 

Solver é responsável por toda a interação com a biblioteca CVXOPT, sendo ali definido os 

diferentes métodos para cada tipo de otimização. 
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Na Figura 5 pode-se ver um diagrama simplificado das classes envolvidas no software. 

Este diagrama foi utilizado como guia para a implementação do software, alguns ajustes du-

rante a implementação foram necessários, mas os conceitos do que cada objeto deveria fazer 

foram preservados. Em alguns casos separou-se um objeto em dois distintos, aplicando as 

técnicas de refactoring [28], para melhorar a qualidade e manutenibilidade do software. 

Outra técnica utilizada em projetos de software orientados a objetos é a utilização de 

design patterns [29], isto é, algumas construções de interação entre objetos foram catalogadas 

para facilitar e padronizar suas implementações. Aplicou-se a pattern de Factory para o objeto 

CoreMaterial, criando-se um objeto CoreMaterialBuilder, responsável criar os objetos a partir 

de um arquivo XML e retornar o objeto correto quando necessário. 

 

Figura 5 Diagrama de Classes simplificado, ilustrando as relações entre os diversos objetos. 
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4.3. FORMATO DE ARQUIVO 

Como um requisito necessário em um software de auxílio a projetos é a possibilidade 

de salvar os projetos para que eles possam ser abertos em um outro momento, por exemplo, 

para ajustar os valores após uma consulta com fabricantes de núcleos – caso seja decidido uti-

lizar-se um núcleo comercial. Criou-se uma representação em XML para salvar os dados en-

trados no software pelo projetista.  

XML (Extensible Markup Language) é um conjunto de regras para codificar docu-

mentos eletrônicos, de modo que seja possível criar um sistema próprio para cada tipo de do-

cumento. Algumas vantagens deste sistema é que os dados são gravados em formato de texto 

e que a linguagem preza pela simplicidade. 

Para representar os dados de projeto de um transformador, foi criada uma estrutura 

como a que pode ser vista na listagem abaixo.  

<?xml version='1.0' encoding='UTF‐8'?> 
<optrafo version="2.0"> 
   <transformer> 
     <primary_voltage>220</primary_voltage> 
     <secondary_voltage>12</secondary_voltage> 
     <power>3000</power> 
     <power_factor>0.9</power_factor> 
     <frequency>50</frequency> 
     <temperature>30</temperature> 
     <temperature_rise>60</temperature_rise> 
     <efficiency>0.95</efficiency> 
     <voltage_regulation>0.05</voltage_regulation> 
     <current_ratio>0.03</current_ratio> 
     <core_material>0</core_material> 
     <optimization_parameters type="loss"> 
       <c>4e‐2</c> 
       <t>8e‐2</t> 
       <bw>3.5e‐2</bw> 
       <hw>22e‐2</hw> 
     </optimization_parameters> 
     <optimization_parameters type="power"> 
       <c>1e‐2</c> 
       <t>1e‐2</t> 
       <bw>1e‐2</bw> 
       <hw>1e‐2</hw> 
     </optimization_parameters> 
  </transformer> 
</optrafo> 
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Nesta estrutura estão representados todos os valores necessários para que se tenha um 

modelo completo do transformador que se deseja otimizar. 

4.4. INTERFACE COM O USUÁRIO 

Para a interface gráfica com o usuário, buscou-se simplificar a interação do usuário 

com o software, separando-se os parâmetros comuns às três otimizações numa área fixa e uti-

lizando um modelo de abas para informar os valores específicos de cada otimização. Para e-

xibir os valores calculados e mensagens sobre o estado do software utilizou-se uma área de 

texto com barra de rolagem.  

A partir destes conceitos buscou-se a melhor forma para implementar esta interface. O 

toolkit gráfico GTK+ oferece a ferramenta Glade Interface Designer, onde é possível montar 

qualquer interface gráfica arrastando os componentes desejados para um modelo de janela. 

Esta ferramenta permite a prototipação e estudos de interfaces sem que seja necessário escre-

ver o código da interface, o que diminui bastante o tempo de desenvolvimento. 

 

Figura 6 Interface gráfica do software 
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Na Figura 6 apresenta-se o resultado da interface gráfica criada, com uma barra de 

menus, uma barra de ícones para as funções mais utilizadas, a área com os parâmetros co-

muns – basicamente os dados de placa de um transformador, as abas com os diferentes tipos 

de otimização e por último a área de texto que apresentará os valores calculados. 

Na barra de menus vale destacar o conteúdo do item Edit, onde está localizado o aces-

so ao editor de materiais e a janela de constantes. A janela de constantes permite alterar e vi-

sualizar o valor de algumas constantes utilizadas na otimização, são elas: o fator de preenchi-

mento de cobre na janela do núcleo, o fator de utilização de camada, o fator de empilhamento 

do núcleo e o fator da área de enrolamento. O software utiliza como valores padrões para es-

tas constantes: 0,60; 0,90; 0,95 e 40,00 respectivamente. 

O editor de materiais consiste em uma lista de materiais cadastrados no software e as 

constantes que caracterizam cada um deles. Estas constantes são aquelas descritas na Tabela 1 

(página 32). A principal função deste editor é possibilitar o usuário adicionar e alterar as pro-

priedades do material utilizado no núcleo do transformador. Toda a alteração nas proprieda-

des dos materiais é refletida em um arquivo XML que representa a lista exibida. A Figura 7 

mostra o editor de materiais. 

 
Figura 7 Editor de materiais, exibindo os três materiais cadastrados previamente. 
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5. COMPARAÇÃO 

Realizou-se uma comparação inicial em relação aos resultados exibidos no trabalho o-

riginal [14], este passo foi de extrema importância para mostrar se as matrizes implementadas 

estavam corretas ou se haviam problemas no software. Alguns erros nos sinais dos termos nas 

matrizes foram encontrados dessa maneira, e foram facilmente corrigidos. 

O modelo usando nesta comparação inicial foi um transformador de potência com as 

seguintes características: 

• Tensão no primário 480V 

• Tensão no secundário 240V 

• Frequência 60Hz 

• Fator de potência 0,8 

• Temperatura ambiente 65ºC, máxima sobrelevação de temperatura 85ºC 

• Rendimento mínimo 97% 

• Regulação de tensão máxima 5% 

• Relação de corrente a vazio para carga 2% 

• Largura da coluna 3,1 cm, profundidade da coluna 9,3 cm, largura da janela 

6,2 cm e altura da janela 15,5 cm 

• Material do núcleo Aço Silício 

A partir destes dados, utilizou-se o software para maximizar a potência do transforma-

dor projetado. Os resultados obtidos foram bastante satisfatórios, o que possibilitou validar a 

implementação desta metodologia. Na Tabela 2 estão apresentados na segunda coluna os va-

lores obtidos no software e na terceira coluna os resultados apresentados em [14]. 
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Para fazer uma análise mais extensa da qualidade do método, escolheu-se um projeto 

de transformador que possuísse todos os seus dados de cálculo publicados. Na próxima seção 

será desenvolvida esta comparação. 

5.1. TRANSFORMADOR DE 300W 

Este modelo foi extraído do primeiro exemplo do segundo capítulo de [30], onde é 

calculado um pequeno transformador elevador de tensão. O método de projeto apresentado 

neste livro consiste em dimensionar a seção magnética do núcleo, e a partir deste valor esco-

lhe-se uma laminação padronizada para o núcleo. Os dados fornecidos no livro para o cálculo 

são: 

• Tensão no primário 120V 

• Tensão no secundário 220V 

Tabela 2 - Comparação inicial entre o software implementado e o modelo original 

Quantidade Projeto com OpTrafo Projeto original 

Potência 10.094,4 VA 10.082,6 VA 

Espiras primário 164,36 

(164) 

164,36 

(164) 

Espiras secundário 82,18 

(82) 

82,18 

(82) 

Densidade de fluxo magnético 2,00 T 2,00 T 

Densidade de corrente 1,199 A/mm² 1,20 A/mm2 

Perdas no núcleo 45,99 W 45,99 W 

Perdas no cobre 113,9 W 113,89 W 

Rendimento 98,06 % 98,06% 

Regulação de tensão 1,469 % 1,47% 

Corrente de magnetização 0,382 A 0,382 A 

Corrente de perdas no núcleo 0,096 A 0,096 A 

Corrente a vazio 0,394 A 0,394 A 

Sobrelevação de temperatura 85 °C 85 ºC 
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• Frequência 50Hz 

• Potência 300VA 

• Sobrelevação máxima de temperatura 80ºC 

Além destes dados, são necessários mais alguns parâmetros para que se possa utilizar 

o software. Como nem todos estes parâmetros são dedutíveis a partir dos dados do exemplo, 

arbitrou-se estes parâmetros para valores comumente aceitos. 

• Fator de potência 0,98 

• Temperatura ambiente 20ºC 

• Rendimento mínimo 90% 

• Regulação máxima de tensão 5% 

• Relação de corrente a vazio para carga 2% 

Além destes dados iniciais são necessários mais alguns valores para o correto funcio-

namento do software. O material selecionado para o núcleo foi o aço silício com as caracterís-

ticas descritas na Tabela 1. Para o fator de preenchimento do cobre foi utilizado o valor 

kCu = 0,6 , o fator de empilhamento k f = 0,95 , o fator de área de enrolamento ka = 40 , e a 

relação entre a resistência AC para DC com valor Fr = 1,05 . 

Na Tabela 3 são apresentados os resultados obtidos, na segunda coluna é apresentado 

os valores do modelo de referência [30], na terceira e quarta coluna estão os dados calculados 

pelo software para um projeto de mínima massa e de máxima potência respectivamente. O 

objetivo de apresentar o cálculo para um transformador de máxima potência é meramente um 

indicativo de que o transformador de referência está sobredimensionado. 
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Comparando primeiramente somente a terceira coluna em relação a segunda, pode-se 

notar a semelhança de alguns valores, como o número de espiras, o fluxo magnético e a largu-

ra da janela. Isto indica que o modelo utilizado pelo software está convergindo para valores de 

projeto aceitáveis. Uma análise mais detalhada dos valores gerados é necessária para verificar 

se os valores encontrados representam um transformador de mínima massa.  

Calculando a área da coluna central do transformador obtém-se para o transformador 

de referência 20 cm2 de área, enquanto o otimizado possui uma área de 17,32 cm2, o que indi-

ca uma redução de 13,4% na seção da coluna central do transformador. A altura da janela 

também diminui de 15 cm para 5,85cm. Com base nesses fatores, fica claro que o núcleo é 

menor e portanto possui menos massa em relação ao transformador original. 

Tabela 3 - Comparação entre modelo original e otimizado 

 
Transformador 

Martignoni 

OpTrafo 

Mínima Massa 

OpTrafo 

Potência Máxima 

c 2,50 cm 1,38 cm 2,50 cm 

t 4,00 cm 6,26 cm 4,00 cm 

hw 15,00 cm 5,85 cm 15,00 cm 

bw 2,50 cm 2,43 cm 2,50 cm 

Espiras primário (Np) 264 289 142 

Espiras secundário (Ns) 532 530 261 

Densidade de fluxo magnético 1,13 T 1,133 T 2,00 T 

Densidade de corrente 2,63 A/mm2 1,69 A/mm2 1,29 A/mm2 

Potência 300 VA 300 VA 1232,87 VA 

Perdas no núcleo 8,33 W 1,36 W 9,43 W 

Perdas no cobre 21,70 W 14,93 W 23,23 W 

Rendimento 91 % 94,75% 90% 

Regulação de tensão – 5% 1,90% 

Corrente de magnetização 0,108 A 0,048 A 0,356 A 

Corrente de perdas no núcleo 0,069 A 0,012 A 0,078 A 

Corrente a vazio 0,128 A 0,050 A 0,365 A 

Sobrelevação de temperatura 43 ºC 33 ºC 47 ºC 
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O transformador calculado também apresenta menores perdas, o que por sua vez con-

firma o aumento no rendimento apresentado – que passou de 91% para 94,75%, um aumento 

de 4%. Também houve uma melhora na sobrelevação de temperatura, que diminui de 43ºC 

para 33ºC. 

Já na quarta coluna são apresentados os valores da otimização para máxima potência 

utilizando as dimensões de núcleo do projeto inicial. Pode-se notar que há um enorme aumen-

to, cerca de quatro vezes mais, na potência fornecida pelo transformador otimizado. O aumen-

to nas perdas não é tão significativo quando comparado ao modelo original, um pouco mais 

de 10% para as perdas no núcleo e um pouco menos de 10% para as perdas no cobre. A sobre-

levação máxima de temperatura também é pouco alterada. 

Estes valores demonstram que o transformador original está com um núcleo superdi-

mensionado para a potência requerida. Um transformador ótimo para a potência especificada 

teria suas dimensões físicas bastante reduzidas, como pode ser visto na terceira coluna da ta-

bela, ou então pode-se utilizar o núcleo original para um transformador com potência nominal 

bastante superior, como indicado na quarta coluna. 
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6. CONCLUSÃO 

Como foi apresentado no desenvolvimento desse trabalho, a otimização de transfor-

madores depende de diversos fatores, mas dois devem ser destacados: o modelo utilizado e a 

técnica de otimização empregada. Um bom modelo leva a melhores resultados, com caracte-

rísticas mais próximas à maquina real. Já a técnica de otimização representa o quanto se con-

segue melhorar as variáveis do modelo, isto é o quão próximo de um ótimo global pode-se 

chegar a partir de um dado modelo. Portanto é ideal utilizar-se um bom conjunto de modelo e 

método de otimização. 

O método de programação geométrica utilizado apresenta ótimos resultados e possuiu 

ainda o diferencial de encontrar um ótimo global. Estas vantagens fazem com que este méto-

do possua uma área de aplicação bastante vasta, podendo ser usado para otimizar diversos ti-

pos de projetos de engenharia, como projetos de sistemas de comunicação, dimensionamento 

e posicionamento de portas lógicas, projeto de estruturas ou ainda em engenharia química. 

Boyd et al. listam muitas outras aplicações[13], inclusive fora da área de engenharia. Para is-

so, é preciso escrever o objetivo e as restrições nos moldes da programação geométrica, e a-

plicar o método para cada um destes casos. 

O modelo apresentado é fortemente baseado nas equações físicas que regem o com-

portamento elétrico, térmico, mecânico, etc. Equações mais precisas para alguns comporta-

mentos podem ser adicionadas ao modelo para que se tenha resultados ainda melhores. Por 

exemplo a equação que rege a curva de magnetização pode ser aproximada por um modelo 

não linear. 

Apesar do bom resultado apresentado pelo método de otimização utilizado, mais in-

vestigações são necessárias para validar complemente o método. A utilização de um método 

de elementos finitos para simular o funcionamento do projeto otimizado ou até mesmo a cons-
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trução de um transformador seguindo os valores fornecidos pelo software ofereceriam novos 

dados para serem analisados, e a partir destes seria possível validar totalmente o método. 

Outra possibilidade que o trabalho apresentou é que o modelo utilizado pelo software 

poderia ser aumentado para suportar mais tipos de formatos de núcleos, sistemas trifásicos, 

sistemas de refrigeração diferentes e um conjunto maior de restrições. Para adicionar estas 

variações ao modelo é interessante que hajam melhorias na infraestrutura do software. Por 

exemplo, é interessante que haja um método capaz de gerar as matrizes a partir do sistema de 

equações ao invés de ter uma matriz fixa para cada tipo de otimização, já que isso permitiria 

alterar mais facilmente o modelo e dar mais liberdade para o projetista criar restrições. 

Enfim, dentro do âmbito acadêmico deste trabalho, pode-se dizer que os resultados da 

pesquisa em torno da otimização de transformadores foram altamente satisfatórios. Fica claro 

que o caminho percorrido até aqui mostrou a utilidade e qualidade do método proposto. No-

vas pesquisas e investigações podem ser iniciadas a partir deste ponto, e algumas propostas 

com este intuito já foram mencionadas neste trabalho. 
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ANEXO 

Este anexo apresenta as matrizes completas que foram montadas para executar o algo-

ritmo de otimização. 
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• Mínimas Perdas 
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A =

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
1 −1 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
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F =

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −0,25
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −0,25
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
−1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
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• Máxima Potência 

x =

I p
Np

Ns

Nls

B
J
Pc
PCu
Im
Vr
Vx
h

⎛
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b = − log
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3
2π fk f Ep
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g = log
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1, 42 2kaΔT
5
4

hw
2c
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2 2
µ

c

Bsat
−1

kϕ
−2

Ep
−2kϕ

−2

8Frρw ⋅ cosϕ ⋅ c
4Frρw ⋅ cosϕ ⋅ t
2πFrρw ⋅ cosϕ ⋅bw

8π
3p2

I p ⋅ senϕ ⋅ f µ0cbwhw
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A =

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
1 1 −1 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
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F =

−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −0,25
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −0,25
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 β 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
0 −1 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0
1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
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