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RESUMO

Diferentes materiais, em especial materiais poliméricos sintéticos ou naturais, apresentam
uma forte tendéncia ao acimulo de comportamentos inelasticos com direcoes preferenci-
ais. Como exemplos de materiais com respostas anisotrépicas, oriundas do actimulo de
inelasticidade, podem ser elencadas os elastomeros com carga e tecidos biolégicos, onde se
observam os comportamentos de viscoelasticidade e dano, e os materiais termoplasticos
com a viscoplasticidade. Os mecanismos internos que regem a evolucao da anisotropia
diferem para cada material, mas de forma geral se observa que as estruturas internas des-
tes materiais apresentam uma reorientacao e/ou acimulo de deformagoes permanentes
orientados na direcao dos carregamentos impostos. Na literatura diversos estudos expe-
rimentais apresentam evidéncias da anisotropia induzida pela deformacao em diferentes
materiais, contudo observa-se que nao existe nenhum modelo consolidado para simulacao
numérica deste comportamento. Esta caréncia abre espago para propostas com contri-
buicao cientifica relevante em um tépico nao muito explorado. Assim, o objetivo principal
deste trabalho é desenvolver uma familia de modelos constitutivos para materiais que apre-
sentem comportamentos inelasticos anisotrépicos induzidos pela deformagao. Para tanto,
foi desenvolvida uma estrutura para determinagao dos modelos constitutivos empregando
um framework variacional, onde foi incorporado o conceito de funcao de distribuicao de
cadeias (CODF) para obter este comportamento. Com esta estrutura foram propostos
modelos para materiais com acoplamento viscoeldstico e dano anisotropicos, bem como
para materiais com viscoplasticidade anisotropica induzida pela deformacao. Por fim,
sao apresentados exemplos numéricos para compreensao das caracteristicas desta familia
de modelos, e para demostrar a capacidade preditiva dos referidos fenomenos inelasticos
anisotropicos. Os resultados obtidos com os modelos desenvolvidos foram capazes de

representar de forma qualitativa o comportamento de diferentes materiais poliméricos.

Palavras-chave: Anisotropia induzida pela deformagcao; Variacional; CODF; Dano; Plas-

ticidade; Viscosidade.
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ABSTRACT

Different materials such as synthetic and natural polymers present a tendency to ac-
cumulate oriented inelastic behaviors. As examples of materials that show anisotropic
responses due to inelastic accumulation we can mention filled rubbers and soft biolo-
gical tissues which show viscoelasticity and damage, and thermoplastic materials with
viscoplasticity. Internal mechanisms governing the anisotropic evolution differ for each
material, but in general the internal structures are observed to present a reorientation
and/or accumulation of permanent deformations oriented in the direction of the impo-
sed loads. Several experimental works in the literature present evidence of anisotropy
induced by deformation in different materials, however there is no consolidated model
for the numerical simulation of this behavior. Thus, the main objective of this work is
to develop a family of constitutive models for materials that present anisotropic inelastic
behavior induced by deformation. So, a structure was developed to determine the cons-
titutive models using a variational framework, where the chain orientation distribution
function (CODF) concept was incorporated to obtain this behavior. Models were propo-
sed using this structure for materials with viscoelastic coupling and anisotropic damage,
and materials with anisotropic viscoplasticity induced by deformation. Finally, numerical
examples are presented to understand the characteristics of this family of models, and
to demonstrate the predictive capability of the referred anisotropic inelastic phenomena.
The results obtained with the developed models were able to qualitatively reproduce the

behavior of different polymeric materials.

Keywords: Deformation-induced anisotropy; Variational; CODF; Damage; Plasticity; Vis-

cosity.
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1 INTRODUCAO

Diferentes tipos de materiais apresentam comportamentos mecanicos com inelasti-
cidade anisotrépica induzida pela deformacao, como por exemplo, respostas com viscoelas-
ticidade, plasticidade ou dano anisotrépicos. Em especial, materiais poliméricos sintéticos
ou naturais apresentam uma forte tendéncia ao acimulo de comportamentos inelasticos
com diregoes preferenciais. Algums exemplos destes comportamentos podem ser encon-
tradas em aplicacoes como absorvedores de impacto, mecanismos flexiveis e aplicagoes de
polimeros em geral submetidos a grandes deformagoes [Mills e Gilchrist, 2008; Shuaeib
et al., 2007; Qiu et al., 2016]. Contudo, as formulagoes constitutivas necessarias para
representar estes materiais em regimes que apresentam estes tipos de comportamentos
ineldsticos sao limitadas, e muitas vezes nao sao capazes de representar os comportamen-
tos anisotropicos observados na literatura.

Elastomeros com carga, por exemplo, sao conhecidas por apresentar efeito Mullins
que pode se traduzir na redugao da rigidez do material quando submetido a carregamen-
tos ciclicos. Além deste comportamento, dependendo da blenda usada para a fabricacao,
o efeito Mullins pode também estar associado ao fendmeno de viscoelasticidade [Roland,
2006; Le Cam et al., 2013; Wang e Chester, 2018; Morishita et al., 2019; Sriring et al.,
2020]. Em Dargazany e Itskov, 2009 foi investigado o comportamento anisotrépico do
efeito Mullins usando corpos de prova biaxiais de um elastomero carregada com negro de
fumo, e os resultados obtidos mostraram que o efeito Mullins apresenta comportamento
anisotropico e que existe um acoplamento viscoelastico nestes comportamentos. Em Mai
et al., 2017 mostrou-se também que o efeito Mullins é observado em diferentes tipos de
carregamentos, sendo dependente do maximo alongamento em uma dada diregao mas in-
dependente do alongamento aplicado em outras direcoes. Para esta classe de materiais,
diversos modelos foram desenvolvidos com dano e viscoelasticidade isotrépicos como nos
trabalhos de Govindjee e Simo, 1991; Souza e Owen, 1994; Miehe e Keck, 2000. Nestes
trabalhos modelos hiperelasticos classicos sao associados a varidveis escalares de dano
e viscosidade que resultam no comportamento isotrépico destes modelos. Mais recente-
mente foram desenvolvidos modelos que apresentam comportamento de dano anisotrépico,
seguindo o desenvolvimento de modelos capazes de representar este comportamento [Dar-

gazany e Itskov, 2009], utilizando o conceito de fung¢ao de distribuigao de orientagao de



cadeias [GOktepe e Miehe, 2005; Diani et al., 2006; Dargazany e Itskov, 2009; Itskov e
Knyazeva, 2016; Tehrani e Sarvestani, 2017; Diani e Le Tallec, 2019]. Porém sua capaci-
dade preditiva ainda é limitada.

Tecidos bioldgicos moles apresentam comportamentos bastante similares aqueles
observados em elastomeros com carga, podendo ser mais ou menos anisotropicos depen-
dendo do tecido e da distribuigao de fibra. Comportamentos altamente nao-lineares comu-
mente observados em tecidos biolégicos sao viscoelasticidade, dano mecanico e anisotropia
[Li, 2016; Holzapfel, 2017; Fathi et al., 2017]. Dano anisotrdpico especificamente é levado
em consideracao nas propostas de modelagem constitutiva em Alastrué et al., 2007; Ehret
e Itskov, 2009; Saez et al., 2012; Fathi et al., 2017; Giltekin et al., 2018. Contudo, ao
contrario das leis constitutivas empregadas para elastomeros com carga, para os tecidos
biolégicos moles sao empregadas leis constitutivas exponenciais devido as caracteristicas
das fibras dispersas na estrutura [Chuong e Fung, 1986; Holzapfel et al., 2000a].

Por sua vez, materiais termoplasticos apresentam um forte comportamento vis-
coplastico, onde se observa um enrijecimento anisotrépico do material associado a re-
orientacao das cadeias poliméricas quando em grandes deformagoes, enquanto os com-
portamentos viscoplasticos sao associados a resisténcia de reorientagao destas cadeias no
material [Arruda e Boyce, 1993a; Boyce et al., 2000; Anand e Gurtin, 2003]. Para a de-
terminacao da resposta mecanica destes materiais muitas vezes assume-se que a resposta
de enrijecimento do material incorpora uma resposta elastomérica para a parcela plastica
do gradiente de deformacao, dado que o enrijecimento e a reorientacao das cadeias do
polimero durante a deformagcao plastica apresentam as mesmas caracteristicas observadas
em elastomeros [Arruda e Boyce, 1993a]. Diferentes modelos de plasticidade anisotrépica
foram desenvolvidos baseados nestas hip6teses [Boyce et al., 1988; Arruda et al., 1993;
Hasan e Boyce, 1995; Arruda et al., 1995; Buckley e Jones, 1995; Tomita e Tanaka, 1995].

Uma abordagem promissora para tratar os comportamentos destes diferentes ma-
teriais poliméricos se dé pelo conceito orientagoes de cadeias. Este conceito esta baseados
em uma rede de cadeias de links rigidos, aleatoriamente orientados ligadas a pontos de
juncao [Treloar, 1975]. Originalmente este conceito foi desenvolvido para buscar represen-
tar as ligacoes cruzadas poliméricas existentes entre as macromoléculas destes materiais
[Treloar, 1975; Wu e Van der Giessen, 1993]. Modelos bastante difundidos na literatura

para elastomeros [Treloar, 1975; Arruda e Boyce, 1993b] e para termopldsticos [Arruda



e Boyce, 1993a; Anand e Gurtin, 2003] empregam este conceito com um nimero limi-
tado de cadeias, como por exemplo de trés e oito cadeias, para as orientagoes das cadeias
poliméricas.

Os modelos de trés e oito cadeias sao uma aproximacao do caso onde as cadeias
estao aleatoriamente orientadas. Uma alternativa que representa de maneira mais apro-
ximada uma cadeia completa, no sentido de todas as dire¢oes serem contempladas, é por
meio do conceito da funcdo de distribuicao de orientagdo de cadeias (chain orientation
distribution function) ou CODF [Wu e Van der Giessen, 1993]. Este conceito é empregado
para representar a resposta de elastomeros [Wu e van der Giessen, 1992|, termoplasticos
amorfos [Harren, 1995; Miehe et al., 2009; Alastrué et al., 2009; Harrysson et al., 2010] e
termoplésticos semicristalinos [Shepherd et al., 2006].

Por fim, observa-se que nao existe nenhum modelo consolidado, e/ou que faca
uso dos principais conceitos do CODF usados na simulagao de materiais ineldsticos com
anisotropia induzida pela deformacao. Esta caréncia abre espaco para propostas com

contribuicao cientifica relevantes em um topico nao muito explorado.

1.1  Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma familia de modelos constitu-
tivos para materiais que apresentem comportamentos inelasticos anisotréopicos induzidos
pela deformacao.

Para o desenvolvimento dos modelos constitutivos pretende-se empregar um fra-
mework variacional e incorporar o conceito de fungao de distribuigao de cadeias (CODF)
para obter o comportamento de inelasticidade anisotrépica induzida pela deformacgao.
Este framework estd baseado nos trabalhos de Ortiz e Stainier, 1999; Fancello et al.,
2006, 2008, que foi empregado com sucesso para reproduzir diferentes comportamentos
como: viscosidade [Fancello et al., 2006]; plasticidade (viscoplasticidade) [Fancello et al.,
2008]; dano [Vassoler et al., 2016; de Castro e Fancello, 2017]; e anisotropia [Vassoler
et al., 2016].



2 MATERIAIS COM INELASTICIDADE ANISOTROPICA INDUZIDA
PELA DEFORMACAO

Para o desenvolvimento de modelos constitutivos é essencial o conhecimento do
comportamento mecanico do material de interesse. Com o objetivo de compreender as
respostas mecanicas de materiais com comportamento ineldstico anisotrépico induzido
pela deformacao, e suas dependéncias, nesta secao as caracteristicas de interesse destes
materiais sdo apresentadas. Além disso, caracteristicas de alguns modelos constitutivos
desenvolvidos sao discutidas, e diferentes observacoes pertinentes em relacao a estes ma-

teriais sao apresentadas.

2.1 Caracteristicas de materiais com inelasticidade anisotrépica induzida

pela deformacao

Diferentes tipos de materiais apresentam comportamentos mecanicos com inelas-
ticidade anisotrépica induzida pela deformacao. Em especial os materiais poliméricos
podem apresentar uma grande diversidade de propriedades fisicas e quimicas sendo em-
pregados nas mais diversas aplicacoes. As propriedades mecanicas destes materiais, em
especial, sao dependentes de sua composi¢ao quimica, e da organizagao de sua estrutura
a nivel molecular e supermolecular [Ward e Sweeney, 2012].

Os polimeros, como elastomeros sintéticos e naturais e termoplasticos, podem apre-
sentar diferentes estruturas cristalinas em sua estrutura que podem promover diferentes
comportamentos mecanicos, os quais podem ser complexos para serem representados nu-
mericamente. A anisotropia induzida pela deformacao é apenas um destes fenomenos.
A cristalinidade em polimeros corresponde a um arranjo tridimensional das cadeias po-
liméricas de forma regular e ordenada na forma de lamelas, onde desordens ao longo da
cadeia polimérica destroem a estrutura cristalina promovendo a formacao da estrutura
amorfa. O grau de organizacao cristalina dificilmente corresponde a totalidade do ma-
terial assim, materiais poliméricos com presenca de cristais, apresentam uma estrutura
cristalina inserida em uma matriz amorfa e sao denominados polimeros semicristalinos,
apresentando uma estrutura bifasica formada por uma parcela amorfa e outra cristalina
[Callister e Rethwisch, 2007; Ward e Sweeney, 2012].

Polimeros amorfos apresentam um baixo nivel de empacotamento, ou seja, apresen-



tam grande volume livre (em inglés free volume). O volume livre é definido como o espago
vazio entre as cadeis poliméricas do polimero que esta associada a organizagao molecular
do polimero. Nas regioes cristalinas de polimeros semicristalinos, dada sua organizacao
tridimensional e alto nivel de empacotamento, ocorre uma relevante redugao do volume li-
vre presente em comparagao com as regides amorfas [Ward e Sweeney, 2012]. No entanto,
ressalta-se que o volume livre nao corresponde a uma medida do tipo de organizacao pre-
sente no material. Diferentes regioes amorfas de um mesmo polimero podem apresentar
diferentes niveis de volume livre dependendo, por exemplo, do esforco mecanico, tempe-
ratura e deformacoes permanentes ao qual o material esteja submetido. O conceito de
volume livre é empregado em diferentes teorias para explicar comportamentos mecanicos
dos termoplésticos.

Diversos polimeros ao serem resfriados do estado de fluido viscoso podem apre-
sentar uma estrutura considerada amorfa, os quais podem assumir comportamentos com
as denominagcoes vitrea e borrachosa. O comportamento exibido pelos materiais amorfos
depende da temperatura relativa em relagdo a temperatura de transi¢do vitrea [Ward
e Sweeney, 2012]. Assim, conforme apresentado na Figura 2.1, um mesmo polimero
amorfo pode apresentar comportamentos vitreos ou borrachosos, conforme a temperatura
de transicao vitrea (7)) e a temperatura em que o material se encontra. Se observa que,
comparativamente, os materiais em estado vitreo apresentam moédulos de elasticidade
maiores em relagdo aos materiais com comportamento borrachoso. Verifica-se também
que os polimeros amorfos ao serem aquecidos apresentam, em geral, o mesmo volume
livre até atingir a temperatura de transicao vitrea, apds esta temperatura o volume livre

aumenta de forma linearmente dependente da temperatura [Ward e Sweeney, 2012].
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Figura 2.1 — Comportamento do médulo de relaxacao de poliestireno em fungao da

temperatura [Callister e Rethwisch, 2007]

Empregando técnicas de difracao de raios X é possivel observar que polimeros amor-
fos apresentam uma padrao de difragdo com um méaximo amplo e difuso (halo amorfo),
indicando uma distancia preferencial de separacao entre as cadeias poliméricas. Caso este
mesmo polimero amorfo seja estirado ocorre uma reorientacao das cadeias poliméricas, e
o padrao de difracao se altera. Embora ocorra uma reorientacao das cadeias poliméricas,
isso nao implica em um ordenamento tridimensional das cadeias poliméricas, o que carac-
terizaria uma regiao cristalina no polimero e ganharia a denominacgao de cristalito. No
entanto, no caso do politereftalato de etileno (conhecido comumente como PET) ao ser
estirado ocorre, além da reorientacao das cadeias poliméricas, a formagao de pequenas

regides com ordenamento tridimensional [Ward e Sweeney, 2012].



(c)

Figura 2.2 — Na Figura 2.2a [Callister e Rethwisch, 2007] uma micrografia eletronica de
um tnico cristal de polietileno, na Figura 2.2b [Sperling, 2006] uma micrografia éptica
de cristais de poli(éxido de etileno)-bloco-poliestireno dibloco copolimero e na Figura

2.2¢ [Callister e Rethwisch, 2007] uma micrografia por transmissao (usando luz

polarizada) mostrando a estrutura esferulitica do polietileno.

Diversos materiais poliméricos, incluindo o politereftalato de etileno, também apre-
sentam cristalizagao caso sejam resfriados lentamente do estado de liquido viscoso, exem-
plos de cristalitos podem ser observados nas Figuras 2.2a e 2.2b. Nestes casos os materiais,
embora cristalinos, nao apresentam uma orientacao preferencial. Tais materiais processa-
dos desta forma, embora nao apresentem orientacao preferencial, nao sao homogéneos em
escala microscépica, apresentando estruturas esferuliticas podendo ser observados através
de microscépios, conforme apresentado na Figura 2.2c [Ward e Sweeney, 2012]. A estru-
tura esferulitica, conforme o préprio nome indica, cresce de forma mais ou menos grosseira
no formato de uma esfera, consistindo de agregados de cristalitos em forma de cadeias
dobradas, onde cada cristalito cresce de dentro para fora a partir de um tnico ponto de
nucleagao [Callister e Rethwisch, 2007].

Para um material polimérico ser capaz de apresentar estruturas cristalinas a sua



cadeia polimérica deve apresentar estrutura regular, a temperatura do polimero deve estar
abaixo da temperatura de formacao do cristal, e tempo suficiente deve estar disponivel
para as moléculas se reordenarem enquanto o polimero estiver no estado sélido [Ward
e Sweeney, 2012]. Materiais poliméricos que apresentam estruturas cristalinas em sua
composicao sao geralmente parcialmente cristalinos (ou semicristalinos) devido ao tama-
nho e a usual complexidade das cadeias poliméricas que os compoem. Assim apresentam
regides cristalinas dispersas dentro de uma matriz amorfa [Callister e Rethwisch, 2007].
De modo a determinar estas regioes cristalinas, técnicas de difracao de raios X em angulo
largo (WAXS) podem ser empregadas em polimeros que tenham sofrido grande estira-
mento. Nestes casos os padroes de difragao obtidos correspondem a cristais totalmente
orientados na diregdo do estiramento aplicado [Ward e Sweeney, 2012].

Além da difracao devido a presenca de cristalitos, os padroes de difracao obtidos
contemplam também a parcela amorfa, representada pela difracao difusa. Comparando
as parcelas cristalinas e amorfas de alguns polimeros semicristalinos escolhidos, por meio
de medicoes utilizando difracao por raios X, a parcela de material em estado cristalino
se encontra em torno de 30% para o politereftalato de etileno orientado e 90% para o
polietileno linear [Ward e Sweeney, 2012].

Embora existam controvérsias quanto a cristalizacao diretamente do resfriamento,
existem diversas evidéncias que suportam a presenca de estruturas lamelares organiza-
das denominadas esferulitas, inseridas em uma matriz de material polimérico amorfo
para polimeros semicristalinos. O material polimérico semicristalino dito virgem (sem
ter sofrido estiramento) apresenta estruturas esferuliticas distribuidas no material ao ser
resfriado de forma lenta a partir de seu estado liquido viscoso. Caso este polimero semi-
cristalino virgem seja estirado, a destruicao das estruturas esferuliticas ocorre devido a
deformagao plastica (em inglés drawing neste contexto) que o material sofre. De modo
a tratar deste comportamento, diferentes teorias constitutivas (fisicas e fenomenoldgicas)
foram desenvolvidas buscando representar estas observagoes [Ward e Sweeney, 2012; Wa-
tanabe, 1999].

O comportamento de aciimulo de deformagoes permanentes em polimeros foi inici-
almente atribuido ao calor gerado pelo processo de deformagao, e do consequente aumento
da temperatura do material acima da temperatura de transicao vitrea. Alternativamente,

sugeriu-se que o acumulo de deformacao permanente fosse devido ao aumento do volume



livre, o que geraria uma mobilidade molecular similar aquela produzida devido a geracao
de calor no material [Argon, 1973]. Embora o aquecimento do material e o aumento do
volume livre contribuam para o acimulo de deformacoes permanentes, atualmente esta
bem estabelecido que, a partir do trabalho de Argon, 1973, para polimeros amorfos o
comportamento viscoplastico se inicia quando ocorre a rotacao de pequenos segmentos
moleculares de sua configuragao aleatoriamente orientada para uma orientacao flexionada
na direg¢ao principal da deformacgao [Argon, 1973; Ghorbel, 2008; Miehe et al., 2009]. Em
Argon, 1973 foi verificado também que a tensao de inicio do processo viscoplastico é de-
pendente da pressao, temperatura e taxa de deformacao e sua evolucao é dependente de
uma medida de alongamento plastico.

Evidéncias experimentais da dependéncia da temperatura e da taxa de deformacao
na tensao de inicio do processo viscoplastico em um dado polimero amorfo sao dadas,
respectivamente, em Hope et al., 1980a,b. Nestes trabalhos, ensaios de tracao foram rea-
lizados em corpos de prova de polimetilmetacrilato (PMMA), submetidos a deformagoes
finitas, onde foram observados os processos de estriccao e estiramento. Nas Figuras 2.3a e
2.3b sao apresentados diferentes graficos tensao por deformacao sendo possivel visualizar
a alteracao na tensao de inicio do processo viscoplastico, respectivamente, para diferentes
temperaturas e taxas de deformacao. Para o caso da dependéncia da resposta mecanica
em relagao a pressao hidrostatica em termoplasticos, no trabalho de Rabinowitz et al.,
1970 ensaios de torcao em corpos de provas de PMMA e PET foram realizados em dife-
rentes pressoes hidrostaticas, onde os corpos de prova foram testados em contato direto
com 6leo pressurizado. Por meio destes testes fica evidenciado, conforme apresentado nas
Figuras 2.4a e 2.4b, a influéncia da pressao hidrostatica na tensao de inicio do processo
viscoplastico e possivelmente na rigidez do material.

Para polimeros semicristalinos com alto grau de cristalinidade, e acima da tempe-
ratura de transicao vitrea, a deformacao da estrutura amorfa é rapidamente exaurida e a
deformagao restante ocorre primariamente na estrutura cristalina [Schultz, 1974; Meyer
e Pruitt, 2001]. Dessa forma, para pequenas deformacoes, tanto em polimeros amorfos
quanto em semicristalinos, o comportamento que antecede aquele da regiao viscoplastica
é governado pela fase amorfa. Assim, embora as propriedades mecanicas dos materi-
ais amorfos e semicristalinos sejam diferentes, em pequenas deformacoes para ambos a

resposta do material é dependente do emaranhamento e das deformagoes das cadeias
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Figura 2.3 — Respostas de polimeros amorfos mostrando a influéncia da taxa de

deformacao e da temperatura na tensao de inicio do processo viscoplastico



11

15 f = 1:20- i —
14 . 5 142 i 1 A—@:‘f’% K BAR
3 L/ 104 " -
P=4-4 K BAR {
12 j_' I: 096 j |/P=5'06 K BAR
/ d
11 f [ 0.33 -'.’ P M I S
E‘ 10 ‘J i 'E‘ o080~ g/ - =:|‘40 K BAR
NPy : -
M 09 / f P=1-7 K BAR—— M 072 Povpsear | |
| [P
% 08 |~ } o = Ob4
= 5
NI 2 ool | f ez o
a o7 gi f ! 1 | 'g 56 i
2z , z
P % | ! *g Or48
‘F f j | A=1K BAR | £ o
=05 = : 4"—
/) o Hi
o4 i/ 'V 032
03 @5 024+ f—— !
o2 0161
ot . —j
° |
O 005 040 Of5 020 025 0I0 035 040 045 O ©OO0B O 024 032 040 048 056 064
Deformacéo cisalhante Deformacio cisalhante
(a) Resposta do PMMA amorfo para (b) Resposta do PET semicristalino para
diferentes pressoes hidrostaticas diferentes pressoes hidrostaticas
[Rabinowitz et al., 1970] [Rabinowitz et al., 1970]

Figura 2.4 — Respostas de polimeros, amorfo e semicristalino, mostrando a influéncia da

pressao hidrostatica no inicio do processo viscoplastico
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poliméricas presentes na fase amorfa [Ghorbel, 2008]. Apéds o inicio do comportamento
viscoplastico em materiais semicristalinos, diferentes comportamentos no arranjo crista-
lino ocorrem, como o escorregamento cristalografico e alteracoes nos cristais do polimero
como a formacao de estruturas martensiticas entre outras transformacoes cristalograficas
[Frank et al., 1958; Wu et al., 1972]. A separagao interlamelar apresentada em deformagoes
de tragao também pode resultar no embranquecimento (em inglés whitening) do mate-
rial e na cavitacao/formacao de microvazios ou cavidades (em inglés cavitation) [Meyer e
Pruitt, 2001].

Em Brown e Ward, 1968 ensaios de tragao foram realizados empregando corpos de
prova de um termopléstico semicristalino (polietileno) previamente estirado. Diferentes
angulos entre a direcao de tracao do ensaio, e o angulo de estiramento prévio do material
foram testados e os resultados como angulo de estiramento resultante foram discutidos.
Verificou-se em Brown e Ward, 1968 que mesmo em polimeros orientados, existem cadeias
orientadas em todas as direcoes, mas com diferentes densidades para cada direcao, e que
o esforco necessario para aplicar uma compressao na cadeia estendida é maior que aquele
necessario para aplicar uma tracao nesta mesma cadeia. Finalmente, conforme colocado
no trabalho, ambos estes principios devem ser aplicaveis tanto em materiais amorfos
quanto semicristalinos.

Na Figura 2.5 representagoes da evolucao da estrutura cristalina de materiais ter-
moplasticos sao apresentadas para diferentes graus de deformacao, englobando grandes
deformagoes e deformagoes plasticas. Na Figura 2.5a as lamelas escorregam rigidamente
umas sobre as outras, neste estagio a deformagao fica acomodada praticamente em sua
totalidade na fase amorfa, na Figura 2.5b as cadeias que fazem parte de mais de uma
lamela (em inglés tie chains) estao altamente estendidas, e alguns escorregamentos entre
as cadeias poliméricas das lamelas passam a ocorrer, na Figura 2.5¢ blocos cristalinos
sao arrancados das lamelas, mas continuam ligados as lamelas por algumas cadeias po-
liméricas remanescentes (tie chains) e finalmente na Figura 2.5d os blocos cristalinos se
alinham na diregao do esfor¢o de tragao do material [Schultz, 1974].

Uma caracteristica peculiar apresentada por materiais termoplasticos em ensaios
de tragao, ao serem comparados com materiais metdlicos, é que apds a formacao de
pescogo, ou estricgao, ocorre estiramento (em inglés drawing) sem a ruptura imediata do

espécime. Nas regioes onde o material sofreu grandes deformacoes ocorre o actiimulo de
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Figura 2.5 — Representacao da deformagao da estrutrura cristalina de termoplasticos

(legendas das figuras no texto), adaptado de Schultz, 1974.

deformagoes permanentes, e devido as caracteristicas do material em questdao ocorre o
enrijecimento na direcao principal de deformacao, ocasionando o estiramento do material
o que se traduz na estabilizagao na drea da secao transversal da regiao de estric¢ao, a qual
se propaga ao longo do espécime. Este comportamento esta associado ao realinhamento
das cadeias poliméricas, que devido as deformacgoes permanentes impostas ao material
sofrem uma reorientacao na direcao do esforco aplicado, enrijecendo-o nessa direcao. Este
comportamento ocorre principalmente quando o espécime esta submetido a baixas taxas
de deformagao, dado que para altas taxas de deformacao a tensao de inicio do processo
viscoplastico pode ser alta a ponto de romper o corpo.

Para termoplasticos a curva tensao deformacao nominal pode ser completamente
diferente da curva tensao deformacao real, uma representacao das curvas tensao de-
formagao real e nominal de termoplédsticos nestas condigoes pode ser visualizada na Fi-
gura 2.6. Esta diferenga ocorre devido a cinemética localizada envolvida em grandes
deformagoes, na qual pela formacao do pescoco perde-se a relagao entre a curva tensao
deformacao real e a resposta de forca por deslocamento. Este comportamento pode ocor-

rer em materiais termopldsticos amorfos e semicristalinos [G’sell et al., 2002], submetidos
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Figura 2.6 — Representacao da resposta de tensao por deformacgao de ensaios uniaxiais,

em grandes deformacoes, de termoplasticos.

a grandes deformacoes. Conforme colocado em Frank e Brockman, 2001, a estricgao e o
estiramento mascaram a resposta de tensao, sendo necessario maneiras alternativas para
se obter a resposta constitutiva do material, além da curva de forca por deslocamento.
Diferentes medidas complementares podem ser obtidas para compensar a dificuldade em
caracterizar o fenomeno de estriccao e posterior estiramento, como no trabalho de G’sell
e Jonas, 1979 onde uma medicao direta da secao transversal da estriccao foi empregada
ou ainda medicoes 6ticas da regiao de estriccao, empregando métodos de correlagoes de
imagens, para determinar o campo de deslocamentos na regiao de interesse [Ye et al.,
2015].

A estriccao em termoplasticos pode ser entendida como um fenomeno de instabi-
lidade, no qual ocorrem deformacoes sem um aumento da carga aplicada sobre o corpo,
conforme representado nos graficos da Figura 2.7, onde para um mesmo valor de tensao
podem existir diferentes configuracoes de equilibrio. Observando os comportamentos ob-
servados nas Figuras 2.6 e 2.7 pode-se concluir que, a plasticidade é uma propriedade
intrinseca do material, enquanto a estriccao é funcao do material, geometria e condigoes
de contorno [Ward e Sweeney, 2012]. A dificuldade em caracterizar constitutivamente
materiais termoplasticos, submetidos a grandes deformacoes, resulta da complexidade ci-
nematica apresentada nos ensaios mecanicos somadas, simultaneamente durante o ensaio,

as diferentes dependéncias que o material apresenta, em relagao a temperatura, taxa de
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Figura 2.7 — Curvas tensao por deslocamento verdadeira e nominal de um termoplastico,
ressaltando o comportamento de instabilidade da curva nominal representado pelo

segmento de reta XY, adapatado de Ward e Sweeney, 2012.

deformagao e pressao por exemplo, em conjunto com os diversos processos que ocorrem
devido ao trabalho mecanico, como aquecimento, anisotropia induzida pela deformagao,
formacao de vazios entre outros.

Diferentes comportamentos podem estar acoplados quando os termoplasticos estao
submetidos a grandes deformagoes, sabe-se que o material ao acumular deformacoes
plasticas produz calor, podendo aumentar de forma significativa a temperatura local-
mente e reduzindo assim sua rigidez. No entanto, para baixas taxas de deformacao o
calor produzido pode ser dissipado, enquanto para altas taxas de deformacao ocorre o
inverso e altas temperaturas podem ser atingidas reduzindo a rigidez do material. Por
outro lado, diferentes comportamentos associados a temperatura em que o material se en-
contra, como comportamentos borrachoso ou vitreo, podem ser também associados com
as diferentes taxas de deformacdo ao qual o material venha a ser submetido [Ward e
Sweeney, 2012]. Um aumento na taxa de deformacao corresponde a uma alteragdo no
comportamento mecanico semelhante a uma reducao na temperatura do material, sendo
o inverso também verdadeiro. O aumento da rigidez do material, para uma alta taxa de
deformagao, pode ser atribuido ao aumento na dificuldade das cadeias poliméricas em se
desentrelacarem e, consequentemente, a reducao da temperatura aumenta a rigidez devido
a dificuldade de desentrelagcamento. O acoplamento destes comportamentos em ensaios
mecanicos, principalmente em grandes deformacoes, dificulta significativamente o estudo
dos mecanismos de deformacao de termoplasticos.

Com relacao ao comportamento anisotrépico induzido pela deformagao e na conse-
quente reorientacao das cadeias poliméricas do material, alguns resultados que evidenciam

esta caracteristica sao apresentados. No trabalho de Miranda et al., 2016 amostras do
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polimero semicristalino poli(etileno-tetrafluoretileno), com T, em torno de 100°C, foram
estiradas de forma monotonica e uniaxial, e seus padroes de difragaio WAXS e SAXS (di-
fragao de raios X em baixo angulo) foram capturados para diferentes temperaturas. Os
padroes de difragao obtidos nestes ensaios estao apresentados na Figura 2.8 para as trés
temperaturas avaliadas, onde os padroes na parte superior sao para a técnica WAXS e na
parte inferior com a técnica SAXS, e em cada padrao de difracao apresentado consta a
razao de estiramento aplicada (comprimento final/comprimento inicial) multiplicada por
um A. De modo a compreender os resultados apresentados na Figura 2.8, quando o feixe
de raios X incide no material ocorre a difracao do feixe, e entao um padrao de difracao é
capturado. No caso com o polimero nao estirado o padrao de difragao é formado por anéis
circulares, esta caracteristica do padrao de difragao indica que as cadeias poliméricas nao
possuem uma orientacao preferencial, e a difracao ocorre de forma semelhante em qual-
quer dire¢ao (de forma isotrépica). Contudo, no caso do material ser estirado o padrao de
difracao se altera, onde se observa que ocorre uma reorientacao das cadeias poliméricas.
Através dos dados obtidos no artigo os autores deduzem que as cadeias poliméricas se
reorientaram na dire¢ao do estiramento aplicado.

Evidéncias apontadas neste artigo sugerem ainda que a destruicao da estrutura
esferulitica, ao ser submetida ao estiramento, depende da orientacao da estrutura lamelar
em relagao a direcao do estiramento, e que a temperatura em que o material se encontra
no momento do ensaio em relacao a 7T, influencia na morfologia resultante. Através de
dados colhidos pelas das técnicas WAXS e SAXS, em conjunto com experimentos de DSC
(calorimetro diferencial de varredura), pode-se deduzir que no caso do estiramento ser
realizado de maneira perpendicular a estrutura lamelar ocorre uma progressiva destruicao
dessa estrutura, em conjunto com a formagcao de microvazios (em inglés microvoids) no
material, e reorientacao das cadeias na direcao do estiramento. Contudo, para o caso
onde a estrutura lamelar esteja paralela ao estiramento, a morfologia obtida apresenta
um aumento da regiao amorfa entre as lamelas da estrutura cristalina lamelar original
ocorrendo nesta regiao a formagao de microfibrilas e, em menores temperaturas (igual ou
abaixo da T}) de cristais frutos da mesofase [Murthy et al., 1995], e para maiores tempe-
ratura (acima da 7}) na formacao de cristais induzidos pela deformacao. Para ambos os
casos, em menores temperaturas e maiores temperaturas do teste, tanto as microfibrilas

quanto os cristais induzidos pelo estiramento sao fortemente orientados na direcao do es-
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Figura 2.8 — Padroes de difragao WAXS e SAXS em diferentes temperaturas. A direcao
de estiramento aplicada no ensaio experimental estd orientada na diregao vertical

[Miranda et al., 2016].

tiramento [Miranda et al., 2016], estas observagoes estao ilustradas na Figura 2.9. Neste
trabalho sao apresentadas evidéncias que indicam a forte tendéncia de reorientacao das
cadeias poliméricas na direcao do estiramento, em conjunto com a formagao de vazios no
material nesse processo. Estes processos, a nivel molecular, sao fontes de anisotropias
constitutivas ao analisar o material de maneira global.

Outra fonte de anisotropias constitutivas corresponde a formagao, em conjunto
com a evolugao de maneira orientada, dos microvazios em ensaios uniaxiais. Para estudar
esse comportamento sao apresentados resultados do estudo realizado por Laiarinandra-
sana et al., 2016. Nesse trabalho amostras do polimero semicristalino poliamida 6 foram
ensaiadas de maneira uniaxial e monotonica para trés diferentes niveis de deformagao.
Apoés o ensaio, as amostras foram descarregadas e mantidas por dois meses em um es-
tado livre de tensoes para entao serem inspecionadas, através de tomografia de radiagao
sincrotron (SRT), onde a morfologia das amostras pode ser observada. As curvas de tensao
média por deslocamento de cada um dos trés ensaios estao apresentadas na Figura 2.10.
Para a amostra A os vazios apresentaram formato de moedas, com a normal do plano da

“moeda” na dire¢ao do esforco aplicado (figura 2.11a). Na amostra B se observa que os
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Figura 2.9 — Ilustracao das mudanga da morfologia devido ao estiramento. Na ilustracao
2.9b as regides azuis correspondem a mesofase [Murthy et al., 1995] e as regides marrons

sao os cristais induzidos pela deformagao [Miranda et al., 2016].

vazios se estendem em altura tomando a forma de cilindros (figura 2.11b), e para o caso
C ocorre um aumento em altura combinado com uma diminuicao do diametro do vazio
formando estruturas com formato de elipsoides (figura 2.11c). Os dados capturados pelo
SRT, para diferente niveis de deformacao, demonstram a magnitude da alteragao mor-
folégica e reforcam as observacoes de alteracao local de volume que o material sofre ao
ser estirado [Fang et al., 2006]. Verifica-se ainda que os microvazios formados no material
sao orientados fortemente na direcao do estiramento aplicado, indicando também serem
fontes de anisotropia constitutiva.

A formacao de microvazios e crazing, que sao pequenas trincas no material que pos-
suem microfibrilas entre as faces da trinca, estao associados ao fenomeno de dano e contri-
buem para a deformacao plastica total aparente, apresentada para ambos termoplasticos
amorfos e semicristalinos [G'sell et al., 2002]. A orientac¢ao das trincas na formacao de
crazing, em ensaios de tragao uniaxial, se d& principalmente perpendicularmente a direcao
do esforgo de tragao [Brown e Ward, 1968]. No trabalho de Laiarinandrasana et al., 2016,
ao comparar os resultados na regiao de estriccao para os diferentes ensaios realizados,
verificou-se que significativas deformagoes volumétricas ocorrem quando o material acu-

mula deformacoes permanentes. Embora existam para os polimeros diferentes fontes de
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Figura 2.11 — Morfologia dos vazios para as diferentes amostras analisadas, onde os

vazios estdo em preto e a matriz em cinza [Laiarinandrasana et al., 2016].
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Figura 2.12 — Resposta mecanica do polietileno: (a) curva tensao deformacao, (b)

evolugao da deformacao volumétrica pela deformacao verdadeira [G’sell et al., 2002]

deformagoes volumétricas, no trabalho citado as deformacoes volumétricas foram asso-
ciadas a formacao e evolucao dos vazios formados no material, quando sao acumuladas
deformagoes plasticas. Esta associacao € justificada pela significativa formacao de vazios
apresentadas na regiao de estriccao, conforme apresentado na Figura 2.11.

Em G’sell et al., 2002 ensaios de tracao de polietileno e poliestireno de alto impacto
foram realizados, nos ensaios o deslocamento relativos de pontos na regiao de estriccao
foram determinados por meio de técnicas opticas. Utilizando os deslocamentos relativos
obtidos, as deformagoes longitudinal (na dire¢ao do esfor¢o) e transversal (transversal ao
esfor¢o) na regiao de estricgao foram determinadas. Deformagoes volumétricas foram ava-
liadas utilizando estas deformacoes empregando as hipoteses de material transversalmente
isotrépico e deformagoes homogeéneas, com a deformagao normal a face do corpo de prova
considerada como igual aquela na direcao transversal. Com esta metodologia resultados
para o polietileno sao apresentados na Figura 2.12.

Conforme Figura 2.12.b em pequenas deformacoes, que correspondem a regiao
elastica do material, sao registradas pequenas deformagcoes volumétricas com amplitudes
inferiores a 0,01. Deformacao volumétricas passam a ser acumuladas de maneira mais sig-
nificativa apds a transicao viscoplastica do material, e em torno da deformacao verdadeira
de 0,5 ocorre uma abrupta alteracao na tendéncia de aumento da deformacao volumétrica,
que cresce entao linearmente até a ruptura do material. Na deformagao de ruptura, a de-

formacao axial se encontra em torno de 0,8 e a deformacao volumétrica em torno de 0,4.
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Vale ressaltar que estas observacgoes diferem significativamente da hipdtese comumente
aceita de deformagoes volumétricas nulas (comportamento isocérico) em termoplasticos
[G’sell et al., 2002]. Outros trabalhos, empregando técnicas de correlacao de imagens,
apresentam resultados que corroboram a observacao de deformagoes volumétricas signi-
ficativas associadas ao actimulo de deformagoes plasticas [Grytten et al., 2009; Hachour
et al., 2014]. No entanto, a inclusdo da sensibilidade a deformacao volumétrica perma-
nente ainda é um ponto em discussao na literatura, sendo a hipotese de plasticidade
desviadora a mais utilizada.

Entre outros fenomenos, materiais termoplédsticos sao bastante suscetiveis aos com-
portamentos de dano e fadiga. Diferentes autores apresentam trabalhos investigando o
dano, ou perda de rigidez, de materiais termoplésticos como [Sai et al., 2011; Gunel e Ba-
saran, 2011; Gu et al., 2013]. Alguns autores demonstram uma dependéncia do acimulo
de dano a taxa de deformacao [Balieu et al., 2015], e também associam o comportamento
de dano ao acumulo de deformagoes volumétricas [G’sell et al., 2002] e fatores ambientais
como o actimulo de dano devido a radiacao ultravioleta. Em relagao a fadiga, materi-
ais termoplésticos apresentam maior sensibilidade a cargas oscilantes do que materiais
metalicos. Isso ocorre principalmente devido as cargas oscilantes produzirem calor, re-
duzindo dessa forma a rigidez do material devido ao aumento da temperatura [Ward e
Sweeney, 2012].

Além dos termoplésticos, que possuem muitas investigacoes sobre plasticidade ani-
sotropica induzida por deformagao, os elastomeros também tém ganhado a atencao de
pesquisadores, porém com énfase no dano mecanico. Elastomeros com carga sao conhe-
cidas por apresentar comportamentos mecanicos como o efeito Mullins. Este comporta-
mento se traduz na redugao na rigidez do material em carregamentos ciclicos, estando este
fenomeno relacionado ao actiimulo de dano no material de forma independente da taxa de
deformacgao [Mullins, 1948, 1969]. No entanto, dependendo da composi¢ao do elastomero
o efeito de dano pode estar associado ao comportamento viscoeldstico do material, onde
apos diversos ciclos de carga um estado permanente é atingido [Harwood et al., 1965]. No
trabalho de Dargazany e Itskov, 2009 corpos de prova de elastomero (cloropreno) carre-
gadas com negro de fumo foram testadas em carregamento ciclicos em ensaios biaxiais.
Neste trabalho, conforme Figura 2.13, o corpo de prova foi preso e carregado ciclicamente

na direcao x, entao foi solto nesta direcao e carregado ciclicamente na direcao y. Por meio
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Figura 2.13 — Resposta do ensaio biaxial de cloropreno carregado com negro de fumo

[Dargazany e Itskov, 2009]

deste ensaio foi observado o comportamento Mullins classico ao carregar o corpo de prova
na direcao x, e um comportamento Mullins altamente anisotrépico ao carregar na diregao
y [Dargazany e Itskov, 2009].

Tecidos biolégicos moles, por sua vez, apresentam diversas similaridades com elasto-
meros com carga, apresentando um comportamento viscoso fortemente anisotrépico de-
pendendo da origem do tecido. Nestes materiais podem ser observados os comportamentos
de elasticidade altamente nao-linear, viscoelasticidade, dano mecénico e anisotropia [Li,
2016; Holzapfel, 2017; Fathi et al., 2017]. Dano anisotrépico é comumente observado em
tecidos bioldgicos, e é levado em consideracao no desenvolvimento de diversos modelos
constitutivos [Alastrué et al., 2007; Ehret e Itskov, 2009; Séez et al., 2012; Fathi et al.,
2017; Giiltekin et al., 2018]. No entanto se observa que as leis constitutivas diferem
daquelas para elastomero com carga, onde para elastomeros com carga usualmente sao
utilizadas leis hipereldsticas isotrépicas [Ogden e Roxburgh, 1999; Tomita et al., 2008],
enquanto para tecidos biolégicos moles sao utilizadas leis exponenciais para contabilizar
a presenca de fibras [Chuong e Fung, 1986; Holzapfel et al., 2000a].

As evidénciaas apresentadas nesta secao mostram que a resposta de inelasticidade
anisotrépica induzida pela deformacao é significava em determinados regimes de carrega-

mento, e portanto, necessita ser representada de forma adequada, para diferentes tipos
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de materiais, respeitando suas especificidades. Dessa forma, é importante que sejam de-
senvolvidos modelos que sejam capazes de representar estes comportamentos, mesmo que

de forma fenomenologica.
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3 ESTRUTURA VARIACIONAL EMPREGANDO O CODF

Neste capitulo é apresentado o conceito de elemento equivalente [Treloar, 1975] e
uma proposta de reescrita dos potenciais de energia utilizando este conceito, de forma
a permitir seu uso em uma estrutura variacional para a descricao do comportamento de

materiais que apresentam inelasticidade anisotrépica induzida pela deformacao.

3.1 Conceito de elemento equivalente

Seja uma regiao To C R? ocupada por um corpo no instante inicial (¢ = 0), que cor-
responde a configuracao de referéncia (ou lagrangeana). Nesta configuracao de referéncia
cada particula material ocupa uma posigao X € Ty, e a posigao destas particulas na con-
figuragao atual (ou eulereana) pode ser determinada a partir configuracao de referéncia,
em um instante de tempo ¢, por meio do seguinte mapeamento x = w(X) € T, onde T
corresponde a regiao ocupada pelo corpo no instante atual. Para descrever a deformagcao
em um ponto, o gradiente de deformagao F = Vxw(X) é introduzido, com a restrigao
det(F) > 0. Usando o gradiente de deformagao é possivel mapear elementos infinitesimais
de linha dX, definidos no corpo, na configuracao de referéncia, para a configuracao atual

usando a relagao linear dx = FdX, conforme representado na Figura 3.1 abaixo.

(X)
— T

F

Figura 3.1 — Mapeamento da configuracao de referéncia para a atual

Agora, seja uma tnica cadeia polimérica, pode-se definir um sistema de coordena-
das local preso ao ponto inicial da cadeia, e um segmento de reta r pode ser tragado entre
seus pontos inicial e final. O corpo ao ser deformado, para diferentes instantes de tempo,
tem suas cadeias poliméricas reorientadas e alongadas, conforme apresentado na Figura
3.2. Assim, para a configuracao de referéncia, no instante t = 0, tem-se um segmento

de reta ro = r(6y, ¢o), onde Oy = 6(t = 0) e ¢p9 = ¢(t = 0), e para a configuragao atual
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um segmento de reta é representado por r = r(6, ¢). O segmento de reta na configuragao
atual também pode ser definido como fung¢ao da orientacao no instante inicial e do tempo

t no instante atual, conforme equagoes abaixo,

0 = 0(6, po;t) (3.1)

¢ = ¢(bo, Po;t) (3.2)

r=r(0,¢) =r(by, ¢o;t). (3.3)
Aes Ae;

(a) Configuragao de referéncia (b) Configuracao atual

Figura 3.2 — Representacoes da cadeia polimérica inserida no material

Empregando as defini¢oes apresentadas podem ser desenvolvidas uma medida de
alongamento A\ = |r|/|ro|, uma medida de orientacao da cadeia no instante inicial my =
ro/|ro| e uma medida mista de orientagao e de alongamento no instante atual m = r/|rg| =
Ar/|r|. Note que A = A(6, ¢), ou seja A é uma funcao do par (0, ¢), assim para diferentes
combinagoes dessas medidas diferentes valores de A sao determinados, my tem compri-
mento unitario e m tem comprimento .

Diferentes materiais podem apresentar diferentes elementos microestruturais inse-
ridos em sua estrutura, os quais podem vir a ter suas caracteristicas alteradas devido
aos diferentes esforcos e/ou deformacoes que o corpo for submetido. Exemplos de ele-
mentos microestruturais sao cristais, micro-vazios, fibras, trincas que entre outros, que
podem estar associados a diferentes variaveis estado. Estes elementos microestruturais
sao associados a subestrutura do material, e esta subestrutura pode entao ser mapeada
da configuracgao referéncia para a configuracao atual de forma analoga ao mapeamento do
continuo.

Com a subestrutura consideragoes microestruturais do material, que sao represen-
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tadas por meio de varidveis estado, tém sua evolucao determinada por meio da solucao
do problema constitutivo, e por meia desta ocorre a evolucao da subestrutura do material
[Dafalias, 2001; Bucher et al., 2004]. Assume-se neste trabalho que os elementos micro-
estruturais sao a orientacao preferencial e o comprimento das cadeias poliméricas, que
podem ser determinados, nas configuracoes de referéncia e atual, pelos termos my e m.
Estes elementos também sao chamados, para este trabalho, de elementos direcionaveis e
estao ligados ao continuo, caracterizando dessa forma a subestrutura do material [Dafalias,
2001; Harrysson et al., 2010].

Os elementos direcionaveis descritos apresentam uma clara dependéncia da de-
formagao na evolugao de suas caracteristicas, justamente por permearem o continuo. No
entanto, o mapeamento da subestrutura entre as configuracoes de referéncia e atual nao
corresponde, necessariamente, aquela que mapeia o continuo [Harrysson et al., 2007, 2010].
De forma andloga ao mapeamento do continuo, que mapeia elementos infinitesimais de
linha entre as configuragoes de referéncia e atual, um mapeamento linear da subestrutura
pode ser desenvolvido que mapeie os elementos mg para m. Seguindo a literatura, en-
quanto o mapeamento do continuo determina a deformacao do corpo através do gradiente
de deformagao usando o mapeamento linear dx = FdX, o mapeamento da subestrutura
determina a evolucao de medidas associadas a microestrutura do material. Neste caso,
as medidas relacionadas a orientacao e ao alongamento das cadeias poliméricas sao dadas
pela expressao m = Am, [Harrysson et al., 2007; Harrysson e Ristinmaa, 2008; Harrysson

et al., 2010], representada na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Mapeamento da configuracao de referéncia para a atual

O mapeamento da subestrutura entre as configuracoes de referéncia e atual pode
ser realizado de maneira afim e ndo-afim [Wu e Van der Giessen, 1993; Harren, 1997,
Dafalias, 2001; Miehe et al., 2004]. Na hipdtese de mapeamento nao-afim considera-se que

a microestrutura deforma de maneira diferente do continuo, e o gradiente de deformacao



27

difere do mapeamento da subestrutura A # F, como apresentado em Miehe et al., 2004.
Uma segunda hipdtese, mais simples em sua implementacao, denominada afim confere
o mesmo mapeamento do continuo para a subestrutura, obtendo dessa forma a relagao
A = F. Diferentes hipoteses microestruturais sao empregadas para a determinacao do
emprego das abordagens afim e nao-afim, sendo um tépico em discussao em relagao aos
materiais poliméricos, com diferentes abordagens na literatura [Wu e Van der Giessen,
1993; Harren, 1997; Dafalias, 2001; Miehe et al., 2004; Ward e Sweeney, 2012].

Dado que neste trabalho sao tratados materiais poliméricos, foram utilizados em
todos os modelos desenvolvidos a hipotese de comportamento isocérico. Por utilizar a
hipdtese isocorica o gradiente de deformacao F se equivale ao gradiente de deformacao
isocérico! F, assim neste trabalho o mapeamento da subestrutura é dado por A = F.
As medidas m, e de alongamento A, definidas em fungao do par (0, ¢) podem entao ser
determinadas através de um mapeamento linear dado por F e da medida definida na
configuracao de referéncia mg. As expressoes resultantes do mapeamento proposto estao

apresentadas nas expressoes abaixo,

m(6, ¢) = Fmg (0o, o) m = m(F, my) (3.4)
MO, ¢) = vm -m = VFmg - Fmy = vVmg - FTFm, (3.5)

=vmy-Cmy A= AC,my). (3.6)

Os comportamentos dissipativos observados em materiais poliméricos de viscosi-
dade e deformacoes permanentes empregam uma varidvel de inelasticidade A\* em sua
representacao. Assim, neste trabalho é empregada a hipdtese de que o alongamento A é
decomposto em uma parcela eldstica \¢ e outra ineldstica \'. Esta decomposicao, e as

expressoes resultantes para os termos de taxa sao apresentadas nas equagoes abaixo [Neto

et al., 2008],

A= AN (3.7)
A= AN XA = AN TIAN 4 AN (A TN (3.8)
A=AA)TTENAHTY AT = AT+ AL (3.9)

A expressao de taxa da variavel de alongamento A também pode ser expressa em

funcao de seu par de variaveis de estado de deformacao na configuracao de referéncia

LGradiente de deformacio isocérico F é dado por F = (det F)"3F = J 3F
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(my, C), conforme expressao abaixo,

. 2 —
(AN 19

1 (Om, _~ 0C ~,0m,
:ﬁ ( ato 'Cmg‘l'mo'gmo—{—mo'c ato) (311)
_ % (mg-FT(L" + L)Fm,)  L=FF! (3.12)
= ;Fmy-2DFm, 2D = (L7 + I (3.13)
= %m -Dm Al =m . Dm, (3.14)

finalmente, empregando as expressoes 3.9 e 3.14 a seguinte equacao é obtida,
m - Dm = A\°(\) 7! + M(AH) L (3.15)

Na abordagem deste trabalho, cada cadeia polimérica apresenta uma decomposicao
da deformacao em parcelas elasticas e ineldsticas independentes, que resultam em um com-
portamento mecanico diferenciado para cada direcao do material ao acumular deformagoes
ineldsticas. As expressoes AL apresentadas correspondem a uma decomposi¢ao em
parcelas elastica e ineldstica da parte simétrica do gradiente de velocidade isocérico D,
orientado e escalonado por m. Empregando esta parcela ineldstica, um termo de taxa d

1

pode ser definido pela expressio d = X(X))~!, e a solucdo desta EDO, utilizando como

condigao inicial A{(t = 0) = 1, pode ser obtida por,

t
A= exp / d'(t)dt. (3.16)
0

3.2 Conceito de fungao de distribuicao da orientacao da cadeia (CODF)

Seja uma microesfera que define um dominio dentro do material polimérico. Assume-
se que este apresenta uma quantidade grande n de cadeias poliméricas, para qualquer
instante de tempo, inseridas no dominio definido. Assim neste caso, ao invés de uma
unica cadeia como apresentado anteriormente, existe uma distribuicao continua de ca-
deias poliméricas ao longo das diregdes definidas pelo par de coordenadas esféricas (6, ¢).
Estabelece-se entao uma fungao de distribuicao da orientagdo da cadeia (CODF) dada
por C, que corresponde a densidade relativa de cadeias, com vetor dire¢ao m = m(6, ¢),
que se encontra dentro de um intervalo (6, ¢) e (0 + df, ¢ + d¢) [Wu e Van der Giessen,

1993]. Assim, para um dado elemento infinitesimal que contém dn cadeias, conforme re-
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presentacao na Figura 3.4, a seguinte relacao entre o CODF e um elemento infinitesimal

estéreo angular d€) é obtida,

dn =nC(0, ¢) sen #d0d¢ (3.17)
— nCdQ, (3.18)

integrando esta expressao para toda a microesfera,

™ 27
/dn = / / nC sen dfdd¢o (3.19)
o Jo

™ 2m
n= n/ / C'sen #dfd¢ (3.20)
o Jo

T 2w
/ / C'senfdfde = / cdQ =1, (3.21)
o Jo Q

dQ=senddHd¢

Figura 3.4 — Representacao de uma microesfera contendo n cadeias poliméricas

onde dA, na Figura 3.4, representa um elemento infinitesimal de area associado ao ele-
mento infinitesimal estéreo angular d€). Assumindo que para o caso de um material virgem
(no instante inicial ¢ = 0) o CODF é o mesmo para qualquer par (6, ¢g), integrando a

1
expressao acima tém-se que Cy = C(6y, o) = . Agora, a expressao 3.21 pode ser
T

iy 27 s 27 1
/ / C'sen 0dfdo = / / — sen #pdfydgy = 1, (3.22)
o Jo o Jo 4w

reescrita como,
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reescrevendo a expressao acima usando df2 e d€), a seguinte relacao para C' é obtida,

1 1 dQy
CdQ= [ —dQp=1 C=-—— 3.23
/g; Qo 47 0 47 dQ ( )
1
dn = n—dQ. 24
n=n—dl (3.24)

Verifica-se pela expressao acima que a fungao de distribui¢ao da orientacao da ca-
deia C, na configuracao deformada, corresponde a uma razao entre os elementos diferenci-
ais d€2 e d€Qy, respectivamente, na configuracao deformada e na configuracao indeformada,
a qual pode ser empregada para determinar uma nova expressao dn, conforme expressao
3.24. Considere agora uma quantidade w*, que pode ser definida como fungao do seguinte
conjunto de varidveis de estado w* = w*(A), a qual representa um potencial associado
ao alongamento das cadeias poliméricas para diferentes dire¢oes de uma dado ponto do

material, que ao ser integrado no dominio da microesfera resulta em um potencial ¢*,

p* = /w*(/\)dn (3.25)
= ni w*(N)dQ, (3.26)

T Qo

aproximando numericamente obtém-se a seguinte expressao,

1
f=n— *(N)dQ2 2
¢ =np [ ey, (327)
An Y hw' (M) (3.28)
k=1
~ Z hkw*()\k) = Z hk@*<mk) = Z hk@*(c; m07k), (329)
k=1 k=1 k=1

onde os coeficientes hy correspondem a fatores de peso da quadratura de Lebedev, ou de
alguma outra quadratura, e myg ; sao vetores unitarios definidos pela quadratura escolhida
para a avaliagao do processo de integragao numérica. O potencial @w* = nw* assume que o
niumero de cadeias poliméricas na microesfera n representa um parametro constitutivo, e
fica assim implicitamente multiplicado no potencial energético empregado para representar
o material.

Note que a medida A, conforme Equacdo 3.6, satisfaz a seguinte identidade A\(C; my)
AMC, —myg). As medidas \® e \' apresentadas na secdo 3.1 possuem esta mesma carac-
teristica, dado que sdo decomposicoes da variavel escalar A. Assim, somente os vetores de

integragao que correspondem a um dos hemisférios da superficie de integragao (integragao
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de meia esfera) precisam ser avaliados, ou seja, metades de avaliagoes o que resulta em

m = m/2 vetores de integracao e o potencial ¢* pode ser escrito como,

1 m _
o =n— | W (N)d 2 ; he* (C;myg ). (3.30)

T Qo

Para empregar os potenciais apresentados na solucao de problemas mecanicos, se
faz necessario o emprego de integracoes numéricas aproximadas destes potenciais. Di-
ferentes quantidades de termos podem ser empregadas para realizar estas integragoes
numéricas, onde, conforme esperado, quanto maior a quantidade de termos melhor a
aproximacao da solucao analitica. Exemplos de integracoes dos potenciais sao apresenta-
das na Tabela 3.1, e na Figura 3.5 sao apresentadas graficamente as respectivas as direcoes
de integracao. Os exemplos apresentados na tabela correspondem a diferentes quadratu-
ras de Lebedev, as quais sao utilizadas para realizar a integragao numérica aproximada
de uma integral de superficie de uma funcao definida sobre uma esfera. Quadraturas com

mais termos podem ser encontradas em Badel e Leblond, 2003.

Tabela 3.1 — Exemplos de vetores de integracao e pesos para a integracao numérica da

esfera da quadratura de Lebedev

No m de Pesos Iy Vetores mgy, = [a b ¢] =
termos aey + bey + ces
2 hi =1/2 hy =My my; =[100] mgys=—mg,
hi =1/6 hy =h my; =[100] myy=—mg,
6 ho =1/6  hs = hy my, =[010] mys=—mgo
hs =1/6 hg = hs my3; =[001] mys=—mg3
hy=1/12 hg =M my; =[100] myg=—mg;
hy =1/12  hg = hy myy =[010] myy=—myy
hy = 1/12  hyy = hs my3 =1[001] mg=—mpg3
14 hy =1/16  hyp = hy myy = [/1/3/1/3 \/1/3] mg1 = —mgy
hs = 1/16 his = hs my; = [ 1/3 \/m - \/ﬁ] my 12 = —1Myps5
he = 1/16 iz = he  mog = [—/1/3 /1/3 \/1/3] mo13 = —mog
hy =1/16  hiu=hy my; = [—\/1/3 /1/3 —/1/3] mgy1 = —mg;




32

€3

€

my
€1 €,

(a) Dois vetores (b) Seis vetores (c) Catorze vetores

Figura 3.5 — Representacao dos vetores de integracao da Tabela 3.1

Note que para o caso com dois vetores de integracao emprega-se somente um vetor
para realizar a integracao numérica aproximada. Este resultado se encontra em conformi-
dade com a afirmacao de que somente metade dos m pontos de integracao sao necessarios
na avaliagdo das integragbes numéricas, ou seja, m = m/2. Emprega-se esta abordagem
pois, por exemplo, para o caso com dois vetores de integracao as seguintes expressoes sao

satisfeitas A = 1/[1 0 0] - C[1 0 0] = /[~1 0 0] - C[~1 0 0]. Este comportamento é satis-

feito para quaisquer vetores de integragao paralelos que apontem em em direcoes distintas,
pois estes apresentam o mesmo valor para a variavel escalar A e suas decomposicoes \° e
M. As quadraturas da Tabela 3.1 possuem uma quantidade de termos insuficiente para
representar a integracao da esfera para os modelos estudados, os exemplos de integracao
apresentados servem somente para representar de forma simplficada as caracteristicas da

integracao numeérica.

3.3 Problema constitutivo variacional de inelasticidade

O equacionamento apresentado nesta secao corresponde a uma formulacao varia-
cional bastante geral, baseada naquelas apresentadas nos trabalhos de Ortiz e Stainier,
1999; Fancello et al., 2006, 2008, podendo ser aplicada para definir modelos constitutivos
com comportamentos e fenomenos distintos. Seguindo o framework apresentado nestes
trabalhos, combinando a primeira e segunda leis da termodinamica e descartando efeitos

térmicos, a seguinte expressao é obtida,

D=S:C/2-W >0, (3.31)
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onde D representa a dissipacao de energia, S o segundo tensor de Piola-Kirchoff, C o tensor
deformagao de Cauchy-Green direita e W o potencial de energia livre de Helmholtz. Dado
um conjunto de variaveis de estado £ = {C, Q}. O potencial de energia livre W, que é
funcao destas variaveis de estado, apresenta para sua taxa a seguinte expressao,

_
~aC

. . OW .
W C+—:Q, 3.32
onde Q corresponde ao conjunto de variaveis internas do problema constitutivo. Da
desigualdade apresentada na Equacao 3.31, a expressao de dissipacao pode ser reescrita

como,
S aw\ . oW .

— (2} .¢-ZL.Q>o. :

D (2 ac) C 30 Q>0 (3.33)

A expressao apresentada na Equacao 3.33 deve ser satisfeita para qualquer processo
termodinamico. Dado que para processos nao-dissipativos a seguinte expressao Q = 0
¢ satisfeita, entao para processos termodinamicos quaisquer a Equacao 3.33 resulta nas

seguintes expressoes,

oW
S = 2%/ (3.34)

= Q> .
5q Q=0 (3.35)

as derivadas parciais apresentadas na Equacao 3.35 podem ser definidas como forgas

termodinamicamente conjugadas, com seu respectivo conjunto de variaveis de estado Q,
D=B:Q>0. (3.36)

Empregando a transformada de Legendre, um par de potenciais duais podem ser

definidos, que é fungao do conjunto de forgas termodinamicas definidas (B) e de seu

respectivo conjunto de taxas das varidveis internas conjugadas (Q),

Y* =¢*(B) (3.37)
dy* = (?g . dB (3.38)

= Q:dB, (3.39)
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um potencial dual 1, relacionado a 1*, pode ser definido conforme expressao,

Yp=B:Q—1* (3.40)
dy=dB:Q+B:dQ—-Q:dB (3.41)
=B:dQ. (3.42)

Assim, o conjunto de forcas conjugadas B pode ser reescrito em funcao dos dois
potenciais duais definidos ¢* e 1, bem como a dissipacao D. Empregando as expressoes

apresentadas, relacoes entre as forcas conjugadas e os potenciais apresentados, podem ser

definidas,

D = ¥(Q) + v (B) (3.43)
ow oy
== 3.44
reescrevendo as expressoes apresentadas pode se obter,
ow oy
— 4+ —=0, 3.45
5q " ag (3.45)

onde a Equacao 3.45 representa a condi¢ao de otimalidade de primeira ordem do seguinte
problema de minimizacao,

mén{g—g Q +w<Q;s)}. (3.46)

Finalmente, conforme trabalho de Ortiz e Stainier, 1999, um problema de mini-
mizagao pode ser escrito, o qual define um potencial efetivo = do problema constitutivo,

conforme expressao abaixo,
== m.in{W—i-w(Q;f)}. (3.47)
Q

A condicao de otimalidade de primeira ordem do potencial efetivo =, definido na
Equagao 3.47, garante que a Equacao 3.45 seja satisfeita, respeitando a correta evolucao
das variaveis internas do problema estudado. Além disso, a derivada do potencial efetivo
em relacao a taxa do tensor deformagao de Cauchy-Green direita corresponde ao tensor
tensao S.

0= ow

S = Qa—c = 2% (3.48)

Para satisfazer a expressao de desigualdade da dissipagao da Equagao 3.36, o pro-
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duto do par termodinamicamente conjugado deve apresentar valor nulo ou maior que
zero. Assim dependendo do comportamento mecanico que se busca representar diferentes
restrigoes para a evolugao das variaveis de estados internas devem ser impostas.

Com o objetivo de determinar uma solucao numérica incremental para o problema
constitutivo variacional apresentado, uma discretizagao temporal do problema é empre-
gada. Assumindo que o termo de taxa Q seja aproximadamente constante durante cada
incremento de tempo At, tal que Q ~ AQ /At, um potencial ¥, consistente com o po-

tencial = apresentado na Equacao 3.47, pode ser definido,

v [zae [ am v s e@eo ) a 3.49

/ [ min {17+ 0(s6) (3.49)
= mén{miz“ [ w@;g)dt}

U= rggl {Wn-l—l — W, + Aty (AA—?, ) } (3.50)

3.4 Estrutura constitutiva variacional para materiais com inelasticidade ani-

sotrépica induzida pela deformacgao

Empregando o desenvolvimento apresentado nas segoes 3.1, 3.2 e 3.3 um modelo
constitutivo variacional anisotrépico é desenvolvido nesta secao. Para tanto, considerando
as hipdteses apresentadas na secdo 3.1, seja o conjunto de variaveis de estado {C,.J, Q}
que definem o estado termodinamico do problema, onde Q corresponde ao conjunto de
variaveis internas, e o potencial de energia livre W para este modelo constitutivo dado

por,
W =¢°(C, Q)+ ¢'(Q) + ¢(C)+ U(J). (3.51)

O potencial ¢° corresponde ao potencial elastico associada a parcela eldstica de
deformacao, ¢* corresponde ao potencial ineldstico e ¢ um potencial dependente da de-
formacao total isocérica. O potencial volumétrico U por sua vez, para todos os casos
deste trabalho, apresenta uma penalidade que inibe deformacoes volumétricas. Uma re-
presentacao, através de componentes reologicos, do modelo descrito nesta subsecao esta
apresentada na Figura 3.6.

Para avaliar numericamente os potenciais apresentados nesta subsec¢ao, estes poten-

ciais podem ser integrados empregando a expressao aproximada de integracao apresentada
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wH ¢

Figura 3.6 — Representacao por modelo reolégico do constitutivo estudado

na Equacgao 3.30,

1 m
©° = e aﬁon ~ 2> @ (A, Qi) (3.52)
k 1
1
@ = In _ZdQO ~ 2 Z hi' (Qr) (3.53)
k=1
1 i :
v=r / 50 ~ 23 e (Qr, Qu) (3.54)
T Ja k=1
1 m
=y wdQO ~2Y @A), (3.55)
k=1

onde a funcao k-ésima wy, corresponde a avaliacao das funcoes w utilizando as varidveis de
estado na direcao k. O potencial 1) = w(Q, Q), da Equagao 3.54, corresponde ao potencial
dissipativo do problema. Com o objetivo de desenvolver uma solugao incremental, para
o problema apresentado, foi utilizada a aproximacao de valor constante para a taxa de
deformacao ineldstica ao longo de cada incremento de tempo. Assim, as variaveis internas

do problema podem ser escritas de forma incremental,

Do potencial incremental ¥, desenvolvido na Equacao 3.50, a seguinte expressao ¢é

obtida para o presente modelo,

U = min {AW + At 4} (3.57)

= min {Ag® + Ap' + At Y} + Ap + AU, (3.58)
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tal que,
Ap® = phi — oy (3.59)
Agt = — o, (3.60)
AQO = ¥n+1 — Pn (361)
AU =Upyq — U,. (3.62)

Com a integracao numérica dos potenciais ¢°, ¢' e 1), apresentadas nas Equacoes
3.52 a 3.54, o problema de minimo apresentado pode ser reescrito. As medidas dos
potenciais apresentados estao desacopladas por definicao, onde na avaliacao das variaveis
de um dado indice k do problema nao sao empregadas variaveis de estado com indices
diferentes de k. Assim, o problema de minimizagao apresentado pode ser desacoplado em

m diferentes problemas escalares de minimizacao,
v :HAlgl{AQO + Ap' + At} (3.63)

=9 Z glén {hkAcTJ}z + hp Ay, + hy At (DIZ}
e k

T=2)" i {A&f + Aw) + At @} }. (3.64)
k=1 N
7

Para a solucao destes problemas de minimizacao pode ser empregado o método de
Newton. Utilizando os valores das variaveis internas obtidos pode meio desta minimizacao
pode-se entao determinar, ignorando termos definidos no instantes anterior ¢t = t¢,,, uma

aproximacao numérica para o potencial ¥, definido na Equacao 3.58, conforme expressao

abaixo, .
=N "2k, (min {Aw; + Awj, + At @y} + Awk) + AU. (3.65)
Py \AQk ,
o,

Esta expressao, conforme apresentado na Equacao 3.48, pode ser empregada para

a determinacao do segundo tensor tensao de Piola Kirchhoff S por meio da seguinte

expressao,
e I 90, O Cnyy 0N 8
S 28 _ 22 oV 0 721+1,k8 LS W oU  0Jy11 (3.66)
0C,41 — i1k 0N, 111, 0C11 O0C, 1 0Jyni10C, 11
-3 . 7 oU
=Juis D n c, 3.67
e ev( k=1 >\n+1,k a/\n+1,k ok @ mO,k> * i 3Jn+1 ( )
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onde Dev(e) = (¢) —1/3 C7!(C : (e)), a qual corresponde & operagao para determinagao

do tensor desviador material.

3.4.1 Representacao grafica da forma do CODF

Na abordagem CODF para este trabalho, um conjunto de m variaveis escalares
r representam as variaveis internas do problema constitutivo, ao invés de uma variavel
interna tensorial que é usualmente empregada no framework variacional. Para avaliar a
evolucao destas variaveis internas, neste trabalho é utilizada uma representacao grafica
da superficie, onde r corresponde a uma dada varidvel interna e as variaveis 6 e ¢ sao, res-
pectivamente, os angulos polar e azimutal de um sistema de coordenadas esférico [Menzel
e Waffenschmidt, 2009].

Nesta abordagem cada uma destas varidveis internas escalares r esta associada a
uma orientacao 6 e ¢, e esta orientagao é definida pela mesma orientagao mg empregada
para a integracao do CODF. Com as orientagoes definidas pela quadratura do CODF,
uma representacao de uma uma superficie discreta pode ser obtida pela triangulacao de
Delaunay dos pontos de superficie com magnitude 7, e orientacao mgy na configuracao
de referéncia.

Por exemplo, esta representagao para uma variavel com distribui¢ao de magnitude
uniforme r = 1, utilizando a quadratura de Lebedev de meia esfera com m = 85, é obtida a
distribuicao apresentada na Figura 3.7.a. Esta distribuicao corresponde ao tensor esférico
tal que A = rI, onde a magnitude r de cada direcao k pode ser obtida por meio da
expressao 1 = my - Amg . Analogamente, a representacao do tensor A = rI+rm®m,
com m = [1,0,0], é equivalente a distribuigdo apresentada na Figura 3.7.b.

Esta representacao pode ser utilizada para avaliar a evolucao de m varidveis es-
calares internas, tais como r;, com comportamentos muito mais complexos apresentados

nos exemplos numéricos deste trabalho, que serao apresentados em um capitulo posterior.

3.5 Simetrias da solucao numérica do modelo constitutivo inelastico isocérico

No desenvolvimento do modelo constitutivo inelastico foi empregado o conceito de
tensores estruturais. O emprego de tensores estruturais, conforme colocado anteriormente,
confere as mesmas simetrias apresentadas pelo tensor estrutural ao modelo constitutivo.

Por meio do estudo do grupo de simetria é possivel demonstrar os tipos de simetria do
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(a) Distribuicao homogénea (b) Distribuigdo nao-homogénea

Figura 3.7 — Exemplos de distribuicao de varidveis de estado internas

modelo constitutivo estudado em sua configuragao inicial, e apés o acimulo de variaveis
internas ineldsticas [Spencer, 1971; Zheng e Spencer, 1993].

Com o objetivo de estudar o comportamento do grupo de simetria do presente
modelo constitutivo, seja a expressao apresentada na Equagao 3.67 para o segundo ten-
sor de Piola Kirchhoff, a qual pode ser reescrita como uma funcao tensorial g, tal que
S = g(C, gk, mo, hy), onde g, corresponde ao conjunto de varidveis internas escalares
associada a cada k-ésima direcao de integracao e myy e hi sao, respectivamente, as
direcoes e pesos da integracao da esfera. Como as variaveis internas g sao escalares, estas
variaveis nao sofrem rotagao ao serem transformadas da configuracao de referéncia para
a configuracao deformada, ou vice-versa. Esta expressao pode ser desenvolvida conforme

colocado abaixo,

S = 9(07 4k, mO,k; hk:)

2 X 1 oV, | ou
=J 3 My, —-C(C: M Jpi1——C
n+1 Z W) W ( 0,k ( o,k)) + +18Jn+1

k=1
U 2 X1 9,
Jn —J 3 )\2 C—l
* ( +1 0Jn41 i kz:; 3)\n+l,k a)\nJrl,k n+1’k>
= 2901,1@ Mo + 2 C', (3.68)
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onde My = mg; ® mgy, )\i+1,k = C : My, e as fungoes escalares ¢ 1 e @3 sao depen-
dentes das variaveis de estado do modelo. Por meio do resultado apresentado na Equacao
3.68 pode ser facilmente provado que a fungao tensorial g é isotrépica e objetiva, tal que
g(RCRT, qx, Rmy,, hy) = Rg(C, g, mg s, hiy)RT VR € SO. Com relagdo ao grupo de
simetria do material D, tal que Rmg;, = my;, VR € D, obtém-se a seguinte expressao
g(RCRY, gy, mg 1, hi,) = Rg(C, g, mo, hy)RT VR € D onde cada termo de integragao
adicional empregado no procedimento de integracao adiciona um novo tensor estrutural na
funcao tensorial definida, modificando assim o grupo de simetria do modelo constitutivo.

Na integracao numérica dos potenciais empregando somente um termo, com m = 1,
o grupo de simetria da funcao tensorial corresponde a D = {£1,S;, Sy, S5, H(f), (0 < 6 <
2m)}, onde S; sdo reflexdes sobre os planos da triade ortogonal a qual o vetor unitario m ;
faz parte, e H(6) sao as rotagoes sobre este mesmo vetor unitario. Esta integragao corres-
ponde a um caso extremo para este problema, pelo baixo nimero de termos empregados
no procedimento de integracao.

Ao empregar mais de uma dire¢ao no procedimento de integracao, o grupo de si-
metria da fungao tensorial passa a ser formado pelas transformacoes que satisfazem a
identidade apresentada para os todos tensores estruturais da funcgao tensorial simulta-
neamente. Assim, no caso de um procedimento de integracao que emprega uma triade
ortogonal de vetores unitarios o grupo de simetria corresponde a D = {+I,S;, S, S5},
onde S; sao reflexdes sobre os planos normais aos vetores unitarios que compoem a triade
ortogonal. Entao, ao selecionar um procedimento de integragao numérica dos potenciais
com vetores unitarios apresentando direcoes nao ortogonais entre si, que corresponde a
qualquer caso com quatro ou mais termos de integragao (m > 4), o grupo de simetria do
material se reduz a D = {I, —1}.

O grupo de simetria D de um modelo constitutivo isotrépico é dado pelo grupo
ortogonal completo, ou seja, D = {R | R™' = RT,det R = 4+1}. As transformagoes R
deste grupo de simetria correspondem a quaisquer transformacoes de reflexao e de rotacgao.
Por outro lado, para o modelo estudado neste trabalho ao utilizar 4 termos ou mais na
integragao da microesfera (m > 4) um comportamento anisotrépico é obtido. Neste caso
o grupo de simetria D do modelo é dado por D = {I, —I}. No entanto, note que para o
modelo estudado neste trabalho ao utilizar integracoes com menos de 4 termos diferentes

tipos simetrias sao obtidas, mas nenhuma delas corresponde a um modelo constitutivo
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isotropico.

Uma das caracteristicas mais distintas de um modelo constitutivo isotréopico sao
seus infinitos planos de simetria, ou seja, o modelo possui planos de simetria em quaisquer
diregoes. Verifica-se por sua vez que, para o modelo estudado, cada termo adicional na
integragao da microesfera confere também ao modelo um plano de simetria normal ao
referido vetor unitario do termo de integracao. Assim, no caso especifico do material nao
ter acumulado nenhuma inelasticidade, uma caracteristica do modelo estudado é que: ao
aumentar o nimero de direcoes de integracao da microesfera, e por conseguinte aumentar
o numero de planos de simetria, a resposta mecanica capturada pelo modelo constitutivo
gradualmente se aproxima daquela observada em um modelo isotrépico enquanto todas
as variaveis internas apresentarem seu valor inicial.

Por fim, pelos discussoes apresentadas, é possivel afirmar que o modelo constitutivo
estudado apresenta em sua configuragao inicial indeformada a presenca da isotropia inicial,
e com o processo de deformagao, e consequente acimulo de varidveis inelasticas, ocorre a
evolucao da resposta obtida pelo modelo para um com caracteristicas anisotrépicas. Ou

seja, o modelo constitutivo estudado apresenta anisotropia induzida pela deformacao.
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4 MODELOS COM INELASTICIDADE ANISOTROPICA INDUZIDA
PELA DEFORMACAO

Neste capitulo sao desenvolvidos diferentes modelos constitutivos empregando a
estrutura constitutiva variacional para materiais com inelasticidade anisotrépica induzida
pela deformagao apresentada na secao 3.4. Os modelos desenvolvidos empregando esta
estrutura sao: um modelo com dano e viscoelasticidade anisotrépicos para elastomeros
com carga e tecidos biologicos e; um modelo com plasticidade anisotropica para materiais
termoplasticos. Os modelos apresentados neste capitulo estao de acordo com a hipdtese de
diregbes equivalentes, pois nao apresentam de forma predominante estruturas compactas

e orientadas, como por exemplo estruturas cristalinas.

4.1 Modelo com viscoelasticidade e dano mecanico anisotrépicos induzidos

pela deformacao

O modelo apresentado nesta secao busca representar os comportamentos de ma-
teriais como elastomeros com carga, como por exemplo o efeito Mullins [Mullins, 1948,
1969], e os comportamentos usualmente observados em tecido bioldgicos moles reforgados
por fibras [Holzapfel, 2017]. A estrutura matematica apresentada neste trabalho, dada
a sua construcao variacional, pode ser facilmente adaptada para representar diferentes
tipos de materiais. Para este modelo a seguinte decomposicao viscoelastica é usada para

a medida de deformacao A,

A= AN, (4.1)

onde \° é a medida de alongamento elastica e \V é a medida de alongamento viscosa. Além
da medida inelastica de viscosidade AV, uma outra variavel interna associada a evolucao
do dano 7 é utilizada, tal que n = [0; 1]. Para este problema o potencial de energia livre W
e o potencial dissipativo v sdo dados, respectivamente, pelas expressoes [Vassoler et al.,

2016],

W =" (X, n) + ¢(A) + U(J) (4.2)
¥ =9(d") + 470, n), (4.3)

onde d¥ = \"(\?)!, e 4" corresponde ao potencial dissipativo viscoso e 1 (), 1) ao poten-

cial dissipativo de dano, este ultimo definindo o critério de evolucao do dano no modelo.
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(a) Representacao por modelo reolégico (b) Representagao modelo CODF

Figura 4.1 — Representacao por modelo reolégico do modelo com dano e viscosidade

Uma representacao por modelo reolégico deste modelo é apresentada na Figura 4.1. Os

potenciais apresentados correspondem as seguintes expressoes,

P () ~ 2 é T (Af k) = 2 é T (1 = 1)@ (A7) (4.4)
o(N) =2 ,ﬁ; hyco(Ax) (4.5)

P (d") ~ 2 i hid (dy) (4.6)
W1, n) ~ 2ihkiﬁ"(mmk)- (4.7)

Note que diferentemente dos outros potenciais apresentados acima, a fungao elastica
w0, do potencial eldstico (¢, apresenta uma relacio linear com o potencial de dano 7.
Para n, = 0 a funcao apresenta comportamento nao danificado nesta diregao, e para
. = 1 a fungao elastica apresenta resposta nula, estando assim totalmente danificado na
direcao k. Agora, para se obter uma solucao incremental para este problema, as expressoes

incrementais das variaveis de estado do problema utilizam as seguintes expressoes,

o1 = Apexp(Atg) = A} exp(Ag) (4.8)
X1 = A Ay exp(—Ag) = A" exp(—Aq) (4.9)
Tnt1 = T + A, (4.10)

onde d" ~ ¢ = Ag/At. E utilizando estas defini¢goes o potencial incremental é dado pela
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expressao,
U = min {AW + Aty} (4.11)
Ag,An
= min {Ap® + At(y" + ")} + Ap + AU, (4.12)
a,An
tal que,
ASOC = 506()‘24-1,1:’ 77n+l,k) - 905()\27]“ nn,k) (413)
A(P = 90<)‘n+1,k) - @(An,k> (414)
AU =U(Jps1xk) — U( k). (4.15)

Com a integragao numérica dos potenciais ¢°, ¥ e ¥ apresentadas nas Equacoes
4.4, 4.6 e 4.7, o problema de minimizacao pode ser reescrito. As medidas dos potenciais
apresentados estao desacopladas por defini¢ao, onde na avaliagao das variaveis de um dado
indice k do problema nao sao empregadas variaveis de estado com indices diferentes de
k. Assim, o problema de minimizacao apresentado pode ser desacoplado em m diferentes

problemas escalares de minimizacao,

= min {@°(A5 1, Mns1) + ALY (Aq/AL) + V" (AN, nya) } (4.16)

Aq,An

=2 AcI]niAnn {hk@ed()‘fL—f—l,k? 7771-1-1716) + At(hkqgv(Aqk/At) + hkqgn(AT/k/At 77n+0¢,k))}
k=1 T

¥ =23 g, {5 O tosns) + A8 B/ ) + 6" (S Aty sos)

J/

-

Uy

(4.17)

onde «, da variavel 7,.,, corresponde a um parametro de integracao de forma anéloga
ao proposto em Vassoler et al., 2016. O parametro « permite que a variavel n possa
ser avaliada em um instante entre o instante anterior e o instante atual da integracao
temporal. Para a solugao dos m problemas escalares de minimizacao definidos pelas
expressoes ¥, é empregado o método de Newton pelo qual a condicdo de otimalidade de

primeira ordem corresponde a determinacao dos zeros das seguintes expressoes,

0w° ¢V
rag. = —A, (L = nt1n) + 52— =0 (4.18)
ax +1, ka)\n_H . + an
O
TAn, = ‘+ ¢ =0. (419)

Mg



45

A estratégia de minimizacao para este problema é a seguinte: primeiro minimizar
o problema impondo An; = 0 para determinar Agy; se o residuo ra,, for satisfeito com o
resultado obtido (ra,, > 0) ent@o o problema foi resolvido. Este procedimento acelera a
solucao quando nao ha incremento de alongamento na direcao k, uma vez que nao havera
acumulo de dano. Ao contrario, ambos os residuos devem ser resolvidos simultaneamente.
Com a solucao deste problema é possivel entao determinar uma aproximacao numérica

para o potencial ¥, definido na Equagao 3.58, conforme expressao abaixo,

v = 3" o, (\Ifk + W()\n-i-l,k)) + U(Jp41)- (4.20)

k=1

Para determinar o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff é usada a expressao
apresentada na Equacao 3.67, que para este modelo especifico também é apresentada em
detalhes no apéndice A. A derivada do potencial constitutivo desviador pelo alongamento
e outras solugoes do problema constitutivo também sdo apresentados no apéndice A.
Por fim, o potencial dissipativo merece atencao especial, dado que este necessita uma
penalizacao para inibir taxas negativas da varidvel de dano. A fungao para determinagao

do dano é dada pela expressao [Vassoler et al., 2016],

o"(n,n) =

400 senao,

_ Y ] ara An. > 0
{ mn M > 21)

onde Y (n) corresponde a forga conjugada de dano, que define a evolu¢do da varidvel in-
terna de dano nesta proposta. Esta escolha para a funcdo de dano ¢7, com o potencial
linearmente dependente da taxa de dano 7), torna a resposta de tensao do modelo inde-
pendente da taxa de acimulo de dano. Como expresso em Vassoler et al., 2016, esta
expressao é avaliada em um tempo intermediario n + a, a € [0, 1], tal que Y (7,44) ¢
avaliado em 7,1 = (1 — @)1, + an,y1. A mesma estratégia proposta em Vassoler et al.,
2016 é usada para minimizar o erro da integracao temporal pode ser usada para avaliar

um « conveniente para cada incremento de minimizagao,

in = Y (1) = Yn) . (4.22)

Y (og1) = Y () + Sl A

Mn+1

O potencial viscoso ¢V = ¢*(d") ndo estd presente no residuo TAn, dado que este
potencial é independente do dano. Ja a medida A® é funcao da medida A" o que a torna

dependente de efeitos viscosos, conforme observado na expressao de residuo ra,, . Por fim,
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a evolucao do dano para elastomeros com carga pode ser considerada aproximadamente
independente de taxa, dada que esta é uma caracteristica observada experimentalmente

[Mullins, 1948, 1969].

4.1.1 Potenciais para o modelo constitutivo para elastomeros com carga

Para o primeiro estudo utilizando o framework variacional apresentado na secao
4.1, potenciais especificos para elastomeros com carga sao propostos. As moléculas de
elastomeros carregadas com negro de fumo apresentam usualmente ligacoes cruzadas, e
estas ligacoes estao também ligadas a superficie das particulas de carga em diferentes
posicoes ao longo da cadeia [Dargazany e Itskov, 2009]. Um fen6meno comumente obser-
vado nestes materiais é o efeito Mullins, que se traduz no acimulo de dano no material na
forma de uma progressiva destruicao das ligacoes entre as cadeias poliméricas e a carga,
reduzindo assim a rigidez do material. Este fenomeno ¢é claramente observado em ensaios
de tracao ciclica, onde o efeito Mullins se caracteriza pela degradacao das propriedades
elasticas em niveis de deformacao menores que a maxima deformacao atingida no histérico
de carregamento [Souza e Owen, 1994].

Assim, neste modelo sao utilizadas fungoes elasticas adaptadas do potencial de
Ogden, as quais sao empregadas para representar diferentes materiais com comportamento
elastomérico. Neste trabalho estas expressoes foram modificadas para possuirem sua

primeira derivada nula na configuracao relaxada (w(A = 1) e @(A° = 1)),

*

=

o) = ()~ (-1 (4.23)

*

DIE®

@A) = () = 1) = p(X* = 1), (4.24)

onde p*, 5%, pu e B sao parametros constitutivos do material. A necessidade de potenciais
eldsticos com primeira derivada nula na configuragao relaxada (caracteristica essa obser-
vada em potenciais de fibra) é imposta para garantir que o problema fique em equilibrio
(S = 0) quando a deformacao eldstica em todas as diregdes for nula (A = 1V k). Para

os potenciais dissipativos viscosos e dano sao empregadas as seguintes expressoes,

6" (d") =~(d")" (4.25)

Y(n) =Yy — dlog <1 . i) : (4.26)

o
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onde v é o parametro do potencial viscoso e Y, § e 1, sao parametros do potencial de
dano. O parametro Y| corresponde a uma forga termodinamica de caracteristica energética
que deve ser ultrapassada para o modelo passar a acumular dano, 7, um parametro
que define o limite maximo que o valor de dano pode atingir e 4 um parametro que
determina, em conjunto com o parametro 7., a evolucao do limite energético necessario

para a evolucao da variavel interna de dano.

4.1.2 Potenciais para o modelo constitutivo para tecido biolégico moles

A mesma estrutura empregada pode ser especializada para tecidos biolégicos mo-
les, com ou sem reforgos de fibras (inicialmente isotrépicos ou anisotrépicos). Diferentes
tecidos biolégicos moles como pele, tendoes e artérias sao conhecidos por envolverem
fenomenos mecanicos complexos como grandes deformagoes e resposta nao-linear. Mo-
delos constitutivos para estes materiais usualmente incorporam hipoteses como diregoes
preferenciais, viscosidade e dano [Garcia-Gonzalez et al., 2018].

Tecidos biolégicos moles, em especial artérias saudaveis, apresentam uma estrutura
composita altamente deformavel com comportamento nao-linear com um tipico enrijeci-
mento exponencial para altos valores de pressao vascular. Este efeito de enrijecimento é
comum a diferentes tecidos bioldgicos e estd relacionado ao recrutamento de um nimero
diferente de fibrilas de colageno conforme o tecido se alonga, se traduzindo assim no com-
portamento anisotrépico caracteristico destas estruturas [Holzapfel et al., 2000a]. Para

tanto a seguinte expressao exponencial é usada para definir o potencial eldstico [Holzapfel

et al., 2000b],

5\ = ;—1;2 (exp (kz (A2 — 1)2) - 1) (4.27)
GE(N) = 21@_];2 (exp (k2 (32— 1)2> - 1) , (4.28)

onde kq, ko, k{ e kS s@o parametros de material. Assim, para os potenciais viscoso e dano
é utilizada, respectivamente, um potencial linear e uma funcao de dano simples Vassoler

et al., 2016,

¢"(d") = y(d*)? (4.29)
Y(n) =Y+ B(—log(1 —n))S, (4.30)
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onde v é o parametro de rigidez viscosa e os parametros Yy, § e ¢ sao os parametros do
potencial de dano.

No caso de representacao de tecidos biologicos reforcado com fibras, como tendoes
ou artérias (inicialmente anisotrépicos), o modelo pode facilmente incorporar matematica-
mente uma (ou possivelmente mais) familias de fibras em sua formulagao. Para o caso de
um tecido como uma artéria, se adicionam duas familias de fibras em diferentes direcoes
do material através das expressoes Uy; e Uy, as quais utilizam a mesma formulacio va-
riacional e os mesmos potenciais empregados pela expressao ¥y, da Equacdo 4.17, mas
com parametros constitutivos distintos para representar uma rigidez superior apenas nas

referidas direcées. Assim o potencial U™ da Equacao 4.20 pode ser reescrito como,
=N " 2hy, (\Ifk + @(Anﬂ,k)) +U(Jng1) + Vg1 + T (4.31)
k=1

Cada um dos termos ¥ f1€ U #2 possuem orientagoes de fibra distintas. Os termos

U 73 (com B =1 ou f = 2) sao dados pelo seguintes problema de minimizacao,

Ups = A {OF Nogips0 Tt ps) + AHOFH(ADgps/At) + G1(Angs/ At Nass)) }
(4.32)
onde, conforme colocado anteriormente, as funcoes Jjjed, Q@} e QE’} (ou Yy) sao idénticas,
respectivamente, as funcdes w0, ¢V e ¢” (ou Y) com a excecio dos valores dos parametros

constitutivos.

4.2 Modelo com viscoplasticidade anisotréopica induzida pela deformacao

A estrutura apresentada utilizando o framework variacional e o conceito de fungao
de distribuicao de orientacao da cadeia (CODF) pode também ser utilizado para repre-
sentar diferentes comportamentos ineldsticos e por consequéncia outros materiais. Na
sequencia € apresentada a estrutura utilizada para representar o comportamento de ma-
teriais termoplasticos com viscoplasticidade anisotrépica induzida pela deformacao. Para
este modelo a seguinte decomposicao viscoplastica é usada para a medida de deformacao
A,

A= AN, (4.33)

onde \¢ é a medida de alongamento elastica e AP é a medida de alongamento plastica em

uma determinada direcao. Seja o potencial de energia livre W e o potencial dissipativo
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s

(a) Representacao por modelo reolégico (b) Representagao modelo CODF

Figura 4.2 — Representacao por modelo reolégico do modelo viscopléstico

para estes modelo constitutivo dados por,

W =¢*(X) + " (X) + o(A) + U(J) (4.34)
Y =1p(dP), (4.35)

onde d? = A\P(\P)~!. Uma representagao por modelo reolégico deste modelo é apresentada
na Figura 4.1. Para avaliar os potenciais apresentados nesta subsecao numericamente,
estes potenciais devem ser integrados empregando a expressao aproximada de integracao

apresentada na Equacao 3.30,

() = ﬁ /Q BNy 2 g Bt () (4.36)
FON) = ﬁ /Q ) zihk@p@g) (4.37)
B(EP) = ﬁ /Q @)y 2 kzm; I (A2 At) (4.39)
H(0) = i /Q B ~ 2 i B (). (4.39)

Com o objetivo de desenvolver uma solugao incremental, para o problema apre-

sentado as seguintes expressoes incrementais para as variaveis de estado do problema sao
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utilizadas,

A1 = A exp(Ate?) = N exp(AeP) (4.40)
X1 = A A0 = A X exp(Ae?) T
= Aol exp(—AgP), (4.41)

onde d? =~ ¢? = AeP /At. Do potencial incremental W, desenvolvido na Equacao 3.50, a

seguinte expressao ¢ obtida para o presente modelo,

U= rg;}r?l {AW + At (AP /AL)} (4.42)
= min {Ag® + AP + At Y} + Ap + AU, (4.43)
tal que,
= (A1) — (A7) (4.44)
= " (A1) — #7 (W) (4.45)
Ap = (A1) = ©(An) (4.46)
AU = U(Jpy1) — U(Jy). (4.47)

Com a integragao numérica dos potenciais ¢°, ¢P e 1) apresentadas nas Equacoes
4.36 a 4.38, o problema de minimizacao pode ser reescrito. As medidas dos potenciais
apresentados estao desacopladas por definicao, onde na avaliacao das variaveis de um dado
indice k£ do problema nao sao empregadas variaveis de estado com indices diferentes de
k. Assim, o problema de minimizacao apresentado pode ser desacoplado em m diferentes

problemas escalares de minimizagao,

U= gﬂ}_} {¢°(Mgr) + " (Nhpy) + Atp(Ac? /At) (4.48)
=2 Z Igin {hre® (N1 p) + AP (XD ) + @' (Ael/AL) }
k=1 "k
=2> h pmin {0\ ) + AtaP (D, ) + @Y (Aeh /AL ). (4.49)
m A b
7

Para a solucao destes problemas de minimizacao é empregado método de Newton

pela qual a condicao de otimalidade de primeira ordem corresponde a determinacgao do
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zero da seguinte expressao,

0 —e(\e - v
”:mwK”WMﬂ+W@Lm+AMM&ﬂNO:O (4.50)
ow® ooP Oia?
- A o = = 0. 4.51
ONe Ly, "I * ON ), Tk * Ol (4.51)

Por meio dessa solucao é possivel determinar uma aproximacao numérica para o

potencial ¥, definido na Equacgao 3.58, conforme expressao abaixo,

Wmm::§:2m<@k+wQM&m)+IKLHQ. (4.52)

k=1

Para determinar o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff é usada a expressao
apresentada na Equacgao 3.67, que para este modelo especifico também é apresentada em
detalhes no apéndice B. A derivada do potencial constitutivo desviador pelo alongamento
e outras solugoes do problema constitutivo também sao apresentados no apéndice B. Por
fim, para este modelo o potencial dissipativo também merece atencao especial de forma
a garantir que o comportamento de plasticidade apresente aciimulo estritamente positivo
da varidvel internal de plasticidade (¢ > 0). Para tanto é imposta a seguinte restrigao

para o potencial dissipativo ¢ (ou w") que garante este comportamento [Fancello et al.,

2008,

W (Y para Ag, > 0
{ (&) * (4.53)

400 senao.

4.2.1 Potenciais para um modelo constitutivo para materiais termoplasticos

amorfos

O modelo desta subsecao foi desenvolvido visando a representacao de materiais ter-
mopléasticos amorfos, assim as escolhas de potenciais deste modelo foram feitas baseando-
se nas abordagens apresentadas nos seguintes trabalhos [Haward e Thackray, 1968; Boyce
et al., 1988; Arruda e Boyce, 1993a; Anand e Gurtin, 2003; Farias et al., 2019], referentes

a modelagem de termoplasticos amorfos, o seguinte potencial elastico é escolhido,

0 =2\ pu(log A — 1) 4+ 2 (4.54)

Ow®
— 211102 \° 1,
e plog A°, (4.55)
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onde p é um parametro de rigidez elastico e a medida log A° corresponde a uma medida de
deformacao elastica logaritmica. O potencial plastico escolhido esta baseado na mecanica
estatistica de elasticidade de elastomeros, e corresponde a uma simplificagao da expressao
apresentado em Treloar, 1975 para elastomeros em grandes deformacgoes. Essa escolha
esta baseada na hipotese de que o comportamento inelastico de materiais termoplasticos
assemelha-se ao mecanismo de deformacao de elastomeros, conforme discutido em Haward
e Thackray, 1968; Arruda e Boyce, 1993b. Assim, neste trabalho foi escolhido um potencial
que emprega a inversa da funcao de Langevin na forma da seguinte expressao, conforme

apresentado em Anand e Gurtin, 2003,

FOV) =t [ Dr i tog—t — Ly 1og Y (4.56)
¢ )\lock sinh z /\lock sinh Yy

AP 1
x:£_1< ) :,c—l( ) 4.57
)\lock Y >\lock ( )

onde £~ é a inversa da fungao de Langevin dada por L(e) = coth(e) —1/(e) e 0s termos

IR € Ajer A0 parametros do material. A expressao do potencial wP foi desenvolvida de

forma que apresente a derivada do potencial ineldstico, em relagao a AP, dada por [Anand

e Gurtin, 2003,

owr )2 1 - AP 8x+sinhx 1 Oz +$8 1 (4.58)
oae  HENeck \ X TN o T T 2 \sinhz 0N 9N sinh z '

AP 8$ 1 8:5
. oo LY 22 4.59
HRAock ()\lockl’ + >\lock ONP (CO (13) I) a)\p> ( )
1 )\p ax )\p aﬂ?
. B 4.60
KRAock (Alockx + Nock ONP Nock (9/\7’) ( 6 )
AP
! ( ) ‘ (4.61)
)\lock

O parametro pgr corresponde a uma rigidez do potencial plastico do material, e
este pode ser definido de forma a depender da temperatura absoluta # em que o material
se encontra, tal que pur = pgr(#). A utilizacao da fungao de Langevin para o potencial
plastico reproduz o comportamento de enrijecimento em grandes comumente observado
em materiais termoplasticos. Nesta proposta a anisotropia induzida pela deformacao
do material é funcao da evolucao do alongamento plastico AP com diferentes valores em
diferentes diregoes para um mesmo ponto do corpo. Esta abordagem se diferencia do
trabalho de Boyce et al., 1988 onde emprega-se uma medida de backstress (enrijecimento

cinematico) para representar anisotropia induzida pela deformagao.
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Ressalta-se que embora a geracao e o fluxo de calor neste modelo foram descon-
siderados, isso nao impede que a temperatura inicial do material possa ser usada como
um parametro do modelo. O parametro A\, estd associado ao alongamento limite das
cadeias poliméricas do material e determina um valor limite para a variavel de stretch
AP para tanto o potencial desenvolvido apresenta um comportamento tal que %f—; — 00
para A\’ — A\j,r. Na Figura 4.3 um exemplo do comportamento da expressao apresentada
para ur = 1 e A\jpex = 3, note que % apresenta um valor nao nulo para um instante sem

deformacao inelastica acumulada (com AP = 1).

. ~ v ~ N
Figura 4.3 — Exemplo da evolugao de g% em relacao a AP

Conforme abordagem discutida em Argon, 1973, em materiais termopléasticos amor-
fos o fluxo pléastico é considerado um mecanismo termicamente ativado, que se manifesta
por meio da rotacao de pequenos segmentos moleculares de suas orientacao inicialmente
aleatéria para uma configuragao orientada na direcao da deformacao principal [Miehe
et al., 2009]. A resisténcia ao fluxo pléstico pode ser dividida em duas: intramoleculares
e intermoleculares. As resisténcias intramoleculares estao associadas aos mecanismos de
realinhamento das cadeias poliméricas, como por exemplo flexao, tracao e rotagao das
cadeias. Esta resisténcia depende da estrutura e composi¢ao do polimero empregado. A
resisténcia intermolecular, definida pela variavel s, por outro lado esta associada a me-
canismos como deslizamento e rotacoes entre as cadeias poliméricas. Este mecanismo
apresenta dependéncia de fatores como pressao hidrostatica e o volume livre presente no

material. Para representar este comportamento a seguinte expressao para o potencial
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dissipativo ¢ é empregado [Anand e Gurtin, 2003],

o' () = —> (f)mﬂ (4.62)

m+1\ &}
ow"” eP\™
= - 4.63
R (ég) ’ (4.63)

onde s corresponde a resisténcia intermolecular que evolui com actimulo de deformacao

plastica, e & e m sdo parametros constitutivos que correspondem, respectivamente, a
uma referéncia do termo de taxa de deformagao plastica e a um termo relacionado ao tipo
comportamento do termo de taxa, que para m = 0 torna o modelo independente da taxa
de deformacao e para m = 1 o torna linearmente viscoplastico. Para a evolucao do termo
s, uma aproximagao simplificada do sistema de Equagoes de [Anand e Gurtin, 2003] foi

desenvolvido,

h
Spi1 = 8"+ exp (—S—Ssﬁﬂ) (so—s%). (4.64)

A resisténcia intermolecular s tem como limites s(t = 0) = s e s(t — 00) — s*.
Como exemplo de resposta obtida empregando a expressao apresentada na Equacao 4.64,
segue na Figura 4.5 um exemplo da curva s. Os parametros escolhidos foram hy = 150,

so = 15 e s* = 80.

Figura 4.4 — Resposta s por P

Figura 4.5 — Exemplo da resposta para s com parametros escolhidos

Ao empregar varidveis de estado que estao associadas a todas as direcoes do ma-
terial simultaneamente como temperatura e deformacao volumétrica, em um dado ponto,

ocorre o acoplamento das equagoes destas diferentes diregoes ao empregar procedimentos
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implicitos de solucao do problema constitutivo. Assim, para a simplificacao da solucao
do problema, foi escolhida uma abordagem que evitasse tal acoplamento facilitando sig-
nificativamente a determinacao de uma solucao constitutiva implicita. Uma abordagem
similar a esta com relacao a escolha dos potenciais, e da formulacao variacional, pode ser

encontrada em Farias et al., 2019.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS E RESULTADOS

Neste capitulo os modelos constitutivos propostos sao utilizados para solucionar
diferentes problemas mecanicos, onde os resultados obtidos sao analisados e discutidos.
Para tanto, os modelos estudados sao primeiramente avaliados em casos simples, onde o
principal objetivo foi testar os aspectos relacionados a solugao numérica, como a integragao
numeérica e as caracteristicas basicas associadas a inelasticidade anisotrépica da resposta
do modelo. Na sequéncia do estudo de cada um dos modelos sao avaliados casos mais
complexos, envolvendo diferentes geometrias e casos de carregamento, para apresentar a
capacidade do modelo, e as possibilidades que cada proposta apresenta em casos mais
proximos aqueles de aplicagao.

Para os casos com geometrias complexas o modelo proposto foi implementado no
software ANSYS 14 utilizando a rotina USERMAT [Ansys Inc., 2016a], e dado que todos
os modelos utilizados apresentam comportamento isocorico foi utilizada a formulacao U-P
para a solugao dos problemas [Ansys Inc., 2016b]. Assim, os resultados de diferentes testes
sao apresentados de maneira progressiva em complexidade para elucidar as diferentes
caracteristicas dos modelos propostos neste trabalho.

Para a representacao grafica da anisotropia sao apresentados, nas préximas secoes,
diferentes graficos que representam a forma do CODF, seguindo os trabalhos de Dafalias,
2001; Harrysson et al., 2010. Neste trabalho busca-se estudar as varidveis inelasticas do

modelos constitutivos, entao optou-se por construir uma representacao destas variaveis

da forma do CODF.

5.1 Testes de integracao do modelo com viscoelasticidade e dano anisotréopicos

induzidos pela deformacao

Testes numéricos sao apresentados nesta secao para avaliar as principais carac-
teristicas do modelo proposto, onde uma escolha apropriada para o esquema de inte-
gracao do CODF, e o parametro de integracao « [Vassoler et al., 2016] (parametro as-
sociado a varidvel n do potencial dissipativo ¢"), sdo necessarios para representar ade-
quadamente a resposta desejada. Para este primeiro estudo numérico, o modelo proposto
para elastomeros com carga é empregado. Para tanto, os parametros de modelo apresen-

tados na Tabela 5.1 sao empregados para objetivo de demonstracao da resposta numérica
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somente, nao estando relacionando a nenhum material especifico.

Tabela 5.1 — Parametros constitutivos para os testes de integracao

w® (oM Y

p =20 [MPa] ~=0,1[GPas] Y,=0,5[MPa]

p=4 § = 5 [MPa]
Noo = 1

5.1.1 Integracao temporal

Em Vassoler et al.; 2016 é mostrado que uma escolha arbitraria do parametro «
(associado neste trabalho ao valor da varidvel 7, da funcdo de dano ¢"(An/At, Nyia))
pode gerar erros na solu¢ao numérica dependendo da magnitude do passo de tempo e/ou
deformacao. Para estudar este aspecto da solucao numérica, um teste de tensao uniaxial
impondo uma sequéncia de carregamentos e descarregamentos, conforme Figura 5.1, com
uma taxa constante de deformacao ¢ = 0,05 [1/s], onde cada caminho de carregamento e
descarregamento ¢ subdividido em N passos tempo, é utilizado. Neste estudo o niimero
de incrementos testados é dado pela lista N = {2:4;8;32;128} e, para a integracao do
CODF, foi utilizado m = 85.

1.8

1.6¢

1.2F

0 0.5 1 1.5
Tempo [s]

Figura 5.1 — Alongamento imposto no teste para diferentes «

A Figura 5.2 mostra as curvas de resultado do caso de tensdao uniaxial usando
a = {0,25;0,50;0,75;1,0} e unin, calculado usando a equagdo 4.22, para diferentes

numeros de incrementos V.

!Gradiente de deformagio F = [\ 0 0;0 1/v/X 0;0 0 1/v/)].



Tensé&o uniaxial [MPa] Tenséo uniaxial [MPa]

Tensé&o uniaxial [MPa]

—N=128

1.6 1.65

-e-N=2
-e-N=4 i
-*-N=8

N=32 |
—N=128

(e) @ = amin

1.6 1.65

Dano

Tensao uniaxial [MPa]

Tensao uniaxial [MPa]

-

0.8

—o—qa =0.25
—-o—qa =05
a=0.75§
—o=qa =1
—.—a=a

in

10°

10°

Numero de incrementos

(f) Dano acumulado no ultimo instante

Figura 5.2 — Resposta de tensao para diferentes «, com diferentes niimeros de

incrementos N em cada caminho de carregamento e descarregamento.

o8

Os resultados mostram que ao usar o = ay,,;,, foram obtidos os menores erros para
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o dano acumulado em qualquer nimero de incrementos testado. Embora sejam impostas
grandes deformagoes em cada caminho de carregamento e descarregamento (> 30%),
mesmo um pequeno nimero de incrementos é suficiente para reduzir significativamente o

erro.

5.1.2 Integracao do CODF

Em relacao ao procedimento de integracao do CODF, diferentes conjuntos de ve-
tores e pesos de integracao podem ser empregados para avaliar os potenciais constituti-
vos. Com o objetivo da integracao numérica dos potenciais constitutivos aproximar-se
da integracao analitica destas expressoes, ao empregar quantidades maiores de termos no
processo de integragao o resultado obtido tende a aproximar-se daquele considerado ideal.

No entanto, existe um compromisso na escolha da quantidade de termos da in-
tegracao numérica, pois ao aumentar o nimero de termos na integracao dos potenciais
aumenta-se em conjunto o esfor¢o computacional exigido nesta avaliagao. Assim, um es-
tudo da quantidade de termos de integracao na solucao do problema constitutivo deve ser
realizada na sequeéncia deste trabalho, com o objetivo de avaliar a necessidade do emprego
de diferentes quantidades de termos na integracao para diferentes potenciais, diferentes
geometrias e diferentes condigoes de contorno.

Como mostrado em Ehret et al., 2009 e Verron, 2015 o uso de fungoes nao suaves
para avaliacao dos potenciais pode reduzir a precisao da integragao, mesmo com um
nimero elevado de pontos de integragao. Para estudar a integracao da meia esfera do
CODF sao utilizados testes monotonicos e ciclicos usando a = a,y,;, € 0s mesmos potenciais
e parametros de material do exemplo anterior.

Testes monotdnicos uniaxiais, e de cisalhamento simples?, sao realizados para di-
ferentes nimeros valores de integragao do CODF m = {19;43;85;295} utilizando os
carregamentos apresentados na Figura 5.3. Os resultados, apresentados na Figura 5.4,
mostram que para o modelo estudado usando m = 19 a precisao ¢ mantida somente para
pequenas deformacoes, ou seja, < 30% para a resposta uniaxial e < 75% para a res-
posta de cisalhamento simples. A resposta uniaxial mostra que para grandes deformacoes

(~ 100%) é necessario m = 85.

2Gradiente de deformacao F =[1¢0;010;00 1].
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Figura 5.3 — Carregamentos impostos nos testes monotonico uniaxial e de cisalhamento

simples
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Figura 5.4 — Resposta monotonica uniaxial e de cisalhamento simples para diferentes m

O mesmo teste de carregamento e descarregamento apresentado previamente, usando
diferentes incrementos N de deformacao nos caminhos de carregamento e descarrega-
mento, é realizado para diferentes nimeros de pontos de integracao do CODF usando
m = {19;43;85;295}. Os resultados, apresentados na Figura 5.5, mostram que para
grandes deformagoes (> 100%) somente com m = 85 o modelo é capaz de representar a

resposta de tensao com precisao.
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Figura 5.5 — Resposta de tensao uniaxial para diferentes niimeros de pontos de
integracao m e nimero de incrementos N para cada caminho de carregamento e

descarregamento.

5.1.3 Distribuicao de tensao

A distribuicao de tensao pode também ser afetada pelo nimero de pontos de inte-
gracao [Ehret et al., 2009]. Um disco anular com diametros interno e externo de, respec-
tivamente, 6 mm e 10 mm é submetido a um deslocamento radial 1 mm no seu diametro
externo dividido em 10 passos de tempo. O modelo utiliza 700 elementos lineares SO-
LID185. Os resultados de um quarto do disco, mostrados na Figura 5.6, demonstram
que somente para altos nimeros de direcoes de integracao o comportamento axissimétrico
esperado do modelo é obtido. Na Tabela 5.2 sao apresentados os diferentes tempos com-

putacionais necessarios para solucionar o problema apresentado usando diferentes quan-
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tidades de termos de integracao m. Por meio dos resultados apresentados foi observada
uma relacao linear entre a quantidade de termos de integracao e o custo computacional

da solucao do modelo.

(¢c) m=85

Figura 5.6 — Distribuicao de tensao radial para diferentes niimeros de pontos de

integracao (m)
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Tabela 5.2 — Custo computacional (tc) em segundos

para obter a solucao para diferentes m

m  tels]
19 76 [s]
43 123 [3]
85 219 ||
205 679 [s]

5.2 Casos de estudo utilizando o modelo viscoelastico com dano com aniso-

tropia induzida pela deformacao

Esta secao apresenta testes numéricos que mostram a capacidade do modelo pro-
posto para representar a resposta mecanica usualmente observada para elastomeros com
carga e tecidos bioldgicos moles. Os testes almejam explorar as capacidades anisotropicas

relacionados aos comportamentos de dano, viscoelasticidade e seus acoplamentos.

5.2.1 Anisotropia induzida pela deformacao

Neste framework, a anisotropia inelastica é induzida pela deformacao de cada
direcao previamente definida pela direcao do ponto de quadratura usada na integracao
da meia esfera. O conjunto de testes numéricos apresentados nestas se¢oes servem para
mostrar a evolugao das variaveis internas inelasticas.

No primeiro teste, um paralelepipedo (1 x 0,5 x 0,5 mm) é submetido & com-
pressao, com um posterior alongamento até A = 1,7 na mesma direcao, conforme apre-
sentado na Figura 5.8.a. O teste é realizado utilizando m = 85, e os potenciais apre-
sentados na subsecao 4.1.1. Os parametros de material utilizados sao apresentados na
Tabela 5.3, estes parametros anulam o potencial viscoso tornando a resposta do modelo
independente da taxa de deformacao. A deformacao geométrica e a evolugao anisotrépica

do dano mecanico para este teste sao apresentadas na Figura 5.7.
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Tabela 5.3 — Parametros constitutivos do modelo de elastomero com carga para o teste

de dano
w° Y
p =20 [MPa] Y, =25 [MPa]
b =28 d = 40 [MPa]
Noo = 1

(a) Carregamento compressivo. (b) Carregamento trativo.

Figura 5.7 — Evolucao da forma do CODF usando a variavel de dano n para o

carregamento uniaxial compressivo-trativo.
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Figura 5.8 — Carregamentos imposto e resposta de tensao verdadeira uniaxial

A Figura 5.7 mostra que durante o carregamento compressivo foi acumulado dano
somente nas direcoes submetidas ao alongamento trativo, ortogonais ao esfor¢o de com-
pressao. No entanto, durante o carregamento trativo, a direcao alinhada ao carregamento
trativo passa a acumular dano quando passa a apresentar deformagoes positivas (em
tragao). A evolucao da resposta de tensao devido ao dano neste teste é suave, e pode ser
observada na Figura 5.8.b.

No segundo teste, um cubo unitario é submetido a dois testes de fluéncia em
sequéncia. Neste caso, uma forca unitaria é aplicada na direcao x, retirada, e entao
aplicada na direcao y. Os parametros de material usados sao apresentados na Tabela 5.4
de forma que o tnico efeito ineldstico incluido é o de viscoelasticidade (sendo assim sem
dano). A deformacao geométrica e a evolugao da anisotropia viscosa sao apresentados na

Figura 5.9.

Tabela 5.4 — Parametros constitutivos do modelo para elastomero com carga para o

teste viscoso

a} @6 ¢’U
p*=1[MPa] p=1[MPa] v =1[MPas]
5 =3 =3
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Figura 5.9 — Evolucao da forma do CODF usando a variavel log AV para os testes de
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Figura 5.10 — Carregamento e resposta de deformagao viscosa nos testes de fluéncia no

plano = — .

A Figura 5.9 mostra que o corpo ao ser submetido a uma forca constante na diregao

x apresenta acimulo de deformagao viscosa trativa, conforme esperado de um compor-

tamento viscoso usual. Apds o ponto B, ao descarregar o corpo, pode ser observado na

Figura 5.10.b um descarregamento elastico do corpo na dire¢ao x, e ao iniciar o carrega-

mento do corpo na direcao y pode ser observado nesta mesma curva o comportamento de
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carregamento elastico e posterior comportamento viscoelastico.

O comportamento viscoelastico também é observado quando o carregamento é apli-
cado na direcao y, dado que um alongamento viscoso residual se encontra ainda presente
na dire¢ao = (conforme Figura 5.9.C). No entanto, ao progredir com o carregamento, a
representacao viscoelastica na direcao y se torna similar aquela observada na direcao .

A evolugao viscoelastica usual de um teste de fluéncia é observada na Figura 5.10.

5.2.2 Elastomeros com carga

Nesta se¢ao é realizado um teste numérico, implementado em software comercial
de elementos finitos, da inflagao de uma membrana de elastomero com dano mecanico e
viscoelasticidade. Para tanto uma membrana com as bordas engastatadas, quadrada e
plana (200 x 200 x 1 mm), é inflada usando a curva de pressao apresentada na Figura
5.11. O teste foi realizado utilizando m = 85, empregando o modelo para elastomeros

com cargas proposto na secao 4.1.1, e os parametros de material apresentado na Tabela

2.5.

Tabela 5.5 — Parametros de material para o teste de inflacao de membrana

&° ¢ Y
uw=1[MPa] ~ =500 [MPas|] Y,=0,15[MPa]
B=6 § = 2,1 [MPa]
Noo = 1
10
8,
a
2,
00 1‘0 2‘0 30 46 5‘0 6‘0 70
Tempo [s]

Figura 5.11 — Pressao aplicada
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(c) Distribuigao do dano no

ponto A ponto B

(d) Distribuicao da (e) Distribuigao da
deformacao viscosa no deformacao viscosa no
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Figura 5.12 — Distribuigao de tensdo, dano e deformagao em t = 50[s].
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Figura 5.13 — Tensao J2 e o dano maximo no centro da membrana, no marcador A, e na

fronteira, no marcador B (conforme apresentado na Figura 5.12)

Diferentes distribui¢coes de dano na fronteira e no centro da membrana, em di-
ferentes instantes de tempo, sao apresentados na Figuras 5.12.a and 5.12.b. Conforme
esperado, a distribuicao de dano na fronteira e no centro mostram que o dano e a de-
formagao viscosa acumuladas sao orientadas principalmente nas dire¢oes submetidas aos
maiores valores de deformacao trativa.

A resposta de tensao também apresenta valores conforme esperado, com altos va-
lores de tensdao no centro e na fronteira da membrana e picos de tensao obtidos nos
mesmos instantes de pressao maxima. O teste apresentado mostra de forma qualita-
tiva as capacidades do modelo de resolver problemas submetidos a grandes deformacgoes,
com configuragoes deformadas e ciclos de carregameto complexos, distribui¢cao de dano e

viscosidade nao homogénea e grandes valores de dano acumulado.

5.2.3 Tecidos bioldgicos moles

Neste estudo de caso foi empregado o modelo desenvolvido para tecidos biolégicos
moles da secao 4.1.2, que foi implementado em software comercial de elementos finitos.
Neste teste um segmento de um tubo é submetido a uma condicao de contorno de desloca-
mento radial, como aquela observada em um procedimento de angioplastia. Carregamen-

tos posteriores correspondem a uma curva de pressao imposta na parede interna seguindo
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uma curva de pressao arterial tipica, conforme Figura 5.15 [Goldwyn e Watt, 1967]. Os
resultados esperados neste estudo sdo o aumento localizado de deformagoes (aneurisma)
na regiao que sofreu o trauma inicial [Miley et al., 2008]. Ambas extremidades do tubo
estao presas, e o trauma corresponde a um deslocamento radial monotonico de 4 mm na

regiao definida como la da Figura 5.14.

Figura 5.14 — Dimensoes do modelo de artéria
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Figura 5.15 — Curva de pressao interna

A dimensao  mostrada na Figura 5.14 corresponde ao angulo de duas familias de

fibras adicionadas para representar o tipico comportamento anisotrépico de uma artéria.
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Os parametros de material empregados para o CODF sao apresentados na Tabela 5.7,

usando m = 85.

Tabela 5.6 — Parametros de material para o teste da artéria

@ w° o’ Y

ki = 0,23 [MPa] ki =3 [MPa] ~ = 10 [MPas| Y, = 0,05 [MPa]

ks = 0,05 kS =05 B = 8 [MPa]
¢=3

As duas familias de fibras, mostradas na Figura 5.14, possuem o mesmo angulo +/

em relacao ao eixo principal. Os termos da parcela de fibra do modelo W f1e U f2 empregam

para seus potenciais as mesmas expressoes usadas para o parcela do CODF conforme

discutido na subsecao 4.1.2, e os parametros constitutivos para estas duas familias de

fibras sao apresentados na Tabela 5.7.

Tabela 5.7 — Parametros constitutivos das duas familias de fibra

7 7 v,
kG, =40 [MPa] vy =10 [MPas| Yy, = 0,001 [MPa]
ke, =5 By = 0,18 [MPa]

(=165
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(a) Deslocamento total [mm]|

(c) Distribuigao de deformacao viscosa no

(b) Distribuigdo de dano no ponto A ponto A

Figura 5.16 — Resposta mecanica do tubo no ultimo instante de tempo (¢ = 35s)
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Figura 5.17 — Deslocamento radial e evolugao das varidveis internas da familia de fibras

No primeiro pico de deslocamento radial (em ¢ = 0,8s como mostrado na Figura
5.17.a) a regidao de trauma alcanca o méximo valor de dano acumulado para o CODF
(figura 5.16.b) e para as familias de fibra (figura 5.17.c). Por outro lado, conforme mos-
trado na Figura 5.17.c, o acimulo de deformacao viscosa gerou um progressivo aumento
do deslocamento radial na regiao de trauma, causando consequentemente uma reducao
da espessura do tubo nesta regiao. Ambos os efeitos de acimulo de dano, que diminuiu
a rigidez do material, e a perda de espessura do tubo, ocorridos na regiao de trauma
devido ao comportamento viscoso, reduzem a resisténcia mecanica nesta regiao causando

a formacao do aneurisma.
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5.3 Testes de integracao do modelo com viscoplasticidade anisotrépica in-

duzida pela deformacao

Nesta secao sao apresentados alguns testes utilizando o modelo de viscosplastici-
dade com anisotropia induzida pela deformacao, para observar o inicio e a evolucao do
comportamento inelastico do modelo para diferentes quantidades de termos de integracao
do CODF. Para tanto nesta secao sao utilizadas expressoes simples para os potenciais, de
forma que facilitem a visualizacao do inicio do comportamento ineldstico, na forma das

seguintes expressoes,

W(A) = 22°p(log(A\) — 1) + 24 (5.1)
GP(NP) = N (oo — H(1 — log(\"))). (5.2)

Os estudos numéricos desenvolvidos sao dois casos de carregamento monotonico,
um de tracao uniaxial e outro de cisalhamento simples. Nenhuma geometria especifica
¢é estudada, somente um ponto do corpo submetido a um determinado gradiente de de-
formacao, onde o equilibrio de esforcos do carregamento uniaxial é satisfeito. As propri-
edades mecanicas dos potenciais apresentados para este estudo sao dadas por u = 500,

0o =40 e H = 10.

5.3.1 Tracao uniaxial

Para este estudo, seja um ponto submetido a um carregamento trativo uniaxial
tal que a deformacao aplicada esteja prescrita pelo seguinte gradiente de deformacao F
=[a00;01/y/a0; 00 1/y/al], onde a é definido como o alongamento aplicado neste
ponto do corpo. A deformagao é imposta em forma de rampa por meio de uma medida
de deformagao e,,; = log(a), que evolui monotonicamente no intervalo €,,; = [0 0,5].

Conforme Figura 5.18, ao aumentar o nimero de termos de integracao torna-se
dificil distinguir o ponto de inicio do processo de plastificagao na curva tensao deformacao,
que fica suavizado. Esta caracteristica de suavizacao é observada também ao longo da
curva tensao deformacao, pois nao é possivel identificar as diferentes orientagoes de in-
tegracao que passam a acumular deformacao plastica. Observa-se assim que, a resposta
da curva tensao deformacao de forma geral tende a ficar suavizada ao empregar uma

quantidade maior de termos de integracao.
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Figura 5.18 — Curvas tensao deformacgao para o caso uniaxial com diferentes quantidades

de termos de integragao

De forma a estudar esta transicao de comportamento, conforme é aumentado o

nimero de diregoes de integracao, sao apresentadas a resposta de tensao do modelo em

conjunto com a evolugao das variaveis de estado do problema constitutivo para as quan-

tidades de termos de integragao m = {1,3,7,43,85}. Nas Figuras 5.19, 5.20, 5.21, 5.22

e 5.23 sao apresentadas as resposta de tensao e deformacao, além a forma do CODF das

variaveis A, \° e AP para diferentes instantes marcados na curva tensao deformacao com

uma marcagao .
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(a) Deformagoes na direcao x

Figura 5.19 — Resposta de um ponto do corpo
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Figura 5.20 — Resposta de um ponto do corpo para o caso uniaxial com m = 3
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Figura 5.21 — Resposta de um ponto do corpo para o caso uniaxial com m =7
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Figura 5.22 — Resposta de um ponto do corpo para o caso uniaxial com m = 43
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Figura 5.23 — Resposta de um ponto do corpo para o caso uniaxial com m = 85
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Percebe-se pelos resultados apresentados que embora a evolucao das variaveis de
estado na direcao x nao se altere ao aumentar a quantidade de termos de integragao, a res-
posta de tensao do modelo se altera sensivelmente. Isso decorre da soma das contribuigoes
em direcoes distintas que, ao passarem a contribuir na resposta em diferentes instantes
suavizam a curva do modelo. No entanto, as varidveis de estado evoluem de maneira
similar em cada direcao dependendo diretamente do valor de A atual naquela direcao.
Observa-se também que, para o caso estudado, e com os potenciais escolhidos, ao em-
pregar m = 85 ou quantidades maiores de termos de integracao mais as curvas tensao
deformagao apresentam diferencas pouco significativas para as diferentes quantidades de

termos de integracao.

5.3.2 Cisalhamento simples

Para o caso de cisalhamento simples um ponto de um corpo é submetido ao gra-
diente de deformagdo F = [1 0 0; 0 1 0; ~ 0 1], onde foi considerado que a varidvel
~ corresponde a uma medida de deformacao cisalhante. Esta medida de deformagao foi
imposta de forma monotonica cobrindo o intervalo determinado por v = [0 0,5].

Na Figura 5.24 sao apresentadas as curvas tensao deformacao empregando incre-
mentos de deformacao v de 0,001 e diferentes quantidades de termos de integragao m.
Bem como no caso da subsecao anterior de carregamento em tracao, conforme pode ser
observado na Figura 5.24, ao empregar uma quantidade maior de termos de integracao
torna-se dificil distinguir o ponto de inicio do processo de plastificagao pois a curva tensao

deformagao vai tornando-se cada vez mais suavizada.
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Figura 5.24 — Curvas tensao deformagao para o caso cisalhante com diferentes

quantidades de termos de integracao

Os resultados da evolucao das varidaveis de estado deste problema para as quanti-

dades de termos de integracao m = {3,7,43,85} sdo apresentadas em diferentes figuras

na sequencia. Nas Figuras 5.25, 5.26, 5.27 e 5.28 sao apresentadas as resposta de tensao

e deformacao, além da forma do CODF das varidveis A, A® e \P para diferentes instantes

marcados na curva tensao deformacao com uma marcacao .
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Figura 5.25 — Resposta de um ponto do corpo para o caso cisalhante com m = 3
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Figura 5.26 — Resposta de um ponto do corpo para o caso cisalhante com m =7
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(d) Duas vistas da resposta do CODF usando a medida AP em diferentes instantes de tempo

Figura 5.27 — Resposta de um ponto do corpo para o caso cisalhante com m = 43
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(d) Duas vistas da resposta do CODF usando a medida AP em diferentes instantes de tempo

Figura 5.28 — Resposta de um ponto do corpo para o caso cisalhante com m = 85

Como no caso de carregamento de tracao, no caso de carregamento de cisalha-
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mento simples a evolucao das variaveis de estado é a mesma na direcao x para diferentes
quantidades de termos de integracao. Isso ocorre pois a deformacgao imposta é a mesma
para todos os casos estudados, portanto a medida A apresenta o mesmo valor na direcao
x para todos os casos. Por fim, observa-se que ao empregar m = 85, ou mais termos de
integracao, a resposta da curva tensao deformagao nao se altera, assim esta quantidade
de termos de integragao sera utilizada para o restante dos testes empregando o modelo

com viscoplasticidade anisotrépica induzida pela deformacao.

5.4 Casos de estudo utilizando o modelo com viscoplasticidade anisotrépica

induzida pela deformacao

Nesta secao sao apresentados alguns testes numéricos que demonstram os resul-
tados obtidos empregando o modelo com viscoplasticidade anisotropica induzida pela
deformagao aplicada para o caso de materiais termoplasticos amorfos. Para tanto, nesta
secao ¢ empregado o modelo apresentado na secao 4.2.1. Os testes apresentados bus-
cam representar o comportamento deste material em relagao as suas caracteristicas vis-
coplasticas de maneira a elucidar as capacidades do modelo proposto. Para todos os testes

apresentados nesta secao empregou-se para o procedimento de integracao m = 85.

5.4.1 Ciclico unidirecional

Para este caso de estudo seja um cubo unitério submetido a um carregamento
ciclico com dois ciclos de carga com mesma diregao (dire¢ao y), conforme Figura 5.29. As

propriedades mecanicas empregadas neste estudo sao apresentadas na Tabela 5.8.

Tabela 5.8 — Parametros constitutivos do modelo para materiais termoplésticos

w* wP wv S
= 1000 [MPa] pp =2 [MPa] & =1 hy =50
Aoce = 1,8 m =0 sy =15 [MPa]

s* = 8 [MPa
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(a) Instantes A e B da Figura (b) Instante C da Figura (c) Instantes D, E e F da
5.30.a 5.30.a Figura 5.30.a

Figura 5.29 — Condicoes de contorno do caso ciclico unidirecional para os diferentes

instantes apresentados na Figura 5.30.a

Conforme tabela 5.8, neste teste foi utilizado o valor m = 0 para o parametro
viscoso, tornando o modelo independente da taxa de deformacao. Os resultados para este
caso estao apresentados na Figura 5.30. Diferentes instantes estao indicados por pontos
na curva tensao deformagao da Figura 5.30.a. Para cada um destes instantes a respectiva

forma do CODF usando a medida AP do modelo variacional é apresentada.
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(a) Curva tensao deformacao do modelo

y X y X y X

(b) Instante A (c) Instante B (d) Instante C

y X y X y X

(e) Instante D (f) Instante E (g) Instante F

Figura 5.30 — Resposta de tensao e distribuicao do CODF usando a variavel A\? em

diferentes instantes com carregamento unidirecional

A curva tensao deformacao da Figura 5.30 apresenta a resposta usual de plasti-
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cidade, onde o corpo ao ser carregado pela segunda vez apresenta na regiao elastica a
mesma resposta de tensao observada ao descarregar o corpo. Para este caso, o corpo ao
acumular deformagao plastica novamente apresenta uma curva tensao deformagao com a
mesma tendéncia observada antes do corpo ser descarregado. Observa-se também que a

forma do CODF usando a medida AP nao evolui nas dire¢oes ortogonais ao carregamento.

5.4.2 Ciclico bidirecional

Para este caso de estudo foi realizado um teste similar ao caso ciclico unidireci-
onal apresentado na subsecao 5.4.1, mas com o segundo ciclo de carregamento imposto
na diregao ortogonal ao ciclo anterior (primeiro ciclo na dire¢ao y e segundo ciclo na
diregao x), conforme Figura 5.31. Para este caso também foram utilizadas as proprie-
dades mecanicas apresentadas na Tabela 5.8. Diferentes instantes estao indicados por
pontos na curva tensao deformacao da Figura 5.32.a. Para cada um destes instantes a

respectiva forma do CODF usando a medida A? do modelo variacional é apresentada.

(a) Instantes A e B da Figura (b) Instante C da Figura (c) Instantes D, E e F da
5.32.a 5.32.a Figura 5.32.a

Figura 5.31 — Condicoes de contorno do caso ciclico bidirecional para os diferentes

instantes apresentados na Figura 5.32.a
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Figura 5.32 — Resposta de tensao e distribuicao do CODF usando a variavel AP em

diferentes instantes no caso com carregamento bidirecional

Para este caso a resposta obtida apresenta uma significativa alteragao no segundo
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ciclo da curva tensao deformacao em comparagao com a resposta do caso unidirecional,
apresentada na Figura 5.30. A deformacao equivalente apresenta uma sutil reducao no
inicio do processo de tragao na direcao x, para depois retomar o aumento da deformagcao
equivalente em maiores valores de deslocamento na diregao x.

Note que para o caso bidirecional estudado, uma significativa reducao da rigidez
do corpo ocorre na direcao ortogonal ao primeiro carregamento. Isso se deve a perda de
rigidez na direcao y do corpo devido ao carregamento inicial que acumula deformagoes
plasticas nessa direcao, afetando a rigidez do corpo ao ser carregado em outras diregoes,
como ocorre no caso apresentado ao ser carregado na direcao ortogonal x. O resultado
apresentado difere fortemente de um caso isotrépico indicando a forte caracteristica de

plasticidade anisotrépica do modelo estudado.

5.4.3 Caso viscoplastico uniaxial

Para este caso de estudo é apresentado um exemplo uniaxial monotonico com
resposta viscoplastica. Para tanto o parametro m escolhido é diferente de zero, e fo-
ram utilizadas trés diferentes taxas de alongamento. Na tabela 5.9 sao apresentados os
parametros constitutivos do modelo, e na Figura 5.33 sao apresentadas as curvas tensao

deformagao para as diferentes taxas de deformagao impostas.

Tabela 5.9 — Parametros constitutivos do modelo para materiais termopléasticos com

viscoplasticidade
w* wP w? S
p = 1000 [MPa] pur =2[MPa] &5 =1 ho =500
Aock = 3,5 m = 0,6 sy =800 [MPa]

s* = 200 [MPa
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Figura 5.33 — Curvas tensao deformacao para diferentes taxas de deformagao

Neste estudo é apresentada a caracteristica viscoplastica do presente modelo, com
uma regiao eldstica inicial e posterior comportamento viscoplastico. O modelo estudado
apresenta caracteristicas comumente observadas na resposta mecanica de materiais ter-
moplasticos como: a alteracao no patamar de tensao na regiao viscoplastica ao alterar a

taxa de deformacao e; enrijecimento em grandes deformagoes.

5.4.4 Deformacoes heterogéneas

Para este tultimo caso de estudo duas geometrias diferentes sao estudadas, uma
geometria corresponde a uma barra com dois rasgos circulares alinhados e a outra ge-
ometria com rasgos desalinhados, conforme apresentado na Figura 5.34. As geometrias
escolhidas promovem uma condi¢ao com deformagoes heterogéneas, com uma localizagao

das deformacoes na regiao com o entalhe.
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Figura 5.34 — Geometrias do caso com deformacoes heterogéneas

O corpo ¢é submetido a um carregamento monotonico na diregao y de 10 milimetros
em um intervalo de tempo de 100 segundos. Para este caso de estudo foram empregadas

as propriedades mecanicas apresentadas na Tabela 5.10.

Tabela 5.10 — Parametros constitutivos do modelo para materiais termoplésticos

<

w® wP w s
p = 1000 [MPa] pr=1[MPa] ;=1 hy=15
Alock = 1,6 m =0 so=4[MPa
s* = 1,5 [MPa]

Nas Figuras 5.35 e 5.36 sao apresentados, respectivamente, os resultados do estudo
com os entalhes alinhados e desalinhados. Nas curvas tensao deformacgao apresentadas
nas Figuras 5.35.a até 5.35.c estao marcados com pontos os instantes de tempo em que
sao apresentadas as representagoes da resposta de tensao e a distribuicao do alongamento
plastico na Figura 5.35.d. Esta mesma organizagao foi utilizada para a apresentagao dos

resultados na Figura 5.36.
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do problema com os entalhes alinhados
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Figura 5.36 — Respostas de tensao e da distribuicao de alongamento plastico em pontos

do problema com os entalhes desalinhados

A solucao dos problemas com entalhes alinhados e desalinhados apresentados, res-
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pectivamente, nas Figuras 5.35 e 5.36 exibem concentragao de tensao na regiao do entalhe
com deformagoes finitas nesta regiao, mostrando o processo de estriccao e estiramento.
Pode ser verificado também que os dois diferentes pontos marcados na geometria, com
os marcadores A e B, apresentam uma evolucao da forma do CODF orientada com as
diregoes principais dos esforcos resultantes nestas posigoes.

Conforme apresentado, ambos os casos apresentam uma distribuicao de alonga-
mento plastico distintas em diferentes pontos do corpo e, por consequéncia, diferentes

caracteristicas e orientacoes da anisotropia resultantes do processo de deformacao.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada uma proposta de estrutura matemaética variacional,
que emprega o conceito de funcdo de distribuigao da orientacao da cadeia (CODF), para
desenvolver uma familia de modelos constitutivos com o comportamento de inelastici-
dade anisotrépica induzida pela deformacao. A estrutura proposta foi particularizada de
forma a se obter dois modelos constitutivos: um modelo para viscoelasticidade e dano
anisotrépicos acoplados; e um modelo viscoelastoplastico anisotrépico. Na literatura nao
existem modelos que acoplem fenomenos anisotrépicos de viscoelasticidade e anisotropicos
de dano mecanico, ou que apresentem plasticidade anisotrépica empregando o CODF. Tal
estrutura amplia de forma significativa a capacidade de representagao de comportamentos
mecanicos observados em materiais com complexos mecanismos de inelasticidade.

O modelo com dano e viscosidade anisotrépicos, especializado para borrachas,
apresenta uma abordagem CODF similar a diferentes modelos com dano anisotropico,
desenvolvidos para borrachas com carga, porém adicionando o comportamento de visco-
sidade anisotropica. Ja o modelo viscoplastico anisotropico, especializado para materiais
termoplasticos, fornece uma estrutura completamente distinta dos modelos classicos da
literatura, considerando comportamentos mecanicos inelasticos equivalentes nas diregoes
da integracao numérica.

Com os modelos de material propostos, foram apresentados exemplos numéricos
demonstrando a capacidade de reproduzir diferentes comportamentos observados em ma-
teriais sujeitos a inelasticidade anisotrépica induzida pela deformagao, como por exemplo,
o fenomeno de dano e de relaxacao em elastomeros com carga, formacao de aneurismas
em tecidos bioldgicos e a estriccao e estiramento de corpos de prova de termoplasticos
amorfos. Estes comportamentos foram reproduzidos de forma qualitativa com o intuito
de representar a tendéncia da resposta mecanica esperada dos materiais estudados. Este
objetivo foi alcancado gracgas aos fenomenos inelasticos de viscosidade, dano e plastici-
dade anisotrépicos induzidos pela deformacao presentes nos modelos desenvolvidos neste
trabalho.

Testes numéricos do niimero de pontos na quadratura foram realizados com o ob-
jetivo de estudar as caracteristicas da estrutura inelastica. Foi observado que é necessario

utilizar no minimo 85 direcoes para problemas de grandes deformacoes para os modelos
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testados (> 100%). Para deformagoes menores, é possivel reduzir o nimero de diregdes de
integracao, e consequentemente o custo computacional. Com relacao a integracao term-
poral, mostrou-se que ao utilizar o parametro de integracao «,,;, o erro da integracao
temporal incremental foi reduzido significativamente, mesmo para grandes incrementos
de tempo.

Visto que neste trabalho a representacao das variaveis ineldsticas nao pode ser
feita por tensores, foi utilizada uma forma de avaliacao grafica de variaveis escalares e
suas direcoes, que serve bem ao proposito desta analise. Com esta representacao, foi
possivel evidenciar claramente o comportamento de anisotropia induzida pela deformagao
nos modelos propostos.

Os modelos foram implementados em um software comercial, onde os resultados
obtidos apresentaram convergéncia e distribuigoes suaves das varidveis inelasticas, de-
monstrando assim a capacidade dos modelos propostos para seu uso em simulacao de
geometrias complexas. Por fim, a estrutura matematica apresentada, que reduz o pro-
blema de minimizacao em m problemas escalares desacoplados, pode facilmente fazer
uso de algoritmos de paralelizagdao, o que pode reduzir de forma significativa o tempo
computacional.

Quanto a trabalhos futuros, sugere-se que sejam estudados: i) o nimero necessério
de pontos de integragao para quadraturas diferentes daquela utilizada neste trabalho;
ii) validar experimentalmente as respostas observadas para os dois modelos propostos,
calibrando os parametros de material com dados experimentais reais; iii) comparar a
resposta do modelo viscoplastico com modelos de encruamento cinemético usualmente

utilizados em aplicacoes de termoplésticos.
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APENDICE A — Resultados do modelo anisotropico variacional viscoelastico isocorico

com dano usando o CODF

Neste apéndice apresentadas algumas expressoes do modelo de viscoelasticidade

com dano usando o CODF. Estas expressoes podem ser tteis principalmente na imple-

mentacao em codigos de simulacao numérica.

A.1 Tensor tensao

O tensor tensao para este modelo é dado por,

S = 8" 48" (A1)
. Zm 1 97,
SZSO — D A2
I ev( — Ant1k ONnt1k Mo & mo,k) (A.2)
oU
vol — -1 A

a derivada do potencial ¥, pelo alongamento corresponde a,

O\ trial —e —
o, h( e A 00" 0B ) (A4

M1k ONT Ok ONE L1 OAngik
1 o0w* 0w
= 2hk N eXp(—At 801}) o + (A5)
S ow® 0w
— 2h,, | ZntLk + A6
. <>\n+1,k: ONiie OAntik o)

finalmente, a expressao para o tensor tensao S*° resulta em,

, 2 ¢ Ow° 1 0w
Siso — 775 N " Dev [ 2k, [ Z2ELF A7
et Z v ( ¥ ()\2 ONe * Ant 1,k OAg1 k> Mok & moJﬁ) (A7)

1 n+1k 91k
2 m 72 m
anZDev Spmgy @ moy) = J, % Z Dev (mgj ® mq ) (A.8)
kfl k=1
2 X
=J.0 ) S (mo,k ®@mgy — gc-l(c mg ® m07k)) (A.9)
k=1
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A.2 Matriz tangente

Na sequéncia é apresentada a matriz tangente do modelo viscoelastico com dano,

dS :
-9 — vol 80 Al
C= 1c =C""+C (A.10)
d oU
vol — . C‘l A1l
=23 <‘] 0T ) (A11)
d
Ciso — dC <Jn+1 E S5 (mo r®mgy — §C Y(C:myy ® mo’k))> (A.12)

o termo C'' pode ser facilmente encontrado na literatura e néo sera desenvolvido e o

termo s, € dada na Equacao 3.67 pela expressao s = /\%’“(1; /\7'6"“ ’“21 6/\2” O termo
n+l,k Api1k n+1,k
desviador C*° corresponde a,
150 d —% & — 1 1
C* =2 T > 5[ mox @ my — 5C71(Cimop @ myy) (A.13)
k=1
2\ d [ 1 .
= 2‘]n+1 Z E S| Mok X mo g — §C (C Mgk & m07k> —+
SO (A1)
aJn—Sl = 1 -1
+ 2 8(} & Z Sk mo’k & m()’k — gc (C . m07k & mo’k)
2 X (ds 1 .-
= 2Jn 31 Z (d—é & (mng & Mo r — §C 1(C Mok & moyk)>+
k=1
sp (O0C™! 1
— aC (C . m[)’k & mo’k) + C & (mo’k & m07k> + <A15)

2k
3

_2 5 C zm: mg, ®m —lC_l(C'm ® myg )
3 I 2 0,k 0k~ 3 My 0.k
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e o termo dsy/dC da Equagao B.13 se torna,

% . i Qhk(l — 77n+1 k) 8@6
dC B dC >\n+1,k’2)\2+1 kil 8)‘;+1 k

_ 2h d (1 — Tln+1 k) a@e
PP At 2N 0N
n+1,k n+1,k n+1,k

OMnt1k OC a>\n+1k
D 20C OC

-2 hy 2N 0"
ni1y 3 (1= Dpgp) | —

3
e
n+1,k An+17k 8)\n+1,k

1 0io° 0%\ dA L4
L\ e A.16
Ay (8)\ nHLE 9e ) d)\,tg"’“l ( )

n+1,k n+1,k

w° d77n+1 k

ke ’ >D6V(m0,k ® mg )

+ XS
n+1,k d/\n+1,k

d)\nJrl k dnn+1 k
d)\t'rzal € d)\

Para a correta determinacao das derivadas © Passos adicionais devem

ser tomados. Para este procedimento sao combinadas derlvadas do alongamento eldstico
. , e . . .
Ant1k € o residuo da mlnlmlzagao Tag, and ra,, . Entao, usando a expressao para A, .

(da Equagao 4.9) a derivada ;J;l’“ determina a seguinte expressao,

d e TiQ
il (An+1,k =\ leXP(—AQk)>
k
d)\flJrl k rial quk;
d)\]t:ml exp(_AQk) - )‘Itc eXp(_AQk)W (A.17)

. , . dra ~ . ~ .
com a derivada do residuo viscoso g +q1kk (da Equacao 4.18) a seguite expressao é obtida,

d e 06"
— )¢ 1—n, =0
d)\n+17k ( n+1ka)\i+1k( n +17k‘) adv>

oo 820° ) 1dXe, .,

1—n, Ay
( n +1,k) <8/\n+1k + n+1, ka)\erlk A\ ® d)\tmal

c 0w dnpir 11 9%¢Y dAgy

PERON Lk Ak AEAD L AdYE A

(A.18)

dra
a com a derivada do residuo de dano r

d ( - aw) .
dApt1k O
1 0w dAy d O™\ dnng1k
AD g ONG Ly dA Ay (377k> dAnt1k

(da Equagao 4.19),

~0 (A.19)
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Finalmente, combinando as Equacoes A.17, A.18 e A.19 é possivel determinar a

d A
derivada ;tﬁf e dZ“i’Z como mostrado na sequéncia,
n 3

1 920 d <a¢n>
d)\n+1 k - At)\}’; k}\]tcrzal 8d22 dnn+1,k N (A 20)
d)\trial 92me 1 .
g (1= ) aAe A, ) T
+ 1 62(15”) d (M) _ At Lk _owe 2
ALAL A1k ady? ) dnni1k \ Ok Ak 8’\n+1 k
1 d)‘n+1 k 6w
dnn—&-l,k _ >‘U k dAm'ﬂ 8>‘7ez+1 k (A 21)

A1k 4 (M)

dNnt1,6 \ 9Nk
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APENDICE B — Resultados do modelo anisotropico variacional viscoplastico isocorico

usando o CODF

Neste apéndice sao apresentadas algumas expressoes do modelo de viscoplastici-

dade usando o CODF. Estas expressoes podem ser titeis principalmente na implementacao

em cédigos de simulagao numérica.

B.1 Tensor tensao

O tensor tensao para este modelo é dado por,

S = 8" 48" (B.1)
. 1 9, )
S*° = J, 2% Dev my; ®m B.2
+1 (z; n+1,k 8)\n+1,k: 0k Ok ( )
oUu
Svol _ Jn C- 1 B.3
M3 (B.3)

a derivada do potencial ¥, pelo alongamento corresponde a,

O\ trial —e —
v, h( e A 00" 0B ) (B.4)

ik O ONpy1 ke ONe 1 OAnge
1 owe ow
= 2h; | —ex At &P B.5
; (Aﬁ,k p( 2 oAk O, k) (B:5)
S ow® 0w
_ 2h n+1,k + B6
k <)\n+1,kz 8)‘Z+1,k 8)\n+1,k: ( )

finalmente, a expressao para o tensor tensao S*° resulta em,

, 2 ¢ Ow° 1 Ow
Siso — 775 N " Dev [ 2k, [ 2P B.7
et Z v ( y ()\2 ONe * Ant 1,k ONg1 k> Mo © m07k) (B.7)

1 n+1,k 9 \nt 1k
2 m 72 m
anZDev Spmgy @ moy) = J, % Z Dev (mg  ® mq ) (B.8)
kfl k=1
2 X
= Jn—|—31 Z Sk (m(),k, K myg g — §C_1(C g ® m07k)) (Bg)
k=1
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B.2 Matriz tangente

Para o emprego deste modelo em solug¢oes numéricas como o método de elementos

finitos, a matriz tangente do problema constitutivo é apresentada,

ds vol iS0
C=2-2=C"+C (B.10)
d oU
vol — -1 B.11
(C dC <Jn+1 (9Jn+1 C ) ( )
d _2
C» = dC (Jn+1 Z Sk <mo k@ Moy — §C HC:imgy @ mw))) (B.12)

a parcela C"' possa ser facilmente encontrada na literatura e nao sera desenvolvida. Por

outro lado, a parcela desviadora da matriz tangente C*° fica,

150 -3 S dsk 1 -1
C* =2J,}2 ac ® | Moy @mgy — gc (C:mgy @mgy) |+
=1
oC™!
_ 5k ( 5C (C:myy @moy) + C'® (mgy ® mO,k)) >+ (B.13)

2 _2
- an—HC ® Zsk <m0k ®@mog — gc MC:myy® mo,k))

e a expressao ds,/dC da Equagao B.13 acima fica,
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Para os casos onde nao ocorre evolugao da deformagao ineldstica A7 ;. = Ani1k,

+ (B.16)

a derivada d\, ; ,/dA™ pode ser facilmente determinada. Por outro lado, a correta

determinacao desta expressao para o caso onde a deformagao plastica se acumula necessita
L . - . -

de passos adicionais. Para tanto sao empregandas as expressoes A; ,;, da Equagao 4.9,

e a expressao do residuo da minimizacao, da Equacao 4.51. Para o caso da expressao
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dA; 14/ dAl"alempregando a expressao A& ks

d e Tia
d)\trial ()‘n+1,k - )‘ltc lexp(—Asﬁ)) (B.17)
k
dAT 1k rial dAe?
St oA Aen-aD it @1y
com relagao a expressao do residuo a seguinte expressao ¢ obtida,
d o, owP ow’
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e S
T AL e

isolando uma das expressoes para dAe} / dAl"el e substituindo na outra equagdo, a seguinte

expressao para dA%, ; ,/dA é determinada,
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APENDICE C — Teoremas de representacao

De modo a avaliar a resposta mecanica de um dado modelo constitutivo represen-
tada por uma dada funcao, diferentes medidas tensoriais podem ser necessarias para sua
avaliacao. Com o objetivo de simplificar o desenvolvimento destas expressoes algébricas, e
suas posteriores avaliacoes, por meio dos teoremas de representacao é possivel determinar
medidas escalares invariantes para estas funcoes, as quais nao podem ser determinadas
através de argumentos simples. Sendo capazes, dessa forma, de representar adequada-
mente a correta resposta que seria obtida usando a medida tensorial original [Boehler,
1987; Zheng, 1994].

Diferentes simetrias que uma dada funcao pode assumir (isotropia, isotropia trans-
versal, ortotropia, etc.) representam restri¢oes sobre a forma de uma dada funcao tenso-
rial. Através dos teoremas de representacao estas restrigoes sao definidas de forma precisa,
onde o tipo e a quantidade dos escalares envolvidos sao determinados de forma completa
e irredutivel. Sendo possivel assim determinar formas invariantes que representem as
simetrias da fungao estudada [Boehler, 1987; Ottosen e Ristinmaa, 2005] e garantam o
principio de invariancia do observador (principio da objetividade [Holzapfel, 2001]).

As funcoes tensoriais, em geral, dependem do sistema de coordenadas em que
estao sendo avaliadas, e para o exemplo estudado, sao definidas como possuindo dominio
e imagem tensoriais. Assim, seja um sistema de coordenadas cartesiano definido por
um conjunto de vetores unitarios ortogonais e;, onde uma funcao tensorial g esta defi-
nida. Este sistema de coordenadas pode ser transformado por um tensor R, que pertenca
ao grupo ortogonal préprio SO, de modo a definir um segundo sistema de coordenadas
e;” = Re;. Neste sistema de coordenadas rotacionado a funcao tensorial g, que foi previa-
mente definida, é dada pela expressao g™ [Ottosen e Ristinmaa, 2005]. Existem grupos de
transformagoes especiais (grupos de simetria G) no qual ao avaliarmos as fungoes tensori-
ais, a resposta da func¢ao nao se altera para uma mesma entrada (g(A) = g*(A) VR € G).

Por meio das caracteristicas do grupo de simetria da funcao tensorial, diferentes
tipos de simetrias podem ser associadas a uma dada funcao tensorial. Conforme colocado,
para o caso de transformagoes que pertencam ao grupo de simetria de uma dada fungao,

ao realizar uma transformacao que pertenca ao grupo de simetria desta dada funcao,

1Grupo ortogonal préprio, ou SO, corresponde & todas as transformacoes que possuem as seguintes
propriedades: R™! = R”,det R = 1. Estas transformacoes correspondem as transformacoes de rotacao.
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a resposta da funcao é a mesma daquela do sistema de coordenadas original, para um
mesmo argumento de entrada. Como forma de ilustrar os tipos de simetrias existentes,
uma das simetrias mais usuais é dada pela funcao tensorial isotropica, para esta fungao o
grupo de simetria G é dada pelo préprio grupo ortogonal completo SO32. Outro tipo de
simetria bastante usual corresponde a funcao tensorial transversalmente isotropica, para
este caso existe um vetor unitario ¢ que corresponde a uma direcao privilegiada, e que
faz parte de uma triade ortogonal de vetores unitarios a, b e c. O grupo de simetria da
fungao tensorial para este caso corresponde a G = {£I,S;, Sy, S5, H(0), (0 < 0 < 27)},
onde I é o tensor identidade, S; sdo, respectivamente, as reflexoes sobre os planos (b, c),
(a, c¢) e (a, b), e H(0) sao todas as rotagoes em torno do eixo ¢ [Boehler, 1987].

No entanto, deve-se ressaltar que esta estrutura nao viola o principio da objeti-
vidade, no qual a resposta é independente do sistema de coordenadas, mesmo para os
casos com funcgoes anisotropicas. Para ilustrar este principio, seja uma dada funcao ten-
sorial g, que resulta em uma medida tensorial de segunda ordem simétrica B, e uma
medida tensorial de segunda ordem simétrica A, conforme apresentado na Figura C.1.
Ao considerarmos uma transformacao R € SO aplicada ao sistema de coordenadas sao
obtidas uma funcdo tensorial g*, e uma medida tensorial AT = RART. Pelo principio
da objetividade a resposta da funcao no sistema de coordenadas transformado corres-
ponde a resposta da funcao no sistema de coordenadas original transformado para o novo
sistema de coordenadas, ou seja, gt(A') = Rg(A)RT VR € SO. Pode-se verificar que
esta relagao é satisfeita mesmo para fungoes tensoriais g que apresentem grupos de sime-
tria G com grupos de simetria mais restritos que SO. Especificamente no caso de uma
funcao tensorial isotropica combinando a isotropia e a objetividade, a seguinte relagao é
respeitada g(RART) = Rg(A)RT VR € SO.

Os teoremas de representacao apresentam como resultado que as relagoes constitu-
tivas, formadas por fungoes tensoriais, podem ser descritas por meio de relacoes algébricas
de fungdes escalares invariantes e medidas tensoriais. Uma das hipdteses comumente em-
pregadas ao utilizar teoremas de representacao é de que estas funcoes tensoriais, que
representam uma relacao constitutiva, sao polinomiais ou podem ser aproximadas com

suficiente precisao através de polindémios tensoriais de relativo alto grau [Spencer, 1971;

2Grupo ortogonal completo, ou SO3, corresponde & todas as transformacoes que possuem as seguintes
propriedades: R™! = R”, det R = +1. Estas transformacdes correspondem a transformacdes de reflexio,
além de rotacao.
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e €
A B
x(A)
e, — ™ €,
R
e +
e1+ A+ ! B+
e,t +_ T
1 (A") 2 A ZRAR
s B'=RBR
¢,"=Re,
¢," =Re,

Figura C.1 — Representacao da objetividade para dois sistemas de coordenadas distintos,

onde ey e ey sao as direcoes do sistema de coordenadas

Pipkin e Wineman, 1963; Zheng, 1994]. Contudo, o emprego de equagoes polinomiais para
a representacao destas relacoes constitutivas é utilizada por conveniéncia matemaética so-
mente, e os resultados obtidos através desta teoria podem ser aplicadas mesmo para o
caso em que as fungoes tensoriais g, e as expressoes escalares desta fungao tensorial, nao
possam ser aproximadas por polinémios [Pipkin e Wineman, 1963; Zheng, 1994]. Com o
objetivo de ilustrar esta colocacao, em fungoes que apresentam isotropia especificamente,
sejam duas fungoes tensoriais isotropicas g1 = g1(A) e g2 = g2(A,a), com A um tensor

de segunda ordem simétrico, a um vetor e M = a ® a, tal que,

B =g1(A) = o1l + g2 A + p3A?

(C.1)
i = oi(tr(A), tr(A?), tr(A®)  i=1,2,3

B =g:(A,a) = o1+ @A + p3A% + oM+
+ o5(MA + AM) + ps(MA? + AZM) (C.2)
i = i(tr(A), tr(A?), tr(A?), tr(MA), tr(MA?)) 1=1,2,3,4,5,6
A colocacao do paragrafo acima, sobre o emprego de expressoes polinomiais, cor-
responde a afirmacao que, mesmo para casos onde as funcgoes tensoriais g; nao sejam

polinomiais, ou as fungoes escalares ¢; nao sejam polinomiais, os resultados obtidos pelo
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teorema das representagoes sao aplicaveis [Pipkin e Wineman, 1963]. Os termos escalares
invariantes empregados nas fungoes ¢; correspondem a base funcional de cada uma das
funcoes tensoriais, enquanto os termos tensoriais de cada uma das fungoes tensoriais g;
correspondem aos geradores tensoriais. A base funcional é obtida ao empregar em sua
determinacao outras funcgoes, além das polinomiais, enquanto a base integra é obtida ape-
nas com a ajuda de fungoes polinomiais. As bases funcionais, dessa forma, apresentam o
mesmo numero de termos ou menos que as bases integras [Boehler, 1987]. No caso das
funcoes C.1 e C.2 as bases integras sao as mesmas que as bases funcionais, e portanto
apresentam o mesmo numero de invariantes e geradores.

De modo a modelar de forma concisa uma dada relacao constitutiva deve ser em-
pregado o nimero minimo de varidveis, de forma que a representacao seja completa e
irredutivel [Zheng, 1994]. Empregando os teoremas de representagdo é possivel deter-
minar o numero irredutivel de variaveis escalares para uma dada funcao tensorial. Por
meio desta é possivel determinar para uma dada fungao, que possua como argumentos de
entrada um conjunto de variaveis que podem ser tensores com diferentes caracteristicas,
um conjunto minimo de invariantes, os quais todos os outros invariantes podem ser obti-
dos. Com base neste problema um invariante é denominado redutivel caso ele possa ser
definido através de outros invariantes por meio de uma expressao, ou entao irredutivel. O
conjunto de invariantes irredutiveis é denominado base funcional [Spencer, 1971]. Listas
extensas com bases funcionais, bases integras e geradores para diferentes tipos de fungoes,
e com diferentes tipos e quantidades de tensores, podem ser encontradas em Spencer,
1971; Boehler, 1987; Zheng, 1994.

Para fungoes tensoriais isotropicas que apresentem um tensor de segunda ordem
simétrico como entrada, como é o caso da equacao C.1, é possivel provar que sao ne-
cessarios somente trés invariantes para avaliar a funcdo [Spencer, 1971; Zheng, 1994], os
quais podem ser representados de formas distintas {tr(A), tr(A?), tr(A3)}, {tr(A), tr(A)*—
tr(A?),det(A)} e os autovalores de A. A resposta desta funcao independe da escolha de
qualquer um destes conjuntos de invariantes dado que a escolha de qualquer um deles
determina unicamente os outros. Ao empregar uma quantidade maior de argumentos
tensoriais de entrada de uma funcao isotropica, além do tensor simétrico de segundo
ordem, a quantidade de invariantes necessaria para a base funcional aumenta bastante,

principalmente para os casos com muitos tensores de entrada. Conforme tabela C.1, vol-
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tando para o caso de uma funcao isotrépica com diferentes entradas e uma saida tensorial
de segunda ordem, ao utilizar um tensor de segunda ordem simétrico e um vetor sao
necessarios cinco invariantes e seis geradores, dois tensores de segunda ordem simétricos
como argumento de entrada sao necessarios dez invariantes e oito geradores, e para o caso
de trés tensores de segunda ordem simétricos, que nao estd representado na tabela, sao

necessarios vinte e dois invariantes.

Tabela C.1 — Bases funcionais e geradores, para diferentes conjuntos de medidas
escalares (a), vetoriais (a) e tensoriais simétricas (A, B) empregadas em fungoes

tensoriais isotrépicas com uma saida tensorial de segunda ordem

Argumentos Base funcional (escalares) Geradores (tensores)
A tr(A), tr(A?), tr(A3) I, A A?
A a tr(A), tr(A?), tr(A3), a I, A A?
A a tr(A), tr(A?), tr(A3), tr(MA), I, A, A2 M, MA + AM,
’ tr(MA?) MA? + A’M

tr(A), tr(A?), tr(A?), tr(B),
A B tr(B?), tr(B?), tr(AB), tr(A®B),
tr(AB?), tr(A2B?)

I, A, A%, B, B2, AB + BA,
A’B 4+ BA?, AB? + B%A

Com relacao ao tratamento de modelos constitutivos, assumindo que uma dada
funcao tensorial apresenta como dominio e imagem tensores de segunda ordem simétricos,
como exemplo de uma funcao que apresenta uma resposta de tensao para uma dada de-
formacao, uma das alternativas para tratar de modelos anisotrépicos é através do emprego
de fungoes tensoriais anisotropicas. Em analogia as simetrias da funcao tensorial, a pre-
senga de anisotropia faz com que as suas autoprojecoes do tensor deformagao (dominio da
fungao) nao sejam as mesmas do tensor tensao (imagem da fungao). Por outro lado, no
caso de fungoes tensoriais isotrdpicas, a resposta apresenta as mesmas autoprojecoes para
os tensores tensao e deformacao, conforme representado na Figura C.2. Estes resulta-

dos também podem ser determinados empregando os teoremas de representacao [Boehler,

1987).
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(a) Funcao isotrépica (b) Fungao anisotrdpica

Figura C.2 — Representagoes de fungoes tensoriais isotropica e anisotropica

C.1 Resultados relativos ao tensor estrutural

Nesta secao foi dada énfase aos resultados de funcoes tensoriais isotropicas, esta
escolha se justifica dado a capacidade destas funcoes de representarem materiais ani-
sotropicos empregando tensores estruturais. Por meio deste abordagem, ao invés de se
aplicar uma funcao tensorial anisotropica para a modelagem de um dado material ani-
sotropico, é possivel utilizar uma funcao constitutiva isotrépica, em conjunto com um
tensor estrutural adequado para as simetrias do problema estudado, de modo a represen-
tar um dado material anisotropico. Ao empregar esta abordagem, os efeitos da anisotropia
nas relacoes constitutivas se tornam mais claros por meio dos tensores estruturais, além
da relagao constitutiva ser independente do sistema de coordenadas [Zheng, 1994]. Dado
que o desenvolvimento de representagoes por invariantes para funcoes anisotropicas é mais
restrito que para funcoes isotrépicas, essa abordagem permite utilizar o grande desenvol-
vimento de representacao por invariantes, para os diversos tipos de tensores em funcoes
isotrépicas, também para materiais anisotrépicos [Zheng e Spencer, 1993].

Para ilustrar o emprego do conceito do tensor estrutural, e de suas propriedades,
seja uma funcao tensorial isotropica g que apresenta como resposta um tensor simétrico
de segunda ordem, e como entrada um tensor simétrico de segunda ordem e um tensor
estrutural M. Como a funcgao tensorial apresenta comportamento isotrépico, ao em-
pregar o principio da objetividade a seguinte relacio é satisfeita g(RART, RMRT) =
Rg(A,M)RT VR € SO. Uma das propriedades exibidas por esta abordagem corres-
ponde ao grupo de transformagoes D, as quais nao alteram o tensor estrutural tal que

RMR? = M VR € D. Ao combinar com a expressao anterior, resulta na seguinte
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expressao g(RART, M) = Rg(A, M)RT VR € D. Conforme esperado, a fungio tenso-
rial estudada, por ser isotrépica, apresenta como grupo de simetria G o grupo ortogonal
proprio SO. Por outro lado, o grupo de simetrias do material D, que correspondem as
simetrias da relacao constitutiva, sao aquelas que nao alteram o tensor estrutural M.
Diferentemente das funcoes tensoriais isotrépicas com somente um tensor de se-
gunda ordem como entrada, para os casos onde o tensor estrutural nao ¢é coaxial com
o tensor simétrico de entrada da funcao tensorial, entao a resposta da funcao tensorial
isotrépica nao é coaxial com o tensor de entrada, conforme representado na Figura C.3 [Bo-
ehler, 1987]. Para o caso de um material isotrépico, o tensor estrutural corresponde a ma-
triz identidade que pode ser multiplicada por um escalar, tal que M = al. Para este caso
pode-se facilmente provar que a relacio RMR”T = M VR € SO3 ¢ satisfeita. Seguindo
os resultados apresentados anteriormente, para o caso de um material transversalmente
isotropico o tensor estrutural é dado por M = ¢ ® ¢, onde ¢ é o vetor que corresponde
ao eixo privilegiado de isotropia transversal e que faz parte da triade ortogonal a, b e c.
Para este caso o grupo de simetria do material D = {£I,S;,S,,S3, H(#), (0 < § < 27)},
onde S; sado as reflexdes sobre os planos da triade ortogonal e H(6) todas as rotagoes
sobre c. Este conjunto corresponde ao grupo de simetria da funcao tensorial transversal-
mente isotropica apresentada anteriormente nesta secao, e também corresponde ao grupo
de transformagoes que satisfazem R(c ® ¢)RT = (c ® ¢) VR € D. Finalmente, para o
caso mais geral de anisotropia o grupo de simetria do material D corresponde ao grupo

D = {I, -1} [Boehler, 1987].

B ebl A ebl
a(B,M) = g*(B,M)
M -
eb, eb,
em, em,

a(B.M) = ¢*(B,M) YV RESO

Figura C.3 — Representacao de uma fungao tensorial isotrépica com tensor estrutural

Embora nao tenha sido colocado de forma explicita, a abordagem apresentada nesta

secao se aplica para modelos constitutivos que apresentem mecanismos de dissipagao. Por
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meio das teorias termodinamicas com varidveis internas diferentes mecanismos de dis-
sipagao podem ser utilizados na modelagem de materiais. Por meio desta tratativa, o
comportamento constitutivo e a evolugao das varidveis internas sao governados por po-
tenciais energéticos, que possuem como entrada diferentes variaveis de estado externas,
que podem estar associados a deformagcao, temperatura entre outros, e variaveis de estado
internas, que geralmente estao associadas a mecanismos dissipativos como plasticidade,
dano, viscosidade entre outros. Mesmo quando estes potenciais energéticos sejam avali-
ados numericamente, como por exemplo, em casos onde o problema constitutivo envolva
um mecanismo dissipacao e a sua solugao necessite da determinacao de um minimo, os
resultados apresentados nesta secao podem ser aplicados. Em problemas nos quais a
modelagem constitutiva apresente anisotropia, esta também pode vir a ser associada a
fenomenos dissipativos como plasticidade e dano. Assim, os tensores estruturais podem
nao ser necessariamente fixos, podendo ser dependentes das varidveis de estado internas
ou externas, evoluindo com os carregamentos aplicados [Zheng, 1994).

Finalmente, uma interessante caracteristica apresentada pelo emprego de tenso-
res estruturais é que: a quantidade e os tipos de simetrias apresentadas pelo material,
que esta se buscando modelar, sao diretamente dependente da quantidade e do tipo das
variaveis que compoe o tensor estrutural, a qual a fungao tensorial isotrépica estudada
¢ dependente. Dessa forma, ao desenvolver um modelo constitutivo, e verificar que as
medidas associadas a anisotropia sao dependentes de uma certa medida vetorial ou tenso-
rial, entao o tensor estrutural resultante vai estar associado a esta medida e a anisotropia
resultante do modelo vai corresponde a esta escolha. Por outro lado, ao ter conhecimento
prévio das caracteristicas do material é possivel montar o tensor estrutural, de forma que
o comportamento constitutivo resultante represente o comportamento almejado para o

material.
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