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RESUMO

BORGES, J. A. Otimizagdo Topoldgica para Modelos de Bielas e Tirantes em Estruturas
de Concreto Armado. 2022. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pos-
Graduagdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O método de bielas e tirantes € uma ferramenta muito Util para dimensionar e analisar regides
descontinuas em estruturas de concreto armado. Com essa ferramenta, € possivel descrever, de
forma simplificada, o caminho percorrido pelas cargas externas até os suportes da estrutura e,
dessa forma, propor apropriadamente um modelo trelicado contendo bielas de concreto
comprimido e tirantes de aco tracionado. Por outro lado, a otimizacéo topoldgica passou a ser
utilizada para facilitar a idealizacdo desses modelos trelicados, uma vez que a estrutura final
decorrente de sua otimizagdo se assemelha ao modelo trelicado obtido por meio do método de
bielas e tirantes. No entanto, algumas publicacfes utilizam da otimizagdo topoldgica apenas
para determinar o caminho da carga, sem considerar o material concreto armado como um
composito (concreto e aco). Dessa forma, neste trabalho é utilizada a otimizacdo topoldgica
para gerar estruturas otimizadas contendo elementos finitos de concreto e de aco otimizados.
Para isso, é necessario otimizar as estruturas em duas fases e com dois critérios de falha
destintos, sendo: o critério de Ottosen para representar o material concreto na primeira fase e 0
critério de von Mises para representar o material 0 aco na segunda fase. Além disso, sdo
comparadas estruturas projetadas a partir da otimizacdo topoldgica com estruturas oriundas do
método tradicional de bielas e tirantes, segundo normas como a Eurocode 2:2004 e o ACI
318:2002. Sdo analisadas, neste trabalho, vigas altas com e sem aberturas e de dimensdes
distintas. Por fim, observa-se que as estruturas otimizadas sdo mais leves do que as estruturas
projetadas pelo método tradicional, além de seguras e econdmicas, em termos de matéria prima.
A metodologia proposta permite a reducdo do material utilizado e, portanto, auxilia na

sustentabilidade e na reducdo das emissdes de poluentes atmosféricos.

Palavras-chave: Otimizacdo Topoldgica; Modelo de Bielas e Tirantes; Concreto Armado;
BESO; Superficie de Falha de Ottosen.



ABSTRACT

BORGES, J. A. Topological Optimization for Strut and Tie Models in Reinforced Concrete
Structures. 2022. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de P6s-Graduagdo em
Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The strut and tie model is a very useful tool for sizing and analyzing discontinuous regions in
reinforced concrete structures. With this tool, it is possible to describe, in a simplified way, the
path taken by the external loads to the supports of the structure and, thus, properly propose a
truss model containing compressed concrete struts and tensioned steel ties. On the other hand,
topological optimization started to be used to facilitate the idealization of these truss models,
since the final structure resulting from its optimization is similar to the truss model obtained by
the strut-and-tie model. However, some publications use topological optimization only to
determine the load path, without considering the reinforced concrete material as a composite
(concrete and steel). Thus, in this work topological optimization is used to generate optimized
structures containing optimized concrete and steel finite elements. For this, it is necessary to
optimize the structures in two phases and with two different failure criteria, being: the Ottosen
criterion to represent the concrete material in the first phase and the von Mises criterion to
represent the material the steel in the second phase. Furthermore, structures designed from
topological optimization are compared with structures derived from the traditional method of
connecting struts and ties, according to standards such as Eurocode 2:2004 and ACI 318:2002.
In this work, deep beams with and without openings and of different dimensions are analyzed.
Finally, it is observed that the optimized structures are lighter than the structures designed by
the traditional method, in addition to being safe and economical, in terms of material. The
proposed methodology allows the reduction of the material used and, therefore, helps in

sustainability and in the reduction of emissions of atmospheric pollutants.

Key-words: Topology Optimization; Strut-and-Tie Model; Reinforced Concrete; BESO;

Ottosen’s failure surface.
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1 INTRODUCAO

O Método de Bielas e Tirantes ou Strut and Tie Model (STM) atualmente é bem difundido na
Engenharia de Estruturas, estando presente nas principais normas internacionais, como no
Eurocode 2:2004 e no ACI 318:2002, e nacional, como na Norma Brasileira (NBR) 6118:2014
- Projeto de estruturas de concreto — procedimentos, da Associacdo Brasileira de Normas
Técnicas (ABNT). O Método tem como base a analogia da trelica de Ritter-Mdrsch, foi
discutido inicialmente em 1982 no Comité Euro-International du Béton e publicado em 1987
por Schlaich, Schéfer e Jannewein (1987) no PCI Jornal.

Na prética, 0 método de bielas e tirantes é utilizado para dimensionamento e detalhamento de
estruturas com regides descontinuas de concreto armado. As descontinuidades sdo areas onde
a hipdtese do estado plano de tensdes de Bernoulli ndo é aplicavel, ou seja, a teoria cléssica de
vigas ndo se aplica. Essas regides podem ser classificadas em estéatica e/ou geométrica. A
descontinuidade geométrica € vista em regides como furos, aberturas, diferenca de geometria,
encontro entre viga e pilar e encontro de pilar com bloco de fundacédo. Ja a descontinuidade do
tipo estatica, ocorre em regides onde ha cargas concentradas. Consoles, dentes Gerber e vigas
altas sdo tipos de estruturas que apresentam um ou os dois tipos de descontinuidades.

Em um projeto por bielas e tirantes, basicamente o elemento estrutural é dividido entre regido
B, onde a hipotese de Bernoulli é aceita, e regido D, onde ocorre descontinuidade. Na regido
descontinua, idealiza-se um modelo de trelica com barras tracionadas (tirantes), bielas
comprimidas e nos de ligacdo entre elementos, a partir de um fluxo de carga predeterminado,
que vai da carga aplicada aos apoios. Dessa forma, é possivel determinar as forcas nessas
regides, verificar a seguranca da regido de concreto a compresséo e dimensionar armaduras e/ou

cordoalhas de protensdo para as regides sob tracdo

Contudo, a experiéncia do engenheiro projetista é importante, pois determinara com mais ou
menos facilidade a configuragdo do modelo treligado. Nas ultimas décadas, o topico otimizacao
estrutural - otimizagdo topoldgica, mais especificamente - comecgou a ser utilizado para
determinar, de forma réapida e precisa, o fluxo da carga e, assim, possibilitou minimizar a

dependéncia da experiéncia do engenheiro nos projetos de bielas e tirantes.
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Entretanto, o tema otimizag&o estrutural € muito mais abrangente do que apenas determinar o
caminho das cargas para obtencdo de um modelo ideal de bielas e tirantes em uma estrutura.
Por meio da otimizacdo topoldgica, que consiste em otimizar uma estrutura a nivel das
dimensGes, tamanho e conectividades, € possivel obter uma estrutura leve, econémica e segura

atendendo aos parametros do Modelo de Bielas e Tirantes.

1.1 MOTIVACAO/JUSTIFICATIVA

Revisando o assunto acerca do método de bielas e tirantes notou-se que é necessario que o
engenheiro projetista tenha experiéncia para obter a configuragdo ideal do modelo trelicado de
bielas e tirantes em um elemento estrutural. E ainda assim, para uma mesma estrutura, analisada
por diferentes engenheiros, a configuracao das bielas e dos tirantes pode variar. A fim de sanar
essa lacuna, busca-se uma alternativa para minimizar essa dependéncia e verifica-se na
literatura que a otimizacdo topoldgica é aplicada para a obtencdo do caminho das cargas de
forma sistémica; porém, sem considerar o material concreto armado como um composito. Com
isso, a aplicacdo dos métodos fica limitada a determinacdo do caminho da carga apenas. Sendo
em seguida, necessario modelar uma trelica composta por bielas de concreto comprimido e
tirantes aco tracionado. Neste sentido, considerando a versatilidade da otimizacdo topolodgica
na reducdo de material e devido ao crescente avanco da tecnologia de impresséo 3D, que
possibilita a confeccdo de pecas com geometrias complexas, implementa-se uma rotina em
Matlab para otimizacdo de estruturas presentes na literatura por meio de otimizacdo topoldgica,
considerando critérios de falha distintos para o concreto e para o aco. E, a fim de validar os
resultados, tracam-se comparativos entre os modelos otimizados com os modelos detalhados

segundo o método de bielas e tirantes tradicional.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem por objetivo abordar o tema otimizacao topologica aplicada ao método de
bielas e tirantes como forma de projeto inicial, com o intuito de obter uma estrutura em concreto
armado otimamente projetada em termos de rigidez e seguranca. Além disso, pretende-se
comparar estruturas oriundas do codigo implementado com estruturas projetadas pelo método
de bielas e tirantes presentes na literatura, como vigas altas com e sem abertura. Para alcangar
este objetivo é necessario implementar uma rotina que faca a otimizacdo topoldgica e de
verificagdo das estruturas finais detalhadas.
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1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Adota-se um cdédigo em MATLAB proveniente de Huang e Xie (2010) para otimizacéao
topoldgica de estruturas que leva em conta um Unico tipo de material. Essa rotina é modificada
para que a analise leve em conta os dois materiais presentes no concreto armado. Neste trabalho,
se prioriza o uso da formulacdo BESO (Bidirectional Evolutionary Structural Optimization) em
relacdo a outras metodologias como o SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) devido
a sua simplicidade de implementacéo, além da facilidade de incluséo de critérios de tenséo para
a otimizacdo. Critérios de falha distintos foram implementados para o concreto e para 0 ago. As
rotinas foram programadas levando em conta a quantidade de elementos finitos a serem
utilizados (geralmente grande para problemas de otimizacao topoldgica) e prever sistemas de
resolucdo de equacdes compativeis com a esparsidade do problema. A busca na literatura de
outros exemplos semelhantes de otimizacdo topoldgica para concreto armado também é
realizada, com o objetivo de validar o algoritmo desenvolvido.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho é dividido em 9 capitulos dos quais o Capitulo 1 contempla os motivos que
levaram a escrita deste trabalho, bem como os objetivos atingidos, metodologia aplicada e

organizacéo do trabalho.

Uma breve revisdo da abordagem sobre otimizacdo estrutural € realizada no Capitulo 2, a fim
de introduzir acerca da otimizacdo topoldgica aplicada as estruturas de concreto armado.
Posteriormente, é realizada uma revisdo acerca do método tradicional de bielas e tirante para
dimensionamento de estruturas especiais de concreto armado, incluindo as prescri¢des da NBR
6118:2014, Eurocode 2:2004 e ACI 318:2002.

No Capitulo 3, dito Fundamentacdo Tedrica, € abordado sobre a formulacdo em elementos
finitos utilizada nas implementacbes e sobre os conceitos da otimizacdo topoldgica. E
apresentado o método ESO (Evolutionary Structural Optimization) precursor do método BESO
(Bidirectional Evolutionary Structural Optimization), que por sua vez é utilizado nas
otimizacGes das estruturas estudadas, bem como as ferramentas essenciais para otimizagédo

estrutural.

Os critérios de falha de Ottosen e de von Mises utilizados para representar a falha dos materiais
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concreto e 0 ago, respectivamente, com base em suas tensdes e limites resistentes s&o

apresentados no Capitulo 4.

No Capitulo 5 é apresentado o processo de otimizacdo estrutural aplicada as estruturas. E
descrita a 12 fase de otimizacao, que representa a otimizacédo topologica de concreto; a 22 fase,
que representa a introducdo de elementos de aco a estrutura; e apresentado um fluxograma
explicativo da abordagem BESO, com as adaptacGes acrescidas ao método para lidar com a

otimizacdo de concreto e ago em uma mesma analise.

No Capitulo 6 é explicado sobre a abordagem de discretizacdo e homogeneizacao dos elementos
de aco para representar barras de aco inseridas ao concreto, como ocorre em estruturas reais.
Tal abordagem necesséria devida a densidade de ago retornada pelo programa de otimizacéo.
Posteriormente, é explica sobre a obtencdo das tensdes e deslocamentos que ocorrem nas

estruturas com barras discretas homogeneizadas.

Os exemplos analisados sdo apresentados no Capitulo 7. E apresentado, inicialmente, uma viga
alta dimensionada por Goodchild et al. (2014) segundo o Eurocode 02:2004. E posteriormente,
uma viga alta com abertura e descontinuidade geométrica dimensionada por Novak e Sprenger
(2002) segundo o ACI 318:2002. Neste capitulo, sdo apresentadas todas etapas de cada
normativa até o detalhamento final da estrutura seguindo a metodologia tradicional do Método
das Bielas e Tirantes.

No Capitulo 8 sdo apresentados 0s processos de otimizagdo das estruturas detalhadas segundo
0 Eurocode 02:2004 e 0 ACI 318:2002 utilizando os codigos aqui desenvolvidos neste trabalho.
Neste capitulo, sdo apresentados os parametros de otimizacao de cada estrutura, os resultados
das otimizacdes e as estruturas detalhadas segundo a otimizacao estrutural. Em um segundo
momento, sdo apresentados os comparativos entre tensdes e flechas das estruturas projetadas
no Capitulo 7 e com as estruturas otimizadas neste capitulo; e também, comparativos

simplificados de volumes, massas e custos.

Por fim, no Capitulo 9 sdo feitas as conclusdes acerca dos resultados obtidos e comparativos
realizados. S&o apresentadas também algumas sugestdes relevantes para trabalhos futuros, a

partir de todo estudo aqui estabelecido, e que poderdo acrescentar melhorias a esta pesquisa.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é apresentada a revisdo bibliogréfica sobre otimizagdo estrutural, otimizacdo
topoldgica aplicada a estruturas de concreto armado e sobre o Método de Bielas e Tirantes.
Tendo em vista a infinidade de publicacdes sobre esses assuntos, apresentam-se neste capitulo

0S pontos mais relevantes sobre os temas ao longo dos anos.

2.1 OTIMIZACAO ESTRUTURAL

Huang e Xie (2010) afirmam que o conceito de otimizagdo estrutural vai ao encontro da
conscientizagcdo ambiental, recursos materiais limitados e a competicdo tecnolégica, colocando
0 engenheiro em um panorama em que o projeto ideal se torna cada vez mais importante. Para
0 engenheiro estrutural, projetar estruturas leves, de baixo custo e de alto desempenho (uso mais
racional dos materiais) é extremamente desafiador. A otimizacdo estrutural busca alcancar o
melhor desempenho para uma estrutura enquanto satisfaz algumas restricbes, como uma

determinada quantidade de material, mantendo a funcionalidade e seguranca estrutural.

A otimizacdo estrutural passou do panorama de interesse do meio académico apenas, para o
estdgio em que se encontra: onde um numero crescente de engenheiros e arquitetos
experimentam e se beneficiam das técnicas de otimizagéo, como abordam Huang e Xie (2010).
Isso também, devido a disponibilidade de computadores de alta velocidade e devido as
melhorias nos algoritmos utilizados para otimizacdo de projetos. Tém havido cada vez mais
atividades de pesquisa e desenvolvimento voltadas para tornar os algoritmos de otimizagdo

estrutural e pacotes de softwares disponiveis confiaveis e eficientes.

Historicamente, a busca por projetos seguros e econdémicos datam desde Maxwell (1904), o
qual mostrou em sua publicagdo “The Limits of Economy of Material in Frame-structures” a
viabilidade de trelicas otimizadas visando a economia de material. Em suma, Maxwell (1904)
estudou a quantidade e volume minimos de materiais que uma trelica precisa ter para suportar
um dado sistema de forcas (e tensbes) aplicadas em seus tirantes e bielas. Dessa forma, se
obteria uma trelica com menor volume de material, menor deslocamento e mais econdmica,
devido a reducdo do peso proprio. Dando inicio, dessa forma, ao que se conhece como

otimizacgao estrutural.
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Conforme Bendsge e Sigmund (2003), otimizacdo estrutural é classificada em trés tipos de

categorias, conforme Figura 1: paramétrica (a), de forma (b) e de topologia (c).

b)

) —>
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Figura 1 — Tipos de otmizag&o estrutural (Bendsge e Sigmund, 2003)

A otimizagdo paramétrica consiste em encontrar o projeto ideal alterando as varidveis
de tamanho, como as dimensfes da secdo transversal e comprimentos de treligas e
porticos ou a espessura das placas. Essa é a abordagem mais facil e inicial para melhorar

0 desempenho estrutural.

A otimizacdo de forma, é realizada principalmente em estruturas continuas,
modificando os limites fisicos predeterminados para obter as configuracdes ideais.
Neste caso ndo é previsto a possibilidade de criacdo de novas regides de material ou

retirada dos mesmos, apenas é permitido variar a forma final.

A otimizacdo da topologia para estruturas discretas, como trelicas e porticos, é buscar a
ordem espacial ideal, a conectividade das barras, partindo-se das multiplas
possibilidades disponiveis. A otimizacdo topoldgica de estruturas continuas é encontrar
0S projetos ideais, determinando os melhores locais e geometrias de alocagdo do

material e de cavidades em um dominio do projeto previamente definido.

2.2 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Como abordam Bendsge e Sigmund (2003), em problemas de otimizac&o topoldgica o tamanho,

a forma e conectividades da estrutura sdo desconhecidos, sendo o objetivo da abordagem

encontrar a topologia ideal de uma estrutura dentro de um dominio de projeto especifico. As

Unicas grandezas conhecidas no problema s&o as cargas aplicadas, as possiveis condi¢des de
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apoio, o0 volume da estrutura a ser construida e possivelmente algumas restri¢cGes adicionais de

projeto, como a localizagdo e o tamanho dos furos prescritos ou areas sélidas.

O inicio do tema, por assim dizer, ocorre por Kumar (1978), o qual aplicou simplificadamente
uma metodologia de barras de trelicas otimizadas para a obtengcdo do caminho das cargas em
pecas de vigas altas de concreto armado. A aplicacdo dos conceitos de otimizagdo topoldgica
voltado para estruturas de concreto armado utilizando elementos finitos em estado plano de
tensbes ocorreu por Bendsge e Kikuchi (1988), que tratavam do problema de geragdo de
topologias 6timas no projeto estrutural usando um método de homogeneizacédo para estruturas

em estado plano.

Desde entdo, surgiram centenas de publicacBes, tendo como resultado varios métodos
numéricos de otimizacao topologica que atingiram o estagio de aplicacGes praticas, incluindo o
método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), 0 método ESO (Evolutionary
Topology Optimization) e o método BESO (Bidirectional Evolutionary Topology
Optimization). E vérios livros foram publicados, como os livros de Bendsge (1995), Xie e
Steven (1997), Hassani e Hinton (1999), Bendsge e Sigmund (2003) e Huang e Xie (2010).

A traducdo do termo SIMP tem com significado Material Isotropico Solido com Penalizacdo e
a ideia original do método foi proposta por Bendsge (1989). O método ESO (Otimizacéo
Estrutural Evolutiva), que é um método de projeto baseado no conceito simples de remover
gradualmente material ineficiente de uma estrutura, foi iniciado por Xie e Steven (1992). J& o
BESO, que significa Otimizacdo Estrutural Evolutiva Bidirecional, no qual o material é
removido e adicionado simultaneamente em uma estrutura, foi inicialmente pesquisado por
Yang et al. (1999).

Chu et al. (1996) apresentam o método ESO para restrigdes de rigidez com a finalidade de
reproduzir muitas solu¢bes de otimizacdo topoldgica estruturais, anteriormente obtidas por
outros métodos matematicamente muito mais complicados, como a abordagem de Michell
(1904), por exemplo. Essas formas ideais resultaram em reducdes de volume significativas. A
otimizacdo estrutural usando o método ESO pode ser alcancada simplesmente executando a
analise de elementos finitos padrdo repetidamente, com calculo adicional dos nimeros de
sensibilidade. Foram apresentados 0s conceitos de nimeros de sensibilidade e taxa de remocao
para varios tipos de problemas de otimizacéo, incluindo aqueles com multiplos casos de carga

e multiplas restricdes de deslocamento.
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Com uma formulacdo baseada em ESO e elementos finitos planos, o trabalho de Liang et al.
(1999) é um dos pioneiros aplicado a pegas de concreto armado com ndo linearidades
geométricas e estatica. Nesse trabalho, a metodologia € empregada para a geracdo de modelos
de bielas e tirantes em estruturas de vigas altas e consoles de concreto. Basicamente é feita a
retirada de elementos discretos do modelo que ndo contribuem para a rigidez da estrutura
através de indices de sensibilidade e realizado o monitoramento do processo de otimizacao e
medicdo da eficiéncia do material por meio de indice de desempenho. Ao final, os autores
constatam que o método ESO é capaz de gerar modelos confiaveis de bielas e tirantes que tém
suporte em solucdes analiticas, evidéncias experimentais e que pode ser uma ferramenta de
grande valia para o projetista estrutural definir o caminho real da carga em estruturas de
concreto armado com geometria e condicdes de carregamento complexos, mesmo sem

experiéncia prévia.

Liang et al. (2000) ampliaram as pesquisas sobre o método ESO, em que a otimizagdo
topoldgica ocorre a partir da retirada dos elementos de menor energia de deformacdo com
objetivo de gerar estruturas com menor massa e com restricdes de deslocamentos aceitaveis.
Todas as analises séo feitas com as hipoteses de materiais elasticos lineares. Cinco exemplos
sdo analisados pelos autores, sendo eles: viga alta com duas cargas concentradas na parte
inferior; viga alta com aberturas; viga alta com abertura em posicdo diferente; vigas sem
abertura e com variacdo da altura; e consoles. Os autores concluiram que o método é mais
apropriado para encontrar modelos 6timos de bielas e tirantes em elementos de concreto com
relacdo véo-altura I/h <5. Em vigas muito esbeltas, o modelo de bielas e tirantes é dificil de ser
identificado. Em viga alta carregada na parte inferior, deve haver reforgo vertical e inclinado
para transferir o carregamento para a regido em compressao. Para abertura localizada no
caminho natural do carregamento, esse deve ser redirecionado ao redor da abertura. Para vigas
com relagdo I/h > 3, armaduras inclinadas oferecem mais resisténcia ao cisalhamento para a
viga. E por fim, elementos de consoles em pilares devem ser considerados como uma Unica

peca no desenvolvimento do modelo de bielas e tirantes.

Um modelo de barras de trelicas foi implementado juntamente com o método ESO para a
otimizacdo topologica de estruturas planas por Kwak e Noh (2006), com o objetivo de servir
como modelos de bielas e tirantes de estruturas de concreto armado. A ideia passa por gerar
barras que formem elementos basicos, chamados de células (compostas por 6 barras formando

uma trelica estavel), e utilizar estas células como pardmetros a serem retirados das estruturas
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completa baseando-se nas menores energias de deformacéo. Estes autores chegam a conclusédo
que o procedimento utilizando as barras, ao invés de elementos planos, é mais eficiente (em
termos de tempo computacional) e menos sensivel a problemas de tamanho de malha que os
métodos classicos com elementos planos, resultando em estruturas com pecas que ndo sofrem
flexdo e distribuem o fluxo dos esfor¢os sem muitas distor¢cdes. Exemplos classicos de viga alta
com abertura, console em pilar, viga simplesmente apoiada e carga concentrada séo testados e

comparados com resultados da literatura indicando bons resultados alcancados.

O conceito de densidade artificial via método SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization) é utilizado em Pantoja, Vaz e Martha (2009), com otimizagdo topoldgica via
método MMA (Method of Moving Asymptotes) conjuntamente com o Método dos Elementos
Finitos (MEF), para determinar um caminho étimo das cargas em vigas altas. Assim como em
Liang et al. (1999, 2000), ¢ realizada a remocao gradual de material em regides que pouco
contribuem para a rigidez da estrutura, com base nas densidades artificiais de cada elemento e
suas correspondentes sensibilidades. As andlises sdo feitas com e sem elementos indutores,
onde é realizada a modelagem fixando as densidades dos elementos, 0 que pode proporcionar
uma interacdo maior entre o projetista e o software, resultando em uma possivel melhora do

namero e dos tipos de caminhos de cargas de acordo com a experiéncia do projetista.

Qiu e Liu (2011) compararam 3 algoritmos de otimizacgdo do tipo GESO (Genetic Evolutionary
Structural Optimization) para construcdo de modelos de bielas e tirantes em vigas altas em
conjunto com o MEF. No primeiro método o concreto e o aco foram modelados separadamente
por um elemento plano e um elemento de barra, respectivamente. No segundo, o0 concreto e 0
aco foram atribuidos a dois elementos planos distintos. E no terceiro, por um elemento plano
sem considerar a diferenga entre os materiais. Verificou-se que os trés métodos séo eficientes
para gerar modelos de bielas e tirantes, sendo o terceiro capaz de encontrar resultados 6timos

com menos esfor¢co computacional.

No artigo de Victoria, Querin e Marti (2011) e utilizado o método ITD (Isolines Topology
Design) a partir de trés exemplos de aplicacdo levando em consideracdo a diferenca das
propriedades mecénicas do concreto e do ago nas regides de compressdo e tracdo. Os exemplos
utilizados sdo console curto simples, viga alta com abertura e o encontro de duas vigas com um
pilar. Nesse trabalho é visto que a otimizacdo por meio desse método fornece a localizacao
exata do reforco sem a necessidade de interpretar a topologia resultante. A configuracdo dos

tirantes na regido de tracdo é diferente do método tradicional, que utiliza 0 mesmo material para
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estrutura como todo. E por fim, é necessario menos reforco de aco com a utilizacdo do método.

Rozvany e Maute (2011) objetivam verificar a validade, precisdo e convergéncia de métodos
de otimizacdo topologica baseados em MEF, por meio de andlise de vigas baseada na
confiabilidade. O problema foi resolvido analiticamente usando uma extensdo da teoria de
forma ideal e a solucdo foi verificada numericamente por uma abordagem de confiabilidade de
primeira ordem (FORM), combinada com um método de distribuicdo de material (SIMP). A
solucdo foi confirmada pela otimizacdo baseada na confiabilidade, assumindo uma topologia
de trelica de duas barras. Os resultados analiticos foram estreitamente associados aos resultados

de otimizagéo da topologia com base na distribuicdo de material (SIMP).

Santos, Almeida e Pantoja (2013) abordam uma anélise de confiabilidade de modelos de bielas
e tirantes via otimizacdo topologica e método tradicional. Para isso, sdo realizadas trés
aplicacdes com metodologias distintas considerando: analise limite, analise de confiabilidade e
andlise de confiabilidade associada a andlise limite. Na primeira aplicacdo analisou-se o
elemento estrutural pelo método tradicional e com elementos indutores. Foram avaliados
elementos com mddulos de elasticidade diferentes nas regiGes de tracdo e compressdo; na
segunda, foi utilizado critério de escolha de modelos baseado em analise de confiabilidade com
analise limite; por fim, a terceira aplicacdo apresentou a analise de confiabilidade com analise
limite do modelo da primeira aplicacdo. Verificou-se que, para todas aplicacdes, o modelo
gerado via otimizacédo topoldgica apresentou desempenho superior ao método tradicional.

Em Almeida, Simonetti e Oliveira Neto (2013) sdo apresentadas técnicas numéricas para
identificar regides de tensdes que representam os elementos de bielas e tirantes quantificando
seus respectivos esforcos. Os problemas de estado plano de tensdes, considerando o modelo
elastico-linear, sdo analisados utilizando o modelo de bielas e tirantes acoplado ao método
classico ESO e uma nova variante SESO (Smoothing Evolutionary Topology Optimization)
conjuntamente com o MEF. A priori, é definido um dominio inicial estendido e por meio de
processo iterativo, elementos sob menores tensdes e que menos contribuem para rigidez da peca
sdo removidos suavemente até que nao apresentem mais influéncia na estrutura e reste apenas
as bielas e tirantes. A vantagem do método SESO é que ele ndo apresenta o problema de
“tabuleiro”, como 0 método ESO. O problema de tabuleiro ocorre quando a malha de elementos
finitos apresenta elementos vazios e cheios alternados, em uma dada regido na qual € mais

favoravel o padrdo do que uma regido uniforme.
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Uma metodologia baseada em BESO (Bidirectional Evolutionary Structural Optimization) foi
utilizada por Hardjasaputra (2015) para testar o projeto de estruturas de bielas e tirantes em
vigas de concreto armado com aberturas pequenas, médias e grandes e demonstraram que as
solucdes obtidas por otimizacdo topologica bidimensional em estado plano de tensées elastico-
linear podem sim serem utilizadas como ponto inicial do projeto de modelos de trelicas de bielas
e tirantes. O autor concluiu que a metodologia BESO pode acelerar o processo da escolha do
modelo de bielas e tirantes. Além do mais, a solucdo obtida por esta metodologia apresentou-
se melhor, em termos de rigidez, que aquelas obtidas por apenas conhecimento e suposi¢do do

fluxo de esforcos na estrutura.

Simonetti et al. (2016) compararam alguns exemplos de estruturas nas quais a configuragéo
Otima ja é conhecida por meio dos modelos tradicionais de bielas e tirantes. Além da vantagem
em ndo apresentar o problema de tabuleiro, os autores concluiram que a formulacdo SESO
apresenta robustez, eficiéncia e precisdo para obter configuragdes étimas e os esforcos,
relatados por outros autores. Por fim, os autores propdem a utilizacdo do método em problemas
mais complexos como nao linearidade e problemas de analise dindmica, principalmente devido

a qualidade alcancada e o baixo custo computacional.

Greco e Guerra (2017) apresentam a aplicacdo do modelo de bielas e tirantes para elementos
estruturais ndo lineares, juntamente com métodos SESO. Em relagdo as analises comparativas
entre os resultados obtidos para o comportamento linear e ndo linear do material, os autores
afirmam que as solugdes apresentaram certas diferencas na topologia 6tima para os exemplos
abordados com isso, conclui-se que o posicionamento da armadura pode ser diferente para o

caso ndo linear.

Tavares e Canha (2018, 2019) realizaram modelagens numeéricas utilizando o Método de
Otimizacgdo Topologica com a formulagdo em que o dominio a ser otimizado é discretizado por
uma malha de barras interconectadas, o que na literatura internacional é chamado de Método
do Ground Structure. O programa utilizado foi desenvolvido em linguagem MATLAB por
Ramos & Paulino (2016), e adaptado para considerar o custo nodal, que esta relacionado com

um volume ficticio para os nés que permite simplificar a topologia final da estrutura.

Uma metodologia de extracdo dos modelos de trelicas de forma automatica e sem intervencdo
manual a partir dos resultados de otimizagdo topoldgica é proposta por Xia, Langelaar e

Hendriks (2020a, 2020b, 2020c). Em seus trabalhos sdo feitas avaliagBes criticas sobre a
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adequagcdo dos resultados de uma otimizag&o topoldgica continua como ponto de partida para o
projeto de estruturas de bielas e tirantes de modelos planos e tridimensionais, considerando a
ndo linearidade fisica do material. Sdo avaliados os resultados de diversos exemplos da
literatura (utilizando métodos ESO, SIMP, Isoline e Full-hnomogeneous) de modelos de bielas
e tirantes com os resultados obtidos com a metodologia de extragdo dos modelos de trelica. Na
maioria dos casos os resultados mostraram bom desempenho, medido a partir de indices
propostos que avaliam os graus de exequibilidade e economicidade da trelica resultante da
otimizacdo, gerando estruturas economicamente viaveis e inclusive identificando estruturas de
trelicas ndo vidveis em algumas das analises. Os autores reportam que ndo perceberam
melhorias de um modelo de otimizacao topoldgica simples para outros mais sofisticados nos

resultados dos modelos de bielas e tirantes obtidos.

Novotny, Lopes e Santos (2021), com base na publicacdo de Bruyneel e Duysinx (2005),
observaram que a formulacgdo padrdo baseada na minimizagdo da conformidade sob restrigdo
de volume torna-se inadequada quando a carga de peso préprio é dominante. Os autores,
introduziram um termo de regularizacdo para o problema de minimizacdo baseado em
conformidade que permite impor qualquer restricdo de volume viavel, levando a resultados
satisfatorios, evitando solugdes triviais e problemas de convergéncia. A eficacia da abordagem
proposta na solugdo de um problema de otimizacdo de topologia estrutural sob carga prépria

foi demonstrada por meio da aplicacdo de varios experimentos numéricos.

Tauzowski, Blachowski e L6g6 (2021) propuseram um método para a otimizagédo da topologia
com restricao de tensdo baseada na confiabilidade, para estruturas com material elasto-plastico
perfeito. Os autores frisam que o processo de determinacgdo da topologia 6tima de estruturas
com material elasto-plastico perfeito estd associado a remoc¢ao de material da estrutura, mas, ao
mesmo tempo, ocorre 0 aumento da probabilidade de falha estrutural, devida ao
enfraquecimento da resisténcia e rigidez. A metodologia proposta consiste na jungdo de dois
problemas de otimizacao para otimizacéo de estruturas. O primeiro é baseado em um algoritmo
heuristico sob critério de tensdo para reducéo de volume. E o segundo, utiliza 0 método FORM,
que é responsavel pelo calculo do indice de confiabilidade. Para demonstrar a eficacia da
metodologia proposta, trés exemplos numéricos foram analisados com base em Rozvany e
Maute (2011). Os resultados obtidos pela metodologia proposta foram considerados de acordo
com a solucdo analitica e fornecem topologias 6timas comparaveis as obtidas por outros

métodos.
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Em seu livro, Huang e Xie (2010) afirmam que algumas das diferentes versdes dos algoritmos
ESO/BESO, propostas por muitos pesquisadores nas ultimas duas décadas, ndo sao confiaveis
e sao ineficientes. Com isso, 0s autores propdem uma discussdo abrangente e sistematica sobre
as técnicas mais recentes e procedimentos adequados para 0s métodos, em particular o método
BESO, para a otimizacdo da topologia de estruturas continuas. E para isso propdem solucionar
uma ampla gama de problemas de projeto estrutural, incluindo rigidez e otimizagdo de
frequéncia, material ndo linear, grande deformacéo, absorcédo de energia, materiais maltiplos,

restrices multiplas, estruturas periodicas e assim por diante.

2.3 METODO DE BIELAS E TIRANTES

O Método de Bielas e Tirantes, proposto por Schlaich et al. (1987), faz com que a estrutura seja
projetada de acordo com o teorema do limite inferior da teoria da plasticidade (esforgos internos
e externos em equilibrio e ndo excedendo os valores Gltimos). Em outras palavras, a estrutura é
projetada no Estado Limite Ultimo (ELU). Entretanto, como 0 concreto e 0 ago tém
deformacdes plasticas limitadas, o modelo tem de ser escolhido de forma que a capacidade de
deformacdo ndo seja excedida em nenhum ponto da estrutura. Para regifes com tensdes
elevadas, a utilizacdo da reserva de resisténcia do material é otimizada se forem colocadas as
bielas e os tirantes nas direcdes das tensdes principais (conforme a teoria da elasticidade) e os
elementos sejam adequadamente dimensionados para atenderem a esses esforcos. Para regides
com tensdes médias e baixas, essas direcdes podem se afastar mais das direcdes das tensdes

principais, de acordo com as necessidades praticas.

2.3.1 RegitesBeD

Como visto no Capitulo 1, a hipotese de Bernoulli na qual afirma que uma secdo plana
permanece plana apos deformagéo se aplica a uma gama de problemas em que 0 comportamento
estrutural ¢ bem definido. Como citam Schlaich et al. (1987), “a distribuicdo linear de
deformaces é conhecida e as estruturas sdo projetadas com uma grande precisao ”. Nessas
regides, denominadas de B, o estado interno de tensdes é facilmente obtido a partir dos esforgos
seccionais (i.e., da secédo transversal) como os momentos fletor e torsor e os esforgos cortante e
normal. Ja nas regides D, com distribuicdo de deformacdes néo lineares, a aplicacdo da hipdtese
de Bernoulli pode ser considerada inadequada. Nessas regides, ocorrem as descontinuidades do
tipo estatica e/ou geométrica, como ja visto, e para elas pode ser utilizada a generalizacdo da
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analogia de trelica, que remete ao método de bielas e tirantes.

Conforme Schlaich et al. (1987), ndo é necessaria muita precisdo para dividir a estrutura em
regibes B e D. Admite-se que a regido D se estende de uma distancia h para cada lado da
descontinuidade, onde h € igual a altura da regido B adjacente. As Figuras 2 e 3 apresentam as
regides D (&rea hachurada) de algumas estruturas tipicas, segundo os autores. A Figura 2
apresenta a regido D de estruturas com descontinuidade geométrica e a Figura 3, de estruturas

com descontinuidade estatica.
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Figura 2 — Regides D (hachura) de estruturas com descontinuidades geométricas (Schlaich et
al., 1987)
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Figura 3 — Regibes D (hachura) de estruturas com descontinuidades estaticas (Schlaich et al.,
1987)
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2.3.2 Caminho da carga (load path) e modelo trelicado

A partir da divisdo da estrutura em regides B e D, traca-se 0 caminho que a carga percorre na
estrutura do ponto de aplicacdo da carga até os seus apoios; na literatura, o termo caminho da
carga também é conhecido por fluxo de tensdo, uma vez que a partir do caminho da carga pode-

se conhecer o fluxo de tenséo de tracdo ou compressao que ocorre na estrutura.

O processo consiste em primeiro lugar garantir que o equilibrio externo da regido D seja
satisfeito pela determinacdo de todas as cargas e rea¢@es que ali atuam. Em um limite adjacente,
as cargas na regido D sdo retiradas do projeto da regido B, assumindo, por exemplo, uma
distribuicdo linear de tensbes. Todas as forcas aplicadas nos contornos da regido D sdo
subdivididas de tal forma que as resultantes individuais de tensdes nos lados opostos das regides
D tenham a mesma intensidade e possam ser ligadas por linhas de fluxo que ndo se cruzam. Os
fluxos de tensbes comegcam e terminam no centro de gravidade dos diagramas de tensdes
correspondentes e tém, nessas regides, a diregdo das cargas ou reacOes aplicadas. Eles tendem

a tomar o caminho mais curto possivel entre as cargas e reacdes. (SCHLAICH et al., 1987)

De forma a exemplificar o exposto no paragrafo anterior, é ilustrada na Figura 4, proposta por
Schlaich et al. (1987), uma viga alta (deep beam), na qual toda estrutura é considerada
descontinua, uma vez que sua altura € menor do que seu comprimento. Neste sentido, os fluxos
de tensdes vao das cargas equivalentes (A e B) até seus respectivos apoios, sem se cruzarem.

As cargas concentradas (A e B) sdo as resultantes das porcdes da carga distribuida nédo

M, QW\I\L

|

uniforme.

loadpath L _ -

[N I TR}
Figura 4 — Caminho da carga de uma viga alta a partir da carga ndo uniforme q. (Adaptada de
Schlaich et al., 1987).
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Vale notar também na Figura 4 os fluxos de tensGes, em que C representa o fluxo de tenséo de
compresséo e T representa o fluxo de tensdo de tracdo. Os fluxos de tensGes servirdo de base

para o projeto do modelo trelicado de bielas e tirantes.

O equilibrio até 0 momento foi considerado apenas na direcao das cargas aplicadas. Apos tracar
os fluxos de tensdes, é necessario substitui-los por poligonos atentando-se para adicionar bielas
nas regibes sob forca de compressdo e tirantes nas regiGes sob tracdo, para o equilibrio
transversal do modelo (Figura 5). Como mostra a Figura 5, as bielas sdo representadas pelas
linhas tracejadas, o tirante pela linha continua (paralela a borda inferior da estrutura) e 0s nos
interligam esses dois elementos. Uma subsecdo abordando acerca dos nds é apresentada a

seguir, pois sua verificacdo se faz necessaria.

E necessaria alguma experiéncia ou ter a disposi¢do um programa de elementos finitos com
analise linear elastica, para auxilio na idealizacdo do modelo, ressalta Schlaich et al. (1987). Os
autores afirmam ainda que para modelos de bielas e tirantes deve-se evitar usar angulos entre
os elementos inferiores a 45°, para evitar problemas de incompatibilidade. No entanto, é visto

mais a frente que cada normatizacdo possui suas prescri¢des diferentes.
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Figura 5 — Modelo trelicado de bielas e tirantes a partir do caminho das cargas (Adaptada de
Schlaich et al., 1987).
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Vale destacar que qualquer modelo é aceitavel desde que atenda as condigdes de equilibrio,
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esteja de acordo com a teoria da elasticidade e resulte em um projeto pratico, sem reforcos
inclinados. Por consequéncia, a melhor solucédo é aquela em que o fluxo de tensdes seja 0 mais
curto possivel, preferindo bielas a tirantes, devido as bielas serem mais rigidas do que o0s
tirantes. Dessa forma, 0 modelo que contém menos tirantes, em relacéo as bielas, e esses tirantes
s&o mais curtos, é o modelo mais adequado. A seguir, na Figura 6, é apresentado um modelo

bom (a) e outro ruim (b) de bielas e tirantes para uma viga alta, segundo Schlaich et al. (1987).
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Figura 6 — Modelo bom e ruim de bielas e tirantes segundo Schlaich et al., 1987 (Schlaich et
al., 1987)

Um simples critério para escolha do modelo 6timo pode ser expresso pela energia de

deformacdo minima, para comportamento elastico linear das bielas e tirantes da forma:

Minimizagdo de W, => Ple,, (2.1)
sendo P; a forga atuante no elemento i de biela ou tirante, [; 0 comprimento do elemento e ,,, ;

deformacédo media do elemento.

Segundo Schlaich et al. (1987) deve ser entendido que ndo h& solugdes Unicas ou Otimas
absolutas. Substituir um conjunto continuo de curvas suaves por linhas poligonais individuais
€ uma aproximac&o em si e deixa amplo espago para decisGes subjetivas. Além disso, a escolha
individual, assim como o tamanho da regido a ser modelada e/ou a configuracdo do reforco dos
tirantes na trelica, € sempre diferente. Os autores sugerem que o modelo de bielas e tirante
inicialmente escolhido seja verificado para constatar sua validade apds o detalhamento ou se

precisa de correcfes. Assim, modelar e dimensionar €, em principio, um processo iterativo,
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segundo os autores, mas um engenheiro com alguma experiéncia em modelagem de bielas e

tirantes sempre encontrara uma solucdo satisfatoria.

Uma vez estabelecido o modelo de uma regido D, os esfor¢os nas bielas e nos tirantes podem
ser calculados através do equilibrio entre forcas aplicadas e esforcos internos. As bielas, 0s
tirantes e o0s seus nos sdo dimensionados ou verificados para suportar os esforcos internos, como

é visto posteriormente.

Em complemento ao que foi exposto nos paragrafos anteriores a respeito de um bom modelo
de bielas e tirantes, Goodchild et al. (2014) colocam que a orientacdo do modelo de bielas e
tirantes pode ser prevista com uma anélise elastica de elementos finitos antes da fissuracéo do
concreto. Como € visto mais adiante, as normativas vigentes nacionais e internacionais
permitem a andlise simplificada por trelicas equivalentes e pela analise de elementos finitos

elastica linear.

Goodchild et al. (2014) descrevem que a orientacao das bielas muda apo6s a fissuracdo devido a
mudancga na rigidez, que ocorre a medida que os tirantes sdo solicitados. A orientacéo das bielas
e dos tirantes permanece razoavelmente constante ap6s a fissuracao até que a armadura ceda,

ap0s 0 que ocorre uma nova reorientacdo a medida que as cargas aumentam até a falha.
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Figura 7 — Modelos de bielas e tirantes a) bom, b) ruim e c¢) analise de elementos finitos
(Adaptada de Goodchild et al., 2014)
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Em muitos casos os modelos treligados aceitaveis podem ser gerados usando uma simples regra
de 2:1, ilustrada pela Figura 7a, que fornece resultados semelhantes ao procedimento de
elementos finitos elasticos (Figura 7c), ponderam Goodchild et al. (2014). O modelo na Figura
7a é apropriado antes do escoamento do tirante principal. Ap6s o escoamento do tirante, 0
angulo 5 aumenta & medida que a carga aumenta com a geometria do modelo de bielas e tirantes

se aproximando daquela demonstrada na Figura 7b na falha.

Teoricamente, os modelos trelicados devem ser projetados no estado limite de servigo (ELS) e
no estado limite altimo (ELU). Na pratica, geralmente é suficiente projetar a estrutura no ELU
usando um modelo trelicado que seja aceitavel no ELS, como o da Figura 7a. O modelo na
Figura 7b ndo é adequado para o ELS, pois sé pode se desenvolver quando o tirante principal
tiver cedido (e além dos dominios da analise eléstica de elementos finitos). Portanto, as
aberturas de fissuras seriam excessivas no ELS se o refor¢o fosse projetado usando bielas e

tirantes, como visto na Figura 7b.

2.3.3 Campos de tensdo

Segundo Schlaich et al. (1987) existem basicamente 3 tipos de bielas e tirantes a serem
dimensionados, que sdo: as bielas de concreto sob compresséao, C.; os tirantes de concreto sob
tracdo sem armadura, T,; e 0s tirantes sob tracdo com armadura, T,. Os elementos T, sdo
essencialmente elementos lineares entre dois nos, enquanto C.. e T, sdo campos de tensdo bi ou
tridimensionais entre dois nds adjacentes e tendem a formar tensdes de tracdo ou compressao

transversal.

Trés configuracgdes tipicas sdo suficientes para cobrir todos 0s casos de campos de compressao,
C., (incluindo os que ocorrem nas regides B), conforme Schlaich et al. (1987). Os campos sao
os de compressdo em forma de leque, de garrafa e de prisma, apresentados respectivamente, na

Figura 8.

O campo de tensdo em forma de leque (Figura 8a) é uma idealizacdo de um campo de tensdes
com uma curvatura desprezivel. O campo de tensdes em forma de garrafa (Figura 8b) apresenta
tensdes transversais consideraveis: compressao no pesco¢o da garrafa e tracdo na base (as
tensOes transversais podem causar o aparecimento de fissuras longitudinais, indicando a
necessidade de armadura). O campo de tensbes prismatico (Figura 8c) ou paralelo é um caso
particular dos dois anteriores e é tipico de regides B.
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Figura 8 — Campos de tensédo a) em forma de leque, b) em forma de garrafa e d) em forma
prismatica. (Adaptada de Schlaich et al., 1987).

Os campos de tensdo em forma de leque e prismético ndo desenvolvem tensdes transversais e
em sua verificacdo utiliza-se a resisténcia uniaxial de calculo do concreto. Ja para campos de
tensdo em forma de garrafa, deve ser empregado um critério de ruptura multiaxial. E
apresentado, posteriormente, que cada norma atualmente utiliza um critério especifico para 0s

campos de tensdo, mas baseiam-se no que foi exposto nos paragrafos anteriores.

No caso de campos de tensdo de tracdo de regides da estrutura nao fissuradas, T,, a resisténcia
a tracdo do concreto deve ser utilizada. Usando o fluxo de forcas para construcdo dos modelos
de bielas e tirantes, ocorrem situacdes em que o equilibrio s6 pode ser satisfeito, se a resisténcia
do concreto a tracdo é considerada. De forma geral, nenhuma biela sem armadura ou elemento

comprimido pode trabalhar sem usar a resisténcia a tracdo do concreto.

Para os tirantes sob tracdo com armadura, Ty, 0 ago de reforco deve ser fornecido para resistir
as forcas de tracdo. O eixo da armadura de ago deve coincidir com o eixo do tirante no modelo.
O dimensionamento desses tirantes é bastante simples, segue diretamente da se¢édo transversal

A (aco de armadura), ou A, (cordoalha de protensdo) e o limite de escoamento f; e f,, dos

respectivos materiais:

T, =Af +AAf (2.2)
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2.3.4 Tipos e classificagdo dos nos

Schlaich et al. (1987) salientam que o processo de dimensionamento ndo significa apenas
dimensionar e reforcar as bielas e tirantes individuais para as forcas que suportam, mas também
garantir a transferéncia de carga entre eles verificando as regides dos nds. Os autores colocam
ainda que existe uma estreita relacdo entre o detalhamento dos nds com a resisténcia das bielas
e dos tirantes neles ancorados, para a estabilidade final da trelica. Os nds sdo uma simplificacdo
da realidade, eles aparecem nas intersecdes de elementos de bielas e tirantes e sua inser¢do em

um modelo se faz necesséria para representar uma mudanca abrupta na direcao das forcas.

Para Schlaich et al. (1987) existem essencialmente quatro tipos de nds, dependendo da
combinacdo da biela C e tirantes T, como: né onde sé conflui compressdo (né CCC); onde
conflui uma forca de tracdo meio a compressdo (n6 CCT); onde, em meio a tracao, conflui uma
forca de compressao (n6 CTT); e n6 onde conflui apenas forca de tragdo (n6 TTT). O principio

permanece 0 mesmo se mais de trés bielas e tirantes se encontrarem.

NG singular
] L/ .

|y
/|y
/ \(

'l‘ = .
F : .1 NG continuo

L
il

Figura 9 — NoOs singular e continuo em uma regido D. (Adaptada de Schlaich et al., 1987).

Além dos tipos de no6s, em uma regido D conterd nos classificados entre singular (ou
concentrados) e continuo (ou distribuidos), como demonstra a Figura 9. Para nds singulares o
desvio das forgas ocorre em um comprimento curto ou ha uma pequena area em torno do ponto
nodal, de modo a formar um campo de tensdes concentrado. Os nos singulares sao considerados
criticos e de indispensavel verificagdo para a segurancga da estrutura. Por outro lado, um né é

distribuido quando ha uma regido maior de concreto em torno do né ocorrendo melhor

Otimizacédo topoldgica para modelos de bielas e tirantes em estruturas de concreto armado



distribuicdo das tensoes.

2.4 BIELAS E TIRANTES SEGUNDO A NBR 6118:2014

22

A NBR 6118:2014, trata o projeto de estruturas pelo método de Bielas e Tirantes como especial,

tendo suas prescri¢des na secdo 22. O processo e defini¢cbes sdo semelhantes aos dos modelos

de bielas e tirantes descrito anteriormente, diferindo-se apenas os critérios de verificacdo dos

campos de tensao e nos. A secao 22.2 da norma apresenta casos tipicos de regides D de algumas

estruturas correntes na engenharia estrutural. A Figura 10, retirada da NBR 6118:2014, contém,

a esquerda, estruturas com descontinuidade do tipo geométrica (a); ao centro, estruturas com

descontinuidade estatica (b); e, a da direita, estruturas com os dois tipos de descontinuidades

(©).
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Figura 10 — Regides D (hachura) de estruturas tipicas segundo a NBR 6118:2014. (NBR

6118:

2014)
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Vele notar que a Figura 10 apresenta 2 tipos a mais de estruturas com descontinuidade estatica

e geométrica, se comparada as Figuras 2 e 3 do método tradicional, quais sejam: transversina

(c1) e dente Gerber (c3), no entanto o critério de dimensionamento é 0 mesmo ja apresentado.
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A Norma admite uma regido B entre as regides D de vigas com aberturas (a3), enquanto que o
método tradicional admite toda regido em torno do furo com sendo descontinua (Figura 2). A
ilustracéo b3 (Introducdo de forgas concentradas), que diz respeito a protensdo, se assemelha a

primeira ilustracdo da Figura 3 de Schlaich et al. (1987).

A NBR 6118:2014 prescreve a majoracdo das solicitagdes de calculo das regides D, conforme
NBR 8681:2004 - Ac¢les e seguranca nas estruturas - procedimento. No item 5.3.3 da NBR
8681:2004, diz que os valores usuais dos coeficientes de ponderacdo das resisténcias ou 0s

coeficientes de ponderacdo das agGes de valor y; > 1,0 devem ser multiplicados pelo coeficiente

de ajustamento y,,, dado pela seguinte expressao:

Vo =70 72 (2.3)
sendo:
Yn1 < 1,2 em funcdo da ductilidade de uma eventual ruina; e
Yn2 < 1,2 em func¢do da gravidade das consequéncias de uma eventual ruina.

Segundo a NBR 6118:2014 ¢ permitida a analise da seguranca no estado limite Gltimo de um
elemento estrutural ou de uma regido D, contida nesse elemento. A Norma frisa que os tirantes
representam uma armadura ou um conjunto de armaduras concentradas em um Gnico eixo e 0s
nos recebem as forcas concentradas aplicadas ao modelo. Em torno dos nos existira um volume
de concreto, designado como zona nodal, onde é verificada a resisténcia necessaria para a

transmisséo das forgas entre as bielas e os tirantes.

A norma cita também que as verificacfes das bielas, tirantes e nos sdo efetuadas a partir das
forcas obtidas na analise da trelica isostatica sob a a¢do do sistema auto equilibrado de forgas
ativas e reativas na treliga. Os eixos das bielas devem ser escolhidos de maneira a se aproximar
0 méaximo possivel das tensdes principais de compressao e dos tirantes, dos eixos das armaduras
a serem efetivamente detalhadas. As bielas inclinadas devem ter angulo de inclinacdo cuja
tangente esteja entre 0,57 e 2, ou seja, entre 29,7° e 63,4°, em relacdo ao eixo da armadura

longitudinal do elemento estrutural.

Os parametros de resisténcia de calculo das bielas e regides nodais sdo apresentados no item
22.3.2 daNBR 6118:2014. De forma que, para a verificacdo de tensdes de compressao maximas

nas bielas e regides nodais, deve-se seguir as seguintes prescri¢oes:
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fcdl = 0’85 avz fcd (2-4)
f,,=0,60a, f, (2.5)
f:=0,72¢, f, (2.6)

sendo:

feas @tensdo resistente maxima do concreto para regides com tensdes de compressao transversal
ou sem tensdes de tracdo transversal e para n6s onde confluem somente bielas de compresséo
(nés CCO);

fea2 para regides com tensdes de tracdo transversal e para nds onde confluem dois ou mais

tirantes tracionados (n6s CTT ou TTT); e
fea3 para nos onde conflui um tirante tracionado (n6s CCT).
O parametro a,,, representa uma reducdo da resisténcia do concreto a compressao expresso por:

f k
=1-—% 2.7
v2 250 ( )

N
I

e a resisténcia de projeto do concreto a compressao, f.4, é dada por:

f
fqg=—"2 2.8
"y, 28)

em que o f, € a resisténcia caracteristica do concreto a compressdo aos 28 dias de idade, dada
em MPa, e y,. o coeficiente de ponderacédo da resisténcia do concreto & compressao para o estado

limite Gltimo (usualmente 1,4 para combinag¢do normal das acdes).

Ja os parametros de resisténcia de projeto dos tirantes estdo contidos no Item 22.3.3, nos quais

se resumem ao calculo da area de ago, dada por:

A= FSd/fyd (2.9)

sendo Fsq 0 valor de projeto da forga de tracdo determinada no tirante e f,,; a resisténcia de

projeto do aco a tracdo dada por:

Julian Alves Borges (jlnab@hotmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS 2022


mailto:jlnab@hotmail.com

25

fq=—L (2.10)

sendo o coeficiente de ponderacdo da resisténcia do aco, y, = 1,15, para combinagdo normal

das acoes.

No item 22.4 da NBR 6118:2014 ¢ discutido acerca de vigas alta, em especial, que sdo 0s
elementos estruturais estudados neste trabalho. Nos demais itens como nos 22.5, 22.6 e 22.7
sdo tratados assuntos acerca de consoles/dentes Gerber, sapatas e blocos sobre estacas,
respectivamente. Aqui sdo apresentados 0s conceitos e critérios de projeto apenas de vigas altas

com e sem abertura e com descontinuidade geométrica.

Conceitualmente, a norma considera vigas-parede as vigas altas em que a relacéo entre o vao e
aaltura [/h é inferior a 2 em vigas biapoiadas e inferior a 3 em vigas continuas. As vigas altas
possuem comportamento estrutural de caracteristicas especificas, se comparadas as vigas
usuais, destacando-se a ineficiéncia a flex&o e ao cisalhamento. A NBR 6118:2014 coloca ainda
que vigas altas apresentam problemas de estabilidade de corpo rigido e que pode ocorrer
problemas de estabilidade elastica. Com isso, muitas vezes sdo necessarios enrijecedores de

apoio ou travamentos

Os modelos de calculo concebidos pelo método de bielas e tirantes para dimensionamento de
vigas altas no estado limite ultimo (ELU), devem assegurar um comportamento adequado em
servico, e a geometria das trelicas, deve ser tal que os valores das forcgas nos tirantes resultem o
mais proximo possivel dos obtidos em um modelo plano el&stico linear. Métodos numéricos,
como o método dos elementos finitos, sdo permitidos para analise elastico lineares e nédo
lineares, conforme a NBR 6118:2014.

Na secédo de detalhamento (item 22.4.4) da NBR 6118:2014 é posto que as armaduras de flexéo
e/ou tirantes devem cobrir toda a zona efetivamente tracionada, conforme o modelo de calculo
adotado, ndo podendo serem concentrados em uma ou poucas camadas. Em vigas altas
biapoiadas os elementos tracionados devem ser distribuidos em altura de 0,15h. A armadura

horizontal e vertical minima deve ser de 0,00075b por metro e por face.

Em relacdo a ancoragem da armadura de flex&o nos apoios a norma especifica em 22.4.4.2 que
a armadura deve ser prolongada integralmente até os apoios. Ndo podem ser usados ganchos no

plano vertical, dando preferéncia a lagos ou grampos no plano horizontal, ou dispositivos
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Figura 11 — Esquema de distribuicdo de armaduras para uma viga alta segundo a NBR
6118:2014 (NBR 6118:2014)

2.5 BIELAS E TIRANTES SEGUNDO O EUROCODE 2:2004

O Eurocode 2:2004 faz algumas consideracGes em sua se¢do 5.6.4 sobre a analise com modelos
de bielas e tirantes. Segundo a norma, os modelos de bielas e tirantes podem ser utilizados para
dimensionamento em ELU de regibes de continuidade e para dimensionamento em ELU e
detalhamento de regides de descontinuidade. Assim como em Schlaich et al. (1987) e como
visto na NBR 6118:2014, considera-se uma distancia h de descontinuidade nos elementos
estruturais e segue a mesma légica para determinacdo das regides B e D e da configuracdo do
modelo trelicado. O Eurocode 2:2004 permite a utilizagdo do método em elementos onde é
assumida uma distribuicdo linear dentro da sec¢éo transversal (tensdo plana), embora néo seja

comum de se fazer, como citam Goodchild et al. (2014).

O Eurocode 2:2004 permite tambeém que as verificagdes em ELU podem ser aplicadas usando
modelos de bielas e tirantes, por exemplo, verificacdo de tensdes de aco e controle de abertura
de fissura, se for assegurada a compatibilidade aproximada para o modelo de biela e tirante (em
particular, a posicdo e direcdo de bielas importantes devem ser orientadas de acordo com a
teoria da elasticidade linear).

Conforme o Eurocode 2:2004, o angulo minimo entre bielas e tirantes é de 35°. As for¢as nos
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elementos de um modelo de biela e tirante devem ser determinadas mantendo o equilibrio. Os
tirantes de um modelo de bielas e tirantes devem coincidir em posic¢éo e dire¢cdo com a armadura
correspondente. Os meios possiveis para o desenvolvimento de modelos de bielas e tirantes
adequados incluem a adocéo de trajetorias e distribuicbes de tensdes da teoria elastica linear ou
do método do caminho de carga, como visto em Schlaich et al. (1987). Segundo o Eurocode

2:2004, todos os modelos de bielas e tirantes podem ser otimizados por critérios de energia.

O Item 6.5 o Eurocode 2:2004 prescreve as condicOes para projeto de estruturas de concreto
armado pelo método de bielas e tirantes e considera, de forma geral, sua aplicacdo em regides
de apoio, cargas concentradas préximas ou regido sob tracdo, por exemplo, considerando o
estado de distribuicdo de tensbes néo linear.

Nas regibes de concreto sob tensGes de compressao transversal (CCC) ou sem tensao
transversal, a resisténcia de projeto da biela sob compressdo pode ser calculada pela Equacéo

(2.11) a sequir.

Q
el
o
I
—
8

(2.11)

O Rd max

E:

y
;
8

=

Figura 12 — Regides CCC (Eurocode 02:2004)

A resisténcia de projeto para bielas de concreto com tensao de tracao transversal (regifes CCT)

deve ser reduzida, podendo ser calculada a partir da Equagédo (2.12).

s =0,6V'f, (2.12)

A ‘ * O Rd.max

_|_’_=—l
| .-—|:|—

T

Figura 13 — Regides CCT (Eurocode 02:2004)

A norma coloca que o valor de v’ pode ser utilizado conforma a norma do Pais em questao,
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sendo recomendada a expressao seguinte:
v'=1-f, /250 (2.13)

Nota-se na Equacdo (2.11) que a tensdo resistente maxima de célculo das regides CCC é igual
a resisténcia de calculo do concreto a compressdo, segundo o Eurocode 02:2004. A norma
coloca ainda que pode ser apropriado assumir uma resisténcia de projeto mais alta em regioes

onde existe compressdo multiaxial.

As prescricdes acerca de tirantes podem serem vistas no item 6.5.3 da norma, a partir do qual
se faz o dimensionamento das barras de aco para resistir a forca que no tirante atua. Todas
caracteristicas do aco utilizado para as armaduras podem serem vistas nos itens 3.2 e 3.3 do
Eurocode 2:2004. Assim como na NBR 6118:2014, a area de ago é dada pela Equacéo (2.9),
sendo a resisténcia do aco de projeto a tracdo a mesma determinada na Equacéo (2.10), com o

coeficiente de minoragédo da resisténcia do aco, y,, também igual a 1,15.

As armaduras principais segundo a norma devem ser adequadamente ancoradas nos nos. A
abordagem acerca de ancoragem pode ser vista no item 8.4 Eurocode 2:2004. Segundo a norma,
as barras de aco, arames ou telas soldadas devem ser ancorados de modo a que as forcas de
aderéncia sejam transmitidas com seguranca ao concreto. Dessa forma, o comprimento de

ancoragem de projeto, 1,4, em condicOes ideais de ligacao é feito da seguinte forma:

lyy = alyeg =a(¢/4)(og ! fyy) (2.14)
fog =2,25m, 17, Ty (2.15)

em que n, é relativo a qualidade da aderéncia e da posi¢do da barra durante a concretagem,
sendo 1,0 para boas condigdes e 0,7 para condicdes ruins; n, relativo ao didmetro da barra (1,
=1,0 para ¢ < 32mmen, =(132- ¢)/100 para ¢ > 32 mm); e f,.4 € a resisténcia do concreto

de projeto a tra¢do, dada por:

a.f (2.16)

f __ ¢t “ctk

ctd
Ve

sendo a., um parametro para redugao da resisténcia em decorréncia da ductilidade do concreto,

visto que se trata de concreto armado, ndo ha redugdo (a. = 1,0) e y. o coeficiente de
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minoragdo da resisténcia concreto, igual a 1,5. E por fim, a resisténcia caracteristica do concreto

a tracdo pode ser obtida por:

f,=07f, =021f2" (217)

C

Segundo o Eurocode 2:2004 o reforco necessario para resistir as forgas nos nds concentrados e
bielas com tensdo de tracdo transversal pode ser espalhado ao longo de um comprimento. Dessa
forma, a forga de tragéo transversal, T, para regides de descontinuidade parcial (b < H/2, Figura

14a) pode ser obtida por:

1b-a (2.18)

E para regides com descontinuidade total (b > H/2), conforme ilustra a Figura 14b, pode ser

determinado por:

2.19
T=1{1-072|F (219)
4 h
I;'h-"’ t' ;
-T =
L d
‘ | ﬂl,
| i
I [ ) — T
Regido D !; T \1 h=h 7=h/?
s - h=H/2
LA I |
Regido B : I H Y | T
| |
N
Regido D i._ k
I b
b b
a) Descontinuidade parcial b) Descontinuidade total

Figura 14 — Representacdo de descontinuidade parcial e total em um n6 ou biela de
compressdo (Eurocode 02:2004)

Vale lembrar que, em geral, as bielas poderdo estar inclinadas, e a &rea de aco necessaria para
vencer os esfor¢os T podera estar contabilizada nos estribos verticais. Se a biela de compresséo

for vertical, esta armadura poderéa ser contabilizada nas armaduras de pele horizontais.
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Como j& visto, o Eurocode 02:2004 coloca que as forgas que atuam nos nos devem estar em
equilibrio e devem ser consideradas as forcas de tracdo transversais perpendiculares ao nd no
plano. O dimensionamento e detalhamento dos nos concentrados sao criticos na determinacéo
de sua resisténcia a carga. Os nos criticos ocorrem onde sdo aplicadas cargas pontuais, em
apoios, em zonas de ancoragem com concentracdo de armaduras ou armaduras de protenséo,

em curvas em barras de armadura e em ligagOes e cantos de barras.

Conforme Eurocode 02:2004 para nos do tipo CCC tem-se que a tensao resistente de projeto

vale:

Opg =1,0V' | (2.20)
Para nds do tipo CCT:

0qy =0,85V' f, (2.21)
E para nés do tipo CTT:

Ogg =0,75V' f (2.22)

O reforco minimo horizontal e vertical a ser fornecido para vigas altas é de 0,2%A,. em cada

face do elemento estrutural.

2.6 BIELAS E TIRANTES SEGUNDO O ACI 318:2002

Como os elementos estruturais aqui analisados sdo essencialmente vigas altas, segundo as
defini¢des do ACI 318:2002 (item 10.7.1), as vigas altas séo elementos carregados em uma face
e apoiados na face oposta, de modo que as bielas de compressao possam se desenvolver entre

as cargas e 0s apoios, e possuem:
e vaos livres, [, iguais ou inferiores a quatro vezes a altura total da estrutura; ou

e regides com cargas concentradas dentro do dobro da altura a partir da face do apoio,

para que se desenvolvam bielas de compresséo entre as cargas e 0s apoios.

Conforme o ACI 318:2002 as vigas altas devem ser projetadas usando modelos de bielas e

tirantes, apresentado no Anexo A da norma, independentemente de como sdo carregadas e
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apoiadas. Pode ser projetada também por meio de anélise ndo lineares. E permitido que as
deformac6es sejam estimadas usando uma andlise eléstica do modelo de bielas e tirantes. Para

as andlises, os efeitos da fissuracdo na distribuicdo de tensdes devem ser considerados.

Os conceitos de regides B e D, distancia e tipos de descontinuidade e determinacédo da regido
D segundo o ACI 318:2002 s&o 0s mesmos ja vistos nas demais normas. Apenas para frisar, o
ACI 318:2002 descreve que a descontinuidade é uma regido onde ocorre mudanga abrupta na
geometria ou no carregamento. E ainda, se duas regides D se sobrepuserem ou se encontrarem,

elas podem ser consideradas como uma Unica regido D, para fins de projeto.

O ACI 318:2002 coloca que o modelo de trelica deve estar em equilibrio e ser capaz de transferir
todas as cargas para 0s apoios ou regides B adjacentes. Os eixos das bielas e tirantes devem
coincidir aproximadamente com os eixos dos campos de compressdo e tracao, respectivamente,

e 0 angulo entre elementos (bielas e tirantes) em uma regido D deve ser maior ou igual a 25°.

As armaduras longitudinais em vigas altas devem ser estendidas aos apoios e devidamente
ancoradas. O espacamento das barras para vigas altas deve ser de no maximo 31 cm (12 pol.),
ao invés de 46 cm (18 pol.), como visto no ACI 318:2002 para vigas usuais, porque este aco é

fornecido para restringir a abertura das fissuras.

Para o equilibrio do n6, pelo menos trés forgas devem atuar em um né em um modelo de bielas
e tirantes. Como ja visto, os nos sao classificados de acordo com os sinais dessas forgas (CCC,
CCT e CTT ou TTT). Para fins de projeto, o0 ACI 318:2002 define zona nodal como sendo o
volume de concreto ao redor de um no que se supde transferir forcas de bielas e tirantes (Figura
15). Essas zonas nodais sdo também denominadas de zonas nodais hidrostaticas, porque as

tensdes no plano s&o as mesmas em todas as diregdes.

Em projeto, as bielas sdo geralmente idealizadas como membros de compressdo prismatica,
como demonstrado pelos contornos de linha reta das escoras na Figura 15. Se a resisténcia a
compresséo efetiva f,, for diferente nas duas extremidades de uma biela, devido a diferentes
resisténcias da zona nodal nas duas extremidades ou a diferentes comprimentos de apoio, a biela
é idealizada como uma biela compressdo uniformemente conica nestas regides (situacdo mais
desfavoravel). Aqui se entende como biela em forma de leque ou conica o formato
simplificadamente tomado para o projeto de forma que as tensdes transversais de tragcdo sejam

suportadas pelo préprio concreto ou por armadura especialmente projetada para tal.
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de garrafa

Biela em forma lp

Zona nodal

Biela
prismatica

Figura 15 — Exemplificacdo dos conceitos de zona nodal, bielas prismaticas e em forma de
garrafa e tirante usuais em vigas altas (Adaptada de ACI 318:2002)

Os contornos pontilhados curvos das bielas na Figura 15 e os contornos sélidos curvos na Figura
16 aproximam os limites das bielas em forma de garrafa. O ACI 318:2002 coloca que a partir
de um ensaio de corpo de prova o formato cilindrico é possivel observar que a propagacéo
lateral interna da forca de compressao aplicada ao corpo de prova leva a uma tensdo transversal,
que divide o corpo de prova, levando a abertura de fissuras (Figura 16). Dessa forma, se justifica

a insercdo de barras para reforco transversal em uma biela em forma de garrafa.

Para simplificar o projeto, o ACI 318:2002 prescreve que as bielas em forma de garrafa podem
ser idealizadas como prismaticas ou conicas (tapered). O reforco de controle de fissuras (item
A.3.3 da norma) é fornecido para resistir a tensdo transversal conforme Equacdo (2.25) e o
respectivo fator redutor da resisténcia. A quantidade de armadura transversal confinante pode
ser calculada usando o modelo de bielas e tirantes visto na Figura 16(b) com as bielas que
representam a propagacao da forca de compressao atuando em uma inclinagdo de 1:2 em relagéo
ao eixo da forga de compressdo aplicada. A &rea da secdo transversal A, de uma biela em forma
de garrafa é considerada a menor das areas de se¢do transversal nas duas extremidades do

suporte.
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@ / o) 4 /

Fissura

Tirante

Biela

y A%

Largura utilizada para calcular A,

Figura 16 — Biela em forma de garrafa para (a) um modelo fissurada e (b) um modelo
idealizado pelo método de bielas e tirantes (Adaptada de ACI 318:2002)

Conforme a se¢do A.2.6 do ACI 318:2002, o projeto de bielas, tirantes e zonas nodais deve

estar de acordo com a seguinte relagéo:
4 F 2F, (2.23)

onde E, é a forca atuante em uma biela, tirante, ou em uma face de uma zona nodal; F,, é a forca
nominal (resistente) da biela, tirante ou zona nodal; e ¢ € o fator de reducdo de resisténcia

especificado, que, conforme secdo 9.3.2.6, ¢, = 0,75.

A resisténcia a compressdo nominal de uma biela sem armadura longitudinal deve ser tomada
como o menor valor que aconteca em alguma das duas extremidades da biela, de acordo com
A3.1,

Foo = T A (2.24)

onde A, € a area da secéo transversal em uma extremidade da biela, e f.,, € 0 menor entre as
Equagdes (2.25) e (2.27).

Sendo o calculo da resisténcia a compressao efetiva (resisténcia de projeto) do concreto em uma

biela dado por

f,=0858f' (2.25)
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sendo f,” a resisténcia a compressao especifica (valor caracteristico) do concreto e f; um dos

valores seguintes:
Bs = 1,0 para uma biela de secdo transversal uniforme ao longo de seu comprimento;

Bs = 0,75 para bielas em forma de garrafa com refor¢o transversal satisfatorio e g5 = 0,604 para
bielas sem reforgo transversal satisfatorio, onde A = 1,0 para concreto convencional, 0,85 para
concreto leve com areia e 0,75 para concreto leve sem areia. A interpolacgdo linear deve ser

permitida quando for utilizada a substitui¢do parcial de areia.
Bs = 0,40 para bielas em membros de tracédo; e
Bs = 0,60 para todos 0s outros casos.

J& a resisténcia a compressdo nominal de uma zona nodal deve ser:

Fon = To A (2.26)

sendo desta vez a resisténcia a compressdo efetiva do concreto na zona nodal f,, calculada

conforme indicado na Equacéo (2.27) e 4,, € uma das duas condi¢des seguintes:

e Areada face da zona nodal sobre a qual E, atua, tomada perpendicularmente & linha de

acao de F,, ou

e Area de uma secdo através da zona nodal, tomada perpendicularmente a linha de acio

da forga resultante na secéo.

A tensdo de compresséo efetiva calculada em uma face de uma zona nodal devida as forcas de

bielas e tirantes ndo deve exceder o valor dado por:
f,=0854 f.' (2.27)
onde:
Brn = 1,0 em zonas nodais delimitadas por bielas ou areas de apoio, ou ambas;
Br = 0,80 em zonas nodais de ancoragem de um tirante; ou

B = 0,60 nas zonas nodais que ancoram dois ou mais tirantes.
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Por fim, as &reas de aco dos tirantes sdo dimensionadas da mesma forma que nas demais normas
devendo garantir que o eixo longitudinal das barras coincida com o eixo do modelo de bielas e

tirantes adotado (barras da trelica assumida). Caso haja forca devida a elemento de protensao,

esta devera ser considerada na area de aco.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo é abordada toda fundamentacdo tedrica por tras do cddigo implementado no
software de analise matricial MATLAB (2012). Temas como a formulacdo em elementos
finitos, otimizacdo topologica, método de Otimizacdo Estrutural Evolutiva Bidirecional

(BESO), dentre outros assuntos, sdo discutidos aqui.

3.1 FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Para a solucdo de problemas complexos da mecanica estrutural, 0 método dos elementos finitos
é o preferido entre as ferramentas para a descricdo do comportamento das variaveis envolvidas.
Em termos estruturais, basicamente assume-se um campo de deslocamentos em sub-regides do
problema (elementos finitos), os quais passam a interpolar esses campos a partir das
informacBes da fronteira (nds). Partindo-se do principio da minima energia de deformacao,
chega-se as equacdes finais que permitem resolver, para as variaveis incognitas do campo, nos

pontos discretizados.

Neste trabalho é dado enfoque a problemas de estado plano, nos quais os esforcos e acées atuam
apenas em um plano (x-y). A seguir sdo revisados assuntos relacionados a formulacdo de

elementos finitos, em alguns pontos, particularizada para esse estado de tensdes.

3.1.1 Tens0es principais

Muitas analises estruturais de elementos finitos envolvem o célculo das tensdes principais. Em
um corpo solido tridimensional, as trés tensdes principais (a4, 0,, g3) podem ser determinadas

pela solucdo da seguinte expressao:

det| ¢ o,—0C T =o'~ 1,6’ +1,0-1,=0 (3.1)

Sendo os invariantes de tensoes (I, I,, I5) da Equagéo 3.1, expressos por:

I, =0 +0, +0, (3.2)
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|.=0. 0. +0.0, +0, 0. —172 —1>—1° 3.3
2 XX yy yy 2z 7227 XX Xy yz X ()

_ 2 2 2
I, =0,0,,0, +27,,7,T, — 04Ty, — 0Ty —0uTy (3:4)

3.1.2 Estado plano de tensoes

Rao (2018) observa que o objetivo principal de qualquer anélise de tensdo ou problema de
mecanica dos solidos é encontrar o campo de deslocamentos e tensdes sob um estado de
carregamento e condi¢des de contorno. Para encontrar uma solucdo analitica para um problema
plano, deve-se satisfazer as equacbes basicas ou fundamentais da mecanica dos sélidos,
considerando que o numero total equagdes (Tabela 1) deva ser igual ao nimero total de
incognitas (Tabela 2).

Tabela 1 — Numero de equacdes para problemas bidimensionais.

Equacdes Problemas bidimensionais
Equacdes de equilibrio 2
Relacdo tensdo-deformacao 3
Relacdo deformacéao-deslocamento 3
Numero total de equacdes 8

Fonte: Adaptada de Rao, 2018.

Tabela 2 — Numero de incdgnitas para problemas bidimensionais.

IncAgnitas Problemas bidimensionais
Deslocamentos u, v
Tensdes O s Opwir Ty
Deformacdes/distorgdes Exir Eyy s Vy
Numero total de incognitas 8

Fonte: Adaptada de Rao, 2018.

Observa 0 autor que na pratica também € necessario satisfazer algumas equacgdes adicionais,
como equacdes de equilibrio externo (que dizem respeito ao equilibrio geral do corpo sob cargas
externas), equagdes de compatibilidade (que dizem respeito a continuidade de deformacGes e

deslocamentos) e condicBes de contorno (que dizem respeito as condi¢des prescritas sobre
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deslocamentos e/ou forgas nos limites do corpo).

Rao (2018) afirma ainda que embora qualquer solucéo exata (analitica) deva satisfazer todas as
equacOes apresentadas anteriormente, as solu¢des aproximadas (numéricas), como as obtidas
pelo método dos elementos finitos, geralmente nao satisfazem todas as equacgdes. No entanto,
uma boa compreensdo de todas as equagdes basicas da mecanica dos solidos é essencial para
entendimento de elementos finitos e também para estimar a ordem de erro envolvido na solugdo
de problemas desse tipo, sabendo até que ponto a solu¢do aproximada viola as equacdes basicas,

incluindo a compatibilidade e as condigdes contorno.

A suposicdo de tensdo plana é aplicavel para corpos cuja dimensdo € muito pequena em uma
das direcGes coordenada (x, y, z). Assim, a analise de placas carregadas pode ser feita utilizando
0 pressuposto de tensbes no estado plano. Embora essas suposigdes violem algumas das
condicBes de compatibilidade, elas sdo suficientemente precisas para todos os fins praticos,
desde que ndo ocorram tensdes fora do plano e a estrutura tenha dimensao longitudinal maior
gue a sua espessura. Assim, a relacdo tensdo-deformacao para o caso de tensdo plana é dada

pela lei de Hooke, a partir da Equacdo (3.5), expressa em termos de deformacéo.
{e} =[Cl{o} (3.5)

Sendo {e} o vetor de deformacdes e {o} 0 vetor de tensdes dados por:

XX GXX
ey =16y 1 1o} =10, (3.6)
yxy Txy

A relagdo entre os vetores é expressa por meio da matriz de coeficientes elasticos, [C], dada

por:
1 1 —v 0
[C]:E -v 1 0 (3.7)
0O 0 21+v)

sendo E 0 modulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson do material. A Equagéo (3.5)

pode ser descrita em termos de tensao, a partir da relacdo inversa expressa a seguir:
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{o}=[Dl{¢} (3.8)

onde a matriz [D], chamada de constitutiva, € dada por:

E
1-v?

Vv

[D]= (3.9)

00

0
0
1-v
2

Para um corpo bidimensional, em estado plano de tensdo, as duas tensdes principais no plano

(o1, 0,) podem ser expressas por:

2
o, +0 o, —O
6112 — XX Yy i ( XX Yy j + Tfy (310)
e os planos principais (6, ), defasados de 90° entre si, sdo expressos por:

2
elzétan‘l(A) e 0,=0,+xl2 (3.11)

O — Oy

3.1.3 Formulacéo da equacdo de elementos finitos para analise estatica

Nesta secdo utiliza-se o principio da energia potencial minima para derivar as equacdes de
equilibrio para um problema genérico tridimensional que posteriormente é reduzido para o caso
bidimensional. Uma vez que os graus de liberdade nodais sdo tratados como desconhecidos na
formulacao atual (deslocamento), a energia potencial 7, deve primeiro ser expressa em termos
de graus de liberdade nodais. Entdo, as equacdes de equilibrio necessarias podem ser obtidas
definindo as primeiras derivadas parciais de m,, em relacdo a cada um dos graus de liberdade
nodais iguais a zero. De inicio, o corpo solido é dividido em n elementos finitos e 0 modelo de

deslocamento dentro de um elemento, e, é assumido como:

u(x, y, z)
U} =4v(xY,2) =[N]{Qe} (3.12)
w(X,Y,2)
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onde {Q°} é o vetor de graus de liberdade de deslocamento nodal do elemento, e [N] é a matriz

das funcdes de forma.

As matrizes caracteristicas dos elementos (rigidez) e vetores caracteristicos dos elementos
(carregamento) devem ser derivados do principio da energia potencial minima. Para isso, a
energia potencial funcional do corpo m,,, considerando apenas as forcas do corpo e da superficie,

¢ escrita como:

n

Ty =27, (3.13)

e=1

onde 7[; é a energia potencial do elemento, e, dada por:
Z—f{ [DI{e}dv - [{U} {g}dV - [{U}" {@}ds, (3.14)
ve ¢

em que V¢ é o volume do elemento, S{ € a porcdo da superficie do elemento onde as forcas
atuam, {¢} € o vetor que contém as forcas de corpo por unidade de volume e {®} é o vetor que
contém as forcas prescritas. O vetor de deformacdes, {<}, pode ser expresso em termos do vetor

de deslocamento nodal {Q€¢} da forma:

{¢} =[BI{Q°} (3.15)

O vetor de tensdes, {a}, pode ser obtido a partir do vetor de deformagdes, {€}, como:
{c} =[D]{s} =[DI[BI{Q°} (3.16)

Substituindo as Equacdes (3.12) e (3.15) na Equacéo (3.14) a equagéo da energia potencial do

elemento pode ser rescrita como:

1

”;=E£{Q6}T[B]T[D][B]{ lav - j VINT {glav - I VINT {@}ds,  (317)

Considera-se na expressdo anterior apenas as forgas de volume e superficie. No entanto,
geralmente algumas forgas externas concentradas também estardo atuando em varios nés. Se
{P.} denota o vetor de forcas nodais, agindo nas dire¢fes do vetor deslocamento nodal {Q} da

estrutura, a energia potencial total da estrutura ser expressa como
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n

7, =27 —{Q} {R) (3.18)

e=1

onde {Q}={Q,Q,...Q, }T é o vetor de deslocamentos nodais da estrutura, e m é o nimero total

de deslocamentos nodais ou graus de liberdade. A partir da das Equacdes (3.17) e (3.18)

7, = {ZI[B] [D][B]dv}{ }—{ 1{I[N] {¢ }dV+J.[N] {o}ds, —{Q}T{PC} (3.19)

e=l,,e
l

A Equacdo (3.19) expressa a energia potencial total da estrutura ou corpo em termos dos graus
de liberdade nodais, {Q}. A configuracdo de equilibrio estatico das estruturas pode ser
encontrada resolvendo as seguintes condi¢cdes necessarias (para a minimizacdo da energia

potencial):

p :{O} ou an = aQ: == an =0 (320)

Dessa forma, a partir das Equacdes (3.19) e (3.20) a energia potencial total da estrutura pode

ser rescrita como:

{ZI[B][D]dV} = +Z j[N] dV+J[N] D} ds, (3.21)

e Ve
\ Sl

ou ainda da forma:

(g[Keﬂ{Q}={F’c}+§({&e}+{P§})={P} (3.22)

onde [K°] é a matriz de rigidez do elemento, e seu somatorio é a matriz de rigidez global da

estrutura [K]; {Q} representa o vetor de deslocamentos nodal global; { } é o0 vetor de cargas
concentradas; {Pj} e {Pbe} expressam, respectivamente, os vetores de forcas de superficie

(surface) e de volume (body) nodais dos elementos, e seu somatorio representa o vetor de forgas

nodais dos elementos {P e} ;e {P} éacontribuicio de todos os carregamentos ({P¢} e {P.}) ou

vetor de focas global da estrutura.
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Em resumo, a equacdo de equilibrio global nodal da estrutura pode ser expressa, a partir da

Equacdo (3.22) e das relagdes apresentadas, da forma:

[K]iQj=1{P}

(3.23)

3.1.4 Elemento finito quadrilatero sélido de 4 n6s

Neste trabalho é utilizado o elemento finito quadrilatero sélido de 4 n6s com dois graus de

liberdade por n6 (u, v). Um esquema das variaveis envolvidas esta representado na Figura 17

Y
A
v4 , V3
Ll ‘u4 3 ‘u3
2b P X
v1 , V2
v 1 VU1 2 'U )

2a

Figura 17 - Elemento finito quadrilatero s6lido de 4 n6s. (Adaptada de Rao, 2018)

No interior do elemento € assumido um campo de deslocamentos do tipo:

u(x,y)=o, +a,X+ay +a,xy (3.24)
V(X, Y) = ag + X+, Y + agXy '
Neste caso, os deslocamentos variam de forma linear em x e em y. Para deslocamentos que
ocorram nos nés do ti = T a [ d [
po{q} = {u; v; u, v, uz V3 u, v,} aequacdo anterior pode ser reescrita

como:

(3.25)

U ={3((§ z))}:[N(x, V){a}
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onde [N(X,y)] é a matriz das fungdes de forma dadas por:

N ) 0 N, (X, y) 0 N, (X, y) 0 N, (% Y)
NGyl _{ 0 N, (x,y) 0 N, (X, Y) 0 N, (X, y) 0 N, (X, y)} (3.26)
onde
Nl(X, y): (a_);)(b_y) NZ(X, y): (a+X)(b—y)
ab 4ab (3.27)
_(@+x)(b+y) _(@=x)b+y) '
N, (X, y) = b N, (X, Y) YT

Para este trabalho, visando a praticidade e ganho de processamento computacional, sdo
utilizados elementos quadrilateros com o lado 2b igual ao lado 2a. Entdo, a matriz de rigidez

do elemento finito [k] pode ser gerada como:

[k]= | [[BI'[D][B] tdx dy (3.28)

-a-b

Sendo t a espessura do elemento finito, [D] a matriz consititutiva elastica do material e [B] a

matriz que relaciona deslocamentos com deformacdes ({¢} = [B]{u}).

ou / ox
{e} =16, 1= ov /oy (3.29)
Yy ou /oy +ov [ ox

A relacdo entre a deformacéo e os deslocamentos [B] pode ser obtida a partir da Equacéo (3.29)

aplicada na Equacéo (3.25) resultando em:
Ep ou / ox

[Bl=1e, =1 ov/dy (3.30)
Vs ouloy+ov/ox

Entfo a matriz de rigidez no sistema de coordenadas global do elemento [K ()] rotacionada

para o0s eixos globais x e y pode ser gerada por:
[K®1=[R]"[KI[R] (3.31)

onde [R] é matriz de rotacdo para a matriz de rigidez do elemento finito utilizado (dimenséo
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8x12) como indicado na Equacéo (3.32):

[r] [0] [0] [O]
_|[01 [r] [0] [O]
(0] [0 [r] [O]
[0] [0 [0] [r]

[R] (3.32)

onde [0] é uma matriz 2x3 de zeros e [r] é a matriz que contém 0s cossenos diretores
(lpq, Mpq, pq Paralelos ao eixo x local e 1,5, m,,, ny,s paralelos ao eixo y local do elemento),

dados por:

| m n
[r] :|:Ipq pq pq:| (333)
ps mps nps

Na presente formulacdo que é utilizada neste trabalho, a operacdo de rotagdo da matriz de
rigidez dos elementos para os eixos globais ndo é necesséria, visto que todos o0s elementos
finitos sdo orientados paralelos aos eixos globais. 1sso visa acelerar a montagem das matrizes
globais, bem como o processo geral de solucdo da analise de elementos finitos. Também, para
facilitar a montagem das matrizes globais de rigidez e massa, assume-se que todos os elementos
finitos tenham as mesmas dimensdes, de forma que a montagem das matrizes a nivel de
elementos (rigidez ou massa) sdo feitas para apenas 1 elemento e replicada aos demais levando

em conta suas propriedades individuais.

Para um elemento finito de lado unitario e espessura t, a matriz de rigidez elementar é a indicada

na Equacdo (3.34):

12 3 -6 -3 6 -3 0 3] [-4 3 —2 9 2 -3 4 -9

12 3 0 -3 -6 -3 -6 4 9 4 -3 2 9 -2

12 3 0 -3 -6 3 4 3 4 9 2 3

12 3 -6 3 -6 4 9 2 3 2

k = +

[k] (1-v?)-24 12 3 -6 -3| " 403 2 o B34

12 3 0 4 -9 4

12 -3 4 -3

| sim. 12 [sim. —4 |

Para a matriz de massa, a sua formulacdo é semelhante a matriz de rigidez, de forma que se tem

a equacdo da mesma para o elemento finito [M] gerada como:

[M1= [ [INI'[N] o t dx dy (3.35)
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As otimizacOes topoldgicas das estruturas sdo realizadas considerando o peso proprio dos
matérias e, como neste trabalho é considerada a gravidade na direcdo y e ndo se trabalhou com

problemas dinamicos, optou-se pela matriz de massa condensada (lumped) na forma mais

simples:
[0 0O 0 0 0 0 O O]
/4 0 0 O O 0 O
0O 0 0 O o0 o
[M]=4ptab 1/4 0 0 0 O (3.36)
0O 0 0 O ’
1/4 0 O
0 O
| sim. 1/4]

3.2 OTIMIZACAO TOPOLOGICA APLICADA A ESTRUTURAS DE
CONCRETO ARMADO

A partir da discretizacdo da estrutura em elementos infinitesimais, a otimizacao topologica tem
0 objetivo de melhor alocar ou retirar material de uma estrutura dentro de um dominio de
projeto, sob condi¢bes de contorno e carregamentos especificos, com intuito de otimizar
(maximizar ou minimizar) funcdes objetivo pré-definidas como massa, tensdo, frequéncias
naturais, carga de flambagem, etc. Neste sentido, diferencia-se da otimizacao paramétrica e de
forma, uma vez que a estrutura final pode assumir qualquer forma dentro do espaco (volume)

de trabalho original (Ground Structure).

Como visto, os principios basicos de otimizagdo topolégicas para estruturas continuas foram
propostos por Bendsge e Kikuchi em 1988. Desde entdo, o assunto tem sido extensivamente
estudado com diferentes abordagens que, em geral, convergem para a obtencao de estruturas de
alta performance, porém vai de encontro ao aumento na complexidade da geometria do
componente ou elemento estrutural. Recentemente, os avancos das impressoras 3D (inclusive
para concreto) tornaram economicamente viavel a fabricacdo de componentes com geometrias
de alta complexidade. Dessa forma, a otimizagdo topoldgica pode reduzir o consumo de
material e de energia, peso proprio final da estrutura, minimizando o impacto ambiental,

dimensionamento de fundacdes e podendo também gerar ganhos econdmicos.

Diversas séo as abordagens para tratar o problema de otimizacao topoldgica como SIMP, ESO,
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BESO, etc. No método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization, Bendsge, 1988) o
dominio é discretizado em elementos finitos e uma abordagem baseada em densidade € utilizada
para representar a presenca parcial de material na regido do espaco. Cada elemento tem uma
densidade associada, x,, (varidveis de projeto) que define a rigidez do elemento pelo seu
modulo de elasticidade (material isotropico) E, = Epin + x5 (Eg — Emin) COM x, € [0,1], € p
é um fator de penalizacdo (que varia entre 1 e 3). E, e E,,; S840 0 modulo de elasticidade do
material e um valor minimo para evitar a retirada total do elemento, perda da conectividade de
malha e singularidade da matriz de rigidez. A massa total da estrutura M =} x; v; (v;, volume

de cada elemento) é a funcdo objetivo a ser minimizada.

No método BESO, as densidades associadas, x,, sdo variaveis discretas e que podem assumir
apenas os valores 0 ou 1, ou de forma pratica: x,,;, ou 1; sendo x,,;, um valor pequeno. Em
problemas de otimizacdo de tensdo, para evitar problemas de singularidade do célculo das
tensdes em elementos que foram retirados, no contexto do BESO e SIMP, é empregado o
conceito de relaxacao, €, o qual, durante o processo de calculo, relaxa a condicéo de 0 e 1 para
uma condicdo de densidades intermediarias (Le et al., 2010 apud Huang e Xie, 2010)

retornando a condigdo de densidades binarias posteriormente.

3.3 METODO BESO

Antes de abordar sobre o método BESO (Bidirectional Evolutionary Structural Optimization)
propriamente dito, cabe destacar seu antecessor, 0 método ESO (Evolutionary Structural
Optimization) proposto por Xie e Steven nos anos 90. O método é baseado no conceito simples
de remocdo gradual de material ineficiente da estrutura, de forma a evolui-la para uma forma e
topologia oOtima. A otimizacdo pelo ESO pode ocorrer a nivel de tensdo ou a nivel de

rigidez/deslocamento, a partir da discretizacdo da estrutura em elementos infinitesimais.

O método ESO baseado em tenséo relaciona a tensdo de von Mises de cada elemento, e, com a
méaxima tensdo de von Mises da estrutura, fazendo com que cada elemento que tenha valor
abaixo da taxa de rejeicdo RR (Rejection Ratio) predeterminada seja removido, evoluindo,

assim, a estrutura para uma configuracdo otima.

2 <RR (3:37)

O-max
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O método ESO baseado em rigidez ou deslocamento esta relacionado com a energia de
deformacéo da estrutura, aqui denominada de compliance, C, e seu nimero de sensibilidade,
a, deduzido com base na equacdo de equilibrio estatico ([K]{u} = {f}, sendo [K] a matriz de

rigidez global da estrutura). Assim tem-se que:

c =%{f}T ful (3.38)

o =%{ui}T [K,](u,) (3.39)

onde {f} é o vetor de forcas e {u} o vetor de deslocamentos do elemento finito i.

O aumento da compliance, como resultado da remocdo de elemento i, € igual a sua energia de
deformacéo. Para minimizar a compliance (que equivale a maximizar a rigidez) por meio da
retirada de elementos, a forma mais eficaz € eliminar os elementos que apresentam menor
valores de sensibilidade, a;. A remocéo do elemento pode ser feita simplesmente atribuindo o
numero da propriedade do material dos elementos rejeitados iguais a zero e ignorando esses
elementos quando a matriz de rigidez global é montada na anélise do elemento finito
subsequente. O nimero de elementos a serem removidos é determinado pela taxa de remocao
do elemento (ERR, Element Removal Ratio) que é definido como a razdo entre o nimero de
elementos removidos em cada iteracdo e o nimero total de elementos no modelo de elemento

finito inicial ou atual.

Yang et al. (1999) conduziram estudos iniciais sobre o método BESO para otimizacdo de
rigidez. Nesse estudo, ap6s a andlise de elementos finitos, os nimeros de sensibilidade dos
elementos vazios foram estimados por meio de uma extrapolagéo linear do campo de
deslocamento. Os elementos sélidos com 0s numeros de sensibilidade mais baixos, foram
removidos da estrutura e os elementos vazios, com 0s numeros de sensibilidade mais altos,
foram transformados em elementos sélidos. Os numeros de elementos removidos e adicionados
em cada iteracdo sdo determinados por dois pardmetros ndo relacionados: a taxa de rejeicao

(RR, Rejection Ratio) e a taxa de incluséo (IR, Inclusion Ratio), respectivamente.

Querin et al. 2000 utilizaram os conceitos do método BESO com critéerio de tenséo aplicado a
estruturas bi e tridimensionais. Em seu algoritmo, os elementos com as tensées de von Mises

mais baixas foram removidos e 0s elementos vazios, préximos as regides de tensdo de von
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Mises mais altas, foram transformados em elementos sélidos. Da mesma forma, o nimero de
elementos a serem removidos e adicionados sdo tratados separadamente com uma taxa de

rejeicdo e uma taxa de inclusdo, respectivamente.

Observam Huang e Xie (2010) que a classificacédo para remocao e adi¢éo € bastante complicada,
uma vez que usuario deve selecionar cuidadosamente os valores de RR e IR para obter um bom
projeto, caso contrario, 0 algoritmo pode ndo produzir uma solugdo 6tima. Outro problema das
primeiras versdes do BESO era que a eficiéncia computacional era bastante baixa devido ao
grande nimero de iteracdes envolvidas. Em muitos casos, o projeto final precisa ser selecionado

a partir de uma infinidade de topologias geradas.

O ciclo de elementos finitos com a adi¢cdo e remocdo de elementos até atingir a fracdo
volumétrica desejada é continuado até que um critério de parada seja atendido. Mesmo
chegando-se a fracdo volumeétrica desejada, ainda assim o método busca realocar elementos de
uma certa regido para outra (mantendo a fracdo volumétrica no valor desejado), sendo
necessario um critério para a parada. O seguinte critério é usualmente empregado no contexto
de BESO (Huang e Xie, 2010) de forma a levar em conta a ndo variagéo do valor da compliance

da estrutura por um certo namero de ciclos de otimizacao.

N

N
Z Ck—i+1 - Z Ck—N—i+l

Error =2 = <tol (3.40)

onde N € um namero de iteracfes consecutivas as quais se pretende verificar a convergéncia, k
¢ a iteracdo atual e i é um contador para fazer a soma das compliance nas N iteracdes

consecutivas.

A otimizacdo da topologia em geral visa a busca pela estrutura mais rigida com um determinado
volume de material. No método BESO uma estrutura é otimizada removendo e adicionando
elementos simultaneamente. Dessa forma, o proprio elemento é tratado como a variavel de
projeto, independente de seus parametros fisicos ou materiais associados. Assim, o problema
de otimizacdo para maximizacdo da rigidez (ou minimizac&o da compliance) e com a restrigéo

de volume é definido como:

Minimizar: C =%{f}T{u} (3.41a)
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Sujeitoa: V' =D Vix, =0 (3.41h)

i=1

X =X. ou 1 (3.41c)

Em que V; é o volume de um elemento finito i, V* é a fracdo pretendida do volume total da
estrutura, n € o nimero total de elementos no sistema e x; € a varidvel de projeto, para a qual

Xmin € UM valor pequeno que indica elemento finito vazio e 1, elemento finito cheio.

Conforme Bendsge e Sigmund (2003) a declaracdo do problema apresentado nas Equacdes
(3.41a-c) tem sido amplamente utilizada para a otimizacdo da topologia da estrutura continua,
mas difere da utilizada nos métodos ESO/BESO originais. Os métodos ESO/BESO originais
tém dificuldades em lidar com o problema declarado, como por exemplo: a funcdo objetivo
pode ndo convergir se o volume for mantido constante para satisfazer a restricdo de volume na
Equacdo (3.41b). Um dos objetivos do novo método BESO, proposto por Huang e Xie (2007
apud Huang e Xie, 2010) e utilizado neste trabalho, é fazer com que o algoritmo convirja de
forma estavel para uma solucdo que aborda exatamente a declaracdo do problema de
otimizacdo. Na formulacéo original do BESO, ndo esta definido como restricdo os limites
resisténcia do material, de forma que o problema posto da maneira das Equagdes (3.41a-c) pode
gerar estruturas com a fracdo volumétrica desejada, mas com tensdes nos materiais que
excedam seus limites. Com a formulacdo original, pretende-se obter para uma dada fracdo
volumeétrica especificada, a estrutura mais rigida possivel, sem nenhuma mencéo aos limites de

resisténcia do material.

3.3.1 NuUmero de sensibilidade

A partir da remocéao de um elemento sélido de uma estrutura, a mudancga da compliance (energia
de deformacédo) € igual a energia de deformacéo do elemento. Essa mudanca é definida como o
namero de sensibilidade do elemento, conforme Equacdo (3.39). Quando uma malha nédo
uniforme é atribuida, o nimero de sensibilidade deve considerar o efeito do volume do
elemento. Neste caso, 0 numero de sensibilidade pode ser substituido pela densidade de energia

de deformacéo elementar como:

{“i}T [\lfi]{ui} (3.42)

. 1
2
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onde «f é a sensibilidade do elemento i e V; é o volume do elemento finito. O procedimento
ESO original para otimizacdo de rigidez é dirigido diretamente pela remog¢do gradual de
elementos com os numeros de sensibilidade mais baixos definidos na Equagdo (3.39) ou na
Equacao (3.42)

Neste trabalho, numa primeira etapa, quando se distribui o concreto para uma fracdo desejada,
0 numero de sensibilidade é aquele apresentado na Equacdo (3.43), baseado na energia de
deformacéo do elemento finito. Numa segunda etapa, quando se trabalha com a troca de
materiais (concreto e aco), o numero de sensibilidade é trocado para um valor proporcional a
tensdo equivalente no elemento finito.

ok = (O'ieq)q

i nelem !
Zi:1 (o7,

(3.43)

sendo o;’? ¢ a tensdo equivalente (por exemplo, para concreto tensdes de Ottosen e para 0 ago,
tensbes de von Mises), vi € o volume do elemento finito i, e por fim, g € um expoente de
suavizacdo para as tensfes (usualmente 4). O propdsito desta definicdo, elevando a tensdo
equivalente do elemento ao expoente g, é a de suavizar os maximos de tensdes frente ao local
em que ocorrerdo, visto que ao mudar a topologia da estrutura (ao longo do processo de

otimizacdo), o local das maximas tensdes podera alterar.

Para adicionar material ao dominio do projeto, um esquema de filtro deve ser utilizado para
obter 0 nimero de sensibilidade para os elementos vazios. Também utilizando um esquema de
filtro se pode suavizar o numero de sensibilidade em todo o dominio do projeto, com objetivo

de solucionar o problema de checkerboard (tabuleiro), que é detalhado na Subsecéo 3.3.2.

3.3.2 Filtro para solucéo do problema de checkerboard

Quando uma estrutura continua é discretizada usando elementos finitos bilineares (2D) ou
trilineares (3D) de baixa ordem, os nimeros de sensibilidade podem se tornar descontinuos
atraveés dos limites do elemento. Isso significa que a compliance pode resultar diferente entre
elementos finitos adjacentes (pode ndo haver suavidade da compliance entre os elementos
vizinhos). Isso leva a possibilidade da formagéo de padrdes de tabuleiro nas topologias
resultantes (Jog e Harber 1996 apud Huang e Xie, 2010). A Figura 18 demonstra um padréo

tipico de tabuleiro em uma estrutura continua do método ESO original. A presenca do padréo
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quadriculado causa dificuldade na interpretacéo e fabricagdo da estrutura "6tima".

Figura 18 — Malha de elementos finitos com problema de checherboard (Adaptada de Huang
e Xie, 2010).

Li et al. (2001) apresentam um esquema de suavizagdo simples de calcular a média dos numeros
de sensibilidade de elementos vizinhos, para suprimir a formacdo de padrGes de tabuleiro no
método ESO. No entanto, esse algoritmo de suavizacdo ndo pode superar o problema de

dependéncia da malha.

A chamada dependéncia de malha refere-se ao problema de obtencéo de diferentes topologias
com o uso de diferentes malhas de elementos finitos. Quando uma malha mais fina é usada, o
processo numérico de otimizagdo estrutural produzira uma topologia com mais elementos de
tamanhos menores no projeto final. Idealmente, o refinamento da malha deve resultar em uma
melhor modelagem da mesma estrutura 6tima e uma melhor descri¢do dos limites (formacéo
do serrilhado entre regido com material e regido de vazios) (BENDS@E E SIGMUND, 2003).

Antes de aplicar o esquema de filtro, os nimeros de sensibilidade nodal, que ndo carregam
qualquer significado fisico por conta propria, sdo definidos pela média dos numeros de

sensibilidade do elemento, como segue:

aj = waf, (3.44)

i=1

onde m denota 0 nimero total de elementos que compartilham (conectados) o né j do elemento

finito n. A variavel w; é o peso do elemento i que compartilha o nd j do elemento n e pode ser
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onde r;; € a distancia entre o centro do elemento i e do no j. O peso apresentado na Equagéo
3.45 indica que o nimero de sensibilidade elementar tem maior efeito sobre o nimero de
sensibilidade nodal quando est4 mais perto do nd. Os nimeros de sensibilidade nodal séo entdo
convertidos em nimeros de sensibilidade elementar suavizados. Essa conversdo, ocorre por
meio da projecdo de nameros de sensibilidade nodal para o dominio do projeto. O filtro tem
uma escala de comprimento 7,,;,, a qual ndo muda com o refinamento da malha. A funcao
principal da escala de comprimento € de identificar quais nds irdo influenciar a sensibilidade

do elemento i.

O efeito da mudanca da escala de comprimento no resultado final de otimizacéo é que para
valores baixos de r,,;,, a estrutura final resulta em mais elementos internos discretos
topologicamente e para valores maiores, a estrutura final otimizada resulta em estruturas com
menos elementos internos. Lembrando que, valores muito baixos de r,,;, podera acarretar

novamente o problema do checkerboard.

A [
Y \‘\
/ N 1
i el
l‘\ \\ﬂm
4 B A
el e

Figura 19 — Definicéo do raio minimo para realizacéo do filtro (Huang e Xie, 2010).

3.3.3 Estabilizagcao do processo iterativo

A estabilizagdo do processo iterativo melhora 0 método de otimizacdo de forma a evitar
mudancas bruscas dos valores de sensibilidade por elemento (¢, por exemplo, quando a
estrutura otimizada tem uma parte importante removida durante o processo iterativo) e melhorar

a convergéncia do método. Isso pode ser facilmente implementado no codigo a partir da

seguinte relacéo:
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o =yat +QA-p) (3.46)

onde y é um fator de estabilizacdo do valor de sensibilidade entre iteracfes (k ) do método
(geralmente 0,5) e o superindice e, se refere a sensibilidade por elemento e o subindice i, se
refere a um dado elemento. O efeito de ndo considerar essa estabilizacdo pode acarretar em um
processo de minimizacdo da compliance que gere picos quando da alocacdo/remocdo dos
elementos estruturais importantes da estrutura, como pode ser visto na Figura 20. Valores

muito elevados de y, podem atrasar a convergéncia da otimizagao.
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a) Processo iterativo sem estabilizagdo b) Processo iterativo com estabilizacdo

Figura 20 — Esquema de otimizacao a) sem e b) com estabiliza¢do do processo iterativo.
(Adaptada de Huang e Xie, 2010).

3.3.4 Penalizagao

O expoente de penalizacdo p é utilizado em problemas de otimizacdo estrutural para fazer com
que valores intermediarios entre 0 e 1 sejam aproximados a 0 (vazio) e a 1 (cheio). No caso do
método BESO, valores entre x,,;,, € 1. Logo o0 expoente de penalizagdo leva um elemento finito
préximo de zero a ser eliminado da estrutura e elementos préximos de um, a se tornarem serem

elementos que compdem a fracdo sélida da estrutura, formando assim a topologia final.

3.3.5 Mudltiplos materiais

A consideracgéo de diferentes materiais na otimizacgéo de estruturas ocorre pela insercao de seus
respectivos mddulos de elasticidades (Ey, E5, ..., E,, de forma que E; > E, > --- E,;), em outras
palavras, das diferentes fases da estrutura. Assim, para estruturas com diferentes fases, a

propriedade é dada por:
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E(x;)=E;L—x)+E; ;X (3.47)

IR ST

em que p € o nimero de penalizacgdo, x;; € a variavel de projeto do elemento i e do material j

definida como:

{1 para E > E,

X.. =
" | Xmn PArAaE<E;, (3.48)
De forma analoga, tem-se que a densidade do elemento finito é tida como:
PX;)=p;A- XiJP) + pj+1XiJP (3.49)

Esta consideracao é importante para a inclusao do peso proprio dos materiais que fazem parte

da estrutura otimizada topologicamente.
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4 CRITERIOS DE FALHA

Nesta secdo sdo apresentados os critérios de falha de Ottosen e von Mises implementados no
algoritmo proposto. De forma que o modelo de Ottosen € utilizado para representar o material

concreto e 0 modelo de von Mises, para representar o material aco nas estruturas analisadas.

4.1 CRITERIO DE FALHA DE OTTOSEN PARA O CONCRETO

Conforme Ottosen (1977) ao considerar o carregamento proporcional, existe uma relacéo linear
entre a tensdo e deformacédo. Com isso, 0 autor prop6s em sua publicacdo um critério de falha
para materiais isotropicos em estado homogéneo de tensdo que pode ser expresso em termos

das trés invariantes de tensdo I, J, e 6.

J
f2 +/’i’\/‘]2 +1B|l_fcm=0 (41)

Cl

f(1,,,,0) =

Assume-se a normalizacdo do critério de falha pela resisténcia a compressdo média do concreto,

fem- Dessa forma, a Equacéo (4.1) pode ser rescrita da forma:

3
f(Il,JZ,H):a%]—§+AQ+,BfI—1—1:O (4.2)

em que A é funcdo do cos36 para dois casos (positivo ou negativo):

C, COs E cos*(c, cos 36?)} para cos36 >0
ﬂ =

r 1 (4.3)
C, C0S g—gcos (—c,cos30) | para cos30<0
sendo 0 cos36 dado por:
33 4,
0530 = TE (44)

O segundo e terceiro invariantes de tensdes desviadoras J, e J; podem ser expressos,

respectivamente, por:
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1
J, ==[(oy _022)2 +(0y _0_33)2 + (03 _011')2]+T122 +2'223 +T§1 (4.5)

6

1

J3=§(2|f—9|1|2+27|3) (4.6)

De acordo com Gomes (2001), nas Equacdes (4.2) e (4.3) a, 8, ¢, € ¢, S80 constantes expressas,

respectivamente, por:

- 1 e 1 _
ok 37K “ 0,7k%®

ec,=1-6,8(k-0,07)’ 4.7)

com a variavel k funcdo da razéo entre a resisténcia média a tracdo pela resisténcia media a

compressédo do concreto.
k== (4.8)

Segundo Chen e Han (1988) as Equacdes (4.2) e (4.3) definem uma superficie de falha com
meridianos curvos e secdes transversais nao circulares nos planos desviadores. Os meridianos
descritos e apresentados na Equacao (4.2) sdo parabolas quadréaticas cuja convexidade depende
de a>0 e B >0. As secles transversais tém propriedades geométricas de simetria e
convexidade, e mudam de formato de quase triangular a quase circular com o aumento da
pressao hidrostatica (Figura 21, superficie no espaco das tensdes principais, visto a partir do

meridiano hidrostatico).

'

Shear Meridian &

Compressive Meridian &

a) Planos desviadores b) Meridianos da superficies de falha

Figura 21 — Representacao de a) se¢des nos planos desviadores e b) meridianos de superficies
de falha (Chen e Han, 1988).
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4.2 CRITERIO DE FALHA DE VON MISES PARA O ACO

Como aborda Chen e Han (1988), o critério de escoamento de von Mises, datado de 1913, é
baseado na premissa que 0 escoamento comeca quando a tensdo de cisalhamento octaédrica
atinge um valor critico; em outras palavras, quando o segundo invariante de tensdes desviadoras

(/,) ultrapassa k2. De forma simplificada, essa relacéo pode ser escrita da forma:
f(J,)=J,-k*=0 (4.9)

Ha varias expressdes para J,, assim o critério pode assumir diferentes formas. Por exemplo, J,

pode ser escrito em termos de tensdes principais na forma:
— 1 2 2 2
J=gl@=0) + (0~ 0) +(0,-03)’ | (4.10)

A variavel k € a tensdo de escoamento em cisalhamento puro em um ensaio uniaxial de tracéo.
A condicéo inicial de escoamento, considerando a tenséo de escoamento inicial do material, 2,
ocorrerd quando: o, = a2 e g, = g3 = 0. Substituindo essa condicdo na Equacdo (4.10) e

considerando a relacdo da Equacdo (4.9) tem-se que:

1 2 o
k?==(o? k=—% 4.11
Chagando a tenséo de von Mises, gy,

= o —o ) 4 (0 0 + (6 —6.)? 4.12
T =5 (01 =02) + (0, = 05)" + (0, - )’ ] (4.12)

que pode ser rescrita para estado plano de tensdes da forma:

2 2

Owm = \/01 +0, —0,0, (4.13)
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5 PROCESSO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA DAS ESTRUTURAS

ANALISADAS

No algoritmo implementado, para que os materiais concreto e aco possam ser analisados ao
mesmo tempo, foi necessario programa-lo em 2 etapas, chamadas aqui de fases. A fase 1, diz
respeito a otimizacdo do concreto propriamente dita, em que os elementos com menor energia
de deformacéo séo removidos e sdo formados vazios na estrutura; logo, nesta fase havera apenas
elementos vazios ou de concreto. A partir da estrutura otimizada na fase 1 (uma vez atingida a
fracdo volumeétrica desejada), na fase 2 ocorre a adi¢do de aco nas regides de concreto gque estao
falhando, bem como a verificacdo do concreto e do aco com base nos critérios de Ottosen e de
von Mises, respectivamente. Nessa 22 fase, contém vazio, elementos de concreto e de aco. A
estrutura é considerada segura quando os dois critérios de falha sdo atendidos e assume-se que

nesta fase 0s materiais ainda estejam no regime elastico-linear.

5.1 FASE1

De forma geral, no processo de otimizacdo topoldgica de estruturas continuas ou descontinuas
analisadas por meio do algoritmo BESO, utilizando o critério de compliance, chega-se a
estrutura ideal por meio da fracdo volumétrica desejada e ao atingir a minima energia de
deformacéo. Em outras palavras, o usuério informa ao algoritmo o volume final da estrutura
pretendido e em cada processo iterativo o algoritmo remove e aloca simultaneamente material
das regiGes com menos energia de deformacao para as regides com mais energia de deformacéo,

de acordo com o numero de sensibilidade elementar (Equacéo (3.42)).

A Fase 1, do algoritmo proposto, distribui o concreto dentro do dominio de projeto. Essa
distribuicdo ocorre com base na compliance (equivalente a flexibilidade) e do nimero de
sensibilidade de cada elemento, como dito nos paragrafos anteriores. O processo iterativo
finaliza quando a fracdo volumétrica e a compliance da estrutura como um todo se estabiliza.
No entanto, apesar de haver tensdo nos elementos, neste estagio, a falha do concreto ainda néo
é levada em consideracéo, pois 0 objetivo é a distribui¢do do concreto apenas e obter a estrutura
mais rigida possivel dentro daquela fragdo volumétrica estipulada, ficando assim, a anélise das
tensOes para a 22 fase. E, ao atingir a topologia final na fase 1, a estrutura resultante é o espaco

de trabalho para a fase seguinte.

Julian Alves Borges (jlnab@hotmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS 2022


mailto:jlnab@hotmail.com

59

5.2 FASE?2

Na fase 2, do processo de otimizacao da estrutura, as regides de concreto sob falha (geralmente
nas regides sob tracdo ou compressdo elevada) sdo substituidas por aco. Nessas regides, 0
ndmero de sensibilidade pela tensdo de Ottosen indica os elementos a serem trocados de
concreto por ago. Se optou por este tipo de abordagem para que, dessa forma, a estrutura se
aproxime ao maximo de uma estrutura real contendo concreto e aco, e ndo apenas utilizar a
topologia final como parédmetro para 0 modelo trelicado de bielas e tirantes. Isso é usual na
maior parte dos trabalhos que utilizam otimizacdo topoldgica para determinar a trelica ideal,
com menor energia de deformacdo, e entdo projetar estruturas de concreto armado com

descontinuidades (regides D).

Neste estagio de otimizacdo, a fracdo volumétrica jA ndo é uma restricdo da otimizagéao
topoldgica e sim uma consequéncia da otimizacdo, pois os elementos de concreto sob falha séo
substituidos por elementos de aco reduzindo, assim, o volume de concreto da estrutura. As

restricdes nesta fase sdo as tensdes de Ottosen e von Mises.

A estabilizacdo do processo iterativo ocorre semelhante ao da fase 1, exceto pelo fato do nimero
de sensibilidade utilizar o critério de Ottosen e de von Mises como parametros de avaliacdo das
tensbes, conforme Equacdo (3.43). Dessa forma, a estrutura estard segura quando nenhum
elemento de concreto violar o critério de Ottosen e os elementos de a¢o estiverem com a tensao

de von Mises abaixo do limite.

5.3 FLUXOGRAMA DO PROCESSO DE OTIMIZACAO

Para exemplificar o exposto nas subse¢des anteriores, foi elaborado um fluxograma contendo
cada etapa do processo de otimizacao da estrutura na fase correspondente, do inicio (insergdo
de dados de projeto, pardmetros de otimizacdo, etc.) até a convergéncia, como ilustra a Figura
22.
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Figura 22 — Fluxograma do processo de otimizagdo implementado em duas fases.
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6 DETALHAMENTO DAS ESTRUTURAS ANALISADAS

Quando a fragdo volumétrica é atingida e a variacdo da compliance entre iteracbes € menor do
que a tolerancia com todos os elementos finitos de concreto ou de aco em seu estado de tensdo
abaixo dos limites de falha correspondentes (Ottosen e von Mises), da-se por concluida a
otimizacdo. E uma vez que se tenha a estrutura de concreto armado otimizada, passa-se para a
fase de detalhamento das armaduras. Se faz necessario o detalhamento pois percebe-se que a
estrutura otimizada possui elementos finitos de aco que ndo se assemelham a barras de ago
discretas inseridas ao concreto, como em estruturas reais. Dessa forma, ao realizar o
detalhamento, ou seja, obter barras de aco discretizadas que irdo compor a topologia, deve-se
respeitar a area de aco equivalente aos elementos finitos apresentados na otimizacéo e a regiao

em que eles ocorrem.

6.1 DIMENSIONAMENTO E DETALHAMENTO DAS BARRAS
DISCRETAS

Nesta etapa de dimensionamento das barras de aco a serem distribuidas nas regides onde a
otimizacdo retorna elementos finitos que representam aco, € considerada a direcdo principal de
cada elemento finito de aco. Se considera a sec¢do transversal mais solicitada dessas regides e
realiza-se um somatorio das forcas desses elementos finitos de aco, conforme Equacao (6.1),

sempre respeitando a direcdo principal das forcas dos elementos finitos para este somatério.
FR=>F (6.1)

em que a forca considera para célculo, F;, como dito, é o somatério das forcas em cada elemento
de aco, e, até o namero total de elementos, N, que compde o tirante em questdo. Apds
determinada a forca resultante no tirante, procede-se com a determinacdo da area de aco

necessaria para resistir ao esforgo.

A partir da forca total atuante na secdo transversal, dimensiona-se a area de aco para resisti-la
e distribui-se elementos finitos para representar as barras de aco discretizadas. Essas barras
dimensionadas e detalhadas fazem o papel dos elementos finitos que eram de aco oriundos da

otimizacéo.
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Como parémetro para determinar a quantidade de barras equivalente a area de ago calculada,
utiliza-se da Tabela B.1 da ABNT NBR 7480:2007 - Aco destinado a armaduras para estruturas
de concreto armado - especificacdes, na qual sdo apresentadas as bitolas das barras de aco e
suas respectivas areas. O detalhamento da estrutura em si é apresentado na Secdo 8 deste
trabalho.

6.2 HOMOGENEIZACAO DAS PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

Na fase de anéalise da estrutura final otimizada e com o detalhamento das armaduras definido,
faz-se necesséario realizar a homogeneizacdo das propriedades dos elementos finitos
correspondentes. 1sso se deve por que, uma vez definidas as armaduras que fazem parte de um
determinado elemento finito (nUmero discreto de barras de um certo didmetro), essas nao
ocupardo toda a area do elemento. A homogeneizacgdo é feita tanto para a rigidez do elemento
finito como para a densidade do elemento finito, que contém os materiais concreto e aco.

A Figura 23 exemplifica 0 que ocorre uma vez detalhadas as armaduras de aco que compde a
estrutura final de concreto armado. Nesta figura, b representa a profundidade do elemento finito
(i.e., a largura da viga), L é a dimensdo do comprimento e altura do elemento finito, A é a area

de aco e A, é a area total do elemento.

“As

At=Lxb

Figura 23 — Esquema da homogeneizacdo de elementos de concreto que contém barras de aco
discretas.

Pode-se iniciar a deducdo do processo de homogeneizac¢do partindo-se de uma proporcao de

aco, y, que existe entre a area de aco, A, que esta contida em um elemento finito de concreto,
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e a area total, A;, em que a barra discreta de a¢o transpassa.
y=~AI1A (6.2)

Para a area de concreto, tem-se que:
A=A-A (6.3)

Dividindo A./A; =1 —y tem-se a diferenca da Equacdo (6.2), que nada mais é do que a
proporcao de concreto no elemento finito. Para a homogeneizagao das densidades dos materiais
nos elementos que possuem ago e concreto, a nova densidade homogeneizada fica definida

como:
Pr=7pPs +(1=7)p (6.4)

Para a homogeneizagdo dos mddulos de elasticidade dos materiais, quando ago estiver dentro

de elementos com concreto, 0 novo modulo de elasticidade homogeneizado fica definido como:
E,=7E,+(1-7)E (6.5)

Caso queira-se obter as tensbes individuais dos materiais que compdem o material
homogeneizado, pode-se proceder como segue na Equacéo (6.6). A partir das tensdes finais de

von Mises, chega-se a equacao de equilibrio estatico, dada por:
F:O-VMA:FC_FFS:GS&_FGCA) (66)

Prescrevendo agora a equacdo de compatibilidade (assume-se que ago e concreto estdo
perfeitamente aderentes, portanto, sofrendo a mesma deformacgéo), tem-se as seguintes relagoes
entre tensdes e deformacdes para 0 aco e para 0 concreto, respectivamente, assumidos elastico-

linear:
o,=E¢&c e o, =E¢ (6.7)
Logo, essas duas equagdes podem ser relacionadas da forma:
o.=E.oo, /E, (6.8)

Substituindo a equacdo anterior na Equacéo (6.6), tem-se a expressdo em funcdo apenas de o:
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omA =0 A +E (0, [E)A (6.9)

Dividindo a Equacdo (6.9) por A,, chega-se a relacdo de proporcionalidade em funcédo da tenséo

nos elementos de aco e dos modulos de elasticidade do concreto e do ago:
om =70, +(1-7)E (0o, /E)) (6.10)
Resolvendo para a tenséo no ago, o, obtém-se que:

c.= T =cte. - o, 6.11
TrreEE) 64

Para o0 concreto, segue-se 0 mesmo raciocinio, de forma que:
O =7/Es(o-c / Ec)+(l_7/)o—c (612)
Para a tensdo no concreto, a,, chega-se também a:

o = GVM
¢ j/(Es/Ec)-i_(l_}/)

=cte, -0, (6.13)

Lembrando que para as tensdes de von Mises no material ago, os valores estdo contidos na
Equacéo (4.12).

6.3 VERIFICACAO DAS ESTRUTURAS ANALISADAS

Apos detalhada a estrutura com barras discretas de aco e realizada a homogeneizacdo das
propriedades dos elementos que contém concreto e ago, parte-se para a verificacdo da estrutura
afim de avaliar se algum elemento de concreto ou de ago viola as tensdes de Ottosen ou de von
Mises. Para isso, um segundo algoritmo apenas para andlise de elementos finitos foi
implementado a partir do algoritmo de otimizacdo estrutural. Nesse algoritmo, apenas € inserida
a topologia resultante detalhada com barras discretas definidas pelo usuario baseadas na

Subsecdo 6.1 e entdo feita a analise para flechas, tensdes e deformacdes.

Vale destacar que, como é feita uma modificacdo da topologia de aco (colocando-se barras
discretas) para que a estrutura final possa ser construida, ha a possibilidade de que a estrutura

detalhada com as barras apresente alguma regido que possa violar algum dos critérios de falha
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(fato ndo presente na solucdo dada pela otimizacdo topoldgica). Por exemplo, a estrutura
otimizada topologicamente indica colocacdo de ago em toda o contorno inferior da peca sob
tracdo (p.e. viga biapoiada em flexdo). Entdo, ao se discretizar com barras, faz-se necessario a
inclusdo do cobrimento e espacamento, no caso de multiplas camadas de barras. Desta forma,
as regides de concreto que surgirdo na estrutura detalhada, poderdo estar sujeitas a esforcos
maiores que 0s permitidos, cabendo ao projetista a correta analise e julgamento se essas regides

e esforgos sdo relevantes.
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7 EXEMPLOS E DETALHAMENTOS POR BIELAS E TIRANTES

TRADICIONAL

Nesta secdo séo apresentados os exemplos comparativos tracando algumas consideragdes sobre
as normas utilizadas por Goodchild et al. (2014) e por Novak e Sprenger (2002), para projetar
as estruturas pelo método de bielas e tirantes de forma tradicional e como esses autores
chegaram aos detalhamentos das estruturas finais. O objetivo deste capitulo, € demonstrar cada
um dos passos necessarios para realizar o projeto por bielas e tirantes, e que serve de base para

0s comparativos das estruturas otimizadas propostas neste trabalho.

E avaliado um exemplo de uma viga alta simétrica sem abertura proposta por Goodchild et al.
(2014), onde foi utilizado o Eurocode 2:2004 para seu dimensionamento. E um segundo
exemplo de uma viga assimétrica com abertura proposta por Novak e Sprenger (2002), no qual
foi utilizado o ACI 318:2002. Ambos exemplos sdo apresentados juntamente com o
detalhamento final obtido por Goodchild et al. (2014) e Novak e Sprenger (2002).

7.1 VIGA ALTA PELO EUROCODE 2:2004

A Figura 24 demonstra o exemplo de uma viga alta retirado de Goodchild et al. (2014). A viga
possui dimensdes de 5000x1500x450 mm, esta apoiada em pilares de 600x450 mm e com
distancia entre eixos de 4400 mm. Sobre a viga ha uma placa de 450x450 mm a uma distancia,
a,,, da face do pilar esquerdo a face da placa de 725 mm. A placa recebe uma carga permanente
Gy = 1256 kN e uma carga varidvel Q, = 480 kN, concentradas a 950 mm do pilar esquerdo.
Neste exemplo, os autores determinam as armaduras assumindo um concreto com classe de

C35 (fx = 35 MPa), resisténcia caracteristica do aco a tragdo, f,, =500 MPa e um cobrimento

nominal, ¢,om = 25 mm.

7.1.1 Modelo de trelica adotado

Tendo em vista que se trata de uma viga alta, todo o elemento é considerado descontinuo (regido
D). Goodchild et al. (2014) consideraram a verificagdo das tensdes resistentes, verificagdo de
tensdes nas bielas inclinadas, projeto das armaduras principais, de ancoragem e armadura de

pele. A Figura 25 mostra 0 modelo de bielas e tirantes adotado pelos autores para a viga alta e
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as dimensoes.

G, = 1256kN

Q= 480kN
725 - \

1500

450

AT ~ A
7 950

600, 3800 600
|

Figura 24 — Viga alta de Goolchild et al. (2014) (Adaptada de Goodchild et al., 2014).
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Figura 25 — Modelo trelicado adotado por Goodchild et al. (2014) (Adaptada de Goodchild et
al., 2014).

Como a abordagem de Goodchild et al. (2014) é baseada no Eurocode 2:2004, a viga é projetada
no Estado Limite Ultimo (ELU) e s&o considerados os fatores de seguranca de 1,35 e 1,50 para

a carga permanente e variavel, respectivamente. E considerada a densidade do concreto armado
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de 25 kN/m?. Sendo assim, a forca resultante aplicada na placa superior vale:

F=1236-1,35 +480-1,50+5,0-1,5-0,45-25-1,35
parcelapermanente  parcela variavel parcela de pesoproprio (7 . ]_)

F =2529kN

Considerando 0 momento em torno do ponto B, tem-se as seguintes reagdes em cada apoio:

R, =2529-3,05/4,30 =1794kN (7.2)
R, =2529-1794 = 735kN (7.3)

E por anélise trigonométrica, € possivel obter as forcas resultantes na biela mais solicitada (1-

2), no tirante principal (1-3) e nas barras verticais (3-4 e 5-6). Assim:

F, =1794-1,80/1,30 = 2484 kN (7.4)
F, =2484.1,25/1,80 =1725kN (7.5)
F,, =R, = 735kN (7.6)

Para verificar os esforcos indicados em Goodchild et al. (2014), inclusive de algumas barras
que foram indicadas, na Figura 26 esta indicada a trelica modelada no software Ftool para

obtencdo de todos os esforcos nas barras.

577

735 KN |

Figura 26 — Forcas atuantes nos tirantes e nas bielas.
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7.1.2 Verificacéo das tensbes nos apoios e do ponto de aplicagdo de carga

Seguindo a logica do método de bielas e tirantes, Goodchild et al. (2014) realizaram as
verificacbes dos nds criticos (singulares), como descrito na Subsecdo 2.3.4 deste trabalho. Na
estrutura em questdo, conforme ilustra a Figura 25, os nos singulares a serem verificados s&o:
o nd 1, do tipo CCT, relativo ao apoio A; e nd 2, do tipo CCC, relativo ao ponto de aplicacdo
da carga aplicada. Iniciando por este ultimo, deve-se calcular as tensdes solicitante e resistente

do ponto em questao:

0y =2529x10° / (450-450) =12,5MPa (7.7)
O =1,0-[1-(35/250)]-0,85-35/1,5=17,1MPa (7.8)
Oy <0g = OK (7.9

Jano no 1, do apoio A (Figura 27), primeiro se determina a largura da base, a,, da biela de

compressao:
a,=600-c,,, —2s, (7.10)
a, =600-25-2-50=475mm (7.12)

para entdo determinar as tensdes solicitante e resistente do apoio A, respectivamente:

o5y =1794x10° - (475-450) = 8,39 MPa (7.12)
g =0,85-(1-35/250)-0,85-35/1,5=14,5MPa (7.13)
Ogy < 0y = Ok (7.14)

Por inspecdo, é verificado que o apoio B (n6 7) é seguro, visto que a configuragdo deste apoio

é igual a do apoio A e com solicitacdo menor.

7.1.3 Dimensionamento dos tirantes

Iniciando o dimensionamento pela armadura principal, o dimensionamento dos tirantes segue
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0 mesmo principio do dimensionamento da armadura de flex&o de estruturas convencionais, em
que a &rea de aco é o resultado da forca atuante no tirante pela resisténcia a tracéo de projeto do

aco. Logo, a area de ago dessa regido pode ser determinada por:

A - F (7.15)
f, /1,15
assim:
AL Fo  _1725x10° o0, (7.16)

~f,/115 500/115

Goodchild et al. (2014) utilizam 8¢25 para o tirante principal, que é o equivalente a uma area
de 3928mm?, e os autores dividem a armadura em duas camadas espacgadas 50mm uma da outra,
ou seja: 2x4¢25 e=50mm. J& os tirantes verticais (T34 € Tse), que equivalem a estribos na

estrutura, sdo determinados a partir da forca de 735 kN atuante em ambos tirantes.

3 7.17
F o _735x10° o (7.17)
f, /1,15 500/115

A¥34:= A¥56:=

A distribuicdo proposta pelos autores foi igual a ¢16 c/225mm, equivalente a uma area de
1768mm?/m.

u=200 ‘

T13
Ra
‘125t aars

Figura 27 — Apoio A do tipo CCT (Goodchild et al., 2014).
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7.1.4 Comprimento de ancoragem

Para os tirantes principais com armadura de 25 mm, a ancoragem necessaria assumindo barra
reta para concreto classe C35 deve ser de 790 mm. No entanto, a ancoragem disponivel além

da face do pilar (pilar + altura do tirante — cobrimento — didmetro da barra em U) € igual a:

ly ey =600-+200/ 2—25-16 = 655mm (7.18)

E possivel notar que o comprimento de ancoragem n#o € suficiente, sendo necessario empregar

dobras no final das barras. Assim:

fos =2,25m,1, Ty =2,25-1,0-1,0-(0,7-0,3-35”°)/1,5=3,37 MPa (7.19)
l,, =0,7(25/4)(435/3,37)=570mm (7.20)

ficando cada barra com ancoragem de projeto, l,; =570 mm.

7.1.5 Verificacéo das tensOes nas bielas da trelica

Goodchild et al. (2014) avaliaram a tensao na biela 1-2 verificando inicialmente a necessidade
de reforcgo transversal. 1sso ocorre devido as eventuais tensdes de tracdo transversal que surgem
por conta da compresséo na biela. Na ocorréncia de tensdes transversais, a tenséo de projeto na
biela inclinada excedera a resisténcia de projeto da biela, ou seja ag; > og4, € Neste caso €

necessario reforgo transversal. Partindo pelo célculo da largura méxima do suporte,

a,, = L,send +ucosd

(7.21)
a,, =475-1,25/1,80+200-1,30/1,80 =474 mm
as tensdes solicitante e resistente de projeto transversais na biela comprimida valem:
Oy = 2484x10° / (474x450) =11,6 MPa (7.22)
0qy =0,6-(1-35/250)-0,85-35/1,5=10,23MPa (7.23)
Oy > Oy (7.24)
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Neste caso, a biela 1-2 necessita de reforco transversal, pois a solicitacdo da regido excede a
resisténcia do concreto a tracdo. A resisténcia transversal pode ser aumentada considerando um
no do tipo C-C-T (orq = 0,85(1 — f,x/250)f.) pelo fornecimento de armadura transversal
de acordo com a Equacdo (7.13) ou calculando o esforc¢o transversal, T

T (1-0,7a/H) . (7.25)
4

em que a € a largura do suporte na extremidade podendo ser considerado o valor de a,; ou a,,.
Para maximizar T, que equivale a minimizar a relagdo a/H, considera-se o valor minimo de a,

ou seja, a,, do no 2, assim:
ay =F It 0pyme (7.26)

em que F = 2484 kN e t = 450 mm. A tensdo resistente de projeto maxima é determinada pela

expressao seguinte:

ORdmax = 1U' 1:cd (727)

sendo k; = 1,0 e v’ =1 — f, /250, a resisténcia de projeto do concreto a compressao, f.q4,

pode ser determinada por:

f,=0,85f, 1y, (7.28)
Dessa forma,
Opgmax =1+ (1—35/250)-0,85-35/1,5=17,1MPa (7.29)
Logo, a largura da biela vale:
ay, = —31‘&13?.117(,)5 =323,6mm (7.30)

Sendo o comprimento da biela H = 1800, a relagéo a/H vale:

a/H =323,6/1800=0,18 (7.31)

portanto, a forga nos tirantes transversais € igual a:
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1-0,7-0,18 7.32
T :%2484:542,8KN (7:32)

E a area de aco requerida de projeto vale:

_ 542,8-103 (7.33)

= =1248 mm?
500/1,15

AEd
Goodchild et al. (2014) consideram a colocacédo dessa area a 0,3 do comprimento da biela (0,3
- 1800 = 540 mm), devido ao formato de garrafa da biela (Figura 28). Tendo em vista a
inclinacdo da biela, se faz uma correcdo da posicdo dos tirantes para o angulo de 43,88°, que
resulta em uma area de aproximadamente 2311 mm?/m, a ser distribuida tanto na horizontal,
quanto na vertical do lado em quest&o. Sendo, dessa forma, a armadura de ago proposta de ¢16
¢/175mm, igual a 1148 mm?/m, nos dois sentidos e em ambos os lados da estrutura, equivalendo
a uma area de 2296 mm?/m dita ‘Ok’ pelos autores. Por inspecéo, o lado direito da estrutura

esta verificado.

Po)
- N
-~ N
o O Az
# /
v \ ,
7 /
|8 /
i T 0O 1.80 1.30
// .
rd
Q. o 1.25
N ~
\ 7~
\O// a1z

Figura 28 — llustracéo da biela 1-2 em forma de garrafa com os tirantes transversais T
(Goodchild et al., 2014).

7.1.6 Verificacdo do modelo de bielas e tirantes proposto

Com referéncia a Figura 25, a linha central do tirante principal (1-3) sob tracdo para o qual foi
determinado 8¢25, coincide com a linha central assumida do tirante. Dessa forma, essa regido

é dita segura, segundo Goodchild et al. (2014).

Para a biela (2-4) sob compressao, presumindo nenhum reforgo transversal (x4, = 10,23 MPa),
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como visto na Equacéo (7.23), a altura da biela vale 1148x10° / (450x10,23) = 249 mm, ou
seja, 125 mm da linha central da biela até o topo da viga. Maior em relacdo aos 100 mm
assumidos no modelo proposto pelos autores (Figura 25). Com isso, segundo Goodchild et al.

(2014), a biela € segura.

7.1.7 Verificagdo ao cisalhamento

De acordo com o Eurocode 2:2004, considerando uma altura efetiva d = 1400 mm, o
cisalhamento deve ser verificado quando a distancia entre a carga e o apoio, a,,, for maior do

que 1,5d (2100 mm), sendo assim, o calculo da distancia da carga até o apoio esquerdo vale:

a,, =950-450/2=725mm (7.34)

E da carga até o apoio direito, a distancia é igual a:

a,, = 3800950450/ 2 = 2625mm (7.35)

E notdrio que n&o é necessario reforgo ao cisalhamento no lado esquerdo de aplicacéo da carga,
visto que a distancia do local de aplicacdo da carga até o apoio é menor do que o limite (725
mm < 2100 mm). J& no lado oposto, a direita do local de aplicacdo do carregamento, é

necessario reforgo ao cisalhamento uma vez que 2625 mm > 2100 mm.

O célculo da armadura para reforco ao cisalhamento, a direita do ponto de aplicacdo da carga,

passa pelo célculo da relacéo:
p=a,/2d=2625/(2-1400) = 0,94 (7.36)
em que:
PR, =0,94-735=691kN (7.37)

Sendo assim, a area de aco para resistir ao esforco de cisalhamento pode ser determinada da

seguinte forma:

w2 PR T, - sena (7.38)
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A 09000 0 (7.39)
(500/1,15)-1,0

E conforme o Eurocode 2:2004, esse valor deve ser fornecido a 0,75a,,, logo:

A,, =1589/(0,75-2,625) =807mm?/m (7.40)

7.1.8 Armadura minima

Em vigas altas, segundo o Eurocode 2:2004, a area minima de reforco vertical e horizontal por
unidade de comprimento que precisa ser fornecida em cada face é igual a 0,002A4,, equivalente

a 2h, sendo h a altura da viga. Desta forma, a distribui¢do da area minima a ser fornecida é de

900 mm?/m em cada face; ou seja: ¢16 ¢/22,5, que equivale & 893 mm?/m.

7.1.9 Detalhamento final proposto pelos autores

O detalhamento fornecido pelos autores Goodchild et al. (2014) ¢é apresentado na Figura 29,
ficando: 2x 4¢25 para as armaduras principais; ¢16 c/17,5 para as armaduras de pele

(horizontais); ¢p16 ¢/17,5 para as armaduras verticais a esquerda do ponto de aplicacdo da carga;

e ¢16 ¢/22,5 para as armaduras a direita da carga.

$16 c/17,5
— —1
A
[ [1
o = = |3
“'S < e ¢ 53-
: I :
< <
[ Ll | U

| V 4625 T
] 4625 |

Figura 29 — Detalhamento proposto por Goodchild et al. (2014) (Adaptada de Goodchild et
al., 2014).
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7.2 VIGA ALTA COM ABERTURA PELO ACI 318:2002

Neste exemplo, contido na publicacdo de Reineck (2002), os autores Novak e Sprenger (2002)
avaliam o projeto de uma viga alta assimétrica de concreto armado com abertura (Figura 30)
segundo os critérios do ACI 318:2002 (Apéndice A). A estrutura como um todo € considerada
como regido D, devido a sua geometria. Por simplificacdo, o peso proprio foi contabilizado por

um aumento na carga aplicada.

A viga possui dimensdes de 12700 x 6000 x 305 mm, com uma abertura de 4000 x 2000 mm
e uma assimetria no canto superior direito de 4100 x 2500 m. A viga esta apoiada sobre pilares
com dimensdes de 400 x 305 mm, distantes 12000 mm entre eixos. Possui uma placa de
600x305 mm que recebe uma carga concentrada de 2000 kN, ja majorada, distante 4000 mm
do centro do pilar esquerdo. Neste exemplo os autores consideram a resisténcia de projeto do

concreto a compressdo f.4 = 31 MPa e resisténcia de projeto do ago a tragéo f,,; = 368 MPa.

8000 |

L 4000

18+

F=2000kN

—-—

|

2000
2500

6000
2000

| -
3500

2000

- ] L3 .
| 2000 . 4000 2250 3750 | ol
U 1 s B T T
350 350
12700 ) .
Dimensdes: mm
400 400

Figura 30 — Viga alta com abertura segundo Novak e Sprenger (Adaptada de Novak e
Sprenger, 2002).

7.2.1 Modelo de trelica adotado

Para desenvolvimento do modelo trelicado, Novak e Sprenger (2002) subdividiram a viga alta

Julian Alves Borges (jlnab@hotmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS 2022


mailto:jlnab@hotmail.com

77

em duas partes: acima e abaixo da abertura. Segundo os autores, a estrutura se comporta como
uma viga alta superior que se estende até as colunas inclinadas (bielas C3 e C4, Figura 31)
apoiadas em uma viga alta inferior. Com base nesse comportamento, os autores desenvolveram
0 modelo interno de bielas e tirantes como apresentado na Figura 31. Para facilitar o
detalhamento do né A, devido a simetria da regido, a carga aplicada foi dividida em duas partes

iguais F; = F, = F /2, aplicadas proximas uma da outra.

Novak e Sprenger (2002) colocam que o modelo é subjetivo, depende do julgamento do
engenheiro, ou pode ser obtido por uma analise do fluxo da carga por elementos finitos. Para
estabilidade da estrutura e pensando na parte construtiva, os tirantes foram posicionados onde
os esforcos principais atuam (no caso, logo acima e abaixo da abertura e na parte inferior da
viga alta). Atendendo a se¢do RA.1 do ACI 318:2002, os autores definem o menor angulo entre
as bielas e os tirantes como sendo 34°, frente aos 25° da Norma.

11400 | 2600 | 2600 | 1400 |
| | I
| 600 |
F1=F2
L ey
NO A i u )
¥V co N
° cy/—----l\\CZ
o
o 7 N\
e T1 \\

NOB | 2667 ‘ 2667 ‘ 2667 | 2000 ‘ 2000

>
. o R2
Dimensdes: mm

Figura 31 — Modelo de bielas e tirantes proposto por Novak e Sprenger (Adaptada de Novak e
Sprenger, 2002).

A Figura 31 ilustra as linhas continuas que representam os tirantes sob esfor¢o de tracdo e as
linhas tracejadas que representam as bielas sob esfor¢o de compresséo. Por anélise estatica da
trelica, € possivel obter os esforcos nos elementos, que sdo apresentados na Figura 32. Da

mesma forma, é possivel determinar as reagdes nos apoios, R; =1333 kN e R, = 667 kN.
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F1 F2
| l F1=F2=1000 kN
R TN\C
8 >
b@/(:o=1379k|\7\\\<6
N 9,
04 \5\44/
7 T1=743 kN A
Na \
o/ \Q
~/ A
//\’/ \‘fz
%) N
7 e
7z
e £ T2-636 K — —t5-342 ky_C6=743 kN
| Ky T3=151 kN 5 C; “N.o
P =g B S
| S 1 554 i o el No
Nle”T7=494 knEL- T8=998 kN 2| # T9=1481 kN ] T10=74 N

R1=1333 kN R2=667 kN

Figura 32 — Forcas e reacdes do modelo de bielas e tirantes de Novak e Sprenger (Adaptada
de Novak e Sprenger, 2002)

7.2.2 Verificacéo das tensdes nos apoios e dos pontos de aplicacéo de carga

Para a verificacdo das tensfes nos apoios e pontos de aplicacdo de cargas, conforme a equacao
A-1 do ACI 318:2002, tem-se que

¢.F > F, (7.41)

onde E, é a forca em uma biela (ou tirante); F, é a resisténcia nominal da biela, tirante ou zona
nodal; e ¢, é o fator de reducdo de resisténcia com valor de 0,75 para elementos estruturais

dimensionados pelo método de bielas e tirantes. A forca resistente pode ser determinada por:
F =0,85f ,A=2,6372x10"Pa- A (7.42)

Lembrando que a placa de apoio € da mesma largura que a viga. Logo, para 0 nd A, a area da

placa é A = 0,182 m? e a forca resistente vale:

#F =0,75-0,85f - A=2,6372x10"-0,182

7.43
¢ F, =3595kN (7:43)

que é maior do que a carga aplicada no no, F, = 2000 kN, indicando que esta condigédo €

satisfeita. Para 0 n6 B, tem-se ¢F, = 2410 kN e a carga pontual aplicada € a propria reacdo
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atuante no no, R, = F, = 1333 kN, indicando a seguranca do nd (2410 kN > 1333 kN).
Igualmente, o n6 C é dito seguro visto que 2410 kN > 667 kN.
7.2.3 Dimensionamento dos tirantes

Considerando que ¢,-F, = F,, como na verificagdo dos nds, essa expressao por ser reescrita

como:

FU
F, 2 ry (7.44)

A partir da equacdo A-6 do ACI 318:2002, a resisténcia nominal do tirante pode ser calculada

da seguinte forma:

Fo=Af,+A(f,+Af,) (7.45)
como no exemplo analisado néo ha protensdo (4, = 0), a equacao passa a ser
Fo=Af, (7.46)
sendo f,, = 414 MPa. Assim, a equacdo para dimensionar as armaduras fica sendo:

AEZ nt — FU — Fu
f. 4 f 310,5Pa (7.47)

y

Tabela 3 — Areas de aco e barras propostas por Novak e Sprenger (2002) para detalhamento

Tirante  F, [KN]  Agnesc [MM?] ¢ [mm] N° de barras Ag forn [MM?]  Distribuigio

T1 7440 2400 32 4 3216,9 4¢32
T2 636,0 2052 25 4 1963,4 4¢25
T3 151,0 484 25 4 1963,4 4¢25
T4 333,0 1071 12,5 10 12271 10¢12,5 c/457 mm
T5 333,0 1071 12,5 10 1227,1  10¢12,5 ¢/457 mm
T6 667,0 2148 12,5 18 2208,9  18¢12,5c/229 mm
T7 493,0 1587 32 6 4825,3 6¢32
T8 987,0 3181 32 6 4825,3 6¢32
T9 1480,0 4774 32 6 4825,3 6¢32
T10 741,0 2387 32 6 4825,3 6632

Fonte: Adaptada de Novak e Sprenger, 2002.
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A Tabela 3, resume a &rea de ago necessaria para resistir aos esforcos nos tirantes e a
correspondente distribuicdo das barras de ago proposta por Novak e Sprenger (2002), resultando

nas areas de aco utilizadas (Asform) para o detalhamento da estrutura.

7.2.4 Verificacéo das bielas de compressao

Para a verificacdo das bielas de compressédo, o procedimento € semelhante (¢,.F,s = F,;) onde
Fos = feuAcnec, €M que o valor de f.,, = 0,8565f.q € COM A o = Wpe t, SENMO t a largura
da viga . Assume-se o valor de 5, = 0,604, com A = 1 para concretos com peso normais e para
pecas que ndo recebam reforco de ago. Este valor é tomado de forma conservativa, ja que bielas
com forma de garrafa podem se desenvolver. No caso de haver armadura transversal na biela,
0 ACI 318:2002 recomenda utilizar 85 = 0,75A. Assim,

¢r O’ 85ﬂs fcd A:,nec 2 Fu (748)

ou seja, a largura efetiva requerida da biela comprimida pode ser colocada como:

F

u

w2
= 50854, e

Tabela 4 — Verificacdo das larguras das bielas de compressédo

Biela F, [KN]  Wpee [MmM] wiorp [Mm]

C1 1685 381 Ok
C2 1685 381 Ok
C3 1185 254 Ok
C4 1185 254 Ok
C5 343 76,2 Ok
C6 741 152,4 Ok
C7 1000 228,6 Ok
C8 595 127 Ok
C9 595 127 Ok
C10 595 127 Ok
Cl1 997 228,6 Ok
C12 997 228,6 Ok

Fonte: Novak e Sprenger, 2002.
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A Tabela 4 apresenta os valores calculados de w,,,. para cada uma das bielas de compressao e
a indicagdo wy,,, ‘Ok’, constata que a area necessaria de concreto, composta pela largura da

viga e pela largura da biela no modelo (suficiente para ser acomodada), € atendida.

7.2.5 Verificacdo das tensbes nos nos da trelica

Assim como nos demais casos, a equacao requerida a ser atendida é ¢ F,, = F,. Sendo 0s nos A,
B e C do tipo singulares, devem ser verificados devido a criticidade das tensdes do entorno por
conta do pouco cobrimento. Sendo o né A (Figura 33), do tipo C-C-C, no qual confluem 3
bielas de compressao, 3, = 1,0, de acordo com o ACI 318:2002. Enquanto que os n6s B e C

(Figuras 34 e 35, respectivamente), do tipo C-C-T, € ancorado 1 tirante, portanto 3, = 0,8.

De acordo com o ACI 318:2002, numa zona nodal a resisténcia nominal compressiva é dada
por:

an = fcu ) Ah (750)
e a tensdo efetiva numa face da zona nodal é dada por:

¢r I:cu = 0' 750785ﬁn : fcd (751)

600 mm |

ZOMNA NODAL

BIELA

Figura 33 — Geometria do N6 A (Adaptada de Novak e Sprenger, 2002).

Paraond A, no qual a Figura 33 apresenta sua configuracao, considera-se: F; = 1000 kN, C, =
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1379 kN, C; = 1685 kN, 6 = 35,92° e 8, = 1,0. Sendo as larguras em torno do né: wy, =
[, = 29,4 mm; wgo = 254 mm; e we; = ws = Lb sen(0) + w; cos(8) =381 mm; as areas
projetadas serdo, respectivamente, para cada um dos lados do nd: Ag; = 9032 mm2; Ay =

77420 mm2; e Ac; = 96774 mm2 e as respectivas forcas resistentes:

Fo, =0,75-0,85-0,8- f, - A, =1797kN > F, =1000kN (7.52)
F, =0,75-0,85-0,8- f - A_ =1530kN >C, =1379kN (7.53)
F., =075-0,85-0,8f, -A_ =1917kN >C, =1704kN (7.54)

verificando, dessa forma, a seguranca do no A.

1000kN

C7=

GANCHO
SIMPLES

~N .

ZONA EXTENDIDA
NODAL

TIRANTE

279 mm

ZONA NODAL

49 mm

’ 400 mm _T

27 m 409 mm BARRAS TRACIONADAS
64 DEVE ANCORAR NESTA

ZONA

Figura 34 — Geometria do N6 B (Adaptada de Novak e Sprenger, 2002).

Para 0 n0 B, tem-se a Figura 34, indicativa de sua geometria, na qual: R; = 1333 kN, T, =
494 kN, C;5 = 1419 kN, 6 = 69,68° e 5, = 0,8. Assim, calculando as larguras das bielas e

tirantes e multiplicando-as pela largura da viga, chega-se as seguintes areas: A, =
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121935 mm? Ac,, = 83225.6 mm?e A, = 143226 mm’. E as seguintes forcas resistentes:

F., =0,75-0,85-0,8- fq -A, =1930 kN > R, =1333kN (7.55)
F,. =0,75-0,85-0,8- - A =1317kN >T, =494kN (7.56)
Fo.,. =0,75:0,85-0,8-f - A =2264kN >C,, =1419kN (7.57)

indicando que o0 n6 também esta estavel e em equilibrio.

a\@}\J\
N\
GANCHO
SIMPLES
ZONA ERTENDIDA
NODAL
E
TIRANTE o
~
[}

ZONA NODAL

152 m 400 mm 149'm l

BARRAS TRACIONADAS |l S51imm |27 m,mH
DEVE ANCORAR NESTA 64 mm

ZONA

Figura 35 — Geometria do N6 C (Adaptada de Novak e Sprenger, 2002).

Para 0 né C, tem-se a Figura 35 indicando sua geometria, para o qual R, = 667 kN, C;, =
1419 kN, Ty, = 743 kN, 6 = 41,99 e B, = 0,8. O procedimento é semelhante ao do n6 B.
Tomando como inicio o célculo das larguras das bielas e dos tirantes para posterior
multiplicagdo pela largura da viga chega-se as seguintes areas: Az, = 121935 mm?, Aro =
83225.6 mm? e Ay, = 143226 mm?. Dessa forma, o célculo das forcas resistentes para 6 =
41,99 e 5,, = 0,8, é dado por:

F, =0,75-0,85.0,8 f,-A =1930kN > R, =667 kN (7.58)

nng

F,. =075.0,85-08 f,-A =1317kN >T, =743kN (7.59)

nne

Otimizacédo topoldgica para modelos de bielas e tirantes em estruturas de concreto armado



84

Fy, =0,75-0,85-0,8 f,,-A_ =2264kN >C,, =997kN (7.60)

nng

indicando que o né C por sua vez estd em equilibrio.

7.2.6 Comprimentos de Ancoragem

Prevalece o né B quando o comprimento de ancoragem do gancho disponivel é menor que o
comprimento do gancho do né C. O comprimento de ancoragem em um gancho padrdo de
acordo com o ACI 318:2002 é:

. 0,02:-8-2-f,

Iy = - d 7.61
dh \/E b ( )

O ACI 318:2002 prescreve ainda, para uma cobertura além do gancho menor que 63,5 mm, um

espacamento de estribos ndo superior a 3d;, ao longo do comprimento de ancoragem, Iy, € 0
primeiro estribo estando dentro de 2d;, da parte externa da dobra, [, pode ser multiplicado por

0, 7 e, portanto, é reduzido a:

ly, =0,7-577,85 =404 mm (7.62)

(w,/2)

=—21 ~ 140+14,92-6,35-12,7 = 409,58 mm ]
s tan 69, 68° (7.63)

__(w/2)

- +40+14,92-6,35-12,7 =510mm
v~ tan 41,99° (7.64)

4, =404mm < 409mm (7.65)

Dessa forma, os nos B e C séo ditos aceitaveis. O valor de l;, pode ser reduzido ainda mais
pela razdo entre A pec € Ag rorn (2387/4916 = 0,49) conforme o ACI 318:2002. Essa reducéo

adicional em [, ndo foi tomada, pois ndo altera os resultados.
7.2.7 Armadura minima para retracdo e temperatura

A razdo entre a area de armadura e a area bruta de concreto, segundo o ACI 318:2002, é obtida

a partir da Equacéo (7.66):
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p=A/A =0,0018 (7.66)

Novak e Sprenger (2002) assumiram uma armadura de 12,5 mm a cada 457,2 mm, pois
seguindo o ACI 318:2002 o espagamento n&o deve exceder 457,2 mm, com A, = 129,03 mm?2,
Portanto, com a largura da parede sendo 304,8 mm, tem-se que:
2-129,032
=—————=0,0019>0,0018 ,
P = 457.2-304.8 (7.67)

Logo os autores determinaram barras de 12,5mm a cada 457,2 mm em cada sentido e em cada
face da viga (¢12,5 ¢/457)

7.2.8 Armadura minima de pele

Verificando os requisitos do ACI 318:2002, sdo fornecidas apenas as armaduras minimas
horizontal e vertical para retracdo e temperatura. Caso a profundidade efetiva de uma viga
exceder 914 mm, o reforco de pele deve ser distribuido de acordo com a referida norma. O
reforgo de pele deve ser distribuido por uma distancia de d/2 (sendo d a distancia da fibra mais

comprimida ao centroide das armaduras) em um espacamento que nao exceda o minimo de sy,

sendo:
d/6
Sg >4 762mm (7.68)
1000A3/(d —762)
dessa forma,

. - 1000-199,99
*1784,35-762

=193mm (7.69)

Portanto, a armadura horizontal de ¢12,5 ¢/457 deve ser alterada para a ¢16 ¢/190 mm para a

borda da viga alta e acima da abertura em uma profundidade de 940 mm.

7.2.9 Detalhamento final proposto pelos autores

Por fim, a Figura 36 exemplifica todo o dimensionamento realizado nesta Secédo e proposto por
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Novak e Sprenger (2002). Tanto a imagem do detalhamento de Goodchild et al. (2014) segundo
0 Eurocode 2:2004, quando de Novak e Sprenger (2002) segundo o ACI 318:2002 foram
desenhadas mantendo um padrdo semelhante ao utilizado no Brasil. Desta forma, finda-se o
dimensionamento e detalhamento dos exemplos propostos segundo 0 modelo de bielas e tirantes
tradicional, sendo em seguida, realizadas as otimiza¢Ges das estruturas pelo método de
otimizacdo topoldgica. S&o realizadas posteriores verificacfes e comparagdes das estruturas

detalhadas neste capitulo com as estruturas otimizadas e detalhadas no Capitulo 8.

n14¢/12.5
———1
N 4¢/16
L= |
2620
M I 2420 |
|| 2232 + 2232 ||
— Ln
1 | I = iy
' 7 o R N3 T %\)’G
/\'b l 2 e AN J & <\\/
N X / =z & LN
n (,)Qb / N\ o
i 11 | i ] =
3 an oo wl 2l 2l o
o w N\ yiam Pk IEILIE
z ] o 7 =4
Mefl ] N W 7 W4 51313
? pvd L N10 _JI © i g
2025 + 2¢ 25
f I
||| 2032 + 2032+ 2¢ 32 lll
0 Nn04¢/16

Figura 36 — Detalhamento proposto por Novak e Sprenger (Adaptada de NOVAK e
SPRENGER, 2002).
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8 OTIMIZACAO TOPOLOGICA DOS EXEMPLOS

Neste capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos por meio das otimizagdes
topoldgicas dos exemplos de Goodchild et al. (2014) e Novak e Sprenger (2002). Séo
apresentadas as propriedades dos materiais concreto e ago, 0s parametros de otimizagdo
utilizados, os resultados e graficos de otimizacdo obtidos para cada exemplo, bem como as
estruturas finais otimizadas. S8o apresentadas também as comparacGes das estruturas
dimensionadas por meio do método tradicional de bielas e tirantes com as estruturas detalhadas
com armaduras discretas a partir das estruturas otimizadas. As comparac6es sao feitas a nivel
tensdes e deformacoes, além de volume, massa e custos aproximados. Os custos sdo analisados
apenas para se ter um parametro, pois ndo sdo considerados impostos, encargos e custos com

formas, essenciais para uma composi¢do de custos mais detalhada.

Para os exemplos sdo testadas malhas regulares até chegar as malhas de elementos finitos das
as estruturas analisadas. As malhas em questdo, visam a reducdo de tempo mantendo a
qualidade no resultado final. Os parametros utilizados na otimizacéao topoldgica séo escolhidos
a partir de testes previamente realizados, com o objetivo de obter a estrutura topologicamente
otimizada e que contenha as distribuices de armaduras de forma suave, sem que ocorra o efeito

de checkerboard.

8.1 EXEMPLO SEGUNDO O EUROCODE 2:2004

Iniciando pelo exemplo de Goodchild et al. (2014), com base no Eurocode 2:2004, € realizada
a otimizacdo da estrutura e discretizacdo das barras de ago, como visto nas Segdes 5 e 6,
respectivamente, afim de comparar a estrutura otimizada (e detalhada) com a estrutura projetada

por meio da abordagem tradicional do método de bielas e tirantes.

8.1.1 Parametros utilizados na otimizacao

A escolha da fracdo volumétrica inicial € de extrema importancia para o resultado final da
estrutura, uma vez que fragdes volumétricas muito baixas implicam, na fase 2, em mais ago
incorporado a estrutura, ou até mesmo na inviabilidade da estrutura a nivel de instabilidade

estrutural.
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Como parametros para a simulagdo, foram utilizados 3000 elementos finitos quadratico sélido
de 4 nés em estado plano de tensdo, com dimensdo de 50x50 mm cada elemento finito. S&o
empregados os critérios de falha de Ottosen para o concreto e o critério de falha de von Mises
para 0 aco. A parcela de peso proprio é considerada a partir aceleracio da gravidade (9,81 m/s?)
aplicada em cada grau de liberdade correspondente na vertical, de forma distribuida em toda
estrutura. Visto que o peso préprio segundo o Eurocode 2:2004 é majorado, se fez essa
majoracdo na otimizacdo. No exemplo do Goodchild et al. (2014) todo peso préprio foi

considerado aplicado junto com a carga vertical.

Na Tabela 5 sdo apresentadas as propriedades do concreto e do aco, tais como os modulos de
elasticidade, os coeficientes de Poisson, as resisténcias do concreto a compressdo e a tracéo, a
resisténcia do aco e 0s pesos especificos. Para 0s elementos vazios € utilizada uma tolerancia
de 10°°. A tabela é baseada em alguns dados de Goodchild et al. (2014), como f., e fy- Os dados
restantes, sdo obtidos a partir da NBR 6118:2014.

Tabela 5 — Propriedades do concreto e do acgo utilizadas na otimizacéo.

Ec Es v v fck fct fy pc ps
[GPa]  [GPa] ¢ > [MPa] [MPa]  [MPa] [kg/m®]  [kg/m?]
33 210 022 0,30 35 3,2 500 2400 7780

Na sequéncia (Tabela 6), sdo apresentados os parametros de otimizacdo utilizados no cédigo
implementado, seguindo a metodologia BESO. E necessario considerar um raio minimo para
filtro do checkerboard, 7,,;,, fragdo volumétrica de cada fase, Vg4, Valor minimo e maximo
para variavel de projeto, x,,i», taxa evolutiva de cada fase, ER, expoente de penalizacdo o para
critério de compliance, p, expoente de penalizacdo para critério de tensdo, q, parametro de

estabilizacdo do processo de otimizacgéo, a, € nUmero maximo de iteracbes admissivel.

Tabela 6 — Pardmetros para otimizacao

Max.
Fase  Tmin  Virac ER  xiim P q a tol Iteracdes
1 4 0,6 0,05 6
2 2 0,01 0,01 01 3 4 05 10 100

Fonte: Autor.
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8.1.2 Resultados da otimizacéo de Goodchild et al. (2014)

Como ja mencionado, neste trabalho foram consideradas as caracteristicas especificas de cada
material (concreto e ago) para otimizacao da estrutura, diferindo-se de outros trabalhos em que
a estrutura é constituida por apenas um material, e é otimizada para obtencdo do modelo
trelicado. Essa consideragéo, em duas fases (concreto e ago), fez com que a compliance (energia
de deformacdo) da estrutura reduzisse consideravelmente com a insercdo de aco a estrutura,
como é visto na Figura 37. Isso indica que a estrutura é mais rigida em relacdo a uma estrutura

otimizada considerando apenas o material concreto, por exemplo.

E possivel observar na Figura 37 que a mudanca de fase e reduc&o drastica da compliance ocorre
a partir da 212 iteracdo (linha azul). A partir dessa etapa, os elementos finitos que violaram o
critério de falha de Ottosen, ou seja, que extrapolaram a resisténcia do concreto, foram
substituidos por aco e a estrutura, otimizada até a fracdo volumétrica predeterminada. Nota-se
também que h& uma etapa de estabilizacdo do processo evolutivo em cada fase ao atingir a
fracdo volumétrica desejada, isso devido ao algoritmo realocar material a fim de obter a menor

compliance possivel, em outras palavras, a estrutura mais rigida possivel.

1600 S | I |
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@
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L
1100 [
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Figura 37 — Curva compliance/fracdo volumetrica versus iteragdes.

Apos o fim da otimizacdo e a partir da fracdo volumétrica alvo de 0,6, é possivel chegar a

estrutura 6tima em termos de rigidez e tensdo, ilustrada na Figura 38, a qual apresenta as
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densidades finais do concreto (elementos cinza) e do aco (elementos pretos). Vale salientar que
a fracdo volumétrica final de 0,47 (47%) é devida a substituicdo de concreto por aco na 22 fase,
reduzindo o volume de concreto. Dessa forma, pode-se afirmar que a fragdo volumétrica esta
relacionada apenas ao material concreto. Na Subsec¢éo 8.1.4, € apresentada a estrutura final com
barras discretas, visto que a estrutura resultante da otimizacéo ainda ndo se assemelha a uma

estrutura com barras de aco discretas.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
x[m]

Figura 38 — Gréfico das densidades finais do projeto.

A Figura 39 apresenta as curvas de tensdes maximas e residuais de Ottosen e de von Mises em
toda estrutura versus o nimero de iteracdes. Para avaliar de forma adimensional as tensdes no
concreto e no aco, optou-se por criar a variavel denominada de residuo que, para o concreto,
Residuog,.,) = 0ost/fc — 1, € para ago, Residuo, .y = opi/f, — 1. As curvas residuais em
vermelho, sdo um indicativo de que os materiais estdo falhando quando > 0 ou atendendo ao
critério quando < 0. Por analise quantitativa, observa-se que ao término do processo iterativo
tanto o concreto quanto o aco ndo estdo falhando, e inclusive o aco esta sendo subutilizado,

porque sua tensdo esta abaixo do valor de referéncia.

E interessante notar que na fase 1 ndo ha tenso de von Mises visto que ndo ha o material aco
alocado na estrutura. Nessa fase, o concreto excedeu seu limite resistente (residuo maior que 0,
préximo a 5) e possui tensdo elevada, proxima a 200 MPa. Quando se inicia a segunda fase e 0
aco comeca a ser alocado na estrutura, a tensdo no concreto (tensédo de Ottosen) comeca a
reduzir até um valor préximo a 30 MPa, abaixo de sua resisténcia de 35 MPa; e a tensdo no ago
(tensdo de von Mises) estabiliza-se em aproximadamente 84 MPa, abaixo da resisténcia limite
do aco de 500 MPa.
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Figura 39 — Curva tensdes méaximas e residuos versus iteragdes.

Na Figura 40 é possivel visualizar as solicitaces que ocorrem nas regides da estrutura. A regiao
do apoio esquerdo € a regido mais solicitada, na qual atua uma tensdo de 83,6 MPa, em um
elemento de ago. Como visto nos detalhamentos anteriores, pelo método de bielas e tirantes
tradicional (esforcos obtidos por uma trelica no regime elastico-linear), € necesséaria a
verificacdo dos nds singulares, dos nds de apoio, de aplicacdo da carga e de bielas com possiveis
tensdes de tracdo transversais. Uma vez que nesta Secao se faz a otimizacdo da estrutura, 0s n6s
estdo automaticamente verificados a partir dos residuos e limites resistentes dos materiais,
guardadas as devidas aproximagdes pela analise elastico-linear, uma vez que o algoritmo so ira

parar quando todas as regides estiverem seguras quanto ao critério correspondente.

x107 [Pa]

8

T

y [m]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 0

x [m]

Figura 40 — Gréfico das tensBes equivalentes de Ottosen e von Mises (suavizadas).
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A Figura 41 auxilia na visualizacdo das diregdes das tensdes principais de tracdo e de
compressdo que atuam na estrutura. Em vermelho, é possivel notar as tensbes de tragdo
indicando reforco horizontal e inclinado. Em azul, estéo as regides com tensdes de compressao,
indicando as bielas de concreto. Neste caso, as regides sob tracdo sdo substituidas por aco, visto

que o concreto ndo resiste as solicitagdes internas.

.| —a==— Compressdo - =——= Tracdo

Figura 41 — Gréfico das direcGes das tensdes principais.

8.1.3 Detalhamento da estrutura otimizada

Tendo sido realizada a otimizagdo da estrutura, como Vvisto na subsecdo anterior, parte-se para
o dimensionamento e detalhamento da mesma, uma vez que a estrutura otimizada resultante
(Figura 38) ndo condiz com uma estrutura real a nivel de execugéo, necessitando de barras

equivalentes a de estruturas reais e de cobrimentos.

Iniciando pelo dimensionamento das barras de a¢o da parte inferior da viga, equivalente ao
tirante principal sob flexdo, a forca atuante na barra, dada pelo programa de otimizacéao

topoldgica, equivale a:
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F =4,735x10° +3,993x10° +3,262x10° =1,199x10° N (8.1)

Considerando o coeficiente de seguranca y = 1,15, segundo o Eurocode 2:2004, e a resisténcia

caracteristica do aco a trago f,,, = 500x10° N/m? a area de ago resultante equivale a:

_F1199x10°
f, /7, 500/115

A =2,758x107° m2 = 2757,7 mm?2 (8.2)

A éarea determinada na Equacdo (8.2) foi distribuida em 3 camadas, mantendo um cobrimento
na regido inferior da viga. Tal &rea resultando em 919,23 mm? por camada e foram distribuidas
em 3 barras de 20 mm para resistir a forca atuante. Assim, as armaduras sob flexdo ficaram

distribuidas em 3x3¢20, resultando em uma area total de 2828 mm?.

Nomeou-se as barras inferiores de N1 a N4 e o detalhamento completo é apresentado na Tabela
7. As armaduras N5, com uma forca de 89,3 kN, resultaram em uma area necesséria de 205,39
mm?. Optou-se por distribui-las em 4¢8, resultando em 201,2 mm?. As barras N6, por sua vez,
com uma forca de 250 kN e area necessaria de 575 mm?, resultou em 3¢ 16 com érea total de
603,3 mm?. Optou-se por distribuir em pelo menos 3 barras ao longo da secéo transversal da

viga para garantir um espacamento adequado.

Tabela 7 — Detalhamento proposto da viga otimizada com barras discretas

E, Ag nesc 0] N°de Asrorn Espacamento  Comprimento

Barra Distribuicao
kN [mm?] [mm] barras [mm?] [cm] [m]
N1  399,7 91972 20 3 942,6 16,9 4,78 3¢20
N2  399,7 919,22 20 3 942,6 16,9 2,72 3¢20
N3  399,7 919,22 20 3 942,6 16,9 2,22 3¢20
N4 4253 9782 20 3 942,6 16,9 2,05 3¢20
N5 89,3 2054 8 4 201,2 12,2 0,48 448
N6 250 575,0 16 3 603,3 17,5 0,42 3¢16

Uma vez determinadas as barras necessarias para resistir as forcas de tragdo atuantes na viga,
ilustradas na Figura 42, é realizada a analise de elementos finitos da viga proposta afim de gerar
os valores de tensdes e deslocamentos para comparacgdo com a viga segundo o Eurocode 2:2004

(quardas as simplificacdes para andlise elastica-linear).
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Figura 42 — Detalhamento proposto da estrutura otimizada

8.1.4 Estrutura final proposta para analise e verificacao

Apbs detalhada a estrutura otimizada, procede-se com a andlise de elementos finitos para obter
as tensdes e deslocamentos que ocorrem na viga. Dessa forma, a partir da estrutura apresentada
na Figura 38, impde-se as regides com barras de aco determinadas na Subsecéo 8.1.3 (Tabela
7, Figura 42). A nova estrutura € apresentada na Figura 43. Neste momento, o procedimento de

homogeneizacdo apresentado na Se¢éo 6 é aplicado.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
X [m]

Figura 43 —Estrutura otimizada com as armaduras propostas para varificacéo.

8.1.5 Estrutura de Goodchild et al. (2014) simplificada para analise

Para que possa ser feita a verificacdo da estrutura proposta por Goodchild et al. (2014),

detalhada e apresentadas na Figura 29, é realizada uma simplificacdo na distribuicdo das
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armaduras, em que as barras originais foram condensadas em elementos de mesmo

comprimento e area, conforme Figura 44.

y[m]

i 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
x[m]

Figura 44 — Simplificacdo do detalhamento de Goodchild et al. (2014) para verificacao.

8.1.6 Comparativo de tensoes e de flechas

Por fim, com a viga projetada por Goodchild et al. (2014) e com a estrutura proposta (com
barras discretas e homogeneizada), é possivel gerar os gréaficos de tensdes atuantes em cada
estrutura, bem como os deslocamentos que ocorrem em ambas. Para que as analises e
comparacdes sejam realizadas no regime elastico-linear, é considerado 20% da combinagédo da
carga permanente e variavel que ocorrem nas estruturas. Vale lembrar que a parcela de peso
préprio € aplicada nos graus de liberdade dos elementos finitos e € mantido o mesmo valor da
aceleracdo da gravidade majorada, visto que o0 peso da estrutura ndo muda, mesmo alterando o

carregamento.

A iniciar pelos gréficos das tensdes equivalentes de Ottosen e de von Mises atuantes nas
estruturas, a estrutura com detalhamento proposto apresenta tensdo maxima equivalente de
Ottosen no concreto de 34 MPa e maxima tensdo equivalente de von Mises no aco de 31 MPa,
frente a 30 MPa e 34 MPa, respectivamente, que ocorrem na estrutura detalhada por Goodchild
etal. (2014) e analisada pelo cddigo de verificacdo implementado. Os graficos sdo apresentados

na Figura 45.

A diferenca de tensfes nas estruturas ndo é muito significativa, mas nota-se que a estrutura
otimizada apresenta uma tensdo equivalente ligeiramente maior do que a estrutura por bielas e
tirantes. Isso muito provavelmente devido a estrutura otimizada distribuir concreto de forma

melhor e com isso, gerar uma redistribuicdo de tensdes notoriamente melhor.
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Figura 45 — Tens0es equivalentes suavizadas de Ottosen e de von Mises atuantes na estrutura
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Agora, a fim de tracar comparativos entre os deslocamentos maximos que ocorrem nas
estruturas, a Figura 46 apresenta os graficos de suas deformadas contendo seus respectivos
deslocamentos. A estrutura com detalhamento proposto tem um deslocamento maximo & = 0,29
mm e a estrutura de Goodchild et al. (2014), um deslocamento maximo § = 0,23 mm. Sendo
deslocamentos extremamente pequenos (na ordem de milimetros) indicando que ambas as vigas
sdo rigidas o suficiente para suportarem ao carregamento, a viga com detalhamento proposto
apresenta 26% mais deslocamento do que a viga de Goodchild et al. (2014). Isso ja era esperado,
uma vez que a estrutura sem vazios € a mais rigida. Mas vale destacar que mesmo com

deslocamento maior, a viga proposta tem menos material.

8.1.7 Comparativos entre massas, volumes e custos

Afim de trazer mais comparativos ao trabalho, se fez um estudo quantitativo e qualitativo em
relacdo aos volumes, massas e custos das estruturas dimensionadas até o presente momento.
Sdo tracados comparativos entre a estrutura dimensionada por bielas e tirantes com a estrutura

com a area de aco proposta pelo autor, a partir da estrutura otimizada topologicamente.

Para tornar os valores mais préximos do que de fato ocorre na estrutura projetada por Goodchild
et al. (2014), calculou-se a taxa de acgo a partir do detalhamento proposto pelos autores (Figura
29). Para isso, com base nos comprimentos e areas das barras utilizadas, chegou-se ao volume
total de aco presente na estrutura e a partir do volume da estrutura (Equacéo (8.3)), chegou-se
na taxa de aco de 1,97%. Entende-se aqui que a taxa de aco é a relagdo entre o volume de ago
pelo volume da estrutura, semelhante ao que se diz no caso de se¢des de concreto na qual a taxa
de aco € a relacdo entre a area de aco pela area da secdo transversal. Também se calculou a
massa total da estrutura a partir das proporc¢des de concreto e ago e suas respectivas densidades
de 2400 kg/m® e 7780 kg/m?®.

Ve, =5,0-1,5-0,45 =3 375m (8.3)
Mgy, =3,375(0,9803- 2400+ 0,0197 - 7780) =8.458 kg (8.4)

Da mesma forma se determinou o volume e a massa da estrutura com o detalhamento proposto
com barras discretas da estrutura otimizada. A partir da Tabela 7, foram determinadas as
proporcdes de volume de concreto (99,43%) e de aco (0,57%) para a fracdo volumétrica alvo

de 0,60, na qual resultou no volume e massa determinados pelas seguintes expressoes:
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V,; =3,375-0,60 = 2,025 m? (8.5)
Moy = 2,025(0,9943- 2400 +0,0057 - 7780) = 4.922 kg (8.6)

A nivel de volume e massa a estrutura com barras com detalhamento proposto, possui 40%
menos volume e 41,8% menos massa. A nivel de custos, de acordo com o SINAPI (Sistema
Nacional de Pesquisa de Custos e indices da Construco Civil) de janeiro de 2022, considerando
os custos médios desonerados do concreto C30 de R$ 469/m? e do ago CA-50 de R$ 10/kg, 0s
calculos dos custos das estruturas projetadas pelo método de bielas e tirantes e da estrutura com

0 detalhamento proposto sdo os seguintes:

Custog;,, =469-3,375-0,9803+10-3,375-0,0197-7780 = R$6.724 (8.7)
Custo,, =469-2,025-0,9925+10-2,025-0,0075-7780 = R$1.842 (8.8)

Desta forma, para estrutura dimensionada por meio do método de bielas e tirantes com uma
taxa de aco de 1,97% se gastaria, com concreto e aco, em torno de R$ 6.724 e para a estrutura
com armadura proposta a partir da otimizacdo topoldgica, se gastaria em torno de R$ 1.842.
Esse valor representa 72,6% menos custo com concreto e aco do que a estrutura projetada por
Goodchild et al. (2014) segundo o Eurocode 02:2004.

Pode-se notar as vantagens da otimizacdo topoldgica para um elemento estrutural de concreto
armado frente a0 método tradicional de dimensionamento de elementos estruturais com
descontinuidades, o método de bielas e tirantes em vigor. Claro que se deve levar em conta o
projeto e fabricacdo da férma para a estrutura otimizada, visto que sua producdo nao é
convencional e simples, como se pode observar em Jipe e Bernhard (2016). Em contraponto, as
vantagens da otimizag&o topoldgica vao além da diminuicéo de volume e massa de um elemento
estrutural apenas, se estendem também & reducdo de volume, massa e custos com pilares e

fundagdes, podendo reduzir consideravelmente o custo global de uma edificagdo como um todo.

8.2 NOVAK E SPRENGER (2002) SEGUNDO O ACI 318:2002

Assim como no exemplo anterior, neste exemplo é feita a otimizacéo da estrutura do exemplo
proposto por Novak e Sprenger (2002) segundo o ACI 318:2002 (Figura 36). Também ¢ feita a

discretizacdo e homogeneizacdo das barras de ago a partir da otimizagdo estrutural, afim de
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comparar esta estrutura com a aquela projetada por meio da abordagem tradicional do método
de bielas e tirantes apresentada na Segéo 7.

8.2.1 Parametros utilizados na otimizacao

A estrutura de Novak e Sprenger (2002) possui duas peculiaridades: uma abertura na regido
central e uma descontinuidade geométrica no canto superior direito (Figura 30). Para considerar
a abertura e descontinuidade geomeétrica, adicionou-se ao programa listas contendo elementos
vazios, afim de eliminar esses elementos em especifico para nao interferir na otimizacéao
topoldgica. Foram utilizados 254 x 120 elementos finitos (cheio + vazio) com dimenséo de 50
mm cada. A seguir, na Tabela 8, sdo apresentadas as propriedades do concreto e do ago para

otimizacdo do modelo de Novak e Sprenger (2002).

Tabela 8 — Propriedades do concreto e do ago utilizadas na otimizacdo de Novak e Sprenger

(2002).
Ec Es . y fcd fct fyd Pc Ps
[GPa] [GPa] = ° [MPa] [MPa] [MPa] [kg/m®]  [kg/m?]
31 210 022 030 31 3 414 2400 7780

Fonte: Autor.

Na Tabela 9, sdo apresentados 0s parametros para otimizacéo utilizados segundo a abordagem
BESO. Assim como em Goodchild et al. (2014), se considera o raio minimo, fracéo
volumétrica, valor minimo e maximo para variavel de projeto, taxas evolutivas para cada fase,
coeficientes de penalizacdo para critério de compliance e para critério de tensdo, parametro de

estabilizacdo do processo de otimizagdo e numero maximo de iteracdes admissivel.

Tabela 9 — Pardmetros para otimizacéo

Max.
Fase Tmin Vfrac ER Xiim p q a tol IteracOes
1 4 08 0,02 _6
2 3 0001 o001 [ 3 4 05 10 100

Fonte: Autor.

8.2.2 Resultados da otimizac&o de Novak e Sprenger (2002)

Devida as grandes dimensdes e robustez da estrutura dimensionada por Novak e Sprenger
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(2002), é possivel notar na Figura 47 um valor inicial de compliance mais elevado, se
comparado a estrutura de Goodchild et al. (2014), por exemplo. Considerar que a compliance é
0 inverso da rigidez, ou seja, € equivalente a flexibilidade, notoriamente esta estrutura é mais

flexivel do que aquela dimensionada no exemplo anterior, segundo o Eurocode 2:2004.

Na primeira fase, a compliance se estabiliza quando a fragdo volumétrica alvo de 0,8 é atingida.
Vale relembrar que neste estagio h& apenas elementos de concreto e vazios. Na fase 2, a
compliance reduz até atingir a minima energia de deformacéo e estabiliza-se quando a estrutura
¢ a mais rigida para fracdo volumétrica desejada. A fracdo volumétrica reduz um pouco mais

de 0,8 devido a substituicdo de elementos de concreto por elementos de aco na segunda fase.

2200 =

T T T T 1
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ELE:EALE_ E-EI—EFEI—@ +, f;ompliance
2150 |- g \ —e— W <09
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B
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1800 - 410.2
1750 - BEE-E-66688 101
1700 1 1 1 1 1 1 1 0
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Figura 47 — Curva compliance e fracdo volumétrica versus iteracdes.

A Figura 48 apresenta as densidades da estrutura final otimizada, a partir da fragco volumeétrica
alvo de 0,8, contendo regides com aberturas (vazios), concreto (cinza) e aco (preto). Nesta
etapa, a malha de ago ainda é grosseira, sendo posteriormente inseridas barras discretas

homogeneizadas a fim de realizar as devidas verificacgoes.

Bem semelhante ao que ja é dito na analise do grafico de Goodchild et al. (2014) (Figura 39,
Subsecdo 8.1.2), na Figura 49 pode ser visto que o material ou esta falhando (residuo > 0) ou
esta com a tensao abaixo de seu limite resistente (residuo < 0). Na fase 1, o concreto excede seu
limite resistente, como se observa o residuo proximo a 2, e possui tensdes elevadas, acima de

95 MPa. Quando se inicia a segunda fase e 0 aco comeca a ser alocado na estrutura, tanto a
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maxima tensdo quanto o residuo relacionado a tensdo de Ottosen ficam abaixo de seus valores
limites, indicando que o material concreto ndo esta sob falha. O mesmo se aplica ao ago, em
gue tanto a maxima tensdo quanto o residuo relacionado a tensdo de von Mises estdo abaixo de

seus valores limites.

y [m]

0 2 4 6 8 10 12 14
x[m]

Figura 48 — Gréfico das densidades finais de projeto.
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Figura 49 — Curva tensdes maximas e residuos versus iteracdes.

Na Figura 50, que apresenta as tensdes equivalentes de Ottosen e de von Mises, é possivel
visualizar as regifes mais solicitadas da estrutura. Como visto no grafico anterior, apds ter a
estrutura otimizada e com elementos que representam o a¢o, a maxima tensdo na estrutura é em
torno de 26 MPa, que séo alguns pontos vermelhos apresentados na Figura 50. Em conjunto
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com o gréfico da Figura 51, € possivel notar que sdo regides sdo regides com elementos de ago
sob tragdo. A maxima tensdo no concreto € em torno de 24 MPa.

x107 [Pa)

25

-4

2 4 6 8 10 12

Figura 50 — Grafico das tensbes equivalentes suavizadas de Ottosen e von Mises.

A Figura 51 indica as dire¢des das tensdes principais de tracdo e de compressao que ocorrem
na estrutura. As regides em vermelho, sdo as regides onde ocorre tracdo no concreto, as regides
com vermelho mais forte, sdo regiGes onde houve a troca de concreto por ago e as regifes em
azul, sdo regides sob compressdo. E notdrio que os nds sdo as regides mais comprimidas da
estrutura e em algumas arestas ha compressées um pouco mais pronunciadas, mas que ainda

assim ndo excedem o limite resistente do concreto, bem como as regides sob tracéo.

| T
—==— Compresséo - = = Tragdo |

y[m] 3

x [m]

Figura 51 — Graéfico das dire¢des das tensbes principais.

8.2.3 Detalhamento da estrutura otimizada

A partir da otimizagdo da estrutura, inicia-se a etapa de dimensionamento e detalhamento da
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estrutura otimizada, pois, além da regido de sob tracdo apresentar elementos de aco
condensados, a estrutura otimizada resultante ndo condiz com uma estrutura real a nivel pratico,
necessitando de elementos que representem barras de aco discretas e de elementos que facam o

papel do cobrimento da estrutura.

Como o procedimento para calculo das forgas resultantes nos elementos que representam as
barras de ago ja foi demonstrado no detalhamento da estrutura 6tima de Goodchild et al. (2014),
nesta Subsecdo sdo apresentados apenas os resultados que foram utilizados para o

dimensionamento da estrutura, e que estdo presentes na Tabela 10.

Tabela 10 — Detalhamento das barras do exemplo otimizado

E,  Agnesc ¢ N°de  Agrorn Espacamento  Comprimento R
Barra Distribuicao

kN] [mm?] [mm] barras  [mm?] [cm] [m]
N1 344 1109 22 3 1140,3 8,45 13,63 3922
N2 344 1109 22 3 1140,3 8,45 13,63 3¢22
N3 344 1109 22 3 1140,3 8,45 13,63 3922
N4 363 1169 20 4 1256,8 5,17 4,81 4¢20
N5 363 1169 20 4 1256,8 517 4,54 4920
N6 259 8335 20 3 942,6 8,75 2,69 3¢20

Fonte: Autor.

‘)
<o\ 4 N4 (20 c=454 @b
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N 4 N3 020 c=481 /Y
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a
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50 3x3N1022 c=1363 50

1263
Figura 52 — Detalhamento proposto para a estrutura otimizada.
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Desta forma, a Figura 52 ilustra o detalhamento proposto a partir da estrutura otimizada e em
seguida, é realizada a analise de elementos finitos para gerar os valores de tensdes e
deslocamentos para comparacao com a viga dimensionada segundo o ACI 318:2002 (método

de bielas e tirantes).

8.2.4 Analise da estrutura final com as armaduras propostas

Agora procede-se com a analise de elementos finitos para geracdo dos graficos de tensdes e
deslocamentos, para assim, ser possivel tracar comparativos entre as estruturas. Na Figura 53
apresenta-se 0 detalhamento final da estrutura otimizada topologicamente e com barras

discretas.

y [m]

x[m]

Figura 53 — Estrutura otimizada com armaduras proposta para verificagéo.

De acordo com a Figura 48 foram estendidas as barras de aco para além das regides indicadas
necessarias para terem ago, com 0 objetivo de garantir uma certa ancoragem dessas barras.
Como, por exemplo, as dobras nas barras inferiores de flex&o. Percebe-se na Figura 53 que 0s
estribos estdo sendo empregados de uma forma mais racional, inclinados a 45°, diferente do

detalhamento tradicional de bielas e tirantes com estribos verticais (Figura 36).

8.2.5 Analise do exemplo do Novak e Sprenger (2002)

Assim como na Subsecdo 8.1.5 é realizada uma simplificacdo na distribuicdo das armaduras,

Julian Alves Borges (jinab@hotmail.com) Dissertagdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS 2022


mailto:jlnab@hotmail.com

105

na qual as barras originais foram condensadas em elementos de mesmo comprimento e area,
permitindo as comparacgdes. Vale lembrar que essa simplificacdo tem por objetivo tornar as
comparac0es realizadas pelo mesmo cddigo de analise, evitando diferencas que eventualmente

haveria utilizando cddigos distintos.

y [m]

X [m]

Figura 54 — Simplificacdo do detalhamento de Novak e Sprenger (2002) para verificacgéo.

8.2.6 Comparativo de tensdes e deslocamentos

Com as duas estruturas detalhadas e implementadas no algoritmo de verificacdo, é possivel
gerar os gréaficos de forcas e tensdes principais atuantes em cada estrutura. Sao considerados
para as estruturas, 10% do carregamento atuante para que as analises pudessem ocorrer no

regime elastico-linear.

Iniciando pelo grafico da estrutura otimizada, a tensdo no concreto é de 27 MPa e no aco, de 46
MPa. Ja na estrutura dimensionada por Novak e Sprenger (2002), atua uma tensdo no concreto
de 17 MPa e no ago de 49 MPa. Em ambos os casos, estes valores limites estdo restringidos as
regides de apoio da estrutura e cantos da abertura central, sendo estes mesmos valores bem

menores nas outras regides da estrutura.

Relativo aos deslocamentos, vistos na Figura 56, a estrutura proposta apresenta deslocamento
maximo § = 0,41 mm, enquanto a estrutura dimensionada por Novak e Sprenger (2002)
apresenta um deslocamento méximo § = 0,46 mm. Comparativamente, os deslocamentos das
estruturas sdo pequenos e proximos um do outro, indicando que as estruturas sedo rigidas o

suficiente para resistirem ao carregamento.
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x107 [Pa]

4.5

1.5

Figura 55 — Tens0es equivalentes suavizadas de Ottosen e de von Mises atuantes na estrutura

1
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. . X104 [m]
Figura 56 — Gréficos das deformadas das estruturas
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8.2.7 Comparativos de volume, massa e custos

No exemplo de Novak e Sprenger (2002), que € um caso de uma estrutura maior e robusta do
que a estrutura de Goodchild et al. (2014), o volume e a massa sdo apresentados nas Equacdes
8.9 e 8.10. O volume total da estrutura é calculado considerando a abertura central e a
descontinuidade geométrica do canto superior direito. O volume de aco representa 1,26% do

volume total da estrutura, logo:

Ve = (12, 7-6-4-2-4,1. 2,5)0,305 =17,67m3 (8.9)
Mgy =17, 67(0, 9874-2400+0,0126- 7780) =43.618kg (8.10)

Da mesma forma, se determina o volume e a massa da estrutura com o detalhamento proposto
com barras discretas. A partir da Tabela 7, foram determinadas as propor¢des de concreto e aco
para a fracdo volumétrica alvo de 0,80, na qual resultou no volume e massa apresentados a

sequir.

Vo =17,67-0,80=14,14m3 (8.11)
Mor = 14,14(0, 9957 -2400+0,0043- 7780) =34.262kg (8.12)

A nivel de volume e massa a estrutura com barras discretas proposta pelo autor, possui 20%
menos volume e 21,5% menos massa. A nivel de custos, conforme SINAPI de janeiro de 2022,
para o0s custos médios desonerados do concreto C30 de R$ 469/m® e do agco CA-50 de R$ 10/kg,
os célculos dos custos das estruturas projetadas pelo método de bielas e tirantes e da estrutura

com o detalhamento proposto serdo os seguintes:

Custog,,, =469-17,67-0,9874+10-17,67-0,0126-7780 =R$25.511  (8.13)
Custo,, = 469-14,14-0,9957 +10-14,14-0,0043- 7780 = R$11.333 (8.14)

Desta forma, para estrutura dimensionada por meio do metodo de bielas e tirantes com uma
taxa de aco de 1,26% se gastaria, com concreto e ago, em torno de R$ 25.511 e para a estrutura
com armadura proposta a partir da otimizag&o topolégica, com 0,43% de aco, se gastaria em
torno de R$ 11.333. Dessa foram, houve uma reducdo de 55,6% com custo de materiais em
relacdo a estrutura projetada por Goodchild et al. (2014) segundo o Eurocode 02:2004,
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indicando a vantagem da otimizacéao topoldgica.
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9 CONCLUSAO

Os objetivos deste trabalho sdo atingidos a partir da otimizacdo topoldgica de estruturas
presentes na literatura utilizando o algoritmo BESO (Bidirectional Evolutionary Structural
Optimization) com as devidas modificacdes para levar em conta a otimizacdo do concreto e do
aco na estrutura. Observa-se que as estruturas otimizadas e com os detalhamentos propostos
apresentam tensdes e deslocamentos semelhantes aos das estruturas tradicionais, projetadas
pelo método de bielas e tirantes, e que as estruturas otimizadas sdo suficientemente rigidas,

seguras e com uma reducéo significativa de material.

E visto que o método de bielas e tirantes, abordado inicialmente por Schlaich, Schéfer e
Jannewein em 1987, posteriormente difundido e aplicado nas principais normas como ABNT
NBR 6118:2014, Eurocode 2:2004 e ACI 318:2002, por exemplo, simplifica o
dimensionamento e detalhamento de estruturas especiais com algum tipo de descontinuidade

(estatica e/ou geométrica).

Sdo apresentados 0s conceitos de otimizacdo estrutural e suas diferentes abordagens
(paramétrica, de forma e topoldgica). A otimizacdo topoldgica, além de mais completa,
possibilita gerar uma estrutura rigida, com menos material, com formas e dimensdes diversas.
Tradicionalmente, essas caracteristicas sao atingidas por meio da reducdo de material a partir
da restricdo de volume ou de tensdo. Uma estrutura otimizada por essa abordagem, tem sua
topologia otimizada sem perder sua funcionalidade e seguranca. Apresentam-se também as
variaveis essenciais do método BESO para reducao da compliance (energia de deformacao) a

partir do nimero de sensibilidade de volume e de tensdo.

A abordagem BESO, implementada neste trabalho, é realizada considerando as duas restri¢coes
(de volume e de tensdo) e, para isso, as estruturas sdo otimizadas em 2 fases. Como visto, na
fase 1 as estruturas sdo otimizadas quando a fracdo volumeétrica € atingida e a compliance se
estabiliza. Na fase 2, os critérios de falha de Ottosen e de von Mises sdo utilizados para as
analises de tensdes dos elementos de concreto e de ago, respectivamente. Nessa fase 0s
elementos de concreto que violam o critério de Ottosen s&o substituidos por ago; e as estruturas
atingem o estagio de otimizacdo quando as tensdes no concreto e no ago estdo abaixo de seus

limites resistentes.

Neste trabalho o peso proprio é distribuido em cada grau de liberdade da estrutura como um
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todo, diferentemente do que € feito simplificadamente no método de bielas e tirantes, no qual €
considerado todo o peso como carregamento externo. Essas abordagens, acrescidas ao
algoritmo BESO, se diferenciam em muito de outras abordagens presentes na literatura. Nos
materiais revisados, 0s autores consideram apenas um Unico material e a topologia final serve
apenas como parametro para definir a orientagdo das barras do modelo trelicado, contendo
bielas comprimidas e tirantes tracionados (para 0 método de bielas e tirantes).

Outro ponto distinto de outros trabalhos, é a verificacdo das estruturas propostas e das estruturas
dimensionadas por bielas e tirantes, numa analise posterior, sob as mesmas condicdes de
carregamento. Essa verificacdo, por anélise de elementos finitos, possibilitou a inclusdo das
barras detalhadas as estruturas e, para isso, se homogeneizou as propriedades dos elementos de
concreto e aco contidos em uma mesma regidao. Sendo assim, foi possivel obter as tensdes e 0s

deslocamentos que ocorrem nas estruturas, o que possibilitou tracar comparativos importantes.

A estrutura detalhada a partir da otimizacdo da estrutura de Goodchild et al. (2014) segundo o
Eurocode 2:2004, apresentou vantagens notorias, como a reducao de 40% do volume e 42% de
massa em relacdo a estrutura de Goodchild et al. (2014), que levaram a uma reducéo de 73%
de custo com concreto e aco. Se verificou que a estrutura com detalhamento proposto
apresentou 26% mais deslocamento. Tal fato era esperado pois, como visto, a estrutura cheia
sempre é a mais rigida se comparada a estrutura otimizada. pois esta apresenta vazios, aquela,

~

nao.

Por sua vez, a estrutura otimizada a partir do exemplo de Novak e Sprenger (2002) segundo o
ACI 318:2002 apresentou reducdo de 20% do volume total, que acarretou em 21,5% menos
massa total. Essas redugdes levaram a uma economia de 56% com 0s principais materiais
(concreto e aco). Neste caso, a estrutura otimizada teve um deslocamento maximo 11% menor
do que a estrutura cheia. Acredita-se que tal ocorrido se deve pelas grandes dimensdes da viga
cheia, acarretando em mais peso e mais deslocamento, o0 que pode ter se sobreposto a menor

rigidez da estrutura otimizada topologicamente, que contém menos massa.

De forma geral, é notorio que a otimizacgéo estrutural traz vantagens significativas para reducao
de custo de uma estrutura especial e ndo apenas servir como uma abordagem para definir o
modelo trelicado de bielas e tirantes. Pelos exemplos analisados pode-se chegar a uma reducéo
de até 73% dos custos com concreto e aco de apenas um elemento estrutural. Caso se considere

uma edificacdo como um todo, essa reducao pode ser ainda mais significativa. Destaca-se que

Julian Alves Borges (jlnab@hotmail.com) Dissertacdo de Mestrado. PPGEC/UFRGS 2022


mailto:jlnab@hotmail.com

111

o elemento estrutural otimizado terd a mesma funcionalidade de um elemento estrutural néo

otimizado, com tensdes semelhantes e deslocamentos proximos.

9.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdo para futuros trabalhos que possam complementar ou iniciar outros estudos a

partir deste trabalho, se elaborou a lista apresentada a seguir:

Verificacdo detalhada da suficiéncia dos comprimentos de ancoragem das barras da

estrutura otimizada topologicamente;
Analise ndo linear da estrutura final detalhada topologicamente;

Analise de outros tipos de estruturas ndo usuais como bloco de coroamento, dente

Gerber, consoles de pilares, vigas continuas com furos, etc.;

Implementacdo de um modelo de barras discretas de aco incorporadas ao modelo de

elementos finitos;
Extensdo para andlise tridimensional,
Refinamento da malha de elementos finitos;

Utilizac&o de malhas néo regulares de elementos finitos de baixa ordem (triangular) ou
de alta ordem (8 ou 9 nos) para problemas em estado plano de tenséo;

Consideracao de custos mais detalhados considerando custos com férmas, bem como as
possiveis economias com pilares e fundacdes devida as estruturas otimizadas serem

mais leves; e

Implementar um cddigo para adequar a geometria final do processo a um desenho mais

suave e que possa ser construido.
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