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(Ibagué-Colombia).



Dedicatórias
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Cortes, Elismar da Rosa Oliveira, João Lazzarin e Antônio Paques, que sempre esti-
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Resumo

Ideais Fechados e Primos em Skew Anéis de Grupos Parciais

Neste trabalho estudamos ações parciais de grupos abelianos sobre um anel R

(denotadas por (R,α)), com ação global envolvente (T, β). Constrúımos o anel de α-

quocientes de Martindale Q de R e estendemos a ação parcial (R,α) a Q. Entre outros

resultados provamos que existe uma correspondência bijetiva entre todos os ideais R-

disjuntos fechados de R?αG e todos os ideais T -disjuntos fechados de T ?βG. Também

provamos que existe uma correspondência bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos

fechados de R ?α G e todos os ideais Q-disjuntos fechados de Q ?α G. Provamos que

estas correspondências preservam ideais primos. Finalmente, usamos estes resultados

para estudar algumas classes de ideais primos de R?αG como ideais fortemente primos

e primos não singulares.
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Abstract

Closed and Prime Ideals in Partial Skew Group Rings

In this thesis we study partial actions of abelian groups on a ring R (denoted

by (R,α)), with enveloping action (T, β). We construct the Martindale α-quotient

ring Q and we extend the partial action (R,α) to Q. Among others results we prove

that there exist a one-to-one correspondence between the R-disjoint closed and prime

ideals of R ?α G and the T -disjoint closed and prime ideals of T ?β G. We also prove

that there exist a one-to-one correspondence between the R-disjoint closed and prime

ideals of R ?α G and the Q-disjoint closed and prime ideals of Q ?α G. Finally, we

use this results to study the strongly prime ideals and the nonsingular prime ideals

of R ?α G.
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Introdução

A relação entre os ideais primos de anéis T e S para certas extensões de anéis

T ⊆ S tem sido estudada por muitos autores ([1], [5], [7], [13]). Em [7], por exemplo,

estuda-se o caso onde S = T [E] é uma extensão livre centralizante de T . O pro-

blema pode ser sempre reduzido ao caso em que T é um anel primo, desta maneira é

estabelecida uma correspondência bijetiva entre todos os ideais T -disjuntos fechados

(em particular primos) de S e todos os ideais Q-disjuntos fechados (em particular

primos) de Q[E] onde Q é o anel de quocientes maximal de T . A técnica usada nestes

trabalhos, foi estendida em [13] para o estudo dos ideais fechados do produto cruzado

T ?β G (em particular para skew anéis de grupo) com G um grupo abeliano. Neste

trabalho também foi provado que existe uma correspondência bijetiva entre os ideais

T -disjuntos fechados (em particular primos) de T ?β G e os ideais Q-disjuntos fechados

(em particular primos) de Q ?β G, onde Q é o anel de G-quocientes à esquerda de

Martindale de T e T é um anel G-primo.

Recentemente começaram a ser estudadas as ações parciais de grupos sobre anéis

(ou k-álgebras) ([3]), dando origem à noção de skew anel de grupo parcial o qual

resulta ser uma generalização dos bem conhecidos skew anéis de grupo. Por este

motivo, resulta natural estender ao caso parcial os resultados conhecidos do caso

global. Neste sentido por exemplo, tem sido estudado o skew anel de grupo parcial

em [8] e [12]; as extensões parciais Galoissianas em [4] e os skew anéis de polinômios
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parciais em [2]. Desta maneira o objetivo central deste trabalho é estender todos os

resultados de [13] para o caso parcial.

Esta tese está dividida em três caṕıtulos. No Caṕıtulo I apresentamos uma revisão

breve sobre os conceitos e definições que serão usados neste trabalho. Na Seção 1.2

fazemos um resumo dos principais resultados de [13], em particular apresentamos

a construção do anel de G-quocientes de Martindale de T , onde T é um anel G-

semiprimo (não necessariamente com unidade) e G é um grupo qualquer que age

globalmente sobre T . Todos os resultados apresentados nesta parte provêm de [13],

onde são provados mais geralmente para o produto cruzado de grupos abelianos. Na

Seção 1.3 estendemos a construção de Malasquez ([13], Seção 1) para obter o anel

de α-quocientes de Martindale de R, para R um anel α-semiprimo e G um grupo

qualquer e estendemos a ação parcial a este anel de quocientes. Vamos supor neste

trabalho que a ação parcial (R,α) possui uma ação envolvente (T, β). Obtemos assim

o seguinte diagrama de extensões de anéis:

R ↪→ T

↓ ↓ ↘

Q ↪→ E ↪→ Q

Onde (T, β) é a envolvente de (R, α), (E, β) é a envolvente de (Q, α), Q é o anel

de α-quocientes de Martindale de R e Q é o anel de G-quocientes de Martindale de

T . Finalmente provamos que (Q, β) é a envolvente de (Q, α) (ou equivalentemente

E = Q) se e somente se T é um anel com unidade 1T (Proposição 1.3.11).

Todos os resultados de [13] para ações globais são estendidos para ações parciais

nos Caṕıtulos 2 e 3.
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A partir do Caṕıtulo 2 assumimos que o grupo G que age parcialmente sobre R é

abeliano e que R é um anel α-primo. Sendo (T, β) a ação envolvente de (R,α) com T

um anel G-primo, temos que todos os resultados de [13] são aplicáveis ao skew anel

de grupo T ?β G extensão do anel R?α G. Este caṕıtulo está dividido em duas seções,

na primeira parte caracterizamos completamente a minimalidade de qualquer ideal

T -disjunto de T ?β G em termos da minimalidade de sua interseção com R?α G (Lema

2.1.2). Também apresentamos um método para levantar ideais R-disjuntos de R?α G

a ideais T -disjuntos de T ?β G assim como ideais fechados (Lema 2.1.4). Este método

é usado para provar as propriedades do fecho em R de ideais R-disjuntos de R ?α G

(Lemas 2.1.5 e 2.1.8, Teorema 2.1.6 e Corolário 2.1.7), estendendo assim para o caso

parcial todos os resultados da Seção 2 de [13].

Na segunda parte, provamos que existe uma correspondência bijetiva entre todos

os ideais R-disjuntos fechados (em particular primos) de R ?α G e todos os ideais

T -disjuntos fechados (em particular primos) de T ?β G. Esta correspondência para

R um anel α-primo e G abeliano, estende a correspondência entre primos provada

em [8] (Proposição 5.1). Além disso, estendemos a técnica usada em [13] (Seção 3)

para provar que existe uma correspondência bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos

fechados (em particular primos) de R ?α G e todos os ideais Q-disjuntos fechados (em

particular primos) de Q ?α G.

Em resumo, provamos que existe uma correspondência bijetiva entre os ideais

disjuntos fechados (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

R ?α G ↪→ T ?β G

↓ ↓ ↘

Q ?α G ↪→ E ?β G ↪→ Q ?β G
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Onde (T, β) é a envolvente de (R, α), (E, β) é a envolvente de (Q, α), Q é o anel

de α-quocientes de Martindale de R e Q é o anel de G-quocientes de Martindale de

T .

No Caṕıtulo 3 usamos a correspondência entre fechados e primos do Caṕıtulo 2

para estudar algumas classes de ideais primos de R?αG como ideais fortemente primos

e primos não singulares (Seções 3.1 e 3.2). Estendemos assim todos os resultados

da Seção 3 de [13]. Na última seção provamos a correspondência entre ideais R-

disjuntos fechados (em particular primos) de R 〈x; α〉 e ideais T -disjuntos fechados

(em particular primos) de T 〈x; σ〉 (Teorema 2.2.1), usando uma noção mais natural

de minimalidade para polinômios. Além disso, provamos que cada ideal fechado de

R 〈x; α〉 (em particular primo) corresponde à interseção de um ideal principal de

Q 〈x; α〉 com R 〈x; α〉 (Teorema 3.3.4), o qual estende o resultado análogo para skew

anéis de polinômios de Laurent ([1]).



Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

1.1 Ações Parciais

Antes de definir uma ação parcial devemos lembrar alguns resultados sobre ações

globais. Consideramos uma k-álgebra T (não necessariamente com unidade), k um

anel comutativo e G um grupo que age sobre T por automorfismos. Esta ação será

denotada por (T, β), onde β = {βg : T → T | g ∈ G}, ou simplesmente por β. Um

ideal I de T é dito G-invariante (I CG T ), se βg(I) ⊆ I para todo g ∈ G. Sendo G

um grupo, é imediato que se I CG T então βg(I) = I para todo g ∈ G. Um ideal

G-invariante I de T é dito G-primo se para quaisquer ideais G-invariantes A, B de

T , a inclusão AB ⊆ I implica que A ⊆ I ou B ⊆ I. E é dito G-semiprimo se para

qualquer ideal G-invariante A de R, a condição A2 ⊆ I implica A ⊆ I. O anel T é

dito G-primo (G-semiprimo) se o ideal nulo é G-primo (G-semiprimo).

O skew anel de grupo (global) de uma ação global (T, β), denotado por T ?β G, é

definido como sendo um T -módulo livre à esquerda com base {δg | g ∈ G}; isto é,

5
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T ?β G =

{∑
g∈G

tgδg | tg ∈ T, e tg 6= 0, para uma quantidade finita de g ∈ G

}

A adição em T ?β G é definida de forma natural e o produto definido por:

(aδg)(bδh) = aβg(b)δgh, para todo a, b ∈ T e todo g, h ∈ G.

Para definir a noção de ação parcial, consideramos R um anel com unidade 1R e

G um grupo qualquer (ou equivalentemente uma k-álgebra unitária R, onde k é um

anel comutativo). Começamos com a definição de ação parcial do grupo G sobre o

anel R. Mais detalhes sobre este tópico podem ser consultados na referência [3].

Definição 1.1.1 Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e R uma k-álgebra. Uma

ação parcial α de G sobre R, é uma coleção de ideais Sg de R, com g ∈ G, e

isomorfismos αg : Sg−1 → Sg, tais que para todo g, h ∈ G valem:

(i) S1 = R e α1 é a aplicação identidade de R.

(ii) S(gh)−1 ⊇ α−1
h (Sh ∩ Sg−1).

(iii) αg ◦ αh(x) = αgh(x), para todo x ∈ α−1
h (Sh ∩ Sg−1).

As condições (ii) e (iii) estabelecem que a aplicação αgh é uma extensão da

aplicação αg ◦ αh e que αg−1 = α−1
g , para todo g ∈ G.

As condições (i)− (iii) são equivalentes às seguintes três condições:

(i′) S1 = R e α1 é a aplicação identidade de R.

(ii′) Sg ∩ Sgh = αg (Sg−1 ∩ Sh).

(iii′) αg ◦ αh(x) = αgh(x) para todo x ∈ α−1
h (Sh ∩ Sg−1).
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Uma ação parcial α = {(Sg, αg) | g ∈ G}, do grupo G sobre o anel R será denotada

por α ou (R,α).

Neste trabalho assumimos também que cada Sg (g ∈ G) é gerado por um idempo-

tente central 1g. Portanto, cada Sg é um subanel com identidade 1g, Sg = R1g = 1gR

e Sg ∩ Sh = 1g1hR para todo g, h ∈ G.

Dada uma ação parcial α do grupo G sobre o anel R, dizemos que o ideal I de

R é α-invariante (I Cα R) se αg(I ∩ Sg−1) ⊆ I ∩ Sg para todo g ∈ G. Sendo G um

grupo é imediato que αg(I ∩ Sg−1) = I ∩ Sg para todo g ∈ G. Um ideal α-invariante

I de R é dito α-primo se para quaisquer ideais α-invariantes A, B de R a inclusão

AB ⊆ I implica que A ⊆ I ou B ⊆ I. E é dito α-semiprimo, se para qualquer ideal

α-invariante A de R a condição A2 ⊆ I implica A ⊆ I.

A continuação definimos o conceito de equivalência entre duas ações globais, assim

como a noção de envolvente de uma ação parcial (R,α).

Definição 1.1.2 Duas ações globais (T, β) e (T ′, β′) do grupo G sobre as k-álgebras

T e T ′ são equivalentes, se existe um isomorfismo de k-álgebras φ : T → T ′ tal que

β′g ◦ φ = φ ◦ βg para cada g ∈ G.

Definição 1.1.3 ([3], Definição 4.2) Uma ação (global) β de um grupo G sobre uma

k-álgebra T é dita uma envolvente da ação parcial α de G sobre uma k-álgebra R,

se existe um isomorfismo de álgebras ϕ de R sobre um ideal de T , tal que para todo

g ∈ G, valem:

1. ϕ(Sg) = ϕ(R) ∩ βg(ϕ(R)).

2. ϕ ◦ αg(x) = βg ◦ ϕ(x) para todo x ∈ Sg−1.

3. T é gerada por
⋃

g∈G βg(ϕ(R)).
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Notemos que se (T, β) é a ação envolvente da ação parcial (R,α), então identifi-

cando o anel R com o ideal ϕ(R) de T obtemos:

1. Sg = R ∩ βg(R).

2. αg = βg |Sg−1 .

3. T =
∑
g∈G

βg(R).

A existência de uma unidade em cada Sg é condição necessária e suficiente para

a existência e unicidade da envolvente, como mostra o próximo resultado.

Teorema 1.1.4 ([3], Teorema 4.5) Seja R um anel com unidade. Então, uma

ação parcial α de um grupo G sobre R possui uma ação global envolvente β,

se e somente se, cada ideal Sg (g ∈ G) é um anel com unidade. Além disso, se β

existe, ela é única a menos de equivalências.

Exemplo 1.1.5 Seja G um grupo que age (globalmente) sobre um anel T e R um

ideal de T . Tomando Sg = R ∩ βg(R) para todo g ∈ G e definindo αg : Sg−1 → Sg,

como a restrição de βg em Sg−1 , temos que α é uma ação parcial de G sobre R. Se R

é um ideal gerado por um idempotente central distinto da unidade de T , então cada

Sg tem unidade e α é uma ação parcial, que tem envolvente contida em T . Se R não

é G-invariante, então α não é global sobre R.

Observemos que se o grupo G é infinito, então o anel T não necessariamente tem

unidade, mas todo elemento de T tem uma unidade local. Como estamos conside-

rando cada Sg com unidade (denotada 1g), então pelo item 1 da Definição 1.1.3 e

identificando R com o ideal ϕ(R) de T , temos que 1g = βg(1R)1R para todo g ∈ G.

O skew anel de grupo parcial correspondente a α, e denotado por R?α G, se define

como o conjunto de todas as somas formais finitas
∑

g∈G agδg, onde ag ∈ Sg para todo
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g ∈ G e os δg são śımbolos. A adição é definida pontualmente e o produto é dado

pela seguinte regra:

(agδg)(bhδh) = αg (αg−1 (ag) bh) δgh = agαg(bh1g−1)δgh.

Como neste trabalho estamos considerando ações parciais onde cada Sg (g ∈ G)

é gerado por um idempotente central, então o Teorema 1.1.4 garante a existência de

uma ação envolvente (T, β) para a ação parcial (R,α). Assim, pelo seguinte resultado

temos que o skew anel de grupo parcial R ?α G é um anel associativo.

Teorema 1.1.6 ([3], Proposição 4.3) Se (T, β) é uma ação envolvente da ação par-

cial (R,α), então o skew anel de grupo parcial R ?α G está mergulhado em T ?β G.

Em particular, R ?α G é associativo.

Devemos notar que, em geral, o skew anel de grupo parcial R?αG não é associativo

como mostra o Exemplo 3.5 de [3].

No caso particular em que G é o grupo ćıclico infinito gerado por σ e α é uma

ação parcial de G sobre R, o skew anel de grupo parcial R ?α G pode ser identificado

com o conjunto de todas as somas finitas
∑m

i=−n aix
i, onde ai ∈ Sσi para qualquer

inteiro i. Neste caso o anel R ?α G é denotado por R 〈x; α〉 e se (T, β) é a envolvente

de (R,α), então o skew anel de grupo T ?β G corresponde ao skew anel de polinômios

de Laurent T 〈x; σ〉. Sendo R 〈x; α〉 um subanel de T 〈x; σ〉, R 〈x; α〉 é chamado skew

anel de polinômios de Laurent parcial. Mais detalhes sobre este tipo de polinômios

se encontra na referência [2].
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1.2 Ideais Fechados e Primos em Skew Anéis de

Grupos Abelianos

Nesta seção T denota um anel (não necessariamente com unidade) e G um grupo abe-

liano que age globalmente sobre T . Todos os resultados apresentados aqui provêm de

[13], onde são provados mais geralmente, para o caso de produto cruzado de grupos

abelianos. Embora nesse artigo se assume que o anel T é unitário, todos os resultados

são válidos se T não tem unidade, pois T pode ser mergulhado num anel com unidade

T 1 e cada automorfismo de T pode ser extendido naturalmente a T 1. Todos os resul-

tados apresentados nesta seção serão estendidos para ações parciais no Caṕıtulo 2. A

construção do anel de G-quocientes para anéis G-semiprimos da próxima subseção,

será estendida para anéis α-semiprimos na Seção 1.3.

1.2.1 O Anel de G-quocientes de T

Nesta subseção apresentamos brevemente a construção do anel de G-quocientes à

esquerda de Martindale Q de T quando T é G-semiprimo (Seção 1 de [13]). Além

disso, mostramos que a ação global se estende naturalmente a Q o qual permite

construir o skew anel de grupo Q ?β G, extensão do anel T ?β G.

Assumimos que o grupo G (não necessariamente abeliano) age sobre T e que T é

um anel G-semiprimo.

Se I é um ideal G-invariante de T , facilmente vemos que o anulador à esquerda e

o anulador à direita de I são ideais G-invariantes de T . Além disso, esses anuladores

coincidem e a classe de ideais G-invariantes de T é fechada para interseções e produtos.

Seja F (T ) = {H CG T | An(H) = 0}. Temos que se H, J ∈ F (T ), então

H ∩ J ∈ F (T ) e HJ ∈ F (T ). Ou seja a coleção F (T ) é um filtro.
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Dado U ∈ F (T ), a aplicação f : T U → T T denotará um homomorfismo de

T -módulos à esquerda e esta aplicação agirá pela direita sobre os elementos de U ,

isto é, (u)f para todo u ∈ U denota f aplicado a u.

Seja U = {(U, f) | U ∈ F (T ) e f : T U → T T}. Se para (U, f), (V, g) ∈ U

definimos (U, f) ∼ (V, g), se e somente se, f |U∩V = g |U∩V , então a relação ∼ é de

equivalência. Dado (U, f) ∈ U , denotaremos por [U, f ] a classe de equivalência de

(U, f).

O conjunto U � ∼= {[A, f ] | (A, f) ∈ U }, com as operações [A, f ] + [B, g] =

[A∩B, f +g] e [A, f ].[B, g] = [BA, f ◦g] é um anel com unidade. Este anel é chamado

anel de G-quocientes à esquerda de Martindale de T , denotado por Q. Note que a

classe [BA, f ◦ g] está bem definida, pois sendo f e g homomorfismos de T -módulos

à esquerda, temos que (BA)(f ◦ g) = (B(A)f)g com B(A)f ⊆ B.

As propriedades mais importantes do anel Q estão resumidas no seguinte lema.

Note, em particular, que Q é uma extensão de T .

Lema 1.2.1 ([13], Lema 1.1) Seja T um anel G-semiprimo. As seguintes afirmações

são válidas:

1. T é um subanel de Q, via multiplicação à direita.

2. Se (U, f) ∈ U , então para cada u ∈ U tem-se ur ◦f = ((u)f)r, onde (x)ur = xu

para todo x ∈ T .

3. Se q = [U, f ] ∈ Q, então (u)f = uq para todo u ∈ U . Em particular, Uq ⊆ T .

4. Para quaisquer q1, ..., qn ∈ Q, existe U ∈ F (T ) tal que Uqi ⊆ T , para cada

i ∈ {1, ..., n}.

5. Se U ∈ F (T ) e f : U −→ T é um homomorfismo de T -módulos à esquerda,

então existe q ∈ Q tal que (u)f = uq para todo u ∈ U .
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6. Seja q ∈ Q e U ∈ F (T ). Se Uq = 0 ou qU = 0, então q = 0.

Seja βg um automorfismo de T . Para [I, f ] ∈ Q, a aplicação [I, f ] 7→ [I, βg−1◦f◦βg]

define um automorfismo de Q que é a extensão de βg. Este automorfismo também

será denotado por βg. Assim, podemos construir o skew anel de grupo Q?βG extensão

do anel T ?β G.

1.2.2 Ideais Fechados de T ?β G

Se P é um ideal primo de T ?β G, então fatorando P ∩ T e (P ∩ T ) ?β G de

T e T ?β G respectivamente, podemos assumir que P é T -disjunto e T é um anel

G-primo. Além disso, assumimos que o grupo G é abeliano. Nesta primeira parte

apresentamos algumas definições e notações que iremos usar mais adiante.

Seja x =
∑

g∈G agδg um elemento de T ?β G. Para cada h ∈ G se define o h-ésimo

coeficiente à esquerda de x por cl
h(x) = ah. Como x pode ser representado de maneira

única por coeficientes à direita, digamos x =
∑

g∈G δgbg, então se define o h-ésimo

coeficiente à direita de x por cr
h(x) = bh. Portanto, cl

h(x) = βh(c
r
h(x)).

Para um elemento não nulo x de T ?β G, se define seu suporte como

sup(x) =
{
g ∈ G | cl

g(x) 6= 0
}
. Como cada βg é um automorfismo de T temos que

sup(x) =
{
g ∈ G | cr

g(x) 6= 0
}
.

Se I é um ideal T -disjunto de T ?β G, um elemento não nulo x ∈ I é dito de suporte

minimal em I se a condição y ∈ I e sup(y) & sup(x) implica y = 0. Se definem

M(I) = {x ∈ I | x tem suporte minimal em I} e Min(I) = {sup(x) | x ∈ M(I)}.

O conjunto ΘΓ,g(I) =
{
t ∈ T | existe x ∈ I tal que sup(x) = Γ e cl

g(x) = t
}
∪{0},

onde Γ ∈ Min(I) e g ∈ Γ, é um ideal G-invariante não nulo de T .

Para cada ideal T -disjunto I de T ?β G, se define o fecho de I por:
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[I]T = {x ∈ T ?β G | existe H ∈ F (T ) tal que Hx ⊆ I}

Um ideal T -disjunto I de T ?β G é dito fechado se I = [I]T . Se prova então que

[I]T é um ideal T -disjunto de T ?β G, I ⊆ [I]T e Min(I) = Min([I]T ) ([13], Lema

2.1). O seguinte teorema apresenta duas caracterizações do fecho de I. A extensão

deste teorema para ações parciais será dada no Teorema 2.1.6 do Caṕıtulo 2.

Teorema 1.2.2 ([13], Teorema 2.2) Se I é um ideal T -disjunto de T ?β G, então:

1. [I]T é o maior ideal T -disjunto J de T ?β G, tal que I ⊆ J e Min(I) = Min(J).

2. [I]T é o menor ideal fechado de T ?β G, tal que I ⊆ [I]T .

Como consequência do teorema anterior, temos que [I]T é o único ideal fechado

de T ?β G, tal que I ⊆ [I]T e Min(I) = Min([I]T ) ([13], Corolário 2.3).

A classe de ideais fechados é ampla, pois facilmente se deduz que todo ideal primo

T -disjunto de T ?β G é fechado ([13], Lema 2.4). Assim, resulta natural estender a

ideais fechados resultados conhecidos para ideais primos.

1.2.3 Correspondência Entre os Ideais Fechados de T ?β G e

Q ?β G

Nesta subseção seguimos considerando T um anel G-primo e G um grupo abeliano.

Vamos apresentar uma correspondência bijetiva, que preserva ideais primos, entre os

ideais T -disjuntos fechados de T ?β G e os ideais Q-disjuntos fechados de Q?β G, onde

Q denota o anel de G-quocientes de T .

Começamos lembrando que se I é um ideal T -disjunto não nulo de T ?β G, então

para cada Γ ∈ Min(I) e cada g ∈ Γ existe um único elemento µ = µΓ,g ∈ Q ?β G, tal
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que, sup(µ) = Γ, cl
g(µ) = 1Q e x = cl

g(x)µ = µcr
g(x) para todo x ∈ I com sup(x) = Γ.

Além disso, µq = βg(q)µ e µδf = δfµ para todo q ∈ Q e f ∈ G ([13], Lema 3.1).

Pelo anterior, para cada ideal T -disjunto I de T ?β G, se define MQ(I) como

o conjunto dos elementos µ = µΓ,g, onde Γ ∈ Min(I) e g ∈ Γ. Assumimos que

MQ({0}) = ∅. Observemos que como consequência do dito acima, temos que para

cada µ ∈ MQ(I) existe J ∈ F (T ) tal que Jµ = µJ ⊆ I. Também é claro que

Qµ = µQ e (Q ?β G)µ = µ(Q ?β G).

As seguintes proposições caracterizam o fecho dos ideais Q-disjuntos de Q ?β G e

dos ideais T -disjuntos de T ?β G. As versões para o caso parcial destas proposições

são as Proposições 2.2.8 e 2.2.9 do Caṕıtulo 2.

Proposição 1.2.3 ([13], Proposição 3.5) Seja I um ideal não nulo e Q-disjunto de

Q ?β G. Então, [I]Q = (Q ?β G)MQ(I0), onde I0 = I ∩ (T ?β G).

Proposição 1.2.4 ([13], Proposição 3.6) Seja I um ideal não nulo e T -disjunto de

T ?β G. Então, [I]T = (Q ?β G)MQ(I) ∩ (T ?β G).

Finalmente temos os dois teoremas principais, a correspondência biuńıvoca entre

todos os ideais T -disjuntos fechados (e primos T -disjuntos) de T ?β G e todos os ideais

Q-disjuntos fechados (e primos Q-disjuntos) de Q ?β G. A extensão destes teoremas

para o caso parcial se encontra nos Teoremas 2.2.10 e 2.2.12 do Caṕıtulo 2.

Teorema 1.2.5 (Teorema 3.7 de [13]) Seja T um anel G-primo. Então, existe uma

correspondência bijetiva entre C (T ?β G) = {I C T ?β G | I é T − disjunto fechado}

e C (Q ?β G) = {I? C Q ?β G | I? é Q− disjunto fechado}. Esta correspondência

associa o ideal I ∈ C (T ?β G) com o ideal I? ∈ C (Q ?β G) se I? ∩ (T ?β G) = I e

I? = (Q ?β G)MQ(I).
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Teorema 1.2.6 (Teorema 3.9 de [13]) Seja T um anel G-primo. A corres-

pondência do teorema anterior induz uma correspondência bijetiva entre P(T ?β G) =

{P C T ?β G | P é primo T − disjunto} e P(Q?β G) = {P ? C Q?β G | P ? é primo

Q− disjunto}.

O método aplicado aqui é uma extensão do método aplicado em [7]. Aĺı se obti-

veram resultados similares para S = R [E] extensão livre centralizante de R e Q [E],

onde Q é o anel de quocientes maximal de R, sendo R um anel primo. Além disso,

aplicaram-se estes resultados para o estudo de varios tipos de ideais primos como for-

temente primos e primos não singulares. Resultados análogos foram obtidos no caso

particular do skew anel de polinômios de Laurent R 〈x; σ〉 em [1]. Todos os resultados

obtidos para ideais fortemente primos e para ideais primos não singulares, também

foram estendidos em [13]. Como nosso objetivo é estender esses resultados para o

caso parcial no Caṕıtulo 3, vamos agora lembrar as definições correspondentes a estes

tipos de ideais.

Sejam I e P ideais de T tais que I * P . Um insulador (à esquerda) módulo P

em I, é um subconjunto finito F de I satisfazendo a condição: para todo t ∈ T tal

que tF ⊆ P implica t ∈ P . Note que esta definição é equivalente a considerar ideais

I e P de T tais que P $ I e satisfazendo a mesma condição de cima.

Um ideal P de T é dito fortemente primo (à esquerda), se todo ideal I de T tal que

I * P , tem um insulador módulo P . O anel T é dito fortemente primo (à esquerda),

se o ideal nulo é um ideal fortemente primo (à esquerda).

Analogamente, um ideal G-invariante H de T é dito G-fortemente primo (à es-

querda), se todo ideal G-invariante I de T tal que I * H tem um insulador (à

esquerda) módulo H. O anel T é dito G-fortemente primo (à esquerda), se o ideal

nulo é G-fortemente primo (à esquerda).
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Lembramos que um ideal à esquerda J de T é dito essencial se para todo ideal à

esquerda não nulo I de T tem-se J ∩ I 6= 0. Para um T -módulo à esquerda M , se

define o submódulo singular de M como Zl(T M) = {m ∈ M | Anl(m) é essencial},

onde Anl(m) é o anulador à esquerda de m em T . Considerando T como um T -

módulo, temos que Zl(T T ) é um ideal de T denotado por Zl(T ) e chamado o ideal

singular à esquerda de T .

O anel T é dito não singular à esquerda se Zl(T ) = 0. Um ideal P de T é dito

não singular à esquerda se o anel T/P é não singular.

1.3 O Anel de α-quocientes de R

Nesta seção apresentamos a construção do anel de α-quocientes à esquerda de

Martindale Q de R, usando ideais α-invariantes. Conseguimos assim, estender a

construção feita para ações globais na subseção 1.2.1. Além disso, estendemos a ação

parcial a Q o qual permitirá construir o skew anel de grupo parcial Q ?α G, extensão

do anel R ?α G.

Assumimos que α é uma ação parcial de um grupo arbitrário G sobre R e que

R é um anel α-semiprimo. Começamos provando que os anuladores à esquerda e à

direita de um ideal α-invariante coincidem e que a classe de ideais α-invariantes de

R é fechada para interseções e produtos.

Lema 1.3.1 Seja R um anel α-semiprimo e H um ideal α-invariante de R. Então,

as seguintes afirmações são válidas:

1. Anl(H) e Anr(H) são ideais α-invariantes de R.

2. Anl(H) = Anr(H).



17

Prova. 1. Sejam g ∈ G, x ∈ Anl(H)∩Sg−1 e h ∈ H. Então, αg(x)h = αg(x)1gh =

αg(x)αg(h
′) para algum h′ ∈ H ∩ Sg−1 . Assim, temos que αg(x)h = αg(xh′) = 0.

Portanto, αg(x) ∈ Anl(H) ∩ Sg. A segunda parte é análoga.

2. Como Anl(H)H = 0, temos que [HAnl(H)]2 = 0. Como R é α-semiprimo

e HAnl(H) é α-invariante, segue que HAnl(H) = 0 e assim Anl(H) ⊆ Anr(H).

Analogamente tem-se a outra inclusão.

Daqui em diante, An(H) denotará o ideal Anl(H) = Anr(H) para H um ideal

α-invariante de R.

Lema 1.3.2 Seja F (R) = {H Cα R | An(H) = 0}. Se H, J ∈ F (R), então

H ∩ J ∈ F (R) e HJ ∈ F (R).

Prova. É claro que H∩J e HJ são ideais α -invariantes de R. Como An(H∩J) ⊆

An(HJ), basta ver que An(HJ) = 0. Se x ∈ R é tal que x(HJ) = 0, então (xH)J = 0

e assim xH ⊆ An(J) = 0. Logo, xH = 0 e temos que x ∈ An(H) = 0. Portanto,

An(HJ) = 0.

Assim como no caso global, dado U ∈ F (R) e o homomorfismo de R-módulos à

esquerda f : RU → RR, (u)f denotará f aplicado a u para todo u ∈ U .

Seja T = {(U, f) | U ∈ F (R) e f : RU → RR}. Sobre o conjunto T definimos

a seguinte relação: (U, f) ∼ (V, g), se e somente se, f |U∩V = g |U∩V . Note que

U ∩ V ∈ F (R).

Lema 1.3.3 Seja A ∈ F (R) e C um ideal à esquerda de R contendo A. Se f |A= g |A
para f, g ∈ HomR(RC,R R), então f = g.

Prova. Para todo a ∈ A e todo c ∈ C, temos que a(c)f = (ac)f = (ac)g = a(c)g.

Portanto a[(c)f − (c)g] = 0, assim (c)f − (c)g ∈ An(A) e o resultado segue.
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A relação ∼ acima definida é claramente reflexiva e simétrica. E se (U, f) ∼ (V, g)

e (V, g) ∼ (W, h), então f |U∩V = g |U∩V e g |V ∩W = h |V ∩W . Assim, usando o Lema

1.3.3, temos que f |U∩W = h |U∩W . Logo, ∼ é uma relação de equivalência. Dado

(U, f) ∈ T , denotaremos por [U, f ] a classe de equivalência de (U, f).

Proposição 1.3.4 O conjunto T � ∼= {[A, f ] | (A, f) ∈ T } com as operações:

[A, f ] + [B, g] = [A ∩B, f + g]

[A, f ].[B, g] = [BA, f ◦ g].

É um anel com unidade 1R, chamado anel de α-quocientes à esquerda de Martindale

de R, denotado por Q.

Prova. Notemos primeiro que a classe [BA, f ◦ g] está bem definida, pois sendo

f e g homomorfismos de R-módulos à esquerda, temos que (BA)(f ◦ g) = (B(A)f)g

com B(A)f ⊆ B. Vamos provar então que as operações estão bem definidas. Sejam

[A, f ] = [A′, f ′] e [B, g] = [B′, g′] em Q. Então, f |A∩A′= f ′ |A∩A′ e g |B∩B′= g′ |B∩B′ .

Se a ∈ A∩A′ ∩B ∩B′, então (a)(f + g) = (a)f + (a)g = (a)f ′ + (a)g′ = (a)(f ′ + g′).

Logo, [A ∩B, f + g] = [A′ ∩B′, f ′ + g′].

Se a ∈ BA ∩ B′A′, então a ∈ A ∩ A′ e (a)f = (a)f ′. Além disso, (a)f e (a)f ′ ∈

B ∩ B′. Portanto, (a)(f ◦ g) = ((a)f)g = ((a)f ′)g = ((a)f ′)g′ = (a)(f ′ ◦ g′). Segue

que [A, f ][B, g] = [A′, f ′][B′, g′].

O resto da prova segue fácilmente como nos casos clássicos (ver [11], [15]).

A seguinte proposição é uma extensão para o caso parcial da Proposição 1.2.1.

Nela mostramos algumas propriedades do anel Q, em particular que é uma extensão

de R.

Proposição 1.3.5 Seja R um anel α-semiprimo. As seguintes afirmações são

válidas:
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1. R é um subanel de Q, via multiplicação à direita.

2. Se (U, f) ∈ T , então para cada u ∈ U tem-se ur ◦ f = [(u)f ]r, onde (x)ur = xu

para todo x ∈ R.

3. Se q = [U, f ] ∈ Q então (u)f = uq para todo u ∈ U . Em particular, Uq ⊆ R.

4. Para quaisquer q1, ..., qn ∈ Q, existe U ∈ F (R) tal que Uqi ⊆ R, para cada

i ∈ {1, ..., n}.

5. Se U ∈ F (R) e f : U −→ R é um homomorfismo de R−módulos à esquerda,

então existe q ∈ Q tal que (u)f = uq para todo u ∈ U .

6. Seja q ∈ Q e U ∈ F (R). Se Uq = 0 ou qU = 0, então q = 0.

Prova. 1. Basta considerar a função ϕ : R −→ Q definida por ϕ(a) = [R, ar], onde

(s)ar = sa para todo s ∈ R. Temos que ϕ é um homomorfismo de anéis porque para

todo a, b ∈ R, (a+ b)r = ar + br e (s)(ab)r = s(ab) = (sa)br = ((s)ar)br = (s)(ar ◦ br),

isto é, (ab)r = ar ◦ br. Finalmente, se [R, ar] = 0 para algum a ∈ R, segue-se que

sa = 0 para todo s ∈ R, em particular a = 1Ra = 0. Logo Ker ϕ = 0. Daqui em

diante identificaremos o anel R com o subanel ϕ(R) de Q.

2. Para cada u ∈ U e x ∈ R, temos que (x)(ur ◦f) = ((x)ur)f = (xu)f = x(u)f =

(x)((u)f)r.

3. Para cada u ∈ U , temos que uq = urq = [R, ur][U, f ] = [U, ((u)f)r] =

[R, ((u)f)r] = (u)f .

4. Para cada i ∈ {1, ..., n} consideramos Ui ∈ F (R), tal que Uiqi ⊆ R. Então,

tomando U =
⋂n

i=1 Ui o resultado segue.

5. Basta tomar q = [U, f ] e aplicar o item 3.
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6. Se q = [V, f ], então (U∩V )q = 0. Para cada s ∈ U∩V temos que 0 = sq = (s)f .

Portanto, q = [V, f ] = [U ∩ V, f |U∩V ] = [U ∩ V, 0] = [R, 0] = 0. Se qU = 0, então

pelo item 4 existe U0 ∈ F (R), tal que U0q ⊆ R. Assim, U0qU = 0 e portanto

U0q ⊆ An(U) = 0. Logo temos que U0q = 0 o qual implica que q = 0.

O conjunto dos elementos q ∈ Q, tais que qr = rq para todo r ∈ R é denominado

centralizador de R em Q e é denotado por CQ(R). O centro de Q é o conjunto

Z(Q) = {q ∈ Q | qp = pq para todo p ∈ Q}. A seguinte proposição mostra que de

fato estes dois conjuntos são iguais.

Proposição 1.3.6 Seja R um anel α-semiprimo e q = [U, f ] ∈ Q. As seguintes

afirmações são equivalentes:

1. q ∈ Z(Q).

2. f é homomorfismo de R−bimódulos.

3. q ∈ CQ(R).

Prova. 1 ⇒ 3. É imediato.

3 ⇒ 2. Pelo item 3 da Proposição 1.3.5, temos que sq = (s)f para todo s ∈ U .

Se r ∈ R, então (sr)f = (sr)q = s(rq) = s(qr) = (sq)r = (s)fr.

2 ⇒ 1. Seja p = [V, g]. Se x ∈ UV ∩ V U , então podemos supor x = uv. Assim,

(uv)(g ◦ f) = (u(v)g)f = (u)f(v)g = ((u)fv)g = ((uv)f)g = (uv)(f ◦ g). Portanto,

g ◦ f |UV ∩V U= f ◦ g |UV ∩V U e temos que [UV, g ◦ f ] = [V U, f ◦ g], isto é, pq = qp.

Lembremos que no caso global, para T um anel G-semiprimo, a ação do grupo

G pode ser estendida ao anel de G-quocientes de T (Subseção 1.2.1). Como já cons-

trúımos o anel de α-quocientes de R, nosso objetivo a seguir será estender a ação

parcial de G sobre R a uma ação parcial sobre Q, a qual será também denotada por

α.
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Teorema 1.3.7 Seja R um anel α-semiprimo. Para cada ideal Sg (g ∈ G) de R,

seja

S?
g = {q ∈ Q | existe H ∈ F (R) tal que Hq ⊆ Sg} .

Então, as seguintes afirmações são válidas:

1. Cada S?
g é um ideal de Q, gerado por um idempotente central.

2. A função α?
g : S?

g−1 −→ S?
g , definida como α?

g(q) = [H, fg,q], onde H ∈ F (R)

é tal que Hq ⊆ Sg−1 e para cada h ∈ H, (h)fg,q = αg(αg−1(h1g)q), é um

isomorfismo de anéis.

3. α =
{
(S?

g , α
?
g) | g ∈ G

}
define uma ação parcial do grupo G sobre o anel Q.

Prova. 1. Se q ∈ S?
g e p ∈ Q, então existem H, J ∈ F (R) tais que Hq ⊆ Sg e

Jp ⊆ R. Portanto, (HJ)pq ⊆ H(Jp)q ⊆ Hq ⊆ Sg e assim pq ∈ S?
g . Temos também

(JH)qp ⊆ JSgp = SgJp ⊆ Sg, logo qp ∈ Sg.

Como 1g é um idempotente central de R, então também é um idempotente central

de Q. Dado q ∈ Q, temos que existe H ∈ F (R) tal que Hq ⊆ R, assim Hq1g ⊆ Sg e

q1g = 1gq ∈ S?
g . Se p ∈ S?

g , então Jp ⊆ Sg para algum J ∈ F (R). Logo, para todo

j ∈ J temos que jp1g = jp o qual implica que J(p1g − p) = 0. Assim obtemos que

p1g = p.

2. Primeiro devemos ver que α?
g está bem definida para cada g ∈ G. Se-

jam p = [U, h] e q = [V, j] ∈ S?
g−1 , tais que, p = q. Para a ∈ U ∩ V

temos que (a)fg,p = αg(αg−1(a1g)p) = αg((αg−1(a1g)) h) = αg((αg−1(a1g)) j) =

αg(αg−1(a1g)q) = (a)fg,q. Logo, [U, fg,p] = [V, fg,q] e assim α?
g(p) = α?

g(q). Além

disso, fg,p é um homomorfismo de R-módulos à esquerda para todo g ∈ G e todo

p = [U, h] ∈ S?
g−1 . De fato, para todo r ∈ R e u ∈ U , temos que (ru)fg,p =

αg(αg−1(ru1g)p) = αg(αg−1(r1g)αg−1(u1g)p) = rαg(αg−1(u1g)p) = r(u)fg,p.
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Finalmente, para todo u′ ∈ U , [R, u′r] [U, fg,p] = [U, u′r ◦ fg,p] e portanto para todo

u ∈ U temos (u)(u′r ◦fg,p) = (uu′)fg,p = αg(αg−1(uu′1g)p) = uαg(αg−1(u′1g)p). Assim,

(u)(u′r ◦ fg,p) = (u)(αg(αg−1(u′1g)p))r. Logo, U [U, fg,p] = [U, (αg(αg−1(u′1g)p))r] =

[R, (αg(αg−1(u′1g)p))r]. E como αg(αg−1(u′1g)p) ∈ Sg, temos que Uα?
g(p) ⊆ Sg. Por-

tanto, α?
g(p) ∈ S?

g .

Sejam p = [J, f ], q = [H, g] ∈ S?
g−1 com Hq ⊆ Sg−1 e Jp ⊆ Sg−1 . Então,

α?
g(pq) = [HJ, fg,pq] e para hj ∈ HJ temos que (hj)fg,pq = αg(αg−1(hj1g)pq).

Como α?
g(p)α?

g(q) = [J, fg,p][H, fg,q] = [HJ, fg,p ◦ fg,q], então para hj ∈ HJ te-

mos que (hj)fg,p ◦ fg,q = (αg(αg−1(hj1g)p))fg,q = αg(αg−1(αg(αg−1(hj1g)p)1g)q) =

αg(αg−1(hj1g)pq) = (hj)fg,pq. Portanto, α?
g(pq) = α?

g(p)α?
g(q). Analogamente se

prova que α?
g(p + q) = α?

g(p) + α?
g(q) e temos assim que α?

g é um homomorfismo de

anéis para todo g ∈ G.

Sejam p = [U, η] ∈ S?
g−1 e H ∈ F (R), tais que Hp ⊆ Sg−1 . Então,

p = [U, η] = [H ∩ U, η] e portanto para q = α?
g(p) = [H ∩ U, fg,p] temos que

α?
g−1

(
α?

g(p)
)

= α?
g−1 (q) = [H ∩ U, fg−1,q]. Para h ∈ H ∩ U tem-se (h)fg−1,q =

αg−1(αg(h1g−1)q) = αg−1(αg(αg−1(αg(h1g−1))p)) = hp = (h)η. Logo, α?
g−1

(
α?

g(p)
)

=

[H ∩ U, fg−1,q] = [H ∩ U, η] = p. Assim, por simetria temos que α?
g é um isomorfismo

de anéis para todo g ∈ G.

3. Devemos provar (i), (ii) e (iii) da Definição 1.1.1.

(i) É claro que S?
1 = Q. Para q = [H, η] ∈ Q, temos que α?

1(q) = [H, f1,q]. Assim,

para todo h ∈ H, tem-se (h)f1,q = hq = (h)η. Logo, α?
1(q) = [H, η] = q.

(ii) Para g, h ∈ G se q = [V, η] ∈ α?−1
h (S?

h ∩ S?
g−1), então α?

h(q) = [V, fh,q] ∈

S?
h ∩ S?

g−1 . Logo, existem F1, F2 ∈ F (R) tais que F1α
?
h(q) ⊆ Sh ∩ Sg−1 e F2q ⊆ Sh−1 .

Se A = F1 ∩ F2 ∩ V , então para todo a ∈ A temos que αh(aq) = αh(αh−1(a′1h)q)

para algum a′ ∈ A. Logo, αh(aq) = (a′)fh,q = a′[V, fh,q] ⊆ Sh ∩ Sg−1 . Portanto,
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Aq ⊆ αh−1(Sh ∩ Sg−1) ⊆ S(gh)−1 o qual implica que q ∈ S?
(gh)−1 .

(iii) Sejam q = [V, η] ∈ α?−1
h (S?

h ∩ S?
g−1) e F ∈ F (R) tais que Fq ⊆ Sh−1 . Por um

lado temos que (α?
g ◦ α?

h)(q) = α?
g ([V, fh,q]) = [V, fg,p], onde p = [V, fh,q]. Por outro

lado, temos α?
gh(q) = [V, fgh,q]. Para v ∈ V ∩F , temos que (v)fg,p = αg(αg−1(v1g)p) =

αg((αg−1(v1g))fh,q) = αg(αh(αh−1(αg−1(v1g)1h)q)) = αg(αh(α(gh)−1(v1gh)1h−1q)) =

αgh(α(gh)−1(v1gh)q) = (v)fgh,q. Portanto, (α?
g ◦ α?

h)(q) = α?
gh(q) para todo q ∈

α?−1
h (S?

h ∩ S?
g−1).

Daqui em diante cada isomorfismo α?
g (g ∈ G), será denotado simplesmente por

αg.

Proposição 1.3.8 Seja R um anel α-primo. Se 0 6= q ∈ Q é tal que qR = Rq e

αg(q1g−1) = q1g para todo g ∈ G, então q é invert́ıvel em Q. Em particular, o α-

centróide estendido de R, Cα(R) = {q ∈ Z(Q) | αg(q1g−1) = q1g para todo g ∈ G} é

um corpo.

Prova. É claro que I = Rq ∩ R é um ideal de R. Além disso, como existe

H ∈ F (R), tal que Hq ⊆ R e q 6= 0, então I 6= 0. Finalmente, se rq ∈ I ∩ Sg−1 ,

então αg(rq) = αg(rq1g−1) = αg(r1g−1)αg(q1g−1) = αg(r1g−1)q ∈ Rq. Logo, I é um

ideal α-invariante não nulo de R.

É claro que Hq é um ideal α-invariante não nulo de R. Consideremos

f : Hq −→ R, definida por (hq)f = h. Notemos que f está bem definida pois se

hq = 0 e h 6= 0, então αg(hq1g−1) = αg(h1g−1)αg(q1g−1) = αg(h1g−1)q = 0 para

todo g ∈ G. Portanto,
∑

g∈G Rαg(h1g−1)Rq = 0 e assim
∑

g∈G Rαg(h1g−1)R = 0.

Logo, h = 0 o qual é contraditório. Além disso, é fácil ver que f é um homomor-

fismo de R-módulos à esquerda. Finalmente, para p = [Hq, f ] e h ∈ H temos que

h = (hq)f = hqp, o qual implica que qp = 1R.
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Sejam y ∈ Q e J ∈ F (R) tais que qy = 0 e Jy ⊆ R. Então, para todo rq ∈ I e

todo jy ∈ Jy temos que (rq)(jy) = r(qj)y = (rj′)(qy) = 0, onde j′ ∈ R e qj = j′q.

Portanto, IJy = 0 o qual implica que y = 0. Temos então que q é invert́ıvel à direita

e não é divisor de zero à esquerda. Logo, pelo item (b) do Exercicio 1.4 de [10], q é

invert́ıvel.

Proposição 1.3.9 Seja α uma ação parcial do grupo G sobre o anel R. As seguintes

afirmações são válidas:

1. Se H é um ideal α-invariante de Q, então H ∩R é um ideal α-invariante de R.

2. Se R é α-primo (α-semiprimo), então Q é α-primo (α-semiprimo).

3. Seja R um anel α-semiprimo. Para cada x ∈ Q ?α G existe H ∈ F (R), tal que

Hx ⊆ R ?α G. Se Jx = 0 ou xJ = 0 para algum J ∈ F (R), então x = 0.

4. Se R ?α G é primo (semiprimo), então Q ?α G é primo (semiprimo).

Prova. 1. É evidente.

2. Sejam I, J CαQ tais que IJ = 0. Então, (I∩R)(J∩R) = 0 e assim I∩R = 0 ou

J ∩R = 0. Se I ∩R = 0, então para x ∈ I existe H ∈ F (R), tal que Hx ⊆ R∩I = 0.

Logo, x = 0 e assim I = 0. De modo análogo se prova que J = 0 quando J ∩R = 0.

Para a segunda parte, se ICαQ tal que I2 = 0, basta ver que I∩R = 0 e raciocinar

como acima.

3. Seja x =
∑n

i=1 qiδgi
∈ Q ?α G. Como cada qi ∈ S?

gi
, então existe Ji ∈ F (R) tal

que Jiqi ⊆ Sgi
. Logo, tomando H =

⋂n
i=1 Ji tem-se que Hx ⊆ R ?α G.

Se para algum x =
∑n

i=1 qiδgi
∈ Q ?α G e algum J ∈ F (R) tem-se Jx = 0, então

Jqi = 0 para todo i. Portanto, qi = 0 para todo i e assim x = 0. Analogamente,

xJ = 0 implica x = 0.
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4. Sejam I, J C Q ?α G, tais que IJ = 0. Então, (I ∩ (R ?α G))(J ∩ (R ?α G)) = 0

e assim I ∩ (R ?α G) = 0 ou J ∩ (R ?α G) = 0. Se I ∩ (R ?α G) = 0, então pelo

item 3, para cada x ∈ I existe Hx ∈ F (R) tal que Hxx ⊆ R ?α G. Logo, Hxx ⊆

I ∩ (R ?α G) = 0 e assim x = 0. O outro caso é análogo.

Terminamos este caṕıtulo mostrando que o anel de α-quocientes de Martindale Q

de R pode ser identificado com um ideal do anel de G-quocientes de Martindale Q

de T , onde (T, β) é a envolvente de (R,α). Além disso, explicitamos uma envolvente

para (Q, α).

Antes notemos que se H é um ideal α-invariante não nulo de R, então H? =

{t ∈ T | βg(t)1R ∈ H para todo g ∈ G} é um ideal G-invariante não nulo de T com

anulador nulo em T . De fato, se h ∈ H? e t ∈ T então βg(ht)1R = βg(h)βg(t)1R =

βg(h)1Rβg(t) ∈ H. Da mesma maneira βg(th)1R ∈ H. Se h ∈ H? e f, g ∈ G,

então βf (βg(h))1R = βfg(h)1R ∈ H. Finalmente, como AnT (H?)H? = 0, então

AnT (H?)H = AnT (H?)1RH = 0. Logo, AnT (H?)1R = 0 e como AnT (H?) é um ideal

G-invariante de T , temos que AnT (H?) = 0.

Teorema 1.3.10 Seja R um anel α-semiprimo. As seguintes afirmações são válidas:

1. A funcão ϕ : Q → Q, definida como ϕ([H, f ]) =
[
H?, f

]
onde (h?)f = (h?1R)f

para h? ∈ H?, é um monomorfismo de anéis.

2. Q ' Im ϕ é um ideal de Q.

3. E =
∑

g∈G βg(ϕ(Q)) é um ideal G-invariante de Q.

4. A ação envolvente de (Q, α) é (E, β), onde cada βg (g ∈ G) age sobre E por

restrição.

Prova. 1. ϕ está bem definida: primeiro temos que H? ∈ F (T ). Se t ∈ T e h? ∈

H?, então (th?)f = (th?1R)f = (t1Rh?1R)f = t(h?1R)f = t(h?)f . Portanto, f é um
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homomorfismo de T -módulos à esquerda e assim [H?, f ] ∈ Q. Além disso, se h? ∈ H

temos que (h?)f = (h?)f e assim f |H= f . Finalmente, sejam [H, f ] , [H1, f1] ∈ Q tais

que [H, f ] = [H1, f1], então f |H∩H1= f1 |H∩H1 . Se t ∈ H? ∩H?
1 , então t1R ∈ H ∩H1,

logo (t)f = (t1R)f = (t1R)f1 = (t)f1. Portanto, f |H?∩H?
1
= f1 |H?∩H?

1
e assim

ϕ([H, f ]) =
[
H?, f

]
=

[
H?

1 , f1

]
= ϕ([H1, f1]), isto é, ϕ está bem definida.

ϕ é homomorfismo de anéis: se [H, f ] , [H1, f1] ∈ Q, então ϕ([H, f ] [H1, f1]) =

ϕ([H1H, f ◦ f1]) =
[
(H1H)?, f ◦ f1

]
e ϕ([H, f ])ϕ([H1, f1]) = [H?, f ][H?

1 , f1] =

[H?
1H

?, f ◦ f1]. Lembrando que H?
1H

? ⊆ (H1H)?, para tv ∈ H?
1H

? temos que

(tv)f ◦ f1 = ((tv)1R)f ◦ f1 = (t(v1R)f)f1 = (t(v1R)f)f1 = (((tv)1R)f)f1 = (tv)f ◦ f1.

Logo, estendendo por linearidade temos que f ◦ f1 |H?
1H?= f ◦ f1 |H?

1H? e assim

[(H1H)?, f ◦ f1] = [H?
1H

?, f ◦ f1]. Logo, ϕ([H, f ] [H1, f1]) = ϕ([H, f ])ϕ([H1, f1]),

isto é, ϕ é um homomorfismo de anéis.

ϕ é injetora: se ϕ ([H, f ]) = 0, então
[
H?, f

]
= 0 e assim (H?)f = 0. Em

particular, 0 = (H)f = (H)f o qual implica que [H, f ] = 0. Daqui em diante assim

que for necessário, identificaremos Q com Im ϕ.

2. Sejam
[
H?, f

]
∈ Im ϕ e 0 6= [J, j] ∈ Q, onde J ∈ F (T ) e j : J → T é

um homomorfismo de T -módulos à esquerda. Então,
[
H?, f

]
[J, j] =

[
JH?, f ◦ j

]
.

Notemos que J ∩ R ∈ F (R) e j1 = j |J∩R é um homomorfismo de R-módulos à

esquerda. Então, [J∩R, j1] ∈ Q e assim ϕ([(J∩R)H, f◦j1]) = ϕ([H, f ])ϕ([J∩R, j1]) =

[H?, f ][(J∩R)?, j1] = [(J∩R)?H?, f◦j1]. Lembrando que J ⊆ (J∩R)?, para tv ∈ JH?

temos que (tv)f ◦ j1 = (((tv)1R)f)j1 = (1R((tv)1R)f)j = (((tv)1R)f)j = (tv)f ◦ j.

Portanto, estendendo por linearidade temos que [(J ∩ R)?H?, f ◦ j1] = [JH?, f ◦ j],

isto é, ϕ([(J ∩R)H, f ◦ j1]) =
[
H?, f

]
[J, j]. Logo, Im ϕ é um ideal à direita de Q.

Simetricamente se prova que ϕ ([H(J ∩R), j1 ◦ f ]) =
[
H? (J ∩R)? , j1 ◦ f

]
=[

H?J, j ◦ f
]

= [J, j]
[
H?, f

]
, isto é, Im ϕ é um ideal à esquerda de Q.
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3. Evidente.

4. Devemos provar 1, 2 e 3 da Definição 1.1.3. A última parte é clara do item 3.

Para 2, se g ∈ G e q = [A, η] ∈ S?
g−1 , então existe H ∈ F (R) tal que Hq ⊆ Sg−1 .

Temos que

ϕ ◦ αg(q) = ϕ ([H, fg,q]) =
[
H?, fg,q

]
e

βg ◦ ϕ(q) = βg([A
?, η]) = [A?, βg−1 ◦ η ◦ βg]

Para h? ∈ H? ∩ A? tem-se (h?)fg,q = (h?1R)fg,q = αg(αg−1(h?1g)q) =

βg(βg−1(h?1g)q) = βg(βg−1(h?)1g−1q) = βg(βg−1(h?)1Rq) = (h?)βg−1 ◦ η ◦ βg. Portanto,

ϕ ◦ αg(q) = βg ◦ ϕ(q).

Para provar 1, seja q ∈ S?
g . Então, ϕ(q) ∈ ϕ(Q) e pela parte

anterior, βg−1(ϕ(q)) = ϕ(αg−1(q)) com ϕ(αg−1(q)) ∈ ϕ(Q). Portanto, ϕ(q) =

βg(ϕ(αg−1(q))) ∈ βg(ϕ(Q)). E temos que ϕ(S?
g ) ⊆ ϕ(Q) ∩ βg(ϕ(Q)).

Para a outra inclusão, identificando Q com ϕ(Q) temos que se q = βg(q1) ∈

Q ∩ βg(Q), para certos q, q1 ∈ Q, então q = 1Rβg(1R)βg(q1) = 1gβg(q1) ∈ S?
g .

Como R ⊆ Q, então para todo g ∈ G temos que βg(R) ⊆ βg(Q). Portanto,∑
g βg(R) ⊆

∑
g βg(Q) e sendo (T, β) a envolvente de (R,α) e (E, β) a envolvente de

(Q, α) conclúımos que T ⊆ E. Além disso, note que E é um ideal denso (bilateral) em

Q, isto é, intersecta qualquer ideal não nulo de Q pois dado q ∈ Q existe H ∈ F (T )

tal que Hq ⊆ T ⊆ E. Temos então o seguinte diagrama de extensões de anéis:
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R ↪→ T

↓ ↓ ↘

Q ↪→ E ↪→ Q

Na seguinte proposição damos uma condição necessária e suficiente para ser (Q, β)

a envolvente de (Q, α) ou equivalentemente ser E = Q. Lembramos que uma ação

parcial (R,α) com envolvente (T, β) é dita de tipo finito se T é um anel com unidade

1T (ver [8], Proposição 1.2 para equivalências).

Proposição 1.3.11 Seja R um anel α-semiprimo. (Q, β) é a envolvente de (Q, α),

se e somente se, α é uma ação parcial de tipo finito.

Prova. Se (Q, β) é a envolvente de (Q, α), então Q =
∑

g∈G βg(Q). Em par-

ticular, 1Q ∈
∑n

i=1 βgi
(Q) para alguns gi ∈ G (i = 1, ..., n). Como βgi

(1R) é a

unidade de cada βgi
(Q) e cada βgi

(Q) é um ideal de Q para i = 1, ..., n, então te-

mos que 1Q =
∑

1≤l≤n

∑
i1<i2<...<il

(−1)l+1βi1(1R)βi2(1R)...βil−1
(1R)βil(1R) ∈ T ([8],

Proposição 1.10). Portanto, T é um anel com unidade 1T = 1Q e assim α é de tipo

finito.

Reciprocamente, se α é de tipo finito então T é um anel com unidade 1T . Logo,

1T = 1Q e como T ⊆ E temos que 1Q ∈ E. Finalmente, como E é um ideal de Q

conclúımos que E = Q e assim (Q, β) é a envolvente de (Q, α).



Caṕıtulo 2

Ideais Fechados e Primos de R ?α G

A relação entre os ideais primos de anéis T e S para certas extensões de anéis

T ⊆ S tem sido estudada por varios autores ([1], [5], [7], [13]). Em [7], por exemplo,

estuda-se o caso onde S = T [E] é uma extensão livre centralizante de T . O problema

pode ser sempre reduzido ao caso em que T é um anel primo, desta maneira é esta-

belecida ali uma correspondência bijetiva entre todos os ideais T -disjuntos fechados

(em particular primos) de S e todos os ideais Q-disjuntos fechados (em particular

primos) de Q[E] onde Q é o anel de quocientes maximal de T . A técnica usada nestes

trabalhos, foi estendida em [13] para o estudo dos ideais fechados do produto cruzado

T ?β G (em particular para skew anéis de grupo) com G um grupo abeliano. Neste

trabalho também foi provado que existe uma correspondência bijetiva entre os ideais

T -disjuntos fechados (em particular primos) de T ?β G e os ideais Q-disjuntos fechados

(em particular primos) de Q ?β G, onde Q é o anel de G-quocientes à esquerda de

Martindale de T e T é um anel G-primo.

Este caṕıtulo está dividido em duas seções. Na primeira parte definimos os ideais

fechados de R ?α G e estudamos algumas de suas propriedades, provando em particu-

lar que todo ideal primo R-disjunto de R?α G é fechado. Na segunda parte, provamos

29
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que existe uma correspondência bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos fechados

(e primos R-disjuntos) de R ?α G e todos os ideais T -disjuntos fechados (e primos

T -disjuntos) de T ?β G, onde (T, β) é a envolvente de (R,α). Esta correspondência

estende a correspondência entre primos provada na Proposição 5.1 de [8] para R um

anel α-primo e G abeliano. Além disso, provamos também que existe uma corres-

pondência bijetiva entre todos os ideais R-disjuntos fechados (e primos R-disjuntos)

de R ?α G e todos os ideais Q-disjuntos fechados (e primos Q-disjuntos) de Q ?α G.

Em resumo, provamos que existe uma correspondência bijetiva entre os ideais

disjuntos fechados (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

R ?α G ↪→ T ?β G

↓ ↓ ↘

Q ?α G ↪→ E ?β G ↪→ Q ?β G

Onde (T, β) é a envolvente de (R,α), (E, β) é a envolvente de (Q, α), Q é o anel

de α-quocientes de Martindale de R e Q é o anel de G-quocientes de Martindale de

T .

2.1 Ideais Fechados de R ?α G

Como o nosso objetivo é estudar os ideais primos P de R ?α G, então fatorando

P ∩ R e (P ∩ R) ?α G de R e R ?α G respectivamente, podemos assumir que P é

R-disjunto e R é um anel α-primo. Além disso, assumimos que o grupo G que age

parcialmente sobre o anel R é abeliano e que cada ideal Sg (g ∈ G) é gerado por um

idempotente central 1g. Assim, pelo Teorema 1.1.4 existe uma envolvente (T, β) para

(R,α) e facilmente podemos ver que T é G-primo. Portanto, todos os resultados de

[13] são aplicáveis ao anel T ?β G. Começamos apresentando algumas definições e

notações, que iremos usar mais adiante.
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Seja x =
∑

g∈G agδg um elemento de R ?α G. Para cada h ∈ G se define o h-

ésimo coeficiente à esquerda de x por cl
h(x) = ah. Como x pode ser representado de

maneira única com coeficientes à direita, digamos x =
∑

g∈G 1gδgbg, então se define o

h-ésimo coeficiente à direita de x por cr
h(x) = bh. Note que cr

h(x) ∈ Sh−1 . Portanto,

cl
h(x) = αh(c

r
h(x)).

Para um elemento não nulo x de R ?α G, se define seu suporte como

sup(x) =
{
g ∈ G | cl

g(x) 6= 0
}
. Como cada αg é um isomorfismo de anéis, temos que

sup(x) =
{
g ∈ G | cr

g(x) 6= 0
}
.

Se I é um ideal R-disjunto de R?αG, um elemento não nulo x ∈ I é dito de suporte

minimal em I se a condição y ∈ I e sup(y) & sup(x), implica y = 0. Se definem

M(I) = {x ∈ I | x tem suporte minimal em I} e Min(I) = {sup(x) | x ∈ M(I)}.

Note que sendo R um anel α-primo e portanto T um anel G-primo, temos que

F (R) é o conjunto de todos os ideais α-invariantes não nulos de R e F (T ) é o

conjunto de todos os ideais G-invariantes não nulos de T .

Definição 2.1.1 Seja I um ideal R-disjunto de R ?α G. O fecho de I é definido por:

[I]R = {x ∈ R ?α G | existe H ∈ F (R) tal que Hx ⊆ I}

Um ideal R-disjunto I de R ?α G é dito fechado se I = [I]R. Note por exemplo

que o ideal {0} é fechado.

Nosso objetivo seguinte será caracterizar o fecho de um ideal R-disjunto de R ?α G

como a interseção de um ideal fechado de T ?β G com R ?α G. Antes devemos

caracterizar a minimalidade de qualquer ideal T -disjunto de T ?β G, em termos da

minimalidade da interseção com R ?α G. Lembramos que uma ação parcial α é dita

própria se 1g 6= 0 para todo g ∈ G ([6]).
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Lema 2.1.2 Sejam R um anel α-primo, J um ideal T -disjunto de T ?β G e

I = J ∩ (R ?α G). As seguintes afirmações são válidas:

1. Se Γ ∈ Min(J) e 1g = 0 para algum g ∈ Γ, então 1g = 0 para todo g ∈ Γ.

2. Se Γ ∈ Min(J) e 1g 6= 0 para algum g ∈ Γ, então 1g 6= 0 para todo g ∈ Γ. Além

disso, Γ ∈ Min(I).

3. Min(J) = Min(I)∪A (união disjunta), onde A está definido do seguinte modo:

Γ ∈ A, se e somente se, 1g = 0 para todo g ∈ Γ e existem Γ′ ∈ Min(I) e h ∈ G,

tais que Γ′h = Γ. A = ∅, se e somente se, α é uma ação própria.

4. Se J ′ é um ideal T -disjunto de T ?β G e I ′ = J ′ ∩ (R ?α G), então Min(J) =

Min(J ′) se e somente se Min(I) = Min(I ′).

Prova. 1. Seja Γ = {g1, ..., gn} ∈ Min(J) e suponhamos que 1gi
= 0 para algum

i ∈ {1, ..., n}. Reordenando ı́ndices podemos supor que 1g1 = 0. Então, para todo

x = t1δg1 + ... + tnδgn ∈ J , temos que 1Rx1R ∈ J e como 1g1 = 0 e Γ ∈ Min(J),

temos que 1Rx1R = 0 pois sup(1Rx1R) ⊆ sup(x). Assim, se t ∈ ΘΓ,gi
(J) para algum

i ∈ {2, ..., n}, então existe y =
∑

h∈Γ thδh ∈ J com sup(y) = Γ e tgi
= t. Portanto,

1Ry1R =
∑

h∈Γ th1hδh = 0 e assim tgi
1gi

= t1gi
= 0. Logo, ΘΓ,gi

(J)1gi
= 0. Como T

é G-primo e ΘΓ,gi
(J) é um ideal G-invariante não nulo de T , temos que 1gi

= 0 para

i = 2, ..., n. Logo 1gi
= 0 para todo i.

2. Se Γ = {g1, ..., gn} ∈ Min(J) e 1gi
6= 0 para algum i ∈ {1, ..., n}, então

pelo item 1 conclúımos que 1gi
6= 0 para todo i ∈ {1, ..., n}. Além disso, existe

x = t1δg1 + ... + tnδgn ∈ M(J) com 1Rx1R = t11g1δg1 + ... + tn1gnδgn 6= 0, ou seja

sup(x) = sup(1Rx1R), pois do contrário raciocinando como no item 1 teŕıamos que

1gi
= 0 para todo i o qual é contraditório. Como 1Rx1R ∈ I e Γ ∈ Min(J) temos que

Γ ∈ Min(I).
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3. Seja Γ = {g1, ..., gn} ∈ Min(J). Se 1gi
6= 0 para algum gi ∈ Γ, então pelo item

2 temos que Γ ∈ Min(I). Se 1gi
= 0 para algum gi ∈ Γ, então pelo item 1 temos que

1g = 0 para todo g ∈ Γ. Sejam x = t1δg1 + ... + tnδgn ∈ M(J) e a ∈ T a unidade à

direita de t1. Então, xβg−1
1

(a)δg−1
1

= t1δ1 + t2βg2g−1
1

(a)δg2g−1
1

+ ... + tnβgng−1
1

(a)δgng−1
1
∈

M(J) e como 11 = 1R 6= 0, pelo item 2 temos que Γ′ =
{
1, g2g

−1
1 , ..., gng

−1
1

}
∈ Min(I).

Além disso, claramente vemos que Γ′g1 = Γ. Portanto, Γ ∈ A e assim Min(J) ⊆

Min(I) ∪ A.

Seja Γ ∈ Min(I), assim 1g 6= 0 para todo g ∈ Γ. Se Γ /∈ Min(J), então existe

Γ′ ∈ Min(J) com Γ′ $ Γ. Logo, pelo item 2 conclúımos que Γ′ ∈ Min(I), o qual é

contraditório. Logo, Min(I) ⊆ Min(J).

Sejam Γ = {g1, ..., gn} ∈ A, Γ′ = {f1, ..., fn} ∈ Min(I) e h ∈ G tais que Γ′h = Γ.

Devemos ver que Γ é um suporte em J . Se y = a1δf1 + ... + anδfn ∈ M(I), então

yβf−1
1

(1R)δh = a1δg1 + ... + anβfnf−1
1

(1R)δgn é um elemento não nulo de J pois a1 6= 0.

Se algum coeficiente de yβf−1
1

(1R)δh diferente de a1 é nulo, então podemos escolher

um elemento minimal y0 em J com sup(y0) $ Γ. Assim, para gi0 ∈ sup(y0) se t é a

unidade à direita de cl
gi0

(y0) então y0βg−1
i0

(t)δh−1 ∈ M(J), sup(y0βg−1
i0

(t)δh−1) $ Γ′ e

1fi0
= 1gi0

h−1 6= 0, logo pelo item 2 temos que sup(y0βg−1
1

(t)δh−1) ∈ Min(I) o qual

é contraditório. Se Γ /∈ Min(J), então raciocinando como antes se prova que Γ′ /∈

Min(I) o qual é contraditório. Portanto, Γ ∈ Min(J) e assim Min(I)∪A ⊆ Min(J).

Se α é própria, então claramente A = ∅. Se α não é própria, então aplicando o

item 1 e o item 2, facilmente se prova que A 6= ∅.

4. O resultado é consequência direta do item anterior.

Exemplo 2.1.3 (Exemplo de ação parcial não própria). Seja R = Ke−2⊕Ke0⊕Ke2,

onde K é um corpo e e−2, e0 e e2 são idempotentes centrais em R. Seja G o grupo

ćıclico infinito gerado por σ. Então, G age parcialmente sobre R da seguinte forma:



34

α0 = idR; ασ−2 : Ke0 ⊕ Ke2 → Ke−2 ⊕ Ke0, onde e0 7→ e−2 e e2 7→ e0; ασ2 :

Ke−2 ⊕ Ke0 → Ke0 ⊕ Ke2, onde e−2 7→ e0 e e0 7→ e2; ασ−4 : Ke2 → Ke−2, onde

e2 7→ e−2; ασ4 : Ke−2 → Ke2, onde e−2 7→ e2; ασn = 0 para todo n diferente de

0, 2, 4,−2,−4. Assim, 1σn = 0 para todo n diferente de 0, 2, 4,−2,−4.

O seguinte lema da um método para levantar ideais R-disjuntos de R?α G a ideais

T -disjuntos de T ?β G. Assim como ideais R-disjuntos fechados de R ?α G a ideais

T -disjuntos fechados de T ?β G. Antes devemos lembrar algumas notações ([3], Seção

5). Sejam:

M =

{∑
g∈G

cgδg | cg ∈ R e cg 6= 0 para uma quantidade finita de g ∈ G

}

N =

{∑
g∈G

cgδg | cg ∈ βg(R) e cg 6= 0 para uma quantidade finita de g ∈ G

}

Lembramos também que se H é um ideal α-invariante não nulo de R, então

H? = {t ∈ T | βg(t)1R ∈ H para todo g ∈ G} é um ideal G-invariante não nulo

de T .

Lema 2.1.4 Sejam R um anel α-primo, I um ideal R-disjunto de R ?α G e J um

ideal T -disjunto fechado de T ?β G. As seguintes afirmações são válidas:

1. NIM é um ideal T -disjunto de T ?β G, tal que NIM ∩ (R ?α G) = I.

2. [I]R = [NIM ]T ∩ (R ?α G) = 1R[NIM ]T 1R.

3. J0 = J ∩ (R ?α G) é um ideal R-disjunto fechado de R ?α G.
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Prova. 1. Claramente NIM é um ideal de T ?β G. Como I é R-disjunto, então

(NIM∩T )1R = 1R(NIM∩T )1R = 0. Assim, (NIM∩T )R = 0 e como NIM∩T é um

ideal G-invariante não nulo de T , temos que βg((NIM∩T )R) = (NIM∩T )βg(R) = 0

para todo g ∈ G. Logo, (NIM ∩ T )T = 0 e assim NIM ∩ T = 0.

Para a segunda parte, é claro que I ⊆ NIM e assim I ⊆ NIM ∩ (R ?α G). E

se x ∈ NIM ∩ (R ?α G), então x = 1Rx1R ∈ I pois 1RN e M1R estão contidos em

R ?α G. Portanto, NIM ∩ (R ?α G) = I.

2. Se x ∈ [I]R, então existe H ∈ F (R), tal que Hx ⊆ I. Se h? ∈ H?, então

h?1R ∈ H e assim h?x = h?1Rx ∈ I ⊆ NIM . Logo, H? ∈ F (T ) e H?x ⊆ NIM .

Assim, x ∈ [NIM ]T . Isto prova que [I]R ⊆ [NIM ]T ∩ (R ?α G).

Reciprocamente, se x ∈ [NIM ]T ∩ (R ?α G), então existe F ∈ F (T ), tal que,

Fx ⊆ NIM e x1R = x. Assim, 1RFx1R ⊆ 1R(NIM)1R ⊆ I. Como 1RF = F ∩ R ∈

F (R), temos que (F ∩R)x = 1RFx1R ⊆ I. Portanto, x ∈ [I]R.

A última igualdade é consequência do fato que 1R é a unidade de R ?α G e que

[NIM ]T é um ideal de T ?β G.

3. É claro que J0 é um ideal R-disjunto de R ?α G e que J0 ⊆ [J0]R. Se x ∈ [J0]R,

então existe H ∈ F (R), tal que, Hx ⊆ J0 ⊆ J . Para H? ∈ F (T ), temos que

H?1R ⊆ H. Logo, H?x = H?1Rx ⊆ J e assim x ∈ [J ]T . Como J é fechado,

conclúımos que x ∈ J ∩ (R ?α G) = J0, isto é, [J0]R ⊆ J0. Portanto, [J0]R = J0 e

temos que J0 é fechado.

Note que pelo lema anterior o fecho de um ideal R-disjunto de R ?α G está com-

pletamente caracterizado pelo fecho de um ideal T -disjunto de T ?β G. Este fato

será usado a diante para obter propriedades dos ideais R-disjuntos fechados e primos

R-disjuntos de R ?α G. O seguinte lema estende para ações parciais o Lema 2.1 de
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[13].

Lema 2.1.5 Seja I um ideal R-disjunto de R ?α G. As seguintes afirmações são

válidas:

1. [I]R é um ideal R-disjunto de R ?α G que contém I.

2. Min(I) = Min([I]R).

Prova. 1. Se I é um ideal R-disjunto de R ?α G, então pelo Lema 2.1.4,

[I]R = [NIM ]T ∩ (R ?α G). Como [NIM ]T é um ideal T -disjunto de T ?β G que

contém I, temos que [I]R é um ideal R-disjunto de R ?α G que contém I.

2. O resultado segue do item 4 do Lema 2.1.2, pois NIM e [NIM ]T são ideais T -

disjuntos de T ?β G com Min(NIM) = Min([NIM ]T ) e além disso NIM∩(R?αG) =

I e [I]R = [NIM ]T ∩ (R ?α G).

O seguinte teorema estende para ações parciais o Teorema 1.2.2.

Teorema 2.1.6 Seja I um ideal R-disjunto de R ?α G. As seguintes afirmações são

válidas:

1. [I]R é o maior ideal R-disjunto J de R?α G, tal que I ⊆ J e Min(I) = Min(J).

2. [I]R é o menor ideal fechado de R ?α G, tal que I ⊆ [I]R.

Prova. 1. Pelo Lema 2.1.5, é suficiente provar que se J é um ideal R-disjunto de

R?α G satisfazendo I ⊆ J e Min(I) = Min(J), então J ⊆ [I]R. Seja J um ideal com

estas condições. Então, NIM ⊆ NJM e pelo item 4 do Lema 2.1.2 Min(NIM) =

Min(NJM). Assim, pelo Teorema 1.2.2 NJM ⊆ [NIM ]T e intersectando com

R ?α G, obtemos J ⊆ [I]R.

2. Como [I]R = [NIM ]T ∩ (R?α G) e [NIM ]T é um ideal fechado de T ?β G, então

pelo item 3 do Lema 2.1.4 conclúımos que [I]R é um ideal fechado. Finalmente, se L é
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um ideal fechado de R ?α G tal que I ⊆ L, então [NIM ]T ⊆ [NLM ]T e intersectando

com R ?α G obtemos [I]R ⊆ [L]R = L.

Como uma consequência direta do Teorema 2.1.6, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.1.7 Se I é um ideal R-disjunto de R ?α G, então [I]R é o único ideal

R-disjunto fechado de R ?α G que contém I e satisfaz Min(I) = Min([I]R).

O seguinte lema relaciona os ideais primos R-disjuntos de R ?α G, com os ideais

fechados de R ?α G.

Lema 2.1.8 Cada ideal primo R-disjunto de R ?α G é fechado.

Prova. Seja P um ideal primo R-disjunto de R ?α G. Então, pela Proposição 5.1

de [8] existe um único ideal primo T -disjunto P ′ de T ?β G, tal que, P = P ′∩(R?α G).

Como P ′ é fechado, então pelo item 3 do Lema 2.1.4 conclúımos que P é fechado.

2.2 Correspondências Entre Ideais Fechados e Pri-

mos

Nesta seção seguimos considerando G um grupo abeliano que age parcialmente

sobre o anel R e R um anel α-primo. Nosso objetivo principal é provar que existe

uma correspondência bijetiva entre todos os ideais disjuntos fechados e primos dos

anéis R ?α G, Q ?α G, T ?β G, E ?β G e Q ?β G.

O seguinte teorema estabelece a correspondência bijetiva entre os ideais R-

disjuntos fechados (em particular primos) de R ?α G e os ideais T -disjuntos fechados

(em particular primos) de T ?β G. Esta correspondência estende a correspondência

entre primos da Proposição 5.1 de [8], para G um grupo abeliano e R um anel α-primo.
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Teorema 2.2.1 Seja R um anel α−primo. Existe uma correspondência bijetiva, que

preserva ideais primos, entre C (R ?α G) = {I C R ?α G | I é R − disjunto fechado}

e C (T ?β G) = {J C T ?β G | J é T − disjunto fechado}.

Prova. Para I ∈ C (R ?α G) definimos ϕ(I) = [NIM ]T . Então, pelo Lema 2.1.4

temos que ϕ está bem definida e é injetora. Para J ∈ C (T ?β G), seja I = J∩(R?αG).

Então, pelo item 3 do Lema 2.1.4 temos que I ∈ C (R ?α G) e como I ⊆ J segue que

[NIM ]T ⊆ J . Finalmente, como I = [NIM ]T ∩ (R ?α G) = J ∩ (R ?α G), pelo item

4 do Lema 2.1.2 conclúımos que Min ([NIM ]T ) = Min(J). Portanto, pelo Teorema

1.2.2 temos que J = [NIM ]T e assim ϕ é sobrejetora.

Para a segunda parte, devemos provar que P ∈ C (R ?α G) é primo, se e somente

se, [NPM ]T é primo. Se P é um ideal primo R-disjunto de R ?α G, então pela

Proposição 5.1 de [8], existe um único ideal primo T -disjunto P ′ de T ?β G, tal que,

P = P ′∩(R?αG). Como P = [NPM ]T ∩(R?αG) = P ′∩(R?αG), então raciocinando

como acima conclúımos que [NPM ]T = P ′ e portanto [NPM ]T é primo. A volta é

evidente.

Corolário 2.2.2 Seja R um anel α-primo. Existe uma correspondência bijetiva, que

preserva ideais primos, entre C (Q ?α G) = {I? C Q ?α G | I? é Q− disjunto fechado}

e C (E ?β G) = {I? C E ?β G | I? é E − disjunto fechado}.

Prova. Sendo R um anel α-primo, temos que Q também é um anel α-primo

(Proposição 1.3.9). Além disso, (E, β) é a envolvente de (Q, α) (Teorema 1.3.10).

Logo, aplicando o Teorema 2.2.1 o resultado segue.

Notemos que pelo Teorema 1.3.10 podemos identificar Q como um ideal de Q, tal

que, Q1R = 1RQ = Q. Além disso, também temos que 1R(Q ?β G)1R = Q ?α G.
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Lema 2.2.3 Seja I um ideal R-disjunto não nulo de R ?α G. Para cada Γ ∈ Min(I)

e cada g ∈ Γ existe um único elemento µ′ = µ′Γ,g ∈ Q ?α G, tal que sup(µ′) = Γ,

cl
g(µ

′) = 1g e 1Rx1R = cl
g(x)µ′ para todo x ∈ NIM com sup(x) = Γ.

Prova. Como I é um ideal R-disjunto não nulo de R ?α G, então pelo Lema

2.1.4 NIM é um ideal T -disjunto não nulo de T ?β G e pelo Lema 2.1.2 Min(I) ⊆

Min(NIM). Seja Γ ∈ Min(I) e g ∈ Γ. Note em particular que 1h 6= 0 para todo h ∈

Γ. Pelo Lema 3.1 de [13], existe um único elemento µ = µΓ,g =
∑

h∈G qhδh ∈ Q ?β G,

tal que, sup(µ) = Γ, cl
g(µ) = 1Q e x = cl

g(x)µ para todo x ∈ NIM com sup(x) = Γ.

Então, para µ′ = 1Rµ1R temos que cl
g(µ

′) = 1g e 1Rx1R = cl
g(x)1Rµ1R = cl

g(x)µ′ para

todo x ∈ NIM com sup(x) = Γ. Em particular, como existe x ∈ I com sup(x) = Γ,

tem-se que x = cl
g(x)µ′ e portanto qh1h 6= 0 para todo h ∈ Γ. Assim, sup(µ′) = Γ.

Para cada ideal I não nulo e R-disjunto de R ?α G, seja MQ(I) o conjunto dos

elementos µ′ = µ′Γ,g ∈ Q ?α G, Γ ∈ Min(I) e g ∈ Γ dados pelo Lema 2.2.3. Analo-

gamente, denotamos por MQ(NIM) o conjunto dos elementos µ = µΓ,g ∈ Q ?β G,

Γ ∈ Min(I) e g ∈ Γ dados pelo Lema 3.1 de [13]. Cada elemento µ ∈ MQ(NIM) é

um elemento normalizante de Q ?β G e é um elemento minimal do ideal Q-disjunto

(Q ?β G)MQ(NIM) ([13], Lema 3.1). Assim, para todo f ∈ G e µ ∈ MQ(NIM)

temos que δfµ = µδf é também um elemento minimal do ideal (Q ?β G)MQ(NIM).

Assumimos que MQ({0}) = MQ({0}) = ∅.

Lembramos do Teorema 1.3.10 que (E, β) é a envolvente de (Q, α), onde

E =
∑

g∈G βg(Q) e o grupo G age sobre E por restrição de cada automorfismo βg

(g ∈ G). Assim, para todo x ∈ Q e todo g ∈ G, temos que βg(x)1R = αg(x1g−1).

Lema 2.2.4 Seja I um ideal R-disjunto não nulo de R ?α G. Para Γ ∈ Min(I) e

g ∈ Γ, seja µ = µΓ,g ∈ MQ(NIM) e µ′ = 1Rµ1R ∈ MQ(I). Então, as seguintes

afirmações são válidas:
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1. Para todo q ∈ Q, qµ′ = µ′αg−1(q1g) e µ′q = q′µ′ para algum q′ ∈ Q. Em

particular, Qµ′ = µ′Q.

2. Existe J ′ ∈ F (R) tal que J ′µ′ = µ′J ′ ⊆ I.

3. Seja h ∈ G. Se 1h 6= 0, então 1hδhµ
′ = µ′11gδg e µ′1hδh = 1gδgµ

′
1 para algum

µ′1 ∈ MQ(I).

Prova. 1. Pelo Lema 3.1 de [13], para todo q ∈ Q, qµ = µβg−1(q). Então, qµ′ =

q1Rµ1R e como 1R é idempotente central e q1R ∈ Q, temos que qµ′ = 1R(q1R)µ1R =

1Rµβg−1(q1R)1R. Portanto, qµ′ = 1Rµαg−1(q1g)1R = 1Rµ1Rαg−1(q1g). Assim, qµ′ =

µ′αg−1(q1g).

Para a segunda parte temos que µ′q = 1R1Rµ1Rq = 1Rµβg−1(1R)1Rq =

1Rµ1R1g−1q = µ′αg−1(q′) para algum q′ ∈ S?
g . Assim, aplicando a primeira parte

o resultado segue.

2. Pelo Lema 3.1 de [13], existe J ∈ F (T ) tal que Jµ = µJ ⊆ NIM . Então,

1RJµ1R = 1RµJ1R ⊆ 1RNIM1R ⊆ I. Logo, 1RJ = J1R = J ∩ R ∈ F (R) e assim

(J ∩ R)1Rµ1R = 1Rµ1R(J ∩ R) ⊆ I. Portanto, para J ′ = J ∩ R ∈ F (R) temos que

J ′µ′ = µ′J ′ ⊆ I.

3. Fazendo µ1 = µδg−1h temos que µ1 ∈ MQ(NIM) e µ = µ1δh−1g. Logo, 1hδhµ
′ =

1hδhµ1R = 1hδhµ1δh−1g1R = 1hµ1δhδh−1g1R = 1Rβh(1R)µ1δg1R = 1Rµ11Rδg1R =

1Rµ11R1gδg. Portanto, tomando µ′1 = 1Rµ11R ∈ MQ(I) temos que 1hδhµ
′ = µ′11gδg.

Para a segunda parte basta fazer µ1 = δhg−1µ e raciocinar como acima.

Pelo lema anterior temos que (Q ?α G)MQ(I) é um ideal Q-disjunto de Q ?α G.

Além disso, note que para qualquer qhδh ∈ Q ?α G e qualquer µ′ ∈ MQ(I), temos

que qhδhµ
′ = qhδh1Rµ1R para algum µ ∈ MQ(NIM). Assim, qhδhµ

′ = qhδhµ1R =
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qh(1Rδhµ1R). Como 1Rδhµ1R = 0 ou 1Rδhµ1R ∈ MQ(I), conclúımos que qhδhµ
′ ∈

QMQ(I). Portanto, (Q ?α G)MQ(I) = QMQ(I).

Lema 2.2.5 Se A é um ideal não nulo e Q-disjunto de Q ?α G e B = A ∩ (R ?α G),

então Min(A) = Min(B).

Prova. Se Γ ∈ Min(A), então existe x ∈ A com sup(x) = Γ. Pelo item 3 da

Proposição 1.3.9, existe H ∈ F (R) tal que Hx ⊆ R ?α G e assim Hx ⊆ B. Se

Hx = 0, então x = 0 o qual é falso. Portanto, Hx 6= 0 e assim Γ ∈ Min(B) pois para

todo h ∈ H com hx 6= 0, sup(hx) = sup(x).

Suponhamos agora que Γ′ ∈ Min(B) e Γ′ /∈ Min(A). Então, existe 0 6= y ∈ A

com sup(y) $ Γ′. Como existe H ′ ∈ F (R), tal que H ′y ⊆ R ?α G, temos H ′y ⊆ B.

Portanto, H ′y = 0 e segue que y = 0 o qual é contraditório.

Seja I um ideal não nulo e R-disjunto de R ?α G. Um elemento x ∈ R ?α G é dito

reśıduo módulo I, se a condição y ∈ I com sup(y) ⊆ sup(x) implica y = 0.

O seguinte lema é a extensão para o caso parcial do Lema 3.2 de [13].

Lema 2.2.6 Seja I um ideal não nulo e Q-disjunto de Q ?α G e I0 = I ∩ (R ?α G).

Para cada y ∈ Q?αG, existem elementos qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(I0) (1 ≤ i ≤ n) e z ∈ Q?αG,

tais que y =
∑n

i=1 qiµ
′
i + z, onde z é zero ou um reśıduo módulo I.

Prova. O resultado é imediato se y = 0 ou y é um reśıduo módulo I. Caso

contrário, seja x ∈ M(I) satisfazendo sup(x) ⊆ sup(y) e vamos fazer indução sobre

| sup(y) |.

Seja Γ = sup(y), Γ1 = sup(x) e m =| Γ |. Seja k > 1 e suponhamos que o lema é

válido para todo m < k.
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Para m = k, tomamos g ∈ Γ1 e µ′1 = µ′Γ1,g e definimos y1 = y − cl
g(y)µ′1. Se y1

é zero ou um reśıduo módulo I, então segue que y = cl
g(y)µ′1 + y1. Caso contrário,

temos 1 <| sup(y1) |< k e pela hipótese de indução existem qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(I0)

(2 ≤ i ≤ n) tais que y1 =
∑n

i=2 qiµ
′
i + z, onde z é zero ou um reśıduo módulo I.

Assim, y =
∑n

i=1 qiµ
′
i + z, com q1 = cl

g(y) e z é zero ou um reśıduo módulo I.

Lema 2.2.7 Sejam I um ideal não nulo e Q-disjunto de Q ?α G, I0 = I ∩ (R ?α G) e

y ∈ Q?α G. Então, y ∈ QMQ(I0), se e somente se, existe H ∈ F (R) tal que Hy ⊆ I0.

Prova. Seja y =
∑n

i=1 qiµ
′
i ∈ QMQ(I0). Pelo item 2 do Lema 2.2.4, para cada

µ′i existe Hi ∈ F (R) tal que Hiµ
′
i ⊆ I0 e pelo item 4 da Proposição 1.3.5, existe

J ∈ F (R) tal que Jqi ⊆ R para todo i. Tomando H =

(
n⋂

i=1

Hi

)
J , segue que

H ∈ F (R) e satisfaz Hy ⊆ I0.

Seja H1 ∈ F (R), tal que H1y ⊆ I0. Pelo Lema 2.2.6, existem elementos qi ∈ Q,

µ′i ∈ MQ(I0) (1 ≤ i ≤ n) e z ∈ Q ?α G, tais que y =
∑n

i=1 qiµ
′
i + z, onde z é zero

ou um reśıduo módulo I. Como
∑n

i=1 qiµ
′
i ∈ QMQ(I0), existe H2 ∈ F (R) tal que

H2 (
∑n

i=1 qiµ
′
i) ⊆ I0. Portanto, tomando H = H1 ∩ H2, temos que Hz ⊆ I0 ⊆ I e

assim, Hz = 0 e segue z = 0. Logo, y =
∑n

i=1 qiµ
′
i ∈ QMQ(I0).

As seguintes proposições são extensões para o caso parcial das Proposições 3.5 e

3.6 de [13]. Elas caracterizam o fecho dos ideais R-disjuntos de R ?α G e dos ideais

Q-disjuntos de Q ?α G.

Proposição 2.2.8 Seja I um ideal não nulo e Q-disjunto de Q ?α G. Então,

[I]Q = QMQ(I0), onde I0 = I ∩ (R ?α G).

Prova. Se x ∈ [I]Q, então existe L ∈ F (Q), tal que Lx ⊆ I. Como existe

H ∈ F (R) tal que Hx ⊆ R ?α G, então H1 = (L ∩ R) ∩ H ∈ F (R) e H1x ⊆ I0.

Portanto, pelo Lema 2.2.7 temos que x ∈ QMQ(I0). Logo, [I]Q ⊆ QMQ(I0).
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Seja y = qµ′ ∈ QMQ(I0), com q ∈ Q e µ′ = µ′Γ,g ∈ MQ(I0), Γ ∈ Min(I0) e g ∈ Γ.

Se L ∈ F (R) é tal que Lµ′ ⊆ I0, então H = QLQ ∈ F (Q) e satisfaz Hy ⊆ I. De

fato, para q1, q2 ∈ Q e l ∈ L temos que q1lq2y = q1lq2qµ
′ = q1lµ

′αg−1(q2q1g) ⊆ I.

Portanto, estendendo por linearidade temos que Hy ⊆ I e assim y ∈ [I]Q. Logo,

QMQ(I0) ⊆ [I]Q.

Proposição 2.2.9 Se I é um ideal não nulo e R-disjunto de R ?α G, então

[I]R = QMQ(I) ∩ (R ?α G).

Prova. Se y ∈ [I]R, então existe H ∈ F (R), tal que Hy ⊆ I. Usando indução

como no Lema 2.2.6, existem elementos qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(I) (1 ≤ i ≤ n) e z ∈ Q ?α G,

tais que y =
∑n

i=1 qiµ
′
i + z, onde z é zero ou um reśıduo módulo I. Como existem F ,

J ∈ F (R) tais que Fqi ⊆ R e Jµ′i ⊆ I para todo i, então K = HJF ∈ F (R) e satisfaz

Kz ⊆ I. Portanto, z = 0 e assim y ∈ QMQ(I). Logo, [I]R ⊆ QMQ(I) ∩ (R ?α G).

Seja y = qµ′ ∈ QMQ(I) ∩ (R ?α G), com q ∈ Q e µ′ = µ′Γ,g ∈ MQ(I), Γ ∈

Min(I) e g ∈ Γ. Se L ∈ F (R) é tal que Lµ′ ⊆ I e F ∈ F (R) é tal que Fq ⊆ R,

então claramente H = LF ∈ F (R) e satisfaz Hy ⊆ I. Portanto, y ∈ [I]R e assim

QMQ(I) ∩ (R ?α G) ⊆ [I]R.

O seguinte teorema relaciona o conjunto de ideais R-disjuntos fechados de R?αG e

o conjunto de ideais Q-disjuntos fechados de Q?α G. Este teorema estende o Teorema

1.2.5 para o caso parcial.

Teorema 2.2.10 Seja R um anel α−primo. Então, existe uma correspondência bije-

tiva entre C (R ?α G) = {I C R ?α G | I é R− disjunto fechado} e

C (Q ?α G) = {I? C Q ?α G | I? é Q− disjunto fechado}. Esta correspondência as-

socia o ideal I ∈ C (R ?α G) com o ideal I? ∈ C (Q ?α G) se I? ∩ (R ?α G) = I via

I? = QMQ(I).
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Prova. Se I? ∈ C (Q ?α G) é não nulo, então pela Proposição 2.2.8, I? = QMQ(I),

onde I = I? ∩ (R ?α G). Assim pela Proposição 2.2.9, [I]R = QMQ(I) ∩ (R ?α G) =

I? ∩ (R ?α G) = I. Logo, I ∈ C (R ?α G). Se J ∈ C (Q ?α G) satisfaz J ∩ (R ?α G) = I,

então J = [J ]Q = QMQ(J ∩ (R ?α G)) = QMQ(I) = I?. Assim, I? 7→ I define uma

correspondência injetora.

Se I ∈ C (R ?α G) é não nulo, então I? = QMQ(I) é um ideal Q-disjunto não

nulo de Q ?α G satisfazendo I? ∩ (R ?α G) = QMQ(I) ∩ (R ?α G) = [I]R = I. Assim,

[I?]Q = QMQ(I? ∩ (R ?α G)) = QMQ(I) = I?. Logo I? ∈ C (Q ?α G). Isto completa a

prova se I? 6= 0.

Se I? = {0}, temos que I = I? ∩ (R ?α G) = {0} e para I = {0} segue que

I? = QMQ({0}) = {0}.

Note que se I é um ideal de R ?α G, então I ∩R é um ideal α-invariante de R. De

fato, se a ∈ I ∩ Sg−1 (g ∈ G) então αg(a) = 1gδga1g−1δg−1 ∈ I.

Lema 2.2.11 Seja R um anel α-primo. Então, R ?α G é primo, se e somente se,

Q ?α G é primo.

Prova. Que R ?α G é primo implica Q ?α G é primo, foi provado na Proposição

1.3.9.

Suponhamos que Q?α G é primo. Sejam A e B ideais de R?α G, tais que AB = 0.

Então, (A∩R)(B ∩R) = 0 e como R é α-primo, temos que A∩R = 0 ou B ∩R = 0.

Se A ∩ R = 0 e A = 0, então a prova termina. Se A ∩ R = 0 e A 6= 0, então sejam

x ∈ [A]R e H ∈ F (R) tais que Hx ⊆ A. Como HxB = 0, temos que xB = 0. Assim,

[A]RB = 0. Sejam y ∈ B e A? o ideal fechado de Q?α G, tal que A?∩ (R?α G) = [A]R.

Se v ∈ A?, existe L ∈ F (R), tal que Lv ⊆ [A]R, assim Lvy = 0. Portanto, temos que

vy = 0 para todo v ∈ A?, isto é, A?y = 0. Como A? 6= 0 e Q ?α G é primo, temos que

y = 0. Logo, B = 0.
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Se B ∩ R = 0 e B = 0 a prova termina. Suponhamos que B ∩ R = 0 e B 6= 0.

Se BA = 0, então raciocinando como acima obtemos que A = 0. Se BA 6= 0, então

temos que BA ∩ R = 0 e (BA)B = 0 e de novo raciocinando como acima obtemos

que B = 0 o qual é contraditório. Portanto, em qualquer caso A = 0 ou B = 0 e

assim R ?α G é primo.

O seguinte teorema relaciona os ideais primos R-disjuntos de R ?α G e os ideais

primos Q-disjuntos de Q ?α G. Este teorema é uma extensão do Teorema 1.2.6 para

ações parciais.

Teorema 2.2.12 Seja R um anel α-primo. A correspondência do Teorema 2.2.10,

induz uma correspondência bijetiva entre P(R ?α G) = {P C R ?α G | P é primo

R− disjunto} e P(Q ?α G) = {P ? C Q ?α G | P ? é primo Q− disjunto}.

Prova. Pelo Lema 2.2.11, basta considerar ideais não nulos. Sejam P ∈ P(R?αG)

e P ? ∈ P(Q ?α G), tais que P ? ∩ (R ?α G) = P . Iremos provar que P é primo, se e

somente se, P ? é primo.

Suponhamos que P é primo e sejam A e B ideais de Q ?α G que contém P ? e com

AB ⊆ P ?. Como (A ∩ (R ?α G)) (B ∩ (R ?α G)) ⊆ P , temos que A ∩ (R ?α G) = P

ou B ∩ (R ?α G) = P . Se A∩ (R ?α G) = P , então pelo Lema 2.2.5 temos Min(A) =

Min(P ) = Min(P ?). Assim, A é um ideal que contém P ? e Min(A) = Min(P ?), logo

pelo Teorema 2.1.6, A ⊆ [P ?]Q e portanto A = P ?. Analogamente, B ∩ (R ?α G) = P

implica B = P ?. Logo, P ? é primo.

Suponhamos que P ? é primo e sejam A e B ideais não nulos de R ?α G tais que

AB ⊆ P . Então, (A ∩R) (B ∩R) ⊆ P ∩ R = 0. Como R é α-primo, segue que

A ∩R = 0 ou B ∩R = 0.

Se A ∩ R = 0, sejam x ∈ [A]R e H ∈ F (R) tais que Hx ⊆ A. Como HxB ⊆ P ,

temos que xB ⊆ [P ]R = P . Assim, [A]R B ⊆ P . Suponhamos que B * P e seja
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y ∈ B, tal que y /∈ P . Seja A? o ideal fechado de Q?α G, tal que A?∩(R ?α G) = [A]R.

Se v ∈ A?, existe L ∈ F (R), tal que Lv ⊆ [A]R, assim Lvy ⊆ P . Pelo Lema 2.2.7,

temos que vy ∈ P ? para todo v ∈ A?, isto é, A?y ⊆ P ?. Como P ? é primo e y /∈ P ,

segue que A? ⊆ P ?. Portanto, A ⊆ [A]R = A? ∩ (R ?α G) ⊆ P ? ∩ (R ?α G) = P .

Finalmente, se B ∩ R = 0, então BA ∩ R = 0. Como AB ⊆ P , temos que

(BA)B ⊆ P . Se B * P , então, raciocinando como acima conclúımos que BA ⊆ P .

Assim, se A * P repetindo novamente o argumento acima, segue que B ⊆ P o qual é

contraditório. Logo, A ⊆ P . Portanto, em qualquer caso temos que A ⊆ P ou B ⊆ P

e assim P é primo.

Corolário 2.2.13 Seja R um anel α-primo. Então, existe uma correspondência bi-

jetiva, que preserva ideais primos, entre C (T ?β G) = {I? C T ?β G | I? é T −

disjunto fechado} e C (E ?β G) = {I? C E ?β G | I? é E − disjunto fechado}.

Prova. Basta usar os Teoremas 2.2.1, 2.2.10, 2.2.12 o Lema 2.2.11 e o Corolário

2.2.2.

Corolário 2.2.14 Seja R um anel α-primo. Então, existe uma correspondência bi-

jetiva, que preserva ideais primos, entre C (E ?β G) = {I? C E ?β G | I? é E −

disjunto fechado} e C (Q ?β G) = {I? C Q ?β G | I? é Q− disjunto fechado}.

Prova. Basta usar o Corolário 2.2.13 e os Teoremas 1.2.5 e 1.2.6.

Em conclusão, existe uma correspondência bijetiva entre os ideais disjuntos fecha-

dos (em particular primos) de todos os anéis do seguinte diagrama:

R ?α G ↪→ T ?β G

↓ ↓ ↘

Q ?α G ↪→ E ?β G ↪→ Q ?β G
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Onde (T, β) é a envolvente de (R, α), (E, β) é a envolvente de (Q, α), Q é o anel

de α-quocientes de Martindale de R e Q é o anel de G-quocientes de Martindale de

T .



Caṕıtulo 3

Aplicações

A técnica de usar a correspondência bijetiva entre fechados (e em particular entre

primos), foi primeiramente usada em [1] para estudar os ideais fortemente primos e

não singulares em skew anéis de polinômios e em skew anéis de polinômios de Laurent.

Mais tarde em [13], todos esses resultados foram estendidos para produtos cruzados de

grupos abelianos. Nosso objetivo neste caṕıtulo, será usar a correspondência bijetiva

entre fechados (em particular entre primos) do Caṕıtulo 2 para estudar os ideais

fortemente primos e primos não singulares de R ?α G. Também vamos descrever os

ideais fechados (em particular primos) do skew anel de polinômios de Laurent parcial

R 〈x; α〉.

3.1 Ideais Fortemente Primos de R ?α G

Nesta seção assumimos que α é uma ação parcial do grupo abeliano G sobre o anel

R e que R é um anel α-primo.

Sejam I e P ideais de R tais que I * P . Um insulador (à esquerda) módulo P

em I é um subconjunto finito F de I satisfazendo a condição: para todo r ∈ R tal

que rF ⊆ P implica r ∈ P . Note que esta definição é equivalente a considerar I e P

48
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ideais de R tais que P $ I e satisfazendo a mesma condição de cima.

Um ideal α-invariante H de R é dito α-fortemente primo (à esquerda), se todo

ideal I ∈ F (R) tal que I * H (ou equivalentemente H $ I) tem um insulador (à

esquerda) módulo H. O anel R é dito α-fortemente primo (à esquerda), se o ideal

nulo é α-fortemente primo (à esquerda).

Lema 3.1.1 Sejam R um anel α-primo e P um ideal fechado não nulo de R ?α G.

As seguintes afirmações são válidas:

1. Se I é um ideal à esquerda R-disjunto de R ?α G com P $ I, então existe

x ∈ M(I) que é um reśıduo módulo P .

2. No item 1 se I é um ideal, então existe x′ ∈ M(I) que é um reśıduo módulo P

com 1 ∈ sup(x′).

Prova. 1. Seja P ? ∈ C (Q ?α G), tal que P ? ∩ (R ?α G) = P e seja y ∈ I \ P com

y =
∑n

i=1 qiµ
′
i + γ (Lema 2.2.6), onde qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(P ) e γ é um reśıduo módulo

P ?. Como existe H ∈ F (R) tal que H(
∑n

i=1 qiµ
′
i) ⊆ P , temos que Hγ ⊆ I. Além

disso, notemos que Hγ 6= 0, pois o contrário implicaria γ = 0 e assim y ∈ [P ]R = P ,

o qual é falso. Como para qualquer 0 6= x0 ∈ Hγ temos que sup(x0) ⊆ sup(γ), então

x0 é um reśıduo módulo P . Logo, tomando qualquer x ∈ M(I) com sup(x) ⊆ sup(x0)

o resultado segue.

2. Pelo item 1 existe x ∈ M(I) que é um reśıduo módulo P . Temos que sup(x) ∈

NIM (Lemas 2.1.4 e 2.1.2). Se sup(x) = {g1, ..., gn}, então {1, g2g
−1
1 , ..., gng

−1
1 } ∈

Min(NIM). Como 11 = 1R 6= 0 temos que {1, g2g
−1
1 , ..., gng

−1
1 } ∈ Min(I) (Lemas

2.1.4 e 2.1.2). Logo, existe x′ = a1δ1 + ... + anδgng−1
1

∈ M(I). Se x′ não é um

reśıduo módulo P , então existe 0 6= y ∈ P tal que sup(y) ⊆ sup(x′). Como P $ I

temos que sup(y) = sup(x′). Então, seja y = bδ1 + ... + bnδgng−1
1

∈ M(P ). Se

H = {b ∈ R | existe z ∈ P tal que sup(z) = sup(y) e cl
1(z) = b} ∪ {0} então H é um
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ideal α-invariante não nulo de R. Se b ∈ H, então existe z ∈ P com sup(z) = sup(y)

e cl
1(z) = b e temos que z(1g1δg1) = 0 pois z ∈ P e sup(z(1g1δg1)) ⊆ sup(x). Logo,

b1g1 = 0 e temos que H1g1 = 0. Como R é α-primo, conclúımos que 1g1 = 0 o qual é

contraditório. Portanto, x′ ∈ M(I) é um reśıduo módulo P .

Lema 3.1.2 Seja R um anel α-primo. Se existe um ideal P , R-disjunto fortemente

primo de R ?α G, então R é α-fortemente primo.

Prova. Seja I ∈ F (R). Como P é R-disjunto, temos que I ?α G * P .

Portanto, I ?α G tem um insulador módulo P , digamos F = {x1, ...xn}. Seja

xi =
∑

g ai
gδg, onde ai

g ∈ I ∩ Sg para todo i = 1, ..., n e para todo g ∈ G. Então,

F0 =
{
ai

g | 1 ≤ i ≤ n, g ∈ G
}

é um insulador em I. De fato, se r ∈ R é tal que

rF0 = 0, então rai
g = 0 para todo i = 1, 2, ..., n e para todo g ∈ G. Logo, rxi ∈ P

para todo i e assim r ∈ P ∩R = 0.

Lema 3.1.3 Se R é um anel α-fortemente primo, então cada ideal primo R-disjunto

de R ?α G é fortemente primo.

Prova. Sejam P um ideal primo R-disjunto de R ?α G e I um ideal de R ?α G tal

que P & I.

Se I ∩ R 6= 0, então como I ∩ R ∈ F (R), temos que I ∩ R tem um insulador F0.

Seja x ∈ R ?α G, tal que, xF0 ⊆ P . Se P = 0, facilmente segue que x = 0. Se P 6= 0,

então podemos escrever x =
∑n

i=1 qiµ
′
i + γ (Lema 2.2.6), onde qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(P ) e

γ é um reśıduo módulo P ?. Como existe H ∈ F (R) tal que H(
∑n

i=1 µ′i) ⊆ P , temos

que lγa = lxa− l(
∑n

i=1 qiµ
′
i)a ⊆ P ?, para todo a ∈ F0 e para todo l ∈ QHQ. E como

QHQ ∈ F (Q), temos que γa ∈ [P ?]Q = P ? para todo a ∈ F0. Logo, γF0 = 0. Se

F ∈ F (R) é tal que Fγ ⊆ R ?α G, então FγF0 = 0. Representando cada fγ para

f ∈ F com coeficientes à direita, obtemos fγ = 0 e assim Fγ = 0. Então, segue que

γ = 0 e como existe J ∈ F (R) com Jx ⊆ P , temos que x ∈ [P ]R = P .
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Se I∩R = 0, então pelo Lema 3.1.1 (item 2) existe x ∈ M(I) que é reśıduo módulo

P e Γ = sup(x) = {g1 = 1, ..., gn}. Considerando o conjunto H = {a ∈ R | existe z ∈

I tal que sup(z) = Γ e cl
1(z) = r} ∪ {0}, temos que H é um ideal α-invariante não

nulo de R. Logo, H tem um insulador F0 = {a1, ..., at}. Para cada i = 1, ..., t, seja

xi ∈ M(I) tal que sup(xi) = Γ e cl
g1

(xi) = ai. Como Γ ∈ Min(I) ⊆ Min(NIM),

então pelo Lema 2.2.3 existe µ ∈ MQ(NIM), tal que, sup(µ) = Γ e xi = aiµ para

todo i. Iremos provar que F = {x1., , , xt} é um insulador módulo P em I. Seja

y ∈ R ?α G, tal que, yF ⊆ P .

Se P = 0, então 0 = yxi(Q ?β G) = yaiµ(Q ?β G) = yai(Q ?β G)µ. Sendo R ?α G

primo, temos que Q ?β G é primo e assim yai = 0 para todo i, isto é, yF0 = 0 e

facilmente segue que y = 0.

Se P 6= 0, então podemos escrever y =
∑n

i=1 qiµ
′
i +γ, onde qi ∈ Q, µ′i ∈ MQ(P ) e γ

é um reśıduo módulo P ?. Como yF ⊆ P , então raciocinando como na primeira parte

concluimos que γxi ⊆ P ? para todo i. Assim, γxi = γaiµ(Q ?α G) = γaiµ1R(Q ?β

G)1R = γaiβ1(1R)µ(Q ?β G)1R = γai1R(Q ?β G)µ1R = γai(Q ?α G)1Rµ1R = γai(Q ?α

G)µ′ ⊆ P ? para todo i. Se µ′ ∈ P ?, então como existe J ∈ F (R) tal que Jµ′ ⊆ I

temos que Jµ′ ⊆ P ? ∩ (R ?α G) = P . Como sup(µ′) = Γ = sup(x) e x é um

reśıduo módulo P , temos que µ′ é um reśıduo módulo P e portanto µ′ = 0 o qual é

contraditório. Segue que γai ∈ P ? para todo i e assim γF0 = 0. Se J ′ ∈ F (R) é tal

que J ′γ ⊆ R ?α G, então J ′γF0 = 0 e assim J ′γ = 0. Logo γ = 0 e y ∈ [P ]R = P .

O seguinte teorema é uma extensão para ações parciais do Teorema 4.3 de [13].

Lembramos que se I é um ideal de R ?α G, então I0 = I ∩R é um ideal α-invariante

de R e R ?α G/I0 ?α G w (R/I0) ?α G ([8], Lema 2.2). E se π é o homomorfismo

canônico de R ?α G em (R/I0) ?α G, então R ?α G/I w (R ?α G/I0 ?α G)/π(I) onde

π(I) = I/I0 ?α G.
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Teorema 3.1.4 Seja P0 um ideal α-primo de R. As seguintes afirmações são equi-

valentes:

1. P0 é α-fortemente primo.

2. Cada ideal primo P de R ?α G, tal que P ∩R = P0 é fortemente primo.

3. Algum ideal primo P de R ?α G, tal que P ∩R = P0 é fortemente primo.

Prova. 1 ⇒ 2. Seja P um ideal primo de R ?α G tal que P ∩ R = P0. Se

L = P/P0 ?α G é o ideal (R/P0)-disjunto de (R/P0) ?α G satisfazendo (R ?α G)/P ∼=

((R/P0)?αG)/L, então L é primo. E pelo Lema 3.1.3, L é fortemente primo. Portanto,

P é fortemente primo.

2 ⇒ 3. É evidente.

3 ⇒ 1. Seja P algum ideal fortemente primo de R ?α G, tal que, P ∩ R = P0. Se

L = P/P0 ?α G é o ideal (R/P0)-disjunto de (R/P0) ?α G satisfazendo (R ?α G)/P ∼=

((R/P0)?αG)/L, então L é fortemente primo. E pelo Lema 3.1.2, R/P0 é α-fortemente

primo. Portanto, P0 é α-fortemente primo.

Corolário 3.1.5 Seja α uma ação parcial do grupo G sobre o anel R. As seguintes

afirmações são equivalentes:

1. Cada ideal α-primo de R é α-fortemente primo.

2. Cada ideal primo de R ?α G é fortemente primo.

Prova. 1 ⇒ 2. Se P é um ideal primo de R ?α G, então P ∩ R é um ideal

α-primo de R e pela hipótese temos que P ∩ R é α-fortemente primo. Finalmente,

pelo Teorema 3.1.4 conclúımos que P é fortemente primo.
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2 ⇒ 1. Seja P0 um ideal α-primo de R e P um ideal primo de R ?α G tal que

P ∩ R = P0. Então pela hipótese temos que P é fortemente primo e pelo Teorema

3.1.4, conclúımos que P0 é α-fortemente primo.

3.2 Ideais Primos Não Singulares de R ?α G

Nesta seção seguimos assumindo que α é uma ação parcial com envolvente do

grupo abeliano G sobre o anel R e que R é um anel α-primo.

Lembramos que para um R-módulo à esquerda M , o submódulo singular de M está

definido como Zl(M) = {m ∈ M | AnR(m) é essencial}, onde AnR(m) é o anulador à

esquerda de m em R. Considerando R como um R-módulo, temos que Zl(RR) é um

ideal de R denotado por Zl(R) e chamado o ideal singular à esquerda de R.

O anel R é dito não singular à esquerda se Zl(R) = 0. Um ideal P de R é dito

não singular à esquerda se o anel R/P é não singular.

Lema 3.2.1 Seja R um anel α-primo. Se existe um ideal primo R-disjunto P não

singular de R ?α G, então R é não singular.

Prova. Basta ver que (Zl(R)+P )/P ⊆ Zl(R?αG/P ), pois como P é não singular,

obtemos (Zl(R) + P )/P ⊆ Zl(R ?α G/P ) = 0. Assim, Zl(R) ⊆ P o qual implica que

Zl(R) ⊆ P ∩R = 0, isto é, R é não singular.

Sejam a + P ∈ (Zl(R) + P )/P com a ∈ Zl(R) e I um ideal à esquerda de R ?α G,

satisfazendo P $ I.

Se I ∩ R 6= 0, então como (I ∩ R) ∩ AnR(a) 6= 0, existe 0 6= b ∈ I ∩ R tal que

ba = 0. Portanto, b+P ∈ (I/P )∩AnR?αG/P (a+P ) e b+P 6= 0 em R?α G/P , porque

P ∩R = 0.
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Se I ∩ R = 0, então pelo Lema 3.1.1, existe x ∈ M(I) reśıduo módulo P . Dado

g ∈ Γ = sup(x), consideramos o ideal à esquerda de R,

H =
{
b ∈ R | existe y ∈ I com sup(y) = Γ e cr

g(y) = b
}
∪ {0}.

Como a ∈ Zl(R), então H ∩ AnR(a) 6= 0. Logo, existe y =
∑

h 1hδhbh ∈ I com

sup(y) = Γ e bga = 0.

Se ya = 0, então 0 6= y + P ∈ (I/P ) ∩ AnR?αG/P (a + P ). Se ya 6= 0, então

podemos escolher um elemento c =
∑

h 1hδhch ∈ I, tal que, sup(c) = Γ, ca 6= 0,

cga = 0 e | sup(ca) | é minimal. Assim, sup(ca) $ Γ \ {g}. Se f ∈ sup(ca), então

Rcr
f (c) ∩ AnR(a) 6= 0. Logo, existe s ∈ R tal que scr

f (c) 6= 0 e scr
f (c)a = 0. Se

c0 = αf (s1f−1)c, temos que c0 6= 0, pois scr
f (c) = s1f−1cr

f (c) 6= 0. Portanto, c0 ∈ I,

sup(c0) = Γ e sup(c0a) $ sup(ca). Como | sup(ca) | é minimal, então c0a = 0. Assim,

0 6= c0 + P ∈ (I/P ) ∩ AnR?αG/P (a + P ).

Portanto, em qualquer caso temos que (I/P ) ∩ AnR?αG/P (a + P ) 6= 0. Logo,

a + P ∈ Zl(R ?α G/P ).

Lema 3.2.2 Sejam R um anel α- primo, I um ideal não nulo e Q-disjunto de Q?α G

e I0 = I ∩ (R ?α G). Se J ⊆ Q, então para cada y ∈ (Q ?α G)J , existem elementos

bi ∈ QJ , µ′i ∈ MQ(I0) (1 ≤ i ≤ n) e z ∈ (Q ?α G)J , tais que y =
∑n

i=1 µ′ibi + z, onde

z é zero ou um reśıduo módulo I.

Prova. O resultado é imediato se y = 0 ou y é um reśıduo módulo I. Caso

contrário, seja x ∈ M(I) satisfazendo sup(x) ⊆ sup(y) e vamos fazer indução sobre

| sup(y) |.

Seja Γ = sup(y), Γ1 = sup(x) e m =| Γ |. Seja k > 1 e suponhamos que o lema é

válido para todo m < k.
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Para m = k, tomamos g ∈ Γ1 e µ′1 = µ′Γ1,g e definimos y1 = y − µ′1αg−1(cl
g(y)).

Note que αg−1(cl
g(y)) ∈ QJ , pois cl

g(y) =
∑

i b
i
gαg(ai1g−1) onde ai ∈ J para todo

i. Se y1 é zero ou um reśıduo módulo I, então segue que y = µ′1αg−1(cl
g(y)) + y1.

Caso contrário, temos 1 <| sup(y1) |< k e pela hipótese de indução existem bi ∈ Q,

µ′i ∈ MQ(I0) (2 ≤ i ≤ n) tais que y1 =
∑n

i=2 µ′ibi + z onde z ∈ (Q ?α G)J é zero ou

um reśıduo módulo I. Assim, y =
∑n

i=1 µ′ibi + z com b1 = αg−1(cl
g(y)) e z é zero ou

um reśıduo módulo I.

Lema 3.2.3 Se R é um anel α-primo não singular, então cada ideal primo R-disjunto

de R ?α G é não singular.

Prova. Assumamos que P é um ideal primo R-disjunto de R ?α G tal que

Zl(R ?α G/P ) 6= 0. Então, existe um ideal I de R ?α G satisfazendo P $ I e

Zl(R ?α G/P ) = I/P .

Seja P ? ∈ P(Q ?α G), tal que, P ? ∩ (R ?α G) = P e seja a ∈ I ∩R. Se 0 6= J é um

ideal à esquerda de R, então L = (R?α G)J é um ideal à esquerda não nulo de R?α G

coincidindo com o conjunto {
∑

g 1gδgbg | bg ∈ J ∩ Sg−1} e satisfazendo L ∩ R = J .

Como P é R-disjunto, temos que L * P e (L + P )/P é um ideal à esquerda não nulo

de R?α G/P . Como a+P ∈ Zl(R?α G/P ), existe x ∈ L satisfazendo xa ∈ P e x /∈ P .

Se P = 0, então cr
g(x)a = 0 para todo g ∈ sup(x). Logo, J∩AnR(a) 6= 0. Se P 6= 0,

então pelo Lema 3.2.2, podemos escrever x =
∑n

i=1 µ′ibi+γ, onde bi ∈ QJ, µ′i ∈ MQ(P )

e γ ∈ (Q?α G)J é um reśıduo módulo P ?. Como existe H ∈ F (R), tal que, Hµ′i ⊆ P ,

temos que F = QHQ ∈ F (Q) e satisfaz F (
∑n

i=1 µ′ibia) ⊆ P ?. Portanto, Fγa ⊆ P ? e

assim γa ∈ [P ?]Q = P ?. Logo, γa = 0. Seja F0 ∈ F (R) tal que F0γ ⊆ (R?α G)J = L.

Como cada fγ (f ∈ F0) se pode representar com coeficientes à direita, os quais são

elementos de J e fγa = 0 então existe 0 6= j ∈ J com ja = 0. Portanto, em qualquer

caso temos que J∩AnR(a) 6= 0 e assim a ∈ Zl(R). Como R é não singular conclúımos

que a = 0 e assim I ∩R = 0.
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Se P 6= 0, então pelo Lema 3.1.1 existe x ∈ M(I) reśıduo módulo P . Seja

Γ = sup(x), g ∈ Γ e µ′ ∈ MQ(I) tal que x = cl
g(x)µ′. Seja J um ideal à esquerda não

nulo de R e L = (R ?α G)J . Como (L + P )/P é um ideal à esquerda não nulo de

(R ?α G)/P e x + P ∈ Zl(R ?α G/P ), então existe y ∈ L tal que yx ∈ P e y /∈ P . Se

P ?? é o ideal primo de Q?β G tal que P ? ⊆ P ?? e P ??∩(R?α G) = P , então temos que

yx(Q ?β G) = ycl
g(x)1gµ(Q ?β G) = ycl

g(x)(Q ?β G)µ ⊆ P ??. Se µ ∈ P ??, então como

existe J ∈ F (R) tal que Jµ′ ⊆ P ?? ∩ (R ?α G) = P temos que Jµ′ = 0 pois µ′ é um

reśıduo módulo P . Logo, µ′ = 0 o qual é falso. Portanto, ycl
g(x) ∈ P ??∩(R?αG) = P .

Assim, y ∈ L satisfaz ycl
g(x) ∈ P e y /∈ P , e repetindo o mesmo argumento usado

para provar que I ∩ R = 0, se mostra que cl
g(x) ∈ Zl(R). Portanto, como R é não

singular, temos que cl
g(x) = 0, o qual é contraditório.

Se P = 0, então como I ∩ R = 0 podemos escolher x ∈ M(I). Seja Γ = sup(x),

g ∈ Γ e µ′ ∈ MQ(I) tal que x = cl
g(x)µ′. Seja J um ideal à esquerda não nulo

de R e L = (R ?α G)J . Como L é um ideal à esquerda não nulo de R ?α G e

x ∈ Zl(R ?α G), então existe y ∈ L tal que yx = 0 e y 6= 0. Assim, temos que

yx(Q ?β G) = ycl
g(x)1gµ(Q ?β G) = ycl

g(x)(Q ?β G)µ = 0. Como Q ?β G é primo e

µ 6= 0, então ycl
g(x) = 0. Repetindo o argumento usado para provar que I ∩ R = 0,

se mostra que cl
g(x) ∈ Zl(R). Como R é não singular temos que cl

g(x) = 0, o qual é

falso.

Portanto, cada ideal primo R-disjunto de R ?α G é não singular.

O seguinte teorema é uma extensão para o caso parcial do Teorema 5.4 de [13], a

prova é semelhante à do Teorema 3.1.4.

Teorema 3.2.4 Seja P0 um ideal α-primo de R. As seguintes afirmações são equi-

valentes:

1. P0 é não singular.
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2. Cada ideal primo P de R ?α G, tal que P ∩R = P0 é não singular.

3. Algum ideal primo P de R ?α G, tal que P ∩R = P0 é não singular.

O seguinte corolário é uma extensão para o caso parcial do Corolário 5.5 de [13],

a prova é semelhante à do Corolário 3.1.5.

Corolário 3.2.5 Seja α uma ação parcial do grupo G sobre o anel R. As seguintes

afirmações são equivalentes:

1. Cada ideal α-primo de R é não singular.

2. Cada ideal primo de R ?α G é não singular.

Na seguinte proposição, para I um ideal R-disjunto de R ?α G caracterizamos o

ideal singular do R-módulo R ?α G/I. Esta proposição é uma extensão para ações

parciais da Proposição 5.6 de [13].

Proposição 3.2.6 Seja R um anel α-primo não singular. Se I é um ideal R-disjunto

de R ?α G, então Zl(R(R ?α G/I)) = [I]/I.

Prova. Seja x + I ∈ Zl(R(R ?α G/I)) com x =
∑n

i=1 qiµ
′
i + γ, onde qi ∈ Q, µ′i ∈

MQ(I) e γ é um reśıduo módulo [I]? e [I]? ∩ (R ?α G) = [I]. Seja F ∈ F (R) tal que

Fγ ⊆ R ?α G. Se Fγ = 0 segue que γ = 0, x ∈ [I] e x + I ∈ [I]/I. Se Fγ 6= 0, existe

f ∈ F tal que fγ 6= 0. Seja H ∈ F (R) tal que H(
∑n

i=1 qiµ
′
i) ⊆ I. Se para algum

h ∈ H, temos que hfγ 6= 0, então existe g ∈ sup(x) satisfazendo hfcl
g(γ) 6= 0. Como

Zl(R) = 0, então existe um ideal à esquerda não nulo L de R tal que lhfcl
g(γ) 6= 0

para todo elemento não nulo l de L. Como hfx + I ∈ Zl(R(R ?α G/I)), temos que

l0hfx ∈ I para algum elemento não nulo l0 ∈ L. Assim, l0hf(
∑n

i=1 qiµ
′
i) + l0hfγ ∈ I.

E como l0hf(
∑n

i=1 qiµ
′
i) ∈ I, obtemos l0hfγ ∈ I. Sendo γ um reśıduo módulo [I]?,

temos l0hfγ = 0 e assim l0hfcl
g(γ) = 0 o qual é contraditório. Logo, Hfγ = 0 e

assim fγ = 0 que também é contraditório.
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Reciprocamente, seja y ∈ [I] e L um ideal à esquerda não nulo de R. Se 0 6= l ∈ L,

então ly ∈ [I] e assim existe H ∈ F (R) tal que Hly ⊆ I. Como Hl 6= 0, existe h ∈ H

tal que l0 = hl 6= 0. Como l0y ∈ I e l0 ∈ L, temos que L ∩ AnR(y + I) 6= 0. Logo,

y + I ∈ Zl(R(R ?α G/I)).

O seguinte teorema é uma extensão para ações parciais, do Teorema 5.7 de [13].

Teorema 3.2.7 Seja R um anel α-primo. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. R é não singular.

2. Cada ideal R-disjunto fechado de R ?α G é não singular como R-módulo.

Prova. 1 ⇒ 2. O resultado segue da Proposição 3.2.6.

2 ⇒ 1. Se P é um ideal primo R-disjunto de R ?α G, então Zl(R(R ?α G/P )) = 0

pela hipótese. Seja a ∈ Zl(R) e L um ideal à esquerda não nulo de R. Então, existe

0 6= b ∈ L tal que ba = 0 e assim b ∈ AnR(a+P ). Portanto, a+P ∈ Zl(R(R?αG/P )) =

0 e obtemos que a ∈ P ∩R = 0.

3.3 Ideais Fechados de R 〈x; α〉

Nesta seção consideramos uma ação parcial α do grupo ćıclico infinito G = 〈σ〉

sobre R e R um anel α-primo. Desta maneira, o skew anel de grupo parcial R ?α G

pode ser identificado com o conjunto de todas as somas finitas
∑m

i=−n aix
i, onde

ai ∈ Sσi , para qualquer inteiro i. Neste caso o anel R ?α G é denotado por R 〈x; α〉 e

se (T, β) e a envolvente de (R,α), então o skew anel de grupo T ?β G corresponde ao

skew anel de polinômios de Laurent T 〈x; σ〉. Sendo R 〈x; α〉 um subanel de T 〈x; σ〉,

R 〈x; α〉 é chamado skew anel de polinômios de Laurent parcial o qual foi introduzido

em [2].
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O objetivo desta seção é estudar os ideais fechados e primos do skew anel de po-

linômios de Laurent parcial R 〈x; α〉. Vamos provar a correspondência entre ideais

fechados R disjuntos de R 〈x; α〉 e ideais fechados T disjuntos de T 〈x; σ〉 (Teorema

2.2.1), usando uma noção mais natural de minimalidade para polinômios. Mostra-

remos que esta noção nos da um caminho mais rápido e transparente para provar

o teorema de correspondência citado acima. Também vamos caracterizar os ideais

fechados de R 〈x; α〉 em termos da interseção de um ideal principal de Q 〈x; α〉 com

R 〈x; α〉.

Se I é um ideal R-disjunto não nulo de R 〈x; α〉 e amxm + ... + anx
n ∈ I para

am, an 6= 0 e m < n, então (amxm + ... + anx
n)(1σ−mx−m) = am + ... + an1σn−mxn−m

é um polinômio de I. E como I é R-disjunto, não todos os coeficientes am+i1i para

1 ≤ i ≤ n − m são nulos. Portanto, existe um polinômio de grau mı́nimo n em

I, com coeficiente constante não nulo (polinômio próprio). Este inteiro n é dito a

minimalidade de I, denotada Min(I). Um polinômio qualquer f(x) será denotado

simplesmente por f . Para um polinômio próprio f , o grau de f será denotado por ∂f

e o coeficiente ĺıder de f por lc(f). Se lc(f) = 1R, então o polinômio é dito mônico.

Todas estas noções para polinômios de T 〈x; σ〉 são análogas.

Lema 3.3.1 Se J é um ideal T -disjunto de T 〈x; σ〉 e I = J ∩ R 〈x; α〉, então

Min(J) = Min(I).

Prova. Como I ⊆ J , então Min(J) ≤ Min(I). Suponhamos que m = Min(J) <

Min(I). Então, existe um polinômio f = a0 + a1x + ... + amxm ∈ J com a0, am 6= 0.

Para H = {b ∈ T | existe g = b + b1x + ... + bmxm ∈ J com b, bm 6= 0} ∪ {0}, temos

que H é um ideal σ-invariante não nulo de T . Se H ∩ R = H1R = 0, então como

R é α-primo temos que T é σ-primo, logo 1R = 0, o qual é contraditório. Portanto,

H ∩ R 6= 0 e assim podemos supor que a0 ∈ R. Como o polinômio 1Rf1R ∈ I e

m < Min(I), temos que 1Rf1R = a0 + a11σx + ... + am1σmxm = 0. Portanto, a0 = 0
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que é uma contradição. Logo, Min(J) = Min(I).

O seguinte lema da um método para levantar ideais R-disjuntos de R 〈x; α〉 a

ideais T -disjuntos de T 〈x; σ〉. Assim como ideais R-disjuntos fechados de R 〈x; α〉 a

ideais T -disjuntos fechados de T 〈x; σ〉. Os conjuntos M e N da Seção 2.2 neste caso

estão dados por M =
{∑

i∈Z cix
i | ci ∈ R e ci 6= 0 para um número finito de i ∈ Z

}
e N =

{∑
i∈Z cix

i | ci ∈ σi(R) e ci 6= 0 para um número finito de i ∈ Z
}
.

Se J é um ideal T -disjunto de T 〈x; σ〉, então o fecho de J está dado por

[J ]T = {g ∈ T 〈x; σ〉 | existe H ∈ F (T ) tal que Hg ⊆ J}. Por outro lado, o fecho

de J pode ser definido como [J ]T = Q 〈x; σ〉 fJ ∩ T 〈x; σ〉 (ver [1]), onde fJ é o po-

linômio dado pelo Lema 2.1 de [1] e Q é o anel de σ-quocientes de T . O polinômio fJ

é mônico próprio e para todo f ∈ J com ∂f = n = Min(J), tem-se que f = lc(f)fJ .

Além disso, fJx−n é central em Q 〈x; σ〉 o qual implica que Q 〈x; σ〉 fJ = fJQ 〈x; σ〉.

O seguinte lema é a versão para polinômios do Lema 2.1.4, sua prova é análoga.

Lema 3.3.2 Seja R um anel α-primo, I um ideal R-disjunto de R 〈x; α〉 e J um

ideal T -disjunto fechado de T 〈x; σ〉. Então, as seguintes afirmações são válidas:

1. NIM é um ideal T -disjunto de T 〈x; σ〉, tal que, NIM ∩R 〈x; α〉 = I.

2. [I]R = [NIM ]T ∩R 〈x; α〉 = 1R [NIM ]T 1R.

3. J ∩R 〈x; α〉 é um ideal R-disjunto fechado de R 〈x; α〉.

O seguinte teorema estabelece a correspondência bijetiva entre fechados de R 〈x; α〉

e T 〈x; σ〉.

Teorema 3.3.3 Seja R um anel α−primo. Existe uma correspondência bijetiva, que

preserva ideais primos, entre C (R 〈x; α〉) = {I C R 〈x; α〉 | I é R− disjunto fechado}

e C (T 〈x; σ〉) = {J C T 〈x; σ〉 | J é T − disjunto fechado}.



61

Prova. Para I ∈ C (R 〈x; α〉) definimos ϕ(I) = [NIM ]T . Então, pelo Lema 3.3.2

temos que ϕ está bem definida e é injetora. Para J ∈ C (T 〈x; σ〉), seja I = J∩R 〈x; α〉.

Então, pelo item 3 do Lema 3.3.2 temos que I ∈ C (R 〈x; α〉) e como I ⊆ J temos

que [NIM ]T ⊆ J . Finalmente, como I = [NIM ]T ∩ R 〈x; α〉 = J ∩ R 〈x; α〉 pelo

Lema 3.3.1 concluimos que Min ([NIM ]T ) = Min(J). Portanto, pelo Corolário 2.5

de [1] temos que J = [NIM ]T e assim ϕ é sobrejetora. A segunda parte é análoga à

segunda parte da prova do Teorema 2.2.1.

Em [1] é provado que todo ideal fechado (em particular primo) T -disjunto de

T 〈x; σ〉 é igual à interseção de um ideal principal de Q 〈x; σ〉 com T 〈x; σ〉. O seguinte

teorema mostra um resultado análogo para ideais fechados (em particular primos) R-

disjuntos de R 〈x; α〉.

Teorema 3.3.4 Seja R um anel α-primo. Se I é um ideal fechado de R 〈x; α〉, então

existe um único polinômio mônico f ∈ Q 〈x; α〉 tal que I = Q 〈x; α〉 f ∩R 〈x; α〉.

Prova. Seja J = [NIM ]T . Pelo Lema 3.3.2, temos que I = J ∩R 〈x; α〉 = 1RJ1R.

Por [1], J = Q 〈x; σ〉 fJ ∩T 〈x; σ〉, onde fJ é um polinômio mônico de Q 〈x; σ〉 e fJx−n

é central em Q 〈x; σ〉 para n = Min(J) = Min(I). Logo, I = 1RQ 〈x; σ〉 fJ1R ∩

R 〈x; α〉. Finalmente, temos que 1RQ 〈x; σ〉 fJ1R = 1RQ 〈x; σ〉 fJx−nxn1R =

1RQ 〈x; σ〉xn1RfJx−n1R = 1RQ 〈x; σ〉 1RfJx−n1R = Q 〈x; α〉 1RfJx−n1R. Se

g = 1RfJx−n1R, então g−g1n = 0, pois o contrário implicaria que existe um polinômio

de grau menor que n em Q 〈x; σ〉 fJ , assim 1n = 1R. Portanto, tomando f = g(1Rxn)

temos que f é um polinômio de Q 〈x; α〉 de grau n e I = Q 〈x; α〉 f ∩ R 〈x; α〉. Além

disso, f é único, pois é de grau mı́nimo e tem coeficiente ĺıder 1R.
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