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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo analisar numericamente o comportamento de um
laminado composto por laminas de material composito visando obter a melhor configuragéo do
sentido das fibras que resistam a determinados esforgos pré-estabelecidos sem apresentar falha,
com o intuito de obter a diminuicdo de massa final através de uma configuracdo que resulte em
um menor numero de laminas possivel. Uma rotina desenvolvida no software MatLab na verséo
estudante, utilizando programacéo linear sequencial para o trabalho de otimizagdo juntamente
com os conceitos de diferencas finitas a frente seré utilizado para testar diferentes modelos para
0S Mesmos carregamentos, visando respeitar os critérios de falha de Hoffman (funcéao objetivo).
A variavel de projeto sera a orientagdo das fibras que sejam capazes de respeitar o critério de
falha escolhido, com o intuito de obter um laminado em formato de viga que resista aos esforcos
com o menor nimero de camadas necessarias, resultando em uma condigdo 6tima para resistir
aos carregamentos versus a massa final do laminado. Este trabalho preconiza a avaliacdo
qualitativa de uma viga genérica, que podera servir para diversos projetos de engenharia com
alguns ajustes. A configuracdo ideal das fibras para os carregamentos utilizados resultou em
um laminado com seis laminas para 0 menor carregamento e oito ldminas para 0 maior
carregamento.

PALAVRAS-CHAVE: Material compdsito, Programacdo sequencial linear, Critério de falha
de Hoffman.
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ABSTRACT

The present paper aims to numerically analyze the behavior of a laminate composite material
in order to obtain the best configuration of the direction of the fibers that bears certain pre-
established efforts without presenting failure, in order to obtain the ideal configuration to reduce
the final mass. A routine developed in MatLaB software student version, using sequential linear
programming for the optimization work together with the concepts of finite differences ahead
will be used to test different models for the same loads, aiming to respect the Hoffman failure
criteria (objective function). The key design variable will be the orientation of the fibers that
are able to respect the chosen failure criterion, in order to obtain a laminate in a beam format
that resist the efforts with the fewest layers necessary, resulting in an optimal condition to resist
the load versus the final mass of the laminate. This paper advocated the qualitative evaluation
of a generic laminate, which can be used for several engineering projects with some
adjustments. The ideal fiber configuration for the loads used resulted in a laminate with six
layers for the lowest loading and eight layers for the highest loading.

KEYWORDS: Composite materials, Sequential linear programming, Hoffman failure criteria.
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1 INTRODUCAO

Materiais compositos sdo a combinacdo de dois ou mais materiais, com objetivo de se
obter uma melhora nas caracteristicas frente a esforcos especificos. Essa combinacédo pode ser
para aprimorar a resisténcia, aumentar a rigidez, melhorar a condutividade térmica, entre outras
propriedades. Como € descrito em Jones (1999), também é enfatizado sobre a utilizacdo desses
materiais no processo de otimizacao de projetos, a fim de obter-se resultados 6timos no que diz
respeito a resistir a certos esforcos com uma massa final de projeto controlada, o que € muito
desejado para diversos projetos, como na aviagdo, automobilismo e outros que demandam um
aumento muito grande de eficiéncia, visando sempre um resultado que seja possivel de se
implementar com um custo que ira se pagar em prazos ndo tao longos.

Os compositos sao constituidos, tipicamente, por duas fases: uma continua, denominada
matriz e envolve outra fase, chamada de fase dispersa ou reforgco (Callister, Jr., 2008). A fase
dispersa pode ser constituida por fibras continuas ou descontinuas e por particulas, sendo esta
fase responsavel por suportar a maioria dos esfor¢os a que o compdsito esta sujeito e apresenta,
normalmente, elevada resisténcia mecanica. A matriz funciona como aglomerante, responsavel
por unir as fibras umas as outras, mantendo-se na sua posicao relativa, conferindo alguma
ductilidade ao compdsito, assegurando a transferéncia de carga para o material de reforco e
protegendo de danos superficiais (VIRGINIA, 2017).

Com o0 avanco das pesquisas e testes relacionados a materiais compdsitos esse assunto
vem sendo cada vez mais difundido no meio académico e no mercado. Em Jones (1999), €
citado que compdsitos podem ter a mesma resisténcia a rigidez que os metais, porém chegam a
ter menos de 70% da massa dos mesmaos.

Deseja-se criar uma rotina em software MatLab versdo estudante com a motivacao de
simular numericamente a capacidade de uma viga constituida por um laminado de material
compdsito resistir a esforcos respeitando o critério de falha escolhido para analise, também sera
avaliado o poder de uma ferramenta de otimizacdo para obter-se a melhor configuracdo do
laminado no que diz respeito a orientacdo das fibras de cada lamina que resistam a esforcos pré
estabelecidos na estrutura.

2 OBJETIVOS

Sera analisado neste trabalho o comportamento mecéanico de uma viga de material
composito, no qual deseja-se obter de forma numérica a melhor relacdo de resisténcia/peso
frente a um carregamento determinado. Sera utilizado um critério de falha para materiais
compostos para verificar se este laminado suporta os esforcos com o numero reduzido de
laminas, que possuem espessura fixa pré-determinada.

2.1 Objetivos especificos

Criar uma rotina em software MatLab (versao estudantil) que seja facil a modificacao de
parametros de entrada para se obter resultados de saida desejados no estudo. Nesse caso, a
variavel de projeto sera o angulo das fibras de cada par de laminado e o critério para verificar
a validade dos resultados  sera o numero de laminas suficientes para que o conjunto suporte
ao carregamento externo definido, obedecendo o critério de falha escolhido.

3 REVISAO BIBLIOGRAFICA
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Em projetos de engenharia € necessario estabelecer quais objetivos deseja-se obter com
base em um estudo, estando em foco neste presente trabalho a realizacdo de analises em
materiais compositos com a finalidade de se obter configuracfes otimizadas para as variveis e
funcdo objetivo propostas. De forma geral, existem quatro areas de desenvolvimento de
metodologias de otimizagdo, sendo por pesquisa operacional, metodologias especificas de
projeto, otimizacgdo topologica e otimizacdo paramétrica, sendo esta Ultima a utilizada para o
desenvolvimento da analise especifica.

O uso de compdsitos em estruturas tem permitido uma significativa reducdo de massa
final, além disso tem contribuido para melhorar as resisténcias a corrosao e a fadiga de uma
infinidade de componentes presentes em aeronaves, plataformas maritimas de petroleo,
satelites, submarinos, foguetes, veiculos automotores, trens de alta velocidade, implantes
ortopédicos, entre outras aplicacdes (LEVI, PARDINI, 2006).

Segundo Haftka (1992), a otimizacédo esta voltada para a obtencdo do melhor resultado
de uma determinada operacdo enquanto satisfaz certas restricdes. Conforme descrito por, De
Leon (2011), a otimizacéo é uma ferramenta poderosa que auxilia na obtencdo das melhores
respostas possiveis para um dado problema. A aplicacdo de um problema de otimizacdo pode
resultar em uma estrutura que desempenhe a mesma funcao estrutural de outras estruturas mais
usadas normalmente, com a possibilidade de se usar menos material.

Na literatura existem diversas formas de se trabalhar com materiais compositos e técnicas
de otimizacdo. Matematicamente falando, o grande problema de se buscar o minimo da fungéo
objetivo quando o problema esté relacionado a materiais compdsitos e usando a orientagdo da
fibra do laminado como variavel de projeto esta na relacdo nao linear do espaco de solucdes.
Existe uma grande chance de o problema encontrar minimos locais bastante ruins em
comparagdo com outras configuracdes possiveis para o laminado.

No trabalho de Stegmann e Lund (2005), para o problema de otimizag&o é proposto uma
funcdo discreta para os valores de angulo de fibra que permite tentar contornar o problema de
maultiplos minimos locais que ocorre quando se utiliza os préprios valores de angulos de fibra
como variaveis de projeto, desta forma utilizando um algoritmo de otimizacdo baseado em
gradientes € possivel realizar a otimizacdo dos valores de angulo de fibra de forma
parametrizada, por meio de uma técnica de parametrizacdo direta, chamada de otimizacdo
discreta de material (DMO, na sigla em inglés).

Soresen et al (2014) apresentam um método alternativo chamado em inglés de “Discrete
Material and Thickness Optimization” (DMTO). Este método permite otimizar diretamente a
orientacdo do material bem como as espessuras de cada lamina, ele emprega uma
parametrizacdo através de funcdes interpoladas com penalizacdo, sendo demonstrada em
problemas de otimizagdo envolvendo a reducdo de massa sujeito a restricbes como fatores de
carga de flambagem deslocamentos limitados, entre outros esfor¢os.

Porém, para essas técnicas acima mencionadas, é preciso escolher um conjunto pré-
definido de angulos de orientagdo de fibras candidato, ou seja, 0 conjunto de solugdes esta em
um vetor definido a priori pelo projetista, e o resultado acaba sendo o melhor dentro daquele
conjunto, e ndo o melhor entre um range continuo de solugdes possiveis.

Neste trabalho optou-se por usar uma aproximacgédo continua para a solucéo, ou seja, a
possibilidade de combinacfes de angulo de fibras de cada I&mina n&o esta limitada, ela pode
ser definida em um espaco continuo entre 0 e 90 graus. Para contornar o problema de minimos
locais a técnica de iniciar o problema em diversos chutes iniciais foi aplicada, conforme De
Leon et al. (2012).

4 FUNDAMENTACAO TEORICA



4.1 Materiais compdsitos

De acordo com Jones (1999), materiais compdsitos sdo a combinacdo de dois materiais
ou mais, em uma escala macro mecanica, com o intuito de formar um composto com
propriedades distintas dos seus materiais originarios. S&o possiveis de serem classificados em
quatro categorias:

o Materiais compositos fibrosos: Consistem em fibras e uma matriz, por exemplo:
concreto armado.

e Materiais compdsitos laminados: Consistem em laminas dispostas em camadas com
diferentes materiais, por exemplo: laminado de fibra.

e Materiais compdsitos particulados: Consistem em vérias particulas envolvidas por
uma matriz, exemplo: concreto.

e Qutro tipo seria uma combinacao dos trés tipos anteriores combinados.

No presente trabalho, sera utilizado compositos laminados para as analises, sendo
possivel a obtencdo de diferentes orientacGes das fibras para que resistam da melhor forma
possivel perante os carregamentos estabelecidos respeitando o critério de falha escolhido. Na
figura 4.1 é possivel visualizar de forma esquematica como este laminado serd constituido.
Através do processo de otimizacgdo calculado pelo software Matlab seréa possivel identificar a
melhor orientacdo das fibras para suportar determinados carregamentos pré-estabelecidos para
0 projeto.

Figura 4.1: Sequéncia de laminas de forma esquematica. Fonte: De Leon (2011).
4.1.1 Conceitos para analise de materiais compositos

Diferente da maioria dos metais, que possuem comportamento isotropico, 0S compositos
muitas vezes tém caracteristicas ortotropicas ou até mesmo anisotrépicas que acabam tornando
seu comportamento um pouco mais complicado de descrever. Nos materiais isotropicos,
quando é aplicado um esforco normal de tracdo, 0 mesmo ira comprimir nas direcGes
perpendiculares. Outra caracteristica essencial para essa diferenciacao é o fato da relagéo tensao
deformacdo permanecer a mesma, independente da diregdo da aplicacdo. Ja nos materiais
ortotropicos, existe uma diferenca na resposta dependendo da direcéo da aplicacdo do esforco.
A relacdo tensdo deformacdo serd diferente quando aplicado em diferentes diregdes. J& em um
material anisotrépico, além da relacdo tensdo deformacéo serem diferentes quando aplicadas
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em orientacgdes diversas, existe a acdo cortante ao ser aplicado uma tensédo normal. (THIESEN,
2018). Essa diferenciacao é evidenciada pela figura 4.2:
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rI=—=-h rl====I r L
| | 1 | ] |
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-

Figura 4.2: Comportamento de um material isotropico, ortotropico e anisotropico. Fonte:
Jones (1999).

Para o estudo em questdo, cada lamina € considerada como transversalmente isotropica
como forma de simplificacdo. E necessério estabelecer um sistema de coordenadas local, ao
longa das fibras, para depois descrever como as tensoes se distribuem considerando um sistema
de coordenadas global fixo. E possivel observar essa relagio entre sistema local e global pela
figura 4.3:

| Coordenadas Locais |

ICoordenadas Globaisl—\:?3 z

Y

Figura 4.3: Orientacdo local e global das fibras. Fonte: Adaptada de Jones (1999).

Para realizar as transformacdes entre coordenadas globais e locais é necessario fazer um
ajuste, rotacionando as tens@es locais em relacao as globais. Para isso é necessario utilizar uma
matriz de rotacdo, demonstrada abaixo pela equagéo 4.1.

Ox cos6? senf? —2senfcosf ([ %1
Oy |=]| senb? cos6? 2cosOsenf 03 (4.1)
Txy senfcosd —senfcos® cosf? — senh?l 1712

A seguir serd apresentado como s&o as relagfes constitutivas desses materiais, explicado
em Jones, 1999. Partindo de uma generalizacdo da lei de Hooke que relaciona as tensdes com
deformacdes, equagdo 4.2.

(4.2)



o, = Cjje; onde,iej=123,..,6

onde, g; € a componente de tensdo em todas as dire¢des do cubo infinitesimal, C;; € a matriz
constitutiva e g € a componente de deformagdo. Esta matriz possui 36 constantes, porém
somente algumas delas séo independentes. Além disso, ao derivar a energia de deformacao
especifica, como é melhor explicado em Jones, 1999, ird surgir uma simetria, por sua forma
quadratica, como podemos ver na equacéo 4.3.

Cij = Cj; (4.3)

sendo assim, resultando em 21 varidveis independentes. Estas relaces estdo descrevendo um
material anisotropico triclinico, ou seja, trés eixos obliquos entre si, porém se por hipétese de
simplificacdo existir dois planos ortogonais, ndo havendo interagéo entre as tensdes normais e
cisalhantes, o material por fim é dito ortotropico. Dessa forma, o tensor constitutivo possui 9
constantes elasticas, que serd apresentada como a matriz de flexibilidade, a qual é a matriz
inversa da rigidez, representada abaixo pela equacdo 4.4. Considerando estado plano de tensdes,
para uma lamina unidirecional, pode-se considerar que as tensdes se aplicam apenas no plano
da lamina, reduzindo para uma matriz de rigidez trés por trés, a qual sera apresentada a seguir
ja em termos das suas constantes de engenharia (JONES, 1999).

— l _1912 0 -
E; E;
z1 91y 1 01
2 | = £ A 0 %) (4.4)
V12 1 2 1 T12
| 0 0 Gq,]

Onde:

e E,, E, =Mobdulo de elasticidade, ou médulo de Young nas direcbes 1 e 2;
e ¥, , = Coeficiente de Poisson;
e (G;, = Mddulo de cisalhamento;

4.2 Método para realizagéo dos calculos

Para a realizacdo dos céalculos de laminados de material composito € utilizada uma teoria
especifica, chamada de teoria classica de laminagéo e se baseia nas hipoteses propostas por
Kirchhoff, comentadas a seguir:

e As linhas retas perpendiculares a superficie média, permanecem retas apds a

deformacéo;

e As linhas transversais (AD) ndo apresentam deformacéo na direcéo z;

¢ As linhas transversais ao rotacionarem, continuam perpendiculares a linha média;
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Essas hipoteses sdo explicadas com maiores detalhes em Jones (1999) e serdo ilustradas pela
figura 4.4:

.’,,:"x.u

& T
--1 " Ko

oo j‘w .'-

SE:;antranwemal 2.8
ndo deformada Secdo transversal
deformada

Figura 4.4: Deformacao de planos transversais. Fonte: Adaptado de Jones (1999).
Partindo do campo de deslocamento, conforme pode ser visualizado na figura 4.4 acima,
pode-se representar as respectivas direcdes conforme descrito abaixo pela equacéo 4.5:
Ue = Uy — Zcf (4.5)
Sendo assim, partindo da primeira hipétese de Kirchhoff é possivel obter a equacéo 4.6

abaixo, utilizando conceitos de derivada:

aw,

B == (4.6)

Por fim, resultando as deformacdes ja apresentadas em notacdo vetorial, conforme
equacao 4.7, abaixo:

Oy E E Q16
lay]= Q21 Q22 Q2 gy +z k (4.7)

Txy Qo1 Qo2 Qosl [V 2y

onde, ¢ representa deformacéo e k representa curvatura. Por questdes de simplificagdes, 0s
termos da matriz Q—U estdo omitidos, e sdo melhor explicados em Jones (1999). Como a rigidez
de cada lamina depende da sua orientacdo, € necessario fazer a multiplicacdo da deformacéo
por sua rigidez separadamente para conseguir a tensdo aplicada sobre ela, como é descrito em
Thiesen (2018). A seguir, pode ser visto de forma esquematica este problema, representado pela
figura 4.5:
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Figura 4.5: Variacgdo hipotética da tensdo e deformacédo sobre uma espessura de laminado.
Fonte: Adaptado de Jones (1999).

Partindo dos conceitos ja vistos sobre a mecanica dos materiais compdsitos, sabe-se que
as forcas e momentos por unidade de largura resultantes sdo a integral da tenséo ao longo da
espessura em cada lamina, e € possivel concluir que a contribuicdo da deformagdo multiplicada
pela matriz de rigidez de cada lamina serd a soma das tensdes de cada camada do laminado.
Essa afirmacdo se da pela relacdo estabelecida, vista na equacdo 4.7 que determina uma relacdo
entre a matriz de rigidez e os esforcos atuantes na estrutura. Contudo, assumindo que a rigidez
é constante ao longo de cada camada, é possivel estabelecer uma relacdo direta entre as
deformacdes e esforcos atuantes, como € mostrado abaixo pela equacéo 4.8:

=l olli] (48

no qual as matrizes N em (N/m) sdo os esforgos normais por unidade de largura, M em (N/m)
esforco fletor por unidade de largura, ° deformacdo e k a curvatura. J& as matrizes A,B e D
séo definidas pelas equacbes 4.9, 4.10 e 4.11, abaixo:

NgE

Ajj Qk (Zx — Zk-1) (4.9)
krzl
1 _
B;j = EZ(QL])I{ (z* — 2%k—1) (4.10)
-1
v
D;; = §Z(Ql})k (z° = 2°%-1) (4.11)
-1

onde, A;;,B;j e D;; sdo respectivamente a rigidez extensiva, acoplamento entre a rigidez

extensiva -fletora e rigidez fletora, os termos z sdo medidos a partir do centro do laminado até
a fibra mais externa de cada lamina.

4.3 Definicéo do critério de falha escolhido

Para realizar um estudo de falha assertivo, deve-se buscar alternativas diferentes das
usadas para materiais isotropicos. As teorias classicas como Von Misses ou Rankine nédo
conseguem descrever 0 comportamento dos materiais compadsitos com uma precisao aceitavel,
por se tratarem de materiais ortotropicos. Contudo existem algumas teorias que possuem 0S
conceitos matematicos mais ajustados para a realizagdo dessas analises, como as teorias de
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critério de falha de maxima tenséo, Tsai-Hill, Tsai-Wu e critério de falha de Hoffman. As
analises de falha serdo avaliadas através do critério de falha de Hoffman, o qual pode ser visto
como uma extensdo do critério de Tsai-Hill ou uma simplificacdo do critério de Tsai-Wu. Em
relacdo ao critério de Tsai-Hill, é feita a inclusdo de termos lineares de diferencas entre
resisténcias de tracdo e compressdo, este critério consegue dar uma resposta adequada e
confiavel na obtencdo dos dados, conforme demonstrado na comparacdo dos dados obtidos
analiticamente e por ensaios. A seguir serd apresentado a formulacdo matematica do critério de
Hoffman, retirado de Jones (1999) e descrito pela equacao 4.12, abaixo:

o o010, 0f (Xc+Xt)oy, (Yc+Yt)o, 734

_ _ Tz 4 4.12
XcXt  XcXt YcYt XcXt YcYt 5122< (4.12)

onde, o, € atensdo na direcdo principal da fibra na lamina, o, é a tenséo na direcdo transversal
a fibra e 74, é a tensdo cisalhante na direcdo principal da fibra na lamina. Os termos
Xc,Xt,Yc e Yt sdo respectivamente as tensdes de ruptura na direcdo X e Y do sistema de
coordenadas global e os subindices ¢ e t indicam compressdo e tracdo. Por fim o termo S;,
representa a resisténcia ao cisalhamento da lamina. Abaixo é possivel verificar uma comparacdo
através da figura 4.6 dos resultados obtidos através de calculos analiticos e ensaios realizados.

150 S 1000
| [GLASS-EPOXY Pt
100 Ty
70 i’ 500
f:,‘
40 - 7.

GI e A 200 Gx
ksi MPa
20 |- 138

100
10 -
T 50
® TENSION
4| ™ COMPRESSION 28
1 I 1 1 |

0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
OFF-AXIS ANGLE, 6

Figura 4.6: Critério de falha de Hoffman comparando ensaios com céalculos analiticos. Fonte:
Jones (1999).

E possivel verificar uma convergéncia entre os resultados obtidos através de ensaios e 0s
obtidos através de calculos analiticos, que sdo estudos utilizados para avaliar a falha em [aminas
de materiais compositos.

4.4 Otimizacgdo — conceitos bésicos
Antes da formulagdo do problema de otimizacdo é importante desenvolver 0s conceitos

relativos ao processo, tais como funcéao objetivo, varidveis de projeto e restrigdes. A transcri¢do
de um problema de otimizagdo em uma formulagdo matematica € um passo critico. Se a
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formulacdo do problema em um projeto é impropria, a sua solucéo serd inaceitavel (ARORA,
2004).

As variaveis do projeto sdo parametros que podem ser alterados na busca pelo resultado
otimo, elas podem ser divididas em variaveis discretas e continuas, sendo as primeiras aquelas
que assumem valores dentro de um conjunto ou um universo finito de possibilidades e as
continuas podem assumir qualquer valor entro do universo de possibilidades. Por exemplo, se
é desejado encontrar a melhor orientagdo das fibras de um material composto, como é o objetivo
proposto do trabalho, a fim de maximizar sua rigidez dado um carregamento especifico, pode-
se utilizar ambos os tipos de varidveis de projeto. Se o desejo for descobrir a melhor orientacéo
dentre todas possiveis, seria necessario trabalhar com um conjunto de variaveis continuas do
tipo {0 e X |6 = (=90° < 6 < 90°)} (DE LEON, 2011).

4.5 Formulacdo do problema e ferramentas matematicas para programacao

Conforme Arora (2004), existem diversos estudos que descrevem sobre a formulagdo de
problemas de otimizacdo. A maneira mais comum de descrever a funcdo objetivo frente as
restricdes, sera apresentada abaixo pela expressao 4.13:

min f(x)
suj.agi(x) <0 i=1,..,n4

a;("f <x <P k=1,..,n4

(4.13)
onde, f(x) € afuncdo objetivo, g;(x) sdo as n, restricdes impostas ao problema, x;, as variaveis

ot " 6 g5 g0 limi . g .
de projeto. No problema apresentado, a,”’ e a*" s&o limites laterais que a variavel de projeto

pode assumir.

Como havia sido mencionado no inicio do capitulo, sera utilizado programacéo linear
sequencial para resolucdo das equacfes, como a expressao 4.13 objetivo do projeto. Esse
método consiste em criar uma aproximacao linear para a funcao objetivo e restricdes a partir da
expansdo pro séries de Taylor truncada no primeiro termo, derivada primeira, conforme pode
ser melhor visualizado na figura 4.7.

e o M
fix) T

linf L sup /

-
>

Xo X1 Xi Xi+d x

Figura 4.7: Exemplo de expansao por série de Taylor. Fonte: De Leon (2011).
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Para a utilizacdo dessa técnica de aproximacdo é necessario determinar limites méveis
para as variaveis de projeto durante o processo, como mostrado na equacao abaixo 4.14 e é
necessario que esses limites ndo sejam muito grandes e nem muito pequenos, por questdes de
erro e capacidade de processamento pelo computador para rodar o algoritmo (DE LEON, 2011).

ainf = X;— (1 + 6inf)li—1 sea<0
Asup = % — (1 + 8gyp) iy S >0 (4.14)

onde, x; € o valor a ser testado, § o valor de determina a variacdo os limites moveis, [; 0
comprimento do limite, i 0 nimero de interagdes, a;,s € ag,, 0s resultados dos limites inferior
e superior. Sendo que a depende da interagdo dos limites anteriores conforme equacgdo 4.15
abaixo:

a = (Xi-1 = X;—2)(Xi—2 — X;-3) (4.15)

no qual, x;_; é o valor da iteracdo anterior, da mesma maneira x;_, é 0 valor de suas duas
anteriores e finalmente x;_; o valor de trés anteriores. Baseado em um histérico visto em De
Leon (2011) um limite inferior no valor de 40% e superior no valor de 20% funcionou bem.
Para realizar a sequéncia de programacgédo foram definidos anteriormente alguns conceitos
necessarios para otimizacdo do projeto. Como a funcdo objetivo é o critério de falha,
determinado pela expressao 4.12 e as variaveis de projeto sdo os angulos das laminas se faz
necessario a determinacdo da sensibilidade do critério de falha em relacdo ao angulo 6, porém
para determinar analiticamente os calculos, como a derivada primeira, necessaria para expansao
de Taylor da linearizacdo sera utilizado uma aproximacéo da derivada, um conceito chamado
método das diferengas finitas a frente, no qual se calcula a funcdo partindo de um valor inicial
e se repete o calculo aplicando uma pequena variacdo do valor final para conseguir essa
diferenca finita, conforme demostrado na equacgéo 4.16 abaixo:

[ (O + Az — fi(6r) (4.16)

f (O =

onde, k representa 0 nimero de equacdes conforme o nimero de 6, sendo esse angulo da lamina
e um delta tdo pequeno quanto 0 necessario para aproximar essa funcdo de uma derivada
representada por f“,. Esse valor é fornecido ao cdédigo usando o comando LINPROG do
MatbLab, retornando um novo valor de 6 que ird gerar novamente uma aproximacdo da
derivada, até obter-se convergéncia. A logica do codigo serd apresentada no apéndice do
trabalho e foi retirada e modificada de Thiesen (2018). O problema de otimizagdo pode ser
escrito conforme expresséo 4.17:

ming CH

. oinf oSup —
syja. 0°° <6, <90°% " k=1,..,n,4 (4.17)

onde, CH € o critério de Hoffman, sendo que este deseja-se que seja menor que 1, demostrando
que ndo ira ocorrer falha e 0 8 é o angulo de orientagdo da fibra para a k-ésima camada.
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5 METODOLOGIA

O problema principal a ser resolvido consiste em obter resultados de saida, da fungéo
objetivo de estudo, de maneira que a estrutura resista a determinados esforcos respeitando o
critério de falha escolhido. Para isso desenvolveu-se uma programagdo em software MatLab
capaz de otimizar os resultados no que diz respeito a melhor orientacao das fibras das laminas
que constituem o laminado, obtendo assim o melhor resultado para cada caso, para resolver
esse problema matematico foram usadas ferramentas como programacdo sequencial linear
utilizando a funcdo Linprog do Matlab e outros conceitos matematicos que foram melhor
definidos no capitulo anterior.

5.1 Hipoteses e simplificacdes

Para realizacdo do célculo analitico a teoria classica dos laminados sera utilizada e para
isso devemos considerar algumas hipéteses e simplificacGes, como seré descrito abaixo:
e Cada lamina é considerada homogénea, apresentando a mesma propriedade em toda
sua extenséo;
e Cada lamina tem comportamento ortotropico;
e As laminas sdo consideradas finas, podendo ser aplicado as hipéteses de Kirchoff-
Love, onde yxz e yyz sdo nulas.
e Cada lamina é carregada apenas em seu plano e apresentam deslocamento continuo
entre elas.
Hipdtese dos pequenos deslocamentos;
A matriz é responsavel por transferir os esfor¢os de uma fibra para outra;
As fibras sdo responsaveis por resistir aos esforgos;
Né&o existe delaminacdo ou espagamento entre as laminas;

5.2 Propriedades do material escolhido

A anélise sera feita somente de forma numérica, utilizando uma adaptacdo do cddigo
proposto por Thiesen (2018). E importante verificar que uma vez que a lamina n foi gerada a
lamina n+1 sera disposta com a mesma angulacdo, porém com o sinal inverso, esta escolha
pode ndo ser tdo usual, porém é proposta por uma simplicidade matematica. Além disso as
orientacdes das laminas podem variar de 0° até 90°. O material utilizado para a simulacdo sera
um composto de fibra de carbono (Toray T700-12K-50C) impregnados em resina Epoxi
(UF396) que é o material testado e usado para fabricacdo de alguns elementos para o
Aerodesign da UFRGS, suas propriedades serdo mostradas na tabela 5.1:

Tabela 5.1: Propriedades de ensaio do material escolhido para simulacédo

Propriedades E1 (GPa) E?2 (GPa) G12 (GPa) 912 921
129,79 9,11 3,16 0,31 0,021

Propriedades | oy, (MPa) 05 (MPa) 01 (MPa) 0, (MPa) 71, (MPa)
1409,9 42,5 520 103,3 74,6

6 RESULTADOS
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Para o presente trabalho, foi proposto uma andlise qualitativa sobre a formatagdo do
laminado capaz de resistir aos esforcos nele aplicados com o objetivo de obter-se a melhor
configuracdo no sentido das fibras que respeitasse o critério de falha escolhido com a menor
massa possivel mensurado pela quantidade de laminas exigidas para resistir aos esfor¢os.

Partindo de um laminado com formato de viga, como sera mostrado de forma esquematica
na figura 6.1, a seguir, serd calculado analiticamente os esfor¢os resultantes para um
carregamento distribuido de 10[N/m], sendo que as analises das reacfes foram observadas no
ponto critico, na raiz do problema, o qual se configura como o ponto engastado, sendo assim
obtidas a flexdo e tensdes no ponto mais solicitado para assim analisar a falha. Utilizando
valores arbitrarios para as dimensbes de comprimento e largura, 5[m] e 0,05[m]
respectivamente como forma de simplificar a analise, obteve-se resultados para as forcas
normais, cisalhantes e os momentos atuantes no projeto naquele ponto. Partindo desses
resultados escolhendo um chute inicial para configuracdo da angulagéo das fibras, pode-se rodar
0 codigo no MatLab e obter as respostas de saida para configuracGes diferentes de laminados,
visando respeitar o critério de falha com o menor nimero de laminas possiveis.

Carregamento 10 N/m

Engaste ¥ F F F FF F FY FATF Fue % % %% W

-~ ¥
¥ Comprimento da placa L

Figura 6.1: Desenho esquematico — Viga com carregamento distribuido. Fonte: Préprio
Autor.

6.1 Resposta do laminado com 4 laminas (n=2)

Considerando os esforcos aplicados na estrutura e partindo de um chute inicial com
angulacdo das fibras a [15°,-15°,45°,-45°], foi possivel obter resultados de saida para a funcéo
objetivo, porém como pode ser visto na figura 6.2 as condicGes de falha ndo foram respeitadas
(fungéo objetivo > 1), para este laminado composto por 4 laminas, as orientagOes das fibras
foram otimizadas de forma que resultaram em valores [13,8°,-13,8°,34,7°,-34,7°] sendo que 0
codigo esta programado para fazer um passe com a angulacao positiva e na sua volta ele inverte
o sinal e mantem a mesma angulacéo e assim sucessivamente de acordo com o nimero de passes
desejado.
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Critério de falha
6.5 T T T T T

Valor Maximo critério de falha

45 b

4 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600

numero iteragoes

Figura 6.2: Laminado com 4 laminas [13,8°, -13,8°,34,7°, -34,7°]. Fonte: Autor.
6.2 Resposta do laminado com 6 laminas (n=3)

Da mesma forma que foi testado anteriormente, deseja-se aumentar o nimero de Iaminas
para testar a resisténcia deste laminado, para uma configuracdo com 6 laminas, partindo de um
chute inicial com duas laminas a mais com angulacdes de [15°,-15°45°,-45°60°,-60°], é
possivel ver uma melhora significativa, chegando em uma configuracdo que respeita as
condigdes para ndo falhar (funcéo objetivo < 1), conforme pode ser visto na figura 6.3:

Criterio de falha
6 . . r . .

Valor Maximo critério de falha
{5 ]

0 . . . . .
0 100 200 300 400 500 600

nuimero iteragoes

Figura 6.3: Laminado com 6 laminas [6,1°, -6,1°, 30,4°, -30,4°, 42,5°, -42,5°]. Fonte: Autor.
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6.3 Resposta do laminado com incremento no carregamento distribuido sobre a viga

Desejando-se avaliar o comportamento do laminado com um carregamento distribuido
maior, de 25[N/m], com o intuito de se obter diferentes carregamentos para a andlise, e todas
as outras condigdes mantidas iguais, foi proposto um novo teste para a configuracdo do
laminado com 6 laminas (n=3), com a intencao de observar se 0 mesmo seria capaz de resistir
a mais esfor¢os com a mesma quantidade de laminas. Na figura 6.4 é possivel identificar que a

funcdo objetivo ndo foi respeitada, indicando falha para o laminado com 6 laminas.

Critério de falha

25

20

Valor Maximo critério de falha

0

0 1IZ;0 ZI;.'?I .‘Ililv.'] il;vEI 5{}' 600

Mamero iteragbes
Figura 6.4: Resposta do laminado com 6 laminas para 0 novo carregamento,
apresentando falha. Fonte: Autor.

Partindo da mesma configuracao de esforcos, restricdes e condic@es iniciais, foi proposto
um incremento de duas laminas, resultando em um laminado com 8 laminas (n=4). Este
laminado foi otimizado e a orientacdo das fibras das laminas resultou em angulacées de [4,1°,-
4,1°,48,5°,-48,5°,46,5°,-46,5°,16,3°,-16,3°] que foram responsaveis por respeitar a funcdo
objetivo do projeto, conforme figura 6.5, ndo apresentando falha.

Criterio de falha

3.5

= M
o P o

Valor Maximo critério de falha

0

0 100 200 300 400 500 600
numero iteragtes

Figura 6.5: Resposta do laminado com 8 laminas [4,1°,-4,1°,48,5°,-48,5°,46,5°,-
46,5°,16,3°,-16,3°]. Fonte: Autor.
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7 CONCLUSAO

A avaliagdo de estruturas fabricadas por materiais compdsitos é de suma importancia,
principalmente no momento atual onde deseja-se obter uma relacdo 6tima de custo/beneficio.
O presente trabalho prop6s a avaliacdo de forma numérica de uma viga fabricada de material
composito a qual espera-se que resista aos esforcos nela aplicados de forma que sua massa final,
ou seja, numero de ldminas seja a menor possivel. Partindo de uma fundamentacdo tedrica
priorizando a otimizacdo dessa avaliacdo, pode-se através de ferramentas matematicas
implementar um cédigo em software MatLab que apresentasse um resultado 6timo no que diz
respeito a capacidade da placa resistir aos esforcos. As rotinas e adaptacdes do cddigo foram
cruciais para uma analise coerente com o0 que se espera, sendo possivel analisar eventuais
distorcdes e corrigi-las.

A proposta inicial foi testar, para os mesmos esforcos, um laminado com (n=2), ou seja,
quatro camadas de laminas com orientagdes do angulo das fibras de forma otimizada para
respeitar o critério de falha de Hoffman adotado, porém para este carregamento determinado a
placa ndo resistiu aos esforcos e ndo cumpriu com 0s requisitos minimos de falha. Desejando-
se obter um resultado positivo para o projeto, foi incrementando mais duas laminas, agora com
um (n=3), resultando em uma placa de material compdsito com seis laminas e novamente o
cadigo foi executado e por fim respeitou o critério de falha escolhido, no qual a fungéo objetivo
do projeto foi menor que um. Com o intuito de trazer mais conteudo para o projeto, foi testado
mais uma vez este laminado com 6 ldminas, porém com um incremento no carregamento em
cima da placa plana, mostrando a incapacidade de o mesmo resistir a falha, sendo assim foi
necessario a avaliacdo de um laminado com (n=4), resultando em um laminado com oito
laminas, o qual foi capaz de resistir aos esforcos e ndo falhar, respeitando a funcdo objetivo <
1. Como o intuito deste trabalho era avaliar um método para otimizacdo de um laminado que
respeitasse um critério de falha escolhido com a menor massa possivel, obteve-se um resultado
de 6 ldminas para o caso com o carregamento de 10[N/m] e um laminado com 8 laminas para
um carregamento de 25[N/m], como as espessuras das laminas foram mantidas iguais para todos
0s casos a sua massa foi representada qualitativamente pela quantidade de laminas presentes
em cada laminado.

O estudo sobre esse tipo de materiais e principalmente sobre otimizagdo, que se mostrou
uma ferramenta muito importante neste projeto, a qual busca o 6timo, foram capazes de
demonstrar ganhos relevantes na reducdo de massa final, testes com diferentes tipos de
angulac@es iniciais foram testados e também demonstraram relevancia no processo de
otimizacdo, demostrando resultados coerentes para as diferentes analises.
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APENCICE

t1=5*10"-4; %Espessura metros

b1=0.05; % base da secdo transversal da placa chute inicial metros
El= 129.79*%10"9; $Médulo de Young [GPalX
E2=9.11*1079; %Médulo de Young[GPa] Y

Gl2= 3.16*1079; %$Médulo de Young [GPa] XY

vl2= 0.31; SPoisson 1-2

v21l= 0.021; SPoison 2-1

Xt= 1409.9*%10"6; S%$Tensdo de tracdo [MPa] X

Xc= -520.0*1076; %Tensdo de Compressdo [MPa] X
Yt= 42.5*%107%6; %Tensdo de tracdo [MPa] Y

Yc= -103.3*10"%6; %Tensdo de Compressédo [MPa] Y
Talxy= 74.6*10"6; %Tensdo de Cisalhante [MPa] Y

n = 3; %$numero de passes da maguina (minimo necessidrio para as condicgdes)

Nx=0; %normais X

Ny=50; %normais Y

T=0; %Cisalhante XY

Nxy=0; scortante

Mx=-125; %Fletor X

My=0; S%Fletor Y

Mxy=0; %Torcao XY

N=[Nx ; Ny ; Nxy]; % por unidade de largura [m]
N2=N/ (bl) ;

N1=-2* (N2+[0;0;T]) ;

M=[Mx ; My ; Mxyl; % por unidade de largura [m]
Ml=-2*(M/ (bl)) ;

011=(E1/ (1-v12*v21));

022=(E2/ (1-v12*v21));
021=((V12*E2) / (1-v12*v21));
012=021;

066=G12;

0=[011 Q12 0;Q021 Q22 0;0 0 Q66];

z0=tl*n % z sdo medidos a partir do centro do laminado

delta = 0.0001; %diferencas finitas
dHofdtheta = zeros(n,1);

notm = 0; %contador da otimizacdao

LGt 0*pi/180; %restricoes laterais (0° - 90°)
UGt = 90*pi/180;

tetatl(n,1)=0;
tetat2(n,1)=0;
limitet(n,1)=0;

tetat=[15;45;60;30;30;30]*p1/180; %chute inicial
erro = 1;
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while notm <=500 %erro > 0.01 &&
notm = notm + 1; %contador

%calcula deformacoes, tensoes e criterio de falha
[CHITI,CHSS,sigmas,sigmai] = hofman(tl, n, N1, M1, Q, tetat, Q1l1, 012,
Q66, Q22,...
z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy);

[CHSSmax,b] = max(abs(CHSS(:))); %aqui, busca o maior valor (pior ponto)
[row,col] = ind2sub(size (CHSS),b); %mapeia a posicao do pior ponto na
matriz

for m=1:n %$loop para calcular derivadas por dif. finitas
tetat (m) = tetat(m) + delta;

[dCHII,dCHSS, sigmas,sigmai] = hofman(tl, n, N1, M1, Q, tetat, Q11,
Ql2, Q66, Q22,...

z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy);

dHofdtheta (m) = (CHSSmax - dCHSS (row,col))/delta;

tetat (m) = tetat(m) - delta;

o

end % fim do loop dif. finitas

$rotina de otimizacao por prog. linear sequencial
[x] = otim orienta(notm, n, tetat, tetatl, tetat2, LGt, UGE,
dHofdtheta, limitet);

tetat2 = tetatl; %organiza o historico de resultados

tetatl = tetat;

tetat = x;

resp (notm) = CHSSmax; %guarda o valor da otimizacao (vetor dinamico)

%calcula criterio de parada
if notm > 1;
erro = abs(resp(notm)-resp(notm-1)) /abs (resp (notm)) ;
end
sprintf ('\n\n ITERACAO %d \n\n',notm)
end %$fim do loop de otimizacao

sprintf ('"\n\n CONVERGENCIA NA ITERACAO: %d \n\n',notm)

sigmas
resp (notm)
tetat*180/pi

p = plot(resp):

set (p, 'LinewWidth', 2)

title('Critério de falha')

xlabel ('ntmero iteracdes')

ylabel ('Valor Maximo critério de falha')
grid on

function [tetat] = otim orienta(notm, n, vtheta, vthetal, vtheta2, LGt,
uGt, ...



dHofdtheta,

fatorl = 0.01;
limt = pi/50;

LB = zeros(n,1)
UB = zeros(n,1)

f = dHofdtheta;

for 1 = 1:n
if notm>2,
difl =
dif2 =
testel

limitet)

’

’

%essa parte depende que notm seja maior que 2.
vtheta (i, 1) -vthetal (i,1);
vthetal (i, 1) -vtheta2 (i, 1);

= difl1*dif2;

if testel > 0,

limitet (i)

limitethetas
end

if testel <=
limitet (1

end

0,
)

if limitet (i) < fatorl*limt,
limitet (i) = fatorl*limt;

end

if limitet (i) > 2*1limt,
limitet (i) = 2*1limt;

end

else

limitet (i) = O0.l*vtheta(i);

end

if limitet (i) < fatorl*limt;
limitet (i) = fatorl*limt;

end

if limitet(i) > 2*limt,

limitet (i) = 2*1limt;
end
ILB(i) = vtheta(i)-limitet(i); % Define o limite inferior
UB (i) = vtheta(i)+limitet(i); % Define o limite superior

IB(i) = UB(i)-2*limitet (i) ;
end
if UB(i) <= LB(i),

UB(1i) = LB(i)+2*1limitet (i) ;

end
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1.2*1limitet (i) ;%se nao inverteu, pode aumentar os

0.6*limitet (i); %se inverteu, aperta limitethetas

= UB(1),%confere se o limite inferior ndo passou O superior



[x] = linprog (-

$restricdes laterais - faz a checagem
for i=1:n,
if x(i) < LGt

x (1) = LGt;
end
if x (i) > UGt
x (i) = UGt;
end
end
tetat = x;

end %end function otimiza

$define funcdo objetivo - critério de
function [CHII, CHSS, sigmas, sigmai]
Q11, 012, Q66, Q22,

z0, Xt, Xc, Yt, Yc, Talxy)

Qtot=zeros (3, 3);
T=zeros (3,3);
zks—zeros( 2);
zki=zeros(n,2);
Atot=zeros (3,3);
Dtot= zeros( ,3) 7
CHSS=zeros (n, 2);
CHII=zeros (n,?2);
CHS1=-1000;
CHS2=-1000;
DCHS=zeros (n,1);
tetaaux=0;

g =20;
for k=1l:n
for §=1:2
if J==
teta=tetat(k,1);
else
teta=-tetat (k,1);
end

n
tetai (k,j)=teta;
c:cos(tetal(k,j))
s=sin (tetai(k,3j));
QT11=(Q1l1l* (c

QT12=(Q11+Q22-4*Q66) * (s"2) * (c
QT21=QT12;

QT16=(Q11-Q012-2*Q66) *s* (c"3)+(Ql2-

QT61=QT16;

QT26=(Q11-012-2*Q66) * (s"3) *c+ (Q1l2-

QT62=QT26;
QT66=(Q11+022-2*Q12-2*Q66) * (s"2) *

QT=[QT11 QT12 QT16;QT21 QT22 QT26;

T=[c"2 s"2 =-2*s*c; s™2 c™2 2*s*c;

4))+2* (Q1l242*Q66) * (s"2) * (c
QT22=(QLl1* (s™4))+2* (Q12+2*Q66) * (s"2) * (Cc
2)+Q12* (s™4+c™4) ;

£ 0,0, 01, 01,LB,UB, [1);

falha de hoffman

= hofman(tl, n, N1, M1,

2)+Q22*s
2)+Q22*c™4;

Q22-2*Q66) * (s"3) *c;

Q22-2*Q66) *s* (c*3) ;

(c”2)+Q66* ((s"4)+(c"4));

QT61 QT62 QT66];
s*c -s*c c"2-s"2];

20
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zks (k,3)=(z0+ (g) *tl);
zki(k,3)=(z0+(g-1)*tl);
AT=2*QT* (zks (k, ) -zki(k,3))
=(2/3)*QT* (zks (k,J) *3-zki(k,])"3);
Atot=Atot+AT;
Dtot=Dtot+DT;
g=g+1;
end
end

eo=linsolve (Atot,N1);
kapa=linsolve (Dtot,M1);

for k=1:n
for j=1:2
exs=eo+zks (k, j) *kapa;
exi=eo+zki (k,j) *kapa;
c=cos (tetai (k,3));
s=sin (tetai(k,j));
T=[c"2 8”2 =-2*s*c; s™2 c"2 2*s*c; s*c -s*c c"2-s"2];

es=linsolve (T, exs);
ei=linsolve (T, exi);
sigmas=Q*es;
sigmai=Q*ei;
CHS= (-
(sigmas(l,l)A2)/(Xt*Xc))+(((sigmas(l,l)*sigmas(2,l)))/(Xt*Xc)
((—(sigmas(2,1)A2)/(Yt*Yc)))+((Xt+Xc)*sigmas( 1)
(((Yt+Yc) *sigmas(2,1))/(Yt*Yc))+ ((sigmas(3,1)"2)/
CHI= (-
(sigmai (1,1)72)/ (Xt*Xc))+(((sigmai(l,1)*sigmai(2,1)))/ (X t*Xc
(
(

) +.
/(Xt*XC))+...
(Talxy™2))

’

((=(sigmai (2,1)"2)/(Yt*Yc)))+ ((Xt+Xc) *sigmai (

) +.
/(Xt*XC))+...
( (T )

)
1)
(Yt+Yc) *sigmai (2,1))/(Yt*Yc))+ ((sigmai (3, l) )/ alxy”2)

’

CHSS (k, j)=CHS;
CHITI (k,j)=CHI;

end
end

end



