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Sem sonhos, a vida ndo tem brilho.

Sem metas, os sonhos nao tém alicerces.

Sem prioridades, os sonhos nao se tornam reais.
Sonhe, trace metas, estabelega prioridades

e corra riscos para executar seus sonhos.

Melhor é errar por tentar do que errar por se omitir.

Augusto Cury
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RESUMO

Neste trabalho, realizou-se a modelagem matematica e simulagao numérica do fluxo do ar em
um modelo simplificado de respirador mecanico. O fluido foi considerado ser incompressivel nas
condicoes de operacao, newtoniano com viscosidade, e as paredes dos dutos foram consideradas
rigidas. As equagbes governantes para a velocidade foram as equagoes de Navier-Stokes nas
diregoes x e y, juntamente com uma equacao para a pressao, que contém implicitamente a
equacao da continuidade. As condicoes iniciais e de contorno que foram utilizadas sao de fluxo
nulo nas paredes, de entrada na saida do equipamento e de saida na entrada do pulmao. Para
resolver numericamente o problema, o conjunto de equagoes foi aproximado via diferencas finitas
centradas. Uma vez aplicadas as condigoes iniciais e de contorno, obteve-se a solucao do sistema
de equacoes diferenciais aproximadas. As equacoes de Navier-Stokes foram integradas no tempo
através do processo Runge-Kutta simplificado de trés estagios, e para a pressao utilizou-se
o método iterativo de Gauss-Seidel com relaxagoes sucessivas. Os resultados numéricos sao
apresentados analisando os parametros de perfil de velocidade, diferenca de pressao, e variacoes
no tempo destas varidveis que controlam a vazao, pressao e a concentragdo dos gases entregues
ao paciente e a expiracao dos mesmos. A validagao de tais resultados foi de acordo com dados
analiticos, experimentais e/ou numéricos encontrados na literatura. Os resultados obtidos
concordam com dados da literatura e contribuem para o entendimento de um equipamento de
grande importancia para o tratamento de pacientes em estado critico em unidades de terapia

intensiva.
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ABSTRACT

In this work, mathematical modeling and numerical simulation of the air flow were per-
formed in a simplified model of a mechanical respirator. The fluid was considered to be in-
compressible under operating conditions, Newtonian with viscosity, and the duct walls were
considered rigid. The governing equations for velocity were the Navier-Stokes equations in
the z and y directions, together with an equation for pressure, which implicitly contains the
continuity equation. The initial and boundary conditions that were used are zero flow in the
walls, inlet at the equipment outlet and outlet at the inlet of the lung. To numerically solve the
problem, the set of equations was approximated via centered finite differences. Once the initial
and boundary conditions were applied, the solution of the system of approximate differential
equations was obtained. The Navier-Stokes equations were integrated in time using the simpli-
fied three-stage Runge-Kutta process, and for pressure the iterative Gauss-Seidel method with
successive relaxations was used. Numerical results are presented by analyzing velocity profile
parameters, pressure difference, and time variations of these variables that control the flow,
pressure and concentration of gases delivered to the patient and their expiration. The valida-
tion of such results was according to analytical, experimental and/or numerical data found in
the literature. The results obtained agree with literature data and contribute to the unders-
tanding of a device of great importance for the treatment of critically ill patients in intensive

care units.
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1 INTRODUCAO

A ventilacao mecanica pulmonar é o processo controlado de assisténcia ou substituicao da
respiracao espontanea do paciente. Este processo ¢ executado por um respirador mecanico que
controla a vazao, pressdao e a concentragdo dos gases entregues ao paciente e a expiracao dos
mesmos. Esta ventilacao é de extrema importancia para o tratamento de pacientes em estado
critico em unidades de terapia intensiva e para a manutencao da oxigenagao sanguinea durante

cirurgias.

1.1 Motivacao

O que motivou a escolha desse tema para este trabalho foi o surgimento de uma nova
infeccdo por coronavirus em dezembro de 2019 na cidade de Wuhan, China. Pelo fato, da
transmissao do virus ser feita por inalagdo ou contato direto com goticulas infectadas, isso fez
com que a sua disseminacao fosse muito rapida em todo o mundo. Isto levou a Organizacao
Mundial da Saide (OMS) a declarar, em 11 de margo de 2020, a infecgao por COVID-19, uma
pandemia mundial.

No inicio da pandemia, segundo dados da OMS [50], aproximadamente uma em cada cinco
pessoas infectadas ficavam gravemente doentes e desenvolvendo dificuldades para respirar. As
pessoas idosas e as que tinham outras condi¢oes de satide como pressao alta, problemas cardiacos
e do pulmao, diabetes ou cancer, tinham maior risco de ficarem gravemente doentes; no entanto,
qualquer pessoa podia pegar o virus e ficar gravemente doente.

Desde entao, a demanda por respiradores disparou mundo afora, tornando a ventilacao
mecanica fundamental no tratamento dos casos mais graves de infec¢ao pelo novo coronavirus,
ja que um dos sintomas mais graves é o desenvolvimento e agravamento da dificuldade de
respirar. Portanto, diante de todo o contexto e da relevancia do respirador mecanico, o estudo
desenvolvido nesse trabalho visou compreender e contribuir para o entendimento de como ocorre

0 escoamento em um respirador mecanico, do ponto de vista matematico.

1.2 Histéria da Ventilacao Mecanica

Para a humanidade adquirir conhecimento sobre ventilagao mecanica e construir um equi-

pamento eficiente, foi necessaria uma longa caminhada. Vejamos a seguir os principais marcos



histéricos sobre a ventilagdo mecanica.

Em 1530 Paracelsus usou um fole conectado a um tubo inserido na boca de um paciente
para assistir a ventilacdo. Foi-lhe creditada a primeira forma de ventilacao artificial. Vesalius,
Hook e Hunter haviam demonstrado claramente que animais com térax aberto e que inevita-
velmente morrem, poderiam ser mantidos vivos pelo uso de pressao positiva nas vias aéreas.

Em 1774, com o desenvolvimento da anestesiologia moderna, pela descoberta do oxigée-
nio, comecgou-se a utilizar na rotina a anestesia geral por inalacao de éter e posteriormente
cloroférmio. Com isso chegou-se as técnicas de intubacao orotraqueal, as quais expandiram os
horizontes da ventilacao mecénica pulmonar [21].

O primeiro ventilador mecéanico utilizado com sucesso foi o pulmao de aco, criado pelo
professor Philip Drinker em 1928. O paciente ficava com o corpo todo dentro da maquina com
a cabeca do lado de fora. A imobilidade trazia diversas complicac¢oes; também néao era possivel
controlar o fluxo ventilatério.

Em 1934, Frenker orientado pelos trabalhos de Giertz, inventou o Spiropulsator, reali-
zando automaticamente a insuflacdo intermitente dos pulmdes. A ele é atribuida a criagao da
ventilagdo mecanica controlada.

No inicio de 1950 uma epidemia assolou a Dinamarca, e milhares de pessoas morreram
com a forma paralitica respiratoria da doenca, ja que nao havia mecanismos que substituissem
a ventilacdo pulmonar. Entao, o pulmao de acgo foi usado no tratamento dos pacientes, mas, a
quantidade de maquinas disponiveis era limitada nos hospitais. Deste modo, com o insuficiente
numero de pulmoes de ago para o grande contingente de pacientes internados, iniciaram-se a
utilizagao e desenvolvimento de outros recursos técnicos e mecanicos para a ventilagao pulmo-
nar, como os insufladores manuais e geradores de pressao positiva [3].

Dessa maneira, esse aparelho comegou a ser substituido por ventiladores com pressao
positiva mais compactos, e que possibilitavam o prolongamento do periodo em que era necessaria
a ventilagao artificial [3]. Assim, a epidemia de Poliomielite contribuiu para a histéria da
ventilagao mecanica, ja que a produgao comercial dos ventiladores mecanicos expandiu-se devido
a necessidade de suporte respiratorio para os portadores desta doenca [20].

J& na década de 80, teve inicio a modernizacdo da ventilacio mecénica com o surgi-
mento dos respiradores microprocessados, que permitem a monitorizagao da ventilagao meca-

nica, dando mais conforto e seguranca aos pacientes. A evolucao desses modelos resultou nos
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respiradores existentes nos tempos atuais.

1.3 Fundamentos de Ventilagao Mecanica

O respirador mecanico é um equipamento utilizado para fornecer ventilagdo pulmonar
artificial. O seu objetivo é prover suporte respiratério, seja temporario, completo ou parcial,
a pacientes com insuficiéncia respiratéria devido a fatores como doencas, anestesia, defeitos

congénitos etc.

O campo de aplicagoes é bastante amplo, devido as diversas modalidades de ventilagao
disponiveis e assim, pode ser usado em todos os tipos de pacientes, desde pacientes que nasceram

prematuramente até pacientes adultos.

Atualmente, a ventilagdo mecéanica pode ser classificada em dois grupos:
- ventilagdo mecénica invasiva (VMI) e

- nao invasiva (VMNI).

Nas duas situagoes, a ventilagao artificial é realizada através da aplicagao de pressao
positiva nas vias aéreas. A diferenca entre elas esta na forma de liberagao de pressao. Enquanto
na ventilacao invasiva se utiliza uma prétese introduzida na via aérea, isto é, um tubo oro ou
naso-traqueal, ou ainda uma canula de traqueostomia, na ventilagao nao invasiva utiliza-se uma

mascara como interface entre o paciente e o ventilador artificial [10].

Para compreender o processo da ventilagdo mecanica, é necessario familiaridade com

alguns termos e conceitos. Vejamos a seguir.

e Ciclo Respiratério

O ciclo respiratorio fisiolégico é composto por duas fases: inspiracao e expiragdo. Na
ventilagao mecanica, o fenomeno é semelhante, porém com algumas particularidades decorrentes

do modo de funcionamento dos respiradores.

Para descrever com mais detalhe os acontecimentos que ocorrem durante um ciclo respi-

ratério pode-se dividi-lo em quatro fases [L1], conforme mostra a figura 1.1:
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Figura 1.1: Fases do ciclo respiratoério.

(1) Fase Inspiratéria
Corresponde a fase do ciclo em que o ventilador realiza a insuflacao pulmonar, conforme
as propriedades elasticas e resistivas do sistema respiratério. Ocorre a abertura da valvula

inspiratéria e entrada do fluxo de gas.

(2) Mudanga de Fase (ciclagem)
Nesse periodo, héd a transicdo da inspiragao para a expiragao. A valvula inspiratoria se

fecha.

(3) Fase Expiratéria
O momento seguinte ao fechamento da valvula inspiratoria e abertura da valvula expira-

téria. Isto permite que a pressao do sistema respiratério se equilibre com a pressao expiratoéria

final.

(4) Mudanga da Fase Expiratdria para a Fase Inspiratéria

Fase em que termina a expiragao e ocorre o disparo (abertura da valvula inspiratéria) do

respirador, iniciando nova fase inspiratoria.

e  Mistura Ar-Oxigénio

Na ventilacao mecanica, a concentragao ou teor de oxigénio ofertada ao paciente é deno-
minada fracao inspirada de oxigénio ou FiO;y. O ar presente na atmosfera possui porcentagem
de 21%, portanto tem uma fracdo de Oxigénio (FiO,) de 0,21 [9]. E possivel entregar qualquer
faixa de Fi0Oy comegando em 0.21 e indo até 1.0, dependendo da mistura de ar e oxigénio usada

e as caracteristicas dos dispositivos que estd entregando esta mistura e a interface [34].
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e Pressao de pico (PPI)

E a tensdo que as moléculas de gds exercem dentro dos pulmées. A unidade de medida
¢ cmH20. Pressao de pico é a pressao maxima atingida durante a fase inspiratéria. Em con-
di¢des normais de mecanica respiratoria, a PPI nao ultrapassa 15 ou 20 cmH20. Os limites
normalmente tolerados situam-se na faixa de 30 a 35 cmH20 [47]. Em pulmoées doentes, com

lesoes pulmonares graves, na busca de otimizar a troca gasosa, a PPI pode alcancar valores

entre 45 — 50 cmH20 [19].

A elevacao da pressao de insuflagao pode causar complicagoes potencialmente graves con-
seqilentes ao barotrauma, tais como pneumotorax, enfisema de mediastino e subcutaneo, entre
outras. Por este motivo, a maioria dos respiradores inclui dispositivos de seguranga, que inter-
rompem a inspiragao ao detectar niveis criticos de pressao (limite da pressdo maxima na via

aérea ou da pressao de pico inspiratéria).

e PEEP

E a pressdo positiva que o respirador mecénico exerce ao fim da expiracgao [33].

e Relagao Inspiragao/Expiragao

A respiracao do dia a dia é composta de duas fases, uma inspiratéria e outra expiratoéria,
sendo a primeira habitualmente mais curta e a segunda mais longa [37]. Durante a venti-
lacdo observamos o mesmo fenémeno, que na ventilagdo mecanica é denominado de relacao

inspiracao/expiracao ou relacao L:E [34].

No respirador, a fase inspiratéria também deve ser mais curta, para permitir a completa

exalacao do ar. Assim, deve-se manter a relacao 1:2, ou, 1:3.

e Frequéncia Respiratoria

Consiste na quantidade de ciclos ventilatorios que acontecem num intervalo de tempo de
um minuto [A1]. A frequéncia respiratoria deve ser determinada de acordo com a demanda
real do paciente, a necessidade esperada de oxigenacao e ventilacao e o impacto resultante na

relacao L:E.



1.4 Objetivos do presente trabalho

O objetivo geral deste trabalho é o desenvolvimento de um cédigo computacional em
linguagem FORTRAN 90, capaz de solucionar as equagoes de Navier-Stokes por meio de um
método numérico, permitindo a obtencdo dos campos de velocidade e perfil de velocidade
caracteristicos de tal escoamento abordado.

Pretende-se apresentar resultados do problema em questao através de graficos e imagens
ilustrativas geradas por softwares de pds processamento, como Gnuplot e Scilab.

Ja a verificacdo do cdédigo numérico, tem como objetivo a comparacao dos resultados

obtidos no algoritmo desenvolvido com simulagoes e testes semelhantes existentes na literatura.

1.5 Delineamento da Dissertacao

O trabalho esta estruturado em cinco capitulos.

Neste primeiro capitulo ¢ apresentada uma breve histéria sobre o surgimento da ventilacao
mecanica, alguns termos e conceitos sobre ventilacdo mecéanica, motivagao do tema e objetivos
pretendidos com este trabalho.

No capitulo dois sao apresentadas as equagoes governantes do escoamento: Navier- Stokes,
continuidade, pressao. Também sao apresentadas estas equagodes na sua forma adimensional.

No capitulo trés é apresentada a metodologia numérica empregada. Para isto, sao descritos
qual o tipo de malha e coordenadas do dominio que sao utilizadas, qual o método escolhido
para discretizacao das equagoes, quais as condi¢oes de contorno e iniciais consideradas, quais os
métodos escolhidos para resolver as equagoes governantes na forma adimensonal discretizadas
e, por fim, é apresentado o fluxograma que descreve todas as etapas envolvidas até a obtencao
dos resultados.

No capitulo quatro sao apresentados os resultados numéricos para o problema tratado
neste trabalho.

No capitulo cinco sao feitas as consideracoes finais sobre os resultados obtidos, e sobre o

trabalho de um modo geral.



2 EQUACOES GOVERNANTES

A obtencao da solucao de qualquer problema fisico requer a capacidade de elaboracao do
modelo matemaético correspondente, na qual os resultados representem adequadamente o feno-
meno fisico em questao [35]. Para tratar o modelo computacionalmente, é necessario expressar

de forma adequada as equagoes e a regiao (dominio) em que elas sao validas [23].

O conjunto de equagdes que descreve o escoamento é fundamental para a andlise do
fendbmeno em questao. As equagdes governantes do escoamento analisado neste trabalho sao
as de Navier-Stokes juntamente com uma equacao para a pressao do tipo Poisson, que contém

implicitamente a equacao da continuidade [17].

Neste capitulo, apresentam-se as equagoes utilizadas para simular o escoamento: equa-
¢ao da continuidade, equagoes para as velocidades e para a pressao no sistema cartesiano de

coordenadas e na sua forma adimensional.

2.1 Equacao da Continuidade

Num fluido considera-se frequentemente o continuo, onde se admite que a distancia entre
as particulas fluidas (ou moléculas) é muito pequena. Desta forma, admite-se que qualquer
volume de fluido possa ser continuamente subdividido em volumes cada vez menores, mantendo

a caracteristica continua do mesmo [27].

O principio da conservagao de massa para um volume de controle (VC) pode ser expresso
como: a massa total entrando no VC durante t, menos a massa total saindo no VC durante t,

¢ igual a variagao total da massa dentro do VC durante t [6].

Assim, podemos escrever a equacao da continuidade em coordenadas cartesianas como:

@—l— dpu n dpv n Opw

ot T or Tay Tar 0

onde u, v e w sao as componentes da velocidade nas respectivas direcoes x, y e z, e p é a massa
especifica.
Considerando um escoamento incompressivel, ou seja, quando a massa especifica do fluido

¢ independente tanto do espago como do tempo, podemos expressar a equacao da continuidade
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da seguinte forma em coordenadas cartesianas:

ou Ov Ow B

B T E 2.1
8x+8y+8z (21)

0
Se o escoamento é compressivel mas em regime permanente, T de qualquer variavel é

igual a zero. Desta forma, a equacao da continuidade em coordenadas cartesianas é dada por:

dpu . dpv 4 dpw

Ox oy 0z 0

2.2 Equacgoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes sdo equacgoes diferenciais parciais, nao lineares, de segunda
ordem, que modelam o escoamento de fluidos compressiveis e incompressiveis, turbulentos e
laminares. Estas sao derivadas da segunda Lei de Newton, a qual estabelece que o produto de

massa e aceleracao é igual a soma das forgas externas atuando no corpo.

As equacoes de Navier-Stokes expressam a condicao de equilibrio, ou seja, para cada
particula ha equilibrio entre as forgas de campo e as de superficie. As forcas de campo (ou
corpo) agem sobre a massa de fluido como um todo, isto é, sobre cada ponto de um elemento
de fluido (como exemplo tem-se a forca gravitacional). Essas forgas nem sempre possuem
magnitude suficiente para influenciar o escoamento. As expressoes matematicas dessas sdao, em
geral, adicionadas como termos auxiliares (fontes) nas equagoes do movimento. As forcas de
superficie agem apenas sobre a superficie do elemento de fluido. Decorrem da pressao exercida
sobre este por um elemento exterior e das tensoes viscosas normais e de cisalhamento devido
ao atrito com os elementos de fluido adjacentes em movimento. Uma vez que essas forcas sao

intrinsecas ao fluido, elas aparecem como termos constitutivos das equagoes do movimento [23].

As equacoes de Navier-Stokes para o escoamento de um fluido viscoso, newtoniano, in-
compressivel (massa especifica constante), bidimensional nas diregoes x e y, sem forcas de corpo

devido a aceleracao gravitacional, e escritas no sistema de coordenadas cartesianas sao dadas,
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respectivamente, por [[12]:

ou  Ou Ou_ 10p  (0u O (2.2)
at " ox U@y - pox ox2  oy?)’ '
ov ov ov 19p v v

G g = o (5 o) 29

onde p é a massa especifica, u e v sao as componentes do vetor velocidade em cada direcao, p

¢ a pressao, e v = £ é a viscosidade cinematica.

hs)

Para que o movimento do fluido possa ser descrito completamente as incégnitas a serem
calculadas em cada ponto da malha sao a pressao e as duas componentes do vetor de velocidade.
Entretanto, a pressao nao aparece na equacao da continuidade e deve-se obter uma equagao

para a avalid-la [25],[26].

2.3 Equacao para Pressao

A natureza segregada do processo de solugao, onde as equacoes sao resolvidas uma a
uma, requer que cada varidvel tenha uma equacgao evolutiva para ser avancada. Se a massa
especifica nao varia significativamente com a pressao, como ¢é o caso de fluidos incompressiveis,
é importante obter um campo de pressao que seja consistente com as velocidades. Desta forma,

é necessario obter uma equacao para a pressao.

Para obter esta equagao para a pressao nao basta isolar p, de uma ou de outra equacao
do movimento; deve-se combinar os gradientes nas trés dire¢oes. Portanto, precisa-se extrair
p das equagoes do movimento de forma que as velocidades obtidas satisfacam a continuidade;
esta passa a ser uma restricdo a ser obedecida pelo campo de velocidades. Assim, o acopla-
mento pressao-velocidade é importante, ainda que as variagoes da pressao sejam relativamente

pequenas se comparadas com as da velocidade [1].

A equagao para a pressao é obtida através do Método da Pressao na formulacao in-

compressivel [25]. Este método consiste na aplicagdo das seguintes operagoes as equagoes de
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movimento:

et (e (10)y = =25 Ul + ), (2.4)
v+ (wv), + (vv), = —% + (Vg + Vyy)- (2.5)

Derivando a equagdo (2.4) em relacdo a x, e a equagao (2.5) em relac¢ao a y, obtém-se:

Uzt + (W) gy + (WD) 4y = —Z% + V(Ugy + Uyy) s, (2.6)
_ Py
Uyt + (UV) 2y + (V) yy = + V(Vgz + Vyy)y- (2.7)

Somando-se as equagoes (2.6) e (2.7) tem-se:

Daa + Dyy

P = —(uz +vy)e — [(Ut) sz + (V0)yy + 2(00)ay] + V[(Usze + Uyy)z + (Vaw + Vyy)y ). (2.8)

Observando que o lado esquerdo da equagdo (2.8) corresponde ao Laplaciano da pressao e

rearranjando os termos, chega-se em:

V2p = —pl(utt)4r + (V0)yy + 2(uv)zy] — plue +vy)e + pr(Us + vy)ae + (Ue +vy)y ] (2.9)
Fazendo agora
d = Uy + vy. (2.10)
Obtém-se uma forma conveniente (por ser de implementagao mais ficil) da equagao do tipo
Poisson para a pressao:

VQP = —pl(ut)ze + (Uv)yy + Q(UU)a:y] — pdy + pv[dy, + dyy]’ (2.11)

onde d = 0 corresponde a continuidade (equagao (2.10)). Ela reflete o principio fisico da
conservacao da massa: toda a massa que entra em um sistema deve sair e/ou se acumular no
mesmo. Portanto, as equagoes (2.2) e (2.3) sao utilizadas para o célculo das componentes do

vetor velocidade e a equagao (2.11) para o calculo da pressao. Para uma andalise das dedugoes
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das equagbes mencionadas anteriormente o leitor pode consultar a bibliografia [24].
A equagao (2.12), a seguir, é uma opgao simplificada & Equacao de Poisson, uma vez que a
variacao da pressao é bem pequena e a pressao é atualizada para que as velocidades satisfacam

a continuidade.

ou  Ov
P = pa — Atpc? (% + a_y> : (2.12)

2

onde, At é o passo de tempo, ¢? é a velocidade do som ao quadrado (340m/s)?, e além disso,

a equacao acima, possui implicitamente a equacao da continuidade.

2.4 Equacgoes Adimensionais

A adimensionalizacao das equagoes é uma poderosa ferramenta matematica para o estudo

de fendmenos fisicos [4]. Essa técnica oferece as seguintes vantagens [39]:
e O numero de variaveis que descrevem o problema pode ser reduzido.

o Fenomenos fisicos similares de diferentes escalas de tempo e comprimento podem ser

diretamente comparados.
o Permite a solucao de forma generalizada.

Para tornar as equagoes (2.2), (2.3) e (2.11) adimensionais, divide-se todos os compri-
mentos por um comprimento de referéncia L, e todas as velocidades por uma velocidade de
referéncia Uy, tomada como a velocidade da corrente livre. Torna-se a pressao adimensional

dividindo-a por pU.,. Denotando as quantidades adimensionais por asteriscos, adota-se [24].

. U . v . P - tU
u = —: v = —— = —_— = —_—
Uoo’ Uoo’ p U0207 L )

poo7 [11007 L7 L

Substituindo os valores com asterisco nas equagoes (2.2), (2.3) e (2.11) (por conveniéncia,

abandona-se o asterisco e usa-se 0 mesmo simbolismo para as equagoes na forma adimensional),
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obtém-se:

Ou Ou Ou_ Op 1 (%u Ou (2.13)

ot " “ox U@y ~ Ox  Re\ox?2 oy?)’ '

ov ov ov op 1 [(0%v 0%
Py Py - (28 0 2.14
ot +“ax+”ay 8y+Re <8x2+8y2>’ (2.14)
od  P(uu) 0*(vv) _0*(uv) 1

2 _ _ (0@ 2 — V2 2.1

vy (815 T Dy? * Dxdy ) * Rev % (2.15)
onde Re é o nimero de Reynolds, dado por:
L

Re=" U;" (2.16)

Este niimero representa a relagao entre as forcas de inércia e as viscosas. Uma deducao

das equagoes na forma adimensionalizada pode ser vista em [43].

Depois da obtencao do modelo matematico, ou seja, conhecendo-se o sistema de equacoes

a ser resolvido, parte-se para o procedimento de solugao.
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO NUMERICA

Neste capitulo, descreve-se os fatores e técnicas que sao usados para obtencdo de uma
solugao coerente do modelo matematico obtido. Entre estes temos: escolha adquada do tipo
de malha computacional; discretizacao das equagoes governantes; aplicacao das condigoes de
contorno e iniciais; métodos numéricos usados para obter a solugao das equacgoes da velocidade

e pressao; etc. Por fim, apresenta-se o fluxograma do cédigo computacional desenvolvido.

3.1 Malha Computacional

Para resolver de modo numérico as equagoes do escoamento sobre uma regiao, é necessario
ter um dominio discreto e finito de pontos. Esses pontos devem estar dispostos de maneira a
abranger da forma mais significativa as regioes onde ocorrem as maiores variagoes das varidveis
de velocidade e pressao, pois sdo através deles que sao resolvidas as equacoes governantes.

Portanto, sao geradas malhas que variam conforme o dominio e o fendmeno em questao.

Existem trés tipos de malhas para discretizacdo de um dominio que sdo: as malhas es-
truturadas, as nao estruturadas e as hibridas. A figura 3.1 ilustra esses trés tipos de malhas

citadas.

As malhas estruturadas sao utilizadas em problemas com geometrias mais simples, sendo
que sua principal caracteristica é que os volumes ou elementos da malha possuem um ntimero
constante de pontos vizinhos. As principais vantagens de uma malha estruturada sao facilidade

de implementacao computacional e solugao de sistemas lineares facilitada [[16].

Nas malhas nao estruturadas, ao contrario das estruturadas, diferentes pontos ndo terao
um numero constante de pontos vizinhos, permitindo a discretizagao de geometrias e dominios
mais complexos. As vantagens de uma malha nao estruturada sao facilidade de concentracao

nas regioes desejadas e menor nimero de pontos no dominio [16].

Por fim, as malhas hibridas sao geradas na juncao das malhas estruturadas com as nao

estruturadas, nao possuindo caracteristicas bem definidas. [5].
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Figura 3.1: Malhas estruturada, nao estruturada e hibrida.
Fonte:[p]

O arranjo das variaveis na malha indica a posicao relativa das variaveis dependentes do
fendomeno analisado, e tem como principal caracteristica a posi¢do relativa entre a pressao e
os componentes do vetor velocidade, sendo que diversos arranjos podem ser feitos, porém,
para sistemas mais simples, apenas dois destes arranjos sao empregados, o co-localizado e o
desencontrado [35].

Nos arranjos co-localizados, todas as varidveis dependentes sao armazenadas no centro da

célula, conforme figura 3.2.

Figura 3.2: Arranjo co-localizado das varidveis na malha.
Fonte:[36]

Este tipo de arranjo facilita a implementacao computacional, pois permite economia de
memoria e de tempo, uma vez que os indices de todas variaveis dependentes sao os mesmos

para um determinado ponto.
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Ja no arranjo desencontrado, como mostra a figura 3.3, as variaveis dependentes escalares
continuam avaliadas no centro das células, porém as componentes da velocidade sao armaze-

nados nas faces da célula e a pressao no centro da célula [42].

A principal vantagem deste método é que ele lida com alguns problemas encontrados
no arranjo co-localizado, porém apresenta complexidades na implementacao numérica, ja que,
como as variaveis dependentes nao se encontram no mesmo ponto, serao necessarios mais indices
para representa-las. Além disso, pelo mesmo motivo, os balancos de conservacao nao podem
ser feitos em um tnico volume finito, como no arranjo co-localizado, demandando maior esforgo

computacional [28].

Diante das descrigoes feitas anteriormente, sobre os tipos de malhas e arranjos, neste

trabalho optou-se por utilizar malhas estruturadas e arranjos co-localizados.

* ® = )
i-1Lj+l ij+1 i+ Lj+]
) O X ® |
(O pressdo p
. A »— o ? D velocidade v
i—1,j v L i+1j
Lj
2~ velocidade u
| o vl e |
P
if
L rillh & = r 9
i—1,j—1 iLj—1 i+1,j-1

Figura 3.3: Arranjo desencontrado das variaveis na malha.
Fonte: 28]

3.2 Coordenadas do Dominio Discreto

Para efetuar as aproximagdes numéricas das equacoes governantes descritas no capitulo
anterior, considerou-se uma malha com espacamentos uniformes no plano-xy, onde cada célula

retangular tem comprimento Ax na dire¢ao x e Ay na direg¢ao y, conforme mostra a figura 3.4.

15



Ax
T
AY | g Lig i1,
ol gl T
IS

Figura 3.4: Dominio discreto.
Fonte:[[14]

Os pontos da malha sao identificados pelos indices 7, j, de modo que 7 representa a dire¢ao
x e j a direcdo y. Assim, as equagdes governantes sao resolvidas numericamente considerando

o conjunto de pontos na malha definidos por:

r=x;=(0—1Az, i=1,2...,m,

y=y; = (] — 1)Ay, j = ]-727 ey 10,

onde Az, Ay sdo os incrementos da malha (veja figura 3.4); j& a sequéncia de instantes de
tempo ¢é definida por:

t=cAt, comc=1,2,...

No préximo item serd apresentado como se procede na obtencao das equagoes do problema
em diferencas finitas e algumas propriedades especificas destas aproximacoes, as quais influem

diretamente na solucao numérica.

3.3 Meétodo de Diferencas Finitas

Discretizar uma equagao diferencial consiste em transforma-la em uma equacao numérica
andloga. O processo de discretizacao das equagoes governantes deste trabalho sera realizado

através do método de diferengas finitas [[7], visto que esse método é muito usado em dindmica
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de fluidos com o intuito de dominar as nao-linearidades de modelos matemaéticos adotados e no

acoplamento das equagoes resolvidas segregadamente [22], [46].

Este método consiste em substituir as derivadas de ordem “n” presentes nas equacoes
governantes do problema por féormulas de diferencas finitas. Através desse procedimento as
equagoes diferenciais do problema sao transformadas em equagoes algébricas. Procurando entao
satisfazer essas equagoes algébricas em todos os pontos da malha chega-se num sistema de

equagoes, onde a sua resolucao fornecera a solugao aproximada do problema.

As aproximacoes de diferencas finitas tém como base a expansao em série de Taylor de
uma funcao. Vejamos agora quais sao os tipos de aproximacoes para esse método, no caso

unidimensional da primeira derivada, por exemplo:

Na aproximacao por diferencas finitas progressiva utiliza-se um ponto adiante de x; no
caso o ponto x;;1 para o calculo da derivada no ponto x;. Assim a expansao em série de Taylor

do valor de f em x = z; + Az, onde Az = x;,1 — x; é dada por:

B Of | (Ax)P S| (Ax) oS
floi+ Az) = f(@:) + (AI)% i+ 21 Ox2l + 31 93l (3-1)
e . . of
Apo6s dividir todos os termos da série de Taylor pelo espagamento Az e isolar ER temos:
xli
ofy _ flei+Az)— f(x)  (Az) *f B (Az)?0° f _
oxli Ax 21 0x? i 3 0x3li
Para Ax pequeno podemos truncar a série, e obtemos:
of | flw + Ax) — f(x)
) A 2
Ox li Az +0(Ax), (32)

onde O(Ax) significa a combinacao de termos da ordem de Az ou menor.

Para a aproximacao por diferencas finitas regressiva, utiliza-se o ponto x;_1, ponto este
que fica antes do ponto z;, para o calculo da derivada no ponto ;. Assim a expansao em série
de Taylor do valor de f em x = x; — Az, em torno do valor de f em = = z; é dada por:
Of |, (AaP | (An)' o'

fla: = Az) = flzi) - <A$)% i 21 9a2li 31 9aB i+ o
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0
Apos dividir todos os termos da série de Taylor pelo espacamento Az e isolar —f , temos:

oz li

of

@) = o= A) (A0 PF| (8020
oxli

; Az ol 9x2li 31 a3

i
Para Az pequeno podemos truncar a série, e obtemos:

= flod) - i(f —A7) 4 o(Aw), (3.4)

of
ox

onde O(Ax) significa a combinacao de termos da ordem de Az ou menor.

¥
Diferencas Diferencas
Regressivas Progressivas
J{I:_l' i=1 :
ﬁt'rl'.]
Diferengas
Cantrais
fea, )
o
¥i—1 Xy L+ X

Figura 3.5: Interpretacao geométrica do método diferengas finitas.

A aproximagao por diferengas finitas central é encontrada subtraindo a equagao (3.1) da
equacao (3.3), o que resulta em:
of| _ flai+ Az) — f(zi — Ax)
oxli 2Ax
18
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que ¢ a diferenca central com precisao de segunda ordem [22], [38]. Uma interpretacdo geomé-
trica dos trés esquemas de diferencas é mostrada na figura 3.5. Nota-se que a aproximacao por
diferenca central fornece melhor representacao da inclinagao da curva no ponto de interesse,

para a primeira derivada.

Para o caso bidimensional o método de diferencas finitas centrais é aproximado de forma
semelhante ao caso unidimensional. Por exemplo, se u; ; representa a componente da velocidade
na direcdo x em um ponto (i, j), entao a velocidade u; 11 ;, pode ser expressa em termos de séries

de Taylor por:

N
o0"u Ax)"
lh?

n=0

De acordo com [49], a equac@o anterior é uma expressao exata para ;i ; se:
(i) a série converge quando N — oo e/ou
(i) Az —0

Porém, a soma (3.6) é impraticavel computacionalmente para N muito grande. Deste

modo, a série deve ser truncada. Sendo assim, considere as seguintes aproximagoes.

Uit1,; = Ui j + (%) Az + O(A.’L’)Q, (37)
2%
ou 9
Ui—1,j = Wi 5 — 8_ Ax + O(Al’) . (38)
x)
Subtraindo a equagao (3.8) da equagao (3.7) e isolando o termo (%)U, obtemos:
% _ Yit1j T Uizl I O(Ax)2 (3.9)
oz ), ; 2Ax ' '

A equagao (3.9) é a aproximagao em diferengas centrais de segunda ordem para a primeira

derivada parcial. Para obtermos uma aproximacao para a derivada parcial de segunda ordem
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2 .
(a_;) , considere:
iy

ou 9*u Azx)? 3 Az)?
7,7 1,) %]

)

ou 0?u\ (Ax)? Bu\ (Ax)d X
Ui—1,5 = U5 — (%) g Az + <8$2)i7j B — (ax:})i’j 6 + O(AZE) . (311)

Somando as equagoes (3.10) e (3.11), temos:

9%u

Uiprj + U1 = 2Uij + (@

) N (Az)? + O(Az)*. (3.12)

Dividindo ambos os lados da equacio (3.12) por (Az)? e isolando o termo de segunda derivada,

resulta em:

82u U'+1j—2U'j+U',1j
S o Mg T2 L L g (Ag)2, 1
(ax2> S (A (3.13)

Portanto, a equagao (3.13) é uma aproximagao em diferengas centrais de segunda ordem para

a segunda derivada parcial. Também podemos gerar uma aproximacao em diferengas centrais

para as derivadas mistas de segunda ordem ( ;jgy)‘ ~da seguinte forma:
<8u) (8u>
82u o 0 ou ~ ay i+1,5 83/ i—1,5
oxdy Oz \0y/) 2Ax
1 Uit1j41 = Uit1,j—1\ [ Wiz1j41 — Uimlj—1
2Ax 2Ay 2Ay

1
= o (Wig1 41 — Uim1 541 — Wig1,5-1 T Ui—1,5-1)-
4A$Ay( J J J J )

Vejamos agora como obter a forma final discretizada das equacoes governantes através das

aproximacoes por diferencas finitas, vistas acima.

Na subsecao das equagoes adimensionais, vimos que a equacgao governante para a veloci-

dade na dire¢ao x é dada por (2.13), relembrando que a mesma possui a seguinte forma:

Ou  Ou Ou_ Op 1 (%u Ou
ot " "ox U@y_ Or Re \0x? 0y? )’
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Fazendo agora a substituicao das derivadas parciais pelas aproximacoes por diferencas finitas,

na equacao acima, obtemos:

du; Uit1,j — Ui—1,j Ui j+1 — Uij—1
ot 7 < 2Ax 7 2Ay

(pi+1,j - Uz‘l,j> LM (Um,j = 2y F iy Uigen — 2 Ui,jl)

2Ax Re Ax? Ay?

Isolando a varidvel de interesse encontramos a forma final discretizada da equacao (2.13), que

é a seguinte:

Ouij Uit1,j — Ui—1,4 Uig+1 — Uij—1 Pi+1j — Pi—1,5
o _{“(T T\ Toay )T e

m (uiﬂ,j — 22U j 4 Ui—1 N U j1 — 2Ui 5 + Um‘—lﬂ (3.14)

" Re Ax? Ay?

De maneira andloga, encontramos para a equagao governante da velocidade na dire¢ao y (equa-

¢ao 2.14) a seguinte forma final discretizada:

v Vit1,; — Vi—1 Vij+1 — Vij-1 Pij+1 — Pij-1
ot [“” ( N i oAy 2y

(Vi1 — 205 U1 Vi1 — 2055 + Vi1
_~ ) 3.15
Re ( Ax? * Ay? (3.15)

Considere agora, a equagao governante da pressao (equagao 2.11), escrita da seguinte forma
[14]:

Daw + Pyy = —ds — (Wit + vuy)o — (wvy + V), + %(dm +dy,). (3.16)

Assim, expandindo a equagao (3.16), temos:

e

(o + dy). (317)

_ 2 2
Paz + Dy = —dp — Uy — Ullgy — Vzlly — Vlyy — UyUp — UWlzy — Uy — VU, +
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Entao, fazendo a aproximacao por diferencas finitas na equacao acima, obtemos:

Pit1,j — 2Pij + Pic1,j 4 Pt = 2pij +pij1 o 0d
Ax? Ay?
281} ou 0%u 0*v ov\? 0%
—2—— — v — Uy 4 - =) —v,=—
ox Jy 7 00y 7 Oxdy dy 7 Oy?
onde:
n-+1 n n
. @ & —di’j _ di’j = — i’j, para d;‘H_l =0
ot At At 7
. @ ~ U’:‘L—I—l,j - u?—l,j
or 2Ax
. @ ~ Vi1 — Vi1
or 2Ax
R e
dy 2Ay
L Ou L U TV
dy 2Ay
Pu Uity — 2ui; +uly
or? 2Ax
P, Vi — 2ui; + 075
oy? 2Ay
. 0*u ~ U?+1,j+1 - U?A,jﬂ - u?+1,j71 + u;'ll,jfl
ordy 4AxAy
. v Vi — Ve~ Vi T
oxdy 4AxAy

5

LB (2
Re \ 022

ou\*_  Pu
ox uwﬁx?

02d
8_g/2) (3.18)

Agora multiplicando por Az?Ay? ambos os lados da equacio (3.18), encontramos:

Ay2(pi+1,j — 2p;; + pifl,j) + Afl?2(Pi,j+1 — 2p; ‘|‘pi,j71) =
od [ ou\? 9u v ou d%u
2 2\ _ [ Z= S
Az By ot (8:70) Y952 T Bx dy Vi 0xdy
Ou Qv 0% ov\” Pv  p (0%d  0%d
S R (- I A el 3.19
dydr " dxdy <8y) "5 " Re (3962 i 31/2)] 19

22



Logo, isolando p; ; na equacao acima, obtemos a forma final discretizada da equagao para a

pressao, ou seja:

2
ntl o~ Dit+1,j T Pi—1,5 Dij+1 T Dij—1 . _8_d_ @
Dij = C( A2 )+C( Ay? ) C[ ot ox

Ly (TN gy (OuOuN o Pu O
W\ 92 0x0y "\ 0z0y "\ 0z0y

o\ > 20\ u (2d  92d\]
- (a—y> ~ i (@) e (a_ + @)] (3:20)
Ax?Ay?
onde ¢ = 5

(Az? + Ay?)

3.4 Condicoes de Contorno e Iniciais

Para que se possa resolver o sistema de equagoes diferenciais que for obtido, é preciso haver
condigoes iniciais e de contorno, visto que sao justamente essas condigoes que identificam qual
o problema que estara sendo resolvido. No caso de escoamentos internos, principalmente, sao
necessarias condigbes para os campos de velocidade, pressao e temperatura (quando utilizada).

Vejamos a seguir mais detalhadamente o que sao essas condigoes de contorno e iniciais.

3.4.1 Condigoes de Contorno

Em geral, as relagbes impostas sobre as fronteiras relacionam os valores das variaveis de
estado do fluido na fronteira com os valores no interior da malha. As condi¢des de contorno
consideradas neste trabalho sdo de parede e extrapolacao. Vejamos abaixo, o que significam

estas condigoes.

e Parede
Para uma parede impermeavel a condi¢ao de fluxo nulo através da fronteira deve ser exigida,

ou seja, a velocidade no contorno do dominio deve ser zero, como ilustra a figura 3.6 abaixo.

23



j=3

j=2
171 mmmt—— iﬁ T

Figura 3.6: Condicao de contorno na parede.

Onde o caso j = 1 na parede, resulta em:

ui1:07

)

E de maneira analoga, para outros valores de j que fazem parte da fronteira do escoamento.

e Extrapolacao
Quando os valores das variaveis nao sao conhecidos na fronteira, faz-se uma extrapolacao uti-
lizando os valores de células adjacentes. Por exemplo, para saber o valor de uma variavel no
ponto (i,1) de uma superficie qualquer (figura 3.7), pode-se utilizar a seguinte extrapolagao:
di1 = 0,75¢;2 + 0,25¢; 3. Os pesos 0,75 e 0,25 utilizados nesta extrapolacdo correspondem a
uma aproximacao de primeira ordem. Essa propor¢ao de pesos é mais estavel numericamente,

do que utilizar os pesos 2 e -1, cujo erro é de segunda ordem.

3

L2

i1

Figura 3.7: Condicao de contorno de extrapolagao.

Portanto, neste trabalho, as condi¢des de contorno utilizadas sdo de fluxo nulo nas paredes,
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de entrada na saida do equipamento e de saida na entrada da inspiracao do individuo (paciente).
Antes de apresentar estas condigdes de contorno, vejamos a figura 3.8 que ilustra o modelo
considerado neste trabalho com as denominacoes dadas para os dutos. Estas denominacoes sao
utilizadas para especificar em quais regides do modelo estao sendo aplicadas tais condi¢oes de

contorno.

Duto Superior

Duto central

=

-p mp = mp

Duto Inferior

Figura 3.8: Denotagoes dos dutos.

Note que nas descrigoes a seguir, ua e va sao as componentes do vetor velocidade na
iteragao anterior. Neste trabalho utiliza-se os seus valores obtidos para poder encontrar os
valores das componentes do vetor velocidade na iteragao atual. Assim, as condigoes de contorno

consideradas foram:
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e Condigoes de parede para a velocidade

ua;; = 0,
va;1 = 0,
UGin; = 0,
v, = 0,

onde 1 <7 < 300 = nt, e n; = 60.

e Condigoes de parede para a pressao

Pi1 = 0775]92',2 + 0725171',37

Ping = 0775pi,nj,1 +0725pi,n]~,27
onde 2 <7 < 300 = ni, e n; = 60.
A figura 3.9 ilustra o modelo que é considerado para implementacao computacional,
com as suas respectivas medidas. Estas medidas sao utilizadas para definir em quais regiodes

do modelo sao realizadas as extrapolagoes para as condi¢oes de contorno da velocidade e da

pressao.
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Figura 3.9: Medidas do modelo de implementacao.

e Extrapolagoes para a velocidade na entrada e saida
Na entrada do duto inferior é usada uma condigao de perfil parabdlico para a velocidade
(que se ajusta de acordo com o tipo de fluido antes de chegar a expansao). Tal perfil parabdlico

pode ser expresso da seguinte maneira:

‘ 2
1,5.uin. |1 — M :
0,005

onde uin = 1 é a velocidade inicial na direcao x, 1 < 7 < 60.

Na saida do duto superior as condigoes de contorno sao:

vay; =0,

onde 1 < 5 <60.

Se y(j) > 0,09 temos,

uay ; = 0,75ue; + 0,25uas ;,

vay,; = 0,751)@273‘ + 0,251)&30',
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onde ue; é um perfil parabdlico para a velocidade que varia de acordo com o indice j, e 1 <

J < 60.

Na saida do duto central as condi¢ées de contorno sao:

Ul = 0,75uan, , ; + 0,25uay,_, ;,

Vag; = 0,7%van,_, ; +0,25va,,_, ,,

onde 1 < 7 <60 e n; = 300.

E no caso de y(j) > 0,045 e y(j) < 0,055, temos:

UApi; = 0,75'111(1,”1',1,]' + 0,25710%7;,2’]',

onde 1 < 5 <60, e n; = 300.

e Extrapolacgoes para a pressao na entrada e saida

Na entrada é usada a seguinte condi¢ao para ambos os dutos superior e central:

p1,; = 0,75p2 ; + 0,25p3 ;,

onde 1 < 7 < 60.

Na entrada do duto superior, se y(j) > 0,09, é usada uma condigdo de modo que a
pressao aumente de forma senoidal durante o periodo de inspiracao e decaia exponencialmente

no periodo de expiracao do individuo (paciente).

Ou seja, se 0 <t < 1 temos:

Dni; = pin + dp.sin(f.t),

onde pin = 1210°, dp = 321072, f = w/2, 1 < j < 60, n; = 300.
Esel <t <3 temos:

Pnij = pin + dp.exp(—3.(t — 1)),
onde pin = 1210°, dp = 321072, 1 < j < 60, n; = 300.
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Na saida do duto superior a condi¢ao de contorno é a seguinte:

Pnij = 0,75pni—1,; + 0,25pin,

onde 1 < j <60, n; = 300 e pin = 1210°.

Na saida do duto central, se y(j7) > 0,045 e y(j) < 0,055, é usada uma condigdo de modo
que a pressao decaia de forma senoidal durante o periodo de inspiracao e aumente exponenci-
almente no periodo de expiragao do individuo (paciente).

Ou seja, se 0 <t < 1 temos:

Pnij = pin — dp.sin(f.t),

onde pin = 1210°, dp = 321072, f = 7/2, 1 < j < 60, n; = 300.
E sel <t <3 temos:

Pni; = pin — dp.exp(—=3.(t — 1)),

onde pin = 1210°, dp = 321072, 1 < j < 60, n; = 300.
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3.4.2 Condigoes Iniciais

As condigoes iniciais, colocadas na forma adimensional e utilizadas para o problema pro-

posto, sao indicadas na tabela 3.1.

Paramétros Condigoes Iniciais
p (massa especifica) 1,0
uin (velocidade inicial na direcao x) 1,0
vin (velocidade inicial na diregéo y) 0,0
vox (velocidade do oxigénio) 0,3
pin (pressdo inicial) 1210°
Re (nimero de Reynolds) 10,0
tol (tolerancia) 12107°
rp (coeficiente de relaxacdo para a pressao) 0,99
rv (coeficiente de relaxagao para a velocidade) 0,67
dp (variagao da pressao) 321072
f (frequéncia) /2
vsom = ¢ (velocidade do som) 340,0
dt (passo de tempo) 521076

Tabela 3.1: Condigoes Iniciais.

Obtida a malha e fornecidas as condig¢bes iniciais e de contorno do dominio, o préoximo

passo ¢ aplicar um método que resolva as equagoes propostas.

3.5 Meétodos de Solucao

Existem diversos métodos para a solucao e integracao do sistema de equagoes resultante
de um escoamento, sejam eles explicitos ou implicitos [40]. Os métodos explicitos possuem
limitagoes no passo de tempo devido as condigoes de estabilidade. Eles sao preferidos quando a
escala de tempo de um fenémeno fisico é pequena. Dentre esses métodos, tem-se os de Jacobi,
Runge-Kutta explicito e TDMA (Tridiagonal Matriz Algorithm). Entre os métodos implicitos

surgem a eliminagao de Gauss, e métodos como o MSI, Modified Strongly Implicit Procedure, o
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LU-SSOR e o Runge-Kutta implicito. A paralelizacao de métodos implicitos é mais elaborada

do que para métodos explicitos.

Métodos implicitos sao frequentemente empregados para resolver problemas mal condi-
cionados, como aqueles que surgem em fluxos reativos. Assim, em termos fisicos, os métodos
implicitos sao mais adequados para lidar com sistemas mal condicionados, enquanto em termos

computacionais esses métodos sao preferidos para resolver sistemas matriciais menores.

Cada método possui vantagens e desvantagens. Assim, a escolha do método mais apro-
priado para resolver um determinado sistema de equagoes governantes de um problema fisico,
normalmente depende da complexidade do problema proposto e da ordem de aproximacao

desejada.

3.5.1 Meétodo de Runge-Kutta simplificado

O método de Runge-Kutta (RK) foi derivado por Runge em 1894 e extendido por Kutta
poucos anos depois. Runge e Kutta desenvolveram o algoritmo para resolver equacoes dife-
rencias tomando "n”termos da série de Taylor. A principal caracteristica desse método é a

realizacdo de poucas operagoes em rela¢ao a outros métodos de integragdo numérica [[17].

J& o método de RK Simplificado foi proposto inicialmente por Jameson et al. [2] em 1985
para solucao das equagoes de Euler através do método de volumes finitos. A utilizacdo deste
método requer menos meméria computacional [48] e o amortecimento dos erros sao otimizados.
Este método também é caracterizado pela possibilidade de escolha de seus coeficientes para

obter solucoes de precisao elevada (no tempo).

Em geral, utiliza-se mais de dois estagios para estender a regiao de estabilidade do método.
Sendo assim, neste trabalho utiliza-se o processo de integracao temporal de RK de 3 estégios
simplificado, para o cédlculo das componentes do vetor velocidade [8], pois, este é adquado
para escoamentos incompressiveis e requerer menos memoria computacional que o método RK
classico [15].

Entao, o método de RK de trés estagios, aplicadg> as equagoes (2.13) e (2.14) (equagoes

oW, ;
de Navier-Stokes na forma adimensional) na forma WJ + ﬁ” = 0 pode ser escrito como
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B1]:

— —(n
wo = wm (3.21)
— —-
W = WO - aatBGL k=123
—(n o
W( A+1) W(k)

Onde:

W= {u,v}T é o vetor velocidade.

W/E? é o valor de IT/ na enésima iteragao no ponto i, j.
I?/;Oj) é o valor de I?/ no ponto %, j no tempo anterior.
ﬁf ; € o residuo.

At é o passo de tempo.

n ¢é a iteragao atual.

k é o nimero de estagios de RK.

ay, 840 os coeficientes dos estagios de RK.

Na tabela 3.2 sao apresentados os coeficientes de alguns estagios do método de Runge-

Kutta (RK) de ordem 2 [30].

3estagios | an =1/2 | ap =1/2 | az=1
4 estagios | oy =1/4 | e =1/3 |az3=1/2 | ay=1
bestagios | o =1/4 | e =1/6 | a3 =3/8 | au=1/2 | a5 =1

Tabela 3.2: Coeficientes do método de Runge-Kutta.

Neste trabalho, foi escolhido o método RK de 3 estagios de ordem 2. Existem outros

métodos de RK, como por exemplo de 3 estagios de ordem 3.

Para exemplificar, uma aplicacao do método de RK, para a equagao governante da velo-
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cidade na diregao x, na forma discretizada (equagao 3.14), resulta em:

—

Wi,j = ui,j
THo) o (0)
Wi,j = U
ﬁ(K—D ~ Uiq1,5 — Ui—1,5 Ujj+1 — Uj5-1
.. p— uz > - vz y -
) 7 ( 2Ax > Vi ( 2Ay )
4 (P Py ) B (i 24,5 4 Ui, 4 Yiger — 2uij + Uij-1
2Ax Re Az? Ay?

De modo anéalogo, também podemos aplicar o método de RK para a equacdo governante da

velocidade na diregao y, na forma discretizada (equagao 3.15).

3.5.2 Meétodo Iterativo de Gauss-Seidel

O método iterativo de Gauss-Seidel é um método eficaz para sistemas de médio e grande
porte, economizando tempo e esforgo computacional [32]. Este método iterativo é obtido pela

resolucao do sistema dado por:

Az =b. (3.22)

Esta matriz A pode ser expressa como a soma de outras trés matrizes, na formas:

A=L+U+D. (3.23)

Sendo D uma matriz formada pela diagonal principal da matriz A, L uma matriz formada
pela parte tridngular inferior da matriz A, e U uma matriz formada pela parte triangular

superior da matriz A.

Substituindo a equagdo (3.23) na equagao (3.22) obtemos:
(L+U+ D)z =b. (3.24)
Assim, o processo iterativo é dado por:

2" = (D 4+ L) 'Uz™ 4+ (D + L), n=0,1,23,..
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3.5.3 Técnica de Relaxagoes Sucessivas

Para a equacao de Poisson da pressao utilizou-se o método das sub-relaxacoes sucessivas
(SUR), por nao possuir o termo temporal para a pressao. Além disso, este método procura
acelerar a convergéncia do procedimento iterativo de Gauss-Seidel com a introdugdo de um
parametro de relaxacdo w a cada iteragao [18]. Ou seja, busca-se com relaxagoes calcular a
cada iteragdo um novo valor para a variavel p (pressao), utilizando o novo valor juntamente

com o da iteragao anterior, obtendo desta forma, a seguinte expressao:

piy =i+ el =) (3.25)

Onde:

pfjl é o novo valor para a variavel p.

p;; é o valor da varidvel p na tltima iteracdo.

p;‘jl é a estimativa da variavel p calculada pelo método iterativo de Gauss-Seidel.

Para o pardmetro de relaxagdo w podem ser atribuidos valores no intervalo ]0,2[, sendo

classificados da seguinte forma [13]:

(i) Se w = 1, temos o préprio método iterativo de Gauss-Seidel.

(ii) Se 1 < w < 2, o método utilizado ¢ o de sobre-relaxacio sucessiva (SOR). Comumente

usado para problemas parabodlicos e hiperbdlicos.

(iii) Se 0 < w < 1, o método utilizado é o de sub-relaxacao sucessiva (SUR). Geralmente

utilizado para escoamentos de carater elipticos ou oscilatérios.

J& para o caso de escoamentos elipticos oscilatérios, a escolha apropriada de valor é w ~ %

No caso de escoamentos parabdlicos/hiperbdlicos, o valor é w ~ %. Neste trabalho escolheu-se

w = 0,99 para a pressdo e w = 2/3 para as componentes do vetor velocidade.

3.6 Fluxograma do cédigo computacional

A linguagem usada para a implementagdo do algoritmo foi o FORTRAN 90, por ser

adequada para problemas numéricos com grande quantidade de calculos. O procedimento de
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solugao pode ser resumido no fluxograma da figura 3.10, o qual representa o codigo utilizado
para a solucao do problema.

O primeiro passo do algoritmo ¢é atribuir valores para as variaveis, a seguir constroi-se a
malha calculando os pontos no sistema cartesiano de coordenadas, apds considera-se as condi-
¢oOes iniciais. Em seguida inicia-se o célculo iterativo obtendo, em cada ponto, as componentes
do vetor velocidade através do método Runge-Kutta de 3 estagios simplificado. Feito esse cal-
culo, aplica-se as condi¢oes de contorno para a velocidade. Apds inicia-se o célculo iterativo
para a pressao através do método iterativo de Gauss-Seidel com SUR, e aplica-se as condig¢oes
de contorno para a pressao. Por fim, analisa-se a convergéncia do processo. Se convergiu gera-se
os arquivos de dados, para que assim seja possivel fazer a visualizagdo das imagens através dos
softwares Scilab e Gnuplot, e entao, finaliza-se o processo. Porém, se ndo convergiu, recomeca-
se o ciclo, ou seja, retorna-se ao processo de calculo das componentes do vetor velocidade e
pressao até que o critério de parada seja satisfeito, ou, o nivel de convergéncia desejado seja

atingido.
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Figura 3.10: Fluxograma do cédigo computacional.

36



4 RESULTADOS

Nesta secao, sao apresentados os resultados obtidos através das simulacoes numéricas.
Apos terem sido feitas todas as etapas descritas nas segoes anteriores. A figura 4.1 exemplifica
de modo geral essas etapas que foram seguidas neste trabalho, e que sdo necessarias também

para resolver outros tipos de problemas através da dinamica de fluidos computacional.

Modelagem 5
| - B -=—— Problema fisico
matematica
=]
ERN
=3
2
é Equagdes s - Sistema de
3 governantes *=  Discrelizagad ——"=  .quacdes algébricas
3
: &
_ Andlise eh Sulu_n,;:‘m Resolugio das
interpretagio aproximada equacoes algébricas

Figura 4.1: Etapas para a obtencdo da solugdo numérica de um problema de fluidos.
Fonte:[23]

Para realizar a modelagem matematica e simulacao numérica do problema tratado neste
trabalho, que é o escoamento nos dutos de um respirador mecanico, considerou-se um modelo
simplificado de respirador mecéanico, formado por dutos e um baldo que representa o “pulmao”.

A figura 4.2 ilustra o modelo considerado.

Porém, para implementacao computacional do modelo em uma malha retangular foi ne-
cessario fazer algumas adaptacoes, como: dividir o duto inferior em dois dutos, um duto que
fornece oxigénio, e outro o ar; considerou-se apenas os dutos na implementacao, visto que a
implementagao do baldo (que representa o pulmao) seria algo bem mais complexo, o que nao

facilitaria a simulacao.
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Processo Inspiratério
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=iy > EE-
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Fonte de gas EI>-> = > =) i|

Figura 4.2: Modelo simplificado para o respirador mecanico.
Fonte:[29]

Conforme mostra a figura 4.3, o duto cujo didmetro é Y1 é utilizado para entrada de ar,
o duto cujo diametro varia entre Y1 e Yox ¢ utilizado para a entrada de oxigénio. No duto cujo
didmetro varia entre Y2 e Y3 o ar se junta com o oxigénio e, entdao sao enviados ao paciente
através do processo de inspiragao. Por fim, o duto cujo didmetro varia entre Y4 e H é utilizado
para expelir o ar que sobra nos dutos apés o periodo de inspiracao do paciente. Ja os valores
dos parametros considerados foram: L = 1; X1 = 0,32; X2 =0,33; H=0,1; Y1 = 0,01; Y2 =
0,045; Y3 = 0,055; Y4 = H - 0,01; Yox = Y1 + 0,004.

Ar
-———
& —
< 02 Ar+02
B o —=
el ——
Ar
X1
X2

Figura 4.3: Modelo.
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A malha utilizada nas simulag¢des possui 300 x 60 nés, numa regiao retangular de compri-
mento 1 (adimensional) e altura 0,1, como pode ser visto na figura 4.4. Além disso, esta malha
possui concentragao de pontos nas regioes onde localizam-se os dutos. Neste trabalho a forga
motriz do escoamento é a diferenca de pressao. Desta forma, busca-se que esta pressao gere
um perfil de velocidade para o escoamento que satisfaga a conservacao da massa. Para isto,
implementou-se como condicao de contorno de saida para a pressao, um perfil que aumenta
de forma senoidal durante o periodo de inspiracao e decai exponencialmente no periodo de

expiragao do individuo (paciente).

Os valores utilizados para os parametros de ventila¢ao foram: I:E (relagao inspiragao/expiragao)
igual a 1 : 2, ou seja, a duracdo da fase inspiratoria foi de 1 segundo, enquanto a duracao da
fase expiratoria foi de 2 segundos, resultando assim, em ciclos respiratérios de 3 segundos cada,
PEEP (pressdo positiva no final da expiragao) de 1 atm (pressao atmosférica) e PIP (pressao

de pico inspiratéria) de 30 cmH20 conforme [44].

Figura 4.4: Malha computacional de 300 x 60 células.

A figura 4.5 ilustra o comportamento da pressao durante trés ciclos respiratérios. Observa-

se que cada ciclo dura 3 segundos e que a pressao varia de 1 até 1,03 atm, convertidos para

N/m?.
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Figura 4.5: Comportamento da Pressao.

A figura 4.6 mostra a variagdo da pressao durante o periodo de um ciclo respiratério.
Observa-se que este ciclo dura 3 segundos, e que a pressao varia de 0 até 30 cmH,0O. Como a
pressao é positiva em todo o ciclo, significa que nao havera inversao do fluxo, mas que a velo-
cidade aumenta e diminui durante o ciclo. Uma vez que o ar foi inspirado, a caixa tordxica do
paciente tende a expelir o ar naturalmente, o que pode ser aplicado com maéascaras semelhantes

as usadas nos processos de nebulizacao, que possuem furos para expelir o ar excedente.

30 T /'] T T T
sk /0 g
201 | 5 :

151/ \ |

Pressdo

10 |/ \ :

o 05 1 158 2 25 3
Tempo (5)

Figura 4.6: Variacao da Pressao.

Nas figuras 4.7 - 4.11 a seguir, referentes ao campo de velocidade, a dire¢ao do escoamento
no duto inferior e central é para a direita, enquanto no duto superior é para a esquerda. Na figura

4.7 mostra-se o fluxo de ar no primeiro ciclo, pois anteriormente o equipamento se encontrava
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desligado. Nota-se que o ar entra no equipamento e vai ocupando os canais, tanto do duto

central quanto do duto de retorno na parte superior do dominio. A imagem superior mostra o

escoamento apds 1/6 s, a segunda apés 1 s, e a tltima (inferior) apds 3 s. Na ultima percebe-se

que o ciclo esta terminando, ja que a velocidade do ar na saida do dominio tem valor pequeno.
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Figura 4.7: Campo de velocidade apds 1/6 s, 1 s e 3 s, respectivamente.



Nas figuras a seguir vemos o comportamento da velocidade do escoamento, nos dutos
do respirador mecanico simplificado durante um ciclo respiratério, considerando-se o periodo
inspiratério variando no intervalo de tempo de [0, 1] segundos, enquanto o periodo expiratério
varia de |1,3] segundos. A cada iteragdo ¢ somado no tempo 0,000005 segundos, que é o
passo de tempo (dt) considerado no cédigo computacional utilizado neste trabalho. Apéds a
implementagao as imagens sao visualizadas através do software Scilab.

Também pode-se notar nas figuras a seguir, que a resposta da velocidade a diferenca
de pressao ocorre defasadamente, uma vez que o fluido leva certo tempo para se adequar ao
diferencial de pressao imposto.

A figura 4.8 mostra o comportamento da velocidade do escoamento no tempo de 1/3 s
durante o periodo inspiratorio.

Observa-se com a abertura da valvula inspiratéria o inicio de fluxo do escoamento nos
dutos. A velocidade do escoamento é maior no duto inferior, na qual ha envio do ar, do que

nos outros dutos.
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Figura 4.8: Campo de velocidade apés 1/3 s do ciclo 2.

A figura 4.9 mostra o campo de velocidade do escoamento apds 1 s. O campo de pressao
comeca a informar que deve haver a transicao do periodo inspiratorio para o expiratério, o que
levara algum tempo para o escoamento seguir este gradiente.

Como dito nas imagens acima, ainda ha fluxo de ar continuo e com velocidade maior no
duto inferior, em que ha envio do ar. Porém, o fluxo no duto central apresenta-se agora de

forma mais continua e com velocidade maior do que no instante anterior.
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Figura 4.9: Campo de velocidade apos 1 s do ciclo 2.

A figura 4.10 mostra o comportamento da velocidade do escoamento no tempo 5/3 s,

durante o periodo expiratorio.

Observa-se que com a mudanca do gradiente de pressao, como mostrado na figura 4.2,
o fluxo no duto central deve diminuir tendendo a zero, porém o escoamento leva certo tempo

para se ajustar a diferenca de pressao.
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Figura 4.10: Campo de velocidade apds 5/3 s do ciclo 2.

Para completar este ciclo, a figura 4.11 mostra o campo de velocidade do escoamento no

tempo de 3 segundos, durante o periodo expiratoério.
Como observado na figura 4.10, o fluxo estd diminuindo e permite uma pequena diferenca

de pressao positiva nas vias aéreas (incluindo os pulmées) do paciente.
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Figura 4.11: Campo de velocidade apés 3 s do ciclo 2.

Finalmente, na figura 4.12 temos uma comparacao direta entre o resultado numérico para
o perfil de velocidade gerado com o c6édigo computacional e o resultado analitico para o perfil
de velocidade apresentado em [45].

Nota-se que a velocidade atinge 1,5 vezes a velocidade de entrada no centro do duto
central, ou seja, 1,5 vezes a velocidade de um perfil uniforme de magnitude 1 (adimensional,

neste caso), assemelhando-se desta forma, com um perfil parabélico.
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Figura 4.12: Comparacao do perfil de velocidade tedrico e resultante na simulacao.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido um codigo computacional em que dadas condigoes de
contorno e iniciais para pressao, e com a condicao de contorno para a velocidade na entrada
do duto de alimentacao, obteve-se um perfil que satisfaz o principio da conservagao da massa,
conforme mostra a figura 4.12.

As figuras 4.7 - 4.11 ajudam no entendimento do escoamento dos fluidos no interior do
respirador mecanico. Procurou-se utilizar dados para a pressao, velocidade e tempo, e condigoes
iniciais de acordo com os valores encontrados na literatura.

Neste trabalho considerou-se um modelo simplificado de respirador mecanico, para que
fosse viavel a implementacao numérica pois, caso contrario, isso envolveria um conhecimento
mais aprofundado de ventilagdo mecéanica, além de implementagdo numérica mais complexa
(tridimensional). Mesmo com a escolha de um modelo simplificado, surgiram algumas dificul-
dades, como o modelo adequado para tratar o problema, o refinamento da malha e a aplicacao
das condigoes de contorno.

Desta forma, visou-se com estes resultados basicos contribuir para o entendimento de
um equipamento de extrema importancia para o tratamento de pacientes em estado critico
em unidades de terapia intensiva. Além disso, contribui-se para a geracao de conhecimento
aplicado em areas distintas aos campos de atuacdo mais frequentes da matematica.

Embora os resultados obtidos neste trabalho nao representem toda a complexidade do
fluxo num respirador mecénico, eles contribuem para o seu entendimento e abrem caminho
para novos trabalhos na area. Uma das dificuldades encontradas foi a aplicacdo das condi¢oes
de contorno para a velocidade e a pressao, no caso da andlise de inversao do fluxo. Como
fixa-se a velocidade na entrada do dominio e extrapola-se a mesma na saida do dominio e faz-se
o contrario para a pressao, a inversao do fluxo de ar na expiragdo implicaria na inversao das
condigoes de contorno em cada ciclo respiratério, na qual o fluxo leva certo tempo para se
acomodar. A andlise deste problema mais complexo (e desafiador) é sugerida para trabalhos

futuros.
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