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Resumo

Neste trabalho, propusemos um modelo estocéastico para descrever a dinamica de
duas espécies de particulas que se deslocam contrariamente em uma rede bidimensional
com condicoes de contorno periddicas. Nossa proposta consiste em definir as probabili-
dades de transicao dos agentes para suas primeiras células vizinhas como distribuicoes
do tipo Fermi-Dirac adaptadas ao contexto de dinamica de particulas. Assim, a partir de
um parametro que controla o grau de estocasticidade do sistema («), o modelo reproduz
uma variedade de cendrios partindo de um regime de dinamica com alta aleatoriedade,
onde particulas das duas espécies deslocam-se na rede de maneira descorrelacionada,
até o regime de baixa estocasticidade, onde a dinamica é fortemente correlacionada e
o movimento na rede dependera da relacao entre o nivel de ocupacao das células vizi-
nhas e o valor de ocupagdo maximo (opax). A partir de simulagoes de Monte Carlo e
integracao numérica de equagoes diferenciais parciais acopladas, mostramos que existe
uma transicao abrupta em a = «., onde «, depende da densidade média de particulas
no sistema. Quando consideramos o caso em que hé apenas interacao entre entes de
espécies diferentes, mostramos que o sistema passa a apresentar alta sensibilidade com
as condicoes iniciais, de modo a poder relaxar para trés estados estacionarios: estado
movel com auto-organizacao, estado imovel com formacao de condensados e estado
com coexisténcia de fases. Nesse cenario, o estado de coexisténcia mostra-se pouco
provavel de ocorrer, de maneira a observarmos o fenéomeno de bimodalidade do estado
estaciondrio (fase moével ou fase imével). Entretanto, ao generalizarmos a dinamica, a
partir do estudo de magnitude dos fatores de interagao, conseguimos mapear qualitati-
vamente as condi¢oes de ocorréncia dos fenomenos de bimodalidade e coexisténcia que
o modelo apresenta.

Palavras chave: Dinamica de particulas; Contrafluxo; Relaxacao; distribuicao de
Fermi-Dirac; Estado estacionario; Entupimento; Condensados; Equacoes Diferenciais
Parciais; Monte Carlo; Gini.



Abstract

This work proposed a stochastic model to describe the dynamics of two species of parti-
cles moving in opposite directions on a two-dimensional lattice with periodic boundary
conditions. Our proposition consists of defining the agent’s transition probabilities to
the first neighboring cells as Fermi-Dirac-like distributions adapted to the context of
particle dynamics. This way, by adjusting a single parameter («), our model can des-
cribe a variety of scenarios ranging from a high level of randomness with uncorrelated
particles moving along the lattice to a scenario with a low level of randomness with
strongly correlated dynamics in which the movement in the lattice depends on the
relation between the neighboring cells occupation level and the maximum level of oc-
cupation (opax). Using Monte Carlos simulations and numerical integration of coupled
differential equations, we show that an abrupt transition occurs when a = «., which
value depends on the average density of particles. When we consider only the interac-
tion between particles of different species, we show that the system presents sensitive
dependence with initial conditions, and we observe three different steady states: mobile
state with lane formation, a jammed state with condensates, and a phase coexistence
state (mobile phase and jammed phase). In this case, the latter state rarely happens,
in the sense that we observe a bi-modality phenomenon on the steady-state (mobile
or jammed). However, when we generalize the dynamics by studying different magni-
tudes of the interaction factor, we qualitatively map the occurrence conditions of the
bi-modality phenomenon and the coexistence state that rises from the model.

Key words: particle dynamic; counterflow; relaxation to a stationary state; non-
equilibrium; Fermi-Dirac; clogging; jamming; lane formation; self-organized; condensa-
tes; Partial Differential Equations; Monte Carlo; Gini.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos de transporte de particulas em meios com impurezas podem ser ob-
servados em muitos contextos na Fisica e em um grande nimero de aplicagoes. A
aplicacao do conhecimento desta drea de estudo pode ser encontrado na indtstria tal
como o transporte com captura e liberagao de elétrons em dispositivos de micro, nano
e mesoescala [1-7] e no movimento erratico direcionado de moléculas em colunas cro-
matograficas [8-10] e muitos outros exemplos. Apesar de existir um grande espectro
de modelos tedricos [11-14] e aplicagdes interessantes no contexto de transporte de
particulas interagentes, sao os casos especificos em que ha o movimento contrario com
duas espécies de objetos/particulas que mais nos chamaram a atengao.

O estudo de sistemas de particulas em contrafluxo mostra que o surgimento de
certos padroes sugere mais similaridades do que poderiamos prever entre sistemas de
micro e macroescala, como a dinadmica de pedestres [15,16] e o movimento de coloides
carregados [17] por exemplo. O entendimento desses fendmenos e as condigdes nas quais
eles acontecem podem nos ajudar a tentar prever o comportamento dos sistemas em
questao.

No caso da dinamica de sistemas macroscopicos como a dinamica de pedestres aqui
exemplificada pelo famoso cruzamento em Shibouya ! no Japao mostrado na Fig. 1.1,
ou o transito de automéveis em estradas e rodovias [18-20], temos situagoes que nos
permitem criar modelos com o objetivo de prever o comportamento dos agentes e os
padroes emergentes provenientes de sua interacao. O uso de tais modelos [21,22], suas
solugoes analiticas e ou computacionais podem motivar a correta construcao de prédios

publicos ou privados, incluindo teatros e casas de espetdculos com o intuito de anteci-

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Shibuya_Crossing



Figura 1.1: Famoso cruzamento de Shibuya em Tokio no Japao, onde podem atravessar
até tres mil pessoas por vez dependendo da época e horario.

par possiveis tragédias como, por exemplo, o incéndio na Boate Kiss 2, pisoteamento
no festival de musica Love Parade ® e a tragédia nas arquibancadas do Hillsborough
Stadium 4.

Neste sentido, Oliveira et al. [15] demonstraram em seu modelo que as particulas
se organizavam em um padrao de fluxo pelo lado esquerdo do corredor induzido pela
assimetria do perfil das paredes laterais. Em um estudo sobre “Mosh Pits” [16], que sdo
confrontos coletivos que se originaram em shows de Punk Rock e Heavy Metal na década

de 80 5, onde os expectadores separam-se em dois grandes grupos que eventualmente

Zhttps:/ /pt.wikipedia.org/wiki/Incéndio na_boate Kiss
3https://en.wikipedia.org/wiki/Love_Parade_disaster
4https://en.wikipedia.org/wiki/Hillsborough_disaster
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Moshing



colidem como se estivessem em uma guerra medieval, Silverber et al. [16] mostraram a
formacao de faixas de fluxos opostos e até o surgimento de vértices em seu modelo.

Em geral, a descricao de tais sistemas parte do principio da existéncia de um campo
externo responsavel por gerar o movimento coletivo dos objetos interagentes. Alguns
autores denotam como um campo “social” [23] sendo o responsavel por gerar o movi-
mento coletivo quando trata-se do contexto de caminhantes, enquanto em um contexto
mais tradicional da Fisica geralmente estamos falando de um campo elétrico aplicado
a dois conjuntos de moléculas/coloides de cargas opostas. Em ambos os casos, alguns
autores [15,16,24-26] optam por tentar descrever tais sistemas por uma dinamica mo-
lecular em que uma equacao diferencial do tipo Langevin é responsavel por reger a
dinamica de cada particula e a estocasticidade do sistema é representada por uma forga
com componentes de origem estocastica a fim de descrever a interacao das particulas
com o meio ou o livre arbitrio do caminhante [15]. Outra possibilidade é descrever a
dindmica de transporte a partir de uma automata celular [18,19,27-29], na qual o des-
locamento dos agentes ocorre probabilisticamente de acordo com o estado das células
vizinhas na rede e a estocasticidade do sistema ¢ inerente a este metédo da simulagao.
Em ambos os casos, muitas questoes interessantes no contexto de mecanica estatistica
e da fisica de processos estocdsticos modelados por simulagoes Monte Carlo (MC) e
equacoes diferencias parciais (EDP) sao levantadas como consequéncia do surgimento
de padroes, tais como a formacgao de faixas de fluxo tinico (“lanes”) e destilagao origi-
nados por complexos processos emergentes de objetos e particulas autodirigidas e/ou
propelidas por campos externos [27,30].

De maneira similar, existem algumas situacoes fundamentais relacionadas ao colapso
da dinamica destes sistemas que nos levam a importantes questionamentos, sejam elas
devido a efeitos de entupimento (“jamming”) [31] causados por fendémenos de concen-
tracao de massa, ou até mesmo a formacao de condensados originados pelo contrafluxo
de objetos. Como a aleatoriedade do meio se relaciona com o tamanho das particulas
para a ocorréncia de entupimento e mobilidade? Para tentarmos entender melhor es-
ses problemas interessantes, propomos um modelo geral de objetos em contrafluxo que

apresenta uma dinamica capaz de cobrir situacoes entre dois cenarios extremos:

e Cendrio (i): objetos de tamanhos negligenciaveis se deslocam em um meio aleatério
e seu volume excluido nao ¢ um parametro relevante. Neste caso, o sistema tem

alto grau de indeterminacao: duas espécies de particulas desempenham um movi-



mento de caminhantes aleatoérios direcionados em sentidos opostos, no qual cada
ente d4 um passo para a proxima célula com probabilidade 1/2 ou permanecem na
célula original com a mesma probabilidade. Desta maneira, é como se a estocasti-
cidade do movimento se devesse a resisténcia oferecida pelo meio e a interacao dos
objetos fosse negligenciavel. Portanto, a dinamica nao é afetada pelo tamanho

das particulas.

e Cendrio (ii): os objetos sao considerados corpos rigidos e o volume excluido apre-
senta um importante papel. Neste cendrio, os objetos rigidos interagem apenas
entre si e o sistema apresenta baixo grau de indeterminacao, onde um objeto nao

pode se deslocar para uma célula sem espago suficiente para aloca-la.

Nesta tese de doutoramento, exploramos a transicao entre esses dois cenarios com-
pletamente diferentes ao alterarmos apenas um parametro denotado por a. Podemos
mapear de forma continua a transi¢ao do cenario (i) (aw — 0) para o cenario (ii) (o — 00)
através da proposta de um modelo simples em que duas espécies de objetos, denota-
das por A e B, deslocam-se em sentidos opostos em um sistema toroidal divididos por
células. Cada célula da rede possui o mesmo nivel maximo de ocupagao oy, sendo
que o grau no qual o, pode ser violado é dependente do parametro de estocasticidade
a. Para caracterizarmos «, utilizamos uma distribuicao de Fermi-Dirac adaptada que
governa a probabilidade de transicao das particulas entre as células.

E importante enfatizarmos que nosso modelo pode representar uma vasta gama de
diferentes sistemas fisicos como ja haviamos motivado, mas os detalhes desta repre-
sentacao sao importantes. No movimento em contrafluxo de coloides com cargas opos-
tas [17], um forte campo externo sendo aplicado ao sistema determina que particulas
da espécie A se desloquem no sentido horario, por exemplo, enquanto as particulas da
espécie B se deslocam no sentido anti-hordrio. De maneira alternativa, podemos pensar
em objetos entrando e saindo das extremidades de uma rede bidimensional (ao longo
do toro) a uma taxa constante (condigoes de contorno periédicas) conforme esta repre-
sentado graficamente na Figura 1.2. Em uma outra possibilidade, o modelo proposto
poderia representar uma situacao de pedestres andando em um corredor de uma estagao
de metro sob algumas condigoes especificas.

Utilizando a distribuicao de Fermi-Dirac adaptada, podemos descrever a dinamica

complexa de particulas em oposi¢cao em uma rede bidimensional a partir de duas aborda-
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a baixo: a alto:
@ Espécie A ° Espécie A
(® Espécie B Q Espécie B
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-~ = S
RO~ 0-0 %
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Correlacdo entre as particulas
Aleatoriedade do meio

Objetos independentes em 1 Objetos “macios” com alguma | Objetos “duros” e influéncia da aleatoriedade
um meio totalmente aleatério : influéncia da aleatoriedade do meio : do meio ndo é importante
A 4 . I g
O volume excluido ndo O volume excluido é
é importante mportante

Figura 1.2: Representacao do sistema de particulas em contrafluxo em uma topologia
toroidal. As duas situagoes extremas sao ilustradas: a — 0 mostra o caso de objetos
independentes que interagem com o meio aleatdorio e &« — 0o mostra o caso de corpos
rigidos e interagentes com momenta de grande magnitude sobrepondo a interacao com
0 meio.

gens: simulagoes MC e solucao das EDPs do problema. Nossos resultados demonstram
a existencia de transicao abrupta na estocasticidade da dinamica de um estado movel de
particulas descorrelacionadas para um estado de alta correlagao. A dinamica com alta
correlagao pode levar o sistema a uma fase imével dependendo se o fator de interacao
das particulas for grande o suficiente para fazer o sistema travar.

Na primeira etapa deste doutoramento, estudamos o modelo em seu caso mais sim-
ples: rede unidimensional. Neste estudo, mostramos que a transicao na estocasticidade
(cv) é abrupta no caso de forte interagao das particulas e que o valor de o desta transicao
depende inversamente da densidade média de particulas. Pudemos constatar que o
sistema apresenta a formagao de condensados quando ha um grau de correlacao inter-
medidrio entre as particulas. Ademais, para calcular a formacao destes condensados,
utilizamos também uma grandeza conhecida como coeficiente de Gini, que fora origi-
nalmente definida para descrever a distribui¢ao de riquezas em um pais [32], pois essa

grandeza caracteriza bem a heterogeneidade nas concentragoes das diferentes células.
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Na segunda etapa deste doutoramento, estudamos um caso simples do modelo na
rede bidimensional onde apenas particulas de espécies diferentes pudessem interagir.
Neste caso especifico, mostramos que o estado estacionario do sistema apresenta uma
sensivel dependéncia com as condicoes iniciais quando consideramos um baixissimo grau
de estocasticidade. O modelo apresenta um fenéomeno de bimodalidade em que hé pos-
sibilidade do sistema relaxar tanto para um estado de auto-organizacao e formagao das
conhecidas faixas de fluxo unico, quanto para um estado imével. Mostramos que a
probabilidade do sistema relaxar para um destes dois estados depende dos parametros
extensivos do sistema (p, L, e L,). Discutiremos que a possibilidade do sistema rela-
xar para um estado intermedidrio, sem auto-organizagao nem imobilidade, é possivel
mas possui probabilidade baixissima de ocorrer em nosso modelo e que as condigoes
especificas para sua ocorréncia devem ser estudadas futuramente.

Na ultima etapa deste doutoramento, exploramos simetrias e assimetrias na in-
teracao das particulas. Neste estudo, mapeamos o comportamento estacionario do sis-
tema a partir dos fatores de interacao entre particulas de mesma e diferentes espécies.
Mostramos que o fenomeno de bimodalidade surge para diferentes valores dos fatores
de interacao desde que respeitando uma certa assimetria no qual a interacao de entes
de espécies opostas seja suficientemente mais forte que a interagao de entes de mesma
espécie.

No Cap. 2 desta tese, apresentaremos os detalhes de nosso modelo e definiremos
os parametros apropriados para analise da dinamica. Nele também faremos uma breve
discussao das EDPs que resultam do caso em que consideramos uma rede unidimensi-
onal.

No Cap. 3, apresentaremos e discutiremos nossos principais resultados do caso
unidimensional que resultaram em duas publicacoes no ano de 2019 nas revistas Physical
Review E e Journal of Statistical Mechanics.

No Cap. 4, mostraremos e discutiremos nossos principais resultados do caso bidi-
mensional. A parte do estudo deste capitulo que corresponde apenas a interagao entre
espécies opostas e o fenomeno de bimodalidade oriundo desta abordagem, foi publicada
na revista Physical Review E no ano de 2020.

Apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas Cap. 5.

No capitulo 5, apresentamos os artigos ja publicados e correspondentes a parte dos

resultados apresentados nesta tese.



Capitulo 2

O Modelo

Definimos um sistema retangular de tamanho L,L, com condicoes peridédicas de
contorno em ambos eixos, x e y, onde N particulas de duas espécies, A e B, podem
deslocar-se. As particulas deslocam-se de maneira discreta pelas células em movimento
permitido apenas para as primeiras células vizinhas. Em cada célula podemos ter mais
de uma particula, entretanto a possibilidade das particulas adentrarem uma célula é
afetada pela ocupagao desta em relagao a um valor de ocupagao maximo o ,ay.

Na diregao principal do anel (direcao x), as duas espécie deslocam-se em sentidos
opostos devido a forca de um campo externo de origem genérica, aplicado longitudinal-
mente a direcao principal do anel. Nesse contexto, os dois conjuntos de objetos respon-
dem ao campo de maneira contraria em razao de alguma caracteristica intrinseca das
particulas. Nao consideramos a possibilidade de as particulas deslocarem-se no sentido
oposto ao de sua espécie. Assim, sem perda de generalidade, definimos que as particulas
A tendem a deslocar-se no sentido +x do anel, enquanto as particulas B movem-se no
sentido —x do anel. As particulas podem, na pior das hipoteses, ficar paradas nas suas
células correntes. Desta forma, o movimento das particulas para a célula vizinha no
sentido de movimento de sua espécie depende apenas da ocupagao de particulas na
célula alvo.

Portanto, particulas da espécie A na célula de posicao (z,y) = €(i,j) deslocam-
se para a célula (x,y) = €(i + 1,7) no instante ¢ = 7/ a uma taxa w, onde € é a
dimensao linear da célula quadrada e 7 é o tempo necessario para realizar a transicao.

Consideraremos que a taxa de deslocamento de particulas seja uma funcao do estado

0

(i d)—(it1) €M termos das variaveis

de ocupacao da célula alvo denotada por w = w

12
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discretas. De maneira semelhante, ambas espécies estao aptas a deslocar-se sem sentido
preferencial para as células de posigao (z,y) = €(i, j+ 1), ou seja, na dire¢do transversal

ao anel (e ao campo). Denotamos as taxas de ocorréncia deste movimento lateral por

w=w?
(4,5) = (4,5%£1)"
A partir das taxas de deslocamento, w, podemos expressar as seguintes probabili-

dades de movimento das particulas A:

0 _ L
Pleg)++10) = 0 i) (i+1a) (2.1)

P(i )= (i,5+1) S0 Wi g)—(i+1)

0) ()
Plij)—(ij-1) = PO Wi g)—(ij—1) (2.3)
%)

onde Z ¢é o fator normalizador definido da seguinte forma:

Qb il >
Z(i,j) = (2.4)
1 do contrario,
onde Qg?j) => @ w((?j) (i) é o total de particulas que saem da célula e o termo

(7', 7") denota que a soma contempla as primeiras células vizinhas para as quais o mo-
vimento é permitido.
O fator normalizador (Z), definido pela Eq. 2.4, permite-nos escrever a probabili-

dade de uma particula A permanecer na célula de origem, tal que

) _ 0] )
p(i7j)—>(i7j) - <1 - Q(i,j)) S (1 - Q(i,j)) ) (25)
onde O (§) é a fungao degrau:

1 se £ >0
o) = (2.6)

0 do contrario.
De maneira analoga, as particulas da espécie B deslocam-se no sentido —z com

probabilidades:

0 _ L
Pleg)=-15) = 0 i) ~(i-1a) (2.7)
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0 Lo

Piijy—(ij+1) = 7O Wi )= (i,4+1) (2.8)
(4,5)
e
0 1o
P jy—6,5-1) = 70 Wi )= (ij—1) (2.9)

assim como a probabilidade de permanéncia dada pela Eq. 2.5.

Desta maneira, podemos escrever a seguinte relacao de recorréncia (REC):

D) (@

(+1) _ @ @ (
Ay = P psanAicn Y PGS 6.) A1
0 ) O] 0
T P anAiga TPy an A (2.10)

onde AEZJ) é o nimero de objetos da espécie A na célula (i, j) (posicao (z,y) = €(i,7)) no

instante t = 7l e pééll ; é a probabilidade de uma particula A realizar a transicao

)= (4.7)
da célula (i — 1, 7) para a célula (i, 7).

Seguindo a mesma linha de raciocinio, obtemos a seguinte REC para a espécie B:

(+1 _ @) 0] 0] 0]
B"J o p(i+1,j)—>(i,j)Bi+lJ +p(i,j—1)—>(i,j)Bi,jfl
0 0] 0) 0)
t Plaginq Biist T Puj-6n Big- (2.11)

Ao levarmos em conta que as chances de adentrar uma célula depende do nivel de
ocupacao maxima, o,,.., iremos fazer uma analogia com a distribuicao de Fermi-Dirac
em um contexto de transporte em condutores e semi-condutores, onde um parametro
similar & temperatura denotado por a~! apresenta um papel que ndo é necessariamente
a temperatura no nosso contexto. Assim, quando a ocupacao de uma célula estiver
acima de o, pariculas, a taxa de transicao de uma particula da espécie A para esta
célula comporta-se de acordo com a fungao de Fermi-Dirac [33] na forma:

0 _ 1
Yig)—(i+1.4) =

: 2.12
Ly e o) =

n ooy ~ . ,
4+ Ax BB() ¢ a ocupacao “efetiva” da célula alvo com a

onde o(X)V, = )\XAAZ('QLJ i1,

i+1,5

qual as particulas da espécie X = A, B na célula de origem interagem. As varidveis
(1) (1) , L. .

Ai{y; e By ; correspondem ao numero de agentes da espécie A e B, respectivamente,

a é um fator positivo que controla a estocasticidade da dinamica, Axx ¢é o fator de in-

teragao entre particulas de mesmo tipo e Axy corresponde a interagao de uma particulas
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da espécie X com a espécie Y. Podemos expressar a interacao das particulas matema-
ticamente através de uma matriz de interacao dada por

A= < Ma Aap ) , (2.13)

)\BA )\BB

onde os elementos da matrix A devem respeitar alguns critérios para poder representar
sistemas fisicos reais. Por exemplo, para podermos refletir a terceira Lei de Newton
e expressar a simetria da interacao das espécies, precisamos definir que Asp = Apa.
Por simplicidade, também iremos supor que Aaa = Agp ¢ 0 < |[Axx|, [ \xy| < 1, onde
XX =AA BBe XY = AB, BA.

A partir destas ultimas consideragoes, podemos simplificar a representacao dos
possiveis tipos e magnitudes de interagoes ao estudarmos os pares coordenados (Axx, Axy )
no plano Axx X Axy. Na Fig. 2.1, mostramos qualitativamente todas as interacoes
possiveis dentro do intervalo Axx € [—1,1] e Axy € [—1, 1] representado na area ha-
churada, enquanto os circulos correspondem aos nove diferentes tipos de interacoes
principais.

Por todas as caracteristicas de um modelo de ocupacao celular, torna-se natural
definirmos a taxa de movimento das particulas (Eq. 2.12) na forma da distribuicao de
Fermi-Dirac, sendo a ocupacao maxima por célula, o,,.,, um parametro equivalente ao
nivel de Fermi, isto é, o potencial quimico a temperatura zero. E importante notarmos
que este modelo permite matematicamente que as células possuam ocupacao maior que
Omax, d€ maneira que este parametro seja apenas um valor referéncia para um limiar
de ocupagao.

Dessa maneira, quando o nimero efetivo de particulas na célula alvo é maior que
o limite de ocupacdo das células, ou seja, 0(X) > opax a transigao é dificultada. Do
contrario, a transigao ¢ facilitada. O quanto a transigao ¢é facilitada ou dificultada de-
pende do parametro «, que nao é exatamente o inverso da temperatura como haviamos
esclarecido, entretanto a escolha de uma distribui¢ao do tipo Fermi-Dirac torna-se sur-
preendentemente compreensivel quando estudamos os efeitos de o em um contexto de
dinamica de particulas como é mostrado posteriormente nesta tese.

Continuando a definir as taxas de movimento de particulas no toro, temos que
na diregao transversal ao campo (dire¢ao y), ambas espécies movem-se nos dois senti-
dos. Neste trabalho, esse movimento “lateral” resulta de dois fatores: o espalhamento

causado diretamente por colisoes inerentes ao contrafluxo e difusao. O fator de espa-
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Figura 2.1: Plano Axx X Axy, onde podemos representar todas as possiveis interacoes
do sistema de particulas quando consideramos que Aap = Apa € Aaa = A\BB.

lhamento correlaciona de maneira direta o movimento no eixo y com o movimento em
x. Definimos este fator como uma taxa de “insucessos” do deslocamento ao longo do
eixo z do sistema anelar. A direta correlacao impede que o sistema bidimensional se re-
duza a um conjunto de sistemas unidimensionais acoplados como pode ser mostrado em
( [34]). O fator difusivo do movimento em y depende da ocupagao da célula lateral alvo
na mesma forma da Eq. 2.12. Ambos os fatores contribuem para a taxa de particulas
que deslocam-se lateralmente no anel. Assim, podemos escrever as seguintes taxas de

de transigao para as particulas da espécie A que deslocam-se da célula (x,y) = €(i, j)
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para a células laterais (x,y) = €(i,j & 1) da seguinte forma:

1 1
wh o = |1-
(1.4)— (6,5 £1) L ea(g(A)glfgmx) 14 6a(o(A)§2ilfamaX>

6&(0(A)§217j—0max) (1 + ea(U(A)Ef;ilfCTmax))—l
- Ol(O'(A)(l> —0o ) 7 (214)

onde o termo em colchetes corresponde ao termo de espalhamento e o termo fora dos
colchetes correponde ao termo difusivo.
Mantendo a analogia e lembrando que os agentes do tipo B deslocam-se no direcao

—x, também podemos escrever as seguintes taxas de movimento celular:

() L
SO 7 2.15
(Zvj)_>(7“_17-7) 1 + eOé(O'(B)z('l_)l,j_Umax) ( )

(l) 601(0(3)5[_)1,]-—0111“) (1 + ea(U(B),Ef;ilfo'max)),l

(4,5)—(3,5%1) 1_'_606(0(3)591,3'

(2.16)

_Umax)

Ao estudarmos a natureza da distribuicao do tipo Fermi-Dirac, podemos inferir
algumas caracteristicas do nosso modelo. Em uma primeira analise, iremos focar nos
efeitos que a causa no sistema. Para isso, iremos explorar primeiramente um sistema
unidimensional onde duas espécies de particulas deslocam-se em sentidos opostos ao

longo de L, células com condigoes periddicas de contorno.

2.1 Dinamica unidimensional

No contexto unidimensional, uma particula qualquer pode deslocar-se para a célula
a sua frente (no sentido de sua espécie) ou permanecer parada a cada intervalo de tempo
7. Assim, a dinamica de ambas espécies é regida pelo conjunto de regras definidas pelas
probabilidades de movimento correspondentes as Eqs. 2.1 para a espécie A e 2.7 para a
espécie B e pela chance de permanéncia em sua célula dada pela Eq. 2.5. Desta forma,

o vinculo de normalizacao nos permite escrever

0 TN ()
Piys) = 1~ Pyt (2.17)

para uma particula A(B), onde o nimero inteiro, correspondente a coordenada y, foi e

serd suprimida nesta tese sempre que tratarmos do caso unidimensional.
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E importante ressaltarmos que, durante este doutoramento, nosso modelo foi evo-
luindo em sua notagao até chegar em seu estado atual apresentado neste texto. Desta
forma, a notacao apresentada aqui difere em alguns aspectos da notacao utilizada nos
artigos publicados relativos a este estudo e que apresentaremos no final desta tese.

A dinamica estocastica baseada em uma distribuigao do tipo Fermi-Dirac (ver Eq.

l

2.12 e 2.15) tem seu caso mais trivial quando o« — 0, pois implica que pgi;_)(ﬁ(_)l)

1/2 e reflete uma situacdo que seria andloga a de um sistema em alta temperatura

(referente ao cendrio (i) explicado na Introdugao). Este é um cendrio (o — 0) pode
representar um sistema de particulas onde os momenta das espécies A e B estivessem em
uma escala de grandeza dos momenta das impurezas do meio aleatério devido a baixa
intensidade do campo externo. Assim, os objetos comportam-se como caminhantes
aleatérios direcionados, onde um numero arbitrario de particulas pudesse ocupar as
células do sistema (apesar de improvéavel) uma vez que as chances de movimento nao
dependeriam de oy ax.

O caso oposto (o — o0) apresenta outras peculiaridades. Neste contexto, a proba-
bilidade de transicao é altamente sensivel a ocupacao efetiva da célula alvo e apresenta

a seguinte forma:

l,se o(X) 21 < Omax;
)

(
) _ 1 %l
pgi)a(iil) =9 3:%¢ 0(X)i1 = Omax; (2.18)
0, se cf(X)g1 > Omax-

Podemos ver pela equagao 2.18 que a dinamica se torna fortemente deterministica
devido ao seu carater do tipo Fermi-Dirac. A particula se move quando encontra uma
célula vazia a sua frente ou permanece parada quando esta célula estiver com uma
ocupacao efetiva acima de oy,c. Neste regime (correspondente ao cendrio (ii) visto
anteriormente), a estocasticidade aparece apenas no caso em que a ocupagao efetiva na
célula alvo for igual a capacidade celular, ou seja (X )EQIJ = Opax- oSendo assim, as
particulas se comportam como corpos rigidos que colidem ao deslocar-se em sentidos
opostos sem que o meio possua alguma influéncia em seu movimento.

E importante salientarmos que o modelo pode representar muitos contextos fisicos.
Podemos pensar que um campo elétrico aplicado ao longo do anel provoca o movimento
oposto de particulas contrariamente carregadas como no modelo de gas de rede proposto

por Scmhittmann et. al. [35] ou no modelo de coldides com cargas opostas proposto e

estudado tedrico e experimentalmente por Vissers et. al. [17].
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A dinamica em apenas um grau de liberdade espacial nos permite reescrever as

relacoes de recorréncia 2.10 e 2.11 para os objetos A no formato AW Al o afg:ll) —
(n)

am’ e de maneira similar para os objetos B no formato B,(Jf) — Bfg_l) . bgﬁ_l),

m+1
onde
(n)
al) = AW/ {1 + ea("“)m#‘”“")} (2.19)
(S
b = B™) [1 + e“("(B)g)l“’m“)} . (2.20)

Neste caso unidimensional, resolvemos as equacoes de recorréncias que determinam
a evolucao das espécies em uma dinamica discreta, mas também devemos estudar o
conjunto de EDPs resultantes da aproximacao para o continuo.

Quando analisamos a situagdo em que U(X)q(ff) A J(X)fg)_l ~ J(X)g;ll, obtemos as

seguintes EDPs acopladas:

0A(z,t) o T Az, t) |
ot - Cl% _1 -+ €a(‘7(mvt:A)*Umax)_ ! (221)
e
0B(z,t) a1 B(z,t) ]
0t P8z |1+ ol @B omm | (2.22)
onde ¢; = lim; 0 —%, co = —cy, o(x,t; A(B)) ¢ a densidade efetiva de particulas entre

as posicoes x e x + dx com qual A(z,t)(B(z,t)) interage.
Podemos também obter a equagao 2.21 através de um truque simples de adicionar e

subtrair o termo A% J[1+ ealom 71)“’“‘“)] na relacao 2.10, onde devemos lembrar que

(

. 7. . (n—1)
1no caso unldlmenSIOnal temos que p(

n—1) _ (n-1) . o (n o
m—1)—(m) p(m-ﬁ-l)_)(m) = 1/[1 + e (0(X) )]’

como definimos nas equagoes 2.12 e 2.15. Com isso, obtemos uma equacgao de diferencas

finitas

A _ A1) 1 [ 4D _ A(n_ln]
" " 1 + ea(o-(A)Fn?il)_O'max) m m

1 1

- (2.23
(T R >]( |

Aln=1)

1+ e”
que nos limites em que 7,¢ — 0, toma a forma

DA(z,t) = oAt
T = 1+ea(o—(g;7t;A)—0'max) 81‘

0 1
SATIEN E 221
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e se torna a equacao 2.21 ao notarmos que se trata de uma derivada do produto.
De maneira analoga, podemos obter a equacao 2.22, que rege a dinamica da espécie

. - n—1) ..
B, a0 somarmos e subtrairmos o fator BYy 1)/[1 + eolo B —omax)] do lado direito da

relacao de recorréncia 2.11. Assim, nos limites em que 7,¢ — 0, ficamos com

0B(z,t) 1 OB(z,t)
-~ 7 — C
at 2 1 + ea(a(x,t;B)famaX) 817
0 1
+ B(:E’ t>£ |:1 —+ ea(a(zvt§B)UmaX):| } ’ (225)

que nos leva a Eq. 2.22.
E importante notarmos que no regime o — 0, o sistema se torna nao interagente e

as EDPs que regem a dinamica das espécies se desacoplam. Nesse cendrio, esperamos

que as solugoes devam satisfazer um par equagdes de deriva [36]: 0A@t) — o dAt)

ot 2 Ox
OB(xt OB (x,t - . .
% = %#, que representam solucoes que propagam com velocidade de deriva

c1/2 nas diregoes +z e —x respectivamente. Para ¢;/2 = 1, é facil vermos que, com
condigbes periddicas de contorno, as tinicas solugoes vidveis sao A(z,t) = 1e B(z,t) =1

ao tomarmos A(z,t =0) =1e B(z,t =0) = 1 como condi¢oes iniciais.
(n)

()—=0
portamento balistico dos objetos, pois se considerarmos uma condigao inicial A(x,t =

No ambito discreto, este cenario significa que p )= 1/2 e corresponde a um com-

0) = Lo, e B(x,t =0) = Ld, 1, devemos esperar em uma primeira volta no anel que

as solucoes sejam dadas por

n—1
Ao N L(m B 1) 2 n (2.26)
€
Bun ~ L( n-l )2—”. (2.27)
L—m-—1

As solugdes refletem que para se obter m sucessos (ou seja, estar na posigao x = mT),
¢é preciso que as particulas executem n > m experimentos, correspondendo a uma
distribui¢do binomial negativa [37]. Vale lembrar que em toda esta tese utilizamos o
nimero de células igual ao tamanho do tubo anelar (ou simplesmente e = 7 = 1).
Apés um tempo suficientemente grande do inicio da evolucao do sistema, devemos
esperar que as solucoes assumam a forma ASJJ), B 517 O que acontece quando «
aumenta e as interacgoes das particulas comegam a representar um fator importante na
dinamica? E razodvel esperarmos que Agf), BM 5 17 Isso significa que as particulas

irao fluir sem ocorréncias de entupimento no sistema?
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Quando analisamos o caso discreto na condicao de o« — oo, vemos que 0 movimento

das particulas se torna deterministico (ver equagao 2.18) e as EDPs 2.21 e 2.22 que

regem a dinamica das particulas apresentam, respectivamente, as trés possiveis formas

seguintes:
DA(x, 1) clw,se o(x,t; A) < Omax,
0 Lo se o(x,t; A) = Omax,
0,se o(x,t; A) > omax,
© OB(x,t
OB(x,1) @%,se o(x,t; B) < Omax,
e CELI NN ) () B —
B G oo se 0(x,t; B) = omax,
0,se o(z,t; B) > Omax-

Neste regime, o, € 0 principal parametro a controlar a fluidez na rede junto a densi-
dade média de particulas dada por p = ¥. Esta relacdo entre oy € p pode ser melhor

estudada através do parametro ocupacao definido por

N
= 2.28
°= oV (2.28)

pois leva em conta o niimero total de sitios disponiveis da rede.

Assim como «, a ocupagdo méaxima por célula (0. ) nao tem ligagao direta com os
niveis de energia no modelo de Fermi-Dirac. Aqui, o, tem uma interpretacao direta
com a ocupacao do espago pelas particulas e, portanto, relaciona o tamanho dos objetos
em movimento ao tamanho do sistema (V).

Ainda no regime de o« — 00, caso p seja suficientemente pequeno, temos em média

que 0 << Onmax, de modo que as equacoes acopladas 2.21 e 2.22 tornam-se respectiva-

mente

0A 0A

— R 2.29

ot~ ox (2:29)
e

0B 0B

—— Ry 2.30

ot~ “Por (2:30)
onde temos novamente uma equacao de deriva, entretanto devido ao fato de PZSL(J-) R

1, as particulas irao sempre se deslocar a cada passo e, portanto, a solucao deveria
manter a forma de sua condicao inicial caso nao houvesse duas espécies de particulas
em contrafluxo.

Quando p ¢ suficientemente grande tal que em média o >> oy,.«, as probabilidades
de movimentos (equagao 2.18) se anulam e as EDPs caem no caso trivial % ~0e
oB

%S¢ ~ 0 no qual nao ¢ esperada fluidez de particulas mesmo no inicio da dinamica.
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Nesse caso, o sistema apresenta uma solu¢ao constante, tais que A(z,t) = A(z,0) e
B(z,t) = B(z,0).

Para estudarmos todos esses aspectos da dinamica unidimensional, iremos explorar
o modelo também através de simulagoes MC. As simulacoes MC podem ser implemen-
tadas em dois métodos: dinamica sincrona e assincrona.

No caso sincrono, em cada passo de MC, todas as N particulas do sistema tem sua
posicao verificada e suas probabilidades de movimento calculadas de acordo com a con-
figuracao de distribuicao das particulas nas suas células vizinhas naquele passo de MC,
assim como fora implementado por Ansgar et al. em um modelo de automata celular
para dinamica de pedestres [28]. Em nossas implementagdes computacionais, utiliza-
mos o conhecido gerador Ran2 de nimeros pseudo-aleatérios uniformemente definidos
no intervalo [0,1] [38]. A nova posi¢ao de todas as particulas é atualizada de maneira
sincrona para o proximo passo MC.

No caso assincrono, realizamos N sorteios entre as N particulas do sistema. Cada
uma das N particulas sorteadas, na ordem que foi escolhida, tem sua posicao e movi-
mento verificados e, entao, sua posicao atualizada antes de verificar a préxima particula
da lista. Apds todas as N particulas sorteadas terem seus movimentos calculados e suas
novas posicoes atualizadas de maneira sequencial, um novo passo de MC é implemen-
tado. Cada passo de MC corresponde a um passo de tempo da dinamica tanto para o
algoritmo sincrono quanto para o algoritmo assincrono. Esse tipo de esquema de atua-
lizacao é comumente utilizado para simulacao de sistemas estocasticos em mecanica es-
tatistica como, por exemplo, em modelos de gés de rede [12,39], modelos de spins [40,41]
e muitos outros como por exemplo [11,42].

As simulagoes MC nos permitem analisar situagbes em que o sistema de particulas
pode “entupir” devido ao contrafluxo formando um estado de condensados inertes.
Para estudarmos esse estado de entupimento, precisamos definir uma quantidade que

chamamos de mobilidade e que denotamos por

M(t) = %Zfi(t), (2.31)

onde &;(t) é uma variavel bindria que assume valor 0 quando a i-ésima particula per-
manece parada na mesma célula no instante ¢ e assume valor 1 quando se desloca
para a célula vizinha. Basicamente, a mobilidade mede a fracao das N particulas da

dinamica que deslocaram-se no passo de tempo e funcionara como um dos principais
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parametros de ordem em nossas andlises. O seu complemento, 1 — M(t), mede a fracao
das particulas que permaneceram imoveis.

Uma outra interessante quantidade que utilizamos neste trabalho é o coeficiente de
Gini [43], que foi originalmente criado para calcular a heterogeneidade da distribuigao
de riqueza na populacao de paises [32,44]. A eficiéncia deste pardametro em medir
flutuagoes em distribuigoes permite o seu uso em outros contextos como na quantificagao
de recompensa (“payoff”) em modelos de teoria de jogos [45,46] por exemplo.

Em nosso contexto de particulas que se deslocam na rede anelar, o coeficiente de
Gini, G(t), apresenta um importante papel, pois é capaz de medir a concentracao e
distribuicao dos objetos nas células do sistema, além de ser um parametro alternativo
para mensurar a transicao da fase mdvel para a fase de condensados. Para tanto, sendo
A;»(Bj,) o numero de particulas da espécie A(B) nas células j = 1,2, ..., L no instante

n, definimos o coeficiente de Gini no instante n como

L TS
L+1-2 (Zj—l(L‘l' 1 —])A§ )(Bj( ))>
Z‘f:l Ag.n)(B](,”))

que pode ser medido tanto nas simulagoes MC como nas solucoes das EDPs, diferente-

G(n; A(B)) =

-5 , (2.32)

mente de M(t) que s6 pode ser definido para as simulagbes MC.

Padroes espaciais na concentracao das particulas que podem ser mensurados com a
ajuda do coeficiente de Gini, por exemplo, se caracterizam por representarem, em sua
maioria, estados estaticos do sistema. Entretanto, em sistemas com mais de um grau
de liberdade espacial é possivel surgir alguns padroes em fase dinamica que necessitam
o auxilio de outros parametros para podermos identifica-los.

Na secao seguinte, iremos dar continuidade ao estudo do modelo e apresentaremos
algumas outras quantidades capazes de refletir alguns possiveis estados de organizacao

das particulas em duas dimensoes.

2.2 Dinamica bidimensional

Ao voltarmos nossa atencao para o sistema bidimensional, nos deparamos com a
possibilidade da dinamica de duas espécies em contrafluxo resultarem em padroes espa-
cias peculiares. Podemos agora definir outros parametros de ordem que nos ajudarao a

mensurar os estados da dinamica durante a série temporal. O primeiro parametro que
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iremos definir é o chamado parametro de ordem na direcao x, que é dado por

L
1 Y
N2

k=1

Lz

() )
> AT - B}

j=1

o)

(2.33)

e calcula o nivel de separacao entre as espécies ao longo de bandas na direcao x. O
parametro (equagao 2.33) mede possiveis cendrios de ordenamento do sistema como é
observado em modelos de dinamica de pedestres [26,29,30], ou no caso de coloides de
cargas opostas sob a influéncia de um campo elétrico [17]. &, assume o valor 1 quando
ambas espécies estao completamente segregadas em faixas de fluxo contrario e assume
o valor 0 quando estao misturadas ao longo de .

Outro possivel cenario de ordenamento importante é o de segregacao das espécies

na direcao y. Portanto, iremos definir o parametro de ordem em y, dado por

Ly

) _ g
>_ A =Bk

k=1

Ly

1
o=

j=1

: (2.34)

que, em sua definicao, difere do parametro de ordem em =z apenas pela ordem dos
somatorios.

O parametro de ordenamento em y (equagao 2.34) é um bom medidor do quanto
o sistema estd segregado em bandas transversais a direcao principal do anel, como
foi observado por Vissers et. al. em um trabalho sobre coloides carregados sob a
influéncia de um campo elétrico periédico [24]. Entretanto, o cendrio mais comum no
qual ocorre este tipo de “organizacao”se da em situagoes de trancamento (“jamming”)
da vazao, onde particulas de ambas espécies entopem o sistema e a fluidez na direcao x
se interrompe. Assim, a mobilidade tende a zero quando ocorre o actimulo transversal
(y) dos objetos e o parametro de ordenamento em y tende a um de acordo com o grau
de separacao das espécies.

No capitulo seguinte, apresentaremos os principais resultados do modelo que é ob-
jeto de estudo desta tese. Em cada secao, iremos realizar uma breve explanacao das
condigoes utilizadas na obtencao dos resultados e, ao final deste trabalho, apresenta-
remos a primeira pagina dos trés artigos correlatos que foram publicados nas revistas

Physical Review E [47,48] e Journal of Statistical Mechanics [49].



Capitulo 3

Resultados: rede unidimensional

Iniciaremos nossa apresentagao dos resultados considerando uma rede simples uni-
dimensional com nivel de ocupacao celular o,.,, = 1. Para tanto iremos analisar a
concentracao das particulas A e B no caso de simulagoes MC, integragao numérica das
RECs 2.10 e 2.11 e as solugoes das EDPs 2.21 e 2.22. Na Figura 3.1 podemos ver um
resumo de nossos resultados utilizando uma condicao inicial de particulas distribuidas
aleatoriamente nas L, = 128 células do sistema. No grafico (a) da Figura 3.1 podemos
ver que para o = 0.3 o sistema apresenta um estado de fluidez das particulas, pois
ao realizarmos uma média sobre uma nimero grande de amostras (V,,, = 100) temos
A(z) =~ B(z) &~ 1 em t = 10° passos de MC. No caso de uma tnica amostra (N, = 1)
as flutuacoes se sobrepoem aos resultados esperados.

Como vimos no capitulo anterior, as EDPs (PDEs nos gréficos) sao obtidas a partir
das RECs apds tomarmos o limite 7, ¢ — 0, portanto, nao devem apresentar exatamente
os mesmos resultados, apesar de esperarmos qualitativamente o mesmo comportamento.
A comparagao entre as solugoes das RECs ou EDPs (PDEs) se dé por 6bvio, mantendo
o mesmo «. Em ambos os casos, é preciso que a condic¢ao inicial uniforme possua algum
tipo de assimetria, pois estes métodos nao possuem flutuagdes que possam gerar um
desequilibrio na ocupacao celular necessario para que o sistema possa evoluir. Por isso,
utilizamos condigOes iniciais tais que as células fossem ocupadas por uma particula A
e uma particula B exceto na posicdo m = L/2, ou seja, A0 = 1, By = 1 para todo
m # L/2 no anel e A%O = B%O = 0. Assim, no grafico (b) da Figura 3.1 podemos
ver o comportamento aproximado de A(z) ~ B(x) ~ 1 para um tempo intermedidrio

de t = 103. Ainda no grafico (b), podemos também perceber que para um tempo

25



26

mais longo (t = 10°), ambas as solugoes das EDPs e RECs apresentam uma exata

concordancia mostrada pela curva cinza.
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Figura 3.1: Resultados da dinamica explorada para diferentes valores de «, diferentes
métodos e diferentes tempos.
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A partir deste ponto, iremos explorar apenas as RECs, pois ambos os métodos apre-
sentam pequenas diferencas (vide a escala dos gréficos da Fig. 3.1 para uma adequada
comparagao) e acreditamos que as RECs serao bons representantes das solugoes das
EDPs do modelo. Uma analise mais completa das EDPs deste modelo de contrafluxo
serd realizada futuramente.

No gréfico (c¢) da Figura 3.1, podemos ver pelos resultados das simulagoes MC para
a = 1 que o sistema apresenta a formacao de condensados de particulas na faixa de
14 < A(r) =~ B(r) < 16 para um tempo consideravelmente grande ¢ = 10°. Nessa
situacao, grandes condensados das espécies em contrafluxo se formam devido ao fato de
a = 1 ja impor uma significativa correlacao entre as particulas, mas a ainda presente
aleatoriedade faz com que a vazao de particulas apenas cesse quando A(z) + B(x) >>
Omax- No gréfico (d), podemos ver a mesma situagao ocorrer ao caso das RECs, que
mostram a formacao de condensados praticamente do mesmo tamanho que a solucao
MC para o mesmo tempo decorrido. E interessante ver que, quando o = 4 (ver graficos
(e) e (f) da Fig. 3.1), ambos os sistemas apresentam um nimero maior de condensados,
mas de tamanhos menores. Nesse cenario, a alta correlagdo das particulas forca o
entupimento local e global (“jamming”) do sistema em qualquer situagao que se tenha
A(x) 4+ B(x) > Omax. Devido a estes fatos, iremos explorar a existéncia de um valor de
0 < a. < oo tal que o sistema passe de um estado movel para um estado de entupimento.

Por isso, iremos estudar transi¢oes dependentes da estocasticidade («) do sistema.
Outros autores exploram transicoes dependentes de outros parametros como a veloci-
dade média do sistema [50] ou a probabilidade de entupimento (“clogging”) em fungao
da densidade de pedestres [26,29].

Consideraremos agora a vizinhanca da transicao, onde estudaremos a densidade
da espécie A para cinco valores diferentes o em um tempo longo de ¢t = 10° com a
mesma condicao inicial do caso anterior, onde A,,o =1 e B,, o = 1 para todos os sitios
exceto por m = L/2. Primeiramente, vemos pela Figura 3.2 o ja conhecido estado
movel do sistema quando o« = 0.4. Para valores de a = 0.5, 0.6 e 0.7, a densidade
de particulas é praticamente a mesma A(z) ~ 1, mas o sistema aparenta estar em
um estado meta-estavel apresentando pequenas diferengas numéricas que deformam a
solugao em estranhas formas até que o sistema atinge o estado de completa imobilidade
para a = 0.8. Neste regime, ha a formagao dos condensados de particulas (apenas a

espécie A é mostrada) resultante do entupimento do canal.
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Figura 3.2: Solucio de REC mostrando a densidade de particulas A para t = 10°
iteragoes (estado estaciondrio). O sistema é claramente mével para o = 0.4 e en-
tupido para a = 0.8 (formagao de condensados). Podemos observar um “estra-
nho” comportamento na vizinhanga da transi¢ao (0.5 < o < 0.7).

Para entendermos melhor esta transigao, na se¢ao seguinte iremos explorar o com-

portamento da distribuicao de particulas para alguns valores de v em diferentes instan-
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tes de tempo da evolucao do sistema. Iremos partir de trés diferentes condigoes iniciais:

pulso de deltas de Dirac (PDD), distribui¢ao uniforme (DU) e ocupagao constante (OC).

3.1 Estudo das condicoes iniciais

Nosso modelo de contrafluxo de particulas, cuja dinamica se baseia na distribuicao
do tipo Fermi-Dirac, apresenta uma transi¢ao na estocasticidade («). Iremos estudar
como esta transicao pode afetar a distribuicao de particulas na rede unidimensional

considerando as seguintes condicoes iniciais:

1. Pulsos de Deltas de Dirac (PDD): Todas as particulas A partem inicialmente

da célula i, enquanto todas particulas B partem da célula i + L — 1.

2. Distribui¢ao Uniforme (DU): Todas as particulas A e B sao uniformemente

distribuidas ao longo das L células do sistema com o auxilio do Ran?2.

3. Ocupagao Constante (OC): Cada célula tem duas particulas: uma particula

A e uma particula B.

Iremos comecar o estudo a partir da condicao inicial que considera o confronto de
duas frentes de particulas de alta concentracao com o intuito de simular duas funcoes
Delta de Dirac (PDD). Para a EDP, integramos o sistema anelar de tamanho L, = 128

com as seguintes condicoes iniciais:

L,se =0,
Az, t =0) = { 0.5 40, (3.1)
L,se x=1,
B(z,t=0) = { 0se 4L (3.2)
Analisamos a distribuicao de particulas para quatro instantes diferentes ¢t = 0,

t =103t = 10" e t = 10°. Nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 apresentamos as distribuicoes
das espécies para a = 0.4, 3.0 e 20.0. Podemos observar pela Figura 3.3 que o sis-
tema flui livremente de tal forma que a alta estocasticidade faz com que a distribuicao
perca sua forma inicial de PDD e passe para uma forma de particulas homogeneamente
distribuidas ao londo do anel.

Na Figura 3.4, no entanto, a interagao das particulas comeca ter um papel impor-

tante. Podemos observar a formacao de condensados de espécies se confrontando. Os
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Figura 3.3: Evolucao temporal do nuimero de particulas por célula. Iniciando da
condigao I (PDD) para a = 0.4, podemos observar um estado estaciondrio (¢ = 10°)
onde as particulas fluem sem nenhum efeito de entupimento, ou seja, A(z,t) = B(x,t) =
1.
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Figura 3.4: Evolucao temporal do nimero de particulas por célula agora para um valor
menor de estocasticidade, a = 3.0 como condicoes iniciais do tipo PDD. Podemos
observar a formagao de condensados (picos de densidade) ao longo do meio.
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Figura 3.5: Evolugao temporal do niimero de particulas para a = 20.0. A forte interacao
de primeiros vizinhos provoca um estado de completo entupimento A(z,t = 10°) =
B(z,t = 10°) ~ 128 em um pico central.

condensados formados apresentam um pico central que delimita uma principal barreira
ao fluxo de particulas e apresentam uma cauda que perde largura e ganha altura a
medida que as particulas se concentram. De maneira semelhante, podemos ver pela
Figura 3.5 que o alto determinismo do movimento das particulas quando a = 20.0,
indica um regime no qual a forma inicial de PDD se mantém ao longo de metade do
trajeto (x ~ L/2) quando as espécies em confronto se encontram e o sistema tranca
com dois grandes picos de densidade como estado estacionario.

Quando estudamos a condicao inicial de duas espécies uniformemente distribuidas
(DU) ao longo do anel, vemos que o estado estaciondrio do sistema pode apresentar
um comportamento peculiar. Analisamos a evolucao temporal do nimero de particulas
para os valores de a = 0.45, @ = 0.55 e @ = 10. Podemos observar pela Figura 3.6
que para o = 0.45, o sistema apresenta uma evolucao para um estado de completa
mobilidade sem a formacao de condensados, assim como no caso anterior de PDD como
condicao inicial e o = 0.4.

No entanto, quando o = 0.55, j4 h& a caracterizacao da fase de condensados como
consequéncia da alta concentracao de particulas como mostram os picos na Figura 3.7.

O sistema apresenta uma fase imével com formacao de muitos condensados de pequena
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Figura 3.6: Evolugao temporal de particulas por célula iniciando da condicao II (DU)
para o = 0.45. Podemos observar a evolucao do sistema fracamente interagente, onde
as particulas fluem sem nenhum efeito de entupimento, ou seja, A(z,t) ~ B(x,t) ~ 1.
O sistema eventualmente atinge seu estado estaciondrio onde A(z,t) = B(z,t) = 1.
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Figura 3.7: Evolucao temporal do nimero de particulas para a = 0.55 com condicao
inicial de DU. Podemos observar que a interacao presente em um sistema com suficiente
aleatoriedade causa a formacao de dois condensados de alta densidade de particulas.
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Figura 3.8: Evolucao temporal do nimero de particulas para o = 10 com condicao
inicial de DU. A forte interagdo provoca um estado de completo entupimento ja nos
primeiros passos da simulagao devido as muitas condigoes de o(x,t) > opax presentes
ao longo do anel.

magnitude no estado estacionario quando o = 10. Esse fenomeno corrobora com a
interpretacao de que as pequenas diferencas de densidade presentes no inicio da evolucao
em um regime altamente deterministico ja sao suficientes para o rapido entupimento do
sistema, diferentemente de quando a = 0.55 no qual o sistema apresenta uma demorada
formacao de um unico pico de alta concentracao dos objetos.

Com o intuito de facilitar o melhor entendimento de nosso modelo e métodos, apre-
sentaremos nosso estudo da condic¢ao inicial de OC na tultima secao deste capitulo
denominada “Coeficiente de Gini”. Na referente se¢ao, apresentaremos os resultados
da utilizacao de OC como condicao incial e suas comparacao com as outras condicoes
iniciais PDD e DU.

Iremos agora estudar toda a evolugdo temporal da mobilidade (dada pela equagao
2.31) através da dinamica sincrona das simulagoes MC para um sistema de tamanho
L, =256 ¢ p =10 (N = 256) no caso mais simples dado por oy, = 1. Usamos
condicoes iniciais do tipo DU e um ntimero de amostras Ny, = 10° /N = 3907 foram
realizadas. Neste trabalho, usamos N - N,,, = 10° a menos de quando explicitamente

definimos diferente. Na Figura 3.9, vemos o comportamento das séries temporais para
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diferentes valores de av. O comportamento esperado para os casos de alta estocasticidade
(v < 0.4) se manifesta na mobilidade (M, ~ 1/2), de maneira a refletir o fato de, em
média, a metade das particulas se deslocar e metade permanecer imével. Entretanto,
em algum ponto do intervalo de 0.4 < o < 0.6 ocorre a transicao e o sistema apresenta
sua evolucao partindo de um estado médvel transiente para o estado estacionario de
entupimento. Percebemos também que a evoluicao para o estado imovel ocorre para

tempos cada vez menores a medida que a aumenta como era de se esperar.
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Figura 3.9: Evolucao temporal da mobilidade para um sistema de tamanho L, = 256.
Podemos observar a transi¢ao de um estado de mobilidade parcial quando o < 0.4 para
um estado de imobilidade total para o > 0.6.

Completanto a apresentacao sobre as séries temporais, vemos nas Figuras 3.10 e
3.11 que sistemas de tamanhos diferentes sao consideravelmente diferentes no estado
transiente da evolucao da mobilidade. Obtivemos todos estes resultados utilizando

p = 1. Assim, se tivermos L, = 64, por exemplo, o sistema tem N = 64 particulas
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Figura 3.10: Evolugao temporal da mobilidade para (a) L, = 2, (b) L, =4, (¢) L, = 8
e (d) L, = 16.

no total. Na Figura 3.10, vemos os efeitos de escala para tamanhos relativamente
pequenos. Os gréficos (a) e (b) da Figura 3.10 nos mostram que os sistemas pequenos
de tamanho L, = 2 e L, = 4, respectivamente, apresentam um comportamento de
certa forma anomalo, pois a mobilidade tende ao seu valor méaximo de 1 quando o
sistema estd em um regime de forte interagao (o > 4.0) das particulas em contrafluxo.
Esse fenomeno no qual todos os objetos se deslocam conjuntamente é originado por
um “problema” configuracional causado pela forma da probabilidade de movimento no
regime de o — oo (equagao 2.18) ao utilizarmos o algoritmo sincrono.

Para explicar de maneira mais clara esse fenomeno, imaginemos um sistema de
tamanho L, = 2 com uma particula A e uma particula B, sendo a capacidade da
célula o, = 1 e a grande. Com a condigao inicial aleatéria, as duas particulas ou

partirao da mesma célula ou estarao em células vizinhas. Se estiverem na mesma célula,
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Figura 3.11: Evolucao temporal da mobilidade para (a) L, = 32, (b) L, = 64, (c)

L, =128 ¢ (d) L, = 256.

ambas irdo “ver’a outra célula do sistema vazia (ressaltando as condig¢oes periddicas
de contorno) e, portanto, ambas irdo deslocar-se para a mesma célula, mas vinda de
lados opostos pois trata-se de contrafluxo. Este estado ja é estacionario. No outro caso,
as particulas iniciam de células vizinhas e a probabilidade de movimento é 1/2; pois
0 = Omax €, assim, irao deslocar-se ou nao até que a configuracao de estarem no mesmo
sitio eventualmente ocorra e nao mais se modifique. Assim, o sistema atinge o mesmo
estado estacionario do caso anterior, onde a mobilidade do sistema tem valor maximo.
Este mesmo raciocinio vale para L, = 4, entretanto devido a um numero maior de
possibilidades de ocupagao, a mobilidade nao chega a atingir seu valor maximo. Este
efeito é atenuado ao utilizarmos o algoritmo assincrono para sistemas de tamanhos

pequenos e desaparece completamente para sistemas grandes mais rapidamente que o

algoritmo sincrono como veremos posteriormente neste trabalho.
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A medida que o sistema aumenta, os efeitos de fronteira para « alto aparentam
diminuir, como podemos ver pelos gréficos (c) e (d) da Figura 3.10, que mostram que
para L, = 8 e L, = 16, a mobilidade tende a cair a zero apesar de para tempos
diferentes. Na Figura 3.11, vemos pelos gréficos (a), (b), (¢) e (d) que quanto maior
for o sistema, menor é o o que faz com que o sistema torna-se imoével em seu estado
estacionario. Podemos ver, por exemplo, que para um sistema de tamanho L, = 32
(Figura 3.11 (a)), o sistema ainda flui no regime de particulas ndo interagentes quando
a = 0.6 (curva “rosa”). No entanto, a partir de L, = 64 (grafico (b) da Figura 3.11)
podemos ver que o sistema ja evolui para o estado imoével quando o = 0.6.

A partir da seguinte secao, iremos focar nosso estudo apenas no estado estacionario

do sistema para descobrirmos detalhadamente a transicao e sua dependéncia com «.

3.2 Estado estacionario

Nos resultados da evolucao temporal apresentados até esta etapa do trabalho, vimos
que a mobilidade do sistema atinge diferentes valores estacionarios bem definidos e que
dependem de « (Figuras 3.10 e 3.11). Dependendo também do tamanho do sistema,
a mobilidade pode tanto apresentar um crescimento quanto um decrescimento para
entao atingir seu valor médio estacionario. Neste transiente da evolugao do sistema
para o estado estaciondrio, o tempo de simulacao de cada amostra pode apresentar
grandes variagoes que dependem dos parametros do sistema. Se propusessemos que
o tempo de simulacdo fosse igual (independente dos parametros «,L,,...) e grande o
suficiente, de maneira a garantir que a mais demorada das simulacoes atingisse seu
estado estaciondrio, estariamos desperdicando um valioso tempo computacional para
as simulacoes que chegam a tal estado mais rapidamente.

Desta maneira, desenvolvemos um algoritmo de truncamento das séries temporais
das simulagoes MC que calcula em cada simulagao se o estado final do sistema ja tenha
sido atingido (com uma margem de erro) e evitando, assim, possiveis perdas de tempo de
simulagao. Nosso algoritmo estabelece um critério de avaliagao do estado estacionario
a partir da inclinagdo da curva de regressao linear da mobilidade, M (t), dentro de um

intervalo de tempo de tamanho fixo At. Definimos assim:

e A partir do inicio da evolugao temporal, guardamos os valores de mobilidade M ()

dentro de um intervalo fixo de tempo At;
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e A cada intervalo At;, onde i = 0,1,2... é o indice do intervalo (i = 0 corresponde
aos primeiros At passos de MC), realizamos uma regressao linear com os valores
de mobilidade M (t) pertencentes ao seu intervalo, tal que resulte uma equagao
linear na forma geral y = a;,x + b;, onde y correponde aos valores de mobilidade

sobre a curva de regressao linear no intervalo 7 e x correponde ao tempo;

e No final de cada intervalo At;, verificamos se a inclinacao da reta resultante da
regressao linear é, em modulo, menor que um valor de erro n pré-definido, ou seja,
se |a;] < n. Se |a;| < n, asérie temporal é truncada e o valor médio da mobilidade
(M) no intervalo At; é guardado. Do contrario, a série continua com o mesmo

critério sendo aplicado até que a condicao seja satisfeita.

Com este algoritmo pudemos confirmar a ergodicidade do sistema ao verificarmos
que a média dos valores estaciondrios da mobilidade (equagao 2.31) equivale ao valor
estacionario da média amostral de mobilidade. No primeiro caso, aplicamos o algoritmo
individualmente em amostras sequenciais que atingiram o estado estacionério para entao
realizarmos a média, enquanto no segundo caso aplicamos o algoritmo a média de
amostras concorrentes. O objetivo para criar tal algoritmo esta na tentativa de otimizar
o tempo de simulagao e automatizar o processo.

Com o intuito de obtermos resultados qualitativos e fidedignos ao modelo, estudamos
as influéncias dos parametros de truncamento da série: o erro 7 e a janela temporal At.
Na Figura 3.12 mostramos a mobilidade estacionaria em funcao de o para um sistema
L, =256, p =1 e opax = 1. Podemos verificar pelo grafico (a) da Figura 3.12 que
mantendo At = 1000 passos de MC fixos, o sistema apresenta uma mudanca gradual
na transicdo para a fase imével, partindo de uma transicao suave quando n = 1073
para uma transicao abrupta quando n < 107%. Essa mudanca no tipo da transicao nao
significa que o sistema alterou seu comportamento, mas apenas que o algoritmo passou
a identificar com melhor precisao o comportamento do sistema que indica ser de uma
transigdo de primeira ordem na mobilidade estaciondria. O resultado do grafico (a) da
Figura 3.12 indica que para n < 107% as curvas de mobilidade apresentam o mesmo
comportamento e se assemelham quantitativamente no valor de o da transicao.

No gréfico (b) da Figura 3.12, podemos ver que as curvas de mobilidade estacionéria
colapsam umas nas outras a medida que At aumenta ao mantermos a inclinacao da

curva de regressao linear vinculada a n = 1077 fixo. E facil percebermos que o aumento
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Figura 3.12: Mobilidade estaciondrio em funcao de a: (a) mostra que o estado esta-
ciondrio é sensivel as mudancas em 7 e (b) nos mostra que hd uma boa concordéancia
na transicao a partir de At > 1000.

de dados de M(t) corresponde a uma maior e, consequentemente, melhor amostra-
gem para o calculo da curva de regressao linear e posterior verificacao do critério de
truncamento da evolucao.

Todos os resultados estacionarios apresentados a partir desta etapa do trabalho
foram obtidos com a utilizacao de n = 10~7 e At = 1000 passos de MC como parametros
do critério de truncamento das séries temporais, a menos que digamos diferentemente.

Voltemos a andlise de tamanho do sistema vista no inicio deste capitulo. Nos resul-
tados apresentados nas Figuras 3.10 e 3.11, vimos que h& uma transicao da mobilidade
do sistema em um intervalo de 0.4 < a < 0.6, passando de um sistema de particulas
moveis do tipo caminhantes aleatoérios direcionados para um sistema de particulas in-

teragentes em contrafluxo que em um tempo grande o suficiente acabam se tornando
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imoveis. Desta forma, estudamos a influéncia da estocasticidade na mobilidade das
particulas e como os efeitos de fronteira se manifestam quando a dinamica de interacao
é sincrona.

Na continuagao deste estudo, ao mantermos p = 1 e oy = 1 fixos, podemos
ver no grafico (a) da Figura 3.13 que a dinamica sincrona apresenta as (ja discutidas
na secao anterior) anomalias devido aos efeitos de fronteira para sistema pequenos
de tamanhos L, = 2,4 e 8. Como explicado anteriormente no inicio deste capitulo, na
dinamica sincrona quando « é grande o suficiente tal que a probabilidade de movimento
dada pela equacao 2.18 esteja em vigor, alguns efeitos oriundos do baixo ntumero de
configuragoes de ocupacao de particulas manifestam-se em maior propor¢ao quando
tratamos de sistemas pequenos. Interessante percebemos que para L, = 8, o aumento da
correlagao entre as particulas é suficiente para que o contrafluxo ocasione a imobilidade
estaciondria (M, = 0) do sistema no intervalo 2 < a < 10. A partir de o =~ 10, no
entanto, a alta correlacao das particulas demonstra que os efeitos de fronteira ainda sao
sensiveis a dinamica. Para a dinamica assincrona, no entanto, os efeitos de fronteira nao
sao fortes em comparagdo ao caso sincrono mostrados no grafico (b) da Figura 3.13.
Para L, = 2, a dinamica assincrona ainda apresenta a anomalia causada pelo baixo
nimero de configuragoes possiveis do sistema que ocorre no caso sincrono. Entretanto,
essa anomalia é atenuada devido ao método assincrono que sorteia as particulas dentro
do passo da simulacao. Quando isso ocorre, a situagao estacionario nao é imutavel como
na dinamica sincrona.

As diferencas entre o caso sincrono e assincrono no que diz respeito aos efeitos de
borda desaparecem qualitativamente a partir de L, = 16, mostrando em ambos os casos
a transicao do tipo mobilidade-entupimento. Também podemos perceber que as curvas
colapsam umas as outras com o aumento do sistema de tal maneira que a partir de
L, = 64 nao haja mais efeitos de fronteira residuais para ambos os métodos.

Na préxima segao, iremos estudar os efeitos da densidade de ocupagao média p.
Iremos mostras que o nivel de estocasticidade critico, a., no qual acontece a transicao

depende de p de acordo com uma lei de poténcia.

3.3 Densidade média de ocupacao

A dinamica de particulas baseada na distribuicao de Fermi-Dirac apresenta uma
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Figura 3.13: (a) Algoritmo sincrono apresenta comportamento estaciondrio anéomalo
para sistemas pequenos, mas para L > 64 a transicao nao sofre mais influéncia das
condigoes de contorno. (b) Algoritmo assincrono apresenta comportamento “espe-
rado” para sistemas pequenos, mas também deixa de ser influenciado por questoes de
fronteira para L > 64.

transicao na mobilidade do sistema quando a estocasticidade do sistema é alterada.
Na se¢ao anterior, vimos que essa transicao ¢ abrupta e ocorre para um a ~ . para
sistemas maiores que L, = 64, que é quando os efeitos de borda desaparecem para o
método de dinamica sincrona e assincrona. Agora iremos analisar apenas a dinamica
sincrona.

Iremos estudar agora a influéncia que a densidade média de particulas, p, tem sobre
essa mobilidade e se a transicao continua a ocorrer. Como nosso enfoque sera na variagao
de p, iremos manter o tamanho do sistema fixo em L, = 256 células e o nivel maximo

de ocupagao em o, = 1. O nimero de particulas varia de acordo com N = pV', onde
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N4 = Np = N/2 se mantém.

Na Figura 3.14, podemos ver as curvas para diferentes valores de densidade média.
Iniciando de p = 0.062 e variando de curva para curva de Ap = 0.062, percebemos
que os casos de mais baixa densidade, ou seja, p < 0.186 apresentam mobilidade final
do sistema crescente a medida que a correlacao das particulas aumenta. E possivel
interpretarmos que a diminui¢ao da estocasticidade (aumento de «) torna o ambiente
de ocupacao rarefeito propicio para a alta mobilidade onde a transicao para uma célula
vazia é fortemente provéavel (ver equacao 2.18). A partir de p = 0.248 (curva de cor
grend ou quarta curva de cima pra baixo) a transi¢do de um sistema de particulas

moveis para imdveis comeca a ocorrer de modo que podemos ver a dependéncia de a.
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Figura 3.14: Mobilidade estacionaria em funcao de a para diferentes densidades. Pode-
mos observar uma transicao abrupta dependente da densidade partindo de um estado
moével para um estado entupido quando o = .. O grafico menor inserido (escala
log-log) nos mostra a dependéncia de . como um fungao da densidade p.
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com a densidade. O minigrafico da Figura 3.14 nos mostra que o nivel estocasticidade
critica, a,, onde ocorre a transicao de estado movel-imovel é funcao da densidade na
forma de uma lei de poténcia.

Na préxima secao iremos estudar os efeitos que diferentes niveis de ocupacao maximo
Omax t€m no sistema em dois casos: mantendo a densidade média (p) fixa e mantendo

a ocupagao média (o, dada pela equagao 2.28) fixa.

3.4 Nivel maximo de ocupagao (o)

Um dos mais importantes parametros de nosso modelo é o nivel maximo de ocupacao,
Omax- Hste parametro de natureza extensiva, é relacionado ao tamanho das células que
formam o sistema. Nesta etapa, iremos estudar as diferencas dos métodos de dinamica
sincrona e assincrona para um sistema de tamanho L, = 256 e p = 1 fixo.

Podemos ver na Figura 3.15 os resultados do efeito de diferentes valores de oyax
na mobilidade estacionaria do sistema. No gréfico (a) da Figura 3.15 vemos os resul-
tados do método sincrono, onde percebemos que o aumento de o, proporciona uma
permissividade maior de movimento das particulas indicada pelas curvas de mobilidade
crescente para a < a.. Quando a = «., o sistema sofre a transicao para o estado
imovel para os casos omax < 2, no entanto, o sistema volta a ser movel apresentando
uma segunda transicao quando o, = 3, agora do tipo mével-imovel. A partir de
Omax = 3, quando o sistema tem um valor de « suficientemente grande, o alto determi-
nismo na dinamica sincrona faz com que as vacancias sejam totalmente exploradas pelas
particulas e a mobilidade do sistema seja possivel. Para o,,., = 4, existe uma visivel
regiao de 1 < a < 2, na qual o sistema apresenta transicoes de primeira ordem instaveis
do tipo mével-imével e imével-mével. Quando o, > 5 0 sistema nao mais apresenta
transicao de fase e a mobilidade estaciondria é crescente com « até chegar a mobilidade
plena (M, = 1) quando a =~ 1. Nos dois tipos de dinamica, as chances de uma célula
apresentar ocupagao maior que gy, Sao praticamente nulas, pois a ocupacao média é

0o=-—+-=1/6.

Omax

Ainda na Figura 3.15, podemos ver no gréfico (b) que o método assincrono possui
um comportamento parcialmente diferente do comportamento visto no caso sincrono.
Em ambos os casos, temos uma mobilidade estacionéria crescente com « para diferen-

tes valores de oyay até que ocorre a transigdo para estado imével em a, = QO max)-
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Figura 3.15: Mobilidade estaciondria em fungao de o mostrando em (a) o algoritmo
sincrono e em (b) o algoritmo assincrono mantendo em ambos os casos p fixo para
diferentes valores de o ay.

A diferenca entre os métodos, no entanto, se da a partir de a., sendo que no caso
assincrono o sistema nao tem um “retorno”do estado movel das particulas como ocorre
no outro método. A partir de o, > 5, porém, o sistema é sempre mével em seu estado
estacionario, passando do regime de caminhante aleatorio direcionado para o regime de
superfluidez com o aumento da correlacao das particulas.

Iremos fixar nossas atencoes nos efeitos que diferentes valores de 0.« causam no
sistema quando o parametro a ser mantido fixo agora é a ocupacao o. Neste caso
iremos estudar sistemas de tamanho L, = 256 e numero de particulas (N) diferentes
de maneira que a ocupacao se mantenha fixa em o = 1. Assim, se tivermos o,.x = 4,
por exemplo, o sistema terda N = Lo, = 1024 particulas e, portanto, uma densidade

média p = 4. Na Figura 3.16 vemos que ambos os tipos de dinamica (sincrona e
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Figura 3.16: Mobilidade estaciondria em fungao de o mostrando em (a) o algoritmo
sincrono e em (b) o algoritmo assincrono mantendo em ambos os casos o fixo para
diferentes valores de o ay.

assincrona) comportam-se qualitativamente de maneira idéntica. Nos dois casos, o
sistema apresenta uma transicao de primeira ordem que ocorre para valores de a, cada
vez menores a medida que aumentamos a ocupacao maxima celular. Esse fenomeno
indica que o sistema apresenta uma maior sensibilidade ao aumento da densidade do
que devido ao préprio aumento de o, quando as particulas passam a interagir devido
a0 Q.

Uma outra medida estatistica interessante para aplicarmos no contexto de dinamica
de particulas é o coeficiente de Gini [32,44], sendo parametro originalmente criado para

o célculo da homogeneidade da distribui¢ao de renda de um pais [43].
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3.5 Coeficiente de Gini

No contexto de uma dinamica de particulas, o coeficiente de Gini (equagao 2.32)
¢ capaz de nos fornecer uma melhor resolucao dos fenomenos coletivos encontrados
em nosso modelo. Como esse coeficiente basicamente funciona para medir a hetero-
geneidade de uma distribuicao, pudemos quantificar com mais clareza a condensagao
no sistema. Por exemplo, quando temos um tnico pico de alta densidade o coefici-
ente de Gini corresponde ao seu valor méximo (G — 1). Enquanto que se temos uma
distribuigao de vérios condensados nos retorna um valor intermedidrio (G ~ 1/2). E fi-
nalmente, para uma distribuicao homogeénea que corresponde a um cenario de auséncia

de poucos condensados de alta densidade, o coeficiente de Gini resulta em pequenos
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Figura 3.17: Coeficiente de Gini estaciondrio em fungao de « para i) integra¢ao numérica
das EDP, i7) simul¢ao MC com algoritmo assincrono e iii) simulagao MC com algoritmo
sincrono. Os resultados para DU (UD), PDD (DDP) e OC (CO) como condigoes iniciais
sdo mostrados nos gréficos (a), (b) e (c) respectivamente. Os efeitos de diferentes
periodos de integragao das EDP sdo mostrados no grafico (d).
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valores (G — 0).

Realizamos a integragao numérica das EDPs (equagoes 2.21 e 2.22) para to, = 10?
iteragoes que se mostraram suficientes para alcancarmos o valor de estado estacionario
G- No entanto, nao foi possivel atingir a convergéncia para um unico valor de G,
nas simulacoes MC. Para esse estudo, utilizamos 7 = 10~7 no critério de truncamento
das séries temporais.

Para descobrirmos se G, ¢ um bom estimador para a transicao mével-imével, veri-
ficamos a sua dependéncia como func¢ao de « para i) simulagoes MC com esquema de
atualizacao asincrona, ii) simulagoes MC com esquema de atualizagao sincrona e iii)
integracao numérica das EDPs.

O coeficiente de Gini varia abruptamente em funcao de a como podemos observar
nas Figuras 3.17 (a), (b) e (¢). Embora a transi¢ao nao ocorra para o mesmo valor exato
de a, é possivel notarmos que ha uma concordancia qualitativa entre as simulagoes MC
e a integragdo numérica das EDP. Além disso, a transi¢cao sempre ocorre para valores
de a < 1.

O coeficiente de Gini tende a 0 no caso da integracao numérica das EDPs e tende
para 1/2 no caso das simulagdes MC na fase mével (baixo «). O primeiro caso corres-
ponde a uma situacao onde existem dois tipos de ocupacao das células, enquanto no
segundo caso corresponde a uma ocupacao homogénea. Portanto, é possivel afirmarmos
que as simulagoes MC produzem um regime de estado estaciondrio estatisticamente ho-
mogéneo, enquanto que a integracao numérica das EDPs produzem um regime de estado
estaciondrio completamente homogéneo.

As distribuicoes iniciais uniformes nao se alteram com tempo se a for suficiente-
mente grande. Assim, G, ~ 1/2 tanto para simula¢oes MC quanto para a integragao
numérica como é mostrado na Figura 3.17 (a). A Figura 3.17 (b) torna explicito o
comportamento de onda do modelo. Vemos que o sistema parte de um estado de dois
grupos concentrados e produz uma transicao simultanea entre as simulagoes MC e a
integragao numérica. A explicagdo para esta coincidéncia é que as EDPS também se
caracterizam pela sincronicidade. Apoés a colisao dos dois grupos, hé a formacgao de con-
densados permanentes que nao dissipam. No entanto, as simulagoes MC com esquema
assincrono apresentam um carater difusivo. Assim, as particulas se dispersam e a con-
densacao é menos forte do que nos outros casos. Deste modo, o coeficiente de Gini se

mostra com valor menor. Ainda assim, tanto o caso sincrono quanto o caso assincrono
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das simulagoes MC apresentam uma perfeita concordancia no limite de baixa interacao

para a < 3.
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Figura 3.18: G em funcao de « obtido a partir da integracao numérica das EDP para
valores diferentes de op.x. Em todos os casos, o sistema tem tamanho L, = 128 e
N, = Np = 128 particulas distribuidas de maneira uniforme (UD) inicialmente.
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O coeficiente de Gini é mostrado na Figura 3.17 (c¢) para uma distribui¢do inicial
homogeénea. Diferentemente do comportamento descrito na utilizacao das condic¢oes
uniformes e concentradas, G, — 0 para valores altos de o quando o sistema parte
de uma ocupacao homogénea. Isso ocorre porque o sistema nao altera seu estado
inicial para a grande o suficiente. Para contornar esse problema, implementamos uma
estratégia numérica para a integracao nesta situacao. Definimos que o sitio central do
sistema estivesse inicialmente vazio, enquanto que todos os sitios restantes permaneciam
inicialmente ocupados por uma particula de cada espécie: A(x,t =0) = B(x,t =0) =
1 —0z.1/2-

O periodo de integracao t., € particularmente importante para a integracao numérica
das EDPS. A Figura 3.17 (d) mostra o coeficiente de Gini calculado para os periodos
to = 1.0 x 103, 5.0 x 10% e 1.0 x 10*. Como nao existem diferencas consideraveis
entre os coeficientes de Gini calculados para os periodos to, = 5.0 x 10% e 1.0 x 10%,
podemos assumir que o menor dos dois periodos é um valor suficientemente bom para
as simulagoes.

Iremos agora estudar os efeitos de ocupagao e diluigao (variagoes de p) a partir do
coeficiente de Gini. Para tanto, integramos as EDPs para um conjunto de Ny = Ng =
128 particulas uniformemente distribuidas ao longo das L, = 128 células do sistema.
Observamos G, em funcao de a para valores de o, variando de 1 a 20. Como a
Figura 3.18 mostra, a transi¢ao critica inicialmente desloca-se para maiores valores de
a a medida que o, aumenta. Quando o, = 4, essa tendéncia termina e a transicao
se torna mais suave apresentando um comego que se reduz com o aumento de « e
algumas irregularidades. Esse fenomeno é uma consequéncia do sistema possuir mais
graus de liberdade devido ao aumento da capacidade das células. Portanto, o sistema
se torna mais movel. Essa tendéncia continua até o, = 20, quando a transicao se
torna continua, sua ordem muda e G, diminui.

Aqui utilizamos uma densidade constante de particulas de cada espécies: p = N/L,.
Mas uma outra forma de estudarmos o modelo é mantendo a ocupa¢ao (o) constante.
Assim, L, se mantém constante, mas variamos N € 0 ax.

A Figura 3.19 mostra o comportamento de G, em funcao de a. O grafico menor
inserido na Figura 3.19 indica que o valor critico de a@ possui uma dependéncia do tipo
lei de poténcia com o pay:

e R o (3.3)
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Figura 3.19: G em funcao de « obtido a partir da integracao numérica das EDP
para valores diferentes de o,,.«. Em todos os casos, utilizamos um sistema de tamanho
L, = 128 e N foi variado de modo que a ocupagdo 0 = N/(L,0max) Se mantivesse
constante. Condigoes iniciais de distribui¢ao uniforme (DU) foram utilizadas.

onde A =~ 0.86.

Em seguida, estudamos os efeitos de diferentes valores de L para (G, em funcgao de
a utilizando condigoes iniciais PDD. Os resultados mostrados na Figura 3.20 indicam
que nao ha significantes variacoes observadas para L > 128. Desta maneira, L, = 128
se mostra um valor apropriado para nossas simulagoes.

No préximo capitulo, apresentaremos os resultados do modelo quando consideramos
uma rede bidimensional de células. Iremos mostrar os efeitos que a adicao de um grau
de liberdade espacial causa na dinamica de contrafluxo e o interessante fenomeno de
auto-organizacao das espécies quando consideramos apenas a interacao entre agentes

de diferentes tipos.
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Figura 3.20: Analise de escala considerando PDD como condicgoes iniciais. A partir de
L, > 128 nao sao mais observadas variagoes em funcao do tamanho do sistema.



Capitulo 4

Resultados: rede bidimensional

Nesta etapa, mostraremos todos os resultados obtidos quando consideramos nosso
modelo de particulas em uma rede bidimensional. Neste cenario, a dinamica de cada
particula é regida pelo conjunto de probabilidades dada pelas Eqs. 2.1, 2.2, 2.3 e 2.5
para a espécie A e Eqs. 2.7, 2.8, 2.9 e 2.5 para a espécie B. Todos os resultados deste
capitulo foram obtidos apenas via simulacoes MC e um estudo das RECs que regem a
dinamica em uma aproximacao de campo médio devera ser feito futuramente.

Primeiramente, apresentaremos os resultados de um caso especifico no qual apenas
particulas de espécies opostas interagem. Exploraremos o fenémeno de bimodalidade
onde o sistema apresenta a possibilidade de relaxar para um de trés estados estacionarios
possiveis (estado mével, estado imdvel ou estado de coexisténcia de fases) dependendo
sensivelmente das condigoes iniciais utilizadas. Estes resultados foram publicados em
[48].

Posteriormente, iremos apresentar os resultados do modelo generalizado, onde ex-
ploraremos todos os tipos de interagoes possiveis através das componentes da matriz de

interacao A.

4.1 Coexisténcia e bimodalidade em sistema bidi-
mensional

No estudo da rede bidimensional, primeiramente investigamos as consequéncias de
considerarmos um caso simples no qual apenas particulas de espécies diferentes pu-

dessem interagir. Neste situacgao, a interacao das particulas do sistema é representada

52
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matricialmente por (ver Eq. 2.13)

A= (? (1)> , (4.1)

Nossa primeira abordagem consistiu em estudar a evolugao da mobilidade do sistema
e do parametro de ordenamento na dire¢cao = (®,) para um nivel de estocasticidade
relativamente baixo, a = 20, e diferentes valores de densidade média (p). Assim,
para um sistema de dimensoes L, = 256 e L, = 64 e valor de ocupacao maxima

Omax = 1, implementamos nossas simulacoes para trés seguintes casos de densidade
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Figura 4.1: Evolucao temporal da mobilidade do sistema para dez diferentes amostras
(cada amostra corresponde a uma diferente semente e a uma diferente cor ou tom de
cinza em escala de cinza) para um sistema de dimendes L, = 256 ¢ L, = 64 e a = 20.
A dinamica relaxa para um estado de fluxo étimo quando p = 0.5 (a) e relaxa para um
estado imével quando p = 1.5 (c¢). Para p = 1.0 (b), o sistema apresenta um fenomeno
de instabilidade transiente em seu estado estacionario, onde tanto a fase movel ou imovel
podem surgir de acordo dependendo da série temporal.
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Figura 4.2: Evolucao temporal do parametro de ordenamento ®, do mesmo conjunto
de séries temporais referentes a mobilidade do sistema mostradas na Fig. 4.1. Aqui,
chegamos exatamente as mesmas conclusoes que chegamos no caso das séries temporais
para a mobilidade. As diferentes cores, ou tons de cinza, correspondem a diferentes
amostras.

N

média: p = 0.5, p = 1.0 e p = 1.5. Nessas condicoes, esperamos, a priori, que o sistema
tenha alta mobilidade para o caso de baixa densidade (p = 0.5), assim como esperamos
que o sistema trave para o caso de alta densidade (p = 1.5).

Nas Figs. 4.1 e 4.2, observamos a evolucao da mobilidade do sistema e ®,, res-
pectivamente, para dez amostras (“runs”) de sementes distintas (cada série temporal
corresponde a uma cor e a uma semente diferentes) para os trés casos de densidade
média: p = 0.5 (graficos (a)), p = 1.0 (gréfico (b)) e p = 1.5 (graficos (c)). Podemos
perceber que o sistema rapidamente evolui para o estado de ordenamento em faixas
de fluxo de espécie tinica (¢, — 1) quando ha baixa densidade de particulas na rede

(p = 0.5). De forma esperada também, a mobilidade do sistema rapidamente cai a
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zero quando o sistema possui alta densidade média de particulas (p = 1.5). Entre-
tanto, ¢ para p = 1.0 (gréficos (b) nas Figs. 4.1 e 4.2) que observamos que o sistema
apresenta uma certa instabilidade transiente antes de relaxar para um estado mével ou
para um estado imoével. Este caso revela que para uma certa densidade intermediaria,
o estado estacionario de cada simulacao depende sensivelmente das condigoes iniciais
como podemos observar pela bifurcacao nas curvas temporais da mobilidade e de ®,.
Percebemos que nao hé um estado estacionario intermediario diferente do estado médvel
de fluxo auto-organizado (¥, — 1) ou um estado de imobilidade na rede (My, — 0).

Para melhor entender esse fenomeno de bimodalidade, estudamos a dependéncia do
sistema com a densidade média p. Para tanto, implementamos o critério de parada
da série temporal de cada simulacao de acordo com o algoritmo que leva em conta a
inclinacao da curva de regressao linear calculada a cada At passos de MC. Podemos im-
plementar tal critério, pois sabemos que a dinamica evolui para um estado estacionario
bimodal de comportamentos antagonicos, onde a mobilidade e ®, variam menos que
um certo valor de erro n em cada simulacgao a partir de certo instante na série temporal.

No estudo de p, os parametros do critério de parada que utilizamos foram At = 103
MC steps e erro n = 1077, os quais mostraram-se satisfatérios (ver Fig. 3.12) para
o estudo quantitativo do modelo. Devido ao carater bimodal do estado estacionario
observado, nao faz sentido que calculdssemos os valores médios da mobilidade e de ®,,
no entanto, medimos a probabilidade do sistema atingir cada estado possivel. Desta
maneira, denotamos a probabilidade do sistema relaxar para o estado de alta mobili-
dade por piane (nimero de simulagoes que o sistema atinge a fase de auto-organizagao
dividido por N,.,). De maneira similar, calculamos a probabilidade do sistema evoluir
para um estado imével denotada por pgey, assim como calculamos a probabilidade do
sistema atingir qualquer outro estado intermediario diferente dos dois casos anteriores.
Denotamos tal estado por pejse = 1 — Prane — Detog-

Antes de mais nada, precisamos entender o que seriam tais estados assintoticos
“diferentes” (“else”) que ocorrem em no nosso problema. Para isso, observemos a
Fig. 4.3 onde mostramos quadros (“snapshots”) da distribui¢ao das particulas na rede
para os trés diferentes estados estacionarios possiveus nos quais a dinamica ja tenha
atingido seu estaciondario. Na figura, particulas da espécie A estao coloridas em azul
e a espécie B em verde, onde quanto mais intensa é a cor, maior é a densidade local

de particulas. Aqui, utilizamos altissima densidade média, ps = pp = 8.0 (lembrando



4.1 Coexisténcia e bimodalidade em sistema bidimensional 56

o) [Frmmm—————
b . : ...o.. $ hC ......o 58 : ..:. i1 .:..

Figura 4.3: Distribuicao espacial tipica obtida em caso de alta densidade média: py4 =
pp = 8. Podemos ver que o sistema apresenta (a) padroes de faixas de mesma espécie,
(b) estado de entupimento e (c) uma situagao atipica onde estupimento local e padroes
de faixas auto-organizadas parecem coexistir em um chamado “estado desorganizado”.
Os pontos azuis (cinza claro) correspondem as particulas movendo-se para o lado direito,
enquanto os pontos verdes (cinza escuro) correspondem as particulas movendo-se para
a esquerda.

que p = pa + pp), para gerar as trés amostras da Fig. 4.3. O grafico (a) mostra um
quadro em que a amostra evoluiu para o estado de auto-organizagao (de certa forma
raros para a referida densidade média) com a produgao de padroes de faixas de fluxo
de mesma espécie. O grafico (b) da Fig. 4.3 remete ao caso que a dinamica evolui para
o estado de entupimento da rede (que é altamente provavel para as circunstancias).
Finalmente, observamos no grafico (c¢) uma possivel configuragao do estado estacionario
“intermediario” da dinamica, onde podemos observar a coexisténcia das fases madvel

(faixas horizontais de pariculas paralelas as setas) e imével (faixas perpendiculares as
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setas). Neste estado, podemos observar um diferente padrao de fluidez chamado de
padrao de mobilidade “desorganizada”, que contém simultaneamente caracteristicas
dos estados (a) e (b), isto é, a coexisténcia das duas fases.

O estado de coexisténcia de fases é raro, mas pode ocorrer em nosso modelo. Ainda
nao sabemos quais sao as circunstancias necessarias para tal fendomeno ocorrer, mas
constatamos que a probabilidade do sistema relaxar para o estado de mobilidade “de-
sorganizada” ¢é praticamente zero para os parametros extensivos utilizados na obtencgao
das Figs. 4.1 e 4.2. No entanto, foi possivel notarmos que o nimero de ocorréncias
desse caso raro aumenta consideravelmente quando utilizamos os parametros (L, = 64,
L, =12 e p = 16) das simulacoes para a produgao da Fig. 4.3, do que em comparagao
a todos os outros casos estudados que foram e serao mostrados nesta tese. Portanto,
ficamos com a seguinte questao em aberto: Que tipo de perturbacao o sistema deve so-
frer ou quais valores dos parametros extensivos o sistema deve ter para que seja possivel
a evolucao da dinamica para um estado em que duas fases antagonicas possam coexis-
tir? Devemos explorar futuramente os detalhes que fazem com que tal fenomeno possa
ocorrer.

Ao voltarmos nossa atencao para a Fig. 4.4, vemos as probabilidades do sistema
atingir cada um dos trés estados possiveis como funcao de p para redes de largura fixa
L, = 2 (propositalmente exigua) e diferentes valores de comprimento: L, = 2° (preto),
L, = 2% (vermelho), L, = 27 (verde) e L, = 2% (cinza). Podemos observar que o sis-
tema apresenta uma maior probabilidade de auto-organizacao em faixas de fluxo tinico
para baixas densidades independetemente do tamanho da rede como era de se espe-
rar. Quando a rede possui uma densidade média de particulas suficientemente grande
(p > 0.5 para L, = 2° por exemplo), o entupimento da rede torna-se um estado esta-
cionério provavel e surge o cendrio de bimodalidade. A medida que a densidade média
do sistema aumenta, Delog continua a aumentar enquanto py.,. mantém uma tendéncia
de queda até que ambas curvas se cruzam e ocorre a troca do cenario estacionario mais
provavel. Na atual figura, também podemos notar que a probabilidade de surgimento
de qualquer outro estado interemediario, p.s., € praticamente nula para o intervalo
de densidade e os comprimentos de rede estudados assim como haviamos afirmado no
paragrafo anterior.

O grafico menor da Fig. 4.4 nos mostra também que o desvio padrao das probabi-

lidades, o, possui um valor maximo quando Py = Piane (lembrando que pese ~ 0),
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Figura 4.4: Probabilidade de formagao de faixas (circulos preenchidos), entupimento
(circulos vazios) e relaxagao para qualquer estado intermedidrio (linhas) para um sis-
tema com largura L, = 2 e comprimento L, = 2° (preto), L, = 25 (vermelho), L, = 27
(verde) e L, = 2% (cinza). Podemos ver que a densidade de “crossover” decresce assinto-
ticamente a medida que o comprimento do sistema aumenta. O grafico interno mostra
as curvas do desvio padrao das probabilidades tendo seu valor méximo p. diminuindo
para sistemas com maior comprimento. As cores diferentes nesta figura correspondem
a diferentes tons de cinza em escala de cinza.

tal que a densidade na qual o sistema alterna de estado estaciondrio mais provavel (ou
densidade de “crossover”) pode ser descrita por pc = p (Petog = Piane = 1/2). Por fim, a
Fig. 4.4 nos sugere que redes mais alongadas tornam p¢ assintoticamente menor, assim
como o intervalo de densidade na qual o fenomeno de bimodalidade ocorre.

Agora focaremos nossas atengoes ao estudo da influéncia da largura da rede. Mos-
tramos na Fig. 4.5 as probabilidades da dinamica relaxar para os trés estados possiveis

para uma rede com L, = 128 e diferentes larguras de sistema: L, = 2 (preto), L, = 22
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Figura 4.5: Probabilidade de formagao de faixas (circulos preenchidos), entupimento
(circulos vazios) e relaxagao para qualquer estado intermedidrio (linhas) para um sis-
tema de comprimento L, = 128. Mostramos os resultados das simulacoes para diferen-
tes larguras: L, = 2 (preto), L, = 2% (vermelho), L, = 23 (verde), and L, = 2* (cinza).
Podemos notar que a densidade de crossover cresce de p. =~ 0.5 até um valor maximo
de p. ~ 1.2 para sistemas com L, > 2. As cores diferentes nesta figura correspondem a
diferentes tons de cinza em escala de cinza.

(vermelho), L, = 2® (verde) e L, = 2* (cinza). E possivel observarmos que quando o
tordide é relativamente estreito, o sistema exibe uma grande diferenga em termos de p¢
a medida que observamos larguras aumentarem L, = 2, 2% e 2. No entanto, quando o
sistema possui uma largura L, > 23, o valor de pc nao se altera e poderfamos esperar
o aumento das chances de emergéncia de auto-organizacao, entretanto isso nao ocorre
devido ao aumento proporcional do niimero de total de particulas (N).

O fato do sistema apresentar a possibilidade bimodal de relaxar para dois estados

estacionarios distintos pode também ser observado nas Figs. 4.4 e 4.5 por pese =~
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0. Nessa situacao, estados nao organizados de mobilidade nao nula sao raros. De
maneira similar, os padroes de auto-organizacao que permitem a mobilidade plena em
contrafluxo também sao raros em situagao de alta densidade.

Também abordamos o problema considerando a influéncia de diferentes concen-
tracoes de particulas, isto é, variando o nivel de mistura das espécies para N fixo.
Denotamos as concentragoes médias de particulas por ¢4 = Na/N e cg = Np/N,

onde usamos cy = cp até esta etapa do trabalho. A Fig. 4.6 nos mostra o estado
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Figura 4.6: Probabilidades (pianes Peiog, and pese) em fungdo da concentragio da espécie
A (densidade relativa) para trés diferentes valores de densidade média. Para p < p. (a),
o sistema é mével independentemente da concentracao das espécies. Para p = p. (b),
o sistema possui Pane = 1 para ¢y < 0.2 e cai para pme. = 0.5 quando a concetragao
das espécies chega em uma razao 1:1, sendo este o ponto em que definimos como a
densidade de “crossover”. Finalmente, quando p > p. (c), se torna mais provavel que o
sistema apresente um estado estaciondrio de coexisténcia de fases (mével e imével) no
intervalo em que 0.1 < ¢ < 0.4.
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estacionario da dinamica para uma proporcao das espécies variando de um cenério de
praticamente apenas uma espécie movendo-se ao longo do toréide (¢4 = 0, lembrando

que cq + cp = para a situagao estudada até entao, onde ambas espécies

Sagis 1y
estao na mesma proporgao (c4 = cg = 1/2). No presente grafico (Fig. 4.6), mostramos
os trés regimes que surgem nas condigoes p < pc, p = pc € p > po. Em um sistema de
dimensoes L, = 128 e L, = 16, sabemos que pc ~ 1.2 (curva de cor cinza claro na Fig.
4.5) e, portanto, realizamos simulagao para p = 0.5, p = 1.2 e p = 3.0, que podemos
observar, respectivamente, nos graficos (a), (b) e (c) da Fig. 4.6.

Em todas as curvas da presente figura, comegamos simulando o cendrio de apenas
uma espécie movendo-se na rede (¢4 = 0). Dessa maneira, temos que pjqne = 1 significa
obviamente um falso estado de auto-organizacao pois estamos considerando apenas uma
espécie.

O grafico (a) da Fig. 4.6 mostra um comportamento esperado da dinamica, pois a
densidade média de particulas garante a formacao de faixas auto-organizadas de mesma
espécie, independentemente do aumento da concentracao da espécie A. Entretanto, o
caso em que p = p¢ [gréfico (b) da Fig. 4.6] nos mostra que pygne diminui gradualmente
a medida que ¢4 aumenta. Finalmente, no gréfico (c¢) da Fig. 4.6 que corresponde a p >
pc, podemos observar que o sistema é capaz de relaxar parar o estado de coexisténcia
das fases de mobilidade auto-organizada e de entupimento local. Neste caso, a densidade
média, p, é maior que o valor de crossover, portanto, o crescimento de ¢4 préximo de
ca =~ 0.2 fazem as particulas A comportarem-se como impurezas ao movimento de B,
mas nao a ponto de interromper o fluxo da rede. Quando a concentracao das espécies
tende ao mesmo valor (c4 &~ cg), o sistema basicamente relaxa apenas para o estado
estacionario imovel de entupimento do tordide.

Para concluirmos esta etapa da tese, € importante que facamos alguns esclarecimen-
tos a respeito do parametro . Em todo este estudo, utilizamos um « suficientemente
grande, mas nao argumentamos de maneira completa do porqué dessa escolha. Nesse
sentido, realizamos simulagoes com o objetivo de obter um gréafico p X o para um sistema
de dimensoes fixas (L, = 128 e L, = 16), mantendo ¢4 = cp (usado na maior parte
deste trabalho) e trés densidade: p=0.5 (p < pc), p=12(p=pc)ep=3.0(p> pc)
mostrados, respectivamente, nos graficos (a), (b) e (c¢) da Fig. 4.7.

Os resultados nos mostram que a dinamica possui uma transi¢ao abrupta no grau de

estocasticidade, onde esta transigao depende da densidade média (p) assim como fora
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Figura 4.7: O comportamento de p em funcao de o ao considerarmos c4 = cg para o
mesmo conjunto de parametros e dimensoes da rede usados na Fig. 4.6. Para p = p., o
sistema apresenta um intervalo de valores de a (2 < o < 5) no qual apresenta maiores
chances de entupimento da rede.

mostrado no modelo unidimensional original [47,49]. Este resultado também sugere que
quando temos p = p¢, o sistema tem maiores chances de travar no intervalo 2 < o < 5,
onde a interacao é forte o suficiente para interromper o fluxo de particulas, mas nao é
forte o suficiente para induzir a auto-organizacao das particulas. Para todos os valores
pequenos de «, o sistema é moderadamente mdvel como seria de se esperar, uma vez que
a interacao das espécies é fraca de tal forma que as particulas basicamente deslocam-
se numa dinamica de caminhante aleatério direcionado ao longo do eixo x, mas com
carater difusivo (caminhante aleatério) ao longo do eixo y. Para valores altos de «a, o
sistema apresenta o ja visto estado estaciondrio bimodal, onde a fase mével e a fase

imovel sao igualmente provaveis.
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4.2 Interacoes assimétricas no modelo generalizado

Nos resultados que apresentamos até entao, a interacao das particulas apresentava
um carater repulsivo quando utilizamos fatores de interacao positivos, de maneira que a
presenca de agentes nas células vizinhas nao favorecia o movimento para estas mesmas
células. Esse foi o caso da rede unidimensional, onde usamos Axx, Axy = 1. Posterior-
mente, estudamos uma rede bidimensional, onde consideramos um sistema de particulas
apenas com interagao (repulsiva novamente) entre as espécies diferentes (Axxy = 0).
Nesse tltimo, foi possivel observar o surgimento do fendomeno de bimodalidade no qual
o sistema apresentava a possibilidade de relaxar para dois estados estaciondrios com-
pletamente distintos: mobilidade com auto-organizagao e entupimento da rede.

No que se refere ao estudo de sistema com diferentes tipos de interagao, nao haviamos
explorado de maneira mais completa a possibilidade de generalizagao do problema. Uma
possibilidade que ainda nao haviamos testado, por exemplo, consiste em considerar que
os fatores de interacao possuissem valor negativo. Poderiamos pensar, a priori, que
a escolha de Axx,Axy < 0 pudesse refletir um sistema com interacao atrativa das
particulas. Entretanto, ao observarmos a rela¢ao da densidade efetiva (o(X)) e o limiar
de ocupagao celular (o,q,) dentro da distribui¢ao do tipo Fermi-Dirac (ver Eq. 2.12
e 2.15), vemos que esse nao é o caso. Pois, quando a estocasticidade da dinamica é
muito baixa (v — 00), o argumento da exponencial ird saturar para qualquer valor que
satisfaca 0(X) — opmer < 0, independentemente do quao negativo seja o termo o(X),
como observamos na Eq. 2.18.

Com isso em mente, estudamos qualitativamente todos os tipos de interagoes possiveis
de nosso modelo considerando um nivel de estocasticidade baixissimo (a = 100) e valor
méaximo de ocupagao celular de uma particula (0. = 1). Mapeamos qualitativa-
mente todos os possiveis tipos de interacao dos agentes do sistema em contrafluxo ao
considerarmos os fatores de interacao dentro do intervalo: —1 > Axx, Axy > 1, onde
XX =AA BBe XY = AB, BA.

Para este estudo, representamos os parametros estacionarios do sistema em um
mapa de cores no plano carteriano, onde cada valor das componentes de A pudesse ser
representado pelo par coordenado (Axx,Axy). Implementamos nossas simulagoes da

evolucao de cada sistema até que este atingisse seu estado estacionario definido por
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Figura 4.8: Mapa de cores nos mostram as probabilidades do sistema relaxar para
um estado de auto-organizacao (pPiane), estado de travamento (peoy) ou qualquer outro
estado intermedidrio (pese). Estudamos redes de comprimento L, = 128, densidade
média p = 1 e diferentes valores de largura L, = 1 (gréficos (a.#)), L, = 2 (graficos
(b.#)), L, = 4 (gréficos (c.#)), L, = 8 (graficos (d.#)) e L, = 16 (graficos (e.#)).
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nosso critério de parada com os parametros nos valores: € = 107% e At = 10% MC steps.
Realizamos um total de N,,, = 10% amostras para cada par (Axx,Ayy) dentro do
intervalo Ayx, Axy € [—1,1]. Estudamos redes de comprimento L, = 128 e densidade
média p = 1 para variadas larguras: L, =1, L, =2, L, =4, L, =8 e L, = 16.

Na Fig. 4.8, mostramos em gradiente de cores no plano \xx versus Axy, as probabi-
lidades do sistema atingir os estados estacionarios de mobilidade com auto-organizacao
(Piane), imobilidade (peoqg) € quaisquer outros estados intermedidrios (pese) em fungao
dos fatores de interagdo Axx e Axy. Os graficos (a.#), (b.#), (c.#), (d.#) e (e.#) referem-
se aos sistemas de largura de Ly = 1, Ly = 2, Ly = 4, Ly = 8 e Ly = 16 respecti-
vamente. Nos graficos (a) da Fig. 4.8, podemos ver o comportamento estacionario do
sistema unidimensional, onde pju,. = 0 (vermelho para qualquer (Axx, Axy)) é um re-
sultado trivial que mostramos por questao de completude, pois nao faz sentido falarmos
em estado de auto-organizacao das particulas na dire¢ao x, uma vez que todos os agentes
estao vinculados a deslocar-se sobre a mesma faixa de células. No entanto, podemos ver
no grafico (a.2) da Fig. 4.8 que o sistema relaxa para o estado de imobilidade (peiog—o
corresponde a regidao em azul) para todos os valores acima de Axy ~ 0.3 aproxima-
damente. Tal comportamento é esperado, pois a interagao repulsiva (Axyy > 0) com a
espécie oposta atua como principal gatilho para que a rede venha a entupir. Entretanto,
quando a interagao de mesma espécie é Axx > 0.5, o sistema surpreendentemente apre-
senta uma maior permissividade de movimento e passa a se tornar imovel apenas para
Axy > 0.5, indicando que a interacao de mesma espécie ajuda a aumentar a mobilidade
do sistema até que o fator de interagao com a espécie oposta seja Axy < 0.5. O grafico
(a.3) mostra que o sistema apresenta mobilidade, mas pejse ¢ um parametro inconclusivo
neste contexto em que o estado estacionario do sistema apresenta mobilidade, mas nao
apresenta o fenomeno de bimodalidade.

Para melhor compreender o comportamento do modelo generalizado em rede uni-
dimensional mostramos na Fig. 4.9 os valores médios dos parametros (média sobre os
valores estaciondrios das N,.,,, = 1000 amostras) ®,.., My e G, nos graficos (a), (b) e
(c) respectivamente. Pelo grifico (a) da Fig. 4.9, podemos observar o resultado trivial
de &, = 0 para a rede unidimensional. No entanto, o grafico (b) da Fig. 4.9 nos mos-
tra com mais clareza a regiao de relativa alta mobilidade do sistema, M, ~ 0.6 (regiao
triangular em cor violeta no quadrante superior direito) logo abaixo de Ayy = 0.5 para

Axx =~ 0.5. Podemos observar ainda que a mobilidade é praticamente plena (M, ~ 1)



4.2 Interacoes assimétricas no modelo generalizado 66

abaixo da referida regiao triangular para Ay y > 0.5 aproximadamente. Por fim, mos-
tramos no grafico (c¢) da Fig. 4.9 o parametro de Gini estaciondrio médio, G, que
nos permite identificar a forma da distribuicao de particulas na rede para os estados
estacionarios nao moéveis. Podemos notar na regiao onde Axy > 0.5, que a distribuicao
de particulas no estado de entupimento da rede passa de um estado de maior unifor-
midade da distribuigao das particulas (G, & 0.5) para 0.5 < Axx < 1.0, transitando
gradativamente para um estado com formacao de condensados (G = 1) a medida que
Axx diminui. Podemos interpretar que a diminuicao da interacao intra-espécie permite
que o sistema mantenha-se mével durante a dinamica até que ocorram a formacao de
condensados de grande densidade de particulas opostas para interromper a dinamica.
Quando observamos redes de largura L, > 1, o sistema comega a apresentar a pos-
sibilidade de formacao de estados méveis auto-organizados (pine = 1) como podemos
observar pelas regioes azuladas nos graficos (b.1), (c.1), (d.1) e (e.1) da Fig. 4.8. Ao
estudarmos rede com largura L, = 2 (gréaficos de letra (b)), podemos identificar o
fenomeno de bimodalidade do estado estacionario como mostra a regiao do quadrante
superior esquerdo dos gréficos (b.1), (b.2) e (b.3). Nesta regiao, temos probabilidades
nao nulas do sistema relaxar para os estados méveis auto-organizados e de entupimento
(Prane # 0 € Peog # 0), a0 mesmo tempo que qualquer estado intermedidrio ndo seja
possivel (pese = 0). E importante notarmos que nosso estudo anterior no qual conside-
ramos apenas interagao de particulas de tipos diferentes (Axy = 1 e Axx = 0) é um caso
particular do modelo generalizado e fica dentro da regiao, mas proximo da fronteira no

qual a bimodalidade deixa de ocorrer. Ao longo de toda a regiao do quadrante superior
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Figura 4.9: Valores estacionarios médios do parametro de ordenamento na direcao x
(a), da mobilidade (b) e do coeficiente de Gini (c¢) em escala de cores como fungao dos

fatores de interacao Axy e Axx para um sistema de comprimento L, = 128 e largura
L,=1.
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esquerdo dos graficos (b) da Fig. 4.8, podemos perceber que o fenomeno de bimodali-
dade também ocorre quando temos variadas magnitudes das interacoes, de maneira que
o podemos supor que tal fenomeno ocorra em sistemas que tenham como caracteristica
principal uma forte interagao (Axy > 0) entre as espécies opostas e fraca interagao dos
entes de mesmo tipo (Axx ~ 0 ou até Axx < 0).

Para identificarmos com maior facilidade o caso que estudamos na secao anterior,
podemos comparar os graficos (b) e (¢) da Fig. 4.8 correspondentes as larguras L, = 2
e L, = 4, respectivamente, com a Fig. 4.5. Na Fig. 4.5, haviamos mostrado que
a densidade de crossover para uma rede de comprimento L, = 128 e L, = 2 era
pe =~ 0.5, enquanto para uma rede de largura L, = 4 a densidade de crossover tinha
valor p. =~ 1.0. Isso significa a densidade em estudo na Fig. 4.8 é acima da densidade
de crossover para um sistema de largura L, = 2, portanto, a probabilidade de formagao
de auto-organizacao é basicamente nula, enquanto a probabilidade de entupimento é
Pelog = 1, como podemos observar no ponto (0,1) dos graficos (b.1) e (c.1) da Fig. 4.8.

No caso de um sistema de largura L, = 4, mostramos na Fig. 4.8 que p. é apro-
ximadamente igual & densidade aplicada no presente estudo (p = 1.0), entretanto a
regiao de bimodalidade nao é perceptivel para sistemas dessa dimensao como podemos
observar nos graficos (c.1), (c.2) e (c.3) da Fig. 4.8. De fato, para sistemas com tais
dimensoes, a regiao onde ocorre o estado estacionario bimodal corresponde a curva que
delineia a fronteira que divide as regides onde pju,e = 1.0 (mostrado em azul no gra
(c.1)) e aregido onde pgog = 1.0 (mostrado em azul no gréfico (c.2)) desde que pejse = 0
(condigoes que definem o fenomeno de bimodalidade). Inclusive, o sistema que estuda-
mos anteriormente, que é representado pelo ponto (0,1) no plano Axy versus Axx, é
um ponto sobre a fronteira entre tais regioes, de tal maneira que podemos afirmar que
Diane = 1/2 € Paog = 1/2 em todos os pontos sobre a fronteira de tais regides desde que
Petse = 0.

Por fim, iremos focar nossa atencao nos sistemas de largura L, = 8 e L, = 16,
representados na Fig. 4.8 pelos graficos (d.#) e (e.#) respectivamente. A primeira coisa
que podemos observar ¢ que a regiao de bimodalidade nao existe mais, pois pese = 1
(em azul nos graficos (d.3) e (e.3)) em toda a regiao de fronteira entre as regides de
Diane = 1 (em azul nos gréaficos (d.1) e (e.1)) € paog = 1 (em azul nos gréficos (d.2) e
(e.2)). Isso ocorre, pois p = 1 é muito menor que p, para L, > 8 como mostramos

anteriormente na Fig. 4.5. E possivel percebermos, no entanto, que na fronteira das
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regioes de predominancia do estado auto-organizado e do estado de entupimento, vai se
criando uma espécie de menisco em que a probabilidade do estado de coexisténcia de
fases passa a ser o estado mais provavel.

Com o intuito de estudar em maior detalhes essas redes de maior largura, mostramos
nas Figs. 4.10 e 4.11 os parametros estacionarios médios ®,.., M., e G, para as redes

de largura L, = 8 e L, = 16 respectivamente. O primeiro aspecto que podemos notar
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Figura 4.10: Valores estaciondrios médios do parametro de ordenamento na direcao x
(a), da mobilidade (b) e do coeficiente de Gini (c) em escala de cores como fungao dos
fatores de interacao Axy e Axx para um sistema de comprimento L, = 128 e largura
L, =8.
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Figura 4.11: Valores estaciondrios médios do parametro de ordenamento na direcao x
(a), da mobilidade (b) e do coeficiente de Gini (c) em escala de cores como func¢ao dos
fatores de interacao Axy e Axx para um sistema de comprimento L, = 128 e largura
L, = 16.

nas Figs. 4.10 e 4.11 é que os parametros médios ®,., , M, e G, nao apresentam
diferencas significativas para ambos tamanhos de largura em relacao aos fatores de
interagdo A. Este resultado corrobora com o estudo de largura da rede (ver Fig. 4.5) no

qual mostramos que sistemas com largura a partir de L, = 8 nao mostram diferengas
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em suas probabilidades de atingir os trés estados estacionarios possiveis em funcao da
densidade.

De maneira geral, conseguimos delinear um amplo espectro de possibilidades que
nosso modelo permitia para o fator de interagao inclusive considerando assimetrias.
Particularmente, alguns casos assimétricos podem ser futuramente explorados como o
aparecimento do fenémeno de bimodalidade para valores Ayy > 0 e Axx < 0 (regido
do quadrante superior esquerdo dos graficos (b,#), por exemplo), apesar de esta regiao
carecer de motivacao fisica devido ao fator negativo de interacao. De qualquer forma,
conseguimos mostrar que as 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 descrevem qualitativamente todas as

possibilidades de interacao que nosso modelo permite.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese de doutoramento, propusemos um modelo estocastico de particulas em
contrafluxo numa rede toroidal baseado na distribuicao de Fermi-Dirac. Nossa mo-
tivagao foi descrever, a partir de nosso modelo, uma variedade de sistemas fisicos de
transporte caracterizados pelo contrafluxo como o dinamica de pedestres ou até mesmo
um sistema de coloides carregados influenciados por um campo elétrico externo. Com
esse intuito, conseguimos reproduzir alguns conhecidos fenomenos de tais sistemas como
a auto-organizacao em “lanes” das espécies e a formacao de condensados.

Nossa proposta consistiu em definir a dinamica das particulas na rede a partir de
um conjunto de probabilidades de transicao baseadas em fungoes com a forma da dis-
tribuicao de Fermi-Dirac dependentes da ocupagao das primeiras células vizinhas. Essa
escolha se deu pela capacidade de funcoes com esse formato serem capazes de descrever
qualitativamente a relacao que a densidade local de particulas possui com a limitacao
fisica de ocupagao de espago (omax). Neste sentido, a principal caracteristica do modelo
¢ a capacidade de controlar o grau de estocasticidade da dinamica e a correlagao das
particulas através de um tnico parametro («). Pois é neste importante parametro que
reside a resposta para nossa pergunta de como a aleatoriedade do meio se relaciona
com o tamanho das particulas para gerar os conhecidos fendmenos de auto-organizacao
e entupimento. Mostramos que ao diminuirmos o grau de aleatoriedade da dinamica,
o movimento das particulas dependera fortemente da relacao da densidade local de
0CUPACAO € Opay, Sendo que o, tem relacao inversa com o tamanho das particulas.

Ao estudarmos o caso mais simples de uma rede unidimensional, mostramos que
a dinamica do modelo pode ser representada por um par de equagdes acopladas (ver

Egs. 2.21 e 2.22) em uma aproximagao de campo médio cujas solugoes analiticas ainda
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merecem um estudo futuro mais detalhado. Exploramos a influéncia dos efeitos do
tamanho do sistema (L,) na evolugdo da dinamica, onde ja pudemos obter algumas
pistas de que havia uma transicao de fase ocorrendo na estocasticidade («). A partir
dos resultados da evolugao da dinamica, conseguimos estabelecer um critério de parada
para a série temporal da mobilidade do sistema, que se mantém em um valor médio
estabilizado apds um tempo suficientemente grande.

A partir da definicao do critério de parada das séries temporais, realizamos um com-
pleto estudo da dependéncia da mobilidade estacionaria do sistema em funcao de «,
onde estabelecemos uma boa comparacao entre a atualizacao sincrona e assincrona do
estado das particulas dentro do passo de MC. Mostramos a influéncia dos parametros
extensivos do sistema (L., p e 0) na mobilidade estaciondria, onde argumentamos que
a atualizacao sincrona seria mais apropriada para descrevermos o modelo, pois as dis-
crepancias entre os resultados de ambas as modalidades de implementacao da dinamica
eram causadas por idiossincrasias préprias da atualizacao sincrona.

Ainda no caso unidimensional, estudamos a transicao de fase abrupta na estocasti-
cidade (a.) que faz o sistema passar de um regime estaciondrio mével onde as particulas
nao interagem para um regime de entupimento e formacgao de condensados. Para melhor
caracterizar o fenomeno de formacao de condensados, fizemos uso de uma interessante
quantidade conhecida, o famoso coeficiente de Gini [32], cujo contexto de criagao difere
completamente do contexto desse trabalho. A formacao de condensados é um fenomeno
caracteristico de modelos de transporte como, por exemplo, pode ser observado pelos
autores Majundar, Evans e Zia em um belo trabalho [14] de transporte de massa. Em
outro estudo igualmente interessante, Helbing, Farkas e Vicsek [51] apresentam um mo-
delo de particulas em contrafluxo no qual ocorre uma transicao de fase fluida para uma
fase cristalizada decorrente do aumento das flutuagoes do sistema, causa aparentemente
similar a nossa para a formacao de condensados.

Quando estudamos nosso modelo na rede bidimensional, partimos de um caso mais
simples onde apenas particulas de espécies diferentes interagissem. Esse caso especifico
de interacao mostrou-se peculiar, pois dele nao apenas conseguimos mostrar o surgi-
mento do fendmeno de auto-organizacao em faixas de fluxo de mesmo sentido, como
também vimos surgir o fenéomeno de bimodalidade, onde o sistema apresenta tanto a
possibilidade de relaxar para um estado imével quanto para um estado mével auto-

organizado. Explicamos que o modelo apresenta a possibilidade de ocorrer um estado



72

estacionario intermediario, onde ambas fases mdveis e imoveis coexistem. No entanto,
mostramos que a ocorréncia deste estado hibrido tinha probabilidade quase nula em
todos os resultados que obtivemos e que devemos realizar um futuro estudo especifico
a respeito das condigoes necessarias para o surgimento desse estado. Sendo assim, ex-
ploramos o fenomeno de bimodalidade a partir das probabilidades de ocorréncia de
cada um dos trés estados estacionarios possiveis, uma vez que estudar o comporta-
mento médio amostral dos observaveis estacionarios como mobilidade, parametro de
ordenamento e coeficiente de Gini nao faziam sentido nesse contexto. A partir das
probabilidades de ocorréncia dos possiveis estados estacionarios, realizamos um estudo
da densidade de partiulas para diferentes dimensoes do sistema. Neste estudo, mos-
tramos que a bimodalidade apresentava um “crossover” em termos da densidade do
sistema, onde o estado que se apresenta ser mais provavel é o estado de fase mével com
auto-organizacao quando a rede estda com baixa densidade de particulas, mas que acaba
dando lugar ao estado de fase imdvel em que a rede fica trancada devida a uma densi-
dade suficientemente alta. Neste ponto de “troca”, ou seja, na densidade onde ambos
estados antagdnicos sdo equiprovéveis, definimos a densidade de “crossover” (p.).
Finalmente, exploramos qualitativamente o modelo generalizado, onde observamos
os efeitos de utilizar diferentes valores dos fatores de interacoes das particulas. Desta
forma, conseguimos mapear todos os resultados anteriores e mostrar que o fenémeno
de bimodalidade aparece para outros valores de interacao e nao apenas para o caso
de interagao exclusiva de espécies opostas. Estamos atualmente escrevendo um artigo
a respeito do modelo de interacao generalizada no qual exploramos o fenomeno de
bimodalidade resultante dos casos de interacao assimétrica. Acreditamos ter conseguido
explorar de maneira completa as principais caracteristicas do modelo proposto nesta
tese cujos resultados até entao foram publicados em trés artigos nas revistas Physical
Review E [47,48] e Journal of Statistical Mechanics [49]. Ainda estamos em fase de
redagao do artigo referente ao estudo do mapeamento das interacoes que fecharia o

modelo.
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Mobile-to-clogging transition in a Fermi-like model of counterflowing particles
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In this paper we propose a generalized model for the motion of a two-species self-driven objects ranging from a
scenario of a completely random environment of particles of negligible excluded volume to a more deterministic
regime of rigid objects in an environment. Each cell of the system has a maximum occupation level called o,y .
Both species move in opposite directions. The probability of any given particle to move to a neighboring cell
depends on the occupation of this cell according to a Fermi-Dirac-like distribution, considering a parameter o
that controls the system randomness. We show that for a certain o = . the system abruptly transits from a
mobile scenario to a clogged state, which is characterized by condensates. We numerically describe the details
of this transition by coupled partial differential equations (PDE) and Monte Carlo (MC) simulations that are in

good agreement.

DOI: 10.1103/PhysRevE.99.042148

L. INTRODUCTION

The theoretical motion of particles in inhomogeneous me-
dia with local impurities can be observed in many contexts in
Physics and in a large number of applications such as capture
and decapture of electrons in micro, nano, and meso devices
[1-3], the erratic, but also directed, motion of molecules in
chromatographic columns [4], and many others. However,
other situations that consider particles interaction can be
explored, and we will particularly focus on the one that takes
into account two different species of particles moving against
each other.

The patterns arising from counterflowing stream of parti-
cles can be studied considering a wide range of apparently
very different systems such as pedestrian dynamics [5], and
charged colloids motion [6,7], which suggest more similarities
between the micro and macro systems that we can anticipate
in this kind of modeling. For this reason the straight formation
of lanes, distillation, originated from the complex emergent
process of self-propelled and/or field-directed objects and
particles have raised a lot of interesting questions in the
context of statistical mechanics and the physics of stochastic
process modelled by Monte Carlo (MC) simulations or partial
differential equations (PDE) [8,9].

Similarly, more fundamental situations related to systems
that collapse due to clogging effects, related to the typical
phenomena of concentration of objects, or their condensation
patterns, under counterflowing streams, lead to a fundamen-
tal question: How the environmental randomness compares
to the size of objects for the occurrence of clogging and
jamming phenomena? To understand this interesting problem
that relates the micro with the macro scales, in this work
we consider a general modeling of streams of counterflowing
objects interpolating two very distinct situations:

(1) Situation (i): Objects of negligible sizes move in ran-
dom environment and their excluded volume is not a relevant
parameter. In this case the system is entirely random: the
particle performs a biased random walk in which it makes
a step to the next cell with probability 1/2 or remains at
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the original cell with the same probability. It works as if the
randomness of the motion is due to the resistance offered by
the environment and not from the interaction among objects.
This randomness is then not affected by the particle size.

(2) Situation (ii): The second extreme situation considers
hard objects where the excluded volume plays a role. It works
as if rigid bodies interact only with each other. In this situation
the system is essentially deterministic and one object does not
move to a cell that does not have enough space to allocate it.

In this work we explore the transition between these two
distinct scenarios, by changing an external parameter denoted
by . We are able to map continuously from situation (i) (& =
0) to situation (ii) (0@ — o0) and the interesting point is how it
is performed.

For that, we propose a simple model of two species of
objects, denoted by A and B, moving in opposite directions
in a ring divided by cells, which have the same maximum
occupation denoted by opmax that depends on the stochasticity
parameter «. To describe «, which controls in which degree
the maximal occupation op,x can be violated, we use an
adapted Fermi-Dirac distribution that governs the particle
transition between the cells.

It is worth to emphasize that our model can represent a
lot of different systems, among them, for example, oppositely
charged colloids in counterflowing streams. In this context,
the application of a strong electric field along the longitudinal
direction of the ring, would make species A drift, let us say,
in a counterclockwise fashion while species B would drift in
the opposite direction or we can picture objects entering and
leaving both extremities of a thin tape (tube) at a constant rate
(periodic boundary conditions), or as a last mention, the model
proposed can also mimic typical situations of pedestrians
walking in subway corridors under some peculiar conditions.

With our adapted Fermi-Dirac distribution we are able
to describe the complex dynamics of particles clogging in
counterflowing that here is studied in both: PDE and MC
simulations. Our results indicate the existence of a transition
from a mobile phase (fluid) to clogged (condensate) phase,

©2019 American Physical Society
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Abstract. The collective motion of self-driven particles shows interesting
novel phenomena such as swarming and the emergence of patterns. We have
recently proposed a model for counterflowing particles that captures this idea
and exhibits clogging transitions. This model is based on a generalization of
the Fermi-Dirac statistics wherein the maximal occupation of a cell is used.
Here we present a detailed study comparing synchronous and asynchronous
stochastic dynamics within this model. We show that an asynchronous updating
scheme supports the mobile-clogging transition and eliminates some mobility
anomalies that are present in synchronous Monte Carlo simulations. Moreover,
we show that this transition is dependent upon its initial conditions. Although
the Gini coefficient was originally used to model wealth inequalities, we show
that it is also efficient for studying the mobile-clogging transition. Finally, we
compare our stochastic simulation with direct numerical integration of partial
differential equations used to describe this model.
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In this work, we propose a two-dimensional extension of a previously defined one-dimensional version of a
model of particles in counterflowing streams, which considers an adapted Fermi-Dirac distribution to describe
the transition probabilities. In this modified and extended version of the model, we consider that only particles
of different species can interact, and they hop through the cells of a two-dimensional rectangular lattice with
probabilities taking into account diffusive and scattering aspects. We show that for a sufficiently low level
of randomness (« > 10), the system can relax to a mobile self-organized steady state of counterflow (lane
formation) or to an immobile state (clogging) if the system has an average density near a certain crossover
value (p.). We also show that in the case of imbalance between the species, we can simultaneously have three
different situations for the same density value set: (i) an immobile phase, (ii) a mobile pattern organized by lanes,
and (iii) a profile with mobility but without lane formation, which essentially is the coexistence of situations (i)
and (ii). All of our results were obtained by performing Monte Carlo simulations.
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L INTRODUCTION

The statistical mechanics of self-driven diffusive systems
has great importance in the context of nonequilibrium phe-
nomena [1]. In particular, counterflowing streams of parti-
cles [2-6] can lead to interesting patterns, such as those
presented by studies with charged colloids [7-11], for ex-
ample. Exactly as pedestrians organize their motion to make
that system flow [12,13], particles without a “natural intel-
ligence,” self-propelled or simply oriented by a field, some-
times can organize their motion by lanes (see, for example,
Refs. [14,15,16]). However, exclusion effects seem to bring
clogging/jamming [17] phenomena [18,19], although the for-
mation of condensates is not mandatorily observed only in
counterflowing systems [20].

Recently, we have developed a model with exclusion based
on Fermi-Dirac distribution [18] from an extension of a simple
model without exclusion previously defined in [3], which was
loosely based on the concept of clannish random walks devel-
oped by Montroll and West [21]. The easiness and coverage of
this extended model is related to the manipulation of a single
parameter that can model systems going from hard-body sys-
tems with exclusion up to systems that are completely random
and without exclusion effects. We have previously shown that
such systems have an interesting transition from a clogging
phase to a mobile phase, which we have described with many
order parameters such as mobility, the Gini coefficient, etc.,
over different situations [19].

The extension of this Fermi model for the counterflowing
streams of particles in two dimensions has not yet been
studied, and it deserves our attention. It is known that mod-
els in counterflowing system of particles in two dimensions
present interesting lane patterns. For example, a lattice model
for oppositely driven binary particles with purely repulsive
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interactions was investigated on a square lattice presenting
such an effect [22]. On the other hand, two-dimensional
directed random walks in counterflow can also present such
phenomena [5].

In this paper, we propose a two-dimensional version of
the Fermi model to describe the counterflowing streams of
particles on a lattice. We show that the system can present
metastable events between a clogging and a lane phase, which,
to the best of our knowledge, was never studied in systems
with counterflowing streams of particles. Thus in this paper,
we qualitatively and quantitatively explore this phenomenon
in detail.

Our paper is organized as follows: In the next section, we
present one of the possible formulations (the more appropriate
one in our opinion) of the modeling in two dimensions. We
show that renormalization is required for d =2, but that
naturally recovers d = 1 previously studied by us in our
first contributions about this topic [18,19]. After that, we
present our results in Sec. III. Finally, a few conclusions and
summaries are presented in Sec. IV.

II. THE MODEL IN TWO DIMENSIONS

We start this section by defining our scenario: a rectangular
system of V = L,L, cells with periodic boundary conditions
(toroidal lattice) where N particles of two species, namely A
and B, can move. Each cell has a maximum occupation level
denoted by opmax. Our particles are able to hop only to their
neighboring cells where particles of species A tend to move to
the +x direction (along the toroid) while particles of species
B tend to move to the —x direction, exactly like the effect
of an electric field longitudinally applied, considering that
particles of species A are oppositely charged to particles of
species B. In our model, particles only interact with particles

©2020 American Physical Society



