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Resumo

A proposta deste trabalho é analisar a dinamica da seguinte familia de aplicacoes:

Dados 0 < a<1e0<b<1,secja fup:[0,1] — [0,1] dada por

b+1T’ba: se0<z<a
Jap(x) =

i_—”” sea<zx<l1
—a

Vamos mostrar que:

Se b > 1 — a+ a? entdo existe z € [0, a] tal que o 2-ciclo {z, f,;(z)} é atrator

e fap ndo é cadtica em nenhum subconjunto I C [0, 1].

e Seb < ﬁ entdo f,, é cadtica em S = Sy, onde Sy = {z\In > 0 tal que

/() = 573}

Se b < ﬁ eb<1—aentao f,;, ¢ cadtica em [0, 1].

Se b < ﬁ, b>1—aeb>aentao f,; ¢ cadtica em [0, 1].



Abstract

The purpose of this work is to classify the dynamic of the following family of

maps:

For given 0 <a <1and 0 <b<1,let f,p:[0,1] — [0, 1] given by

b+17_bx sel0<zx<a

fa,b(x> =

i’—x sea<zx<l1
—a

We show that:

e If b > 1—a+a? then there is a point = € [0, a] for which the 2-cycle {z, f,,(z)}

is attracting and f,; is not chaotic on any set.

o If b < ﬁ then f,; is chaotic on S = So, So = {z for which there is n > 0

such that f"(z) = 7}
e If b < 51 and b < 1 — a then f,; is chaotic on [0, 1].

e Ifb< 5=, b>1—aandb>athen f,; is chaotic on [0,1].
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1-Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é classificar a dinamica da familia de aplicac¢oes

fap do [0, 1] no [0, 1] dada por:

b+lT’bx se0<z<a

fap(@) =

i‘—”” sea<xr<l1
—a

onde 0 <a<1le0<b<1. Afigura 1 ilustra o grafico de f,.

ab----- -

Figura 1: Gréfico da f,, coma =0.4e b=0.2

Para classificar tal dinamica interpretamos a e b de cada aplicacao como coorde-
nadas de um ponto do quadrado unitario, que chamamos de ”espaco das coordenadas
(a,b)”, e decompomos esse quadrado em regides como mostra a figura 2. Cada regiao

corresponde a uma subfamilia com dinamica similar.



Figura 2: Regioes que determinam diferentes dinamicas para f,;, no espago dos

parametros (a,b)

No capitulo 3 mostramos que se b > 1 — a + a? entao existe x € [0,a] tal que o
2-ciclo {z, fop(z)} ¢ atrator e f,, nao é cadtica em nenhum subconjunto I C [0, 1].

No capitulo 4 verificamos que se b < ﬁ entdao f,p ¢ cadtica em S = S, onde
So = {x\In > 0 tal que f"(z) = 5} .

Finalmente, no capitulo 5 provamos que se b < ﬁ eb<l—aouseb< ﬁ,b >
1 —aeb>aentao f,, é cadtica em [0, 1].

Referimos o leitor a [1] para resultados relacionados com o presente trabalho.



2-Definicoes e Resultados Gerais

Referimos o leitor a [2][3][5] para resultados gerais de Sistemas Dinamicos.

Definigao 1: Seja f: X — X uma aplicagdo de X em X. A 6rbita de um ponto

r € X pela aplicacao f ¢ o conjunto o(z) = {f°(z),f (x), fA(X),... f*"(x),...}.

Entender a dinamica da aplicagao f significa descrever a érbita de todos os

pontos x do dominio X da f.

Defini¢ao 2: Um ponto x é dito periédico se existe n > 0 tal que f"(x) = z. A

orbita de z é chamada n-ciclo.

Vamos assumir que = € [0,1] e f: [0,1] — [0, 1] é continua e diferencidvel por

partes.

Definicao 3: Seja x um ponto peridédico de periodo n e f™ diferenciavel em z. O

ponto z é hiperbdlico se | f™(z)| # 1.
Definigao 4: Seja x um ponto hiperbdlico tal que f*(x) = x. Entao:

1. Se |f™(z)| < 1, dizemos que x é um ponto periédico atrator.

2. Se |f"(z)| > 1, dizemos que x é um ponto periédico repulsor.

Definigao 5: Denotamos por d(x, B), onde z € X e B C X, o nlimero

d(z, B) = inf{|x — y|,y € B}.



Note que, dado f : [0,1] — [0,1] e considerando fixado um ponto periédico

r € X de perfodo n, a érbita de z é dada por o(z) = {z, f(z),.., f* ' (x)}.

Definigao 6: Fixada uma 6rbita periédica o(z) = {z, f(2), .., [ }(2)}, a bacia de

atracao de o(z) é o conjunto
B(:) = ] lim d(f(y).of2) = 0}

Defini¢ao 7: Uma aplica¢ao f de um subconjunto infinito S C [0, 1] nele mesmo é

cadtica se:

1. f é Topologicamente Transitiva: se U e V sao intervalos abertos tal

UNS # 0 e VNS # () entao existe n > 0 tal que (f(UNS))N(VNS) # 0.

2. Os pontos periddicos sao densos em S: se U é um intervalo aberto con-

tendo um ponto de S entao U contém um ponto periddico de S.

Definicao 8: Uma funcao f : X — R chama-se contracao quando existe uma

constante k € [0, 1) tal que |f(y) — f(z)| < kly — z|,Vx,y € X.

Teorema do Ponto Fixo de Brower na Reta: Seja f : [a,b] — [c, d] uma funcdo

continua tal que ¢ < a < b < d, entao existe x € [a,b] com f(z) = .

A demostracao deste teorema é trivial, basta olhar o grafico de f e a diagonal.

Teorema do Ponto Fixo para Contragoes: Se X C R é um intervalo fechado,
entao toda contracao f : X — X possui um unico ponto fixo. Mais pre-
cisamente, fixado xy € X qualquer, a sequéncia das aproximagcoes sucessivas
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1 = f(xo), x2 = f(1),-sZns1 = f(zn),... converge a um tnico ¢ € X tal que

fle)=c.

Prova: Seja f: X — X uma contragao. Como |f(z) — f(y)| < klz —y|,Vz,y € X,
onde k € [0,1), |zps1—2n| < k|lzp—2p-1| <...< k™21 —20]. Logo, |Tnip—2n| <

o Tt — Tna] < |z — a0 P k< £ |z — mo]. Assin, {z,} é uma
sequéncia de Cauchy em X, portanto da € X tal que x, — a, e como X é
fechado entdao a € X. Ainda, fazendo n — oo na igualdade z,.1 = f(z,),

como f é continua, obtem-se a = f(a).

Finalmente, se b = f(b) entdao |b — a| = [f(a) — f(b)|] < k|b — al, ou seja,
(1—k)|b—al <0. Como (1 —k) > 0 concluimos que a = b. Logo o ponto fixo

a € X é unico.

Referimos o leitor a [4] para resultados gerais de Anélise Real que serao utilizados
no texto.

Vamos considerar, a partir de agora, o caso especifico de f = f,;, onde f,p €
uma fungao do intervalo unitario nele mesmo, com a métrica d(z,y) = |x —y|, como
segue:

Fixados a € (0,1) e b € [0,1] seja fa : [0,1] — [0, 1] dada por

b+17_bx se0<z<a
Jap(x) =

i‘—”” sea<xr<l1
—a



Observagao 1 Neste trabalho I C [0,1] e J C [0, 1] representam intervalos fechados

nao degenerados.
Observagao 2 O comprimento do intervalo I é denotado por |I|.

Observacgao 3 As imagens de um conjunto S sobre repetidas aplicagoes f sao de-

notadas por f(S),f2(S),....f"(S),... .

Observacao 4 A ¢érbita de x pode ser geometricamente descrita da seguinte maneira:

trace um segmento de reta de (x,z) para (z, f(x)), depois outro de (z, f(z))

para (f(z), f(r)), a seguir outro de (f(x), f(x)) para (f(x), f?(x)), e assim

por diante, como mostra a figura 3.

Desta maneira podemos observar a natureza extremamente complexa da evo-
lugdo dinamica do ponto z, ou seja, da evolugao temporal de f™(z) para um

dado fixado ponto x € X.

Note que para f = f,;, onde a,b estao fixados, a aplicacao f = f,; tem um

ponto fixo em x = ﬁ, que denotamos por c¢. Note também que ¢ > a,Va # 1.
Lema 1 O ponto fixo ¢ é repulsor. Em particular, se I C [a, 1] entao |f(I)| > |I|.

Prova: Como

17_13 se0<z<a
f'(x) =
% sea<zx<l1
e ¢ € [a,1] temos que |f'(c)] = = > 1. Logo, como f(c) = ¢, o ponto ¢ ¢

repulsor.



Dado I C [a,1], como f é linear em [a,1], % = |f'(z)Vz € I. Logo

% = — > 1, donde |f(I)| > |I|. Sendo assim, dados z, y € [a, 1], temos

que |f(x) = f(y)| = 75,1z — yl, onde ;25 > 1.

y
PN\ -
70, 12 0) 0. 1)
I * I
S X
G !
5 IO TD N0, )
%)

Figura 3: O ponto fixo ¢ e um pedago da orbita de x = 0.15 para f, .

Vamos agora analisar a dinamica de f = f,, para diversos valores de (a,b). O
espago de parametros (a,b) pode ser dividido nas seguintes regides, como mostra a

figura 4.:



1.6>1—a+a?

2.b<c:ﬁ

3.(b<c=5-cb<l—a)uidocom b<c=5-,b>1—-aeb>a)

2—a ?

IN

4. c:ﬁ b<1l—a+a?

5 1—a

IA
S¥

<a

Figura 4: A regido 2 é a uniao das regioes 3 e 5 no espago de parametros (a, b)

Em cada uma destas regioes teremos diferentes evolugoes dinamicas como vere-
mos a seguir.

No caso em que b < 1 —a a aplicacdo f,;, ¢ expansiva (ver [2][5] para definigao).

Nossa analise serd feita caso a caso, com excecao das regioes 4 e 5 acima, que

requerem o uso de renormalizacao e nao serao analisadas no presente texto.



3- f = f.» com (a,b) na regiao definida por b > 1 —a + a?.

A mais simples regiao a ser analisada ¢ definida por b > 1 —a+ a?, desenhada no
diagrama da figura 5. A importancia dessa desigualdade resulta de 1 —a + a* > a

e f(l—a+a®) =a.

b

Figura 5: A esquerda apresentamos a regiao de parametros (a,b) com b > 1—a+a?

e a direita apresentamos uma orbita tipica de fg .

Proposigao 1: Se b > 1 — a + a? entdo existe 2z € [0, a] tal que o 2-ciclo {z, f(2)}
¢ atrator, cuja bacia de atragdo é todo intervalo [0,1]. Além disso, f nao é

cadtica em nenhum conjunto.

Para demonstrar esse resultado necessitamos dos seguintes lemas:
Lema 2: Se b > 1 —a+ a? entao f2([0,a]) = [0, f(b)] C [0, al.

Prova: Como f é crescente em [0, a], f([0,a]) = [f(0), f(a)] = [b,1].
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Dai, f2([0,a]) = f(f([0,a])) = f([b,1]). Como f é decrescente em [a, 1] D [b, 1]
eb>1—-a+a*>a, 0< f(b) < f(1—a+d*) =ae f([b1]) =[f(1), f(b)] =

[0, £(b)]. Entao f2([0,a]) = [0, f(b)] C [0, a].
Lema 3: Se I C [0,a] entao |f2(I)| = @U! < |I|.

Prova: Considere I C [0, al.

Dado y € I.f(y) :b+@. Como f([0,a]) = [b,1] eb>1—a+a® > a,

fy) € [a,1]. Logo f*(y) = lﬁ(ay) = 1= _ ((lt;bzg Entao f? é linear em

2 —
I C [0,a]. Portanto |f* (y)| = |f\1(|1)|’ Vy € 1. Logo, |f*(1)| = a((11_2)|1|.

Comob>1—a+a* 1—-b<a—a*=a(l—a), e entao a((ll__lg) < 1. Ainda,

como f2(0) = 1= temos que |f2(1)] = Z2|1] < |1).

Lema 4: Existe z € [0, a] tal que f?(z) = 2.

Prova: Como, pelo lema 3, |f2([0, a])| < |[0, a]|, temos que
f?:10,a] — [0,a] é uma contracao. Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo para
Contragoes, existe um unico z € [0, a] tal que f?(z2) = z.

Prova da Proposigao 1: Seja z tal que f%(z) = z, que existe pelo lema 4.

Segue do lema 3 que o 2-ciclo {z, f(z)} é atrator, pois dado y € [0, a] com y # z,

suponhamos, sem perda de generalidade, que y < z, temos, por tal lema, que

P2y D) = 1£2(2) = £2()] = L2y, 2] = 2=y, 2]| = 22512 — ], onde

—a(11_—ba) < 1. Logo y é atraido para {z, f(2)}.

10



Vamos mostrar agora que a bacia de atragao de {z, f(z)} ¢é todo [0,1]. De

fato:

Dado y € [0, 1] temos:

L. Se y € [0,a] entdao f2(y) € f(f[0,a]) = f([f(0),f(a)]) = f([b.1]) =
[f(1), f(b)] = [0, f(B)] C [0,a].

2. Sey € [b,1] entdo f(y) € [f(1), f(b)] = [0, f(b)] C [0, a].

3. Sey € [1—a+a2b)entio f(y) € (f(b), f(1—a+a®)] = (f(b),a] C[0,a].
Como f((a,c)) = (c, 1) existe = em (a, c) tal que f(z) = b. Fixe tal z.

4. Se y € (a,x) entdo f(y) € (f(z),f(a)) = (b1). Logo, f(y) €
[F(1), £(®)] € [0,a].

5. Sey € (z,1—a+a2) entdo, como ¢ € (z,1—a+a2) e pelo lema 1 0 ponto

fixo ¢ é repulsor, Ik > 0 tal que f*(y) € [b, 1], donde f**1(y) € [0,al.

Como, pela observacao feita no comeco desta prova, uma vez que a érbita de
y entra em [0, a| ela é atraida para {z, f(z)}, temos que a bacia de atragao é

0, 1].

Além disso, f ndo é cadtica em nenhum conjunto contido em [0, 1] pois, se
existir I C [0,1] tal que f é cadtica em I, entdo os pontos periddicos serao

densos em [, logo dy € I e In > 0 tal que f"(y) = y.

Portanto a érbita de y nao se aproxima do 2-ciclo {z, f(2)}, o que gera uma

11



contradigao, pois a bacia de atragao é todo [0, 1].

Observagao 5: Quando vale a igualdade, ou seja, b = 1 —a+a?, o 2-ciclo {z, f(2)}

nao é atrator.

De fato:

F2([0,a]) = f(f([0,a])) = F([f(0), f(a)]) = f([b, 1]) = [f(1), f(B)] = [0, f(B)] =
0, f(1 —a+a*)]=0,a].

Dado z € [0, a] temos:

a

(1—ata®)at(ata®)a _ 1+ (a+a?)a+(a+a®)x

a a -

14 =)o) ¢ 9] = [1 —a+a?,1].

2
1—<1+W) L1 (ematma)

Pe) = f(f) = f (14 ) = St = e

Ainda, dado y € [0, a] com y # z temos que y = f4(y) pois:
Como f*(y) =a—y € [0,d],

ly) = b+ U2 1o () (0 y) =

a(l—ata®)+(a—a®)(a—y) _ 1+ —a(a—a®)+(a—a?)(a=y) _

a a -

14 @) — 14 (1—a)(—y) = 1+yla—1).

Logo f4(y) = f(1+y(a—1)) = 7=l =y
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Figura 6: A esquerda a regiao com b < ¢ = ﬁ e a direita uma 6rbita tipica de um

ponto z pela aplicagao fgp.

Proposicao 2: Defina Sy = {z\3n > 0 tal que f*(z) = c}. Seja S = S,. Entdo f

é cadtica em S.

Antes de demonstrarmos esta proposicao vejamos alguns resultados.

Proposicao 3: Se ¢ € I entao In > 0 tal que f"(I) = [0, 1].

Afirmacao 1: Se ¢ € [ entao Im > 0 tal que 1 € f™(I), ou seja, [¢, 1] C f™(1).

Prova da afirmacgao 1:

1. Se 1 € I entao considere m = 0 e teremos que 1 € f(I) = f(I).

2. Se a € I entdo, como f(a) =1, para m = 1 temos que 1 € f™(I).
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3. Sea ¢ I entdo, como c € [ ec>a,Va#1,1 C [a,1]. Logo, como, pelo lema

1, o ponto ¢ é repulsor, Ik > 0 tal que 1 € f*(I) oua € f*(I)e 1 ¢ f*(I).

(a) Se 1 € f*(I) tome m = k e teremos que 1 € f™(I).

(b) Caso contrario, como f(a) =1 tome m = k+ 1 e teremos que 1 € f™(I).

Prova da proposicao 3: Seja m tal que [c,1] C f™(I). Considere f™(I) = [d, 1]

onde d < c.

Vamos mostrar que In > 0 tal que f"(I) = [0, 1].

1. Sed = a, f(d) = f(a) = 1 e entdo f"(I) = f([a, 1]) = [0, 1] Tome entdo
n=m+1 e teremos f*(I) = [0, 1]

2. Se d < a entao f([d,1]) = f([d,a]) + f([a,1]) = [0,1] U [f(d),1]. Logo
£([d,1]) = [0,1]. Entdo para n =m + 1 vale a proposicéo.

3. Se d > a, como f é decrescente em [a,1] e d < ¢, f(d) > f(c) = c e
entao,como f([¢,1]) = [f(1), f(c)] = [0,¢] e f([d,1]) = [0, f(d)] temos
que [0,¢] C [0, f(d)] = f™(I). Ainda, como ¢ > a, Va # 1 temos que
[0,a] € [0,¢] € f™*H(I). Mas f([0,a]) = [b,1] e f™*2(I) = f([0, f(d)]) =
f([0,a]) + f(la, f(d)]) = [b, 1] U [f*(d), 1]. Logo [b,1] C f™**(I).

(a) Se b < a, [a,1] C [b,1] e entdo f([a,1]) < f([b,a]) + f([a,1]) =
F([b,1]). Assim [0,1] € f™3(I) e como f™+3(I) C [0,1] temos que

fmH3(I) = [0,1]. Portanto para n = m + 3 segue o resultado.
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(b) Se b > a entdo, como b < cec>aVa # 1, [b,1] = [b,c] U]c, 1].
Afirmagao 2 : Se b > a entdo In par tal que [a,c] C f([b, ).
Da afirmagao 2 segue que f"([b,c] U|c, 1]) = f*([b,c]) + f"([¢,1]) D
[a, U f™([e, 1]) Como n é par e f2([c, 1]) = [c, 1], Vk pois ¢ é o ponto
fixo da f e como f?(1) = 1 temos que f*([b,1]) D [a,1]. Portanto
(b, 1]) = [0, 1], como querfamos.
Prova da afirmacgao 2:
Considere J = [b, ¢]. Como [ é decrescente no intervalo [a, 1] D [b, ¢],
FUT) =le. f(0)] e f2(J) = [f3(b), ]

i. Sea€ f*(J) tomen =2

ii. Se a ¢ f2(J) entao, pelo lema 1, como f(J) C [a,1], |f2(J)]| =

Mas, como J = [b,c] C [a, 1], |f(J)] = =] J|.
Logo, |f*(J)| = (ﬁ)QU\ > |J|. Portanto f? ¢ uma aplicagio
expansiva em J. Entao, como |[0, 1]| < oo, temos que 3k tal que

f*(J) D [a, ], o que finaliza a prova .

Observagao: Se f™(I) = [c, 1] entdo, como f™2(I) = [b, 1], por a) e b) do

item 3 acima segue o resultado.

Proposigao 4 Se VI C [0,1] 3n tal que f*(I) = [0, 1] entdo f é cadtica em [0, 1] e

nao existem Orbitas peridédicas atratoras.

15



Prova: 1. f ¢é cadtica em todo [0, 1]:

(a) f é topologicamente transitiva pois, dados U e V abertos de [0, 1],
considere I,J com I C U e J C V intervalos fechados de [0, 1].
Por hip6tese Im,n tais que f"(I) = [0,1] e f™(J) = [0,1]. Mas
U=1UU-1I)eV =JU(V-J),logo f*(U) =1[0,1] e f™(V) = [0, 1].
Como f™(UNJ0,1]) = f*(U) temos que f™(U N[0,1]) NV (.

(b) Os pontos periédicos sao densos.

De fato, dado I C [0, 1] temos que 3n tal que f"(I) = [0,1]. Dali,
como f é continua, temos, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brower
para f", que dx € [ tal que f"(x) = x. Portanto todo intervalo

contido em [0, 1] possui um ponto periédico de [0, 1].
2. f nao possui érbitas periddicas atratoras:

Suponhamos que exista érbita periddica atratora, por exemplo o n-ciclo
o(x) = {x,f(x),..../""z)}, onde z € [0,1]. Entao, dado & > 0, para
I =[x —& x+E], temos que f™(I) — o(x) a0 m — oo e entao nao existe

N > 0 tal que fN(I) = [0,1], o que contradiz a hipitese.

Prova da proposigao 2: Em primeiro lugar vamos mostrar que S é um conjunto

infinito.

Afirmacgao 3: S) é um conjunto infinito.
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Prova : Consideramos ¢y = ¢ e construimos {c;, o, ..., ¢y, ...} satisfazendo f(cxy1) =

C, COImMo segue:

Seja d € [0, a] satisfazendo f(d) = ¢ como montra a figura 6. d € Sy. Considere
C1 = d.
Encontramos ¢, € (¢, 1] com f(cg) = d tragando uma linha horizontal de (d, d)

para a direita até ela encontrar o grafico. Como f?(cy) = f(d) = ¢, c3 € Sp.

Encontramos ¢3 € [a,c¢) com f(c3) = ¢y tracando uma linha horizontal de
(c2,co) para a esquerda até ela encontrar o grifico. c3 € Sy pois f3(c3) =
) =c.

Como o médulo da inclinacao do grafico para a direita de x = a é maior que
1, repetindo esse processo, alternando ¢; € (¢, 1) para i par e ¢; € (0,¢) para
i fmpar, produzimos uma sequéncia infinita {cy, co, ..., ¢,, ...} contida em Sy, o

que finaliza a prova da afirmacao.

Como, pela afirmacao 3, Sy é um conjunto infinito e como, por definicao,

S = Sp, temos que S é um conjunto infinito.

Vamos provar agora que f é cadtica em S.

1. Vale a transitividade topolégica em S:
Sejam U e V abertos tais que 3z € UNS e Jy € VN S. Como S =Sy
existem zo € UN Sy e yg € VN .Sp.
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Vamos mostrar que existe p > 0 tal que yo € fP(U N S).

Como zg,yo € So, Ik, m > 0 tais que f*(z,) =c= f™(yo).

Considere I tal que 29 € I C U. Assim, ¢ € f¥(I) e, pela proposicio
3, In > 0 tal que f*™(I) = [0,1]. Logo 3z € I com fk(2) = yy e
frrtm(z) =c. Dai z € Sy C S.

Entao, tomando p = k +n > 0 temos que yo € fP(INS) C fA(UNS).

Portanto fA(UNS)N(VNS) # 0.

. Os pontos periddicos de S sao densos em S:

Considere U aberto com U NS # (). Como S = S, existe 2o em Sy N U.
Seja I C U tal que xg € 1.

Vamos mostrar que existe um ponto periédico em I N S.

Como zy € Sy , Ik > 0 tal que f¥(xy) = c. Entao, pela proposicio 3,
Ing > 0 com fEo(I) = [0,1]. Logo, 3I; C I tal que f*™(I) = I.
Consequentemente, Jz; € I; com fK"(z) = zy e, entdo, tomando
| = 2k + ny temos que f2#+70(x)) = f¥(zy) = c¢. Dal 71 € Sp. Da
mesma maneira, 3I, C I; tal que f¥™™0(l,) = I} e 3z € [, NSy com
fErmo(g) = 1.

Assim, indutivamente, construimos uma sequéncia de pontos x,, € Sy
comz,€l, cUel DL DI,D.D1,D....

Considere I = [a,b] e I, = [an,b,]. Logo, a < a1 < a3 <..< a, <..<
b, <...< by < b e, entao, o conjunto A = {ay, as,...,an,,,} é limitado su-
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periormente e o conjunto B = {by, by, ..., by, ...} é limitado inferiormente.
Sejam s; =supA e s, =infB.

Note que s; e s, pertencem a I.

Como frotk(sy) = frotk(lim,, o by) = lim,, oo f07%(b,) = limy, o0 by =
$o e, da mesma forma, f”0+k(31) = 51, temos que s; e Sy sao pontos
periédicos para frot*

Vamos mostrar que pelo menos um deles pertence a S.

Ainda, como f0%*([sy, s5]) = [s1,82], f™0R([s1,55]) = [s1, 89], VI > 0.
Ora, se existe z; em [s1, o] entao existe p > 0 tal que fP([s1,s2]) =1, 0
que gera uma contradigdo. Portanto, x,, € [a,, s1]U[ss, b,], ¥n > 0. Como
{x,} é uma sequéncia infinita, ocorre um nimero infinito de vezes x,,; €
[an,, 51 ou  ocorre um  ndmero  infinito  de = vezes
T, € [52,Dn,].

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ocorre infinitas vezes x,,; €
[an,, 51].

Como an; < z,; < 51, entao lim; oo T, = 1.

Mas z,, € [an,b,] N Sy, ¥n > 0, logo 51 € S = Sp.

Portanto, s; é um ponto periédico em I N S.
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5-f = fap com (a,b) na regiao definida por b < ¢ = ;— e
b <1-a, e com (a,b) na regiao definida por b < ¢ = 5,

b>1—aeb>a.

Figura 7: A esquerda a regiao com b < ¢ = ﬁ eb<1—a. A direita a regiao com

b<c:ﬁ,b21—aeb>a.

Nesta regiao f = f,; ¢ cadtica em todo [0, 1]. Este resultado segue das proposi¢oes

5 e 6 abaixo e da proposicao 4 da secao anterior.
Proposicao 5: Seb<ceb<1—aentao VI C [0,1], In tal que f*(I) = [0, 1]

Proposicao 6: Se b < ¢, b >1—aeb > aentdo VI C [0,1], In > 0 com

fr(1) = 10,1]

Na demonstracao dessas proposigoes necessitaremos do seguinte lema:
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Lema 7: Suponhamos b < ¢. Seja d tal que d € [0,a) e f(d) = ¢, como ilustra a

figura 6. Se a € I C [d, c] entao |f2(I)| > =% |I|.

c—d

Prova: f([d,c]) = [f([d,a]) U f(la,d]) = [f(d), f(a)] U [f(c), f(a)] = [¢,1] U e, 1].
f([e;1]) = [f(1), f(e)] = [0, c]. Logo, f*([d,c]) = [0,c]. Assim, [f*(I)| = -5/

se I =1d, ]
Considere I = [p,q] C [d,c] com a € I.

fa)y = flp,a) = f(p,al) U f(la,q)) = [f(p), f(a)] U [f(q), f(a)] =
[f(), 1] U [f(q),1]

1. Se f(p) = f(q) = z entao f(I) = [z,1].

Por semelhanca de triangulos temos que % = %, onde J = [¢,d].

Daf [ f*(1)] = ;%5111

2. Se f(p) # f(q) suponhamos f(q) > f(p).
Como f([d,a]) = [, 1] e f([c,a]) = [c, 1], entdo ¥p € [d, a] 3z € [a, ] tal
que f(z) = f(p)-
Ainda, como f é decrescente em [a,1] O [a,q] e f(q) > f(p), 3G > q tal
que f(q) = f(p), ou seja, 3J = [p,q] com I C J tal que f(p) = f(q) e

Entdo [f2(J)] = =5]J]. Mas |f2())] = |f2(D)| e |J] > |1].

c—d

Portanto, | f2(I)| = Sl > S5l
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Prova da Proposicao 5: Seja d € [0,a) tal que f(d) = ¢, como mostra a figura 6.

Considere I C [0, 1].

1. Se ¢ € I entao, pela proposigao 3, In > 0 tal que f"(I) = [0, 1].

2. Secé¢ I ede [ entdao, como f(d) =c, c € f(I). Da proposicao 3 segue

que In > 0 tal que fT1(1) = [0,1].

3. Se I C (d,c) e a € I, pelo lema 7 temos que |f*(I)| > -%|I|. Como
< > 1, |f*(1)| > |I]. Assim, como f*(I) expande e |[d, c]| < o0, Ik >0
tal que ¢ € f2(I). Logo, pela proposi¢ao 3, In > 0 tal que f2**"(I) =

0, 1].

4. Sel C (a,c)oul C (c,1], pelolema 1, |f(I)| > |I], ouseja, f é expansiva
em I. Logo 3k > 0 tal que ¢ € f*(I) e entdo, pela proposigao 3, In tal
que f* (1) =10,1].

5. SeI C [0,d)oul C (d,a) entao, como f élinear em [0, al, dado x € [0, al,
temos que |f(I)| = |f/(z)||I]. Mas |f'(z)] = L2, V& € [0,a] e como

1

b<1—a, = > 1. Logo |f(I)| > ||, ou seja, f ¢é expansiva em I, daf

segue que Im > 0 tal que f™(I) = [0, 1].

Observacao: Note que podemos supor, sem perda de generalidade, que [
esta totalmente contido em um dos casos acima. De fato, se I intercepta, por
exemplo, (d,c) e (c,1) podemos considerar um novo I da forma I N (d,c) que

esta totalmente contido em (d, ¢).
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Prova da Proposicao 6: A demonstracao é andloga a demonstracao anterior exce-
to no caso 5. Assim, basta mostrar que se I C [0,d) ou I C (d,a) , In > 0 tal
que (1) = [0,1].

De fato, como f([0,d]) = [b,¢| , f([d,a]) = [c,1] e b > a, temos que f(I) C
[a,1]. Entao, segue do lema 1 que |f2(I)| = —*|f(I)|. Mas como I C [0,a] e

l—a

f ¢ linear em [0, a] temos que |f(I)| = =2|1].

Assim, [f*(I)] = a(llil;)|]\. Ainda, comob<c¢,1—b>1—c=1— ﬁ = ;:—Z

Dai a(ll—iba) > ;:—Z.a(laa) = a(2£a) = ¢ > 1. Entao f? é expansiva em I, logo

Im > 0 tal que f™(I) = [0, 1].

Portanto, para f = f,5, com (a,b) na regido em questao, temos que V I C [0, 1]
existe n > 0 tal que f™(I) = [0, 1] e entao, pela proposicao 4, segue que f é cadtica

em todo intervalo [0, 1].
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