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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho estd dividido em quatro partes: na primeira apresentamos de
forma sucinta o célculo fracionario, o qual trata de operadores lineares que ge-
neralizam as operagoes de derivagao e integragao. Na segunda parte abordamos
brevemente as aplicagoes destes operadores em sistemas estocéasticos. Apos isto
introduziremos o método do prolongamento devido a Sophus Lie para obter gru-
pos de simetrias de equagoes diferenciais e, na parte final do trabalho, vamos
discutir a implementacao deste método para equagoes diferenciais fracionarias.

No primeiro capitulo “Operadores Fracionérios” comegamos com um exemplo
para motivar o uso de operadores fracionarios, seguido de uma breve introdugao
historica, definicoes de integral e derivada fracionaria assim como algumas de
suas propriedades. No fim do capitulo retornaremos ao exemplo inicial para
resolvé-lo utilizando o célculo fracionario.

O capitulo seguinte traz dois exemplos de equagoes fracionarias: As equagoes
de Fokker-Planck fracionarias no tempo e no espaco, que surgem em sistemas
estocésticos nos quais as probabilidades de transi¢ao nao tem uma forma gaus-
siana e decaem com uma lei de poténcia.

No capitulo “Simetrias de Equagoes Diferenciais” o conceito de grupo de
simetria é definido rigorosamente e o método do prolongamento de Sophus Lie
é desenvolvido desde o inicio, dentro da linguagem diferencial-geométrica de
equagoes diferenciais.

No capitulo final discutiremos o tnico trabalho encontrado na literatura [1]
que trata de grupos de simetrias de equagoes fracionérias.



Capitulo 2

Operadores Fracionarios

2.1 Motivacao

Suponha que temos uma represa, figura 2.1, e gostariamos de controlar o fluxo
de 4gua que passa por uma abertura em sua superficie, ou seja, temos o fluxo
agua Q(h) que é uma funcao conhecida da altura h da abertura. Queremos
saber qual a forma da abertura f(h) que nos fornece o fluxo desejado [2].

Colocaremos o plano yz transversal a velocidade do fluido e o eixo x apon-
tando na mesma dire¢gao do fluxo tal que x = 0 denote a posicao da abertura
como na figura 2.2.

Entao, se y = f(z) nos da a forma da abertura, o elemento de area é dA =
f(2)dz, figura 2.3, e o fluxo por um elemento infinitesimal de area ¢ d@Q =
Vf(z)dz, onde V é a velocidade do fluido no ponto.

Para calcular essa velocidade considere um elemento do fluido num ponto I
com coordenadas (xo, Yo, 20), muito longe da abertura, e este mesmo elemento
quando chega até a abertura no ponto II de coordenadas (0, yo, zo). Pelo prin-
cipio de Bernoulli temos que

1 1
Pr+pgzo + 5pVi = Pir + pgzo + 5pVi7 (2.1)
Como [ esta muito longe da abertura podemos tomar V; = 0, neste caso
Py — Py = gv,%, (2.2)

porém P; = P, + pg(h — 2z9) e Prj = Py, onde h é a altura da superficie da
agua com relagao ao fundo da abertura e P,; é a pressao atmosférica. Deste
modo

Vir = \/2g(h — z)"/? (2.3)

e o elemento de fluxo dQ@ é

dQ =V dA = 2V f(2) dz = 2\/2g(h — 2)Y/2 f(2) d=. (2.4)



Figura 2.1: Represa vista por um corte transversal e pela frente [2].

Figura 2.2: Ponto I com coordenadas (zg, yo, 29) € ponto I com coordenadas
(07 Yo, ZO) [2]
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Figura 2.3: Elemento de area que deve ser entregado para obter o fluxo pela
abertura [2].

Integrando do fundo da abertura até a altura da agua e explorando a simetria
de reflexao em torno do eixo z, obtemos

1/2

Q) = [ 23— 222 as (25)
0

ou seja, temos uma equagao integral para f em termos do fluxo total @ conhe-

cido. Esse operador integral tem uma conexao direta com calculo fracionario de

Riemann-Liouville que introduziremos abaixo. Retornaremos a esse problema

para reinterpretéa-lo e soluciona-lo & luz das ferramentas que introduziremos.

2.2 Resumo histoérico

4 ~ '”' ! —
Quando nos deparamos em calculo com expressdes como g™ = M _pm—n
dx (m—n)!
n . . . .
ou #e‘” = a"e® definidas para m,n € N é comum indagar se ainda fazem

sentido caso n,m sejam quaisquer reais ou complexos, ou ainda, se existe algo
como uma meia derivada tal que a propriedade usual das derivadas, d;l/; dd;l//zz =
%, continue vélida. Foi & partir destas consideragoes que se iniciou o que é hoje
conhecido por célculo integro-diferencial fracionario que, apesar do nome, lida
com generalizacoes de derivadas e integrais para quaisquer expoentes em C.

A questao de expoentes diferentes de inteiros para derivadas vem logo apos
o desenvolvimento do calculo por Newton e Leibniz e é levantada em corres-
pondéncias entre o ultimo e Bernoulli. A pergunta sobre o significado de 1—1//22
aparece especificamente em correpondéncias entre Leibniz e L’Hopital onde o
primeiro conjectura sobre seu significado mas sem fazer um desenvolvimento

maior destas idéias. Posteriormente Euler, Lagrange, Lacroix e Fourier, du-



rante seus estudos, mencionam possiveis generalizagoes para o conceito de de-
rivada inclusive obtendo férmulas para esses operadores fracionarios em casos
especiais|2, 3.

Apesar do interesse académico em tais operadores eles ainda nao haviam sido
utilizados em aplicagoes até o estudo de Abel acerca do problema da tautocrona,
que consistia em achar a forma da curva tal que o tempo de descida de uma
particula vinculada a esta curva fosse o mesmo, independente de sua posigao
inicial. Durante a resolugao do problema Abel encontrou equagdes integrais do
tipo k = [ (x —t)Y/2f(t)dt, onde k ¢ uma constante. O lado direito ¢ um caso
particular de uma integral de ordem —1/2; aplicando o operador de derivada de
ordem 1/2 em ambos os lados temos a solugao para a fungao f como a derivada
de ordem 1/2 da constante k que, contrariamente a derivada comum, nao é
necessariamente zero. A solugao deste problema fica em funcao de um certo
operador de derivagao aplicada & uma constante

1 d')2

f(t) = NCY e (2.6)

Apods Abel, Liouville foi o primeiro a dedicar-se mais a fundo ao estudo
do célculo fracionario em varios trabalhos publicados em sucessao, onde deu
duas defini¢oes de derivadas fracionarias; uma para fungoes do tipo f(z) =
S ants R 0 t linébmios;

o Cn€®; Re (a,) > 0 e outra para polindmios;

Dt f(z) = Z cpaketn® (2.7)
n=0
Ho—a (—].)M].—‘(a + ,U,) —a—p
DFy=? = —F(a) x , (2.8)

Liouville também foi o primeiro a utiliza-las para resolver equagoes diferenciais
oriundas de problemas fisicos.

Durante os anos seguintes outros matemaéticos trabalharam com calculo fraci-
onario. Entre eles destacamos Riemann, cuja defini¢ao de integragao fracionaria
é bem proxima da versao atual do operador de Riemann-Liouville e também He-
aviside, que utilizava-se de um célculo operacional pouco rigoroso, mas com bons
resultados. O estudo de Heaviside sobre circuitos elétricos acabou por despertar
o interesse dos matematicos para a andalise desses operadores generalizados.

Mais recentemente houve um ressurgimento no interesse pelo célculo fra-
cionario devido ao aparecimento destes operadores na modelagem de alguns
sistemas fisicos com propriedades nao-locais ou com memoria temporal.

2.3 Definicoes

2.3.1 Integral fracionaria

Comegaremos dando uma motivacao para a definicao mais usual de integral
fracionaria investigando a integral iterada n vezes [2]:



z) z/j da; /: dﬂcg.../;nlf(t) dt, (2.9)

onde o operador D, " é definido pelo lado esquerdo ada equacao.
Queremos achar um nucleo K, (z,t) tal que

_ / " Ko () (1) . (2.10)

Observando que a funcao a ser integrada depende apenas de t, podemos
simplificar as integracoes utilizando

/C‘” o /w ft)dt = /czf(f) dt/j day = /Cw(xt)f(t) dt (2.11)

repetidas vezes para simplificar as integrais duas de cada vez.
Num segundo passo

/j dxy /jl dﬂcg/jz f)yde = /Cw d:cl/jl(;pl —t)f(t)dt
- /m fleyde /tz(xl ~Hdo = /”” s’ 3 L, (2.12)

n—1
entdao supondo que K, (x,t) = % é valido temos para n+1

D@ = [Can [T [T [ @)
_ / e, / Ko, 1) f () dt
= [ [T a
/ dt/ xln_—tll o

:/ n! ) iyt = /Kn+1xt)f(t)dt (2.13)

Portanto K, fica definido para n € N

T (x—t)nt
D" = ————f(t)dt. 2.14
) = [ e (214)

A integral acima faz sentido mesmo que n nao seja natural. Podemos
utilizéd-la assim para definir o operador integral fracionério permitindo que
n € C; Re(n) > 0. Quando ¢ = 0 temos a integral fracionaria de Riemann-
Liouville

D f(a) = %M) /Ox(x —opl ) dt, (2.15)



esse operador tem a propriedade
oD oD f() = (D" f(2) (2.16)

e obedege & uma férmula de integracao fracional por partes

b b
/ o(2) (D7) (x) da = / (2)(, Dy ") (x) da. (2.17)

Por exemplo se f(t) = t¥ sua integral de ordem pu é

I'v+1)

DMt = s
ot L(v+p+1)

e, w>0,v>—1t>0. (2.18)

Outra integral fracionaria comum na literatura é a de Weyl [3]

1
[(p)

A questao dos espagos onde esses operadores estao definidos é abordada
rigorosamente em [3]. Por simplicidade podemos supor que todas as fungoes
sao de classe C", ou seja, analiticas e definidas num conjunto compacto, tanto
para os operadores integrais como para os diferenciais.

W) = o [ @0 (2.19)

2.3.2 Derivada fracionaria

A partir da propriedade acima para integrais fracionarias podemos definir a
derivada fracionaria. Sejav € C; Re (v) > 0en € Ntal quen—1 < Re(v) < n;
se Re(v) =n — p, temos

oDy f(x) = D3 g D" f(2). (2.20)

Identificando o operador ;D7 como a derivada de ordem inteira n e sabendo a
forma do operador ;D ", temos a defini¢ao da derivada fracionaria de Riemann-
Liouville

1 dav [*
DY = — )P f(t) dt 2.21
oD2f(w) = g [ @ =0 @ (2.21)
se f € C™ temos uma a defnigao alternativa obtida derivando a integral
n—1
- F®(0) -

DY f(z) =,D%o D" f(z) = pontk 2.22

oDy f(x) =D oD, " () ];)F(u—n—kk—i—l)x ( )
1 xt on

flx —tmydt. (2.23)

+ T(p+1) )y Ozm

Assim como no calculo 2 [ f(t)dt = f(z) e em geral [y 2 f(t)dt # f(z),
os operadores fracionarios de derivagao e integracao nao comutam. Esse fato é



expresso pelas relagoes abaixo

oD7oD; Y fz) = f(2) (2.24)
n—1 ., k1

D5 oDuf(x) = f(z) = > ﬁf@)ﬁ{i}’“”. (2.25)
k=0

A formula de integracao por partes continua valida para 0 < Re (v) < 1

b b
[ o@Dz ds = [ v@)(Die)s) da. (2.26)
Por exemplo, se f(¢) = t* sua derivada de ordem v é

P(p+1) P

DU/th = 2 iV,
ot T(p—v+1)

Re(v) >0, u>—1,t>0. (2.27)

Outra definicao util é a de Riesz

(o o S .
wf(w) = —%/ e’““{|k|@/ e~k f(:v’)dx’} dk (2.28)

— 00 —00

que tem a seguinte relagao com a derivada de Riemann-Liouville

(D2 + D)) = ~2008 5 S0 f(a) (2.29)
o o B . ma 0 0%

Para uma introducao mais completa, na mesma linha da feita acima, sugere-
se o livro [2] ou [4]. Os detalhes mais técnicos da teoria de operadores fraciona-
rios podem ser encontrados em [3].

2.4 Motivagao revisitada

Voltemos agora ao problema da determinagao da forma da curva f(z) dado um
fluxo Q(z) de dgua que desejamos que passe pela abertura. Haviamos obtido
uma equagao integral para f da forma

h
Q) = [ 2v/2(h = =)' (2:31)

Tendo agora em maos as defini¢oes de integral e derivada fracionérias pode-
mos interpretar esse operador como a integral de ordem 3/2 da fungéo f

h
Q<h>:r<3/2>2@ﬁ / (h— )2 f(2)dz = \/2gmy D /2 (). (2.32)



Podemos “inverter” a equagao aplicando o operador de derivada de ordem
3/2 em ambos os lados da equagao

oDY2Q(h) = /297, D} (4D 22 F(R)) = /29 f (R), (2.33)
assim f fica expresso em termos da derivada de ordem 3/2 do fluxo de agua

1 3/2 1 d?
=—,D Z) = ——————s
\/2970 h Q( ) 297TF(1/2) dh?2

Por exemplo, se o fluxo tem uma dependéncia polinomial com a altura,
Q(2) = kz*, a forma de f &

h
f(2) /O(z—t)_l/QQ(t)dt. (2.34)

1

12) = gmmo DI 6Y) = i P A ()

para A = 2 temos uma abertura com a forma de uma parabola, se A\ = 5/2
teremos uma abertura triangular.

10



Capitulo 3

Aplicacoes em Sistemas
Estocasticos

3.1 Aplicacoes

Uma das mais importantes ferramentas no estudo de sistemas estocasticos é a
Equacao de Fokker-Planck (EFP), que pode ser obtida a partir da equagao de
Langevin (3.1) quando se faz a suposigao de que a distribui¢ao de probabilidade
correspondente ao termo de ruido seja gaussiana.

&= F(0),1) + olal0) DE) (31)
Onde £(t) € o termo de ruido branco, g(x(t),t) é o termo de ruido multiplicativo
e f(z(t),t) pode ser interpretado como um termo de forga externa [5].

Alguns autores preferem a equagao de Langevin por considera-la mais trans-
parente do ponto de vista fisico, uma vez que se trata de uma equagao para a
evolugao temporal da variavel sujeita a um ruido. A equacgao de Fokker-Planck
(3.2), por outro lado, é uma equacao deterministica para a distribui¢ao de pro-
babilidade da variavel em questao. A escolha da distribui¢ao de probabilidade
do ruido é motivada pelo teorema do limite central, que nos assegura que sob
certas condigoes a distribuigao da média de variaveis aleatorias assume a forma
gaussiana.

2
%P(w,t) = f%f(x,t)P(z,t) + D%QQ(I,t)P(I,t) (3.2)

Quando consideramos modelos estatisticos cuja probabilidade de transicao
nao é necessariamente gaussiana os operadores de ordem fracionaria aparecem
naturalmente, mais especificamente, quando a probabilidade de transi¢ao per-
tence a uma classe de distribuigoes chamada distribui¢oes de Lévy a-estéveis.
Estas distribuigoes sao caracterizadas por decairem com uma lei de poténcia
e, portanto, seus momentos maiores nao sao finitos. Apesar de nao existirem

11



formas fechadas para essas distribuigoes exceto em casos especiais, existe uma
forma fechada para sua funcao caracteristica [5]:

Sk(a, 8,7,0) = expliké — 7 |k|*(1 — ifsgn(k)=)] (3.3)

[ tan(ma/2) sey#1
“ 1 —2log() seq =1

(1]

Nesta expressao a € (0, 2] é o parametro de estabilidade, 8 € [—1, 1] assime-
tria, v > 0 escala e § € R localizagao.

3.1.1 EFP fracionaria no espaco

Partindo deste modo da mesma equagao de Langevin, mas supondo que a fungao
caracteristica da distribuicao de probabilidade do ruido corresponda a uma dis-
tribuigao de Lévy Si(a, §,7,0), obtém-se uma equagao integro-diferencial para
a probabilidade que generaliza a de Fokker-Planck e reduz-se a esta no limite
apropriado [5].

Utilizando a definicao de Riemann-Liouville para operadores fracionarios a
equagcao obtida pode ser interpretada em termos do calculo fracionario:

9] 0 v
&P(t) o %f(x’t)P@’t)  2cos(ma/2)
X [(1+ B)oe Dy + (1= B), DL g™ (2, 1) P(x,1) (3-4)

No limite o — 2 a equacao acima reduz-se a de Fokker-Planck, pois a distri-
buigao de Levy, para este caso, coincide com uma gaussiana. E mais facil tomar
esse limite expressando a equacao acima em termos da derivada de Riesz:

3mwaf@wmmw+nﬁkfuwpmw

ox
a—1
+ B tan Ta 0 9

5 %W!J&(x’ﬂp(%ﬂ (3.5)

Neste caso é facil constatar que quando o — 2 o segundo termo & direita
reduz-se & uma derivada de segunda ordem e o terceiro termo anula-se, dado
que tan7 = 0. Recupera-se assim a EFP tradicional.

3.1.2 EFP fracionaria no tempo

A EFP fracionaria no tempo pode ser obtida de vérias maneiras equivalen-
tes, uma delas é através de um modelo de random walk com tempo continuo
(CTRW), onde a probabilidade de transi¢do no tempo tem o comportamento de
uma distribuicao de Lévy para tempos muito grandes. A equagao obtida tem a
forma:

12



0 l—a 0?
Sua dedugao pode ser encontrada em [6].
Esse tipo de equacao aparece em modelos de difusoes em substratos fractais

e sistemas com desordem.

3.2 Interpretagao Fisica

Apesar de bem fundamentada do ponto de vista matemaético, a interpretacao
fisica dos operadores integro-diferenciais ainda é obscura. Héa trabalhos na lite-
ratura que abordam este ponto para alguns exemplos especificos, como a integral
fracionéria no tempo interpretada em termos de uma fungao resposta em teoria
de sinais [7], ou como a integral fracionaria no espago em certos tipos de difusao
[8]. Nao ha porém uma interpretagao mais abrangente que possa auxiliar na
construcao de modelos fisicos.

13



Capitulo 4

Simetrias de Equacoes
Diferenciais

4.1 Grupos de Simetrias

Primeiro definiremos o que queremos dizer quando falamos que uma fungao
admite um grupo de simetria. Trataremos aqui apenas de simetrias continuas
excluindo por exemplo reflexdes que, embora importantes, nao podem ser tra-
tadas pelo método infinitesimal que seré desenvolvido.

Um conjunto G junto com uma fungao (-) : G x G — G chamada de mul-
tiplicacao é um grupo se e somente se a funcao obedege aos seguintes axiomas:

Associatividade. Se g,k,h € G entao
g-(h-K)=(g-h) k. (4.1)

Identidade. Existe um elemento ¢ € G chamado identidade, com a proprie-
dade que Vg € G
e-g=g=g-e. (4.2)

Inversas. Para cada g € G existe uma inversa, g~', com a propriedade

g9 =e=g""g (4.3)

Como estamos interessados em simetrias continuas é natural que trabalhemos
com Grupos de Lie, que foram introduzidos por Sophus Lie quando este estudava
simetrias de equagoes diferenciais. Antes de definir grupos de Lie precisamos
do conceito de variedade diferenciavel.

Uma variedade C*-diferencidvel de dimensdo m é um conjunto M junto com
uma colegao contavel de subconjuntos U, C M e homeomorfismos x, : Uy, — V,
em subconjuntos abertos e conexos V, C R™, tal que:

14



Os subconjuntos U, formam uma cobertura de M
Jv. =M. (4.4)

Na interseccao de dois subconjuntos U, N Ug a composta

X5°Xa : Xa(Ua NUg) = x(Ua NUp) (4.5)

¢ uma funcao de classe C* com inversa de classe C*.

Apesar de uma variedade ser um conjunto mais geral que o R™ podemos
trabalhar localmente como se estivéssemos neste; ao identificarmos um ponto
p na variedade com sua coordenada z = x,(p) podemos fazer uso das ferra-
mentas do céalculo em R™ sem que seja necessario reformula-las para espacos
mais abstratos. Por simplicidade assumiremos que todas as variedades com que
trabalharemos sao conexas e infinitamente diferenciaveis.

4.1.1 Grupos de Lie

Um grupo de Lie de r parametros é um grupo G que possui uma estrutura de
variedade diferencial de dimensao r de forma que, tanto o mapa de multiplicagao,
m(g,h) = g-h, quanto o mapa de inversa, i(g) = g~ !, sdo fungoes diferenciaveis
entre variedades. Por simplicidade trabalharemos com grupos de Lie locais, ou
seja, definidos apenas em abertos conexos V' C R" que contenham a origem.

Em geral grupos de Lie aparecem como grupos de transformagoes de uma va-
riedade, como por exemplo o grupo de rotagoes num plano, denominado SO(2),
ou o grupo de Poincaré, que é o grupo de isometrias do espaco de Minkowski.
Portanto definiremos como um grupo de Lie age localmente sobre uma varie-
dade.

Seja M uma variedade diferencidvel. Um grupo local de transformacoes
agindo em M é dado por um grupo de Lie local, um subconjunto aberto U,
com

{e}x McUCGxM (4.6)

o dominio da defini¢ao da a¢ao do grupo, e um mapa ¥ : U — M de classe C*°,
tal que:
Se (h,z) € U, (g, ¥ (h,x)) € U,e(g-h,x) € U, entdo

U(g,¥(h,z)) =V(g-h,z). (4.7)
Para todo x € M temos
Ule,x) =z. (4.8)
Se (g,z) e U
(97", ¥(g,2)) €U (4.9)
V(g U(g,z) =2 (4.10)

15



Por simplicidade denotaremos a agio do grupo ¥(g,z) = g e z. Pela ultima
propriedade cada transformagao por um elemento do grupo é um difeomorfismo.

A simplicidade e o poder dos grupos de Lie vém de uma propriedade muito
util de certos campos vetoriais sobre eles definidos, que nos permite usar um
critério de invariancia infinitesimal e linear que é muito mais simples de estudar
do que a agao completa dos elementos do grupo sobre a variedade ¥(g, x). Para
isso precisaremos do conceito de algebra de Lie.

4.1.2 Algebras de Lie

Seja G um grupo de Lie e g € G qualquer, definimos a multiplicacdo & direita
Ry : G — G por:
Ry(h)=h-g (4.11)

Seja v um campo vetorial em G, v é dito invariante a direita se
dRy(VIn) = V|gr,(n) = Vlng, Vg,h €G. (4.12)

Onde dR, ¢ o diferencial de R, e, portanto, ¢ uma fungao linear que mapeia
TGy, em TG|Rg(h) onde h é um ponto em G. Como o mapa da multiplicagao
¢ um difemorfismo dR, mapeia campos vetoriais em campos vetoriais, assim
dR,(v) é um campo vetorial bem definido sobre G.

Se v e w sdo campos invariantes a direita, pela linearidade do diferencial
d, temos que av + bw também ¢é invariante & direita e o conjunto de todos
os campos invariantes & direita formam um espago vetorial. Além disso temos
que o campo definido pelos colchetes de Lie u = [v, w] também é um campo
invariante & direita, motivando entao a seguinte definicao de algebra de Lie.

A Algebra de Lie de um grupo de Lie G denotada por g é o espaco vetorial
de todos os campos invariantes a direita em G junto com uma operagao |-, :
g X g — g satisfazendo os seguintes axiomas:

Bilinearidade
[av + bw,u] = a]v,u] + b[w, u]
[u, av + bw] = alu, v] 4 blu, w] (4.13)
Antissimetria
[Va u] = _[u7 V] (414)

Identidade de Jacobi
[11, [Vv WH + [W, [u7 VH + [Va [W, llH =0 (415)

Cada v € g é univocamente determinado pelo seu valor na identidade, pois
v|g = dR4(v|c) e, reciprocamente, cada vetor tangente & G em e determina
univocamente um campo vetorial invariante a direita. Assim podemos identificar
a algebra de Lie com o espago tangente na identidade g ~ T'G|., portanto g tem
a mesma dimensao que seu grupo de Lie correspondente.
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Existe um correspondéncia univoca entre subespagos unidimensionais de g
e subgrupos conexos de um parédmetro de G que é dado pelo fluxo gerado pelos
elementos de g a partir da identidade. Para ¢, € R

ge = exp(ev)e = exp(ev) (4.16)

com as propriedades; gc1s = ge - g5, Jo = € € g ' = g_., sendo estes subgrupos
isomorfos a R, ou SO(2).
Dado g € G suficientemente perto da origem ele pode ser escrito como

g = exp(e'vy) exp(e?va) - - - exp(e'v,) (4.17)

onde {vi,Va,...,v,} é uma base para a édlgebra de Lie e ¢/ € R. Com isso a
invaridncia frente & um elemento do grupo se reduz & invariancia frente aos seus
subgrupos de um parametro.

Os campos vetoriais que geram a algebra de Lie também sao chamados
de geradores infinitesimais do grupo G, pois podemos reconstruir o grupo a
partir deles a menos de aspectos globais. Como exemplo podemos tomar os
grupos SO(3) e SU(2), que possuem os mesmos 3 geradores, que em quantica sao
identificados com os operadores de momento angular, com as mesmas relagoes
dadas pelos colchetes de Lie. Ambos possuem assim a mesma algebra, mas sao
grupos distintos globalmente; enquanto o SU(2) é simplesmente conexo, o SO(3)
nao o é.

Se g for de dimensao finita entao existe um tnico grupo de Lie G* conexo
e simplesmente conexo que tem g como sua algebra de Lie. Se G for um outro
grupo grupo de Lie conexo com a mesma &lgebra de Lie g entao existe um
homomorfismo 7 : G* — G, assim G* e G sao localmente isomorfos; G* é
chamado de grupo de recobrimento de G. No exemplo anterior SU(2) é o grupo
de recobrimento de SO(3) e o mapa 7 é um homomorfismo biunivoco.

Voltando para a agao do grupo de transformagoes local G sobre uma vari-
edade M, existe uma ac¢ao infinitesimal da algebra de Lie deste grupo sobre a
variedade se v € g podemos definir ¢ : g — TM, tal que ¥(v) é um campo
vetorial em M cujo fluxo coincide com a acgao do subgrupo de um parametro
exp(ev) de G em M. Entao Vo € M,

PY(V)|z = = 70\I/(exp(ev),ac) =d¥,(v].) (4.18)

com V¥, (g) = ¥(g,x). ¥ nos dd um homomorfismo entre g e a algebra de campos
vetoriais em M

[Y(v), p(w)] = ¢([v,w]); v,weg (4.19)

Por simplicidade vamos denotar os campos induzidos na variedade pela agao
do grupo ¥(v) apenas por v.

A agao dos subgrupos de um parametro sobre M pode ser obtida atraves do
fluxo do seu gerador v utilizando o mapa exponencial apresentado acima que,
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em coordenadas locais, pode ser expresso por uma séria de poténcias conhecida
como série de Lie. Seja z € M g € G o fluxo

k
!vk(;v) (4.20)

€

X

U(g,z) = exp(ev)r = Z
k=0

define a agao do subgrupo G onde x ¢é interpretada como a fungao coordenada
sobre a variedade e v(z) é a agao de derivagao dos vetores no espago de fungoes
sobre a variedade.

4.2 Método do Prolongamento

4.2.1 Invariancia de solugoes

Seja 8§ um sistema de equagoes diferenciais com p variaveis independentes = =
(2t 2, ... 2P), © € X e q varidveis dependentes u = (u',u?,...u?), v € U. Um
grupo de simetria de 8 ¢ um grupo de Lie local de transformacoes tal que, se
f & uma solugao de 8§ entdo f = ge f com g € G também é uma solugao do
sistema de equagoes diferenciais. Vamos definir o que estd implicito na expressao
f =ge f. Comecamos por indentificar f com seu grafico; seja 2 € X o dominio
de definicao de f

I'y={(z,f(z):2€Q)} C X xU, (4.21)

se I'y € Mg, onde M, é o subconjunto onde a acao de g esté definida, entao
gel'y ={(z,u) =ge(z,u): (r,uecTy)} (4.22)

Considerando elementos suficientemente perto da identidade g e I'y = Ff
serd o grafico de alguma fun¢ao univoca u = f(%)

Para obter o critério infinitesimal de invaridncia de equagoes diferenciais
vamos reformular a nogao de sistema de equagoes diferenciais de forma mais
geométrica, prolongando o espago base X x U para um espaco que contenha as
derivadas.

Dada uma funcao real de classe C>, f : X — U, com q componentes
f(x) = fo(zt, 22, ..., 2P) e de p variaveis, existe py = (p+Z_1) derivadas parciais
de ordem k de cada componente

oF fo(x
010 = g (429
onde J = (j1,7J2,..,jr) ¢ uma k-tupla de inteiros nao ordenados. Existe entao
no total gpy derivadas de ordem k.

Definimos U, = R?* com coordenadas u§ representando as derivadas de
todas as funcoes f de ordem k, entdo U™ = U x Uy x --- x U, & o espaco de
todas as derivadas até a ordem n. Um ponto em U sera denotado u(™ com
q("I") = gp™ coordenadas uj.
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O espaco X x U(™) & chamado de n-ésimo jet-space da variedade base X x U,
como geralmente trabalhamos com fungoes definidas apenas num subespaco
M C X x U definimos M™ = M x U x --- x U,. Portanto se I'y C M entao
Lormy C M) onde pr™ f(z) = u{™ é uma funcio induzida chamada de n-
ésimo prolongamento de f(z) definida por u§ = 9 f%(x), assim pr™ . X —
um.

Um sistema de equacoes diferenciais 8 dado em termos de equagdes da forma

Ay (z,u™) =0, v=1,..,I (4.24)

pode ser vista como uma funcao A : X x U™ — RE. Se A for de posto maximo,

ou seja, quando a matriz jacobiana Ja (z,u(™) = (%ﬁ;’, gﬁ:) de A tem posto
J

I quando A = 0, o sistema 8 determina uma subvariedade 8o = {(z,u™) :
Az, u™) =0} ¢ X x U™,

Se f(x) é uma solugao do sistema de equagoes diferenciais entao o grafico de
pr(™ f(x) deve ser um subconjunto da subvariedade S, ou seja

P = {(z,pr™ f(2))} € 8a = {A(z,u™))} = 0. (4.25)

Assim podemos tomar um sistema de equagoes diferenciais como sendo uma
subvariedade de X x U™ e suas solucdes como as funcoes cujos graficos de seus
respectivos prolongamentos estao totalmente nessa subvariedade.

Agora que aumentamos nosso espago para incluir as derivadas das fungoes,
podemos prolongar a agdo de grupos que agem no espago base X x U. Seja

(z0, u((J")) um ponto de M e f uma funcio definida numa vizinhanca de z

cujo grafico pertence & M e tem derivadas ug") = pr™f(zg). Se g € G é
proximo o suficiente da identidade, a funcao ge f esta definida numa vizinhanca
do ponto (Zg,up) = g e (zg,up) e é possivel definir a agdo da transformagao
prolongada, pr(™ g, no ponto (mo,uén)) por

pr(")g ° (xo,u(()n)) = (io,ﬂ(()")) onde ﬂé") = pr(”)(g e [)(Zp). (4.26)

Para prolongar a acdo de um grupo para M (™ basta transformar uma fun-
¢ao representativa para g e f e avaliar suas derivadas no ponto transformado
(50,17(()")). Reinterpretando geometricamente um sistema de equagoes diferen-
ciais, o problema de avaliar se ele é invariante frente a acdo de um grupo é
equivalente a saber se uma subvariedade no jet-space é invariante a acao do
prolongamento desse grupo.

Para obter um critério infinitesimal de invariancia, vamos prolongar os cam-
pos vetoriais definidos sobre X x U para X x U™ de forma que os geradores
de G sejam prolongados para geradores de pr(™G.

Seja M C X xU aberto e v um campo vetorial em M com um grupo local de
um parametro exp(ev). O n-ésimo prolongamento de v, denotado por prMvy, é
definido como o campo vetorial em M que é o gerador do grupo prolongado
de um parametro pr(™ [exp(ev)], ou seja

pr(”)v|(I7u<n)) = % pr™fexp(ev)](z, u™), V(z,u™)e M™.  (4.27)

e=0
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Entao partindo de um campo vetorial v, que em coordenadas locais é expresso
por

P ) ) q P
v = ;&(x,u)@ + az::l (ba(a:,u)a? (4.28)

obtemos seu prolongamento

= RS 0
v:Zfl(g;,u)@—FZZqﬁi(x,u)a—w. (4.29)
i=1 7

a=1

Os coeficientes ¢; sdo determinados pelos coeficientes ¢! e ¢, que dependem
apenas das variaveis (x, u).

Podemos agora formular o critério infinitesimal de invariancia para sistemas
de equagdes diferenciais.Seja A, (z,u(™) = 0 um sistema de equagoes diferen-
ciais de posto maximo definido em M C X x U. Se G é um grupo local de
transformagoes agindo em M e

pr™Mv[A, (z,u™)] =0, v=1,..,1 quando A(z,u™)=0 (4.30)

para cada gerador infinitesimal v de G, entdao G é um grupo de simetrias do
sistema de equagoes diferenciais.

A partir deste critério de invariancia podemos obter um procedimento para
deduzir os grupos de simetria admitidos por certo sistema de equagoes diferen-
ciais, mas antes precisamos de uma tultima definig¢ao.

Seja P(z,u™) uma funcao definida em um aberto M c X x U™, A
derivada total de P com respeito a z* ¢ a tnica fungao D; P(z,u("*1)) definida
em Mt com a propriedade de que se u = f(z), entao

0
ozt

D P(z,pr™ ™ f(2)) = —{P(x,pr™ f(2))}, (4.31)

ou seja D; P é obtida de P derivando-a com respeito a z* considerando os u§
como funcgoes de x. Em coordenadas locais D; P pode ser obtida pela expressao

q

op opr ous
D;P = — § § e 4.32
O’ +a:1 - Uhigug 1T Py (4.32)

Derivadas totais de ordens mais altas sao definidas por Dj = D;, D, --- D;
onde J = (j1,j2, ..., Jk) € multi-indice de ordem k.
Seja agora

k

p } a q 6
V= ;fl(%u) oz T O; qba(a:,u)a? (4.33)

um campo vetorial definido num aberto M C X xU. Seu n-ésimo prolongamento
é 0 campo

q
prWv = v + Z Z o2 (x,u™) 0 (4.34)

u()t
a=1 J Ouj
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definido no espaco correspondente M c X x U™, onde J = (J1y -y k), ©
1 <jx <p, 1 <k <p. Os coeficientes ¢ sao dados pela formula

P P
¢ (x,u™) = Dy <¢a - Zg%g) +) &g, (4.35)
i=1 i=1

O procedimento para calcular os grupos de simetria admitidos por um sis-
tema de equagoes diferenciais 8 é algoritmico, embora trabalhoso. Comegamos
com um sistema de equacgoes diferenciais 8 e um grupo de um parametro local
de transformagoes G' que age num aberto M C X x U com gerador (4.33). Pro-
longamos o gerador para o espaco M pela formula do prolongamento (4.35)
e usando o critério de invariancia infinitesimal (4.30) aplicamos (4.34) sobre a
variedade definida por S. Assim obtemos um sistema simples de equagoes dife-
renciais para os coeficientes dos geradores ¢5. Ao resolver este sistema obtemos
os geradores dos grupos de simetria de S e com eles podemos reconstruir os
grupos.

As provas das afirmagoes acima podem ser encontradas em [9] assim como
outros usos e extensoes do método de prolongamento. Uma abordagem sem a
utilizagdo explicita dos conceitos geométricas é feita em [10].

Para finalizar o capitulo apresentaremos um exemplo de como obter os gru-
pos de simetria de uma equagao diferencial, mais particularmente da equagao de
condugao de calor em uma dimensao u; = u,, [9]. Sendo wma equagao parcial de
ordem 2, de acordo com a teoria introduzida podemos considerar que a equagao
do calor define uma subvariedade em X x U?) por A(x,t, u(2)) = U — Ugy = O.

Seja

0 0 0
v = f(m,t,u)a + 7(x,t, u)a + qb(gc,uu)% (4.36)

um campo vetorial em X x U. Para determinar os possiveis grupos de simetria
da equagao temos que prolongar a agao de v para o segundo jet-space. Com o
auxilio de (4.34) temos

0
Y
e Out

0 0 0
POV =V T O g 6 g

0

xt
i (b aumt

(4.37)
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onde os coeficientes sao calculados utilizando (4.35)

¢I :Dm(¢ —&uy — Tut) + EUgy + TUze

=0y + (Pu — &)U — Tour — EUS — TulUgUy (4.38)
@' =Dy(¢p — Euy — TUL) + Egy + T
:¢t - gtuw + ((bu - Tt)ut - fuuzut - Tuuf (439)

¢x$ :Da2c (¢ - gu:l) - Tut) + gummm + TUgqt
:¢xx + (2¢xu - gxx)ux — TezUt + (¢uu - 2§xu)ui — 2T Uty — guuui

2
- Tuuu;put + ((bu - 2£m)umw - 2Ta:u:1:t - 3§uuzua::1: — TuUtUge — QTuuzua:t

(4.40)
¢ =Dy Dy (¢ — Eug — TUy) + EUigar + TUgar
=but + (Dtu — Eat) Uz + (Dru — Tot)Ut + (Puu — Eau — Tu) Uz Uy
— &utts — Toully — Etige — Talse + (Gu — o — Te)Uat — 260 Uails
— Eullaalis — TulUptlly — 27y lagUy — EuUatly — Tuy Uy g (4.41)
¢" =DF (¢ — Euy — Tus) + Euapr + Tupe
=du + (200 — Tee)ur — Eptin + (buu — 2720 U7 — 260 Uatly — Tuu U}
- fuuufuw + (Pu — 27Ut — 264Ut — 3TuUsUss — Eullatsr — 280 UtUzy

(4.42)

e os sub-indices denotam derivadas parciais.
Aplicando pr®®v a A(z, t, u(?)) obtemos o critério infinitesimal de invariancia
da subvariedade

ot = ¢ (4.43)

que deve ser satisfeito sempre que u; —uy,; = 0. Substituindo as expressoes para
os coeficientes no critério de invaridncia obtemos

(bt - ftu:c + (d)u - Tt)ua:a: _fuumuwz - Tuuiz = (bzz + (2¢wu - gzm)um - szumw+
(¢uu - Zé-ru)uifz'rruuzurx - Euuui - Tuuuiumm + ((bu - 25%)“&%

— 2T Uy —3EQ Ug Uy — Tuuix — 2T Up Ut - (4.44)

Equacionando os coeficientes dos mondémios encontramos um sistema de

22



equagoes diferenciais:

monomios coeficientes
Ugp Uyt 0= 727’u
Ugt O = —27-1
u2, —Tu = —Tu
uium 0= —Tuu
Uy Uzg _fu = —2Tpy — Sgu
Uzz Gu — Tt = —Tzz + Pu — 282
ul 0=—&um
u? Guu — 2620 =10
Ug _ft = 2¢zu - §xm
1 ¢t = ¢ww

Resolvendo este sistema obtemos as expressoes para os coeficientes do gera-
dor

£ =c1 + ey + 2c5t + degrt; (4.45)
T = ¢y + 2c4t + degt?; (4.46)
¢ = (c3 + ez — 2c6t — cex?)u + oz, t) (4.47)
onde ¢q,...,cs sdo constantes e «(x,t) é uma solucdo arbitraria da equagao de

calor. Substituindo os coeficientes na expressao para o gerador e pondo em
evidéncia cada constante, pois elas representam os paradmetros dos subgrupos
unidimensionais, deduzimos que existem seis geradores da algebra de Lie

v = Oq;
v = O
V3 = u0y;

va = 10, + 2t0y;
vy = 2t0, — xudy;

Ve = 4txd, + 4t°0; — (22 + 2t)udy;
mais a algebra de dimensao infinita
Vo = a(2,1)0y.

Partindo do fluxo dos campos vetoriais, exp(ev;)(z, t,u) = (Z,t, ), podemos
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obter a agao dos subgrupos de simetria de um parametro da equacao do calor

Gy (x+ € t,u);
Gy : (x,t+ €, u);
Gs : (x,t, e“u);
Gy : (e“w,e*t,u);
G5 : (x + 2¢t,t, uexp(—ex — €*t));
2
G : <1_x4€t, %Mt,u\/l — 4et exp (1_—€Zet>) ;

Go i (z,t,u+ ea(x,t)).

Se f(z,t) for uma solucao da equacao do calor podemos utilizar a agao dos
grupos acima para obter outras solugoes a partir de f

uV = f(z —e,t);

u? = f(x,t —e);

u® = e f(x,t);

u® = fle™Cx, e %),

ul® = 6761+62tf(1: — 2et, t);

w(®) —

1 —ex? x t
exp f ; ;
V14 4det 1+ 4et 1+ 4et’ 1+ 4et
u'® = f(x,t) + ea(z,t).

G e G5 evidenciam a simetria de translagdo temporal e espacial, G3 e G,
sao simetrias que refletem a linearidade da equacao, G4 é uma simetria de escala
e G5 pode ser interpretada como uma certa mudanca de referencial inercial. Gg
nao tem uma interpretacao direta mas é interessante notar que se f(x,t) for
uma constante u(®) é uma gaussiana.
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Capitulo 5

Simetrias e E.D. Fracionarias

No artigo [1] Buckwar ¢ Luchko obtiveram um grupo de um parametro de sime-
trias de escala para uma equacao diferencial fracionaria de difusao. No lugar do
método do prolongamento, estes autores fizeram uso do método de similaridade,
obtendo ao final uma equacao diferencial fracionaria reduzida, que depende ape-
nas de uma variavel invariante & transformacoes de escala. A equacao estudada
foi um caso especifico da EFP fracionaria no tempo

2

oDiu(z,t) = u(z,t) (5.1)

s
Ox?
onde a derivada fracionaria é a de Riemann-Liouville.

Assume-se a existéncia de um grupo unidimensional de transformagoes G
isomorfo & R que age sobre a variedade das variaveis U x X x T tal que; g € G
eVre X, teT, uecU temos ge(z,t,u) = (Z,t,0) = (eIz,e"t,u) com b € R.
Substituindo diretamente na equacao diferencial, onde ¢ = A > 0, obtemos

para a parte espacial
0% _ 5 07 _ _ ~

e para a parte temporal, onden —1 <a<nneN
rda [t 1

_ t—s)" " u(z,s)d

I'(n — «) dtr /0 (t =) w(@,5)ds
Y

I'(n— «) dt»
\be dm t .

= F(n—a)dtN”/o (t—7) Yz, r)dr

= A\ DYu(%,t) (5.3)

DR, 1) =

72N
/ (tA™0 — s)" 7 1(Z,5) ds
0

Combinando as derivadas na equacao diferencial
e~ 0% _
)\bathgu(az,t) = )\QK@U(QT, ), (5.4)
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para cada « o grupo G é um grupo de simetrias de escala desde que b = %

O invariante do grupo G é entdo z(x,t) = at~1/0 = xt=*/2. Considerando
entdo que u(x,t) = n(z) pode-se obter uma equagao diferencial fracionaria or-
dinaria para as solugoes invariantes por escala

o o?
Pyn(z) = K5 n(z) (55)

onde P}, & o operador fracionario de Ederly-Kober|1].
Os detalhes da obtengao da equagao reduzida e suas solugoes podem ser
encontrados em [1].
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Capitulo 6

Conclusao

Nao foi ainda possivel desenvolver um método geral para obter os grupos de
simetria de equagoes diferenciais fracionarias. Mais especificamente, num pri-
meiro momento pensamos em construir um espago de jet para derivadas fracio-
nérias para tentar uma generalizagao direta do método do prolongamento, mas
isso mostrou-se inviavel.

Inspirados pela extensdo desenvolvida em [11] para equagoes integro-diferen-
ciais tentamos usar o mesmo método de separar a parte puramente diferencial
da parte integral, tratando a parte diferencial pelo método do prolongamento
e desenvolver um critério de invaridncia para a parte integral. O problema
encontrado foi em como intepretar a agao do grupo sobre as varidveis mudas
dentro da integracao. Em [11] a integragao é feita sobre a variedade das variaveis
independentes onde a acao do grupo esta bem definida enquanto este nao é o caso
para operadores integrais. Trabalho nesta direcao se encontra em andamento.
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