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Resumo:Este artigo discute o uso do software GeoGebrateidade de modelagem que
integra conteddos de geometria e fungbes reais alével real, com possiveis
desdobramentos para trabalhos de natureza intigtifiac. E apresentada uma experiéncia
realizada em curso de licenciatura, na qual osoalumostram, no processo de modelagem
de movimentos, o desenvolvimento de habilidades sfite caracteristicas do raciocinio
matematico - estabelecer relagbes, fazer conjet@sslver problemas.
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Modeling with GeoGebra: an opportunity for an interdisciplinary education?

Abstract: This article discusses the use of the GeoGebravadtin a modeling activity
that integrates geometry and functions of realalde, with possible ramifications for
interdisciplinary work. It presents a modelling edment developed in a geometry course
in which the students showed the skills that asgatteristic of mathematical reasoning.
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1.Introducéo

Documentos do MEC (PCN, 2002) apontam para a ndeessde implementar-se
nas escolas uma educacdo de natureza interdiscipldima tal educacédo com certeza se
colocaria em maior sintonia com a complexidade dmdo em que vivemos, quanto aos
desafios e problemas que nele se apresentam.

Na sociedade da informacdo, cada vez mais, aunteiegue de competéncias
exigido nos diferentes postos de trabalho e, fraot problemas a serem resolvidos, o
estado de prontidao intelectual torna-se uma canpit crucial. Entenda-se por prontidéo
intelectual a capacidade de aprender rapidamenteavm assunto e dele fazer uso para
resolver um problema que acaba de se apresentar.

Uma educacdo matematica que pretenda preparadiegdios para bem viverem
nesta complexa sociedade deveria levar em cong#itgrade forma especial, o
desenvolvimento de habilidades e atitudes que ecmmopara tal prontidao intelectual.
Quanto as habilidades, destacamos algumas delshikdade para lidar com situacdes
complexas, que exijam multiplas estratégias deluedo; o saber expressar uma situacao
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em linguagem matemaética; e sobretudo, a aptidéa memolver problemas novos e nao
rotineiros, que dependem de raciocinios e conhedoraenatematicos. E quanto as atitudes,
algumas delas seriam: a valorizacdo da matematiceo derramenta para resolucao de
problemas; a confianca em dispor de tal conhecionguniando necessario; as praticas
cooperativas de enriquecimento intelectual advidaa@onfrontacdo de diferentes idéias e
perspectivas.

O Curso de Licenciatura em Matemética da UFRGS timire os seus objetivos,
a capacitacao dos futuros professores no uso deltgga informatica como um importante
recurso a ser integrado, no futuro, em suas sali@s.alsto porque a tecnologia
disponibiliza, cada vez mais, ferramentas que sapoexperimentos de pensamento e a
sua exteriorizacdo através de objetos metaférieadesta forma a sala de aula pode se
tornar um fértil terreno para o desenvolvimenteledtual dos alunos, na forma habilidades
e atitudes que sdo necessarias ao pensamento rmebei& interessante observar que, ja
nos anos 80, Papert (1988) vislumbrava este aladaéecnologia informatica no processo
de aprendizagem ao falar biecolagemou pensamento concretopmo atitudes que tratam
de criar modelos, fazer simula¢cdes e analogiasoddizia ele:

Bricolage e pensamento concreto sempre existiramas rforam
marginalizados (...) pela privilegiada posicéo extd. A medida que passamos
para a era da informatica e que meios novos e diamicos surgirem, iSso
mudard (p.156).

Neste artigo apresentamos uma experiéncia realiradano de 2011, com alunos
calouros do Curso de Licenciatura em Matematicaisaplina MAT 01341- Geometria |,
no espirito de provocar mudancas na sala-aula. Allértradicional estudo da geometria
euclidiana, na forma de axiomas, teoremas e denagdss, os alunos desenvolveram
projetos de modelagem de mecanismos ou de situdgdgsotidiano, fazendo uso de um
software de geometria-dindmica. Para bem realirao@delagem, além dos conhecimentos
de geometria, 0s alunos precisaram trabalhar camodés reais de variavel real. As
caracteristicas dos projetos apresentados, pam d& integracdo de conteudos de
geometria e funcgdes, indicam possibilidades paebathos escolares de natureza
interdisciplinar.

2. Geometria, funcdes e modelagem

De uma forma geral, o estudo da geometria escetarfoco na apresentacdo de
conceitos e propriedades geométricas, sem que rajares preocupagdes com O
desenvolvimento do raciocinio geomeétrico. Os livragresentam uma colecdo de
definices e as propriedades sdo tomadas coma™fam que haja uma maior explicacéo.
Claro reflexo desta situagdo € detectado nos des#rp dos calouros que cursam a
disciplina de Geometria | do Curso de Licenciatama Mateméatica da UFRGS: esses
alunos chegam a universidade desprovidos das dedi@s necesséarias a construcdo do
conhecimento geométrico. Abstrair, generalizagledecer relagdes, fazer conjeturas — as
acOes que caracterizam o processo de pensar mggmatte lhes sdo estranhas (Gravina,
2001).

Também o estudo de fungbes, na escola, se mantdemémte associado a
classificacdo dos diferentes tipos de funcdes €dorafim , funcdo quadrética, funcbes
trigonométricas , funcédo exponencial e logaritmonférme constatacdo de Ponte (1990),
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as fungbes tem ocupado um modesto lugar nos clasicle matematica. O conceito de
funcéo deveria ser transversal no programa de ndéitsarescolar, tal a sua importancia na
sistematizacao de diferentes conteldos: retasatagjga analitica sdo graficos de funcbes
gue modelam fendbmenos em que a proporcionalidad@azs@resente; progressdoes sao
funcbes de varidvel discreta e modelam crescimenopulacionais; construcdes
geomeétricas sao funcdes que tem como leis “proa@divs com régua e compasso”, estes
alguns exemplos dentre outros tantos. Na escola&agosdo as situacdes desafiadoras em
gue os alunos, frente a um problema, precisam beughr sobre o assunto para bem
identificar a funcdo que modela o problema.

Com os recursos tecnoldgicos disponiveis, difergmaderia ser o processo de
aprendizagem da matemaética a se instalar nas ssetdato na provocacéo das habilidades
cognitivas dos alunos, quanto na integracdo deeddns que normalmente sdo estudados
separadamente e desta forma o contexto da aprgedizeambém poderia se aproximar
daguele de natureza interdisciplinar.

E a partir da analise de um particular softwareGeoGebra- que vamos ilustrar o
potencial que temos nos recursos tecnoldgicos gaease desencadeiem mudancas nas
praticas pedagogicas. Com o software GeoGebra, interface na Figura 1, podemos
trabalhar com geometria (Geo) e algebra (Gebralg, ds figuras sdo produzidas através
de menus em linguagem natural da geometria - poati@,passando por dois pontos, retas
paralelas, retas perpendiculares, circulos, tramsfgdbes geométricas, por exemplo.

® GeoGebra (5) W=

Arquive  Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 1: Interface do software GeoGebra

O GeoGebra e outros programas similares — os dibdisvares de geometria
dindmica - tem o interessante recurso de “estaloiédsob acdo de movimento”: feita uma
construcdo, mediante movimento aplicado aos paniesdao inicio a construcao, a figura
que esta na tela do computador se transforma gaarteomanho e posi¢do, mas preserva as
propriedades geométricas que foram impostas ncegsocde construcdo, bem como as
propriedades delas decorrentes.
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As figuras da geometria também podem ser estudadias ponto de vista analitico.
Para isto, tem-se na interface do software as sp{ebir Eixos” e “Exibir Janela de
Algebra” e assim pode-se trabalhar, por exemploy as coordenadas dos pontos, com as
equacOes das retas e circulos- este um contelidlaregoe faz parte da geometria analitica.
Também se pode usar o software para tracar grafieokincdes, a partir das leis que
estabelecem relagbes entre variaveis.

Mas o foco deste artigo € discutir um uso diferasiteGeoGebra. Trata-se do
trabalho com modelagem. Dito de forma simplificadey modelo matemético € uma
representacdo, na linguagem da matematica, desaspectos de um fendbmeno e tem por
fim trazer um maior entendimento do fenbmeno. Entiqdar, na modelagem geométrica
temos uma representacdo que faz uso de pontos, sei@mentos, perpendicularismo e
paralelismo, dentre outros elementos. A0 nossory@aUitos SA0 0S mecanismos nos quais
as formas geométricas estdo em movimento: noslagoites temos o movimento circular
das hélices; em roldanas, observamos o movimensoloe-desce de discos, que também
giram; na praca de brinquedos temos o vai-vem timba, 0 sobe-desce da gangorra; na
janela basculante vemos o movimento de giro de folhas; na escada rolante € o
deslocamento vertical e horizontal dos degrausnibém rico o universo de movimentos
do corpo humano, repleto de relacbes geométricasovomento de uma pessoa fazendo
“polichinelo”; o movimento de pernas que correm que pedalam uma bicicleta; o
movimento do braco que joga ténis.

Segundo Cundy (1997) aprendemos e entendemos nadhoaropriedades de um
modelo quando temos a oportunidade de vé-lo, minipue mais ainda, construi-lo. O
processo de modelagem exige muita abstracdo esctigho da estrutura do mecanismo
para a linguagem matematica torna-se também umte fda entendimento de seu
funcionamento. Na constru¢cdo do modelo no GeoGebrsincronia de movimentos é
expressa com relagdes entre variaveis, usando-gmefiga e/ou “leis” de funcdes.
Exemplificamos: no “macaco” de um carro é o movitoede giro que desencadeia 0
movimento de deslocamento vertical. A Figura 2 sgméa um esboco do modelo:
inicialmente tem-se um ponto M que se move em decoirculo e este é 0 ponto que vai
simular o movimento de giro; depois é acrescentadosango articulado e, nele, o
movimento circular do ponto M desencadeia o movimeatilineo vertical do ponto V
(este 0 ponto em que o carro se apoOia no macaco)owmento vertical do ponto V é
garantido pela propriedade que caracteriza o la@sangaquela de ter diagonais
perpendiculares. E na transcricdo do funcionamefdomecanismo para linguagem
geométrica que se da a explicitacdo desta propleedaem como a funcdo “giro” X
“deslocamento vertical”.

Figura 2: Esboco do modelo do macaco de carro
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Usando recursos do GeoGebra, também se pode domsgrafico da funcdo que
relaciona as variaveis “giro” e “deslocamento walti no eixo Ox marca-se a medida do
giro e no eixo Oy, a medida do deslocamento vér{wasoftware tem ferramentas para
medir angulos e segmentos) e assim é construidaetas perpendiculares aos eixos, o
ponto que desenha o grafico da funcdo. A Figura$tma o grafico da funcdo e no modelo
do mecanismo temos o triangulo retangulo que irdoantei da funcéo, a saber, y = L/2 .
sen (x) , onde x é a medida do angulo de giro @ ynédida do deslocamento do ponto V.

p- — = &(giro,des.vertical)

Figura 3: O gréfico da fungédo “giro” x “deslocamentrtical”

Se mais complicado o movimento a ser modelado, me@Egessante € a integracao
de conhecimentos de geometria e fungcbes. Na proggsado vamos tratar de um tal
exemplo.

3. O desenrolar de um processo de modelagem

Na apresentacdo dos projetos de modelagem desegloslwa disciplina de
Geometria |, do curso de Licenciatura em MatemAticaprimeiro semestre de 2011, os
alunos mostraram que, na buscas de solucbes dolempes que se apresentaram, foram
exigidos em habilidades e atitudes que caracteriagmensamento matematico. No que
segue vamos analisar o processo de modelagem i@dengor uma dupla de alunos, que
vamos identificar como Pa&Ra.

A dupla Pa&Ra tomou como desafio fazer a modelagemovimento de planetas
no sistema solar. O produto final deste trabaltté esgistrado na Figura 4, uma instancia
particular da animacéo feita no GeoGebra ondems@tamovimento sincronizado de quatro
planetas.

Dentre as primeiras atitudes da dupla, identificRaooperacéo e a contraposicao
de idéias e foi assim que estabeleceram a sua tirhacdo: inicialmente modelar o
movimento de um planeta, para depois resolver blgma da sincronia de movimento dos
demais planetas.
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# GeoGebra - projeto_sistema_solar
Arquivo  Editar Exibir Opg¢les Ferramentas Janela Ajuda
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Arraste um objeto selecionadof

9]

Figura 4: Modelagem de um sistema solar

Sabendo da necessidade de modelar uma trajetipialpara o primeiro planeta,
a dupla de imediato fez uso do recurso @eristrucéo de conica a partir de trés poritos
disponivel no GeoGebra e assim construiu uma mamgipse. Usando a equacao
fornecida pelo software, um tanto complicada paifatma a.%+b.y*+a.x.y+d.x+e.y=f, a
dupla de imediato se concentrou em longas manipesaglgébricas, de forma a controlar o
movimento de um ponto sobre a curva — o primeiangtia. Esta atitude revela o quanto a
manipulacdo algébrica € uma atitude presente nesgrematematico” dos alunos recém-
egressos da escola, um reflexo da énfase com qoiputades, algoritmos e regras séo
trabalhados ao longo da vida escolar.

Como as manipulacdes algébricas se complicaram,ua dreconsiderou a
pertinéncia da estratégia adotada e foi com a sligho de enfrentar um novo problema que
encaminharam uma resolucdo geométrica — olhar agkpse como uma curva que é
resultado da dilatacéo de um circulo em uma detexatai direcéo. Para obter este efeito, foi
utilizado o recurso Reflexdo com Relacdo a um Pdntdisponivel no software e assim
procederam com a construcao: circulo; reta r pdssaelo centro do circulo; ponto C
sobre o circulo; reta s perpendicular a reta r@oponto D, intersec¢cdo das retas r e s;
ponto E, reflexdo do ponto D em relagdo ao ponto C.

Figura 5: A elipse como resultado de dilatagdozomtal do circulo

|
|
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Nesta construcdo, conforme o ponto C se movimemtaingulo, o correspondente
ponto E se move em uma elipse, conforme ilustradiifasentes instancias de movimento
do ponto C, na Figura 5. Neste caso o circulo safrea dilatacdo na direcdo horizontal,
pelo fator 2.

Resolvida a modelagem do movimento de um planedapk avangcou com novas
perguntas, na tentativa de implementar um modet sg aproximasse da realidade: é
possivel fazer a modelagem das trajetérias dosedifes planetas respeitando-se alguma
escala na medida dos eixos das elipses? ; é pogsive® 0 movimento dos planetas
respeitando-se alguma escala de medida de veles@atpos consulta a sites da Internet,
as perguntas foram respondidas negativamente gaavithilidade de um tal modelo. As
diferentes ordens de grandeza, tanto das trajsiayisanto das velocidades dos planetas
direcionou a modelagem para um sistema solar hipoiécom quatro planetas em
movimento sincronizado. E interessante observarfoueom muita clareza que a dupla
entendeu sobre a limitacdo do modelo a ser codstruisando dados reais, fizeram
algumas estimativas de relacdes entre velocidadedre tamanhos de trajetorias, e neste
sentido passaram a ter uma compreensao mais acuadt a escalas e representacdes de
fenbmenos, este um assunto que Pa&Ra reconhecagafoigouco discutido na escola.

Neste ponto do trabalho a dupla ja sabia que coatrguirculos distintos,
concéntricos, poderiam construir as quatro tragstdelipticas. Mas para colocar os quatro
planetas em movimento, nas diferentes trajetérizgmellitaneamente, a dupla precisou
trabalhar com conteudos de fungdes. Identificarascarso‘Seletor” do GeoGebra como
uma variavel “x” a ser associada as diferentescidhdes dos planetas e foi interessante
observar as dificuldades que foram sendo supepataBa&Ra até que se tornasse claro
como equacionar a “leis” das velocidades, para quemovimento dos planetas
permanecesse continuo no decorrer do tempo. NaaFGtemos a solugdo do problema
para dois planetas.

¥=1352
_ 4
variavel

WU

L ~
*® essesnsm

-~
P

Figura 6: Movimento sincronizado de dois planetas

Enquanto a variavel “x” percorre o intervalo [0j2.B planeta “verde” descreve a
trajetoria eliptica menor, comandado pelo pontaifade coordenadas (cos(x), sen(x)) ,
gue esta percorrendo o circulo de raio 1; j& oyssocdo planeta “rosa”, na elipse maior, é
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determinado pelo movimento do ponto “azul” de ceoatas (2.cos(2.x), 2.sen(2.x)) que
percorre o circulo de raio 2. Neste modelo, os gtagetas tem trajetérias e velocidades
diferentes e tem movimento comandado pela vari&/el 0 movimento inicia quando é
acionado o “Seletor”, indicado na Figura 6.

Os conteudos de geometria e funcdes que foranzadds na construcdo deste
modelo fazem parte daqueles que compdem o progdanmaatematica escolar. Mas no
inicio do trabalho a dupla ndo mostrou desenvolpara aplicar tal conhecimento. Foi ao
longo do processo, com avancos e recuos nas g&mtescolhidas, que habilidades e
atitudes foram sendo desenvolvidas. Na apresentiggwojeto final a dupla falou com
seguranca sobre os problemas que foram atacadobre as solugdes e contetdos de
matematica utilizados. Explicaram a escolha daadgddo sistema de coordenadas e a

definicdo das coordenadas dos pontos que comandaovimento dos quatro planetas, em
funcdo de uma variavel “x” no intervalo [0,2.pi].

& GeoGebra - projeto_sistema_solar-paula-rafael3.ggb
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Figura 7: Geometria e fun¢es no modelo do sistotea

A Figura 7 apresenta a idéia que foi usada na @t do modelo: sdo quatro
circulos concéntricos e em cada um deles tem-sepamio que se move com certa
velocidade, os pontos A,B,C e D; com o recursoRkfl&xdo com Relacdo a um Pdnto
partir dos pontos A,B, C e D sdo obtidos os pomws tem movimento em trajetérias
elipticas, cada um deles correspondendo a um plahet modelo da figura os eixos
maiores das elipses estdo na relagédo 5:7:9:1Vve@sdades dos planetas estdo na relacao
5:4:3:2.

E claro que o modelo construido longe esta dadaddi. Mas sob o ponto de vista
educativo, no que diz respeito ao desenvolvimeptbabilidades e atitudes para resolver
um problema de modelagem, fazendo uso de geoneeftiacdes, o trabalho apresentado
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pela dupla Pa&Ra atendeu o propoésito desejadom@ &scolhido tras a possibilidade de
desdobramentos para trabalho de natureza inteliigst junto com os professores de
geografia e de fisica, a imprecisdo do modelo mmEteobjeto de interessante discussao
sobre a ciéncia e seus modelos. Com esta mesmibilidsde de desdobramentos para
trabalhos interdisciplinares, citamos alguns dasaig projetos apresentados: a modelagem
do movimento de carros em um cruzamento de ruaspwimento de pernas em uma
gangorra; os ponteiros e o péndulo de um reldgimpuimento das bolas em um jogo de
bilhar. Nestes diferentes modelos vemos assuntegqderiam ser tratados, pelo menos,
também sob o olhar da fisica.

Este trabalho de modelagem desenvolvido com osoglse insere na proposta
pedagogica do Curso de Licenciatura, especialmeateseu propésito de preparar 0s
futuros professores para o uso da tecnologia irdboam em suas praticas pedagdgicas.
Durante o trabalho observamos a determinacdo dososlna busca de solucdo dos
diferentes problemas que foram se apresentanddaends que a atividade desencadeou a
situacaoa-didaticadiscutida por Brousseau (1996) - é uma situag@guee os alunos se
engajam em uma tarefa ndo mais para atender aneiagéo professor, mas movidos por
interesse proprio, chamando a si a responsabilidadgrocedimentos de investigacéo, e
desta forma estdo dadas as condi¢cfes para o daserardo de habilidades e atitudes que
caracterizam o raciocinio matematico. Esta vivérem trabalho de modelagem na
disciplina de Geometria, uma das primeiras do Gueso a intencdo de preparar os futuros
professores para realizarem a transposicao diddieavai propiciar, aos seus alunos, uma
experiéncia similar.

4. Consideracoes finais

O software GeoGebra, com suas infinitas possiliéda permite ao professor
trabalhar com seus alunos em contetdos importdatggometria e de funcdes de variavel
real. A modelagem é uma possivel abordagem e ela-8& particularmente interessante
porque possibilita modificar nosso olhar diante ddagacdes cotidianas — ela nos faz
perceber a presenca da matemaética em atividadesesso dia-a-dia. E com este olhar de
“gedmetra” que vemos os alunos transformando abjetomuns em dinamicos objetos
geométricos com a ajuda do GeoGebra. Esta tranaf@ondos objetos requer uma sutileza
de olhar, requer o dominio de procedimentos gedronétre analiticos para identificar
relacbes entre varidveis, e desta forma os al@stdo desenvolvendo habilidades e
atitudes que sdo caracteristicas do pensamentomdtate — observar, conjeturar,
relacionar, refinar suposi¢cbes, desdobrar um pnodbleem pequenos problemas. E
discussdes sobre o alcance do modelo produzidarpsde desencadeadoras de trabalhos
de natureza interdisciplinar, ainda tdo ausente®gseolas.
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