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Resumeo: O presente trabalho compara os principais métodos de interpolacéo
e ajuste da estrutura a termo da curva de juros e apresenta os principais con-
ceitos relativos as curvas de juros, que sdo de grande importancia tanto para
formuladores de politicas quanto para participantes do mercado em geral,
principalmente aqueles que atuam diretamente na gestao de carteiras de titulos
de renda fixa. Os resultados encontrados mostram a superioridade dos mode-
los baseados em splines, modelos ndo paramétricos, em relagio aos modelos
paramétricos no que diz respeito ao ajuste da curva de juros. Por outro lado,
a interpretagic econdmica dos fatores que compde os medelos paramétricos
e seu bom desempenho para fazer previsdes da curva de juros faz com que
recebam muita atengéo, tanto de pesquisadores quanto de participantes do
mercado em geral nos Gltimos anos.
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Abstract: The present paper compares the principal methods for interpolation
and adjustment of the yield curve and presents the main concepts relative to
the curve, which are of great importance for both policy makers and market
participants in general, especially those who directly participate in managing
portfolios of fixed income securities. The results show the superiority of non-
parametric models in relation to parametric models with respect to the adjust-
ment of the yield curve. On the other hand, the economic interpretation of the
factors that make up the parametric models and their good performance to
predict the yield curve has drawn much attention from both researchers and
market participants in recent years.
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1 Introdugdio

Estrutura a termo* € uma funcéo que relaciona determinada variavel
financeira ou pardmetros, a suas maturidades. Exemplos comuns sdo
a estrutura a termo da taxa de juros ou precos dos zero-cupom bonds.
Mas existem também estrutura a termo de volatilidade implicita de
opcoes, spreads de crédito, swaps de variancia? etc. Estrutura a termo
sdo objetos de alta dimensionalidade, os quais frequentemente néo
sdo diretamente observaveis. Do ponto de vista empirico, isso requer
métodos de estimagdo que sejam flexiveis o suficiente para capturar a
totalidade das informac¢des do mercado, mas, muitas vezes, flexibilidade
se tem ao custo de formas irregulares da estrutura a termo e grande
nimero de fatores. Andlise de componentes principais e métodos de
estimag&o paramétricos podem colocar as coisas no lugar.

O uso da estrutura a termo da taxa de juros em finangas e macroe-
conomia tem sido uma ativa linha de pesquisa nos Gltimos 30 anos.
Para macroeconomistas, a estrutura a termo fornece informacoes a
respeito da expectativa de inflagao futura e de crescimento do produ-
to. Por exemplo, Stock e Watson (1989) examinam diversas varidveis
econdmicas com finalidade de construir um indicador lider € mostram
que o spread entre o commercial paper e as notas do tesouro, ambos
de seis meses, apresentam o melhor desempenho na previsao do ciclo
de negdcios. Harvey (1989; 1991), mostra que embora os indices do
mercado acionario sejam relevantes para prever o crescimento do pro-
duto, a estrutura a termo da taxa de juros pode explicar mais de 50%
da variacao do crescimento do PIB dos paises que compdem o G-7, no
periodo de 1969 a 1989. Estrella e Hardouvelis (1991) fazem testes do
poder preditivo do spread entre titulos de dez anos e trés meses para
o PIB e seus componentes, mostram que o spread é significativo para
previsdo do PIB, consumo e investimento. Mais trabalhos relacionando
a estrutura a termo com varidveis macroeconémicas sao Haubrich e
Drombosky (1996), Estrella e Minshkin (1996}, Minshkin (1990) e Estrella
e Minshkin (1997), entre outros.

1 O termo de um instrumento de divida com uma maturidade fixada € o tempo até a matu-
ridade.

2 Seja um indice de mercado S, um swap de varidncia troca o pagamento da varidncia rea-
lizada do log dos retornos de S por um prego (strike) previamente acordado.
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O uso da estrutura a termo da taxa de juros em financas e macroe-
conomia tem sido uma ativa linha de pesquisa nos ltimos 30 anos.
Para macroeconomistas, a estrutura a termo fornece informacdes a
respeito da expectativa de inflagdo futura e de crescimento do produ-
to. Por exemplo, Stock e Watson (1989) examinam diversas varidveis
econdmicas com finalidade de construir um indicador lider e mostram
que o spread entre o commercial paper e as notas do tesouro, ambos
de seis meses, apresentam 0 melhor desempenho na previsao do ciclo
de negdécios. Harvey (1989; 1991), mostra que, embora os indices do
mercado acionério sejam relevantes para prever o crescimento do pro-
duto, a estrutura a termo da taxa de juros pode explicar mais de 50%
da variacao do crescimento do PIB dos paises que compdem o G-7, no
periodo de 1969 a 1989. Estrella e Hardouvelis (1991) fazem testes do
poder preditivo do spread entre titulos de dez anos e trés meses para
o PIB e seus componentes, mostram que o spread é significativo para
previsao do PIB, consumo € investimento. Mais trabalhos relacionando
a estrutura a termo com varidveis macroecondmicas sdc Haubrich e
Drombosky (1996), Estrella e Minshkin (1996}, Minshkin (1990) e Estrella
e Minshkin (1997), entre outros.

Para finangas, o0 uso da estrutura a termo € importante para tomada
de decisOes de investimento, precificagdo de derivativos e para hedgear
operacoes e carteiras de titulos de renda fixa. Do lado da modelagem
encontramos varias questdes desafiadoras. Titulos e outros contra-
tos forward expiram em maturidades em que tem de satisfazer uma
condicao terminal formalmente predeterminada. Por exemplo, titulos
zero-cupom tém valor $1,00 na maturidade, uma opgao europeia tem
um payoff predeterminado contingente a algum instrumento base etc.
Sob condi¢ao de nédo arbitragem, isso tem implicagdes nao triviais para
qualquer modelo dindmico da estrutura a termo. Como consequéncia,
vérias abordagens para modelar a estrutura a termo da taxa de juros
foram propostas nas Gltimas décadas, modelagens que visam ao ajuste
da curva de juros, como em McCulloch (1971; 1975), Heath, Jarrow
e Morton (1992) e Svensson (1994a), entre outros. Desde a década de
70, a literatura passou a construir modelos de fatores nao observaveis
(modelos afins) para representar € prever a curva de juros, a comegar
pelo trabalho seminal de Vasicek (1977) e Cox, Ingersoll Jr e Ross (1985),
em que os autores usam um (nico fator para modelar a curva de juros.
Ja Litterman e Scheinkman (1991) e Dai e Singleton (2002), utilizando
andlise de componentes principais, chegam a conclusado de que de doisa
trés fatores — nivel, inclinagio e curvatura — sdo suficientes para modelar
a curva de juros. E modelagens que buscam prever a estrutura a termo,
tendo como referéncia original o trabalho de Nelson e Siegel (1987),
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posteriormente, Duffie e Kan (1996}, Diebold e Li (2006), Diebold,
Rudebusch e Aruoba (2006), Bowsher e Meeks (2008) e Koopman,
Mallee e Van der Wel (2010), entre outros.

Apesar dos resultados satisfatdrios, os modelos de fatores nédo forne-
cem uma interpretacdo econdmica, especialmente como a curva de
juros responde a choques advindos de varidveis macroecondmicas. A
abordagem macrofinanceira que visa a identificar os principais fatores
macroecondmicos responsaveis pelas variacoes da curva de juros, Ang
e Piazzesi (2003). Basicamente, os autores incluem varidveis macro no
vetor de varidveis ndo observaveis e concluem que as varidveis macroe-
condmicas explicam uma proporgao significativa dos movimentos na
curva de juros. Qutros autores como Diebold, Rudebusch e Aruoba
(2006) e Hordahl et al. (2006), ampliam a abordagem de Ang ¢ Piazzesi
(2003} utilizando modelos macroeconOmicos juntamente com o modelo
afim da curva de juros.

No Brasil varios autores tém dedicado atengéo ao estudo da curva
de juros, (TABAK; TABATA, 2004; BRITO, 2001; ALMEIDA et al., 2009;
CAJUEIRQ; DIVINO; TABAK, 2009; LAURINI; HOTTA, 2010; CALDEI-
RA; MOURA; PORTUGAL, 2010), entre outros. Para uma abrangente
revisdo da literatura sobre curva de juros, ver Rossi (1996).

Do ponto de vista prético, entretanto, os dados disponiveis ndo
fornecem uma completa curva da estrutura a termo, o que se observa é
um conjunto discreto de pontos relacionando taxas de juros as diferentes
maturidades. Para superar este problema, é necessirio algum método
de interpolagdo para construir uma curva continua. No mercado de
titulos {(com ou sem cupom) existe um amplo espectro quanto a data
dos seus vencimentos (maturidades), indo desde os titulos que estdo
por vencer até o caso daqueles que na verdade nunca vencem, como
ocorre, por exemplo, com uma perpetuidade que paga eternamente a
taxa de juros correspondente ao valor do cupom.

As formas de modelar a estrutura a termo das taxas de juros pode
ser dividida em métodos paramétricos e ndo paramétricos, baseados em
splines. Os métodos paramétricos apresentam algumas vantagens. Pri-
meiro, assumem especificagdes parcimoniosas, que propiciam interpre-
tacdo econdmica dos pardmetros. Segundo, podem ser impostas formas
funcionais que obedecem rela¢des impostas pela teoria econdmica. E,
terceiro, como apontam Laurini e Moura (2010), métodos paramétricos
podem ser testados contra modelos aninhados para testar se as relagoes
impostas pela teoria sdo validas. Alguns exemplos tipicos de modelos de
interpolagédo paramétrica podem ser encontrados em Nelson e Siegel
(1987) e Svensson (1994b). Entretanto, como discutido por Hagan e
West (2006), os métodos paramétricos ndo sdo imunes a problemas.
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Primeiro, eles falham quanto ac requerimento de positividade nas curvas
interpoladas para taxas a vista e taxas forward, condigdo necessaria para
eliminar oportunidades de arbitragem. Segundo, a estabilidade local das
curvas ajustadas pode ser comprometida, um simples ruido na curva
pode resultar em deterioragdo do ajuste. Finalmente, a construgio da
fungao de desconto, derivada das taxas de juros a vista, pode resultar
em uma funcao ndo decrescente como requerido.

Do outro lado, estdo os modelos que buscam extrair a estrutura a
termo em qualquer ponto do tempo utilizando dados dos precos dos
titulos empregando técnicas de estimagao por cross-section. McCulloch
(1971, 1975) foi o pioneiro neste campo, seus trabalhos sobre estimacgéo
da estrutura a termo baseada em splines marcaram um passo significa-
tivo, servindo como base para muitos dos atuais trabalhos académicos
a este respeito. Conforme discutido em Laurini e Moura (2010), os
métodos ndo paramétricos apresentam muitas vantagens em relagao
aos métodos paramétricos. Primeiro, desde que eles ndo assumem uma
particular forma funcional, eles sdo robustos em relagdo a erros de ma
especificacdo. Segundo, métodos ndo paramétricos podem ser usados
como um primeiro passo na anélise dos dados para guiar o esforco de
especificagao. Terceiro, a estimagio ndo paramétrica pode ser bastante
factivel quando o tamanho da amostra é pequena e sdo impostas restri-
¢Oes apropriadas quanto a forma. Para interpolagao nao paramétrica,
usualmente os métodos empregados sdo funcbes de aproximacao quadréa-
tica piecewise introduzida por McCulloch (1971; 1975), sendo as mais
populares interpolacgoes por cubic splines, discutidas em mais detalhe
na secao 3.1.2. Outros modelos sdo exponencial splines (Vasicek, 1977)
e mais recentemente formulagdes bayesianas de exponencial splines, Yu
e Zivot (2008).

Vale destacar que os modelos ndo paramétricos, ou modelos de
nao arbitragem, tém foco no perfeito ajuste da estrutura a termo em um
dado ponto do tempo, assegurando que néo existam possibilidades de
arbitragem, o que € importante para o aprecamento de derivativos. Ja
os modelos de equilibrio, classe de modelos paramétricos, tém foco na
modelagem da taxa instantanea, utilizando tipicamente modelos afins,
depois disso, as taxas para outros vencimentos podem ser derivadas sob
varias suposi¢ées acerca do prémio de risco (ver, por exemplo, Vasicek
(1977), Cox, Ingersoll Jr. e Ross (1985), Hull e White (1990) e Heath,
Jarrow e Morton (1992), entre outros).

Existem dois problemas fundamentais que precisam ser mencio-
nados em qualquer modelo que tente estimar a estrutura a termo da
taxa de juros (EETJ, daqui em diante) implicita no preco dos titulos. O
primeiro problema séo as lacunas, no que diz respeito aos vencimentos
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dos titulos. Nem sempre estdo disponfveis no mercado titulos vencendo
em todos os prazos que se deseja. Segundo, a ETTJ é definida em ter-
mos de titulos com desconto puro ou zero-cupom e, na grande maioria
dos mercados, © que se encontra sao titulos que fazem pagamento de
cupom, Estes dois fatos levam a problemas préticos de estimacéo. Pri-
meiro, ha a decisdo de como preencher as lacunas - qual € o formato
que a estrutura a termo deve ter? Para responder a essa questao, deve-se
decidir pelo trade-off entre alisamento dos dados (remocao dos ruidos)
e representatividade (flexibilidade de manter os vértices genuinos na
estrutura a termo).

O objetivo do presente trabalho é o de comparar modelos de
estimacdo exata da estrutura a termo da taxa de juros, amplamente
usados em operacdes de hedge e precificagao de titulos e derivativos no
mercado brasileiro. Os métodos analisados sdo interpolacdes lineares,
interpolacao de Raw (exponencial) e o cubic spline de McCulloch (1971;
1975) que é amplamente difundido no mercado financeiro brasileiro.
Além disso, sdo apresentados conceitos basicos relativos a curva de
juros, como curva spot, curva forward, curva forward instantinea e suas
inter-relagbes. Também séo discutidas as técnicas usadas na imunizacéo
de carteiras de titulos e na construgdo de estratégias. Além desta intro-
dugéo, o artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 2, sdo
apresentados alguns conceitos e algumas defini¢des acerca de curva
de juros, bem como relagOes entre as diferentes taxas. Na secdo 3, sdo
discutidos modelos empregados na interpolagao e ajuste da curva de
juros. A segdo 4, apresenta os dados usados na anélise, além disso, sdo
comparados empiricamente os modelos paramétricos € ndo parameétricos
para ajuste da curva de juros. A secéo 5 conclui o artigo.

2 Taxas de Juros & Vista {Spot Rates! e Taxas Forward
(Forward Rotes/

Um titulo € uma forma de empréstimo securitizado (FILIPOVIC,
2009). Titulos sdo instrumentos que podem ser usados por governos ou
empresas privadas para financiar suas atividades; séo instrumentos de
divida, os quais, diferentemente de a¢des, nao implicam propriedade da
firma por parte do comprador. Basicamente, o comprador de um titulo
empresta dinheiro ao emissor, por um intervalo de tempo que termina
na maturidade do titulo. Na maturidade, o emissor paga ao detentor
do titulo uma quantidade de dinheiro correspondente ao valor de face,
também chamado o valor do par, do titulo. Além disso, podem ser feitos
pagamentos periddicos, chamados cupons por razdes histéricas. Esta
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secao fornece alguns conceitos basicos de taxas de juros e titulos nego-
ciados no mercado. A comegar por titulos zero-cupom, e definimos um
namero de taxas de juros relacionadas a eles.

2.1 Thulo Zero-Cupom

Existe uma classe de titulos, a qual apenas promete o pagamento
do valor de face na maturidade. Sdo chamados de titulos zero-cupom
(zero-cupon bonds) e sdo tipicamente caracterizados por curtas matu-
ridades. Os titulos zero-cupom sao fundamentais para precificagao
de titulos, conforme sera visto. Um real hoje vale mais que um real
amanha. O valor de um real em t, com t<t pode ser expresso por um
titulo zero-cupom (zero-cupom bond’) com maturidade 1, P(7). Isto
€ um contrato o qual garante ao seu detentor um real a ser pago na
maturidade z. Tais instrumentos sdo titulos de renda fixa que fazem um
tnico pagamento em uma data futura, conhecida como maturidade.
Em teoria, assumimos que:

« Existe um mercado sem fricgdo para titulos zero-cupom para
todo t > 0.

s Pr(t) =1paratodor

* P, (1) é diferencidvel em 1.

Na prética, estas suposi¢oes nem sempre sdo satisfeitas. Nao existem
titulos (zero-cupom) negociados para todas as maturidades, e P(r) pode
ser menor que $1,00 no caso de default do emissor. A terceira condicao
é puramente técnica e implica que a estrutura a termo dos precos dos
titulos zero-cupom, © — P{t) é uma curva suave.

Para estabelecer a reiac;éo entre as taxas de juros de curto e longo
prazos no contexto de titulos zero-cupom, considere-se inicialmente
O caso sem incerteza, sem custo de transacao e com perfeita visao do
futuro. O investidor compara o retorno de duas estratégias de aplicagao
financeira. Na primeira, compra um titulo do governo com maturidade
1,» mantendo-o até€ o0 vencimento, Na segunda, compra uma Letra do
Tesouro de um periodo, reinvestindo o resultado (principal mais os
juros) na compra e uma nova Letra do Tesouro para o periodo seguinte,
repetindo a operagdo nos préximos periodos até N. Cumpre ressaltar
que a Letra do Tesouro é um tipo de ativo com desconto puro, pois ndo
ha qualquer pagamento de cupom. Vale dizer, o titulo € vendido com
um desconto, sendo amortizado pelo seu valor de face. Desta forma, a
percentagem do ganho de capital sobre o preco de compra é a taxa de
juros que o ativo paga.
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2.1.1 Taxa de Juros: Defini¢éio

A taxa interna de retorno, ou simplesmente yield to maturity, no tem-
po t de um titulo com maturidade em < € definida implicitamente como
a taxa y () que desconta seu fluxo de pagamentos obtendo o preco P:

n )
FHT}:Z(“j{:."lr,'—.fl_\';[fl (0
i=]

O lado direito da expressao é o valor presente, descontado 3 taxa
y{7), dos pagamentos de restantes para o detentor do titulo. Para um
Lftulo ZEro- cupom, a expressao reduz-se a:

B(t)=e™" (2)

O prego P (1) de um titulo zero-cupom & esperado crescer gradual-
mente com o tempo t até a maturidade t, quando alcanca seu maximo
(SHILLER; MCCULLOCH, 1987), igual a $1,00. O aurnento no pre¢o do
titulo ao longo do periodo em que ele é mantido representa o retorno
para o seu detentor. O verdadeiro aumento no preco, uma vez que é
determinado pelas forgas do mercado, pode néo ser estdvel, e oscilar
ao longo do tempo. Assim, € (til ter alguma medida do aumento futuro
no prego do titulo que estd implicito em P (1). O yield to maturity (taxa
interna de retorno) y,(x) no tempo t, para um titulo com maturidade 1,
pode ser definido, dado P(r) como a taxa estavel, & qual o prego do
titulo deveria crescer, para que o titulo valha $1,00 no vencimento, A
estrutura a termo da taxa de juros no tempo t € a funco relacionando
yield to maturity a maturidades 1 = (1,,1,,....,1). Um gréfico de y (z) contra
7 € conhecido como curva de juros em t,

Geralmente os titulos ndo sao negociados pelos seus precos nem
pelas suas yield to maturity, e sim por suas taxas anualizadas. Além disso,
as taxas anualizadas de um titulo dependem da convengédo acerca da
forma como os juros séo compostos. A estimagdo de curvas de juros
zero-cupom € baseada em uma relagdo funcional entre as taxas a vista,
taxas forward ou fatores de desconto de um lado e maturidades do outro.
Fatores de desconto sdo quantidades usadas em determinada data t
para obter o valor presente de fluxos de caixa futuros. Uma fungéo de
desconto € uma colegio de fatores de desconto na data t para todas
as maturidades 1. As taxas de juros y (z), 0 yield ganho em titulos zero-
cupom, 5&0 relacionados aocs fatores de desconto por (lembramos que
o valor de face do titulo é sempre $1,00):
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B(t)=e " ¢ _\‘F{T}:_ifo‘g{ﬁltj} (3)

-

onde y (v) € o valor da taxa anualizada de um zero-cupom com venci-
mento em 1 e negociado a P(1) em (t < 1), e 7 € maturidade do tftulo.

Em nossa andlise, consideramos que os titulos zero-cupom estao
isentos da possibilidade de default. Assim, as taxas as quais os titulos
estdo sendo negociados sdo indicativas de dois fatores: i. o valor inter-
temporal do dinheiro e ii. o risco associado a volatilidade da taxa de
juros de curto prazo.

Se um investidor compra um titulo zero-cupom em t € 0 mantém
até o vencimento em t (t < 1), ele recebera $1,00. Nao ha risco nessa
operacio, entretanto ele estarA com seu capital indisponivel entre os
periodos t e 1, portanto, demanda uma remuneragao, por isso, chama-
mos esse fator de valor intertemporal do dinheiro.

Além disso, se o investidor considera a possibilidade de se desfa-
zer do titulo antes de seu vencimento, ele estd exposto ao risco de que
variacOes na taxa de juros de curto prazo alterem o valor de revenda
do titulo. Um titulo que paga $1,00 em 7, pode valer menos, em (t < 1),
caso ocorram aumentos ha taxa de juros de curto prazo. Esse € o risco
associado 2 volatilidade da taxa de juros, E importante salientar que, em
nenhuma dessas situagdes, o investidor estd exposto ao risco associado
a satide financeira do emissor.

2.2 Taxa Forward e Taxa Forward Instanténea

As taxas forwards implicitas sdo facilmente calculadas a partir das
taxas & vista, desde que um investimento forward com datas de liquidacéo
em matutidade especificas possam ser reproduzido por uma venda e
uma compra de titulo zero-cupom: vende um titulo com maturidade
igual a data de liquidacao do contrato forward e compra um titulo com
mesmo valor de mercado e que vence na data de maturidade do contrato
forward. A taxa forward implicita € o retorno obtido de uma carteira de
titulos com esse formato (SVENSSON, 1994b).

Mais precisamente, seja f (z,,7,) ataxa forward (implicita) continua-
mente composta do contrato forward negociado no tempo ¢, para um
investimento que comega em t, > t, a data da liquidacéo e encerramento
em 1, > 7, a maturidade. Entéio, a taxa forward relaciona-se com a taxa
a vista da seguinte forma:

ﬁ(‘tl_.tj-}i Tj'\'!“:)_ti,\'giﬁ } (4)

T2—T
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Isto &, a taxa fonward para um investimento de um ano, com liqui-
dacdo em quatro anos (1, - t = 4 anos) € maturidadeem 5anos (x, -t =
5 anos) (‘a taxa forward para um ano guatro anos a frente’) éiguala 5
vezes a taxa a vista para 5 anos menoes 4 vezes a taxa a vista para 4 anos.

Ataxa forward instantdnea é a taxa forward para um contrato futuro
com um periodo de investimento infinitesimal apds a data de liquidacéo,
e € definida como o lirnite:

Je(T1) = limey, e, fi(T2,T1) (5)

Na prética, pode ser identificada com uma taxa forward overnight,
isto €, a taxa fonward com maturidade um dia apoés a liquidagdo. A taxa
forward com maturidade finita f, (z,,x)), com 1, < 1, € obtida a partir
da média das taxas forwards instantineas com liquidacéo entre T e,

J fi(R)de ©
T2 —T]

A taxa forward instantfinea pode ser vista como 0 acréscimo marginal
no retomo total de um aumento marginal no tamanho do investimento.
Taxas forwards instantineas e taxas a vista com maturidades infinitas séo,
portanto, relacicnadas como custe médio e custo marginal da producao,
se 0 tempo até a maturidade € identificado como a quantidade produzida.
A taxa a vista y () no tempo ¢t com maturidade 1 &, consequentemente,
idéntica & média das taxas fonwards instantdneas com liquidacdo entre
a data da negociagao, t e a data da maturidade, 1.

filt1, 1) =

J fi(t)dt )

To—1F

(1)

Equivalentemente, as taxas forwards e taxas a vista satisfazem a
seguinte relacao:
E:PI"I'; ( t}
ot
a qual & outra relacao padrao entre custo médio e custo marginal, com
o tempo até a maturidade © correspondendo & quantidade produzida.
Consequentemente, quando olhamos para curvas de jurocs fonwards e

a vista, frequentemente identificamos as formas das curvas de custo
marginal e custos médios familiares dos livros de microeconomia.

(8)

filt)=n(t)+(t—1)

104 Andlisa Econgmica, Parto Alegre, ano 29, n, 55, p. 95122, mar. 2011



Em vista da incerteza com relacio a taxa de juros futura, o investidor
pode preferir contratar esse valor previamente (forward rate). A taxa
de juros contratada & obtida das taxas (spot) de juros para periodos de
tempo no futuro. Suponha, por exemplo, que as taxas spot para investi-
mentos de um e dois anos sejam, respectivamente, 10% e 11%. Assim,
a taxa forward contratada para vigorar entre o primeirc € o segundo
anos, deve tet valor tal que, uma vez considerada a taxa spot pata o
invesimento de um ano (109%), renderia o mesmo que uma aplicacdo de
dois anos contratada A taxa spot de 11%. Mais precisamente, usando-se
capitalizacdo contfnua e considerando-se um capital de $1,00, tem-se:

{}ﬂ. ]“{J_j' — (_,ﬂ- 11(2) (9)

ou seja, f = 0,12, que &, a taxa forward para o ano dois. Vé-se, assim,
que a relagao entre as taxas forwards e as taxas spot € dada por:

(10)

Onde f(t,1.) y, (12) e y(r)) séo, respectivamente, a taxa forward, e as
taxas spot para investimentos em 1, e t, onde 7, > T, conforme apre-
sentado acima.

3 Interpolagdes e Ajuste da Estrutura a Termo da Curva de Juros

Em qualquer ponto do tempo t havera uma série de tftulos de divida
diferindo pela maturidade, t, € pelo fluxo de pagamentos. Naturalmente,
nem todas as maturidades possiveis serdo observadas nos titulos dispo-
niveis em qualquer tempo t, e para algumas maturidades existird mais
que urn titule disponivel. No entanto, para os participantes do mercado
eformuladores de politicas, & importante associar & qualquer maturidade
a taxa de juros que vigoraria caso um titulo fosse negociado naquele
vencimento, ou seja, € importante obter uma curva de juros completa
ou, ao menos, uma boa aproximagao desta. A forma mais comum de
tratar o problema € obter taxas interpoladas a pattir das taxas de juros
dos ttulos com maturidades que sdo efetivamente negociadas.

No mercado de titulos (com ou sem cupom), hd um amplo espec-
tro quanto as maturidades, indo desde os titulos que estdo por vencer
até o caso dagueles que na verdade nunca vencem, como ©cCoIrTe,
por exemplo, com uma perpetuidade que paga eternamente a taxa de
juros correspondente a¢ valor do cupom. A estrutura a termo da taxa
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de juros € a relagéo, na data t, entre as taxas de juros y (1) para distintas
maturidades dos titulos, T = (1,,1,,...,7,). Vale dizer, a estrutura a termo
faz a ligagcdo entre as taxas de juros de curto e de longo prazos. Como
as taxas de juros de curto prazo respondem a politica monetaria € essas
taxas afetam as taxas de longo prazo, que sao importantes nas decisoes
de investimento do setor privado, € importante que se conheca como
essas taxas se inter-relacionam nas vérias situacgoes.?

No entanto, a auséncia geral de titulos disponiveis com desconto
puro que possam ser usados para computar a curva de juros zero cupom
apresenta um problema para os agentes. Em outras palavras, taxas de
titulos zero-cupom sdo raramente cbservaveis diretamente nos mercados
financeiros. A tentativa de extrair taxas de juros zero-cupom dos pregos
de instrumentos livres de risco que fazem pagamento de cupons, os
quais sdo observaveis, por exemplo, titulos piblicos, levou ao desenvol-
vimento de varios modelos e inGmeras técnicas numéricas. Tais modelos
podem ser amplamente categorizados em paramétricos e abordagens
baseadas em splines (ndo paramétricos), em que um diferente trade-off
entre a flexibilidade para representar as formas geralmente associadas
com a curva de juros (qualidade do ajuste) e suavidade caracteriza as
diferentes abordagens.

A forma mais usual de se aproximar taxas ndo observadas € por
interpolagéo. As técnicas de interpolagio sdo as mais variadas. Normal-
mente, utilizam-se polindémios com formas conhecidas (como os de
Legendre ou Bernstein) como fungdes que ligam as maturidades as
taxas de juros. Nao hd um modelo teérico por trds dessa abordagem.
Supde-se que a estrutura a termo possa ser explicada por uma fungao
f (normalmente, essa fungao € um polinébmioc). Estimam-se, entdo, os
coeficientes da funcgéo (polindmio) que melhor se ajustam as taxas de
fato observadas no mercado. Na prética, o grau do polindmio € escolhido
de forma que as taxas calculadas a partir do polindmio para as maturi-
dades observadas tenham ajuste perfeito as taxas, de fato, observadas.
De posse desses coeficientes, é possivel, dado que conhecemos a forma
funcional da funcao (polinémio), obtém-se a taxa de juros associada a
qualquer maturidade. A estrutura a termo obtida com esse método é
chamada de curva de juros interpolada.

Em termos de ajuste as taxas observadas, as técnicas de interpolagédo
s&0 bastante flexiveis, desde que se use uma fungédo de interpolacéo
de grau suficientemente alto, é possivel garantir o ajuste da estrutura
interpolada a estrutura observada. Entretanto, como a interpolacio de
uma estrutura a termo nao esta associada a condig¢des de equilibrio ou

3 Para mais detalhes a esse respeito, ver Filipovic (2009).
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ndo arbitragem, os resultados, assim obtidos, admitemn oportunidades de
arbitragem, uma propriedade néo desejavel em qualquer modelo possa
ser utilizado para precificar diferentes ativos ou explicar a dindmica tem-
poral da curva de juros. As principais abordagens para modelar a curva
de juros (conforme relatdrio do Bank for International Settlements — BIS,
2005) séo discutidas brevemente a seguir.

3.1 Modslos Nao Paramétricos de Interpolagiio da Curva de Juros

Nas construgdes tedricas, € comum assumir uma estrutura a termo
para um continuum de maturidades 1. Em outras palavras, assume-se que
a curva forward ou curva de juros zero-cupom é dada por uma fungéo da
varidvel continua t, Porém, isso deve ser visto como uma aproximacao
da realidade, a qual apresenta um nimero finito de cotagdes observadas
no mercado. Entretanto, a medida que mais derivativos com fluxos de
caixa que diferem das maturidades observadas no mercado precisam
ser precificados, € necessédrio interpolar a estrutura a termo. Nesta secao
apresentamos alguns dos métodos mais usados para interpolar e ajustar
a estrutura a termo da curva de juros.

Interpolagio &€ uma técnica usada para estimar valores de fungdes
em pontos intermediérios de intervalos, a partir de valores da fun¢éo
calculados nos extremos desses intervalos. A seguir, discutimos alguns
dos métodos mais usados pelos bancos centrais ao redor do mundo e por
participantes do mercado, para ajustar e interpolar a estrutura a termo
da curva de juros, conforme relatério do Departamento Monetério e
Econdmico do BIS (2005) (na Tabela 1 do relatério, séo apresentados
os modelos utilizados pelos principais bancos centrais para construgio
da curva de juros).

3.1.1 Interpolagdo Exponencial
Este método € linear no logaritmo dos fatores de desconto. Além

de ser muito estdvel, & simples para implementar e geralmente é o mé-
todo basico implementado antes de qualquer outro. Desde que a taxa

forward instanténea € Az)= 6‘;(:) 7, a fungéo de interpolagao para a cur-

vadejuros € yq)= &+ ot. Dados os dois pontos extremos, resolve-se
como: r
_ Yir1 T+l — Vil

f(r)=K=

Tit1— T

e (¥i —¥it+1) TiTi+1

™ —_— T
Lit1 L
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E com algum exercicio de 4lgebra obtemos:

T—T Ti+ —7 Ti
y1)= ( — ) i+ ( iz v ) Vit an
Tl — T T Tit1 =T /) T

Este método as vezes € chamado de interpolagdo exponencial, dado
que envolve interpolagio exponencial do fator de desconto:

P{ ) = P .l 1 :l' } Pf :-r;--ll _l) (12)

Isto é equivalente a interpolagao lineat do logatitmo dos fatores de
desconto, o0 que ndo deveria ser surpresa, uma vez que:
f(f] - _f"ll]_P{Tl (13)

o1

E assim o modelo de forward constante é facilmente visto como
equivalente a este tipo de interpolacao linear.

3.1.2 Métodos baseados em Splines — Cubic Spline

Ao invés de especificar uma forma funcional para todo o conjunto
de maturidades, os métodos baseados em splines ajustam a curva de juros
com base em um polindmio por partes (piecewise), a fungéo spline, onde
cada segmente individual é conectado suavemente nos chamados nés
(knot points, ou vértices da curva de juros). Para um intervalo fechado,
uma dada fungéo continua pode ser aproximada selecionando um poli-
némio arbitrario, onde a qualidade do ajuste aumenta com a ordem do
polinémio. Entretanto, polinémios de alta ordem, frequentemente, apre-
sentam insuficientes propriedades de suavizago. Consequentemente,
funcdes splines séo geralmente baseadas em polindmios de baixa ordem
(principalmente quadrético ou ciibico). Um cubic spline, por exemplo, é
um polinémio cibico por pontos (piecewise) restrito nos vértices (knot
points) tal que seu nivel e as duas primeiras derivadas sao idénticos. Um
par&metro corresponde a cada knot no spline.

A ideia fundamental por trés da interpolagéo por cubic spline é ba-
seada na ferramenta da engenharia usada para desenhar curvas suaves

4 Fungdes Spline ou B-splines sio usadas no contexto de estimagéo de curva de jurcs. E co-
murn, entre o5 partidpantes do mercado, haver confusio entre fungoes spiines e interpolacio
baseada em spiines. A primeira técnica consiste em usar polindmios para aproximar fungdes
(desconhecidas), a sequnda € simplesmente um método especfico para interpolar entre
dois pontos dos dados.
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através de um conjunto de pontos. Os splines consistem de pesos atribui-
dos, de forma a gerar uma superficie nos pontos a serem conectados.
Uma linha flexivel € estendida entre cada um desses pontos, resultando
em curva agradavelmente suave.

Como antes, se]a Ty Ty Ty €YYo Iy conhecidos. Para completar
um cubic spline, sdo necessarios os coeficientes (a, b, c, d)paral <i <
n-1. Dados estes coeficientes, a funcao valor para qualquer maturidade
T Seré:

V(1) =a;+bi(t—7;) +ci(T— t,-}3 +di(t— t,-J" (7))

y(1) = bi+2ci(t—1)+3di(t—7;)
vy (1) = 2¢;+6d(t—T1)

y (t) = 6d;

i
A

T<Ti+1.

.

Fagamos h=1,, -1, daqui em diante. As restrigGes impostas sio:

» afuncio de interpolagéo passa pelos dados (pontos) assim a,=
yparai=1,2,..,nlea, +b h +c h® +d h

+ a funcéo de mterpolagao passa pelos daﬁos Gjontos) assim
a+bh+ch+dh’=a, parai=1,2,.,n2;

. a funcéo de 1nterpola§ao é totalmente diferencidvel, assim
b+2ch+3dh=b.  parai=l,2,..,n-2.

O que constitui um sistema com 3n-4 equagdes com 4n-4 paré-
metros desconhecidos. Assim, existem ainda n restrigOes lineares a serem
especificadas.

Uma condigao fundamental para requerer-se diferenciabilidade da
fungao de interpolagédo € que a fungéo forward g,y 3)(7) seja
continua. Assim, tem-se:

f(%) = ai+ b2t —1) +ci(t — 1) (31— 1) +di(1— 1) (41— ). (15)

Parargst=t,,.
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Definindo
by = by_1 +2¢n—1hn—1 + 3dp—1h2

n I

Assim, b € a derivada da fungéo de interpolagéo a direita do pon-
to extremo superior. No caso mais geral, a especificagio das demais n
restrigbes € equivalente a especificacao de (b, b,,..., b ). Em particular,
se definirmos (b,, bz,..., b}, entéo, (c,, Baeress cye(,d,.., d)seguem
facilmente, para cada i, temos duas equagdes com dois pardmetros
desconhecidos, as quais se resolve como:
ait1 —a;
h;

3m; —b; 4 —2b;

h;
biv14+bi —2m;

h;

m; =

G =

& =

Parai=I, 2,..., n-1.

3.1.3 Cubic Spfine Natural

O método cubic spline, com a chamada condigao de fronteira na-
tural € a tinica fungéo de interpolagio cubic spline onde as n condi¢bes
exiras sdo:

+ afuncdo de interpolagao € duas vezes diferenciavel: ¢, +3dh,=
c+1parai=1I,2,..,n1;
* asegunda derivada em, cada extremo é zero.

Esse método pode satisfatoriamente ser implementado para curvas
com um conjunto denso de vértices, mas é qualitativamente nao satisfa-
tério para curvas com um conjuntc de vértices mais esparsos. Acurva é
muito convexa entre 0s pontos que estdo mais distantes uns dos outros.
Em particular, este método nédo garante que curvas forward negativas
ndo acontecam. Qutra desvantagem bem conhecida do cubic spline
& que as estimativas das taxas forwards podem ser bastante instdveis,
especialmente nas maturidades mais longas (SHEA, 1984).
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3.2 Modelo Fama e Bliss

O procedimento de Fama e Bliss (1987) considera a estrutura a
termo das taxas de juros em termos de taxa de juros a termo. O modelo
de Fama-Bliss ndo suavizado faz a extragcdo de taxas de juros a termo
dos pregos dos titulos através de uma funcido de desconto. A funcio
de desconto € estendida a cada passo através da taxa de juros a termo
necessdrio para apregar sucessivamente titulos com vencimentos mais
longos resultando na fungéo de retorno ajustada ao item previamente
incluido. A taxa de juros a termo resultante deste procedimento € uma
funcéo com saltos (descontinua) em relagdo ao vencimento do titulo
que esté sendo utilizado. Este procedimento é amplamente utilizado
no Brasil, € conhecido no mercado financeiro como flat forward e de
acordo com Bliss (1997), € conhecido em Wall Street como bootstrap.

3.3 Modelos Paramétricos da curva de juros

O principio bésico dos modelos paramétricos esta na especificagéo
de uma funcéo valot, que € definida sobre todo o dominio das maturi-
dades. Enquanto as varias abordagens nesta classe de modelos defendem
diferentes escolhas da fungéo, compartilham a abordagem geral de que
os parametros do modelo sejam determinados através da minimizagédo
dos desvios quadrados dos precos observados em relagio aos tedricos.

3.3.1 Modelo de Nelson-Siegel

Diebold e Li (2006) reinterpretaram o modelo proposto por Nelson
e Siegel (1987), que consideram uma forma paramétrica para o compor-
tamento da estrutura a termo ao longo do tempo, na qual os coeficientes
séo tratados como nivel, inclinagéo e curvatura da curva de juros.

1—eh™ e
v (t) =B+ B2 = +Bs3 - — Mt (16)
.l{ ) l]r BJ( T ) lr( T

Para as maturidades longas, as taxas a vista e forwards aproximam
assintoticamente do valor 8, o qual deve ser positivo. (8,+8) deter-
minam o valor inicial da curva na maturidade zero; assim, £, representa
o desvio da assintota £,. Além disso, (8,+8,) também deve ser positivo.
Os dois pardmetros restantes f, € T s40 responséveis pela curvatura, A
magnitude da curvatura é dada pelo valor absoluto de g, enquanto a
direcdo é dada pelo sinal: um sinal negativo indica uma forma de U,
enquanto um sinal positivo indica forma de U invertido; 1, o qual também
deve ser positivo, determina a posicdo da curvatura.
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3.3.2 Modelo de Svensson

Para melhorar a flexibilidade das curvas e o ajuste, Svensson (1994b)
amplia o modelo de Nelson e Siegel (1987), adicionando um outro termo
que possibilita uma segunda curvatura. A precisao extra € alcangada ao
custo de adicionar mais dois pardmetros, f, e 1,, 0s quais precisam ser
estimados. A curva de juros resultante € dada por:

’ | —etnt | — et ) |-,
2 (1) =Pre+Pas | — +P3r | — — ") 4+ Bay | — —2 | (1D
AT AT AT

O método de Svensson (1994b) € mais flexivel e geralmente tem
melhor ajuste que o0 modelo de Nelson e Siegel (1987), com o custo de
Ser menos parcimonioso.

4 Dados e Comparagto das Técnicas de Interpolagtio

Nesta segao ilustramos o uso das principais metodologias de interpo-
lacio e ajuste da curva de juros. Comparamos os modelos paramétricos
de Nelson-Siegel e Svensson-Nelson-Siegel, do lado dos modelos nao
paramétricos, sao empregados os modelos cubic splines, proposto por
McCulloch (1971; 1975) e modelo de interpolacédo exponencial. Essas
metodologias foram escolhidas por se tratarem das mais empregadas
tanto por bancos centrais ao redor do mundo quanto por participantes
do mercado financeiro em geral. Os dados empregados consistem dos
precos didrios de fechamento dos contratos de DI futuro negociados na
BM&E. O periodo analisado vai de 23/02/2007 a 22/04/2010,5 perfazendo
um total de 793 observagbes didrias. A Figura 1 mostra o comportamento
diario da curva de juros para o periodo analisado. E importante desta-
car que esta curva de juros foi obtida via interpolacio por cubic splices
(McCul-loch, 1971; 1975) considerando-se maturidades fixas. Nota-se os
varios formatos assumidos pela estrutura a termo da curva de juros, com
periodos em que apresenta inclinagbes positivas, inclinagdes negativas e
periodos com mais de uma inversao. Assim a amostra parece adequada
para comparar a performance das diferentes metodologias de ajuste.

5 Foram utilizados dados referentes a todos os contratos negociados no periedo, mesmo
aqueles que apresentaram baixa liquidez.
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Figura 1 - Estrutura a termo da curva de juros (jul. 2007 a jul. 2010)
Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota: Curva de juros obtida via interpolacéo por cubic splines.

A Tabela 1 resume algumas estatisticas descritivas da curva de ju-
ros para o periodo. Nota-se que as taxas para maturidades mais curtas
apresentam maior volatilidade, o que é um fato estilizado na literatura
sobre curva de juros. Outro ponto a destacar € que, mesmo se tratando
de um periodo amostral nado muito longo, percebe-se ampla variacao
entre as taxas minimas e méximas para todas as maturidades, refletindo
o comportamento da politica monetéria no perfodo. As trés filtimas
colunas trazem as autorrelagdes com defasagens de 1, 5 e 21 dias (teis.
Observa-se também que as taxas de juros para maturidades mais curtas
exibem maior persisténcia para os trés nivels de defasagens analisados,
0 que estd de acordo com a literatura relacionada ao tema,

Tabela 1 - Estatisticas Descritivas da Curva de Juros (Fev-07 a Jul-10)

Maturidades Média Medisnn StdDev Minime Miximo ACF(I) ACF(5) ACFZI)
M1 0.1085 01112 00165 00851  0.1413 09993 05949 0.9617
M3 01092 0.1118 0.0168 0.0859 0.1452 09954 09961 0.9646
Mé G111  0.117 0.172 0.0861  0.I532 0.9993  0.9954 0.9609
M9 61133  0.1120 00174  0.0873  0.1604 0.9987 09929 09490
M1z 01157 0.1131 00173 00899  0.1640 0.9980 09901 0.9354
Mis 0.1120 0.1143 00170 00935  0.15692 09972 09866 0.9202
Mis 01199 01153 00165  0.0955  0.1712 09984 098528 0.9023
M21 01214  0.1168 00159  0.0979 01726 09956 09791  0.882¢
(continua...)
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(continuagic)

M24 0.1226 01182 0.0154 01006 0.1744 09947 09752 0.8641
M27 0.1235 0.1197 0.0150 0.1027 0.1762 0.9941 09717 0.8454
M30 0.1242  0.1203 0.0147 o lozs 0.1778 0.9934 09681 0.8273
M33 01248 0.1209 0.0144 0.1018 0.1789 0.9926 09645 0.8105
M3b 0.1252 0.1215 0.0140 0.1017 0.1783 0.9920 09616 0.7972
M39 01257 01221 0.0136 0.1016 0.1781 0.0911 09585 0.7834
M42 0.1260  0.1225 0.0I133 0.1014 0.1793 0.9904 09552 0.7718
M48 01266 01231 0,0131 0,1009 0,1800 09896 09514 0.7527
M60 01274 01244 0.0128 0.1003 0.1810 09882 09444 0.7294

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota: Apresentamos estatisticas descritivas das taxas de juros didrias para diferentes
maturidades. As trés dltimas colinas cont&m autocorrelacdes com defasagensde 1, 5
e 21 dias Uteis, respectivamente.

Nas Figuras 2 a 5, sd0 apresentadas a curva de juros real (observada)
e a curva ajusta pelos trés diferentes métodos analisados, abordagem
baseada em splines (cubic-spline), modelo de Svenson e modelo de
Nelson-Siegel. A qualidade do ajuste de cada metodologia € analisada
em diferentes situagoes da estrutura a termo da curva de juros, consi-
derando periodos de inclinagao positiva, curva invertida € inclinagéo
negativa, Isso permite verificar se alguma metodologia apresenta melhor
desempenho para determinados formatos da curva de juros.

A Figura 2 traz a curva de juros para o dia 06/08/2007, periodo
em que a curva de juros brasileira apresentava inversao de inclinacao,
com inclinagao negativa para as maturidades de até 10 meses e incli-
nacao positiva daf em diante, refletindo a expectativa do mercado de
que o Banco Central elevaria a taxa bésica de juros a partir do inicio
de 2008 como forma de conter processo de elevagio da inflagdo,® o
que veio a se confirmar em abril de 2008, quando iniciou-se o ciclo de
aumentos dos juros. Fica evidente que os métodos ndo paramétricos,
baseados em splines (cubic spline), ajustam-se perfeitamente a curva de
juros observada. J& nos métodos paramétricos, nota-se que o modelo
de Svensson apresenta melhor desempenho para as maturidades mais
curtas, principalmente devido a inclusdo do fator adicional de curvatura,
condizente com o formato da curva analisado, j& o modelo de Nelson-
Siegel apresenta ajuste levemente inferior para as maturidades curtas
e intermedidrias.

6 Desde 1999, quando o Brasil passou a adotar o regime de metas para inflagao, a politica
monetéria (principalmente a taxa SELIC) passou a ser direcionada, principalmente, para
mantet a inflagdo dentro da meta.
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Na Figura 3 temos a curva de juros do dia 03/06/2008, tanto a
curva real quanto a ajustada pelos quatro métodos analisados. Nesse
perfodo, as taxas para as maturidades mais curtas embutiam expecta-
tivas de elevagdo, ja a partir das maturidades intermediarias a curva de
juros apresentava inclinacdo descendente, apresentando uma curvatura
bem definida por volta da maturidade de 20 meses. Neste caso, onde a
curva de juros apresenta uma curvatura bem definida, a superioridade
dos modelos ndo paramétricos nio fica tdo evidente. J& os modelos
paramétricos apresentam ajuste bastante similar, com o de Svensson
superando o modelo de Nelson-Siegel para as maturidades mais curtas,
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Figura 2 - Curva de juros observada e ajustada — 06/08/2007
Fonte: Elaborada pelo autor.
Nota: Circulos = curva de juros observada, Cinza = curva interpolada
por cubic splines, + = ajustada pelo modelo de Svensson e *= ajustada
pelo modelo de Nelson-Siegel.
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Figura 3 - Curva de juros observada e ajustada — 03/06/2008
Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota: Circulos = curva de juros observada, Cinza = curva interpo-
lada por cubic splines, + = ajustada pelo modelo de Svensson e *=
ajustada pelo modelo de Nelson-Siegel.
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A curva de juros do dia 30/01/2009, apresentada na Figura 4, ndo
difere muito do formato apresentado na Figura 2, porém, neste tltimo
caso, as taxas de juros para as maturidades mais curtas estdo em um
patamar mais elevado e a curva ndo apresenta inversao acentuada de
inclinagdo. Neste caso a superioridade dos modelos ndo paramétricos
nao é tdo destacada, exceto que os modelos de Svensson e Nelson-
Siegel apresentam ajuste relativamente pobre para as maturidades
entre 30 e 40 meses.
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Figura 4 - Curva de juros observada e ajustada — 30/01/2009
Fonte: Elaborada pele autor.

Nota: Circulos = curva de juros observada, Cinza = curva interpolada
por cubic splines, + = ajustada pelo modelo de Svensson e *= ajustada
pelo modelo de Nelson-Siegel.

A Figura 5 traz a curva de juros real e ajustada para o dia 26/07/2010,
periodo em que as taxas de juros para as maturidades mais curtas se
situavam em patamar inferior aos analisados anteriormente, com incli-
nacdo positiva bem definida, refletindo a politica monetéria de elevagio
das taxas de juros implementada pela autoridade monetéria no periodo.
Nota-se que a curva apresenta claramente inclinacao positiva, refletindo
expectativa em relacao a possivel infcio de ciclo de alta da taxa bésica
de juros da economia. Pode-se observar que neste caso, em que a curva
apresenta inclinagéo positiva desde as maturidades mais curtas e sem
inversoes, tanto os modelos paramétricos quanto os n&o paramétricos
exibem boa performance em relacdo ao ajuste da curva de juros em
todas as maturidades.
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Nota: Circulos = curva de juros observada, Cinza = curva interpo-
lada por cubic splines, + = ajustada pelo modelo de Svensson e *=
ajustada pelo modelo de Nelson-Siegel.

Por 1ltimo, a Figura 6 traz a curva de juros ajustada e interpolada
para mais quatro momentos distintos. O ajuste dos modelos aos dados
reais reforca as observagdes anteriores de que, na maioria das vezes,
os modelos ndo paramétricos apresentam performance superior para
ajuste da curva de juros. Mesmo assim, nos momentos em que a curva
néo apresenta fortes inversdes de curvatura e inclinacdo, os modelos
paramétricos também apresentam ajuste bastante satisfatério.

Apesar dos modelos paramétricos (NELSON; SIEGEL, 1987; SVENS-
SON, 1994b), apresentarem performance mais pobre que os modelos
nac paramétricos de cubic splines, (MCCULLOCH, 1971; 1975) e de
exponencial splines, eles continuam tendo muito apelo tanto do ponto
de vista dos participantes do mercado como de bancos centrais. A aten-
¢do dada aos modelos paramétricos se deve principalmente a seu bom
desempenho quando o objetivo é fazer previsdes da estrutura a termo
da curva de juros para fora da amostra. A esse respeito ha uma ampla
literatura disponivel, (DIEBOLD; LI, 2006; DIEBOLD; RUDEBUSCH;
ARUOBA, 2006; KOOPMAN; MALLEE; VAN DER WEL, 2010; CAL-
DEIRA; MOURA; PORTUGAL, 2010; ALMEIDA et al., 2008; CAJUEIRQ;
DIVINO; TABAK, 2009; LAURINI; HOTTA, 2010), sendo os trés primeiros
referentes a previsdes da curva de juros dos EUA, e os demais relativos
a curva de juros brasileira. Por sua vez, 0s modelos ndo paramétricos
néo funcionam bem quando se quer ajustar a curva de juros para matu-
ridades muito longas, sendo que as curvas de desconto obtidas a partir
desses métodos divergem para as maturidades mais longas, ao invés de
convergir para zero.
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Outra vantagem dos modelos paramétricos, além de serem mais
parcimoniosos, estd na interpretagio econdmica dos pardmetros, como €
o caso do modelo de Nelson e Siegel (1987) reinterpretado por Diebold e
Li (2006) em que os trés fatores sdo interpretados como nivel, inclinagédo
e curvatura da curva de juros. Essa intuigdo econdmica dos pardme-
tros possibilita, por exemplo, uma imunizagiao mais eficaz de carteiras
de renda fixa, permitindo neutralizar a carteira ndo s6 a movimentos
paralelos da curva de juros, mas também em relacdo as mudancas na
inclinacéo e curvatura. A esse respeito, ver Fabozzi (2009).
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Figura 6 - Curva de juros observada e ajustada — diferentes perfodos
Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota: Circulos = curva de juros observada, Cinza = curva interpolada por
cubic splines, + = ajustada pelo modelo de Svensson e * ajustada pelo modelo
de Nelson-Siegel.

Na Tabela 2, a seguir, apresentamos estatisticas para o ajuste dos
modelos paramétricos. Para critérios de comparagio da qualidade do
ajuste dos modelos, foram calculados MAE (Mean Absolute Error), MAPE
(Mean Absolute Percentage Error) e RMSE (Root Mean Squared Error).
Notamos que os dois modelos paramétricos analisados capturam parte
substancial da dindmica da curva de juros, sendo que o modelo de
Svensson apresenta melhores critérios de ajuste, principalmente para as
maturidades mais curtas. Conforme destacado anteriormente, os modelos
nédo paramétricos ajustam-se perfeitamente nos valores observados da
cutrva de juros, com as desvantagens de serem menos simples na sua
estimacao e poderem apresentar valores divergentes para maturidades
mais longas.
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Tabela 2 - Medidas de Ajuste dos Modelos Paramétricos

Nelson-Siegel Svensson

Maturidades MAE MAPE RMSE MAE MAPE RMSE

M1 0.00067 0.00630 0.00089  0.00034  0.00323 0.00049
M3 0.00048 0.00455 0.00059  0.00048  0.00458 0.00064
M6 0.00069 0.00633 0.00091 0.00044  0.00413 0.00058
M9 0.00060 0.00540 0.00077  0.00027  0.00243 0.00035
Miz 0.00039 0.00354 0.00051 0.00034  0.00311 0.00047
Mis 0.00040 0.00339 0.00049  0.00044  0.00377 0.00057
Mis 0.00051 0.00424 0.00061  0.00043  0.00364  0.00055
M21 0.00050 0.00418 0.00063  0.00030  0.00245 0.00039
M24 0.00049 0.00402 0.00058  0.00028  0.00232 0.00036
M27 0.00043 0.00345 0.00052  0.00029  0.00240 0.00038
M3o 0.00037 0.00299 0.00049  0.00027  0.00216 0.00036
M33 0.00036 0.00294 0.00048 0.00028  0.00222 0.00038
M3é 0.00031 0.00249 0.00041  0.00031  0.00246 0.00039
M3s 0.00030 0.00231 0.00040  0.00035  0.00274  0.00046
M42 0.00034 0.00264 000043  0.00036  0.00283 0.00047
M48 0.00040 0.00315 0.00052  0.00021  0.00164 0.00028
Mé6o 0.00072 0.00571 0.00089  0.00054  0.00417 0.00070

Fonte; Elaborada pelo autor.

Nota: Todos os modelos foram estimados através do software MATLAB. Os parametros
de decaimento dos modelos paramétricos foram escolhidos de forma a minimizar o
RMSE do ajuste da curva.

5 Consideragdes Finais

Neste artigo sao apresentados os principais conceitos relacionados a
estrutura a termo da curva de juros € de titulos com € sem cupom, com
destaque para os titulos zero-cupom, que sd0 empregados na construgao
da curva de juros. Também foram apresentadas as inter-relacdes entre as
diversas curvas de juros utilizadas, como curva forward, curva forward
instantinea, fungdo de desconto e yield to maturity.

Além disso, foram apresentados os modelos paramétricos e nao
paramétricos mais usados pelos bancos centrais ao redor do mundo e
participantes do mercado em geral na construcio e no ajuste de curvas de
juros. Os modelos de ajuste da curva de juros sao de extrema importancia
para a precificacdo de titulos e derivativos, bem como na formulagéo de
politicas monetérias. Os resultados encontrados mostram a superioridade
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dos modelos ndo paramétricos em relagdo aos modelos paramétricos no
que diz respeito ao ajuste da curva de juros, apresentando bom desempenho
em todos os formatos de curvas de juros. Os modelos paramétricos, além
de serem mais simples na sua implernentagéo, ajustam bern aos diversos
formatos da curva de juros, conforme pode ser observado nos gréaficos e
na Tabela 2, que traz medidas de ajuste. Sendo que o modelo de Svensson
(1994b), com quatro fatores latentes e dois fatores de decaimento, apresenta
ajuste superior ao modelo de Nelson e Siegel (1987), principalmente para
as maturidades mais curtas. Além disso, os modelos paramétricos, ac per-
mitirem separar a curva de juros em nivel, inclinacio e curvatura, permitem
mais eficiéncia na montagem de hedge para titulos e carteiras de renda fixa.
Geralmente, o método de estimagio depende amplamente do
uso que se pretende dar aos dados: nédo arbitragem nos pregos, preci-
ficacdo de titulos de renda fixa e derivativos, extracédo de informacéo
para anélise de investimentos e andlise de politica monetéaria. Uma das
principais vantagens das técnicas baseadas em splines sobre os modelos
paramétricos, como ¢ método de Svensson, € que, ao invés de especifi-
car uma tnica forma funcional para descrever as taxas a vista, ajusta-se
uma curva aos dados, a qual € composta por muitos segmentos, com a
restricdo de que a curva como um todo seja continua e suave.
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