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RESUMO

Neste trabalho, uma formulagao explicita para resolver problemas de transferéncia ra-
diativa em geometria cartesiana bidimensional e meios com espalhamento anisotrépico é
desenvolvida. A anisotropia de ordem superior é modelada a partir da expansao da funcao
de fase em termos de polinomios de Legendre até a ordem arbitraria L. Uma metodologia
analitica de ordenadas discretas (método ADO) juntamente com uma técnica nodal sao
utilizadas para resolver a aproximagao de ordenadas discretas da equacao de transferén-
cia radiativa. Para derivar a solugao, as equacoes de ordenadas discretas sao integradas
transversalmente sobre regioes do dominio reduzindo a complexidade do modelo, resul-
tando em duas equagoes unidimensionais para intensidades angulares médias nas diregoes
x e y. As equacoes unidimensionais, com aproximacoes constantes para as intensidades
desconhecidas nos contornos das regioes, sao entao explicitamente resolvidas pelo método
ADO, no que diz respeito as varidveis espaciais, cujas solucoes sao escritas em termos
de autovalores e autofungoes. O problema de autovalor é derivado para o caso geral da
expansao de ordem arbitraria da funcao de fase e preserva uma caracteristica relevante
do método ADO, que ¢é a ordem reduzida igual & metade do niimero de dire¢oes discretas.
Da aplicagao do método, dito ADO-Nodal, para derivagao de solugdes de problemas de
transporte radiativo surgem sistemas de equagoes lineares de alta ordem e esparsos, uma
vez que esta técnica nao usa esquemas de varredura. A solucao do sistema é determinada
inicialmente por métodos diretos, através da fatoragao LU de uma matriz geral. Em uma
segunda etapa, um rearranjo desse sistema linear é obtido modificando a estrutura da
matriz para o caso esparsa com estrutura diagonal, possibilitando sua resolucao através
de subrotina especifica. O reordenamento das equacoes permitiu a resolucao de sistemas
de ordem superior aos obtidos anteriormente na literatura, aumentando assim a acuracia
geral do método ADO para a classe de problemas investigada. Ainda na busca de alter-
nativas para sistemas de ordem superior gerados para os casos de malhas cada vez mais
refinadas, sao estudadas solugoes alternativas do sistema linear em paralelo e com o uso
da técnica de decomposi¢ao de dominio por complemento de Schur. Resultados numéri-
cos sao obtidos para a densidade média de radiacao para casos teste em que o grau de
anisotropia pode ser de até doze. Uma anélise comparativa com resultados disponiveis na

literatura permite a verificacao da formulagao e indica um bom desempenho do método
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proposto. Ainda, esquemas alternativos de quadratura numérica, que permitem ordem
superior aos esquemas classicos disponiveis na literatura para esse problema, sao utilizados
para aproximar o termo integral de espalhamento. Analises s@o realizadas sobre os efeitos
no fluxo de calor radiativo da espessura 6ptica do meio, bem como a reflectividade no
contorno do dominio e o albedo de espalhamento. Foram gerados resultados para malhas
mais refinadas dos que os disponiveis na literatura e para diferentes espessuras 6pticas do
meio, bem como anélises de intensidades médias por secao do dominio, na tentativa de

busca de solucoes benchmark para estes problemas com anisotropia.

Palavras-chave: Problemas Bidimensionais de Transferéncia Radiativa; Ordenadas Dis-

cretas; Método ADO; Espalhamento Anisotropico; Sistemas Lineares Esparsos.



ABSTRACT

In this work, an explicit formulation to solve radiative transfer problems in two-dimensional
Cartesian geometry and anisotropic scattering media is developed. Higher order aniso-
tropy is modeled from the expansion of the phase function in terms of Legendre polynomi-
als up to arbitrary order L. The Analytical Discrete Ordinates (ADO) method along with
a nodal technique are used to solve the discrete ordinates approximation of the radiative
transfer equation. To derive the solution, the discrete ordinates equations are transver-
sally integrated over regions of the domain, reducing the complexity of the model, yielding
two one-dimensional equations for average angular intensities in x and y directions. The
one-dimensional equations, with constant approximations for unknown intensities on the
contours of the regions, are explicitly solved by the ADO method, with respect to spatial
variables, whose solutions are written in terms of eigenvalues and eigenfunctions. The
eigenvalue problem is derived for the general case of the arbitrary order expansion of the
phase function and it preserves a relevant feature of the ADO method, which is the re-
duced order equal to half the number of discrete directions. From the application of the
so-called ADO-Nodal method, to derive solutions to radiative transport problems, high
order and sparse linear systems arise, since this technique does not use sweep schemes.
Firstly the system solution is determined by direct methods through the LU factorization
of a general matrix. As a second step, a rearrangement of this linear system is obtained to
make the system more feasible to be solved using LU factorization of a sparse matrix with
a diagonal structure. The reordering of the equations allowed to solve systems of higher
order than previously obtained in the literature, thereby increasing the overall accuracy of
the ADO method for the class of problems being investigated. Furthermore, alternative
solutions of the linear system in parallel computation and with the use of the domain
decomposition technique through Schur complement are studied for dealing with higher
order systems generated in refined meshes. Numerical results are obtained for the average
radiation density, for test cases in which the degree of anisotropy can be up to twelve.
A comparative analysis with results available in the literature allows the verification of
the formulation and indicates a good performance of the proposed method. Moreover,
alternative numerical quadrature schemes that allow higher order schemes than classical

ones available in the literature for dealing with such problems are used to approximate
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the integral scattering term. Analysis are carried out on the effects on the radiative heat
flux of the optical thickness of the medium, as well as reflectivity on the boundary of
the domain and the scattering albedo. In addition, results for more refined meshes than
those available in the literature and different optical thicknesses of the medium as well
as analysis of section average intensities were included searching for providing benchmark

solutions for this class of problems.

Keywords: Two-dimensional Radiative Transfer Problems; Discrete Ordinates; ADO

Method; Anisotropic Scattering; Sparse Linear Systems.
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1 INTRODUCAO

A radiacao térmica é uma das formas de transferéncia de calor que ocorre por meio
de ondas eletromagnéticas que sao continuamente absorvidas, emitidas ou espalhadas pelo
espaco e nao necessita de um meio material para ser propagada. As taxas de transferéncia
de calor radiativo sao geralmente proporcionais as diferengas de temperaturas a quarta
poténcia [Modest, 2013]. De acordo com Howell et al., 2016, quando temperaturas elevadas
ocorrem pode se tornar totalmente dominante a transferéncia de calor por radiagao, uma
vez que ela ganha importancia a medida que a temperatura aumenta.

A transferéncia de calor por radiacao esta presente em diversos mecanismos indus-
triais de aquecimento e secagem, sendo muito significativa em aplicagoes relacionadas a
combustao. Na industria o fenémeno da radiagao térmica é importante, como por exem-
plo, em motores de combustao interna, na construgao de fornos, caAmaras de combustao
e caldeiras [Howell et al., 2016; Guo e Maruyama, 2000; Gronarz et al., 2018|, onde os
gases gerados na combustao encontram-se a alta temperatura e devido a isso a emissao de
radiacao é elevada. Adicionalmente, esse processo de transferéncia de calor por radiacao
tem grande relevancia também na area de energia solar e em fenémenos naturais, como
por exemplo na radiagao solar [Liou, 1980], uma vez que o aquecimento, iluminagao e
processo da fotossintese sao efeitos da radiagao solar de fundamental importancia para
a manutencao da vida na Terra. Também torna-se muito significativa em aplicagoes ae-
ronduticas e espaciais, por exemplo na combustao em turbinas aeronauticas, protecoes
térmicas para veiculos espaciais e produtos de combustdao de foguetes [Modest, 2013].
Além das anteriores, aplicacao em tecidos biologicos, em aplicagoes biomédicas usando
laser [Kim e Guo, 2004; Jaunich et al., 2008] e em técnicas de tomografia optica [Klose
et al., 2002; Arridge e Schotland, 2009; Qiao et al., 2016; Abdoulaev e Hielscher, 2003;
Tarvainen et al., 2008; Addoum et al., 2018; Asllanaj et al., 2018] podem ser citadas.

A presenga de particulas em sistemas de engenharia de alta temperatura é pre-
dominante e seu espalhamento precisa ser considerado para determinar corretamente a
transferéncia de calor, uma vez que o meio de espalhamento ¢ altamente anisotropico
e tem um grande efeito na transferéncia radiativa |Gronarz et al., 2018; Hunter e Guo,
2012]. Desta forma, a modelagem matematica para entendimento desses problemas é uma

ferramenta eficiente e necessaria, e pesquisas intensas sao desenvolvidas para a solugao da



equacao de transferéncia radiativa multidimensional. Especial atencao deve ser dada aos
efeitos do espalhamento anisotropico que sao relevantes como parte natural dos fenémenos
fisicos [Jinbo et al., 2003; Hunter e Guo, 2012.

A modelagem de problemas relacionados a transferéncia radiativa pode ser des-
crita pela forma linear da equacao de Boltzmann, que tem sido amplamente empregada
em diversas aplica¢oes na abordagem do transporte de particulas [Bell e Glasstone, 1970;
Cercignani, 1975, 1988; Modest, 2013]. A equacao de Boltzmann foi derivada, inicial-
mente, para a aplicacdo em teoria cinética dos gases, no tratamento de fenémenos em
dindmica de gases rarefeitos [Boltzmann, 1872]. Sua versao linear é utilizada em proble-
mas de transporte de particulas de néutrons [Duderstadt e Hamilton, 1976; Cacuci, 2010)|
e transferéncia radiativa [Chandrasekhar, 1950; Modest, 2013|, quando tratando destas
aplicacoes da radiagao é designada equagao de transferéncia radiativa (RTE) (sigla do in-
glés Radiative Transfer Equation) [Howell et al., 2016]. Esta equacao é integro-diferencial
e descreve de forma quantitativa a distribuicao espacial, direcional, temporal e energética
das particulas em meios materiais |Garcia, 2002].

Um dos trabalhos pioneiros na teoria de transporte foi apresentado por Case, 1960,
chamado de método das solugoes elementares, e possibilitou a obtencao da solugao anali-
tica para a equagao de transporte baseada em uma expansao em autofuncgoes singulares.
Apesar do rigoroso desenvolvimento mateméatico, a metodologia forneceu solugoes exa-
tas da equagao somente em um contexto bastante limitado: problemas unidimensionais,
monoenergéticos, independentes do tempo e em meios com espalhamento isotrépico. Pos-
teriormente, o método foi estendido para meios com espalhamento anisotropico [Mika,
1961; Case e Zweifel, 1967; McCormick e Kuscer, 1973].

De forma geral, dentre os esquemas propostos para modelar e solucionar os pro-
blemas de transporte de particulas destacam-se duas classes de métodos na resolucao
da equacao: os métodos probabilisticos e os métodos deterministicos. Nas abordagens
probabilisticas, os métodos de Monte Carlo, em geral, tem objetivo de obter solugoes
aproximadas para o problema de transporte. Estes métodos sao capazes de incorporar
mais detalhes as simulagoes, consistentes com a geometria real e os aspectos fisicos dos
problemas. Contudo, sao conhecidos, em geral, por demandarem um tempo computa-
cional consideravel devido ao longo processo iterativo para obter solugoes confiaveis do

ponto de vista estatistico [Fleck Jr, 1961; Howell e Perlmutter, 1964; Howell, 1969, 1998;



Soucasse et al., 2013; Zhao et al., 2015; Gentile e Yee, 2016; Wollaber, 2016; Haghighat,
2020; Li et al., 2020]. As abordagens deterministicas tem como objetivo estabelecer solu-
¢ao exata para as aproximacoes da equacao de transporte. Muitas vezes as aproximacoes
da equagao de transporte integro-diferencial sao dadas em termos de discretizacoes de
algumas das variaveis independentes que compoem o espaco de fase. Esforgos continuos e
com progresso foram realizados para resolver problemas em geometrias multidimensionais
e mais complexas [Mengii¢ e Viskanta, 1985; Abdoulaev e Hielscher, 2003; Altag, 2003;
Altag e Tekkalmaz, 2008; Ge et al., 2016; Moghadam et al., 2016; Zabihi et al., 2017,
Aghanajafi e Abjadpour, 2016; Wang et al., 2019; Boulet et al., 2007; Hunter e Guo,
2016; Heugang et al., 2020]. Ainda, ao longo dos anos, resultados interessantes foram ob-
tidos a partir de abordagens semi analiticas por meio da formulacao integral da equacgao
RTE [Altag, 2003; Altag e Tekkalmaz, 2004, 2008; Le Dez e Sadat, 2011; Le Dez et al.,
2018|.

Nas aplicagoes em sistemas de engenharia de altas temperaturas bem como na mo-
delagem tomografica, por exemplo, para o estudo da propagacao da radiacao eletromagné-
tica em um meio, é necessaria a solucao da RTE. Esta equacao descreve matematicamente
a interacao entre emissao, absorcao e espalhamento de energia radiativa, descrevendo a
variacao da intensidade de radiacao ao longo de um caminho. E a solu¢ao da equacgao
permite determinar a intensidade de radiacao no meio investigado.

Devido a complexidade matemética que envolve a solugao da RTE, uma vez que
a intensidade é uma funcao de sete variaveis independentes, a saber existem trés coor-
denadas espaciais, duas coordenadas angulares (que definem a dire¢ao de propagagao da
intensidade de radiagao), uma variavel espectral e uma coordenada temporal, no decorrer
das ultimas décadas diversos esquemas de solugao foram desenvolvidos com o objetivo de
se obter resultados rapidos e precisos para a equacao de transferéncia radiativa.

Por causa dos iniimeros processos e propriedades envolvidos na transferéncia de
calor por radiacao, a solugao destes problemas nao ¢é trivial. E como relatado anterior-
mente sao inimeras variaveis envolvidas na RTE, dessa forma, os calculos analiticos para
condigoes semelhantes as encontradas em sistemas reais de transferéncia de calor sao ge-
ralmente impraticaveis. Sabe-se que na troca de calor radiativo existem muito fatores que
sao importantes, como as propriedades espectrais da superficie e do meio participante, as

propriedades direcionais da superficie, as propriedades de espalhamento do meio partici-



pante, e a geometria do problema. Desta forma, anélises de um ou mais desses fatores
deve ser levada em consideracao em cada pesquisa de acordo com o método utilizado. Em
Mishra e Prasad, 1998, Modest, 2013, Howell et al., 2016 e Zhao e Liu, 2017, encontra-se
uma revisao abrangente sobre os métodos mais comuns aplicados na obtencao da solugao
da RTE a partir de integracoes espectrais, direcionais e espaciais.

Na integracao espectral da RTE (uma integracao em relagado ao nimero de onda)
modelos de aproximagao espectral sao utilizados para resolver problemas de radiagao em
gases participantes. Os modelos espectrais mais comumente empregados sao os modelos de
banda estreita [Liu e Smallwood, 2004; Cai e Modest, 2014; Zheng et al., 2019] e modelos
globais, como modelo da soma-ponderada-de-gases-cinza (WSGG) [Dorigon et al., 2013;
Bordbar et al., 2014; Coelho e Franga, 2018; Yang et al., 2019|, os modelos espectrais
WSGG baseado em linha (SLW) [Pearson et al., 2014; Solovjov et al., 2017; Zhou et al.,
2020], e a distribuigao k de espectro total (FSK) [Modest e Zhang, 2002; Chu et al., 2016;
Consalvi et al., 2020].

No processo de aproximacao da dependéncia angular da RTE entre as abordagens
usualmente aplicadas estao o método de ordenadas discretas (Sy) [Wick, 1943; Chandra-
sekhar, 1950], o método dos harmonicos esféricos (Py) [Jeans, 1917] e o método dos volu-
mes finitos (FVM) [Raithby e Chui, 1990]. No método dos harménicos esféricos (conhecido
como aproximagao Py) a dependéncia angular da intensidade radiativa é expandida em
uma série de harmonicos esféricos, e os coeficientes de expansao sao formulados em um
conjunto de equagoes diferenciais parciais a serem resolvidas [Jeans, 1917; Ou e Liou,
1982; Garcia e Siewert, 1985; Evans, 1998; Pal e Modest, 2015; Garcia, 2017; Doicu et al.,
2021]. No método de ordenadas discretas (Sy) o espago angular é representado por um
conjunto discretizado de dire¢oes e cada direcao esta associada a um peso de uma regra de
quadratura. Apos a discretizagao angular, as equacoes de ordenadas discretas resultantes
para cada direcao podem entao ser discretizadas por técnicas tradicionais para resolver
equagoes diferenciais parciais, como por exemplo o método das diferengas finitas e a abor-
dagem dos volumes finitos (FVM) (considerando um volume de controle) [Chandrasekhar,
1950; Fiveland, 1984, 1988; Siewert, 2000b,a; Sanchez e McCormick, 2004; Granate et al.,
2016; Tencer et al., 2017; Coelho, 2020]. No método dos volumes finitos (FVM) tanto o
dominio angular quanto o dominio espacial sao discretizados usando integracao sobre o

angulo e o volume de controle. As intensidades de radiacao nos contornos do volume de



controle sao relacionadas com a intensidade no centro deste, a partir do uso de esquemas
de diferenciacao espacial (esquemas de interpolagao), como por exemplo step scheme, di-
amond scheme e exponential scheme [Raithby e Chui, 1990; Chui et al., 1992; Chai et al.,
1994; Kim e Huh, 2000; Trivic et al., 2004; Hunter e Guo, 2016; Lygidakis e Nikolos, 2016;
Heugang et al., 2020].

Em algumas aplica¢oes, como em modelagem de tomografia [Klose et al., 2002; Tar-
vainen et al., 2008; Addoum et al., 2018|, geometrias bidimensionais estdo diretamente
ligadas & modelagem. Além disso, a anélise de modelos bidimensionais ainda representa
uma etapa importante para o desenvolvimento e validagao de metodologias multidimensi-
onais |Ge et al., 2015|. Em trabalhos recentes, formulag¢oes de harmoénicos esféricos (até a
ordem sete) de modelos tridimensionais sdo usadas para reduzir o problema a solugao de
problemas bidimensionais em geometria cartesiana [Ge et al., 2015, 2016]. No trabalho
de Coelho, 2014, o autor apresenta uma revisao das vantagens dos métodos de ordenadas
discretas e de volumes finitos para a solugao de problemas de transferéncia radiativa em
meios participantes. O autor afirma que estes dois métodos sao utilizados com frequéncia
na solucao destes problemas fornecendo uma precisao relativamente boa para uma ampla
gama de problemas, com requisitos computacionais moderados e sao relativamente faceis
de serem integrados em codigos CFD. Neste trabalho de tese, devido a metodologia pro-
posta ser baseada no método de ordenadas discretas, e por causa da sua versatilidade
e precisao na solucao de problemas de transporte, abordam-se a seguir mais detalhes
relacionados ao método Sy.

Na resolucao de problemas derivados da equagao de Boltzmann linear, dentre uma
variedade de métodos deterministicos que foram desenvolvidos, conforme relatado anteri-
ormente, destaca-se o método de Ordenadas Discretas (as vezes referido como DOM ou
Sn), proposto por Wick, 1943 e Chandrasekhar, 1950, desenvolvido para representar a
depedeéncia direcional da intensidade de particulas. E um método amplamente utilizado e
relativamente facil de implementar que baseia-se na discretizacao das dire¢oes das parti-
culas (as variaveis angulares na RTE), na esfera unitaria. A discretiza¢ao do angulo so6lido
lida com a representacao discreta da dependéncia angular continua da RTE dos parame-
tros de radiacao (por exemplo, intensidade radiativa e funcao de fase de espalhamento).
O método de ordenadas discretas pode ser aplicado em abordagens de transferéncia radi-

ativa, no qual o termo integral da equacao é aproximado por uma quadratura numérica



e o modelo original é transformado em um conjunto de equacgoes diferenciais que podem
ser resolvidas por meio de aproximagoes numéricas ou analiticas.

Inicialmente o método de ordenadas discretas foi proposto para problemas unidi-
mensionais na astrofisica [Chandrasekhar, 1950], em seguida sendo aplicado para resolver
problemas multidimensionais de transporte de néutrons [Carlson e Lathrop, 1965| e, pos-
teriormente foi estendido com sucesso para o uso em problemas de transferéncia de calor
por radiacao [Khalil e Truelove, 1977; Fiveland, 1982; Truelove, 1987; Kayakol e Selguk,
1999]. Fiveland, 1984 usa o método de ordenadas discretas para encontrar solugoes nu-
méricas em geometrias retangulares bidimensionais em meios que absorvem, emitem e
espalham isotropicamente. Mais tarde, Fiveland, 1987 usou o método de ordenadas dis-
cretas para modelar a transferéncia radiativa em geometrias unidimensionais, e Fiveland,
1988 e Truelove, 1988 analisaram a transferéncia radiativa em geometrias tridimensionais
em meios participantes, considerando o espalhamento isotrépico e anisotrépico. Também
foram realizados estudos da transferéncia de calor na modelagem de fornos, que conside-
raram a varia¢ado do comprimento 6ptico e um perfil de temperatura nao uniforme [Kim e
Huh, 1999]. Em geometrias multidimensionais, esquemas numeéricos tém sido usados, em
geral, para lidar com as variaveis espaciais do modelo.

Ainda, a aproximacao angular da RTE em ordenadas discretas em conjunto com
outros métodos para a discretizacao espacial da equacao foram aplicados, no decorrer
dos anos, para resolver diferentes problemas de transporte radiativo, como em problemas
acoplados de radiagao-condugao [Zabihi et al., 2017|, em geometrias 2-D complexas [Agha-
najafi e Abjadpour, 2016| e na transferéncia de radiacao em descargas de alta pressao em
meios cilindricos [Bouaoun et al., 2005]. A aproximacao em ordenadas discretas também
foi abordada nos trabalhos com a equagao de transferéncia radiativa transiente [Guo e
Kumar, 2001, 2002; Moghadam et al., 2016], em aplicagbes de combustao de alta tem-
peratura [Guo e Maruyama, 2000; Gronarz et al., 2018], na modelagem de tecidos do
corpo humano expostos a irradiagoes de pulso curto [Kim e Guo, 2007|, em aplica¢oes
biomédicas usando laser considerando a equacao transiente em geometrias 2D irregula-
res [Kim e Guo, 2004; Jaunich et al., 2008] e em aplicagdes de tomografia [Klose et al.,
2002; Abdoulaev e Hielscher, 2003; Tarvainen et al., 2008; Kim et al., 2010; Qiao et al.,
2017; Tang et al., 2017; Addoum et al., 2018; Asllanaj et al., 2018|. Mais detalhes sobre

as aplicacoes da transferéncia radiativa, a partir da equagao em ordenadas discretas, po-



dem ser encontrados em [Liu et al., 2002; Godoy e DesJardin, 2010; Hunter e Guo, 2011;
Efremenko et al., 2013; Coelho, 2014; Ganapol, 2015]. Apesar do desenvolvimento de vé-
rias metodologias associadas a solucao RTE em geometria multidimensional, um aspecto
importante a notar é que, em geral, tém sido considerados modelos sem espalhamento ou
principalmente com espalhamento isotrépico.

Na natureza e na ciéncia, como por exemplo no espalhamento da luz solar pela
atmosfera e na poeira interestelar, em fornos de carvao pulverizados, em sistemas de
combustao, entre outros, existem particulas mintsculas no meio que tornam os fenémenos
de espalhamento ainda mais complexos. Uma das teorias mais gerais para governar o
espalhamento radiativo é a teoria de Mie [Mie, 1908; Clark et al., 1957; Wiscombe, 1980)|
que relaciona a funcao de fase de espalhamento com as propriedades do meio, como o
indice de refracao e o tamanho das particulas. Na literatura podem ser encontrados
trabalhos no campo da transferéncia de calor por radiacao que abordam o espalhamento
radiativo do meio |Lee e Buckius, 1982; Kim e Lee, 1988; Guo e Kumar, 2001; An et al.,
2005].

Em 1988, no trabalho de Kim e Lee, 1988, efeitos do espalhamento anisotrépico na
transferéncia de calor radiativa em dominios bidimensionais foram analisados. O método
de ordenadas discretas foi utilizado para a solugao da RTE. A func¢ao de fase de espalha-
mento foi expandida usando os polinémios de Legendre e os coeficientes de expansao sao
obtidos pela teoria de Mie. Resultados numéricos para densidade média de radiacao ao
longo da linha central do dominio e o fluxo de calor radiativo em problemas com grau de
anisotropia até doze foram apresentados. Também uma anéalise dos efeitos da anisotropia
das funcoes de fase de espalhamento, com os parametros da espessura 6ptica, do albedo
de espalhamento e da reflectividade no contorno na transferéncia radiativa foi realizada.
Mais tarde, Kim e Lee, 1989 usaram o método de ordenadas discretas para analisar a
transferéncia radiativa em dominios bidimensionais, com espalhamento anisotropico, ex-
postos a um feixe incidente colimado.

Posteriormente, em 2004, Trivic et al., 2004 buscando analisar o mesmo topico,
efeitos da anisotropia, apresentaram comparagoes com a referéncia [Kim e Lee, 1988|.
Segundo os autores, até aquele momento, os resultados de Kim e Lee, 1988 ainda eram
os 1inicos sobre o assunto disponiveis na literatura. Trivic et al., 2004 utilizaram o aco-

plamento das equacoes de Mie para a avaliacao da funcao de fase de espalhamento e o



método de volumes finitos para a solucao da equacao de transferéncia radiativa, sem usar
uma expressao analitica para a funcao fase de espalhamento. O espalhamento de Mie é
considerado em um invélucro quadrado, no qual um estudo do efeito do espalhamento
anisotropico na transferéncia de calor por radiacao é realizado. O modelo e codigo tem
aplicacao direta a quaisquer parametros de particulas, sem a necessidade de expressao
analitica previamente projetada para funcao de fase de espalhamento. Anélises dos efei-
tos dos parametros de tamanho das particulas e do albedo de espalhamento no fluxo
de calor radiativo e na radiagao incidente foram realizadas no trabalho. A extensao da
metodologia para geometrias tridimensionais foi desenvolvida por Trivic e Amon, 2008.

Mais recentemente, Moghadam et al., 2016 ao trabalhar em transferéncia transi-
ente de calor, ainda usaram o trabalho de [Kim e Lee, 1988] como resultado de referéncia
para meios com anisotropia. Os autores resolvem numericamente a RTE pelo método de
volumes finitos, investigando a transferéncia de calor radiativa transiente em uma geome-
tria irregular 2D preenchida com meio particulado com diametro de particula uniforme.
Para explicar o comportamento de espalhamento do meio os autores usam a teoria de Mie
e a aproximacao isotropica equivalente. A funcao da fase de espalhamento é calculada
aplicando a teoria de Mie e para validar o codigo numérico os resultados sao comparados
com os valores para a radiagao incidente obtidos por Kim e Lee, 1988. Os parametros de
transferéncia de calor calculados aplicando a teoria de Mie sao comparados com aqueles
obtidos pela aproximagao isotropica equivalente.

Os trabalhos de Trivic et al., 2004 e Moghadam et al., 2016 estabelecem compa-
racoes com Kim e Lee, 1988, nos quais os resultados fornecidos pelas duas referéncias
concordam em geral em até dois digitos significativos com os resultados dados por [Kim
e Lee, 1988]. Até onde se tem conhecimento, existem poucos resultados de referéncia
disponiveis na literatura que abordam problemas bidimensionais de transferéncia radi-
ativa em meios anisotropicos, desta forma, ressalta-se a importancia de trabalhos que
contribuem para a anélise de modelos de radiagao térmica com anisotropia em geometrias
multidimensionais.

No contexto da transferéncia radiativa diversos estudos sao realizados na busca
de solugoes da RTE para o tratamento de problemas multidimensionais de radiacao. Os
trabalhos citados até o momento resolvem numericamente a equacao de transferéncia radi-

ativa. Porém solucoes analiticas para a RTE em geometria bidimensional e considerando



o meio com anisotropia de grau arbitrario nao sao disponiveis na literatura. O uso de
métodos analiticos tem vantagens do ponto de vista de custo computacional e na precisao
dos resultados. Nesse sentido, pesquisas nessa area continuam intensas e o uso de méto-
dos analiticos continua sendo de grande interesse particularmente na busca de solugoes
de referéncia.

Como ja mencionado, a aproximagao da RTE em ordenadas discretas é uma das
formas mais utilizadas para representar a varidvel angular na equacao de transporte. E
ao abordar o problema de ordenadas discretas unidimensionais, uma solucao analitica
foi proposta por Chandrasekhar, 1950 em seus estudos anteriores sobre transferéncia ra-
diativa. Em 1999, uma versao mais recente e computacionalmente mais eficiente dessa
solucao foi proposta por Barichello e Siewert, 1999a, 2001 - o método analitico de ordena-
das discretas, denominado método ADO (sigla do inglés Analytical Discrete Ordinates),
cujo objetivo é resolver analiticamente o sistema de equagoes unidimensionais derivado
das equagoes em ordenadas discretas. No método ADO as varidveis espaciais nao sao
discretizadas e foram introduzidas mudancas com relacao a solucao de Chandrasekhar,
1950, como na reescrita dos termos exponenciais presentes na solucao a fim de evitar pro-
blemas computacionais de overflow. Também ocorreram mudancas na forma de obtencao
das chamadas constantes de separagao, através de um problema de autovalores, evitando
a busca de raizes de polindmios caracteristicos. Além disso, o esquema de quadratura
utilizado no método ADO para aproximar o termo integral e usado para representar as
diregbes discretas ¢ arbitrario e definido no semi-intervalo [0, 1]. Em decorréncia da forma
como a regra de quadratura é considerada, o problema de autovalores possui como ordem
a metade do niimero de diregoes utilizadas. Todas essas mudangas levaram a uma grande
melhoria no que diz respeito aos calculos numéricos. Além disso, o método ADO néao uti-
liza processos iterativos, e nao necessita de varreduras espaciais, fornecendo uma grande
vantagem em tempo computacional e também nao exige espago adicional para o armaze-
namento de variaveis intermediérias. A solugao ADO foi considerada rapida e precisa e foi
amplamente usada para resolver diversos problemas de transporte de particulas em meios
unidimensionais, incluindo transferéncia radiativa com efeitos de polarizacao [Barichello
e Siewert, 1999b].

Na literatura esta disponivel uma série de trabalhos do método ADO na resolu-

gao de problemas unidimensionais aplicados na dinadmica de gases rarefeitos [Barichello
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et al., 2001; Rodrigues, 2003; Camargo e Barichello, 2004; Scherer et al., 2009a,b; Scherer
e Barichello, 2010], em problemas de transferéncia radiativa [Barichello e Siewert, 1999a;
Barichello et al., 2000, 2002; Rodrigues e Barichello, 2004; Reichert, 2009; Reichert e
Barichello, 2011; Barichello, 2011; Cromianski et al., 2018| e também no transporte de
néutrons [Barichello e Siewert, 2001; Prolo Filho e Rodrigues, 2017|. Ainda, foi desen-
volvida a solugao unidimensional do problema adjunto de transporte para problemas de
fonte-detector [Pazinatto et al., 2016; Pazinatto e Barichello, 2019]. Nestas aplicagoes, o
método ADO demonstrou maior generalidade e eficiéncia computacional que outras me-
todologias similares. Desta forma, o método ADO tem se mostrado ser uma ferramenta
muito 1util na resolugao de problemas de transporte de particulas.

Como uma extensao para resolver problemas de transporte bidimensionais, o mé-
todo ADO foi aplicado para derivar solu¢oes de formulagoes nodais do problema original,
o chamado método ADO-Nodal [Barichello et al., 2009, 2011; Tres et al., 2014|. Os méto-
dos nodais [Walters e O’'Dell, 1981; Azmy, 1988b; Badruzzaman, 1990; Barros et al., 2003|
sao utilizados nos problemas multidimensionais para o tratamento das variaveis espaciais
das equagoes em ordenadas discretas. A técnica nodal consiste em integrar transversal-
mente em uma ou mais variaveis espaciais as equagoes multidimensionais em ordenadas
discretas, de tal forma a reduzir a complexidade do problema. Dessa forma, em proble-
mas de transporte multidimensionais o uso de abordagens nodais possibilita a obtengao de
um sistema de equagoes unidimensionais integradas transversalmente, e com a utilizagao
do método ADO, diferente da grande maioria dos métodos disponiveis, essas equagoes
sao resolvidas permitindo-se obter solugoes explicitas em termos das variaveis espaciais.
Assim, com o uso das técnicas nodais obtém-se solugbes médias em cada uma das va-
ridveis dependentes. Além disso, o processo de obtencao das equagoes nodais introduz
termos de fuga transversal nos contornos dos nés, e como estes termos sao desconhecidos
aproximacoes adicionais sao requeridas para o seu tratamento.

Em outras palavras, a extensao do método ADO para resolver problemas bidimen-
sionais, juntamente com as técnicas nodais, parte de um processo de integracao sobre
uma regiao (n6) do dominio, no qual o modelo é reduzido a equagdes unidimensionais in-
tegradas transversalmente nas varidveis x e y, que sao entao resolvidas pelo método ADO.
O método estabelece solugoes analiticas com respeito a varidvel espacial para os fluxos

médios de particulas. Devido a caracteristica analitica do método, conforme proposto
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inicialmente |Barichello et al., 2011], o procedimento de integragao para gerar as equagoes
nodais foi definido para todo o intervalo de definicao das varidveis x e y, respectivamente.
Nenhuma divisao do dominio em nos foi realizada. Mais recentemente, a ideia de solugoes
locais foi considerada para o tratamento de problemas em meios heterogéneos [Barichello
et al., 2017] onde o dominio fisico é constituido por diferentes materiais. Essa abordagem
também é necessaria para melhorar a representacao fisica do problema, dada em termos
de quantidades médias, e para aumentar a precisao numérica da solucao.

Diversos estudos foram conduzidos sobre formas de aproximacao dos termos de
fuga transversal. Foram consideradas aproximagoes proporcionais aos fluxos médios [Ba-
richello et al., 2011; Cabrera, 2009], combinagoes lineares das solu¢oes dos problemas
unidimensionais [Prolo Filho e Barichello, 2014|, aproximagoes por constantes |Cromi-
anski et al., 2019; Picoloto et al., 2015; Tres et al., 2014], fungoes lineares e fungoes
exponenciais [Cromianski et al., 2019]. Além disso, foram consideradas solugoes particu-
lares constantes [Picoloto, 2015] e para o tratamento de termos fontes mais gerais solugoes
baseadas em fungoes de Green [Prolo Filho e Barichello, 2014; Cromianski, 2016]. Ainda,
o método tem sido investigado com a utilizagao de esquemas arbitrarios de quadratu-
ras |Tres, 2015; Cromianski, 2016; Nené, 2020|. A solugdo de problemas bidimensionais
de transporte pelo método ADO-Nodal exige que um sistema linear seja resolvido a fim
de determinar coeficientes constantes na solugao final para os fluxos angulares médios.
Métodos diretos foram usados para a solugao destes sistemas [Picoloto, 2015; Cromianski,
2016] em aplicagoes de néutrons. Com o uso de ordens mais elevadas de quadratura e/ou
dominios divididos em menores regioes, o sistema linear ¢ normalmente de alta ordem e
esparso (com poucas entradas nao nulas). Assim, nos trabalhos com transporte de néu-
trons [da Cunha et al., 2015; Moura et al., 2018; Moura, 2018| estudou-se a solugao de
métodos iterativos com e sem processamento em paralelo para o sistema linear.

A abordagem do método ADO em problemas bidimensionais tem sido amplamente
utilizada com sucesso para resolver problemas de transporte de néutrons [Barichello et al.,
2011; Prolo Filho, 2011; Picoloto et al., 2013; Prolo Filho e Barichello, 2013, 2014; Tres
et al., 2014; Picoloto et al., 2015; Barichello et al., 2015, 2016, 2017; Picoloto et al., 2017;
Cromianski et al., 2019]. Nesses trabalhos foram abordados os principais problemas de
transporte de néutrons de fonte-fixa em meios homogéneos e heterogéneos com espalha-

mento isotropico. Também abordou-se o problema de transporte adjunto [Pazinatto, 2019;
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Barichello et al., 2020]. Recentemente, esta técnica foi utilizada para resolver problemas
bidimensionais de néutrons apenas para o caso de espalhamento linearmente anisotrépico
[Picoloto et al., 2017|, que é usual para aplicagoes de néutrons.

A analise dos resultados obtidos pelo método ADO nesta ampla classe de problemas
bidimensionais, até o momento, indica que a aplicacao do método ADO em malhas mais
grossas produz resultados da mesma ordem de precisao daqueles resultados que foram
obtidos a partir do uso de malhas mais refinadas [Barichello et al., 2017| por outras
metodologias similares. Além da obtencao de resultados com boa precisao, foi observado
uma reduc¢ao no tempo computacional, nestes casos, quando comparado com técnicas
numeéricas. Sendo assim, baseado em trabalhos anteriores, o método ADO foi aplicado
com eficiéncia na solu¢ao de uma vasta variedade de problemas de transporte de particulas,
apresentando resultados satisfatérios e comparaveis com a literatura. Porém a aplicacao
do método ADO em problemas bidimensionais de transporte de particulas ficou restrita
a aplicagoes nucleares e ao espalhamento linearmente anisotrépico.

O objetivo principal deste trabalho de doutorado é a extensao da formulacao ADO-
Nodal para lidar com modelos de transferéncia radiativa com altos graus de anisotropia,
contribuindo também com a pesquisa necessaria deste topico em problemas de radiagao
térmica. Para atingir o objetivo, a solugao da equagao bidimensional de transferéncia ra-
diativa em ordenadas discretas e considerando grau arbitrario de anisotropia é proposta.
Até o momento, problemas bidimensionais de transferéncia radiativa, ou particularmente
considerando espalhamento anisotrépico de ordem superior a um, nao haviam sido resol-
vidos com o método ADO-Nodal. A expansao da funcao de fase em termos de polinémios
de Legendre de ordem arbitraria é considerada, para derivar o problema de autovalor geral
necessario para estabelecer a solugao geral das equagoes integradas transversalmente para
intensidades médias ao longo de cada direcao. Desta forma, as solugoes sao escritas expli-
citamente em termos das variaveis espaciais, o que permite obter quantidades relevantes
para aplicacoes de transferéncia radiativa, onde os efeitos da anisotropia sao de particular
interesse, contribuindo assim na analise comparativa com as poucas referéncias disponi-
veis na literatura. A solucao de sistemas lineares provenientes da aplicacao do método
ADO-Nodal em problemas bidimensionais de transporte é investigada com o intuito de
resolver o problema em malhas refinadas. Ainda, explorar quadraturas de maior ordem

nestes problemas de grau de anisotropia elevado, que nao foram encontrados na literatura.
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Tal estudo contribui assim para a busca e estabelecimento de solucoes de referéncia.

O desenvolvimento de uma formulacao concisa e precisa para a obtencao de so-
lugoes de problemas de transferéncia radiativa com grau arbitrario de anisotropia visa
posteriormente, juntamente com os desenvolvimentos recentes na solu¢ao ADO para o
problema adjunto [Barichello et al., 2020], tratar problemas em reconstrugoes tomografi-
cas que sao de grande interesse.

Dessa forma, no Capitulo 2 apresentam-se a equagao multidimensional de transfe-
réncia radiativa e a sua aproximacao em ordenadas discretas, bem como a representacao da
funcao de fase de espalhamento abordada neste trabalho através da expansao em termos de
polindémios de Legendre. Além disso, descrevem-se os diferentes esquemas de quadraturas
numéricas multidimensionais utilizados para aproximar o termo integral da RTE em orde-
nadas discretas: Quadratura Simétrica de Nivel (LQy), Quadratura Legendre-Chebyshev
Quadrangular (PyTy), Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTnSy) e a Qua-
dratura Quadruple Range (QR).

Na sequéncia, no Capitulo 3 apresenta-se o desenvolvimento da formulacao ADO-
Nodal para a solucao da equacao de transferéncia radiativa em ordenadas discretas, em
geometria cartesiana bidimensional, considerando grau arbitrario de anisotropia. Inicial-
mente o dominio espacial ¢ subdividido em r regides retangulares e seguindo Barichello
et al., 2011, consideram-se dois ordenamentos distintos para as direcoes das ordenadas
discretas. Para a obtenc¢ao das equagoes unidimensionais integradas transversalmente nas
variaveis espaciais x e y aplicam-se os fundamentos dos métodos nodais. Da integracao
transversal aparecem os termos relacionados as intensidades nos contornos de cada regiao
que sao aproximados como constantes e acoplam os sistemas de equagoes obtidos para
cada uma das variaveis. Resolve-se o sistema de equacoes unidimensionais pelo método
ADO, construindo-se solugoes homogéneas em termos de autovalores e autofungoes. O
problema de autovalores é derivado para grau geral de anisotopia. Por fim, escreve-se a
solugao geral explicitamente em termos da variavel espacial.

Continuando, no Capitulo 4, apresenta-se a derivacao das equagoes que compoem
o sistema linear a ser resolvido para a obtencao da solucao das intensidades médias nas
variaveis r e y. Devido aos desafios numéricos e computacionais oriundos da formulagao
ADO-Nodal em problemas de anisotropia geral, apresentam-se dois tipos de ordenamento

do sistema linear. Um ordenamaneto que permite a solucao do sistema por métodos diretos
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através da fatoragao LU de uma matriz geral, e um rearranjo desse sistema que permite
ser resolvido por meio da fatoracao LU de uma matriz esparsa com estrutura diagonal.
Além disso, devido a limitagbes computacionais na solucao do sistema de equagoes lineares
de alta ordem e esparso, em malhas mais refinadas, apresentam-se formas alternativas de
solugao do sistema linear. Uma solucao em paralelo via ScaLAPACK e outra com o
uso da decomposicao de dominio por complemento de Schur. Apresenta-se também o
desempenho computacional obtido na resolucao do sistema linear.

No Capitulo 5, apresentam-se a descricao do problema teste e os resultados numé-
ricos obtidos, bem como as comparacoes com resultados disponiveis na literatura. E no
Capitulo 6 descrevem-se as conclusoes e as propostas para a continuidade deste trabalho.
Por fim, no Apéndice A apresenta-se uma derivagao preliminar do caso conservativo do

problema de transferéncia radiativa.
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2 A EQUACAO DE TRANSFERENCIA RADIATIVA

Neste capitulo, apresentam-se a equacao de transferéncia radiativa, bem como a
representacao da funcao de fase de espalhamento como uma expansao em polinémios de
Legendre. Inicialmente, descreve-se a equacao de transferéncia radiativa e, na sequéncia,
apresenta-se uma versao da equagao em ordenadas discretas para uma geometria cartesi-
ana bidimensional. As direc¢oes discretas oriundas da discretizacao da variavel angular sao
definidas através de uma quadratura numérica multidimensional. Sao apresentados qua-
tro tipos de quadraturas nimericas: Quadratura Simétrica de Nivel (LQy) [Lewis e Mil-
ler, 1984|, Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy)[Longoni e Haghighat,
2001, 2002|, Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTxSy) [Longoni e Haghighat,
2001, 2002| e a Quadratura Quadruple Range (QR) [Abu-Shumays, 1977].

2.1 Formulacao Matematica da Equacao em Geometria Cartesiana

A intensidade radiativa em um meio pode ser obtida através da resolucao da equa-
¢ao de transferéncia radiativa (RTE), que pode ser escrita na forma de uma equagao
integro-diferencial. A derivacao se baseia no balango de energia radiativa, que descreve a
intensidade de radiacao ao longo de um caminho em uma direcao €2 através de um meio
participante, isto é, um meio que emite, absorve e espalha radia¢ao [Howell et al., 2016;
Modest, 2013].

A equacao de transferéncia radiativa, independente do tempo e expressa em termos

da intensidade total de radiac@o, pode ser escrita como [Howell et al., 2016|

(QV)I(r,Q2) = —LI(r,Q) + ly(r) + Z—; /47r I(r, Q)P (- Q)dY, (2.1)
onde I(r, ) representa a intensidade de radiagao, que é uma fungao de posi¢ao espacial
r = (z,y, 2) e diregao angular Q; § = k + 04 é o coeficiente de extingdo do meio que é
a soma do coeficiente de absor¢ao (k) com o coeficiente de espalhamento (oy); (1) € a
intensidade de radiagdo de corpo negro; e (€2’ - Q) é a fungao de fase de espalhamento
da transferéncia radiativa a partir da direcao de entrada €2’ para a direcao de saida 2. A

integral da Equacao 2.1 é avaliada sobre todas as dire¢oes {2 na esfera unitaria S. No lado

direito da igualdade na Equacao 2.1, o primeiro termo representa a reducgao na intensidade
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radiante em razao da absorcao da radiacao pelo meio e do espalhamento da radiacao para
fora da direcao de propagagao, o segundo termo, indica o aumento na intensidade devido
a emissao de radiagao pelo meio e, o terceiro termo, representa o ganho de intensidade
radiativa devido a radiagao que incide sobre o meio e que é espalhada na diregao 2.

Ainda, na Equacao 2.1 (2.V) é o operador divergente da variagao do fluxo angular
de intensidade radiativa através de um volume infinitesimal do meio, e em coordenadas
cartesianas ¢é escrito como |Lewis e Miller, 1984]

ol ol ol

(QV)(r Q) = L+ Q5+ D (2.2)

As diregoes angulares dos movimentos das particulas sao descritas usando os cos-

senos diretores 2 = (€, €2, 2.), conforme a Figura 2.1, tal que

Q, = p = sen (0) cos(p) = /1 — &2 cos(p (2.3)
Q, =n=sen(f)sen(p) =+/1—E&?sen( (2.4)
Q. =& = cos(f), (2.5)

onde 6 € [0, 7] representa o angulo polar, medido a partir do eixo z, e ¢ € [0,27] é o
angulo azimutal, medido a partir do eixo z, e a seguinte relacao ¢ valida, u?+4n?+£% = 1.

z
A

Figura 2.1 — Sistema de coordenadas para a posigao r e diregao €2. [Adaptado de Bell e
Glasstone, 1970]

Dessa forma, a equacao de transferéncia radiativa em estado estacionario, monoe-

nergética, e em coordenadas cartesianas, é reescrita como
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0 0 0
/L%I(Ta Q) + Ua—yI(T> Q) + 5%1(7'7 Q) + ﬂ[(r7 Q) -

mb(r)+2—5 /4 I(r, Q)D(Y - Q)dQ. (2.6)

™

2.1.1 Representacao da Funcgao de Fase de Espalhamento

A fungao de fase (€2 - ©2) descreve a distribui¢ao direcional do espalhamento, ou
seja, representa a energia radiativa que se propaga através de um meio ao longo de uma
dada diregao e é espalhada sobre todas as outras dire¢oes do espago. ®(€2'-€2) representa
a probabilidade de um feixe incidente dentro do dngulo d€?’, na direcao €', se espalhar
dentro de d€2, na diregao €2 [Howell et al., 2016|, ver Figura 2.2. A funcao de fase pode
ser normalizada, uma vez que a soma das densidades de probabilidade sobre todas as
diregoes do espaco ¢ igual a unidade:

L o(Q - Q)dQY = 1. (2.7)

AT Jyr

,ﬁ‘ 0

=]

'

X

Figura 2.2 — Nomenclatura para as dire¢oes de intensidade incidente e espalhamento em

termos dos angulos polar e azimutal. [Adaptado de Howell et al., 2016]

Se a radiacao incidente de particulas em um determinado ponto do meio é espalhada
de igual forma em todas as dire¢oes, a funcao de fase é considerada isotrépica e neste
caso (2 - Q) = 1. E se a radiagao incidente nao é espalhada uniformemente sobre

todas as diregoes do espaco, o espalhamento é considerado anisotrépico. Nesse caso,



18

as caracteristicas das particulas presentes no meio é que determinam a distribuicao de
espalhamento.

A fungao de fase (2 - ©2), de acordo com Chandrasekhar, 1950, pode ser repre-
sentada em termos de uma expansao finita dos polinomios de Legendre, em termos do

angulo de espalhamento ©, como

O(Q - Q) = D(cosO) = Z CiP,(cos ©), (2.8)

onde C sao os coeficientes da expansao; L é a ordem de expansao da fungao de fase e P,
representa o polinomio de Legendre de grau [. O angulo de espalhamento © é definido
como o angulo entre as diregoes incidente e de espalhamento, conforme ji mencionado.

Assim, usando as Equagoes 2.3, 2.4 e 2.5 é possivel escrever

cos® = cosfcost + senfsend cos(¢’ — )

= &+ V1-8y1—¢2cos(¢ — o). (2.9)

Através da Equagao 2.9, é aplicada na Equacao 2.8 o teorema de adicao para
harménicos esféricos, assim a fungao de fase de espalhamento pode ser escrita como [Chan-

drasekhar, 1950; Lewis e Miller, 1984]

Bcos©) = D&, 0;¢,¢") = D > (2= 00,)CT PP ()PP (E) cosp(¢ — 9)],  (2.10)
onde

(I —p)!
(I+p)

dop ¢ a delta de Kronecker (igual a 1 quando p = 0, e igual a zero em outros casos) e os

or=¢ (2.11)

PP’s s@o os polinomios de Legendre associados de ordem p e grau [ [Lewis e Miller, 1984].

2.2 Aproximagao em Ordenadas Discretas da Equacao Bidimensional de

Transferéncia Radiativa

O método de ordenadas discretas, desenvolvido por Wick, 1943 e Chandrasekhar,
1950, tem sido amplamente utilizado como aproximacao para equacao de transporte. A

base do método consiste na discretizagao da dire¢ao angular das particulas e, consequen-
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temente, aproximacao do termo integral da equacao de transporte, fazendo uso de nos e

de pesos de uma regra de quadratura numérica, da forma

/I(T,Q’)(I)( Q)dQ' ~ an (r,Q2,)0(Q, - Q). (2.12)

Nesse contexto, considerando a geometria cartesiana bidimensional, com z € [0, a]
e y € [0,b], uma aproximagao em ordenadas discretas da Equacdo 2.6 é escrita para a

intensidade de radiacao I(z,y, ;) na forma [Howell et al., 2016; Modest, 2013|

) 0
Mz‘%l(% y, Q) + ma_y](x, y, ) + Bl(z,y, Q) =

M
Os
il (e, y) + ; wo (1, ) P(Qy - ), (2.13)

para i = 1,..., M, em que M é um ndimero inteiro par que representa o ntumero total
de diregbes discretas e w, sao os pesos (normalizados para 47) associados as dire¢oes
angulares €2, = (i, n,) definido de acordo com um esquema de quadratura numérica. Os
esquemas de quadraturas numéricas utilizados neste trabalho sao brevemente descritos na
proxima segao.

Segundo Cacuci, 2010, na geometria cartesiana bidimensional, definida no plano
(z,y), é conveniente representar a variagao angular da intensidade usando o cosseno diretor
¢ e o angulo azimutal . Neste caso, a intensidade e o termo fonte sao independentes de

2 e sao simétricos em relagao ao cosseno diretor £, de modo que

[(.T,y,é,(p):](%,y,—f,(p) e Q(:C,y,f,go)zQ(x,y,—&,go). (214)

Assim, substituindo a expressao dada em 2.10, para ®(Q2,, - Q;), na Equagao 2.13

e fazendo uso das propriedades 2.14 obtém-se para ¢t =1,..., M

0 0
iy ) 1 (g, ) + B, . %) = Ko, 9)+

Q

=~

L l
;Z Z 2 - 5Op C Pp 52 an gn) COS[p((,On - @Z)]I(xaya Qn) (215)
= p=0 n=1
= ( ppar)

Este modelo é complementado com condig¢oes de contorno que expressam a inten-

sidade na parede do dominio ao longo de cada dire¢ao ordenada. Em ordenadas discretas,
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as condigoes de contorno sao escritas como

](x,y,Qi) :€waw(ZL‘,y>+§ Z wjj(x7y7ﬂj)|n'ﬂj|v (216)

n-;>0
para (x,y) no contorno do dominio, onde €,, é a emissividade da superficie; p é a reflec-
tividade da superficie; €2; (com n - €2; < 0, nn sendo o vetor unitario normal para fora no
contorno do dominio) denotam as diregoes de fluxo de entrada e €2; sdo as diregdes de

fluxo de saida (n - £2; > 0).

2.3 Quadraturas Numéricas

Nesta secao apresenta-se uma breve descricao dos esquemas de quadraturas numé-

ricas utilizados neste trabalho.

2.3.1 Quadratura Simétrica de Nivel (LQy)

A Quadratura Simétrica de Nivel (LQy) (do inglés Level Symmetric Quadra-
ture) |Carlson e Lee, 1961; Lee, 1962; Lewis e Miller, 1984| é classificada como uma
quadratura completamente simétrica que possui vetores diregao (u,n,£) invariantes a ro-
tagao de m/2 sobre qualquer um dos eixos em torno do centro da esfera unitaria. Dessa
forma, cada conjunto de coordenadas é simétrico em relagao a origem e o conjunto de
pontos em cada eixo é o mesmo. Os pontos base sao selecionados na esfera unitaria de tal
forma que preservam a simetria entre os oito octantes, com respeito as rotagoes /2 [Ca-
cuci, 2010]. Assim, definem-se os pontos da quadratura em apenas um dos octantes e a
partir disso as direc¢oes sao refletidas para os demais octantes fazendo alteragoes de sinais
de forma consistente.

Uma vez definida a primeira ordenada, o conjunto de valores dos cossenos diretores

em cada eixo ¢é representado por [Cacuci, 2010)

2(1 — 3pu3)

1<p<N/2 2.17
N5 o LspsN/2 (2.17)

pp = 1+ (p = 1)
onde p; é a projecao do primeiro ponto base no intervalo 0 < u? < 1/3. A escolha de p;
& arbitraria, exceto para o caso N = 2 quando o valor serd u; = 1/v/3 [Lewis e Miller,
1984].

O ntimero de diregoes é formado pela combinacao de cossenos diretores p,n e £ em
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toda a esfera unitaria e ¢ dado por N(N +2), onde N representa a ordem da quadratura
utilizada e deve ser par. O numero de dire¢oes por octante (Ng) é Ny = N(N +2)/8 e
essas diregoes estao dispostas em um padrao triangular na esfera unitaria, com N/2 niveis

diferentes por hemisfério e com N/2 — i 4+ 1 pontos em cada nivel i, conforme pode ser

visto na Figura 2.3.

3

\
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Figura 2.3 — Distribuigao de dire¢oes na quadratura L)y com ordem N =8 e Ny = 10
diregoes por octante. [Fonte: Lewis e Miller, 1984|

De acordo com Lewis e Miller, 1984 e Cacuci, 2010, em geometrias bidimensionais
a dependéncia azimutal nao é considerada, dessa forma os pontos de quadratura sao
projetados sobre o plano cartesiano x e y e os pontos pertencentes a z > 0 coincidem
com os pontos pertencentes a z < 0. Assim, em problemas bidimensionais, o ntmero
de diregoes totais é reduzido para a metade das direcoes da esfera unitaria, ou seja,
M = N(N +2)/2.

Os pesos em cada octante sao normalizados de forma que

N(N+2)/8

Yo wn=1, (2.18)

n=1

onde o indice n representa o conjunto de cossenos diretores (u;,n;,&), com i,j,k =
1,...,N/2. Estes pesos associados a cada ponto base estao sujeitos a restrigoes de si-

metria. Para N = 2 h& apenas uma direcao por quadrante e um correspondente peso,
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satisfazendo a Equagao 2.18. Para N = 4, tém-se trés dire¢oes por quadrante e, para satis-
fazer a Equacao 2.18 e por razoes de simetria, terao pesos iguais. De acordo com Cacuci,
2010, a simetria impoe pesos iguais para todas as diregoes pertencentes a um conjunto
de posigoes invariantes em relagdo as rotagoes m/2. Dessa forma, para as demais ordens
da quadratura, o conjunto de ordenadas com a permutacao de suas componentes requer
que os pontos tenham o mesmo peso. Esta condicao é conhecida como simetria rotaci-
onal. A Figura 2.4 representa a configuracao dos pesos da quadratura para um octante

estabelecidos para as diregoes em cada nivel, considerando N =2, N =4, N =6e N = 8.

1
1 2 2
1 2 2 2 3 2
1 1 1 1 2 1 12 21
No Ny Ne Ng

Figura 2.4 — Configuragao dos pesos por octante. [Adaptado de Lewis e Miller, 1984]

A partir de ordens N > 20 alguns dos pesos deste conjunto de quadratura decres-
cem e tornam-se negativos, podendo levar & solucoes fisicamente impossiveis, resultando

assim em uma limitagao da quadratura L@y |[Lathrop e Carlson, 1965].

2.3.2 Quadraturas Legendre-Chebyshev

Apresentam-se dois diferentes esquemas de quadratura Legendre-Chebyshev |Lath-
rop e Carlson, 1965; Cacuci, 2010]. Estes dois conjuntos de quadraturas sdo gerados
através do produto da quadratura unidimensional de Gauss-Legendre e da quadratura
unidimensional de Gauss-Chebyshev. Os conjuntos se diferem pela forma como as ordens
das quadraturas unidimensionais utilizadas sao relacionadas, bem como a forma como sao
definidos os pesos da quadratura produto. No tratamento da variavel polar £ = cos(6) é
definida a quadratura de Gauss-Legendre unidimensional e para a variavel azimutal ¢ a
quadratura de Chebyshev de primeira classe. O uso desses conjuntos de quadratura nao
apresenta pesos negativos, dessa forma nao tem uma limitagao quanto a ordem utilizada,
problema esse encontrado na Quadratura Simétrica de Nivel (LQy) quando N > 20.

A quadratura unidimensional de Gauss-Legendre, usada na discretiza¢ao da varia-

vel polar £, define as ordenadas £ = cos(f) como raizes de um polinémio de Legendre
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(Py) de grau N. Esse polindmios podem ser obtidos através da formula de recorréncia

(U + D) Pj3a(8) = (25 + DEP;(E) — 1 P-1(8), (2.19)

com P_1(§) =0e Py(§) =1, para—1<{<lej=0,...,N.
Os pesos associados a cada nivel &, com i =1,..., N/2 sao determinados por meio
da seguinte formula

2
w; = . (2.20)

- ().

Por outro lado, a quadratura unidimenionsal de Chebyshev, usada para a discreti-

zagao da varidvel azimutal ¢, define seus valores pelas raizes do polinomio de Chebyshev

(Tx) de primeira espécie, que podem ser obtidos através da formula de recorréncia
Ty () = 20T (@) — Ty (), (2.21)

com To(w) =1e Ti(w) =w, paraj=1,...,N.

2.3.2.1 Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy)

A Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy) |Lathrop e Carlson,
1965; Cacuci, 2010; Longoni e Haghighat, 2001, 2002; Longoni, 2004| é construida de
forma que as ordens das quadraturas unidimensionais de Gauss-Legendre e de Gauss-
Chebyshev sao iguais [Lathrop e Carlson, 1965; Cacuci, 2010|. Dessa forma, para cada
nivel polar §;, que é definido como a i-ésima raiz do polindémio de Legendre Py de grau
N, sao associados N pontos provenientes da quadratura de Chebyshev. O conjunto de

angulos azimutais discretizados para cada nivel §; é definido através da relagdo [Cacuci,

2010; Tres, 2015|

s N—-27+1
== (1l-— 2.22
= =3 (1- T2, 222
paraj=1,...,N, e N é aordem da quadratura de Gauss-Legendre. O conjunto discreto

de angulos azimutais, obtidos pela Equacao 2.22, determinam as raizes do polinémio de

Chebyshev Ty de primeira espécie de grau N, uma vez que
Tn(cos(w)) = 0. (2.23)

Uma vez obtidos os valores de w;, define-se o conjunto de pontos da quadratura
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produto Legendre-Chebyshev PyTy por [Cacuci, 2010; Tres, 2015

pij = cos(w)y/1 — & (2.24)
Mg =1 =& — ui (2.25)

comi=1,....,N/2ej=1,...,N.

e para cada nivel ¢

Os pesos da quadratura PyTy sdo dados em termos dos pesos w! da quadratura
de Gauss-Legendre como [Cacuci, 2010; Nené, 2020|
mw!

= (2.26)

wivj =

de maneira que, para cada nivel polar &;, as dire¢oes correspondentes possuem o mesmo
peso.

A quadratura PyTy gera um total de 2(N x N) dire¢oes discretas na esfera uni-
taria. E na quadratura PyTy a disposicao das diregoes na esfera unitaria assume um
padrao quadrangular, conforme mostra a Figura 2.5, com um total de Ny = N?2/4 dire-

¢oes discretas por octante da esfera unitaria.

4
b

Figura 2.5 — Distribuigao de dire¢oes na quadratura PyTy com ordem N =6 e Ny =9

diregoes por octante. [Fonte: Lathrop e Carlson, 1965
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2.3.2.2 Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTxSy)

A Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTySy) |Lathrop e Carlson,
1965; Cacuci, 2010; Longoni e Haghighat, 2001, 2002; Longoni, 2004| é construida atra-
vés de uma combinagao diferente das quadraturas unidimensionais de Gauss-Legendre
e Gauss-Chebyshev, que apresenta uma configuracao de ordenadas que se assemelha a
configuragao triangular da Quadratura Simétrica de Nivel (LQy). Esta combinagao é de
tal forma que, novamente cada nivel polar & é definido como a i-ésima raiz do polind-
mio de Legendre Py de grau N. Tendo definidos os &; niveis polares, a discretizacao da
variavel azimutal é feita de modo que, para o primeiro nivel polar, &, usa-se a quadra-
tura de Gauss-Chebyshev de ordem N; no segundo nivel polar, &, usa-se a quadratura
de Gauss-Chebyshev de ordem N — 2; no i-ésimo nivel polar, &;, usa-se a quadratura de
Gauss-Chebyshev de ordem N — 27 4 2. Considerando que a ordem N da quadratura de
Gauss-Legendre deva ser par, tém-se que os niveis polares aparecem aos pares +, e dessa
forma tém-se N/2 niveis polares positivos. Ainda, é considerado o primeiro nivel polar,
&;, como sendo aquele mais proximo do centro da esfera unitaria, e o ultimo nivel polar,
§n/2 como sendo o mais préximo da borda da esfera unitaria.

O conjunto discreto de dngulos azimutais para cada nivel §; é determinado através

da relagao [Cacuci, 2010]

wi,jzg(l—Nj_VQ_‘E?:;g), (2.27)
paraj =1,....N—2i4+2ei=1,...,N/2 e N é a ordem da quadratura de Gauss-
Legendre. O conjunto discreto de angulos azimutais, obtidos pela Equacao 2.27, deter-
minam as raizes do polinémio de Chebyshev Ty de primeira espécie de grau N — 2i + 2,

ulmna vez que

TN_Qi_A,_Q(COS('WiJ)) = 0. (228)

Uma vez obtidos os valores de w; j, define-se o conjunto de pontos da quadratura

produto PyTnSy por [Cacuci, 2010; Tres, 2015]

Mi,j = COS(WZ',]')\/ 1-— 22 (229)
My =1 =& — 1 (2.30)

e para cada nivel 7
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comi=1,....N/2ej=1,....N —2i+2.
Os pesos da quadratura PyTySy sao dados em termos dos pesos w! da quadratura
de Gauss-Legendre como |Cacuci, 2010; Nené, 2020|

Tw

=t 2.31
Wi = N Z2it2 (2.31)

A quadratura PyTySy gera um total de N(N + 2) diregoes discretas na esfera
unitaria. E na quadratura PyTnSy a disposicao das dire¢oes na esfera unitaria assume
um padrao triangular, conforme mostra a Figura 2.6, com um total de Ny = N(N +2)/8

direcoes discretas por octante da esfera unitaria.

3

L)
o

Figura 2.6 — Distribuigao de dire¢des na quadratura PyTxSy com ordem N =6 e

N, = 6 diregoes por octante. [Fonte: Lathrop e Carlson, 1965

2.3.3 Quadratura Quadruple Range (QR)

A quadratura Quadruple Range (QR) foi proposta na década de 70 por Abu-
Shumays, 1977, desenvolvida para o tratamento de problemas bidimensionais de trans-
porte. E uma quadratura produto, mas diferente das quadraturas Legendre-Chebyshev,
sua construcao é feita somente para o octante principal da esfera unitaria, ou seja, o
intervalo de defini¢do para o dngulo azimutal é considerado como sendo ¢ € [0,7/2] e

para o angulo polar o intervalo 6 € [0, 7/2]. Na construgdo da quadratura QR, uma vez
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que o angulo azimutal ¢ ¢ dividido em quatro intervalos, as ordenadas e seus respectivos
pesos de quadratura sao definidos para o octante principal, e assim sao estendidos para
os demais intervalos angulares por simetria [Abu-Shumays, 1977, 2001].

Devido a quadratura QR envolver a resolugao de sistemas nao lineares mal-condi-
cionados, Abu-Shumays, 1977 geraram numericamente somente esquemas de baixa ordem,
ou seja para a quadratura azimutal a ordem da variavel azimutal de N, < 22 e para a
quadratura polar a ordem polar de Ny < 10. Décadas depois, Spence, 2015 propds uma
abordagem utilizando polindmios ortogonais nao cléssicos, para contornar o problema do
mal condicionamento destes sistemas nao lineares.

Aspectos teodricos e computacionais para o desenvolvimento das quadraturas QR
pelas duas abordagens, propostas por [Abu-Shumays, 1977, 2001; Spence, 2015], podem
ser encontrados no trabalho de Nené, 2020, bem como o acoplamento das quadraturas
unidimensionais para as variaveis polar e azimutal.

Apresentam-se trés acoplamentos para os esquemas de quadratura QQR: acopla-
mento compativel [Abu-Shumays, 1977|, acoplamento quadrangular [Spence, 2015| e aco-
plamento triangular [Abu-Shumays, 2001; Hu, 2018|. Esses acoplamentos sao gerados
através do produto de um conjunto de quadratura para a variavel polar por um conjunto
de quadratura para a variavel azimutal. A forma como sao combinados os graus das qua-
draturas unidimensionais utilizadas é que se diferenciam os acoplamentos, resultando em
diferentes numeros de dire¢oes discretas por octante na esfera unitaria para os diferentes

esquemas.

2.3.3.1 Quadratura QR Compativel (QR¢)

Neste acoplamento para ser compativel com as ordens de precisao das quadraturas
unidimensionais para as variaveis polar e azimutal, é necessario o dobro de coordenadas e
pesos para a variavel azimutal ¢ do que para a variavel polar 6. Assim, definida a ordem
Ny da quadratura polar desejada, define-se a ordem N, da quadratura azimutal de forma
que N, = 2Ny. Dessa forma, tem-se um total de Ny = N, x Ny = (2N) x Ny = 2N}

diregoes discretas por octante da esfera unitaria.
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2.3.3.2 Quadratura QR Quadrangular (QRg)

Neste acoplamento as ordens das quadraturas unidimensionais para as variaveis
polar e azimutal necessitam ser iguais. Assim, definida a ordem Ny da quadratura polar
desejada, define-se a ordem N, da quadratura azimutal de forma que N, = Ny. Todos os
niveis polares utilizam a quadratura azimutal de mesma ordem, da mesma forma que a
quadratura PyTy, e tem-se um total de Ny = N7 diregoes discretas por octante da esfera

unitaria.
2.3.3.3 Quadratura QR Triangular (QR7)

Neste acoplamento as ordens das quadraturas unidimensionais sao definidas de
forma semelhante a quadratura PyTn Sy, isto é, definidos os &; niveis polares, & = cos(6;),
para uma certa ordem Ny, no primeiro nivel polar, &;, a quadratura azimutal de ordem Ny
¢ utilizada; no segundo nivel polar, &, a quadratura azimutal de ordem Ny — 1 ¢ utilizada;
no i-ésimo nivel polar, &;, a quadratura azimutal de ordem Ny + 1 — ¢ é utilizada. Cada
nivel polar utiliza uma ordem de quadratura azimutal diferente e tem-se um total de
Ny = Ng(Np + 1)/2 diregdes discretas por octante da esfera unitaria.

As ordenadas e pesos da quadratura LQ)y estao tabeladas em Lewis e Miller, 1984
e Cacuci, 2010. J& a geragao das ordenadas e pesos das quadraturas PyTy, PvITnSy €
@R, conforme o niimero de dire¢oes requerido, foram implementadas no trabalho de Nené,
2020, possibilitando obter tais quadraturas de forma rapida e com ordem arbitraria.

No préximo capitulo, desenvolve-se a solugao ADO-Nodal para o modelo em or-
denadas discretas da equagao de transferéncia radiativa, Equacao 2.15, em geometria

cartesiana bidimensional.
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3 SOLUCAO ADO-NODAL PARA A EQUACAO DE TRANSFEREN-
CIA RADIATIVA BIDIMENSIONAL

Neste capitulo, apresenta-se a dedugao da solugao, através do método ADO-Nodal,
da equacao bidimensional de transferéncia radiativa em ordenadas discretas Equacao 2.15,

considerando um meio com espalhamento anisotrépico.

3.1 Esquemas Nodais para a Aproximacao em Ordenadas Discretas

Com o intuito de obter a partir da equacao bidimensional em ordenadas discre-
tas, que é um sistema de equacoes diferenciais parciais bidimensionais, dois sistemas de
equacgoes diferenciais ordinarias unidimensionais, utilizam-se os fundamentos dos méto-
dos nodais. Tal técnica consiste em integrar a equagao em ordenadas discretas em cada
uma das variaveis espaciais x e y para obtencao das equagoes unidimensionais integradas
transversalmente.

Primeiramente, dividi-se uma placa bidimensional em r» = 1,..., R regioes re-
tangulares, definidas por z € [a}_;,a}] e y € [b,_;,b0;] com 0 < a} ; < a) < a e
0<b,,<b, <bondeh=1,...,Hek =1,...,K indicam o nimero de subdivi-
soes consideradas nos eixos x e y, respectivamente, conforme representacao na Figura 3.1.
Denomina-se a divisao do dominio bidimensional H x K por malha.

y
A
b

br

k-1]

r r
0 a, , a a

Figura 3.1 — Representacao da divisao do dominio em regioes.

A formulagao sera derivada na forma de solucoes locais para as intensidades médias

em cada uma das regioes r do dominio.
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3.1.1 Equacoes Unidimensionais para a Intensidade Média na Variavel y

A fim de resolver a Equacao 2.15 usando os fundamentos dos métodos nodais e
obter as equagoes da intensidade média na variavel y, considera-se o ordenamento para
as direcoes €2; da regra de quadratura, seguindo Barichello et al., 2011, conforme repre-
sentagao na Figura 3.2, para i = 1,..., M/2 as diregdes tem coordenadas y; > 0 e para
i=M/2+1,...,M tem cordenadas p; < 0. Ainda, utiliza-se o fato de que 1; = 9;1a1/2,
conforme Figura 3.2, como é usual em varios esquemas de quadratura. Assim, considera-se

o seguinte ordenamento para a intensidade média na variével y:
e i=1,...,M/4 diregoes nas quais p; > 0 e n; > 0;
o i=M/4+1,...,M/2 dire¢des nas quais p; > 0 e n; < 0;
o i =M/2+1,...,3M/4 diregdes nas quais u; < 0 e n; > 0;

e i =3M/4+1,..., M diregdes nas quais p; < 0 e n; <O0.

Figura 3.2 — Ordenamento das dire¢oes da regra de quadratura para a intensidade média

na variavel y (M =12 da LQy).

Assim, considerando o ordenamento escolhido, multiplica-se a Equagao 2.15 por
1/(b, — bj_,) e integra-se em relagdo a y € [b}._,,b}], que representa o intervalo em y

da regiao em que se pretende determinar a intensidade angular média na variavel y.
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Este processo resulta em um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias em termos das

intensidades angulares médias na variavel y, I, com dependéncia espacial em z,

X
g
3
v,
—~
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com

Qur (e, 00) = el () = 2 [1 o, 00) = L by, )] (3:2)
e o = by — b;_,, onde
o (s, Ly (2, €2)) =
cos(ppn) cos(ppi) [Lyr (2, Qn) + Ly (2, Qs nry2)] +
sen (pey) sen (pg;) [Lye (2, ) — Ly (2, Qningj2)] . se p ¢ par, (3.3)
cos(pen) cos(pgs) [Lyr(x, ) — Ly (2, Qngrrso)] +

sen (ngn) sen (p%) [Iyr(xa Qn) + ]yr<xa Qn-‘rM/Q)} 9 s€ p é impar,

(§]
o L l
_ /Mafyr(x, Qiriy2) + Bedy (2, Qignry2) = 4‘: { Z Z (2 = 80,)CP PP (&)
=0 =0
(l-i?p par)
M/2
X Z wnf)lp(gn)m(ﬂm Iyr($a Qn+M/2))} + er(l‘, Ql’JrM/Q) (34)
n=1
com

771' T (d
Qur(z, Qitrry2) = /ir[byr(ﬂ?) T [[r(fb’, b Qiynrye) — L (2, by, Qi—l—M/Z)} 5 (3.5)
k
onde
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7;’;(9717 Iyr(x> Qn+M/2)) =
4
COS(I)()OTL) COS(pgDi) [Iyr(x7 Qn) + Iyr<x7 Qn+M/2)] -
sen (py, ) sen (py;) [Iyr(x, Q,) — I, (x, Qn+M/2)} , sep é par,

(3.6)
— cos(pen) cos(pps) [Lyr (2, Qn) — Ly (2, Ly arsa)] +

sen (ngn) sen (p(pz> [[yr(xa Qn) + [yr(xa Qk+M/2):| , Sep ¢ impar,

para i = 1,...,M/2 er = 1,...,R. Sendo que nas Equacgoes 3.1 & 3.6 define-se a

intensidade angular média ao longo da direcao y, na regiao » do dominio, por

I
Ly (2, 82) = — I.(x,y, ;)dy, (3.7)
U o
e a intensidade do corpo negro como
1 [b%
U o,

parat=1,..., M.

Em uma determinada fronteira da malha, a escolha do ordenamento das dire¢oes
¢ de tal forma que para i =1,..., M/2, os vetores €2; representam as dire¢oes de intensi-
dades incidentes e os vetores 24 /2 representam as direcoes de intensidades emergentes.

Neste ponto, é importante destacar que dos processos de integragao surgem nas
Equagoes 3.1 e 3.4 a dependéncia das intensidades (ndo médias) nas interfaces das re-
gides. Os termos relacionados as intensidades nos contornos de cada regiao, I,(x, b}, ;)
e I.(x,b;_,,€;), aparecem no segundo termo no lado direito da igualdade do termo fonte,
nas Equacgoes 3.2 e 3.5. No entanto, notam-se que para as direcoes incidentes essas varia-
veis podem ser conhecidas nas fronteiras a partir das condigoes de contorno estabelecidas
para o problema, enquanto que para outras dire¢coes, em particular nos contornos das
regioes internas, estes termos sao desconhecidos e precisam ser aproximados para o fe-
chamento do sistema. Assim, como usual nos esquemas nodais, equacoes auxiliares sao
necessarias para aproximar as intensidades desconhecidas nos contornos e na literatura
diferentes equagoes auxiliares foram propostas para aproximar essas incognitas no método

ADO [Prolo Filho e Barichello, 2014; Cromianski, 2016; Cromianski et al., 2019].
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3.1.2 Equacoes Unidimensionais para a Intensidade Média na Variavel x

Para derivar o sistema de equagoes diferenciais ordindrias em termos das inten-
sidades angulares médias na variavel x, [,., com dependéncia espacial da variavel y,
o procedimento é realizado de maneira semelhante. Um cuidado especial ao fato de que
considera-se um ordenamento distinto do anterior para as dire¢oes da regra de quadratura.
Conforme representado na Figura 3.3, seguindo Barichello et al., 2011 para o ordenamento
das diregoes Q;, os indices i = 1,..., M/2 sao associados para as diregoes onde 1; > 0 e
os indices i = M/2+1,..., M para dire¢oes com coordenadas 7; < 0. Ainda, utiliza-se o
fato de que p; = iy ar/2. Assim, considera-se o seguinte ordenamento para a intensidade

média na varidvel z:

e i=1,...,M/4 diregoes nas quais p; > 0 e n; > 0;

i=M/4+1,..., M/2 dire¢oes nas quais p; < 0 e n; > 0;

i=M/2+1,...,3M/4 diregoes nas quais p; > 0 e n; < 0;

i=3M/4+1,..., M diregoes nas quais p; < 0 e n; < 0.

Figura 3.3 — Ordenamento das dire¢oes da regra de quadratura para a intensidade média

na variavel x (M = 12 da LQy).
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De maneira anédloga ao que foi feito para a variavel y, considerando o novo or-
denamento estabelecido, multiplica-se a Equagao 2.15 por 1/(aj, — aj_;) e integra-se em
x € [a},_y,a}], que representa o intervalo em x da regido em que se pretende determinar

a intensidade angular média na variavel x, resultando em

d o L !
nzd_y]zr(ya Q’L) + ﬁT]mT(ya Q’L) = Ar { Z Z (2 - 607P)Clpplp(£l)

=0 p=0
(I+p par)
M/2
X Z wnplp(gn)m(ﬂn’ Iﬂ’(yv ﬂn))} + Qﬂfr(yv QZ)? (39)
n=1
com
Hi r r
er(ya Qz) = K‘”"Ibzr<y) - 19_r [L"(ahvya Qz) - Ir(ahfla Y, Qz)} ) (31())
h

T __ T o__ 7
e ¥; =aj —aj_,, onde

T2, Lo (4, ) = cos(pen) cos(pei) [Lor (Y, @) + Lop (Y Quinryz)] +
sen (ngn) sen (p(Pz) [Ixr<y7 Qn) - [xr(ya QnJrM/Q)} ) (311)

€
d o L l
- nid_ijr(ya Qi+M/2) + B Lur (v, Qi+M/2) = 4: { Z Z (2- 50,p)0fplp(£i)
=0 =0
(l+pp par)
M/2
X Z wnplp(gn)’];]?(gm L. (y, QnJrM/?))} + Qar(y, Q”M/z)’ (3.12)
n=1
com

er(y, Qi+M/2) = Krly,, (y) - % []r(a};, Y, Qi+M/2) - Ir(a;’huya Qz‘+M/2)} ) (3‘13)
h

onde
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7;;[1)(9717 [ﬂm“<ya Qn+M/2)) = COS(ngn) COS(pSOi) [[xr(ya Qn) + Ia:r(ya Qn+M/2)} -
Sen (pgpn> sen (p§01> [Ixr(:% Qn) - [zr(ya Qn—i—M/Z)} ) (314)

para i = 1,..., M /2. Nas Equagoes 3.9 a 3.14 define-se a intensidade média ao longo da

direcao x na regiao r e a intensidade do corpo negro, respectivamente, como

1 [%
[:pr(y> Qz) = 19_,, / Ir<x: Y, Qz)dma (315)
h Jap_y
(&
1 (%
I, (y) = 197/ Iy, (v, y)dz, (3.16)
h Jaj_,

parai=1,..., M.

Como representado nas Figuras 3.2 e 3.3, cada problema unidimensional segue
um ordenamento diferente, que deve ser observado na implementacao da solucao e que
contribuira para a obtengao das solu¢oes homogéneas.

Aqui neste problema também nas Equagoes 3.9 e 3.12 aparecem termos desco-
nhecidos, I,(a},y, %) e I.(a;_4,y,$2;), que dependem das intensidades (ndo médias) nas
interfaces das regioes. Estes termos sao tratados como parte da fonte de particulas das
Equagoes 3.10 e 3.13. Como ressaltado anteriormente, equagoes auxiliares sao necessarias
para aproximar essas intensidades desconhecidas nos contornos. Neste trabalho, utiliza-se
uma aproximacao classica tanto para esses termos como para os termos citados na se-
¢ao anterior, ou seja, assumem-se as intensidades desconhecidas nos contornos, em cada

diregao, como uma constante, que serd detalhado posteriormente no texto.

3.2 Solugoes Homogéneas para as Equagoes Unidimensionais pelo Método

ADO na Regiao r

O uso dos métodos nodais na equacao bidimensional de transferéncia radiativa
em ordenadas discretas, permitiu a obtencao de um sistema de equagoes unidimensionais
integradas transversalmente nas variaveis y e x, Equagoes 3.1, 3.4, 3.9 e 3.12. Como
estas equacoes sao lineares é possivel escrever a sua solugao como uma superposicao

das suas solugdes homogéneas com as solugoes particulares. Desta forma, nesta segao



36

desenvolvem-se solugoes para as versoes homogéneas das equacoes das intensidades médias
obtidas na se¢ao anterior. Assim, resolvem-se as equagoes das intensidades médias através
da utilizacdo do método ADO-Nodal [Picoloto et al., 2015]. Este método consiste em
construir as solugdes homogéneas em termos de autovalores e autofungoes. Desta forma,

a solucao é obtida de forma analitica na variavel espacial.

3.2.1 Solucao Homogénea para as Equagoes Unidimensionais das Intensidades

Médias em y

Consideram-se as versoes homogéneas das equacgoes para a intensidade média na
variavel y. Neste caso, em um primeiro momento descartam-se os termos de fonte das

Equagoes 3.1 e 3.4, sendo esses termos posteriormente tratados nas solugoes particulares.

Assim, propoem-se as solugoes para o problema homogéneo na regiao r, parai =1,... M,
como
H —x/v
IH(2, ) = 0 (v, Qi)e™/7, (3.17)
com r = 1,..., R, onde v, representa a constante de separagao na regiao r, associada a

autofungoes @, (v, ;) que serdo determinadas. Substituindo a Equagao 3.17 nas versoes
homogéneas das Equacoes 3.1 e 3.4, a fim de construir a solu¢ao do problema homogéneo
integrado em vy, obtém-se

P (4,0 4 By 1,2 =

r

L l M/2
O-ST
4WZ > (2= 00,)CPPP(E) Y S wa PP (&) T (R, @y (v, ), (3.18)
=0 p=0 n=1

onde

EIZ(QTM (I)yr(yry Qn)) =

p
COS(ngn) COS(Z?SDi)[ yr(yra n +(I)yr Vr, n+M/2):| +

(3.19)

COS(p(pn) COS(pSOi) [ yr(Vm n Vp, n+M/2)} +

sen (pSOn) sen (pSDZ) [cbyr Vp, Qn + yr(yra QnJrM/Z)} ) sep é impara

yr

) (

sen (pey) sen (pg;) [Pyr (v, Qn) — Py (Vr, Quiarge)],  se p € par,
) = Pyr(
( )
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€
&(I)W(VT? Qi+M/2) + Br(pyr<l/ra Qi+M/2) =
M/2
Usr
Z Z 50p C Pp 52 an n (Qnaq)yr(]/raﬂn—i-M/Q))a (320)
(l+p par)
onde

7;};(97” (I)yr<7/r7 Qn+M/2)) =
(
COS(pSOn) COS(pQOi) [q)yr(yra Qn) + (Pyr(ym Qn—&-M/Z)} -
sen (pSOn) sen (pgoz) [(byr(yr? Qn) - (I)yr(’/ra QnJrM/Qﬂ ) s€ p € par,

¢ (3.21)
- COS(ngn) COS(pSOi) [(I)yr(l/ra Qn) - q)yr(l/ra Qn+M/2)} +

\ sen (pyp,,) sen (pp;) [q)yr(ur, Q,) + ¢, (v, Qn+M/2)] , sep éimpar,

parai=1,....M/2er=1,...,R.
Nesta etapa, definem-se a soma e subtragao das autofungdes como |Barichello et al.,
2011]
Uyr(Vjr, ) = @y (Vjir, ) + P (Vs Qi ary) (3.22)

‘/yr(era Qz) = q)yr(era Qz) - (I)yr<er7 Qi+M/2)7 (323>

tal que, somando as Equacgoes 3.18 e 3.20 e usando as defini¢coes acima, Equagoes 3.22

e 3.23, parai=1,...,M/2, escreve-se a expressao

= 03 20+ B0, ) =

T

L ! M/2
UST
o > Z (2= 60,)CYPP(E) Y wa PP(&) T (0, Uy (v, ), (3.24)
=0 n=1
(I+ p ar)

onde

COS(ngn) COS(ZQ(pi)U r(V'ra Qn)7 S€ p é par,
73;(97“ UyT(VjW Qn)) = Y (3'25)

sen (py,) sen (pSOi)Uyr(er, Q,), sepéimpar.

Por outro lado, subtraindo as Equagoes 3.20 de 3.18, e considerando as defini¢oes

dadas pelas Equagoes 3.22 e 3.23, escreve-se a expressao
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L l M/2
Ogr
S S @ )R S wn PP TR, Vi e, R0), - (3.26)
=0 =0 n=1
(l+pppar)

onde

sen n) SEN i Vr Vijr, Qn , Se é ar,
T (20, Vi (Vjr, Q) = (Pon) som (o) Vir (v ) pep (3.27)
cos(pgn) cos(pi)Vyr (v, Q) se p é impar.

As Equagoes 3.24 e 3.26 estabelecem relagoes entre Uy, (v, €;) € Vi, (v, §2;). As-
sim, isolando V. (v}, ;) na Equaca@o 3.24 e substituindo a equacéo resultante na Equa-
cao 3.26 e apos algumas extensas manipulacoes algébricas nas equagoes, deriva-se o se-

guinte problema de autovalores e autovetores de ordem M /2

[AyrByr] UyT = >\rUyr7 (328)

onde o autovalor A, é tal que

A= . (3.29)

( O-ST L ! /87"
27 1, ZZ%) ZO (2- 607P)Clpplp(£i)wjplp(§j> 5I(QJ) - 8e 1=7,
1 = p= (2
.o l ar
Ayr(lyj) _ o L (+plp )
2t I_ZO > (2 = 00p)CT P (§)w; P (€5)¢,,(€25),  caso contrario,
\ (lfpipar)
(3.30)
onde
sen ;) sen i), sep épar,
r(y) = (p;) sen (pe;) pép (331)

cos(py;) cos(py;), se p é impar,
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( Osr L L 67" . .
o ZZ% ZO (2 = 60,p)C7 B (&)w; PP (&)5,(825) — L s 1=
1 = p= 7
.o l ar
Byr(%j) = o L (+plp )
27:/2 > ) (2 — 507p)C’fPlp(§i)ijlp(£j)FZl(Qj), caso contrario,
il=0 p=
\ (1+p pax)
(3.32)

onde

() = cos(py;) cos(ppi), se p & par, (3.33)
sen (pp;) sen (py;), se p é impar,
parai=1,..,.M/2ej=1,.. M/2.
A partir da solugao do problema de autovalores, Equagao 3.28, obtém-se { )\, qur}
para j = 1,...,M/2, e as constantes de separacdo v dadas a partir da Equacdo 3.29.
E importante destacar que de um problema envolvendo M direcoes discretas foi possivel
derivar um problema de autovalores na ordem de M /2. Isto ocorre devido a escolha
do ordenamento das direcoes realizada na secao anterior, que possibilitou a construcao
de um problema de autovalores menor. E ainda devido & definicao dos autovalores na
Equacao 3.29, obtém-se as constantes de separagao em pares (£v;,).
Dessa forma, a fim de estabelecer a solugao do problema homogéneo na regiao r,
calcula-se V' da Equacao 3.24 e somando e subtraindo as Equacoes 3.22 e 3.23 é possivel
calcular as autofungoes por meio das relagoes

Uy’r(yjm Qz) + V;yr(yjra Qz)
9 )

Dy (v, i) = (3.34)

Uyr (Vjr, Qi) = Vi (U, §:)
. .

(I)yr(yjm Q/L'+M/2) = (335)

Sendo assim, escreve-se a solugao do problema homogéneo para a intensidade an-

gular média na direcao y, na regiao r, da seguinte forma

M/2
120, ) = 3[40, (v, Qi) /o

j=1

+Aj+M/2,r(I)yr<era Qi+M/2)€_(a2_x)/VjT:| ) (336)
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M/2
I;?I“(xa Qi+M/2) = Z [Aj,T(I)yT'(er, QZ’+M/2)67($7“2—1)/VJ‘T

j=1

+Ajntj20 Pyr (v, Qi)e” @hmPvir] - (3.37)

para i = 1,..,M/2; © € [a}_,,a}] e y € [b,_y,b}]. Os coeficientes desconhecidos A;, e
Aji a2, representam os coeficientes da solugao homogénea relativos a regiao r e devem

ser determinados.

3.2.2 Solucao Homogénea para as Equacoes Unidimensionais das Intensidades

Médias em =z

Para derivar o problema de autovalores e a solugao homogénea do problema in-
tegrado em z, procede-se de maneira similar. Ou seja, para uma regiao r, propoem-se
solugdes do problema homogéneo para i = 1,... M, da forma [Picoloto et al., 2015|

[5(y7 QZ) = q)xr<7r7 Qi>eiy/'w7 (338)

r

comr =1,..., R, onde 7, é a constante de separa¢ao na regiao r, associada com auto-
fun(;f)es (I):cr (77“7 Qz)
Substituindo a Equagao 3.38 nas versoes homogéneas das Equagoes 3.9 e 3.12,

obtém-se

- Ecbxr(/%"; Qz) + BT(PxT(’Yra Qz) =

T

L ! M/2
O-S’I’
A Z Z (2 - 50,17)Olpplp(§i> Z wnPf(gn)ﬁj(Qm (I)a:r(’yra Qn))a (3‘39)
=0 =0 n=1
(lfp par)

onde

Eg(ﬂm (I)mr (’Yrv Qn)) = COS(PSOn) COS(I?%‘) [(I)zr (77“7 Qn) + (I)zr (77"7 Qn—&—M/Q)} +
sen (pyy,) sen (py;) [q)wr(%“a Q) — o (v, Qn-i-M/?)} , (3.40)
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(&
i
_(I)xr<7r; Qi+M/2) + /qu)xr<7r7 Qi—l—M/Q) =
o L ! M/2
4;7: Z (2 - 50,p>0lpplp<§i) Z wnplp(gn)m(ﬂm (I)m"<7ra Qn+M/2))> (3'41)
=0 =0 n=1
(l-fp par)
onde

7;:;[1)(9717 (I):cr‘(’}/m Qn+M/2)) = COS(PSOn) COS(pQOZ'> [(Dxr(%“a Qn) + qur(%ﬂa QnJrM/Q)} -
Sen (p@n) sen (pgol) [q)xr<77'7 Qn) - qur(W/r, Qn+M/2)i| y (342)

parai=1,...,.M/2er=1,...,R.

Da mesma forma, define-se [Barichello et al., 2011|

er(%‘r, Qz) = cI)acr (’ery Qz) + @xr(’era Qi+M/2)a (343)

V;:r(f}/jm Qz) = q)zr(ﬁ)/jra Qz) - q):m‘(’}/jra Qi+M/2); (344)

e somando as Equagoes 3.39 e 3.41 obtém-se, parai = 1,...,M/2,

- %‘écr(’yjra Qz) + 57"U:c7"(7j7’7 Qz) -
S ! M2
3 T 2= G CPRRE) S e PP TR, U (e 1)), (3.45)
=0 =0 n=1
Uﬁsz)
onde
72;(9717 Usr(Vir, Q) = cos(ppn) cos(ppi) Uzr (Vjr, ). (3.46)

Por outro lado, subtraindo as Equacoes 3.41 de 3.39 obtém-se
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- %er(ﬁy]’ra Qz) + ﬁr‘/;rsr(VjTa Qz) =

T

L l M2
Osr
o Z Z (2 - 607P)Clpplp(€l) Z wnplp<€n)7;c];(ﬂm er(era Qn))v (347)
=0 =0 n=1
(H-pp par)
onde
T2 (2, Var (s ) = sen (pon) sen (pi) Ver (Vjrs ). (3.48)

Notam-se que as Equacoes 3.45 e 3.47 sao relagoes entre U,, e V.. Substituindo
a Equagao 3.45 na Equacao 3.47 e, depois de algumas operacoes algébricas nas equagcoes,

deriva-se o seguinte problema de autovalores de ordem M /2

[Amer'r] er = A:Umrv (349)

com

A== (3.50)

Osr & & B,
3 (2 S)CT Y& FNE)C(R) ~ s i)
1 = p= K3
. l ar
A:cr(za]) = o L (+plp )
der s X (2= 80)CTRN &P (€)C(),  caso contrario,
\ - (lfpipar)
(3.51)
onde
21(82;) = sen (pp;) sen (py;), (3.52)
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(0w l 5, o
o, l;) Z_:O (2 = 00,p) TP (§)w; P (§5)T,(€2) — Lo e =g
er<2,j) — ” (H-plpar)
27:7; > ) (2 = 00,)CT PP (&)w; PP(&)T%,(K25),  caso contrario,
i 1=0 p=
\ (1+p par)
(3.53)
onde
I7,(€)) = cos(py;) cos(pys), (3.54)

parai=1,...M/2ej=1,...,M/2.

A partir da solucio do problema de autovalores, Equacao 3.49, obtém-se {\*/, U7 }
para j = 1,..., M /2, e as constantes de separagao ;. dadas por Equagao 3.50. Entao, as
autofungoes sao expressas como,

er(W/jra Qz) + er(fyjﬂ Ql)

(Dxr (’era Qz) - 9 5

(3.55)

UCCT‘ (’ija Qz) - ‘/xr (’Yj’/‘a Qz)
5 .

cI)a:r(’era Qi—l—M/Q) - (356)

Portanto, escreve-se a solugao homogénea para a intensidade angular média na

direcao x, na regiao r, como

M2
Iy, Q) = [Byy @ (0, i)e 000/
j=1
+Bj+M/2,r¢acr('7jr, Qi+M/2)e_(bZ_y)/'er:| , (357)
M/2
Iy, Qisngga) = 3 [Bro®ur (e Qusarja)e” @0kt
j=1

+ Bt /2,0 Par (Vjrs Qi)e_(bz_y)/%r] , (3.58)

para i = 1,..,M/2; x € [a},_;,a;] e y € [bj_y,b;]. Aqui Bj, e Bjiay2, representam

os coeficientes arbitrarios da solugao homogénea na regiao r e devem ser determinados
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posteriormente.

A partir da integracao da RTE em ordenadas discretas, em y ou x, os termos
oriundos da expansao da fungao de fase apresentaram dependéncia de fungoes trigonomé-
tricas senos ou cossenos com restricoes pares ou impares, como pode se visto nas Equa-
¢oes 3.3, 3.6, 3.11 e 3.14, para as expressoes T2 (2, [y (7,€2,)), TP, Ly (2, Qnyary2)),
TE (2, Lr (y, 22)) € TE (2, L (y, iy ar/2)), respectivamente. A manipulagdo algébrica
destes termos para a derivacao dos problemas de autovalores, com ordem arbitraria L,
apresentou-se ser dificil e extensa, tornando-se muito mais complexa do que simplesmente
considerar o caso isotropico.

A derivacao aqui apresentada tem uma contribuicao fundamental para o método
ADO, uma vez que nao existia para este método a derivagao de problemas de autovalores
para meios com grau de anisotropia arbitrario, ou seja, o método era restrito a anisotropia
linear. Neste ponto, em relagao ao problema de autovalores derivado, vale ressaltar dois
aspectos relevantes: (i) o problema é valido para uma ordem arbitraria L da expansao
da fungao de fase; (ii) dadas M direg¢oes discretas, o problema de autovalores é da ordem
M/2. Esta caracteristica do método ADO torna-se mais relevante a medida que um
nimero maior de diregdes e modelos mais complexos (como dependéncia de energia) sdo
considerados.

Uma vez resolvidos os problemas de autovalores e obtidas as solugoes homogéneas
relacionadas a regiao r, o proximo passo é obter as solugoes particulares. As solugoes
particulares possuem os termos relacionados as fronteiras de cada regiao r, que nao sao
conhecidos em todas as diregoes discretas, sendo assim necessario aproximar esses termos
desconhecidos nos contornos por equacoes auxiliares que serao definidas na préxima se¢ao

juntamente com a solugao particular.

3.3 Solugao Particular

Nas Equacgoes 3.1, 3.4, 3.9 e 3.12 estao presentes os termos fontes devido as aproxi-
macoes introduzidas para representar os termos desconhecidos nos contornos das regioes
e/ou devido a radiagdo de um corpo negro, por exemplo. Assim, sao introduzidas equa-
¢oes auxiliares para expressar as intensidades desconhecidas nos contornos de uma regiao
r, para completar a definicao dos termos fonte, Equacgoes 3.2, 3.5, 3.10 e 3.13. Essas apro-

ximagoes nos contornos juntamente com o termo de fonte externa geram um termo nao
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homogéneo do problema, desta forma uma solugao particular é requerida. Na construcao
da solugao particular, duas abordagens distintas podem ser utilizadas: uma abordagem
que faz uso das fungoes de Green [Prolo Filho e Barichello, 2014| e que pode ser usada
quando os termos nao homogéneos sao mais gerais, e uma outra abordagem mais simpli-
ficada, que é usada quando o termo fonte é definido como uma funcao constante. Nas
subsecoes a seguir serao detalhadas as solugoes particulares através dessas duas aborda-
gens.

Como mencionado no final da Secao 3.1, em esquemas nodais equagoes auxiliares
sao necessarias para aproximar as intensidades desconhecidas nos contornos. Na literatura
geral associada a métodos nodais, diferentes tipos de aproximagoes foram testados |Ba-
druzzaman, 1985; Walters, 1986; Azmy, 1988a; Dominguez e Barros, 2007|. Particular-
mente, em problemas abordados pelo método ADO foram utilizadas as solugoes gerais
das equagoes integradas transversalmente [Prolo Filho e Barichello, 2014] e também in-
vestigadas fungoes lineares e exponenciais [Cromianski et al., 2019|. Neste trabalho, com
base nos estudos da literatura e buscando um equilibrio entre precisao e demanda com-
putacional, usam-se aproximagoes constantes. Desta forma, expressam-se as intensidades
desconhecidas nos contornos em uma dada regiao r, na dire¢ao i, por constantes (D’s e
C’s), no topo (k), nos limites inferior (k —1), direito (h) e esquerdo (h —1) dos contornos,

respectivamente, denotadas como

I(2, b, %) = Diyi (3.59a)
L(, b1, 8%) = Di—ii, (3.59D)
I(ap,y, ) = Chpri, (3.59¢)
L(ay,_1,y,Q) = Cho1pa (3.59d)

parai=1,... Mer=1,.., R.
Assim, substituindo as Equagoes 3.59 no termo fonte definido nas Equagoes 3.2

e 3.10, obtém-se

Qur (2, ) = oLy, (2) = 2 [Dips = Dioal (3.60)
k
e
Qur () = il (4) = 57 [Chs = O] (3.61)
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3.3.1 Solucao Particular via Funcao de Green

O uso das funcoes de Green para desenvolver solucoes particulares permite lidar
com termos fonte mais gerais, incluindo casos em que as equagoes auxiliares nao sao
fungoes constantes [Cromianski et al., 2019]. Desta forma, a fim de representar a solugao
de forma mais geral, segue-se a derivagao apresentada nos trabalhos de Barichello et al.,
2000, Prolo Filho, 2011, Prolo Filho e Barichello, 2014 e Cromianski, 2016, fazendo uso
das fungoes de Green para definir solugoes particulares para as equagoes unidimensionais
integradas transversalmente.

Assim, expressa-se a solucao particular para o problema integrado em y como

M2
I (x, ) Z{Aar Dy (Vjrs i) + Ay, (%) Py (Vi Qigary2) (3.62)
€
M/2
I -1' QHM/Z Z{A]r yr V]T7 Qi+M/2) + Aj+M/2,r(x)q)yr(VjT7 QZ)}a (363)
com
z M —(z—7)
Ajr(x) = / ZQW(T, Q)A ., pe ir dr, (3.64)
a;71 n=1
(§]

a‘h —(r—x)
Ajiarjor () / Zer 7, Q) Ajimyon g€ U dT, (3.65)

comi=1,..,M/2 j=1,..,M/2er =1,.,R Os coeficientes A;,, € Ajir/2rn 580
obtidos a partir da solugao do sistema linear [Prolo Filho e Barichello, 2014; Cromianski
et al., 2019

-1

[Ajrn] _ [1: @y (v, )] 152y (5, Qi) (3.66)

[AjJrM/Q,r,n} [_Micbyr(yjrv QHM/Q)} [_Miq)yr(yjra Qz)}

e o termo fonte @, (7, €2,) é definido na Equagao 3.60.
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Analogamente, define-se a solucao particular do problema integrado na direcao x,

CcOomo
M2
Z{B Ry m’ '7]r7 Qz) + Bj-‘rM/ZJ‘(y)@IT(’ij) QH—M/?)}v (367)
(§]
M/2
I Z+M/2 Z{B] r(Y) Do 7]7"7 Qi+M/2) + Bj.;.M/Q,T(y)(I)m«(’YjT, QZ)}, (368)
Ccom
Y M —(y=)
Bj,T(y) = / Zer(Ta Qn)Bj,r,n e "ir dT, (369)
b—1 n=1
(§]

i M —(r—y)
Bj"‘M/QvT(y) - _/ Z QwT(Tv Qn)Bj-i-M/Q,r,n e dT, (370)
Y n=1

e os coeficientes Bj,.,, € Bj{ar/2,r,, 880 obtidos a partir da solucao do sistema linear [Prolo Fi-

lho e Barichello, 2014; Cromianski et al., 2019|

-1

[Bjrn) _ [7:Par (Vr, $2:)] [1:®r (i, inry)] (3.71)

[Bj+M/2,r,n] [—nz'q)zr (%’r, Qi—i—M/Q)] [—Th‘q)xr(%‘r, Q)]

e o termo fonte Q,,(7,Q,) é definido na Equagao 3.61.

3.3.2 Solugao Particular Constante

Ao usar as aproximagoes constantes, Equacoes 3.59, para as intensidades nos con-
tornos das regioes, juntamente com o caso de fontes externas constantes, a escolha mais
simples de uma solugao particular constante pode ser mais apropriada. Assim, para
1 =1,..., M propoe-se

I (x,8%) = Si,, (3.72)
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Wi, (3.73)

comr=1,...,R.

3.4 Solugao Geral

Estabelecidas as expressoes das solugoes homogéneas e particulares para as equa-
¢oes unidimensionais integradas transversalmente, escrevem-se as solugoes gerais dos pro-
blemas integrados em y e z, em uma regiao r, explicitamente em termos das variaveis

espaciais, como a soma de solu¢oes homogéneas e particulares, da forma

Ly (2, %) = I, Q) + L) (2, ), (3.74)
e
comi=1,....Mer=1,... R, ou ainda,
M/2
I (2, Q) = Z [A;, @, (vir, Q)o@ vir
j=1
+Aj+M/2,rcI)yr(eraQi-&-M/Z)e_(a;;_m)/yjr} + 15«(%91')7 (3.76)
M/2
Ly (7, Qi o) = Z (A @y Vi, Qipgyo)e” =0V
j=1
+Aj+M/2,rq)y7"(era Qi)e_(a;l_x)/yjr} + I;(ZE, Q/L'+M/2), (377)
para x € [aj_,,a}] e
M/2
L. (y, Q) = Z (B ® 0 (Y5, Qi) e~ @0k r
j=1

+Bj+M/2,rq)a:r<7jru Qi—l—M/Z)e_(bZ_y)/%T} + Ifr(y7 Ql)v (378)
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M2
Ixr(y’ Qi+M/2) = Z [Bjﬂ“(bxr('}/jra Qi+M/2)6_(y_b£—1)/’er

=1

+Bj+M/2,rq)x7"<7j7‘aQi>€7(bziy)/wr} + 15 (4, Qi arpe), (3.79)

paray € [b)_,,b;],comi=1,...M/2er=1,.., R.

Notam-se que nas expressoes da solu¢ao homogénea e nas expressoes da solugao
particular, aparecem coeficientes que ainda nao foram determinados. Sendo assim, para
que a solucao geral seja estabelecida, é necessério determinar todos os coeficientes desco-
nhecidos da solugao homogénea (A;,; Aj 2, By Bjymyer), Equacgdes 3.36, 3.37, 3.57
e 3.58, e coeficientes da solugao particular, na diregao = e y. Para fazer isto, é necessario
resolver um sistema linear, o qual é construido utilizando as condi¢oes de contorno co-
nhecidas do problema e assumindo condi¢oes de continuidade entre as interfaces de cada
regiao, juntamente com as equacoes da solucao geral.

O nimero de divisoes considerado no dominio na variavel z é definido por H
e na variavel y é definido por K. Estas divisdes determinam o ntmero de regioes e
consequentemente a ordem do sistema. Assim, considerando a solugao particular via
fungao de Green, a ordem do sistema linear ¢ dada por 6M (HK)— M(H + K), onde 6M
representa o nimero de coeficientes a serem determinados em cada regiao do dominio,
sendo que 2M provém dos coeficientes da solu¢ao homogénea e 4 M provém dos coeficientes
da solugao particular. Lembrando que M é o nimero de direcoes discretas. O uso das
funcoes de Green para desenvolver solugoes especificas é mais completo, uma vez que
pode ser usado para lidar com problemas em que o termo fonte é mais geral e as equagoes
auxiliares sao fungoes e nao apenas constantes, porém o seu uso resulta em um sistema
de maior ordem, que demanda de alto desempenho computacional para a sua solu¢ao. No
caso do termo fonte e equagoes auxiliares serem constantes (solugao particular é constante)
a ordem do sistema linear é reduzida para 4M (H K), obtendo-se uma redugao significativa
na ordem do sistema e consequentemente na quantidade total de memoria computacional
requerida.

Neste trabalho considera-se a solucao particular constante para as equagoes das in-
tensidades médias locais, uma vez que o problema teste tem fonte constante e consideram-

se aproximacoes constantes para as intensidades desconhecidas nos contornos das regioes.
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Desta forma, escreve-se a solucao geral para a intensidade angular integrada na regiao r

e diregao x e y, respectivamente como

M2
Lo (2. 90) = 3 [Ay, @y (v, Q)e 0ok
=1
F Aj a2, Py (Vjr, Qigargo)e” O 0vir] 4 S,
M2
Ly (@, Qiyprj2) = Z (A @y (Vs Qigarjo)e T h=r)/Vir
=1
+Aj+M/2’7’q)yr(er7 Qi)ei(a27x)/yji| + Si—i—M/Q,'r;
e
M2
[ﬂ"(y’ QZ) = Z [Bjﬂ"q)mr (’7]'7“7 Qi)e_(y_bzfl)/'yﬂ
=1
+ B 11/2,0Par (Vir, Qigrjo)e” 0] 4 W
M2
L (y, Qisnrge) = Y [Ba®ar(jr, Qiagjz)e™ V-0l
=1

+Bji a2 Par (Vjrs Qi)ef(bzfy)/%] + Wisnyo,

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

para © € [a}_,a}] ey € [bj_4,b;], com i = 1,..,M/2 er = 1,..,R. Nota-se que a

solugao geral para a intensidade média em cada regiao do dominio é explicita em termos

da variavel espacial.

No proximo capitulo apresenta-se a derivacao das equagoes que compoem o sistema

linear necesséario para a obtencao das intensidades médias nas variaveis x e y. Ainda,

apresentam-se duas configuracoes de ordenamento do sistema linear e bibliotecas usadas

para a sua solucao, além da descricao do desempenho computacional obtido.
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4 SISTEMA LINEAR ASSOCIADO AS SOLUCOES ADO-NODAL PARA
AS EQUACOES DAS INTENSIDADES MEDIAS

Neste capitulo estabelece-se um sistema de equagoes lineares a ser resolvido para
a obtencao da solucao das intensidades médias nas variaveis x e y. A solugao do sistema
linear determina os coeficientes desconhecidos da solugao geral do problema, determinada
no Capitulo 3 através das Equacoes 3.80, 3.81, 3.82 e 3.83. A composicao do sistema
permite diferentes formas de ordenamento, e aqui apresentam-se duas configuragoes de
ordenamento do sistema linear que diferem principalmente pela forma como a matriz pode
ser armazenada e consequentemente no tipo de biblioteca usada para a solugao. Utilizam-
se rotinas de fatoragao LU que sao fornecidas pela biblioteca LAPACK [Anderson et al.,
1999], com armazenamento cheio da matriz, e providas pela biblioteca HSL Mathematical
Software Library [HSL, 2013|, aplicada a matrizes esparsas que permite resolver sistemas
maiores. Devido aos desafios numéricos e computacionais para a implementacao da for-
mulacao ADO-Nodal em problemas de anisotropia geral, apresentam-se ainda diferentes
alternativas de soluc@o do sistema linear: uma baseada no uso da ScaLAPACK [Blackford
et al., 1997] e a decomposi¢ao de dominio via complemento de Schur [Chan e Mathew,
1994; Smith et al., 1996]. E por fim, descreve-se o desempenho computacional obtido na

solucao do sistema linear.

4.1 Derivacao das Equacoes que Compoem o Sistema Linear

Para estabelecer a solucao geral dos problemas bidimensionais discutidos até aqui,
precisa-se determinar todos os coeficientes desconhecidos das solu¢oes ADO-Nodal para as
intensidades médias nas variaveis y e x. Determinam-se as incognitas resolvendo um sis-
tema de 4V (H K') equagbes lineares para as aproximagoes consideradas constantes. Nesta
secao, deriva-se o sistema de equacoes lineares para a obtencao dos coeficientes presentes
nas expressoes das intensidades médias locais nas variaveis = e y. O sistema é gerado
por conjuntos de equagoes obtidas a partir: (i) das condigoes de contorno; (ii) das condi-
¢oes de continuidade nas interfaces das regioes; (iii) equagdes auxiliares que aproximam
intensidades desconhecidas nos contornos; (iv) equagoes que definem a solugao particular
(ja que a fonte é desconhecida, pois depende das intensidades nos contornos). Cada um

desses conjuntos deve estar associado as intensidades unidimensionais integradas, em x e
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Para determinar as variaveis desconhecidas da solucao geral, Equacoes 3.80 e 3.81,
primeiro substitui-se a expressao da solugao particular constante, dada pela Equacao 3.72,
nas Equacoes 3.1 e 3.4. Desta forma, as solucoes particulares S; , para a intensidade média

local em y devem satisfazer o sistema de equacoes

L l M
Brsi,r - Zj: { Z Z (2 - (507p)clpplp(€z) Z wnljlp(gn)nzxﬂn; Sn,r)} =

=0 p=0 n=1

Koy, () — 2 [T, 0, ) — L, by, )], (4.1)

parai=1,..., M. Aqui utiliza-se o fato de que w; = wiynr/2; i = —figrr/2 € i = Nienr/2-
Como detalhado anteriormente nas Equacoes 3.59a e 3.59b, as intensidades des-
conhecidas nos contornos das regioes sao aproximadas por constantes. Integrando as

Equacoes 3.59a e 3.59b para x € [a},_;, a},] obtém-se

Ly (b)) = Dy (4.2a)
Lo (b1, 8%) = D14, (4.2b)
parai=1,..., M. Neste ponto é importante destacar que nas Equagoes 4.2a e 4.2b as di-

recoes seguem o ordenamento da intensidade integrada em z, enquanto que a Equacao 4.1
utiliza o ordenamento da intensidade integrada em y. Assim, nao é possivel a direta subs-
tituicao das aproximagoes para as intensidades desconhecidas nos contornos das regioes
no sistema de equacoes das solucoes particulares. Especial atencao deve ser dada, em
particular para fins de implementacao, para relacionar os indices de forma consistente,
desta forma de acordo com as Figuras 3.2 e 3.3 é necessario determinar as equivaléncias

dos indices em cada um dos ordenamentos como

e i=1,...,M/4 no ordenamento y equivale a i = 1,..., M/4 no ordenamento x;

i = M/4+1,...,M/2 no ordenamento y equivale a i = M/2 + 1,...,3M/4 no

ordenamento x;

i =M/2+1,...,3M/4 no ordenamento y equivale a i = M/4+ 1,...,M/2 no

ordenamento x;

i=3M/4+1,...,M no ordenamento y equivale a i = 3M/4 4+ 1,..., M no orde-
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namento x.

Considerando as equivaléncias apresentadas acima, a partir da substituicao das
Equacoes 4.2a e 4.2b na Equacao 4.1 ocorre o acoplamento dos problemas integrados nas

direc¢oes x e y, assim reescreve-se a Equagao 4.1, para i =1,..., M/4, como

L l
_Usr{z Z 2—50pCPp fz anpp é“n) Z(QmSn?“)}

I=0 p=0
(+ p par)

+ 2—1 (Dkrz - Dkfl,r,i) = KTI(,W (%), (43&)

L l
BrSitm/ar — Z;T { Z Z (2 50,p)CpPP &) anPp én) (Qn, Sh r)}

=0 p=0 n=1

Ni+M/a
'S
o,

(Dirismy2 — Di—1pivnyz) = krly, (), (4.3b)

L !
BrSitm/2r — UST{Z Z (2 —00,)CT PP (&) anPp &) T, (ﬂn,Snr)}

=0 p=0 n=1
(I+p par)
Ni+M
+ ;T /2 (Dk,r,i-{-M/zl - Dk—l,r7i+M/4) = "irlby,« (JI), (43C)
k

L !
BrSivan/ar — %{ Z Z (2 — 80,,)CTPP(&) anPp E (Qn,Sm)}

1=0 p=0 -
(I4+p par)
T)i+3M /4
+ 2 (Dkarvi+3M/4_Dkfl,r,i+3M/4) = Ky Qy,, (z). (4.3d)

U

Dessa forma, substitui-se a solucao geral do problema, dadas pelas Equagoes 3.82

e 3.83, no lado esquerdo das Equagoes 4.2a e 4.2b, e entao realiza-se a substituicao das
equacoes resultantes nas variaveis Dy ,; e Dy_1,,; das Equacgoes 4.3 e gera-se o sistema de

equagoes
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M/2
Z |: (B =bk—1)/5r 1:| {®xr(7ﬂr> Q, )B]r - (I)xr(’erv Qi+M/2)Bj+M/2,T}

L l
+BTSZ',T - Tar { Z Z (2 - 5O:P)Clpplp(£l) (44&)

X anPp &) TY ﬂn,Snr)} = rply,, (2),

Z % |:6_(b71;_b£1)/’7jr — ]_:| {—CIDW('ij, Q’i+M/2)Bj,T + q)zr(’yjr) Qi)Bj+M/2,T’}

L l
+BrSitmjar — = { Z Z (2= 00p)C7 B (&) (4.4Db)
=0 p=

(I+ par)

X anpp é-n Qny Sn 7’)} = K/"'[byr(x)7

~ =t ) e 1] {%r(%‘r, Qirriya) B — Par (e, Qz‘+3M/4)Bj+M/2J}

oL

I MS

[l [\&]
) |:
wﬁ -~

| —|

L l
+BrSivmyzr — (Z; { Yo > 2-6,)CrPE) (4.4c0)

X anPp &) TE Qn,Sm)} = Kply,, (2),

n—i [6_(%_1);‘1)/%" - 1} {—(I)xr(%'r, Qi r301/4) Bjr + @or (V)0 Qi+M/4)Bj+M/2,r}

L l
+ﬁr +3M/4,r — Ost { Z Z 2 5017)0 P (gl) (4 4d)
p=0

1=0
(I+p par)

X an Qny Sn T)} - li'f’]byr(l‘)7

parai=1,..., M/4.
De forma semelhante, para determinar as variaveis desconhecidas das Equacgoes 3.82

e 3.83 da solugao geral, primeiro substitui-se a expressao da solugao particular constante,
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dada pela Equacao 3.73, nas Equagoes 3.9 e 3.12. Desta forma, as solugoes particulares

Wi, para a intensidade média local em x devem satisfazer o sistema de equacoes

L l M
@“Ww—%{Z > <2—5o,p>0fﬂp<@>anﬂp@n)m(ﬂmwﬂm)}:

=0 p=0 n=1
(I+p par)
Hi r r
/{T]bzr(y) - Q9_T []T(ah’ Y, QZ) - Ir(ah—byv Qz)] ) (45)
h
parai = 1,..., M, onde utiliza-se o fato de que w; = Wiy rr/2; i = Pitrry2 € M = —NiyM/2-

Assim como no caso anterior, as intensidades desconhecidas nos contornos das re-
gioes sao aproximadas por constantes, como detalhado anteriormente nas Equagoes 3.59¢

e 3.59d. Assim, integrando as Equagoes 3.59¢ e 3.59d para y € [b_;,b}] obtém-se
Iy (ah, ) = Chyry (4.6a)

IyT(a;z—b Qz) = Chfl,r,h (46b)

parat=1,..., M.

Mais uma vez, especial atencao deve ser dada ao ordenamento dos indices para
associar de forma consistente. As Equacoes 4.6a e 4.6b seguem o ordenamento da inten-
sidade integrada em y e a Equacao 4.5 utiliza o ordenamento da intensidade integrada
em x. Tendo isso em mente e apds algumas manipulagoes algébricas anédlogas aquelas
utilizadas para a obtencao do sistema de Equacoes 4.4, obtém-se um novo conjunto de

equagoes lineares

L l
+ﬂrm/z’,r - Z: { Z Z (2 - 507P)Clpplp(€l) (4.7&)
=0

=0 p
(I+p par)

X Z wnPlp(fn)Tf;(Qm Wn,r)} = ’%lezr (y)a
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i [e(azaz‘l)/yﬁ - 1] {_(I)yr<yjra Qipny2)Ajr + Py (Vi Qi)Aj—i-M/Z,r}

L l
Osr
+B-Wisnjar — E{ Yo > 2=60,)CPP(&)  (47h)
0

=0 p=
(I+p par)

M
XY w, PP(&) T (Q, Wn,n} = ti, Iy, (y),
n=1

M/2
g_i |:e_(a2—a21)/l/jr —_ 1:| {éyr(yjr, Qi+M/4)Aj,7’ — éyr(yjra Qi+3M/4)Aj+M/2,r}
j=1
o L l
+B:Wismyor 4ST { Z Z (2= 00p)CTE/ (&) (4.7¢)
=0 =0
(l—fp par)
M
x> wn Pl (6) T (S, Wm} = torlb,, (1),
n=1
M2

Z % {6_(%_‘121)/% — 1] {_(I)yr(yj'm Qi+3M/4>Bj,r + @, (v, Qi+M/4>Bj+M/2,r}
h

Jj=1
O-ST'
47

L !
+6, Witamjar — { Z (2 = 00,)CT P (&) (4.7d)
!

=0 p=0
(I+p par)

M
X Z wnplp<€n)7;€<ﬂm Wn,r)} = KrIbZT (y);
n=1

parai=1,...,M/4.

Neste ponto, para que todas as variaveis desconhecidas da solucao geral possam
ser determinadas, necessitam-se de equagoes que sao provenientes do uso das condig¢oes
de contorno do problema e da imposicao de continuidade nas interfaces das regioes.

Primeiro, integra-se para y € [b,_,,b}] as condi¢des de contorno a esquerda e a

direita do dominio, x = 0 e x = a, dada pela Equacao 2.16

Lo (0.9) = €uly, (0)+ 257 w;l,.(0,9)|n - 2], (4.82)
Trn-ﬂj>0

Lr(a, ) = euly, (@) + £ 7 wil, (0, 9))ln - 2, (4.8D)
n-ﬂj>0

para i = 1,...,M/2. Por outro lado, integra-se para = € [a]_;,a}] a Equagao 2.16 das
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condic¢oes de contorno inferior e superior do dominio, no contorno y =0 e y = b,

Lr(0,92) = €uly, (0) + 2 3" w;L,(0,9))n - 9], (4.8¢)
ﬂ-n-ﬂj>0

Lp(b, ) = €uly, (0) + 5 37 0L (b, )ln - @, (4.8)
n-ﬂj>0

parai=1,..., M/2.
Substituindo as Equagoes 3.80 e 3.81, da solugao geral para o fluxo integrado em
y, nas Equacoes 4.8a e 4.8b da condi¢cao de contorno esquerdo e direito, escrevem-se as

seguintes expressoes ao considerar x = (

M2
Z (A ®yr (Vi Qi) 4+ Ajnay2aPyr (Vi QHM/Q)G_(@Z_O)/V”] + Si

J=1

M
P

_ P 1,.(0,Q = €,1p, (0), (4.9
- E wi Ly (0, Q) || = €1y, (0), (4.9)

k=M/2+1
chegando a expressao
M/2
Z{ [Aj,rq)yr(yjra Q)+ Aj+M/27r(Dyr(er, Qi_i_M/Q)e—(aZ—O)/er}
j=1

M
B g Z wk|luk| [Aj,rq)yr(yjm Qk) + Aj+M/2,r<I>yr(er7 Qka/2>€_(a2_0)/er] }

k=M/2+1
M

+S”_§ S° wilwelSkr = €wly,, (0), (4.10)

k=M/2+1
e ao considerar r = a,

M2
Z (A @y (v, Qi ara)e” O 4 Aj o @y (v, )] + Siiarjan
=1

M2

- %Zwk]yr(a’ Qk‘)'luk| - ew]byr (a)7 (4]‘1)
k=1
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chegando & expressao

M/2
Z{ [Ajr®yr(Vje, Qi) e B0 4 A ago @y (v, )]

J=1

M/2
- % Z wk|l’[’]f| |:Aj7r(by1"(yj7’7 Qk)e_(a_azfl)/yﬂ + Aj+M/2,r(I)yr(er7 Qk+M/2)} }
k=1

M/2

p
+ Si+M/2,T’ - ; ;wklﬂk|sk,r = ew]byr (CL), (412)

parai=1,..., M/2.
De forma similar, substituindo as Equagoes 3.82 e 3.83, da solucao geral para o
fluxo integrado em x, nas Equagoes 4.8c e 4.8d da condigao de contorno inferior e superior,

escrevem-se as seguintes expressoes ao considerar y = 0

M/2
Z (B ®ur (Virs ) + Bjinryor @ar (Vjr, Qignryo)e” B0 + W,

j=1

M
P Z Wi Lo (0, Q) k| = €1, (0), (4.13)

k=M /241
chegando a expressao
M2
Z{ [Bjr ®ur (Vi ) + BjarjorPar (Vir, Qisnrya)e” Tem0/0r]
j=1
p M
B ; Z wk|77k" [Bj,rq)xr<7jr7 Qk) + Bj+M/2,r(I):r:r(7jra Qka/2)€_(bz_0)/wr} }
k=M /241
p M
+ I/Vi,r - — Z wk|nk\Wk,r = €w[bzr(0), (4.14)
s
k=M /241

e ao considerar y = b,

M2
Z [Bjir®ar (Virs Qg arya)e™ %00 4 By apn 1@ (i, Q)| + Wigaayor
j=1
M2
P
_f L (b, Q) k| = €y, (b), (4.15
szk (0, ) [ne| = €wl,, (b), (4.15)

k=1
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chegando & expressao

M/2
Z{ (B ®ar (e, Qg aaje)e™ 0000 4 By iy o @ (0, )]

J=1

M/2
- g Z wk|nk| [Bj,rq):m‘ (7]’7“7 Qk)e_(b_bzfl)/’yﬂ + Bj+M/2,r(I>a:r (’era Qk+M/2)} }
k=1

M/2

p
W, ,— = Wi = €41y, (b), (4.16
+ Winjzr = = ;wk|nk| kr = €wly,, (b), (4.16)

parai=1,..., M/2.
Por fim, a partir da imposicao de continuidade para a intensidade nas interfaces
das regides, obtém-se as equagoes para o fechamento do sistema linear. Assim, tém-se

que as intensidades médias ao longo da direcao y devem satisfazer

T r+1
]yr(aha Qz) - Iy(r-i-l) (aéj_l )7 QZ): (417)
para it =1,..., M. Dessa forma, obtém-se as equagoes
M2
> {Aj,rq’yr(% Qu)e” R Ao @y (Vs Qigarga) —
j=1

—(ay "V =a ") via0)

Aj,(r+1)@y(r+1) (Vj(r+1)a Qz) - Aj+M/2,(r+1)q)y(r+1)(Vj(r+l)7 Qi+M/2)@

+ Si,r — Si,(r—i—l) = 0, (418&)

M/2
> [Aj,r%(”m Qiparj)e BV Ao @y (v, i) —

j=1

(@D gDy
Aj,(r+1)(1)y(r+1)(yj(r+1)aQi+M/2) - Aj+M/27(r+1)(I)y(r+1)(Vj(r-i-l);Qi>€ (@ h-1 Vi)

+ Sitmj2r — Sivcmy2,r41) = 0, (4.18b)

parai=1,..., M/2.

E as intensidades médias ao longo da direcao x devem satisfazer

L (0, %) = Ly (0], 00), (4.19)
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para i =1,..., M. Dessa forma, obtém-se as equacoes
M/2
Z [Bjmq)wr('yjr’ Qi)e_(bz_b};*l)/%r + Bj+M/2,rcI)zr('7jr, Qi—i—M/?)_
j=1

—(b TV =6 ) vy

Bj,(r+1)(1)x(r+1) (’Yj(r+1), Qz) - Bj+M/2,(r+1)(I)x(r+1)(’Yj(rﬂ), Qi+M/2)€

+ WZ‘J« - VVi7(T+1) = 0, (420&)

M/2
Z |:Bj,'rc1)zr('7jr7 Qi+M/2)€_(b;_bZ*1)/7” + By my2.rPar (Vs i) —

j=1

—(b T =6 ) vy

Bj,(r+1)q)x(r+1) (%’(rﬂ), QiJrM/Z) - Bj+M/2,(r+1)(I>x(r+1)(’Yj(r+1)a Qi)e

+ Witnmyo,r — Wisnmyo,i1) = 0, (4.20b)

para i = 1,..., M /2. Nota-se que nas Equacoes 4.18 o termo (r + 1) refere-se a regido
do dominio a direita da regiao r, particionamento na horizontal, e nas Equagoes 4.20 o
termo (r+ 1) refere-se a regido do dominio acima da regiao r, particionamento na vertical.
Lembrando a defini¢ao da regido r para = € [a},_;,a}] e y € [b,_1,b}].

As equagbes obtidas nesta segdo definem o sistema linear de ordem 4M (H K) cuja
solucao determina os coeficientes A;,, B;,, S;, e W,, da solucao geral do problema
para as intensidades médias na variavel y, conforme as Equagoes 3.80 e 3.81, e para as
intensidades médias na variavel x, de acordo com as Equacgoes 3.82 e 3.83. Dessa forma,
o sistema linear é composto pelas Equacoes 4.4 e 4.7 provenientes do acoplamento das
equagoes para as solugoes particulares e das aproximacoes das intensidades desconhecidas
nos contornos das regioes; pelas Equacoes 4.10, 4.12, 4.14 e 4.16 provenientes das condi¢oes
de contorno do problema e por fim pelas Equacoes 4.18 e 4.20 oriundas da imposicao de
continuidade nas interfaces das regioes, completando as 4M(H K) equagdes necessérias

para determinar todas as incognitas do problema.

4.2 Ordenamento dos Conjuntos de Equacoes

O conjunto de equagoes que compoem o sistema linear, determinado na Sec¢ao 4.1,
pode ser ordenado de iniimeras formas dependendo de como sao enumeradas as regioes

da malha e da ordem das variaveis do vetor de incognitas. O ordenamento das equagoes
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influencia na estrutura da matriz e como consequéncia a escolha de quais métodos nu-
méricos de resolucao sao viaveis de serem aplicados. Neste trabalho, apresentam-se duas
formas de ordenamento: primeiro uma forma a qual denomina-se de configuragao padrao,
e depois uma nova configuracao com o reordenamento das equagoes.

O sistema linear busca encontrar o vetor de coeficientes desconhecidos na solugao
geral, ordenado da forma {4, ,,S;,, Wi, B;,} parai=1,..., M diregdes e r = 1,..., R
regioes da malha. Lembrando que o dominio é divididoem r = 1, ..., R regioes retangula-
res, definidas por x € [a],_;,a}] ey € [b_;,b;] com0<a} ; <a} <aelO<b, , <b <b,
onde h=1,...,H ek =1,..., K indicam um ntmero de subdivisoes consideradas nos
eixos T e y, respectivamente, como visto na Figura 4.1. As regides de dominio sao listadas

da esquerda para a direita e de baixo para cima, conforme exemplificado na Figura 4.1.

y
i
b
=K >
k=K-1—*»
b,
b '

k:2 — 9 r10

k=1 »

rl r2 3 r4 5 6 7 8
r r
0 ? ? &y &y ? Aa

h=1 h=2 h=H-1 h=H

»

Figura 4.1 — Dominio subdividido em uma malha de H x K regioes retangulares.

O primeiro ordenamento segue uma forma denominada padrao de construcao do
sistema linear, presente nos trabalhos [Rui e Barichello, 2018; Barichello et al., 2018; Rui
et al., 2020a,b|, no qual consideram-se as equagdes na ordem descrita abaixo aplicando-se
as condigoes do problema nas regides da esquerda para a direita (intensidade média na

dire¢@o z) e de baixo para cima (intensidade média na dire¢ao y):
e cquacao da condigao de contorno em x = 0: Equacao 4.10;
e cquacoes de continuidade nas interfaces das regioes na direcao y: Equagoes 4.18;

e cquacao da condigao de contorno em x = a: Equacao 4.12;
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e conjunto de equagoes lineares derivadas da solugao particular na direcao y incluindo
equagcoes auxiliares que aproximam intensidades desconhecidas nos contornos: Equa-

coes 4.7,
e cquacao da condigao de contorno em y = 0: Equagao 4.14;
e equacoes de continuidade nas interfaces das regioes na direcao x: Equagoes 4.20;
e cquacao da condigao de contorno em y = b: Equacgao 4.16;

e conjunto de equagoes lineares derivadas da solugao particular na direcao x incluindo
equagoes auxiliares que aproximam intensidades desconhecidas nos contornos: Equa-

coes 4.4.

A configuracao do sistema descrita acima, resulta em uma estrutura da matriz
na qual observam-se varios elementos nulos na diagonal principal da matriz, conforme
estrutura da matriz mostrada na Figura 4.2. Nessa configuragao pode-se resolver o sistema
linear, por exemplo, através do uso de subrotinas do pacote LAPACK (Linear Algebra
Package) [Anderson et al., 1999], especificamente, subrotinas DGETRF/DGETRS que
fazem uso da fatoragao LU. Com o uso das subrotinas do LAPACK é necesséario que a
matriz seja toda armazenada em memoria, isto é, armazenar os elementos de todas as
linhas e colunas, inclusive os elementos nulos. E conforme aumenta-se a malha H x K a

ordem da matriz serd maior, requerendo maior capacidade de memoria de armazenamento.

Matriz: m= 768, n= 768, Ndo-nulos= 17344, Esparsidade= 2.9405%

N

SN
;3::“}\ \
3"

Q [
416 J S [ |
444 . g . b L . s
472 s N s
499 AER NN LN | (]
527 s . Sy g a8
[ ] ]
555 4 (] s N (] s
582 \y s ()
610 H LY . []
638 LI A\ L.
666 g N L
693 + A} L RN a l l
721 3 ., \ SNy g - a
749 . g N ™
rmrrrrrrrrrererrrrrrerreerrrrrerererrererrrerere’r
N O T HON T ACPUN I ROTANDINDNS RO D = D
283I-RLIYIRLRSRaILINBBESBERTS
CRE22RERB883TIFTIRBBSBEBRNR
n

Figura 4.2 — Distribuigao dos elementos do sistema linear por configuragao padrao.
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As matrizes de alta ordem para a resolucao dos problemas de radiagao, juntamente
com a solucao dos sistemas lineares através de métodos diretos, apresentaram-se ter uma
limitagao computacional. Em relacao ao armazenamento das matrizes, a quantidade de
memoria requerida pelas subrotinas DGETRF/DGETRS da LAPACK é na ordem de
4MHK, e outra limitacdo em relacio ao tempo de execugao que ¢ de ordem O(4M HK)3.
Assim, investigou-se o uso de métodos iterativos de solugao do sistema com esta estru-
tura, como havia sido usado anteriormente em trabalhos do ADO-Nodal em aplicagoes
de néutrons |[da Cunha et al., 2015; Moura et al., 2018]. Contudo, devido ao condiciona-
mento da matriz ser alto, tornou-se impossivel alcancar a exatidao necessaria. A partir
destas dificuldades, investigou-se o uso do algoritmo de fatoracao LU aplicado a matrizes
esparsas com estrutura diagonal, no qual uma implementacao é fornecida pela subrotina
HSL MAA48 da HSL Mathematical Software Library [HSL, 2013]. Devido a estrutura di-
agonal exigida pela subrotina, estudou-se um reordenamento do sistema para se adequar
ao uso da HSL. MA48.

Alterando a ordem de aplicagao das condi¢oes descritas no ordenamento padrao
obteve-se um reordenamento adequado do sistema. Denomina-se este novo formato como
sistema reordenado. O sistema é construido linha a linha em quatro etapas. Em cada
etapa descrita abaixo, percorre-se todas as regioes considerando um loop em k = 1, K

com outro loop aninhado para os elementos em h:

e aplicam-se as equagoes correspondentes ao contorno esquerdo (Equagao 4.10 ou

Equagao 4.18a) e ao contorno direito (Equagao 4.18b ou Equagao 4.12);

e aplica-se o conjunto de equagoes lineares da solugao particular na dire¢ao = (Equa-

goes 4.4);

e aplica-se o conjunto de equagoes lineares da solugao particular na dire¢ao y (Equa-

goes 4.7);

e aplicam-se as equagbes para o contorno inferior (Equagao 4.14 ou Equagao 4.20a) e

o contorno superior (Equagao 4.20b ou Equacao 4.16).

Na Figura 4.3 mostra-se a estrutura da matriz de acordo com a ordenacgao descrita
acima. E possivel ver que, a partir da ordenacgao aqui apresentada, os elementos diferentes
de zero da matriz sao agrupados entre as diagonais, embora nem todas as diagonais da

matriz estejam preenchidas por valores diferentes de zero.
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Matriz: m= 768, n= 768, Ndo-nulos= 17336, Esparsidade= 2.9392%

28 o
56 o
84 H
111 4
139 H
167 H
194 4
222 +
250 o
278 4
305 o
333 4
361 o

416
444
472 4
499 J
527 4
555 J
582 J
610 J
638
666
693 J
721

Figura 4.3 — Distribuigao dos elementos do sistema linear reordenado.

Através desse reordenamento das equagoes é possivel resolver o sistema via biblio-
teca HSL que permite alocar a matriz de forma esparsa, o que reduz significativamente a
memoria RAM necesséaria para tal armazenamento. Isso é fundamental possibilitando-se
aumentar a quantidade de regioes nas quais o dominio é dividido, bem como aumento do
ntimero de dire¢oes discretas a serem consideradas.

Apesar deste procedimento permitir a resolugao de problemas baseados em siste-
mas lineares de ordem superior aos casos anteriores baseados no formato padrao, ainda
observam-se restrigdes de aplicabilidade (performance) da subrotina HSL e neste sentido
formas alternativas sao buscadas: como uso da subrotina ScaLAPACK [Blackford et al.,
1997] e técnicas de decomposi¢ao de dominio por complemento de Schur [Chan e Mathew,

1994; Smith et al., 1996].

4.3 Solucao do Sistema Linear via ScaLAPACK

O sistema linear resultante da formulacao ADO-Nodal surge porque tem-se procu-
rado evitar a resolucao da equagao através de técnicas de varreduras que outros métodos
utilizam e que podem demandar de muito tempo computacional. Até mesmo porque re-
sultados preliminares indicaram 6timo desempenho do método ADO-Nodal em malhas
grossas. Testes aqui realizados apontam que estes sistemas lineares sao potencialmente

grandes e esparsos, que requerem alto poder computacional ou até mesmo que nao sao
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possiveis de serem resolvidos através de métodos diretos, fazendo-se necessario investigar
técnicas iterativas paralelas na solugao de sistemas esparsos de equacoes lineares.

A solugao do sistema linear através do uso da biblioteca LAPACK [Anderson et al.,
1999, para a configuragdo padrao, ou pela rotina HSL [HSL, 2013|, para o sistema re-
ordenado, foi implementada em um programa e resolveu-se de forma sequencial em um
modelo de processamento em memoria compartilhada, esbarrando-se em uma limitagao
da quantidade de memoria RAM disponivel. Neste caso, recorreu-se a solugao do sistema
linear reordenado com uso de paralelismo através do uso de uma biblioteca de algebra
linear de alto desempenho, a ScaLAPACK (Scalable LAPACK) [Blackford et al., 1997],
fazendo uso de um modelo de processamento em computadores de memoria distribuida.

O ScaLAPACK é uma biblioteca de rotinas especificas para resolver numerica-
mente problemas de algebra linear, como a resolucao de sistemas de equacoes lineares e
problemas de autovalores. De forma geral é uma extensao da biblioteca LAPACK, resol-
vendo problemas em paralelo, em arquiteturas de memoria distribuida e com mecanismos
de comunicagao entre os processadores. As implementacoes existentes permitem o uso das
bibliotecas baseadas no padrao MPI (Message Passing Interface) e com desenvolvimento
no estilo SPMD (Single Program Multiple Date). A distribui¢ao dos dados é feita de forma
ciclica por blocos.

Além da LAPACK, a ScaLAPACK usa as componentes BLACS (Basic Linear
Algebra Communication Subprograms) que é uma biblioteca com as rotinas dedicadas ao
mecanismo de comunicagao entre os processos e PBLAS (Parallel Basic Linear Algebra
Subprograms) que é um conjunto de rotinas para memoria distribuida anélogas as da
BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms). A subrotina usada com a ScaLAPACK para
resolver o sistema linear através da decomposicao LU é a PDGESV.

Os processadores sao distribuidos em uma malha de processos bidimensional, no
qual denotando P, como sendo os processos por linhas e P. os processos por colunas, entao
tem-se P = P, x P. onde referencia-se cada processador pelas suas coordenadas (P,, FP.) e
P é o ntimero de processadores utilizados. Na Figura 4.4 mostra-se o mapeamento de 8
processadores em uma grid 2 x 4 (P =8, P. = 2, P. = 4). Tem-se que a coordenada (0, 0)
refere-se ao processador 0, a coordenada (0, 1) refere-se ao processador 1, a coordenada
(0,2) refere-se ao processador 2, a coordenada (0, 3) refere-se ao processador 3, a coor-

denada (1,0) refere-se ao processador 4, a coordenada (1, 1) refere-se ao processador 5, a
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coordenada (1,2) refere-se ao processador 6 e a coordenada (1, 3) refere-se ao processador

7, totalizando os 8 processos.

L= el )
QU= [ =
DN DN
~N | W | W

(0,0)](0,1)1(0,2)](0,3)
(L,0)|(1,1){(1,2)[(1,3)

Figura 4.4 — Grade de processadores: exemplo de ordenacao de oito processos mapeados

em um grid de 2 x 4.

Distribui-se a matriz global nos processadores através de uma distribuicao ciclica
por blocos, ou seja, a matriz global M x N é quebrada em blocos de tamanho Mg x Np
e é distribuida na grade de processos P, x P. de forma ciclica.

Na Figura 4.5 apresenta-se um exemplo de distribui¢ao da matriz em blocos para
os processadores. Dada uma matriz de dimensao 7 x 7, consideram-se 6 processadores
que compoem uma grid 2 X 3 e os blocos matriciais usados na distribui¢ao com dimensao
2 x 2. Mostra-se na Figura 4.5a a distribuicao dos processadores em uma malha, cada qual
representado por uma cor para melhor identificar a matriz bloco associada ao respectivo
processador. Na Figura 4.5b particiona-se a matriz global em blocos e associa-se cada
bloco de forma ciclica a um processador da grid de processos, resultando-se na Figura
4.5c. Por fim, agrupando os elementos correspondentes a cada processador, obtém-se a
malha da Figura 4.5d. Assim, cada processador recebera um bloco da matriz global para
resolver o sistema linear. Para o vetor dos termos independentes divide-se em blocos por
linhas e atribuem-se os processadores da grid na ordem das linhas.

Através da implementacao da ScaLAPACK em maquinas com processamento em
memoria distribuida espera-se avancar os estudos dos problemas aqui abordados, procu-

rando a extensao da solugao do sistema linear em malhas mais refinadas.



(a) Grade 2 x 3 com 6 processadores.

11 Q12 |0A13 A14 | A15 A6 | A17
A21 Q22 |A23 A24 | A25 QA6 | A27

31 (32 |A33 A34 |A35 A36 | A37
Q41 Q42 | Q43 Q44 | Q45 Q46 | A47

G51 Qs2 | 53 As4 | As5 Ase | As7
Qg1 Qg2 | A3 A4 | Aes Qg6 | AeT

\ a71 Qrp | Q3 G| Qrs 76 | Q77

(b) Matriz 7 x 7 particionada em blocos 2 x 2.

a15 QA16
Q25 Q26

a31 Aagz2 | G33 A34 | G35 A36 | A37
Q41 Q42 | Q43 Q44 | Q45 Q46 | Q47
55 56

65  Ae6
a7l Qr2 | A73 QAra | A75 Q76 | A77

(¢) Distribuigao ciclica por blocos.

a15 Q16
G25 (26
55 Q56
ae5  A66
31 a3z Aag7 |33 (34 |0A35 (36
G41 Q42 Q47| A43 Q44 | A45 46

\ a7 Qrp Qrr|Qrs Qra | G7s Qe

(d) Matriz distribuida na grade de processos 2 x 3.

)
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Figura 4.5 — Distribuicao ciclica por blocos: mapeamento de uma matriz 7 x 7 em blocos

2 X 2 para uma grid de processos 2 X 3.
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4.4 Decomposicao de Dominio - Complemento de Schur

Nesta secao aborda-se a técnica de decomposicao de dominio através do com-
plemento de Schur, outra técnica investigada para resolver o sistema linear oriundo da
aplicagao do método ADO-Nodal na equagao bidimensional de transferéncia radiativa.
Uma das vantagens do uso de métodos de decomposicao de dominio é a possibilidade
de resolver problemas de grande dimensao em computadores com menor capacidade de
processamento e memoria, e além disso, a possibilidade de resolver problemas em compu-
tadores paralelos [Chan e Mathew, 1994].

Uma forma de resolver equacoes diferenciais parciais a fim de obter solucoes de
forma mais rapida é através do uso de técnicas de decomposicao de dominio. A decompo-
sicao de dominio é uma técnica que pode ser usada para desenvolver algoritmos que sejam
de natureza paralela, uma vez que os subdominios podem ser manipulados independente-
mente. A esséncia do método é resolver o problema no dominio todo a partir das soluc¢oes
obtidas nos subdominios. E existem duas classes principais de decomposi¢cao em subdo-
minios que diferem conforme a particao do dominio: com sobreposicao de subdominios,
overlapping, que incluem os métodos de Schwarz; e sem sobreposi¢ao de subdominios,
non-overlapping, que é conhecida como métodos de Schur ou de subestrutura¢ao [Smith
et al., 1996].

Neste trabalho, utiliza-se a técnica que nao possui sobreposi¢ao de dominios, pelo
fato dos subproblemas serem menores e mais faceis de programar. Para a solugao dos
subdominios o uso de métodos diretos é uma tentativa para se obter uma solu¢ao mais
precisa e uma convergéncia mais rapida.

Na busca de resolver o sistema linear de equagoes Ax = b, que pode ser estendido
para um ambiente paralelo, utiliza-se a decomposi¢ao de dominio através do complemento
de Schur. Neste método considera-se a hipotese de que a malha esta definida no dominio 2
e que este dominio é particionado em s subdominios {2; sem sobreposicao, parai =1,...,s,
ou seja, {2 = LSJ Q; [Saad, 2003|. Desta forma, na abordagem non-overlapping decompde-

=1
se o dominioZ fisico do problema, denominado por €2, em s subdominios disjuntos, €2;
com ¢ = 1,...,s, nao sobrepostos, com interface I" entre eles, como pode ser visto na

Figura 4.6.
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Iﬁ12 r23 I134

Figura 4.6 — Dominio (2 subdividido em subdominios {2; com interface I" entre eles.

Na Figura 4.7 representa-se a decomposi¢cao de dominio com divisoes internas da
malha. O dominio 2 de uma malha 12 x 12 é dividido em trés subdominios 2;, com
1 =1,2,3, onde as regioes em azul representam as células de incognitas internas, que per-
tencem ao interior do subdominio €2;, e as regides em vermelho representam as incognitas

de fronteira nas interfaces dos subdominios.

Figura 4.7 — Decomposicao do dominio na malha 12 x 12 com a representacao das

células internas e de fronteira.

Mostra-se na Figura 4.8 a estrutura em blocos da matriz associada com a decom-

posicao de dominio, representada na Figura 4.7.
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Figura 4.8 — Matriz em blocos associada com a malha da Figura 4.7.

Em cada subdominio €2; ordenam-se as células locais de forma que as células per-
tencentes a interface I' (fronteira com subdominio vizinho) séo listadas depois das células
internas do subdominio [Saad, 2003]. Denotam-se os nos nas interfaces como xg € 0s nos
no interior dos subdominios como xj.

Seguindo esta forma de ordenacao, se o dominio for particionado em s subdominios,
o sistema linear Ax = b associado ao problema terd a seguinte estrutura [Smith et al.,

1996; Quarteroni e Valli, 1999; Grooss, 2001; Formaggia et al., 2006]:

1 1) 5 B T B T
Al AV R, 0] [
2 2) ©
Agl) A%R? x?) b§2)
: = (4.21)
A(S) A(S)R (s) (s)
I IB Ty b;
RTAD RTA® .. RTAW S RTAD R
1“*BI 2“*BI s “*BI Z: BB _XB_ _bB_

no qual cada vetor x?) representa um vetor referente as incognitas que estao no interior
do subdominio €2; e xg representa o vetor de todas as incégnitas nas interfaces entre os
subdominios. E o vetor dos termos independentes é particionado de tal forma que bgi)
representa os termos independentes nas células internas e bg nas células da interface.

As matrizes de restricdo R s@o necessarias uma vez que cada elemento de xg nao esta

relacionado a todos os blocos. R; identifica as variaveis de um bloco, 2@ = Rix, e R;
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identifica as variaveis de fronteira de um bloco, xg) = R;xg. As matrizes de restricao R

sdo matrizes quase-identidade com elementos (k; k) = 1 quando a variavel zj, é interna ou
de fronteira.

De forma simplificada, expressa-se o sistema 4.21 como:

A A X b
11 1B o I (4.22)
Agpr Agp| |XB by

sendo que Ajr ¢ um bloco da matriz correspondente aos nés internos dos subdominios,
Agg ¢é a matriz correspondente a todos os nés da interface entre os s subdominios e Ayg

e Agr s@o as matrizes que representam as ligacoes entre as interfaces e os subdominios.

Define-se n(;) como sendo o ntimero de varidveis internas de cada subdominio, entao

S . .
o nimero total de variaveis internas do dominio Q é Ny = > n}z) e define-se ng) como
i=1

2

S .
sendo o namero de variaveis de fronteira de cada subdominio, entao Ng = > ng) é o

i=1
numero total de variaveis de fronteira do dominio €. Assim, considerando que o dominio

foi dividido em s subdominios (i = 1,...,s), cada subdominio ¢ tem um conjunto de

variaveis internas (z\"), contendo n!’

fronteira (z1), contendo ng) variaveis.

varidveis, e um outro conjunto de variaveis de

Do sistema 4.22 resulta as seguintes matrizes blocos:

[
Af
A2
Ap = " (4.23)
i AR
onde Ap € RV xNr ¢ A?I) e R com i = 1,...,s,
S
Aty
A(2)
Ap=| " (4.24)
A7
onde Ajg € RN *Ne ¢ A% e R N5 com 4§ = 1,...,s,

Api=[AG) AZ - A (4.25)
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onde Agy € RV8XNr ¢ Ag)l e RV5*” com 4 = 1,...,s,
Apg = [AG) ADL ..o ALY (4.26)
onde Agg € RV8XN5 ¢ A?B € RNox75 com § = 1,...,s, ¢
X1
X = (4.27)
XB

onde x € RN+ x; € RV xg € RV? com

A i
(2) (2)
x x
i i
onde x?) eR" e :Eg) € R"E com i = 1,...,s¢€
by
b= (4.29)
bg

onde b € RN +V2 by € RN bg € RV? com

a iy
b(2) b(2)

br=|'1], bg=|" (4.30)
] 5]

onde b?) eR" e bg) € RS com i = 1,...,s.
Usa-se uma fatoracao direta para eliminar os blocos abaixo da diagonal éng},

na matriz 4.21, assim obtém-se o sistema do complemento de Schur dado por
Sxp = g, (4.31)

ou seja,
S

(i st%) = b~ Y REAY (4) ) w3

i=1 i=1

onde

; i SN0 NG
50 = Ay - A% (4)” 48, (433
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S

i i i i A\ LG
g= 0 com g =) — Al () 0), (430
i=1

onde S ¢ R”?X”g),

gt c R eg € RY2 parai=1,...,s.
A matriz S@, definida pela Equacdo 4.33, é conhecida como a matriz local do
complemento de Schur. Dessa forma, expressa-se a matriz global em termos das matrizes

locais do complemento de Schur S de cada subdominio €);, para i =1,...,s da forma
S=> 80 (4.35)
i=1

onde S € RV8*Ns A matriz S definida pela Equacao 4.35 esté associada com as variaveis
na interface entre os subdominios e é conhecida como matriz global do complemento de
Schur.
Uma vez resolvido o sistema de complemento de Schur e obtido os valores xg na
(

interface, retorna-se para cada bloco e resolve-se para as variaveis internas x I) individu-

almente a cada subdominio, da forma:

Al =) — AY) Rixg, (4.36)
parat=1,...,s.

Obtém-se a solucao final do sistema pelo ordenamento dos elementos do vetor
solucao x composto pelas solucoes internas de cada subdominio a:y) e das variaveis de
interface xg.

Neste trabalho, para a decomposicao do dominio consideram-se as equacoes para
o sistema detalhadas na Secao 4.1, e como uma tentativa inicial considerou-se o partici-
onamento em s subdominios da malha de tal forma que cada subdominio ¢ tenha qua-
tro colunas de variaveis, conforme mostrado anteriormente na Figura 4.7. Dessa forma,
decompoe-se uma malha 8 x 8 em dois subdominios, uma malha 12 x 12 em trés sub-
dominios, uma malha 16 x 16 em quatro subdominios, uma malha 20 x 20 em cinco
subdominios, e assim sucessivamente. Assim, os subdominios nos extremos esquerda e
direita da malha, € e €, contém trés colunas de variaveis internas e uma coluna de
variaveis de fronteira, e os subdominios que ficam compreendidos entre dois subdominios

); contém duas colunas de variaveis internas e duas colunas de varidveis de fronteira.

Efetuou-se a escolha de particionamento do dominio dessa forma para além de garantir
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que cada subdominio tenha colunas de variaveis internas, também garantir que a solucao
do sistema seja possivel computacionalmente, pois desta forma tem-se que o nimero de
variaveis internas sempre é maior ou igual ao niimero de variaveis de fronteira, garantindo
assim que a matriz S nao requeira mais memoria para ser armazenada do que a propria
matriz A. Usando esse particionamento da malha, na Tabela 4.1 apresenta-se o ntmero
total s de subdominios i da malha, o ntimero de variaveis internas, n;(i), e o nimero
de variaveis de fronteira, ng(i), de cada subdominio. Também apresenta-se o tamanho
da matriz S do complemento de Schur e da matriz completa A para a malha (H x K)
abordada na Secao 4.2.

Tem-se que a quantidade de varidveis de um subdominio compreendido entre outros
dois subdominios é de 8M H varidveis internas e 8 M H variaveis de fronteira, a quantidade
de variaveis de um subdominio nos extremos esquerda ou direita da malha é de 12M H
variaveis internas e 4M H variaveis de fronteira. E a quantidade total de variaveis do
dominio é de 24M H +8M H (s — 2) variaveis internas e 8M H (s — 1) variaveis de fronteira.
Lembrando que H é o nimero de subdivisoes consideradas no eixo x (igual ao do eixo y)
e M é o numero de dire¢oes discretas da quadratura.

A partir da anélise da Tabela 4.1 fica evidente que, com a decomposi¢ao de dominio
via complemento de Schur, a dimensao do sistema linear Sxg = g a ser resolvido é muito

menor que a dimensao do sistema linear original Ax = b.

Tabela 4.1 — Dados das matrizes bloco do complemento de Schur.

Malha s i ngi) ng) matriz S matriz completa 4M (HK)
8§x8 2 1 96M  32M  64M x 64M 256 M x 256 M
2 96M  32M
12x12 3 1 144M 48M  192M x 192M D76 M x 576 M
2 96M  96M
3 144M  48M
16 x16 4 1 192M 64M  384M x 384M 1024M x 1024M
2 128M 128M
3 128M 128M
4 192M  64M
20x20 5 1 240M 80M  640M x 640M 1600M x 1600M
2 160M  160M
3 160M  160M
4 160M 160M
5 240M  80M
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Neste trabalho construiram-se as matrizes blocos necessarias para calcular S,
dada pela Equacao 4.33, de tal forma que apenas sao acessadas as linhas ou colunas quando
necessario, ou seja nao sao armazenadas como matrizes. Dessa forma, a memoria requerida
para armazenamento e solucao do sistema ¢é reduzida, porém o tempo computacional ¢é alto
uma vez que € preciso percorrer muitas vezes as linhas ou colunas das matrizes blocos
quanto for o nimero de variaveis de fronteira. Uma forma vidvel (com menor tempo
computacional) de resolugao do sistema linear via complemento de Schur é através da

paralelizacao do codigo.

4.5 Desempenho Computacional na Resolucao do Sistema Linear

A resolucao de sistemas lineares esparsos e de grande porte, que surgem quando o
método ADO-Nodal é usado para derivar solucoes de problemas bidimensionais de trans-
feréncia radiativa, considerando um grau arbitrério de anisotropia, ¢ um aspecto compu-
tacional relevante neste trabalho. Sabe-se que solu¢oes de sistemas lineares esparsos que
possuem elevado ntmero de incognitas requerem elevado esfor¢co computacional, muitas
vezes para o armazenamento das matrizes esparsas.

As principais etapas computacionais envolvidas na implementacgao da solucao ADO-
Nodal para avaliar a solucao da RTE sao: a geracao dos nos e pesos dos esquemas de
quadratura; a solucao dos problemas de autovalor; e a solucao do sistema linear. Sendo
que a solucao do sistema linear é a parte que demanda de mais tempo computacional.

Em um primeiro momento, para gerar os resultados numeéricos, que serao apresen-
tados no proximo capitulo, implementou-se um programa em Fortran 90 onde sao usadas
as classicas subrotinas do pacote LAPACK [Anderson et al., 1999|, especificamente, su-
broutina DGEEV para solu¢ao dos problemas de autovalores e subroutinas DGETRF /D-
GETRS para a resolugao do sistema linear. Com relagao as subrotinas para resolver os
sistemas lineares, elas sdo baseadas em métodos diretos (fatoragdo LU com pivotamento
parcial). Para os testes considerou-se a configura¢ao padrao de ordenamento do sistema
linear descrita na Secao 4.2. As implementagoes foram executadas em um computador
Intel Core 47, com um processador de 3.60 GHz e 8.00 GiB de memoéria RAM. Escolheu-
se 0 esquema classico de Quadratura Simétrica de Nivel (LQy)|Lewis e Miller, 1984] para
descrever as ordenadas discretas, e geraram-se resultados computacionalmente possiveis

até a malha 8 x 8 (64 regides) e N = 12 (M = 84 dire¢oes discretas da LQy ), ou seja um
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sistema linear de ordem 21504 x 21504.

Na busca de recursos computacionais de alto desempenho que resolvessem sistemas
lineares maiores, simulagoes numéricas foram realizadas em um cluster SGI ALtix no
Centro Nacional de Supercomputagdo (CESUP/UFRGS) equipado com 6 unidades de
processamento, cada uma com oito processadores quadcore e 128 GiB de memoria RAM
e interconectados por uma rede Ethernet. Ainda fazendo uso das rotinas do LAPACK
para a solugao do sistema linear, geraram-se resultados até a malha 10 x 10 (100 regices)
e N =16 (M = 144 diregoes da L@ y), ou seja um sistema linear de ordem 57600 x 57600.
Executou-se o programa computacional de forma sequencial, nao realizando simulagoes
de processamento em paralelo.

Percebeu-se que mesmo com o uso do recurso computacional do CESUP o avango
em relacao ao refinamento da malha foi pouco. Com o intuito de obter solugoes benchmark
que requerem nimero de digitos de concordancia maior necessita-se refinar ainda mais a
malha e consequentemente necessita-se de maior demanda computacional.

Em um segundo momento, nao restringiu-se apenas em solucoes de sistemas linea-
res via métodos diretos, através do uso de subrotinas LAPACK. Desta forma, recorreu-se
ao uso de métodos iterativos especificamente para resolver o sistema linear, para obter
as constantes desconhecidas das solugoes gerais do problema em estudo. Na abordagem
ADO-Nodal, mas tratando de problemas de transporte de néutrons, estudos da solucao
dos sistemas lineares através de métodos iterativos ja vinham sendo realizados, como pode
ser visto nos trabalhos de da Cunha et al., 2015 e Moura et al., 2018. Seguindo a meto-
dologia de solucao do sistema usada nos trabalhos citados anteriormente, neste trabalho
usou-se o pacote de software NUMERICO, de da Cunha, 2017, escrito em Fortran 95, o
qual faz uso de métodos iterativos bem conhecidos, como o Generalized Minimum Resi-
duals (GMRES) e o Loose Generalized Minimum Residuals (LGMRES). Estes métodos
sao usados para resolver sistemas que trabalham com a estrutura esparsa das matrizes.
Para os testes considerou-se o sistema linear com configuracao padrao e o reordenado,
descritos na Segao 4.2. Porém, no problema de radiagao aqui abordado considerou-se um
coeficiente de espalhamento muito proximo de um, ou seja o, = 0.999, e o sistema linear
resultante mostrou-se ser altamente mal-condicionado. Neste caso, a solucao via métodos
iterativos teve pouca precisao ou nao convergiu.

Como a tentativa de usar métodos iterativos falhou, assim como o armazenamento
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completo na memoria do computador das matrizes que representam o sistema linear,
recorreu-se a técnicas que otimizam o uso de memoria disponivel para o armazenamento
dessas matrizes. Neste sentido, a partir do reordenamento do sistema descrito na Secao
4.2, aplicou-se o uso de subrotinas da HSL Mathematical Software Library [HSL, 2013|.
Entre seus pacotes mais conhecidos estao aqueles para a solucao de sistemas lineares
esparsos de equacoes, como o HSL.  MA48, que faz uso da fatoracao LU aplicada a matrizes
esparsas com estrutura diagonal. Sua interface é em Fortran e a proposta é baseada no
armazenamento apenas dos valores nao nulos, que sao relevantes para a solugao do sistema.
Realizaram-se simula¢oes numéricas no CESUP, executando o programa computacional de
forma sequencial onde se resolveram os sistemas lineares usando a subrotina HSL._ M A48.
Geraram-se resultados computacionalmente possiveis até a malha 40 x 40 (1600 regices)
e N =16 (M = 144) com o uso da quadratura L@y, ou seja um sistema linear de ordem
921600 x 921600. E com o uso da quadratura Quadruple Range Compativel (QR¢) [Abu-
Shumays, 1977| geraram-se resultados até a malha 40 x 40 (1600 regices) e ordem polar
Ny =4 (M = 128), ou seja um sistema linear de ordem 819200 x 819200.

Ainda, com o uso da HSL. MAA48 para a solucao do sistema linear reordenado
realizaram-se simula¢oes em um computador Intel Core 77, com um processador de 2.8 GH z
e 16.00 GiB de memoria RAM. Geraram-se resultados com a malha 50 x 50 (2500 re-
gides) e N = 16 (M = 144) com o uso da quadratura L@y, ou seja um sistema linear
de ordem 1440000 x 1440000. E com o uso da quadratura Quadruple Range Compativel
(QR¢) [Abu-Shumays, 1977| geraram-se resultados com a malha 60 x 60 (3600 regioes) e
ordem polar Ny =4 (M = 128), ou seja um sistema linear de ordem 1843200 x 1843200.
Os resultados foram gerados considerando anisotropia de segunda ordem e espessura do
dominio igual a um. Resultados com a (QRc e malha 60 x 60 considerando anisotropia
de segunda ordem e espessura do dominio igual a cinco nao foram possiveis computa-
cionalmente, o mesmo ocorreu com a L)y considerando a mesma malha 50 x 50, mas
para ordem de anisotropia igual a oito e espessura do dominio igual a um. Nota-se que
a dimensao do sistema linear nao depende do grau de anisotropia considerado e nem da
espessura Optica do dominio. Neste caso deparou-se com restrigoes do uso da HSL, por
apresentar problemas de alocacao de memoria de rotinas internas da HSL. M A48, mesmo
trabalhando com problemas com mesmo numero de elementos nao nulos da matriz. A

partir destes resultados, observou-se que a solugao do sistema linear obtida até o momento
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estd limitada a uma determinada ordem, dependendo dos recursos computacionais e do
problema abordado.

Neste sentido, buscando-se a extensao e o aprimoramento da presente formula-
¢ao, estudou-se a solugao destes sistemas lineares fazendo uso de bibliotecas de algebra
linear de alto desempenho como a ScaLAPACK, através do processamento em paralelo
utilizando MPI, bem como a decomposi¢ao do dominio via complemento de Schur. O
programa computacional que resolve o sistema linear em varios processadores através da
ScalLAPACK foi implementado em Fortran e esta rodando corretamente em computadores
com memoria compartilhada. Simulagoes numéricas em paralelo estao sendo realizadas
em um cluster SGI ALtix no Centro Nacional de Supercomputagao (CESUP/UFRGS)
equipado com 64 unidades de processamento, cada uma com dois processadores dodeca-
core e 64 GGiB de memoria RAM e interconectados por uma rede InfiniBand. A partir
dos recursos do processamento em memoria distribuida, busca-se poder avangar os estu-
dos em malhas mais refinadas. Ja para a decomposi¢ao do dominio via complemento de
Schur implementou-se o programa computacional que resolve o sistema linear de forma
sequencial e estd rodando corretamente. Realizaram-se testes preliminares em compu-
tadores com memoria compartilhada até a malha 20 x 20. Neste caso, a quantidade de
memoria necessaria em todo o programa ¢ bem pequena, mas devido & enorme quantidade
de tempo computacional requerida estuda-se a possibilidade de paralelizar esta técnica e
assim poder obter solugoes para sistemas de alta ordem.

No capitulo seguinte, apresentam-se os resultados numéricos da formulagao ADO-
Nodal para a equagao bidimensional de transferéncia radiativa, em ordenadas discretas,

obtidos através das técnicas de resolucao do sistema linear apresentadas neste capitulo.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numéricos obtidos através da solugao
da equagao de transferéncia radiativa em geometria cartesiana bidimensional, conside-
rando o meio com espalhamento anisotrépico. A formulacao, obtida da aplicacao do
método ADO juntamente com os fundamentos dos esquemas nodais, foi desenvolvida no
Capitulo 3 e o sistema linear apresentado no Capitulo 4.

A partir da solugao geral da aproximagao em ordenadas discretas da RTE calcula-
se uma quantidade de interesse como sendo a densidade média de radiacao ao longo da
direcao y, avaliada como

M/2
¢m‘ an xr y, _'_Im‘(ya Qn+M/2)]7 (51)

onde as intensidades angulares médias na variavel x, I, (y,Q,) e L (y, Qnyrry2), sdo
definidas pelas Equagoes 3.82 e 3.83 respectivamente.
Calcula-se a média da Equagao 5.1 na regiao r no intervalo [b},_;, b;], e define-se a
densidade média para cada uma das regioes r do dominio, como
1 bk

by, — b;,
k-1 Jor_,

gbr = ¢xr(y)dy7 (52)

integrando a Equagao 5.1 e apos algumas operagoes algébricas obtém-se a densidade média

de radiacao por regides (ou nodos) como:

M/2 M/2
b = br —b; N Zw”{z%r 1—6 i bk*l)/'yjr) [

=1

Bj,r ((Dxr(’)/jry Qz) + ®xr(7jr7 Qz—l—M/Q)) + Bj+M/2,r (q):m‘(’}/jra Qi+M/2) + ®xr(7jr7 Qz)) :|+

(Wir + Witaryar) [0}, — 2_1]}- (5.3)

Ainda, considerando que o dominio é dividido em se¢bes que englobam mais de uma

regiao, a intensidade média por secao do dominio é dada por:

N,
Z_: or(ay, —ap_y) (0 — by_y)
05 =" : (5.4)
;(GZ —ap_y) (b, — by _;)

onde N, é o nimero de regioes na correspondente secao do dominio.
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Além da densidade média de radiacao, a partir da intensidade, também calcula-se

o fluxo de calor radiativo, na direcao y, dado por:

o(r) = / )00 = aly) = wonl (s, ). (5.5)

Com o intuito de verificar a formulacao apresentada neste trabalho, primeiramente
estabelecem-se comparagoes com os resultados fornecidos por Kim e Lee, 1988. No tra-
balho, os autores usam a aproximacao em ordenadas discretas Sy para a discretizagao
da variavel angular da RTE em geometria bidimensional, juntamente com o método dos
volumes finitos para a discretizagao da variavel espacial e assim obter a solucao da RTE. O
conjunto de ordenadas necessérias e os pesos angulares correspondentes foram retirados do
codigo TWOTRAN |[Lathrop e Brinkley, 1973] mas nao foram listados na referéncia [Kim
e Lee, 1988]. Kim e Lee, 1988 listam em tabelas resultados numeéricos apenas para o caso
em que o dominio foi subdividido em 26 x 26 volumes de controle e a densidade média de
radiacao foi calculada usando uma aproximagao Sy4.

Usando este como caso teste principal, considera-se um quadrado em termos de
espessura Optica com dimensao igual & um (7 = 1) em ambas as variaveis = e y, e 0 meio
puramente espalhador (albedo w = 1, ou seja, § = 1 e kK = 0). Procurando evitar o
aparecimento de autovalores degenerados, consistente com problemas conservativos neste
tipo de solugao, assume-se o albedo w = 0.999 como uma aproximagao ao caso exatamente
igual & unidade. O problema conservativo foi preliminarmente investigado e encontra-se
no Apéndice A detalhes da sua derivacao.

As condic¢oes de contorno sao dadas apenas em funcao do poder emissivo da su-
perficie, assim considera-se somente a emissao de radiagao no contorno, sem considerar
a reflectividade da superficie (I, = FEp,/m). Considera-se um dominio quadrado com
superficie negra, assim ¢, = 1 e p = 0. As paredes e 0o meio sao mantidos frios e tém
poderes emissivos uniformes prescrito de zero, Ey = Eyp = Epy = E, = 0, com exce¢ao
da parede inferior (parede 3) que é mantida quente e seu poder emissivo constante é igual
a unidade, Ep3 = 1, conforme representacao na Figura 5.1. De acordo com Kim e Lee,
1988, o efeito da anisotropia na transferéncia de calor por radiacao é mais significativo

para ambientes nao simétricos.
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y
A parede 4
b 1=0
parede 1 parede 2
I1=0 1=0
P X
parede 3 a
I=1/xn

Figura 5.1 — Representacao das condigoes de contorno do problema.

Para a funcao de fase de espalhamento, consideram-se cinco casos com diferentes
graus de anisotropia: um isotropico (L = 0) e quatro outros casos anisotropicos denotados
por B2, Bl, F2 e F'1 com graus de anisotropia L = 2,5,8 e 12, respectivamente. De
acordo com os autores [Kim e Lee, 1988| F' indica que a funcao de fase tem espalhamento
fortemente dirigido para frente (forward scattering) e B tem espalhamento fortemente na
diregao para tras (backward scattering). Na Tabela 5.1 apresentam-se os valores, extraidos

de Kim e Lee, 1988, dos coeficientes de expansao C) para as funcoes de fase.

Tabela 5.1 — Coeficientes de expansao para as fungoes de fase. [Fonte: Kim e Lee, 1988]

o~

F1(L=12) F2(L=8) Bl(L=5) B2(L=2)

0 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
1 2.53602 2.00917 —0.56524 -1.20000
2 3.56549 1.56339 0.29783 0.50000
3 3.97976 0.67407 0.08571

4 4.00292 0.22215 0.01003

5 3.66401 0.04725 0.00063

6 3.01601 0.00671

7 2.23304 0.00068

8 1.30251 0.00005

9 0.53463

10 0.20136

11 0.05480

12 0.01099
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Para se obter o conjunto de ordenadas e seus respectivos pesos angulares que
serao usados para representar as diregoes discretas, considera-se inicialmente a quadratura
Simétrica de Nivel (LQy) |Lewis e Miller, 1984]. Nao ¢é possivel garantir que neste trabalho
o mesmo conjunto de quadratura da literatura ¢ usado, mas ¢é apropriado escolher o
classico esquema de quadratura L()y para descrever o conjunto de ordenadas discretas,
que entende-se ser similar ao usado por Kim e Lee, 1988, que referenciam o esquema usado
no codigo TWOTRAN.

Conforme relatado no capitulo anterior, na Secao 4.5, realizou-se a implementacao
da metodologia proposta na linguagem de programagao computacional Fortran. A resolu-
¢ao dos sistemas lineares do problema para malhas até 10 x 10 foram efetuadas por meio
de subrotinas da LAPACK, usando a configuragao padrao do sistema descrita na Sec¢ao
4.2. A partir do reordenamento do sistema, apresentado na mesma Secao 4.2, fez-se uso
da biblioteca HSL para a solugao em malhas mais refinadas.

Primeiro concentra-se a anélise no problema teste com comprimento 6pticor =1, o
qual possui resultados numéricos na literatura. Depois investiga-se a solucao ADO-Nodal
em outros valores de espessura do dominio. Nota-se que o uso de diferentes comprimentos
Opticos 7 representa um espacamento diferente para as regioes de cada malha H x K

analisada, conforme Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Espacamento das regioes na malha para cada 7.

Hx K T=1 T=25 T=10

4 x4 0.25 1.25 2.5
6x6 0.166667 0.833333 1.666667
10 x 10 0.1 0.5 1
20 x 20 0.05 0.25 0.5

26 x 26 0.038462 0.192308 0.384615
30 x 30 0.033333 0.166667 0.333333
40 x 40 0.025 0.125 0.25
20 x 50 0.02 0.1 0.2
60 x 60 0.016667 0.083333 0.166667

A partir do problema teste com 7 = 1, apresentam-se os valores ADO-Nodal para
a densidade média de radiagao até a malha 10 x 10 com diferentes ordens da quadratura
LQy. Depois, apresentam-se os resultados ADO-Nodal para as malhas 25 x 25 e 26 x 26

e fazem-se comparagoes com a literatura.
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Ainda, analisa-se o desempenho do método ADO-Nodal a partir de esquemas de
quadratura alternativos que permitem um elevado nimero de direcoes discretas. Mais
adiante, investiga-se o refinamento da malha juntamente com outras espessuras do do-
minio. Depois, graficamente apresentam-se resultados do fluxo de calor radiativo para
diferentes albedos de espalhamento, comprimentos 6pticos e reflectividades no contorno
do dominio.

Por fim, investiga-se a solu¢gao ADO-Nodal a partir da intensidade média por se¢ao
do dominio ¢, fazendo uso de diferentes comprimentos 6pticos, albedos de espalhamento

e alternativos esquemas de quadraturas numéricas para malhas variadas.

5.1 Resultados ADO-Nodal para ¢,,(y) com Quadratura LQy

Considerando o problema teste para a espessura do dominio 7 = 1 e w = 0.999,
a partir da Equacao 5.1 calcula-se a densidade média de radiagao ao longo da diregao y.
Os resultados numéricos para essa grandeza foram gerados através da solugao do sistema
linear via subrotinas da LAPACK.

Nas Tabelas 5.3 a 5.7, listam-se os resultados numéricos para a densidade média
de radiagao ao longo da diregao y, ¢.-(y), na linha central do dominio (x = 0.5) para dife-
rentes ordens de expansao do espalhamento e varias ordens da quadratura LQ)y. Ainda,
consideram-se trés configuragoes de malha (H x K), sendo o dominio dividido em 16
regides (malha 4 x 4), 36 regides (malha 6 x 6) e 100 regides (malha 10 x 10). Na Tabela
5.3 apresentam-se os valores calculados da ¢,.(y) para o espalhamento isotropico, e nas
Tabelas 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 os valores da ¢,,(y) considerando o espalhamento anisotro-
pico usando a funcdo de fase B2 (L = 2), B1 (L =5), F2 (L = 8) e F1 (L = 12),
respectivamente.

A analise dos dados das Tabelas 5.3 & 5.7 permite verificar que os valores gerados a
partir da formulagao ADO-Nodal, para a densidade média de radiacao ao longo da diregao
Y (¢4 (y)) na linha central do dominio, concordam em geral em dois digitos significativos,
para todas as configuragoes de malha. Observa-se essa concordancia a medida que a

ordem de quadratura L@y é aumentada para qualquer grau de anisotropia.



Tabela 5.3 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.,(y)) na linha

central (z = 0.5) para espalhamento isotropico (L = 0) para diferentes ordens de

quadratura LQy, 7 =1 e w = 0.999.
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N=4 N =8 N =12 N =16
y 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10
0.00 0.627 0.630 0.630 0.628  0.630 0.630 0.627  0.630 0.630 0.627  0.629 0.630
0.02 0.610 0.613 0.616 0.606  0.609 0.611 0.604 0.606 0.609 0.603  0.605 0.607
0.06 0.578 0.581 0.589 0.567  0.569 0.577 0.562  0.563 0.570 0.559  0.560 0.567
0.10 0.548 0.550 0.562 0.531  0.532 0.544 0.524  0.524 0.536 0.521  0.521 0.531
0.14 0.519 0.521 0.528 0.498  0.498 0.499 0.491  0.490 0.489 0.487  0.486 0.486
0.18 0.492 0.489 0.495 0.468  0.463 0.458 0.461  0.456 0.449 0.458  0.453 0.447
0.22  0.466  0.450 0.453 0.440 0.425 0.418 0.434 0.420 0.413 0.431 0.418 0.414
0.26 0.436 0.414 0.403 0.411  0.390 0.379 0.406  0.387 0.382 0.404 0.388 0.385
0.30 0.392 0.380 0.357 0.373 0.358 0.344 0.370  0.359 0.353 0.369  0.360 0.357
0.34 0.351 0.348 0.322 0.337 0.331 0.333 0.336  0.333 0.337 0.336  0.335 0.336
0.38 0.313 0.314 0.291 0.304 0.307 0.321 0.304 0.310 0.320 0.305 0.312 0.316
0.42 0.278 0.283 0.272 0.274 0.284 0.302 0.275  0.287 0.297 0.276  0.288 0.292
0.46 0.245 0.253 0.264 0.245 0.262 0.276 0.248 0.264 0.269 0.249 0.264 0.266
0.50 0.215 0.227 0.256 0.220 0.241 0.251 0.223  0.243 0.243 0.225 0.242 0.242
0.54 0.202 0.220 0.238 0.210  0.228 0.223 0.213  0.227 0.227 0.214  0.226 0.230
0.58 0.190 0.213 0.221 0.200 0.214 0.197 0.201  0.211 0.212 0.202 0.210 0.217
0.62 0.179 0.207 0.204 0.189  0.201 0.182 0.189  0.196 0.198 0.189  0.196 0.202
0.66 0.167 0.199 0.186 0.178  0.187 0.176 0.177  0.182 0.185 0.176  0.181 0.186
0.70 0.156  0.183 0.169 0.167 0.172 0.170 0.165 0.168 0.172 0.164 0.168 0.170
0.74 0.145 0.165 0.169 0.156  0.157 0.157 0.153  0.156 0.156 0.151  0.156 0.157
0.78 0.134 0.147 0.168 0.144 0.143 0.145 0.141 0.144 0.141 0.140 0.144 0.145
0.82 0.124 0.131 0.156 0.131  0.130 0.134 0.130 0.132 0.130 0.129  0.133 0.134
0.86 0.113 0.117 0.136 0.120 0.121 0.124 0.118 0.122 0.122 0.118 0.123 0.124
0.90 0.103 0.105 0.117 0.108 0.114 0.115 0.107 0.113 0.113 0.107 0.112 0.113
0.94 0.093 0.093 0.105 0.097  0.105 0.107 0.097  0.102 0.101 0.097 0.101 0.101
0.98 0.083 0.082 0.093 0.086  0.096 0.099 0.086  0.092 0.089 0.087  0.089 0.088
1.00 0.078 0.076 0.087 0.080  0.092 0.095 0.081 0.086 0.083 0.081 0.083 0.081




Tabela 5.4 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢do y (¢.(y)) na linha
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central (x = 0.5) para espalhamento anisotrépico com fungao de fase B2, L = 2, para

diferentes ordens de quadratura LQy, 7 =1 e w = 0.999.

N=4 N =8 N =12 N =16
y 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10
0.00 0.664 0.667 0.668 0.663 0.666 0.666 0.663  0.665 0.665 0.663  0.665 0.665
0.02 0.645 0.648 0.651 0.640 0.642 0.645 0.638  0.640 0.642 0.636  0.638 0.641
0.06 0.609 0.612 0.620 0.597  0.598 0.607 0.592  0.593 0.600 0.589  0.590 0.597
0.10 0.574 0.577 0.589 0.557  0.558 0.571 0.550  0.551 0.562 0.547  0.547 0.557
0.14 0.541 0.544 0.550 0.520  0.520 0.521 0.513 0.512 0.512 0.510 0.509 0.509
0.18 0.511 0.508 0.514 0.487  0.482 0.477 0.480 0.475 0.468 0.477  0.472 0.466
0.22  0.481 0.466 0.469 0.456  0.441 0.434 0.450 0.436 0.430 0.447  0.435 0.430
0.26 0.448 0.426 0.415 0.424 0.403 0.393 0.419 0.401 0.395 0.417 0.401 0.401
0.30 0.402 0.389 0.366 0.383  0.369 0.355 0.380  0.369 0.364 0.379 0.371 0.368
0.34 0.358 0.354 0.330 0.344 0.338 0.341 0.343 0.341 0.345 0.344 0.344 0.345
0.38 0.317 0.319 0.296 0.309 0.312 0.327 0.309 0.315 0.326 0.310 0.317 0.322
0.42 0.280 0.285 0.275 0.276  0.287 0.306 0.278  0.290 0.301 0.279  0.291 0.296
0.46 0.245 0.255 0.266 0.246  0.263 0.278 0.249  0.266 0.270 0.250  0.266 0.268
0.50 0.213 0.226 0.256 0.219 0.241 0.251 0.222 0.242 0.242 0.224 0.241 0.242
0.54 0.200 0.218 0.236 0.208  0.226 0.221 0.210  0.225 0.225 0.211  0.224 0.228
0.58 0.186 0.210 0.217 0.196  0.210 0.194 0.197  0.208 0.209 0.197  0.207 0.214
0.62 0.173 0.202 0.198 0.183 0.195 0.177 0.184 0.191 0.193 0.183 0.190 0.197
0.66 0.161 0.194 0.179 0.171  0.181 0.170 0.170  0.175 0.178 0.169 0.175 0.179
0.70 0.149 0.176 0.162 0.159 0.164 0.163 0.157 0.161 0.164 0.156  0.161 0.162
0.74 0.137  0.156 0.160 0.147  0.148 0.149 0.144  0.147 0.147 0.142  0.147 0.149
0.78 0.125 0.137 0.158 0.134 0.133 0.135 0.131 0.134 0.131 0.130 0.135 0.135
0.82 0.114 0.120 0.146 0.120  0.119 0.123 0.119 0.121 0.119 0.118 0.122 0123
0.86 0.102 0.105 0.125 0.108 0.110 0.113 0.107  0.111 0.110 0.106  0.111 0.112
0.90 0.091 0.093 0.104 0.095 0.101 0.102 0.095 0.100 0.100 0.095 0.099 0.101
0.94 0.080 0.081 0.092 0.083  0.092 0.094 0.083  0.089 0.088 0.084 0.087 0.087
0.98 0.069 0.069 0.080 0.072  0.082 0.085 0.072  0.078 0.075 0.073  0.075 0.074
1.00 0.063 0.063 0.074 0.066  0.077 0.080 0.067  0.072 0.069 0.067  0.069 0.067




Tabela 5.5 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.,(y)) na linha
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central (x = 0.5) para espalhamento anisotrépico com fungao de fase B1, L =5, para

diferentes ordens de quadratura LQy, 7 =1 e w = 0.999.

N=4 N =8 N =12 N =16
y 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10
0.00 0.645 0.648 0.649 0.645 0.648 0.648 0.645 0.647 0.647 0.645 0.647 0.647
0.02 0.628 0.631 0.634 0.623  0.625 0.628 0.621  0.623 0.626 0.620 0.622 0.624
0.06 0.594 0.597 0.604 0.582 0.584 0.592 0.577 0.578 0.585 0.574 0.575 0.582
0.10 0.561 0.564 0.576 0.544  0.545 0.558 0.538 0.538 0.549 0.534 0.534 0.544
0.14 0.530 0.533 0.539 0.509  0.509 0.510 0.502  0.501 0.501 0.499 0.497 0.497
0.18 0.501  0.499 0.505 0.477  0.473 0.467 0.470  0.465 0.459 0.467  0.462 0.457
0.22 0.474 0.458 0.461 0.448 0.433 0.426 0.442  0.428 0.422 0.439  0.427 0.422
0.26 0.442 0.420 0.409 0.418  0.396 0.386 0.413 0.394 0.389 0.411 0.394 0.391
0.30 0.397 0.385 0.361 0.378 0.364 0.350 0.375 0.364 0.358 0.375  0.366 0.363
0.34 0.355 0.351 0.326 0.341 0.335 0.337 0.340  0.337 0.341 0.340  0.340 0.341
0.38 0.315 0.316 0.293 0.307  0.310 0.324 0.307  0.313 0.323 0.308 0.314 0.319
0.42 0.279 0.284 0.273 0.275  0.286 0.304 0.277  0.289 0.299 0.278  0.289 0.294
0.46 0.245 0.254 0.265 0.246  0.263 0.277 0.248  0.265 0.270 0.250  0.265 0.267
0.50 0.214 0.226 0.256 0.219 0.241 0.251 0.223  0.243 0.243 0.224 0.242 0.242
0.54 0.201 0.219 0.237 0.209  0.227 0.222 0.211  0.226 0.226 0.212  0.225 0.229
0.58 0.188 0.212 0.219 0.198 0.212 0.195 0.199  0.209 0.210 0.199  0.208 0.215
0.62 0.176  0.204 0.201 0.186  0.198 0.180 0.187  0.194 0.195 0.186  0.193 0.200
0.66 0.164 0.197 0.182 0.174 0.184 0.173 0.174 0.178 0.181 0.173 0.178 0.182
0.70 0.152 0.179 0.165 0.163 0.168 0.166 0.161 0.164 0.168 0.159  0.165 0.166
0.74 0.140 0.160 0.164 0.151  0.153 0.153 0.148 0.151 0.151 0.147  0.152 0.153
0.78 0.129 0.142 0.163 0.138 0.138 0.140 0.136  0.139 0.136 0.135 0.139 0.140
0.82 0.118 0.125 0.151 0.126  0.125 0.129 0.124  0.127 0.124 0.123  0.127 0.128
0.86 0.107 0.111 0.130 0.113 0.115 0.118 0.112 0.116 0.116 0.112 0.116 0.118
0.90 0.097 0.099 0.110 0.101  0.107 0.108 0.101 0.106 0.107 0.101  0.105 0.107
0.94 0.086 0.087 0.098 0.090 0.098 0.100 0.090  0.095 0.094 0.090 0.094 0.094
0.98 0.075 0.075 0.086 0.078  0.089 0.092 0.079  0.084 0.082 0.079  0.082 0.081
1.00 0.070  0.069 0.080 0.073  0.084 0.088 0.074  0.079 0.075 0.074 0.076 0.074




Tabela 5.6 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.,(y)) na linha

87

central (x = 0.5) para espalhamento anisotropico com fungao de fase F2, L = 8, para

diferentes ordens de quadratura LQy, 7 =1 e w = 0.999.

N=4 N =8 N =12 N =16
y 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10
0.00 0.553 0.554 0.554 0.556  0.558 0.558 0.557  0.559 0.559 0.557  0.559 0.559
0.02 0.541 0.543 0.546 0.539  0.541 0.544 0.538  0.539 0.542 0.537  0.538 0.541
0.06 0.519 0.521 0.529 0.508 0.510 0.518 0.504 0.505 0.512 0.501 0.501 0.508
0.10 0.498  0.500 0.512 0.480 0.481 0.494 0.474 0.474 0.485 0.470  0.470 0.480
0.14 0.478 0.480 0.487 0.455  0.455 0.455 0.448  0.446 0.445 0.444  0.442 0.441
0.18 0.459 0.456 0.463 0.433  0.427 0.421 0.425 0.418 0.410 0.421  0.415 0.408
0.22  0.441 0.424 0.427 0.412  0.394 0.386 0.405 0.388 0.381 0.402  0.386 0.381
0.26 0.418 0.394 0.382 0.390 0.364 0.352 0.383  0.361 0.354 0.381  0.361 0.357
0.30 0.379 0.365 0.339 0.356  0.337 0.321 0.352  0.337 0.330 0.351  0.338 0.334
0.34 0.342 0.338 0.307 0.324 0.314 0.316 0.322 0.317 0.320 0.322 0.319 0.320
0.38 0.307 0.306 0.277 0.294  0.295 0.309 0.294  0.298 0.309 0.295 0.300 0.305
0.42 0.274 0.277 0.261 0.267  0.276 0.295 0.268  0.280 0.290 0.270  0.281 0.285
0.46 0.243 0.249 0.259 0.241  0.258 0.274 0.244 0.261 0.266 0.246  0.261 0.263
0.50 0.214 0.223 0.256 0.218 0.240 0.252 0.222 0.242 0.243 0.224 0.242 0.242
0.54 0.205 0.222 0.243 0.213  0.232 0.226 0.216  0.231 0.230 0.217  0.230 0.233
0.58 0.196  0.220 0.231 0.207  0.223 0.202 0.209 0.220 0.218 0.210 0.218 0.224
0.62 0.186 0.217 0.216 0.200 0.213 0.190 0.201  0.208 0.208 0.201  0.207 0.213
0.66 0.177 0.214 0.199 0.193  0.203 0.188 0.192  0.196 0.198 0.191  0.195 0.199
0.70  0.168  0.200 0.183 0.185 0.190 0.186 0.183 0.185 0.188 0.181 0.185 0.186
0.74 0.159 0.184 0.188 0.176  0.177 0.176 0.173  0.175 0.175 0.171  0.176 0.176
0.78 0.152 0.169 0.192 0.166  0.165 0.167 0.164 0.166 0.162 0.162  0.167 0.166
0.82 0.145 0.154 0.184 0.157  0.154 0.159 0.155 0.156 0.153 0.154  0.158 0.158
0.86 0.138 0.142 0.165 0.148 0.148 0.151 0.146  0.149 0.148 0.146  0.150 0.151
0.90 0.130 0.132 0.146 0.139 0.144 0.144 0.138 0.143 0.143 0.138 0.142 0.143
0.94 0.123 0.121 0.136 0.130 0.139 0.141 0.130 0.135 0.133 0.130 0.133 0.133
0.98 0.116 0.111 0.126 0.121  0.133 0.137 0.122  0.127 0.123 0.122 0.124 0.122
1.00 0.112 0.106 0.121 0.117  0.130 0.134 0.118 0.123 0.119 0.119 0.119 0.117




Tabela 5.7 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢do y (¢.(y)) na linha
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central (x = 0.5) para espalhamento anisotropico com fungao de fase F'1, L = 12, para

diferentes ordens de quadratura LQy, 7 =1 e w = 0.999.

N=4 N =8 N =12 N =16
y 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10 4x4 6x6 10x10
0.00 0.529 0.530 0.530 0.531 0.533 0.533 0.533 0.536 0.535 0.534 0.536 0.536
0.02  0.527 0.529 0.532 0.518  0.520 0.523 0.518  0.520 0.522 0.517 0.519 0.521
0.06 0.524 0.527 0.537 0.494 0.495 0.505 0.489  0.490 0.498 0.487  0.487 0.494
0.10 0.520 0.525 0.541 0.472  0.472 0.487 0.464 0.463 0.476 0.460  0.459 0.470
0.14 0.517 0.523 0.532 0.451  0.450 0.451 0.441 0.439 0.437 0.436  0.434 0.432
0.18 0.514 0.514 0.522 0.431  0.425 0.417 0.420 0.414 0.403 0.416  0.409 0.400
0.22  0.510 0.490 0.496 0.413  0.392 0.382 0.402  0.383 0.374 0.398 0.381 0.374
0.26 0.498 0.467 0.452 0.392  0.362 0.346 0.382  0.356 0.348 0.379  0.355 0.351
0.30 0.461 0.443 0.407 0.358  0.333 0.313 0.351 0.331 0.323 0.350  0.332 0.329
0.34 0.424 0.417 0.376 0.326  0.308 0.312 0.322 0.310 0.317 0.321 0.313 0.317
0.38 0.386  0.383 0.345 0.295 0.291 0.310 0.293  0.294 0.309 0.294  0.297 0.304
0.42 0.348 0.348 0.330 0.265 0.273 0.298 0.266  0.278 0.292 0.267  0.279 0.285
0.46 0.309 0.313 0.331 0.237  0.256 0.277 0.240  0.260 0.266 0.242  0.261 0.262
0.50 0.270 0.278 0.333 0.210 0.238 0.255 0.215 0.242 0.242 0.218 0.241 0.241
0.54 0.259 0.278 0.307 0.208  0.232 0.225 0.213  0.232 0.229 0.214 0.231 0.233
0.58 0.248 0.278 0.280 0.205 0.226 0.195 0.208 0.222 0.218 0.209 0.220 0.226
0.62 0.236 0.278 0.257 0.201  0.219 0.183 0.203 0.212 0.208 0.203 0.210 0.216
0.66 0.225 0.278 0.236 0.196 0.212 0.186 0.197  0.202 0.201 0.196  0.200 0.203
0.70 0.213 0.262 0.215 0.191  0.197 0.188 0.190  0.190 0.193 0.188  0.190 0.190
0.74 0.201 0.242 0.239 0.185 0.183 0.180 0.182  0.180 0.178 0.179  0.180 0.180
0.78 0.194 0.221 0.264 0.176  0.169 0.171 0.173  0.169 0.164 0.170 0.171 0.170
0.82 0.188 0.201 0.262 0.166  0.155 0.164 0.163 0.160 0.156 0.162 0.162 0.163
0.86 0.182 0.186 0.234 0.156  0.151 0.157 0.154  0.155 0.154 0.154 0.155 0.157
0.90 0.177 0.174 0.206 0.147 0.151 0.151 0.146  0.151 0.151 0.146  0.150 0.151
0.94 0.170 0.163 0.196 0.138  0.150 0.152 0.139 0.146 0.142 0.139 0.143 0.141
0.98 0.164 0.151 0.185 0.130 0.149 0.153 0.131 0.141 0.133 0.132 0.136 0.131
1.00 0.161 0.145 0.180 0.126  0.148 0.153 0.128 0.138 0.129 0.129  0.133 0.126
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5.2 Resultados ADO-Nodal: Comparando com a Literatura

Na literatura encontram-se resultados numéricos para a densidade média de radia-
¢ao na linha central do dominio calculados em malhas 25 x 25 e 26 x 26, para o problema
teste com espessura do dominio 7 = 1. A partir do reordenamento do sistema linear
ADO-Nodal obtém-se a sua solu¢ao para malhas mais refinadas através da biblioteca
HSL.

Nas Tabelas 5.8 a 5.12, apresentam-se resultados ADO-Nodal para diferentes or-
dens de expansao do espalhamento e varias ordens da quadratura L)y para w = 0.999 e
7 = 1. Listam-se os resultados numéricos para a densidade média de radiacao por regiao
¢, (regides que incluem o ponto central x = 0.5) para a malha 25 x 25, chamados aqui de
ADO média, e os resultados numéricos para a densidade média de radiagao ao longo da
dire¢ao y, ¢.(y), na linha central do dominio para a malha 26 x 26, chamados aqui de
ADO linha. Também sao listados os resultados apresentados por Kim e Lee, 1988, usando
malha 26 x 26 e a aproximagao S14. E os outros dois resultados encontrados na literatura
para este caso teste, os trabalhos de Trivic et al., 2004 e Moghadam et al., 2016, em
ambos os casos eles usaram uma configuracao de malha espacial 25 x 25 em uma técnica
de volumes finitos e a discretizagao angular da RTE também foi baseada em volumes de
controle.

A anélise dos dados das Tabelas 5.3 & 5.12 permite verificar que os valores gerados
pela formulacdo aqui proposta e os dados disponiveis em [Kim e Lee, 1988] apresentam
comportamento semelhante, embora, como mencionado anteriormente, o esquema de qua-
dratura usado em cada metodologia nao é garantido ser o mesmo o que ja pode trazer
alguma diferenca. Notam-se que os resultados concordam, em geral, de um a dois digitos
significativos. Uma melhor concordancia é encontrada & medida que se é aumentada a or-
dem de quadratura até N = 16 (o caso limite usual para o esquema L@ y). Vale destacar
que os resultados fornecidos nas outras duas referéncias [Trivic et al., 2004; Moghadam
et al., 2016] também concordam, em geral, até dois digitos significativos com os resultados
fornecidos em [Kim e Lee, 1988|. Embora as trés referéncias listem resultados com varios

digitos, nao esta claro que todos eles possam ser considerados corretos.



Tabela 5.8 — Densidade média de radiagao em z =0.5, L=0e 7 = 1.

ADO média ¢, ADO linha ¢zr(y) Kim e Lee Trivic et al. Moghadam et al.
25 x 25 26 x 26 26 x 26 25 x 25 25 x 25
y N=4 N=8 N=12 N=16 N=4 N=8 N=12 N=16 S14

0.00 0.630 0.630 0.630 0.630 0.626625
0.02 0.617 0.615 0.613 0.612 0.617 0.615 0.613 0.612 0.600355  0.590398 0.599530
0.06 0.592 0.584 0.578 0.573 0.592 0.584 0.578 0.573 0.556250  0.546130 0.559019
0.10 0.566 0.546 0.532 0.523 0.566 0.547 0.532 0.523  0.512708 0.505758 0.515640
0.14 0.538 0.498 0.479 0.475 0.538 0.496 0.477 0474 0.474531  0.470171 0.473927
0.18 0.496 0.440 0.438 0.445 0.498 0.437 0.437 0.446 0.441868  0.438055 0.436937
0.22 0.443 0.397 0.418 0426 0.440 0.399 0.420 0.426 0.412683  0.408335 0.405248
0.26 0.375 0.384 0.394 0.390 0.371 0.386 0.395 0.388 0.385379  0.380588 0.377859
0.30 0.323 0.371 0.362 0.355 0.326 0.369 0.360 0.355 0.359364  0.354705 0.353372
0.34 0.333 0.345 0.334 0.333 0.335 0.343 0.335 0.334 0.334617  0.330623 0.330672
0.38 0.344 0.324 0.311 0.313 0.342 0.326 0.310 0.311 0.311256  0.308242 0.309122
0.42 0.304 0.295 0.290 0.291 0.299 0.295 0.288  0.292 0.289369  0.287434 0.288479
0.46 0.272 0.265 0.277 0.273 0.276 0.264 0.279 0.272  0.268964 0.268062 0.268740
0.50 0.250 0.250 0.250 0.250 0.257 0.252 0.248  0.248  0.249999  0.250000 0.250000
0.54 0.218 0.234 0.223 0.230 0.210 0.231 0.224 0.230 0.232387  0.233130 0.232367
0.58 0.206 0.213 0.213 0.214 0.201 0.210 0.215 0.212  0.216013 0.217343 0.215911
0.62 0.205 0.199 0.199 0.199 0.207 0.201 0.197 0.200 0.200763  0.202538 0.200647
0.66 0.185 0.176 0.181 0.186 0.178 0.178 0.187 0.186 0.186516  0.188617 0.186538
0.70 0.159 0.160 0.178 0.170 0.165 0.162 0.177 0.170 0.173155  0.175489 0.173501
0.74 0.155 0.150 0.163 0.160 0.158 0.151 0.161 0.161 0.160570 0.163064 0.161418
0.78 0.142 0.137 0.150 0.149 0.141 0.138 0.150 0.148 0.148657  0.151253 0.150144
0.82 0.144 0.131 0.136 0.139 0.145 0.132 0.135 0.138 0.137300  0.139965 0.139512
0.86 0.143 0.123 0.122 0.129 0.138 0.122 0.123 0.128 0.126371  0.129099 0.129330
0.90 0.135 0.115 0.111  0.117 0.135 0.115 0.111  0.117 0.115699  0.118525 0.119384
0.94 0.133 0.107 0.098 0.106 0.128 0.106 0.099 0.105 0.105067  0.108045 0.109454
0.98 0.115 0.096 0.088 0.093 0.115 0.096 0.088 0.093 0.094238  0.097355 0.099330
1.00 0.113 0.093 0.082  0.087  0.088360

Tabela 5.9 — Densidade média de radiacao em z = 0.5, L=2e 7= 1.

ADO média ¢, ADO linha ¢zr(y) Kim e Lee Trivic et al. Moghadam et al.
25 x 25 26 x 26 26 X 26 25 x 25 25 x 25
y N—4 N—8 N=12 N—16 N=4 N=8 N=12 N=16  Si

0.00 0.668 0.666 0.665 0.665  0.660444
0.02 0.652 0.649 0.647 0.645 0.652 0.648 0.647 0.645  0.632666 0.621197 0.630658
0.06 0.623 0.614 0.608 0.603 0.622 0.614 0.608 0.603 0.585263 0.573665 0.586791
0.10 0.592 0.572 0.558 0.550 0.593 0.573 0.558 0.549  0.538400 0.529995 0.540154
0.14 0.561 0.520 0.502 0.498 0.560 0.518 0.500 0.497  0.496928 0.491188 0.495285
0.18 0.515 0.459 0.458 0.465 0.516 0.457 0.457 0.466  0.461070 0.456008 0.455250
0.22 0.459 0.414 0.435 0.442 0.455 0.415 0.437 0.442  0.428843 0.423408 0.420652
0.26 0.387 0.398 0.408 0.403 0.383 0.400 0.409 0.402  0.398681 0.392974 0.390520
0.30 0.333 0.382 0.373 0.366 0.336 0.380 0.371 0.366  0.369998 0.364593 0.363474
0.34 0.341 0.353 0.343 0.342 0.344 0.351 0.343 0.343  0.342773 0.338196 0.338408
0.38 0.350 0.330 0.317 0.319 0.349 0.332 0.316 0.317  0.317122 0.313675 0.314682
0.42 0.308 0.299 0.294 0.295 0.303 0.299 0.292 0.295 0.293117 0.290889 0.292042
0.46 0.274 0.267 0.279 0.275 0.278 0.266 0.281 0.274  0.270764 0.269693 0.270468
0.50 0.250 0.250 0.250 0.250 0.258 0.252 0.248 0.248  0.249999 0.249945 0.250039
0.54 0.216 0.232 0.222 0.228 0.207 0.229 0.223 0.229  0.230725 0.231515 0.230846
0.58 0.202 0.210 0.210 0.210 0.198 0.207 0.212 0.209 0.212815 0.214282 0.212941
0.62 0.200 0.194 0.194 0.194 0.202 0.196 0.192 0.195  0.196136 0.198132 0.196327
0.66 0.175 0.173 0.181 0.179 0.172 0.172 0.181 0.180  0.180560 0.182956 0.180954
0.70 0.151 0.152 0.171 0.163 0.158 0.155 0.169 0.163 0.165955 0.168650 0.166726
0.74 0.147 0.142 0.154 0.152 0.150 0.142 0.153 0.152 0.152204 0.155115 0.153516
0.78 0.132 0.127 0.140 0.140 0.132 0.128 0.141 0.139  0.139191 0.142253 0.141172
0.82 0.133 0.120 0.125 0128 0.134 0.121 0.125 0.128  0.126801 0.129968 0.129517
0.86 0.131 0.112 0.110 0.117 0.126 0.110 0.112 0.116  0.114907 0.118156 0.118357
0.90 0.122 0.102 0.098 0.104 0.122 0.102 0.098 0.104  0.103343 0.106692 0.107482
0.94 0.118 0.094 0.085 0.092 0.114 0.092 0.086 0.092  0.091917 0.095394 0.096693
0.98 0.100 0.082 0.074 0.079 0.100 0.082 0.074 0.079 0.080447 0.084011 0.085831

1.00 0.098 0.078 0.068  0.073  0.074333




Tabela 5.10 — Densidade média de radiacao em x = 0.5, L=5e 7= 1.

ADO média ¢, ADO linha ¢zr(y) Kim e Lee Trivic et al. Moghadam et al.
25 x 25 26 x 26 26 x 26 25 x 25 25 x 25
y N=4 N=8 N=12 N=16 N=4 N=8 N=12 N=16  Sis

0.00 0.649 0.648 0.647 0.647  0.643562
0.02 0.635 0.632 0.630 0.629 0.635 0.632 0.630 0.629 0.616569  0.605738 0.614522
0.06 0.607 0.599 0.593 0.588 0.607 0.599 0.593 0.588 0.570840  0.559842 0.572443
0.10 0.579 0.559 0.545 0.537 0.579 0.560 0.545 0.536  0.525645 0.517819 0.527509
0.14 0.550 0.509 0.490 0.487 0.549 0.507 0.489 0.485 0.485822  0.480619 0.484273
0.18 0.505 0.450 0.448 0.455 0.507 0.447 0.447 0.456 0.451563  0.446966 0.445811
0.22 0.451 0.406 0.427 0.434 0.448 0.407 0.428 0.434 0.420857  0.415800 0.412717
0.26 0.381 0.391 0.401 0.396 0.378 0.393 0.402 0.395 0.392118  0.386699 0.384006
0.30 0.328 0.376 0.368 0.360 0.331 0.375 0.366 0.361 0.364761  0.359557 0.358285
0.34 0.337 0.349 0.339 0.338 0.339 0.347 0.339 0.338 0.338761  0.334306 0.334444
0.38 0.347 0.327 0.314 0.316 0.346 0.329 0.313 0.314 0.314241  0.310843 0.311840
0.42 0.306 0.297 0.292 0.293 0.301 0.297 0.290 0.294 0.291279  0.289034 0.290226
0.46 0.273 0.266 0.278 0.274 0.277 0.265 0.280 0.273  0.269885 0.268737 0.269591
0.50 0.250 0.250 0.250 0.250 0.258 0.252 0.248  0.248  0.250002  0.249819 0.250024
0.54 0.217 0.233 0.222 0.229 0.208 0.230 0.224 0.230 0.231539  0.232156 0.231623
0.58 0.204 0.212 0.211 0.212  0.199 0.209 0.214 0.210  0.214376 0.215634 0.214453
0.62 0.202 0.197 0.197 0.196 0.205 0.199 0.194 0.198 0.198395  0.200143 0.198524
0.66 0.178 0.176 0.184 0.182 0.175 0.175 0.184  0.183 0.183463  0.185583 0.183790
0.70 0.155 0.156 0.175 0.167 0.161 0.159 0.173  0.167 0.169461  0.171854 0.170165
0.74 0.151 0.146 0.158 0.156  0.153 0.147 0.157 0.156  0.156275 0.158861 0.157526
0.78 0.137 0.132 0.145 0.144 0.137 0.133 0.145 0.143 0.143791  0.146513 0.145724
0.82 0.138 0.125 0.130 0.133 0.139 0.126 0.130 0.133  0.131900  0.134714 0.134587
0.86 0.137 0.117 0.116 0.123 0.132 0.116 0.117 0.122  0.120471 0.123365 0.123922
0.90 0.129 0.108 0.104 0.111 0.128 0.108 0.105 0.110 0.109337  0.112336 0.113519
0.94 0.126 0.100 0.091 0.099 0.121 0.099 0.092 0.099 0.098291  0.101439 0.103167
0.98 0.108 0.089 0.081 0.086 0.107 0.089 0.081 0.085 0.087135  0.090400 0.092687
1.00 0.106 0.085 0.075 0.079  0.081141

Tabela 5.11 — Densidade média de radiagao em x = 0.5, L=8 e 7 = 1.

ADO média ¢, ADO linha ¢zr(y) Kim e Lee Trivic et al. Moghadam et al.
25 x 25 26 x 26 26 X 26 25 x 25 25 x 25
y N—4 N—8 N=12 N—16 N=4 N=8 N=12 N=16  Si

0.00 0.554 0.558  0.559 0.559  0.557988
0.02 0.547 0.547 0.546 0.545 0.547 0.547 0.546 0.545  0.535868 0.527234 0.536840
0.06 0.532 0.526 0.520 0.515 0.532 0.526 0.519 0.514 0.498624 0.489494 0.503624
0.10 0.516 0.496 0.480 0.472 0.517 0.497 0.481 0.471 0.461528 0.455536 0.466700
0.14 0.499 0.454 0.434 0.429 0.499 0.452 0.432 0.428  0.429650 0.426196 0.430908
0.18 0.464 0.401 0.399 0.406 0.467 0.398 0.397 0.406  0.403170 0.400071 0.399591
0.22 0.417 0.362 0.385 0.393 0.414 0.364 0.387 0.393  0.379963 0.376030 0.373455
0.26 0.350 0.357 0.367 0.362 0.346 0.358 0.368 0.361 0.358333 0.353633 0.351482
0.30 0.298 0.350 0.340 0.332 0.302 0.348 0.338 0.333  0.337640 0.332782 0.332195
0.34 0.317 0.328 0.318 0.316 0.319 0.326 0.318 0.317  0.317857 0.313427 0.311405
0.38 0.338 0.313 0.299 0.300 0.336 0.315 0.298 0.299  0.299127 0.295486 0.297435
0.42 0.300 0.288 0.283 0.284 0.295 0.289 0.280 0.284 0.281556 0.278847 0.281038
0.46 0.269 0.262 0.273 0.270 0.273 0.260 0.276 0.269  0.265191 0.263393 0.265231
0.50 0.250 0.250 0.250 0.250 0.259 0.253 0.248 0.248  0.250021 0.249016 0.250147
0.54 0.219 0.238 0.226 0.233 0.209 0.234 0.227 0.234  0.235981 0.235615 0.235934
0.58 0.210 0.220 0.220 0.221 0.204 0.216 0.222 0.219 0.222990 0.223104 0.222704
0.62 0.215 0.208 0.209 0.209 0.218 0.211 0.207 0.210  0.210952 0.211400 0.210506
0.66 0.192 0.192 0.201 0.198 0.189 0.190 0.200 0.199  0.199764 0.200425 0.199332
0.70 0.169 0.174 0.195 0.186 0.177 0.177 0.193 0.186 0.189331 0.190109 0.189123
0.74 0.171 0.168 0.182 0.179 0.174 0.169 0.180 0.180  0.179558 0.180382 0.179782
0.78 0.159 0.157 0.172 0.171  0.159 0.158 0.172 0.170  0.170359 0.171175 0.171188
0.82 0.168 0.155 0.160 0.163 0.169 0.155 0.159 0.163  0.161635 0.162420 0.163200
0.86 0.174 0.150 0.148 0.156  0.167 0.148 0.150 0.155  0.153281 0.154042 0.155661
0.90 0.169 0.145 0.140 0.147 0.169 0.144 0.140 0.146  0.145179 0.145943 0.148394
0.94 0.173 0.141 0.130 0.138 0.166 0.139 0.131 0.138  0.137162 0.137972 0.141198
0.98 0.156 0.132 0.122 0.128 0.156 0.132 0.123 0.127 0.129025 0.129869 0.133846

1.00 0.157 0.131 0.117  0.123  0.125029




92

Tabela 5.12 — Densidade média de radiagao em x = 0.5, L=12e¢ 7 = 1.

ADO média ¢, ADO linha ¢zr(y) Kim e Lee Trivic et al. Moghadam et al.
25 x 25 26 x 26 26 x 26 25 x 25 25 x 25
y N=4 N=8 N=12 N=16 N=4 N=8 N=12 N=16 S14

0.00 0.530 0.533 0.535 0.536  0.537238
0.02 0.533 0.527 0.527 0.526  0.533 0.527 0.527 0.526 0.518740 0.507442 0.519407
0.06 0.540 0.513 0.507 0.501 0.540 0.513 0.507 0.501  0.484921 0.472158 0.490733
0.10 0.546 0.489 0.471 0.461 0.547 0.490 0.471 0.460  0.449798 0.440141 0.456089
0.14 0.549 0.450 0.424 0.418 0.548 0.447 0.422 0.417  0.419550 0.412549 0.421347
0.18 0.525 0.392 0.389 0.397 0.529 0.390 0.387 0.397  0.394810 0.388023 0.390839
0.22 0.480 0.351 0.378 0.388 0.475 0.353 0.381 0.388  0.373385 0.365416 0.365777
0.26 0.399 0.351 0.363 0.357 0.393 0.353 0.365 0.356  0.353413 0.344299 0.345202
0.30 0.339 0.350 0.336 0.327 0.345 0.347 0.334 0.328  0.334146 0.324600 0.327464
0.34 0.394 0.329 0.315 0.313 0.397 0.326 0.316 0.314  0.315545 0.306302 0.311171
0.38 0.453 0.316 0.297 0.298 0.450 0.318 0.296 0.296 0.297782 0.289344 0.295505
0.42 0.410 0.291 0.282 0.283 0.402 0.292 0.278 0.283  0.281022 0.273632 0.280168
0.46 0.371 0.263 0.275 0.270 0.379 0.261 0.278 0.270  0.265367 0.259059 0.265196
0.50 0.318 0.250 0.250 0.250 0.337 0.254 0.248 0.247  0.250859 0.245526 0.250780
0.54 0.237 0.236 0.224 0.233 0.218 0.232 0.225 0.235  0.237473 0.232940 0.237142
0.58 0.228 0.218 0.220 0.221 0.216 0.213 0.224 0.220 0.225155 0.221221 0.224465
0.62 0.251 0.208 0.211 0.210 0.258 0.212 0.207 0.212 0.213820 0.210291 0.212856
0.66 0.219 0.190 0.204 0.201 0.213 0.188 0.203 0.202 0.203371 0.200080 0.202348
0.70 0.186 0.172 0.200 0.190 0.203 0.176 0.198 0.190 0.193714 0.190521 0.192906
0.74 0.200 0.167 0.186 0.184 0.209 0.169 0.185 0.185  0.184751 0.181552 0.184443
0.78 0.189 0.157 0.177  0.177 0.188 0.157 0.178 0.175  0.176397 0.173112 0.176839
0.82 0.220 0.157 0.165 0.170 0.224 0.158 0.164 0.169 0.168568 0.165143 0.169950
0.86 0.249 0.155 0.153 0.164 0.233 0.152 0.155 0.163  0.161186 0.157587 0.163622
090 0.255 0.152 0.146 0.155 0.253 0.152 0.146 0.154  0.154161 0.150377 0.157694
0.94 0.279 0.152 0.136 0.147 0.263 0.149 0.138 0.147  0.147404 0.143422 0.152000
0.98 0.255 0.145 0.131 0.138 0.255 0.145 0.131 0.138  0.140816 0.136584 0.146370
1.00 0.266 0.146 0.126 0.134  0.138057

Comparando os resultados ADO por média ¢,, malha 25 x 25, e ADO por linha
¢2r(y), malha 26 x 26, presentes nas Tabelas 5.8 & 5.12, obtém-se em média dois digitos
em concordancia para L) ¢ um erro relativo percentual médio de 0.3% para todos os
casos de anisotropia. E comparando resultados ADO com N = 12 e N = 16 em geral
concordam em até dois digitos significativos, com erro relativo percentual médio de 2%
para ambas analises ADO por média e ADO por linha. Observa-se que com a formulagao
ADO é possivel utilizar duas formulacoes para o calculo do perfil em x = 0.5, a formulagao
de linha ¢,.(y) ou a formulagao média ¢, e ndo notou-se uma diferenga significativa entre
essas abordagens.

Na Tabela 5.13 apresenta-se a média do erro relativo percentual entre a densidade
média de radiagao por regiao ¢,, obtida neste trabalho pela formulacao ADO por média
com a malha 25 x 25 e LQ16, com os resultados encontrados na literatura por [Kim e Lee,
1988; Trivic et al., 2004; Moghadam et al., 2016]. Também apresenta-se a média do erro
relativo percentual entre a densidade média de radiagao ao longo da diregao y (¢.-(y)),

obtida neste trabalho pela formulacao ADO por linha com a malha 26 x 26 e L()1g, com 0S
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resultados encontrados na literatura por [Kim e Lee, 1988; Trivic et al., 2004; Moghadam
et al., 2016]. Ainda, calcula-se a média do erro relativo percentual entre os resultados
apresentados pelas referéncias. Todos os valores usados para o calculo do erro relativo
estao presentes nas Tabelas 5.8 & 5.12.

Em geral os erros relativos entre ambas formulagoes ADO meédia e por linha com
os resultados da literatura fica em torno de 1% a 2%. Comparando os erros relativos
do ADO média, ADO linha, |[Trivic et al., 2004] e [Moghadam et al., 2016] com [Kim e
Lee, 1988| observa-se que o erro relativo obtido com ADO média e ADO linha é proximo
do encontrado com as outras referéncias ou um pouco melhor, exceto para L = 8. Vale
ressaltar que o erro relativo obtido entre [Trivic et al., 2004] e [Moghadam et al., 2016]| é
relativamente abaixo de 1%, exceto para L = 12, uma vez que as duas referéncias usam a
mesma abordagem de volumes finitos e a mesma discretizagao angular para a solugao da

RTE.

Tabela 5.13 — Erro relativo percentual médio [%].

v ADO média LQ1¢,25 X 25 ADO linha LQ16,26 X 26 Kim?! Trivic2
Kim! Trivicz Moghadam? Kim! Trivicz Moghadam? Trivic2 Moghadam® Moghadam?
L=0 1.174 1.954 1.643 1.056  2.003 1.700 1.346 1.148 0.806
L=2 1.207  2.326 2.011 1.103  2.386 2.071 1.650 1.399 0.802
L=5 1.192 2.120 1.925 1.080 2.177 1.981 1.481 1.352 0.812
L=8 1.186 1.595 1.343 1.051 1.486 1.358 0.784 0.933 0.941
L=12 1341 2.476 1.578 1.259  2.396 1.608 2.216 1.080 2.400

1Kim e Lee, 1988 2 Trivic et al., 2004 3 Moghadam et al., 2016

Na Figura 5.2 mostra-se uma comparacao entre os resultados gerados com a for-
mulagao ADO por média aqui apresentada (obtidos com L) e malha 25 x 25, 7 =1 e
w = 0.999) e os que foram encontrados listados nas referéncias [Kim e Lee, 1988], [Trivic

et al., 2004] e [Moghadam et al., 2016].



=0.5
I
o

o o <
o w ES

densidade média de radiagdo em x:
o

o

——ADO média (LQ 16 25x25)
- - -Trivic et al. (2004)

- - -Moghadam et al. (2016)
—Kim and Lee (1988)

o

o
3

=0.5
o o
o =

o o o
) w iS
T T

densidade média de radiagdo em x:
o

o

——ADO média (LQ 167 25x25)
L=5 - - -Trivic et al. (2004)
A\ - - -Mogahdam et al. (2016)
—Kim and Lee (1988)

0.2 0.4 0.6 0.8

=0.5
o
&

o o
S v © w 9
MO w g

densidade média de radiagao em x:
o
&

o
o
o
ot

94

0.7
——ADO média (LQ 167 25x25)

] 06 D L=2 - - -Trivic et al. (2004)
? N - - -Moghadam et al. (2016)
= 05 N —Kim and Lee (1988)
GE, .
o
@

o
w

densidade média de radia
o
n

0.1
O L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y
0.55 T T
05 A ——ADO média (LQ 16 25x25)
[te) R L=8 - - -Trivic et al. (2004)
< 0.45 - - -Moghadam et al. (2016)
x —Kim and Lee (1988)
£
S 04 - 1
o
S
£0.35 - 1
°
<
o 03r ]
©°
<
5025
€
3 02
<
kel
20.15
@
©°
0.1 . L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

——ADO média (LQ 167 25x25)
- - -Trivic et al. (2004)

- - -Moghadam et al. (2016)
—Kim and Lee (1988)

Figura 5.2 — Densidade média de radiacao ao longo da linha central do dominio para

ADO média, |Kim e Lee, 1988], [Trivic et al., 2004] e [Moghadam et al., 2016].
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A partir dos dados apresentados nas Tabelas 5.3 & 5.12, para a densidade média
de radiac@o ao longo da dire¢ao y (¢,.(y)) na linha central do dominio, verifica-se que se
a ordem de quadratura L@y é aumentada, para qualquer grau de anisotropia, os valores
gerados a partir da formulacao ADO-Nodal concordam em dois digitos significativos, em
geral, para todas as configuragoes de malha. Pode-se ver na Figura 5.3, para dois valores
diferentes do coeficiente de espalhamento, w = 0.999 e w = 0.5, com 7 = 1, o erro relativo
entre os resultados ADO gerados a partir de duas aproximagoes de ordem de quadratura
subsequentes L)y diminue para valores menores que 2%.

A normalizacao da funcao de fase também é verificada, seguindo os resultados
fornecidos em [Kim e Lee, 1988]. O erro de normalizagao médio é menor que 0.1% para
todas as fungoes de fase consideradas, quando a ordem de quadratura L)y é maior ou
igual a N = 8. Em [Kim e Lee, 1988]|, os autores observaram que a aproximagao Sy4, para

a funcao de fase F'1, indicou um erro de normalizacao médio de 1.76454%.
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Figura 5.3 — Erro relativo entre a densidade média de radiacao ¢,,(y) para duas

aproximacoes de ordem de quadratura Ly com 7 = 1.
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Apresentam-se na Figura 5.4 os resultados obtidos pelo método ADO por linha,
para analisar o efeito da anisotropia na densidade média de radiacao ao longo da diregao
Y (¢2-(y)), na linha central do dominio. Os resultados estao presentes nas Tabelas 5.8
a 5.12 e foram gerados com a quadratura L()i¢ para a malha 26 x 26, 7 =1 e w = 0.999.
Observa-se que a densidade média de radiacao para fungao de fase de espalhamento com
menor grau de anisotropia varia mais significativamente. Pode ser visto na Figura 5.4
que até certo valor do eixo y (aproximadamente até y = 0.5), quanto menor o grau de
anisotropia, maior a densidade média de radia¢do ao longo da dire¢do y, ¢..(y), na linha
central. A partir desse valor do eixo y, a situacao se inverte, isto é, quanto maior o grau
de anisotropia, maior é a densidade média de radiagao ¢,,(y): observa-se que é o mesmo

comportamento relatado por [Kim e Lee, 1988].

b (Y)

densidade média de radiacédo

y

Figura 5.4 — Influéncia da anisotropia na densidade média de radiacao ao longo da

direcao y na linha central do dominio, malha 26 x 26, LQ+s, 7 =1 e w = 0.999.

Apresentam-se na Figura 5.5 os resultados do fluxo liquido de calor radiativo na
dire¢ao y, q(y), sobre o plano vertical ao longo da linha central (x = 0.5), para a ordem
de quadratura L@ com malha 26 x 26, 7 = 1 e w = 0.999, e os diferentes graus
de anisotropia. Analisando a Figura 5.5 observa-se um comportamento semelhante ao

mostrado em [Kim e Lee, 1988|, no qual, em relagdo ao meio de espalhamento isotrépico,
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o meio de espalhamento para frente (L = 8 e L = 12) transfere (transporta) mais calor
radiativo através do meio, enquanto um meio de espalhamento para tras (L =2 e L = 5)

transporta menos calor radiativo (irradiante).

©
o1

fluxo de calor de radiagcéo q(y)
(e}
~

<
w

Q
no

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y
Figura 5.5 — Influéncia da anisotropia no fluxo de calor radiativo na linha central do

dominio, malha 26 x 26, LG, 7 =1 e w = 0.999.

5.3 Desempenho ADO-Nodal: Quadraturas Alternativas com Maior Nii-

mero de Diregoes Discretas

Para investigar o desempenho do método ADO-Nodal na solucao de problemas
em meio de espalhamento anisotrépico com niimero maior de dire¢oes angulares por oc-
tante, utilizam-se diferentes esquemas de quadratura. Uma vez que com a quadratura
LQy |Lewis e Miller, 1984] somente é possivel utilizar até Ny = 36 dire¢oes, usa-se o es-
quema de quadratura Quadruple Range (QR) [Abu-Shumays, 1977, 2001; Spence, 2015|
com acoplamentos compativel QQ R¢ e triangular () Ry. Estes esquemas permitem um ele-
vado nimero de diregoes discretas. Enfatiza-se que o uso de aproximacoes de ordenadas
discretas de ordem superior sao mais apropriadas para descrever modelos com anisotropia.
Notam-se que as referéncias [Kim e Lee, 1988; Trivic et al., 2004; Moghadam et al., 2016|

que tratam do espalhamento anisotrépico nao utilizaram as quadraturas aqui analisadas.
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Na Figura 5.6 apresenta-se uma comparacao de diferentes ordens das quadraturas
LQyN, QRc e QRy no calculo da densidade média de radiagao ao longo da direcao y
(¢2r(y)) na linha central (z = 0.5) do dominio, para a anisotropia L = 8, w = 0.999 e
7 = 1. Considera-se uma configuragao de malha grossa 6 x 6 (espagamento ~ 107!) e
uma malha mais refinada 26 x 26 (espacamento ~ 1072).

Nas Figuras 5.6a e 5.6b apresenta-se a comparacao de diferentes ordens da qua-
dratura L)y para a malha 6 X 6 e 26 x 26 respectivamente. Observa-se que com a malha
mais refinada os valores para N = 12 (N; = 21) e N = 16 (IV; = 36) nao sao tao proximos
como para a malha mais grossa. E a curva de resultados apresenta alguns picos, nao sendo
tao suave quanto a curva da densidade com malha mais grossa.

Nas Figuras 5.6c e 5.6d apresenta-se a comparacao de diferentes ordens da qua-
dratura (QRc para a malha 6 x 6 e 26 X 26 respectivamente. Observa-se que com a
quadratura (Q R e malha mais refinada alguns pontos da curva de densidade média para
Ny =4 (Ng;=32) e Ny =5 (Ng = 50) estao mais afastados do que os observados com a
quadratura L@y para malha 26 x 26.

Nas Figuras 5.6e e 5.6f apresenta-se a comparagao de diferentes ordens da quadra-
tura )Ry para a malha 6 x 6 e 26 x 26 respectivamente. Aqui ja observa-se que a curva
de valores com malha 26 x 26 para Ny = 8 (Vg = 36) ¢ Ny = 10 (N; = 55) esta bem
proxima uma da outra.

A partir da analise da Figura 5.6 pode-se afirmar que na comparacao de diferen-
tes ordens das quadraturas LQy, QRc e QQRr para uma malha grossa 6 x 6 obtém-se
uma convergéncia da curva da densidade de radiagao calculada com valores iguais ou in-
feriores a N; = 36 dire¢oes por octante. Ja para malhas mais refinadas, como a malha
26 x 26, maiores ordens de quadratura sao necesséarias para observar a concordancia. Na
quadratura L@y existe a limitagdo de ordem N = 16 (IN; = 36) e para este caso teste
com a quadratura (QRc nao foi possivel computacionalmente obter resultados para or-
dens maiores que Ny = 5 (N; = 50) com a malha 26 x 26, e para a quadratura QRr
foi possivel obter resultados apenas para ordens menores ou iguais a Ny = 10 (N; = 55)
para a mesma malha. Através da analise da Figura 5.6 observa-se a importancia de poder
trabalhar com esquemas de quadraturas que permitem ordens superiores da quadratura

e consequentemente um maior nimero de diregoes por octante.
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densidade média de radia¢do ao longo da diregao y (¢.(y)), com malhas 6 X 6 e 26 x 26,
para L =8, w=0.999¢7=1.



101

Nas Tabelas 5.14 & 5.17 apresentam-se os resultados ADO-Nodal obtidos utilizando
a quadratura )R, com acoplamento compativel Q) Rc e com acoplamento triangular Q) Ry,
para a densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.(y)), na linha central do
dominio (x = 0.5). Considera-se anisotropia L = 8 e as malhas 6 x 6 e 26 x 26, com 7 = 1
e w = 0.999.

Na Tabela 5.14 apresentam-se os resultados para a malha 6 x 6 com a quadratura
Q R¢ para ordem polar igual a Ny = 2, 3,4, 5,6, 7, 8 totalizando Ny = 8, 18,32, 50, 72,98, 128
direcoes por octante, respectivamente. Na Tabela 5.15 apresentam-se os resultados para
a malha 26 x 26 com a quadratura QQR¢ para ordem polar até Ny = 5 (Ny; = 50). Na
Tabela 5.16 apresentam-se os resultados para a malha 6 x 6 com a quadratura Q)Rr
para ordem polar igual a Ny = 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14 totalizando as direcoes
por octante como Ny = 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55,66, 78,91, 105, respectivamente. Na Ta-
bela 5.17 apresentam-se os resultados para a malha 26 x 26 com a quadratura Q) R para
ordem polar até Ny = 10 (Ny = 55). Os resultados da densidade média de radiagdo
ao longo da direcao y (¢4(y)) com a quadratura LQy, para L = 8 e malhas 6 x 6
e 26 x 26, foram listados anteriormente nas Tabelas 5.6 e 5.11, respectivamente, para
ordens N = 4,8,12,16 totalizando Ny = 3,10, 21, 36 dire¢oes por octante.

Comparando os resultados obtidos pelo método ADO-Nodal com malha fixa 6 x 6
a partir de duas ordens subsequentes de quadratura, observa-se para a quadratura QR¢
em geral de dois a trés digitos em concordancia com ordem até Ny = 50, aumentando
para quatro digitos com ordem de N; = 50 até Ny = 98 e chegando a cinco digitos em
concordancia com Ny = 98 e N; = 128. Com a quadratura )Ry observa-se em geral
dois digitos em concordancia com ordem até N; = 21, aumentando para trés digitos em
concordancia com ordem de Ny = 21 até N, = 55, chegando a quatro digitos com ordem
de Ny = 55 até Ny = 105. Ja com a quadratura L)y para a malha 6 x 6, observa-se em
geral dois digitos em concordancia com o aumento do nimero de direcoes por octante.

Considerando os resultados com malha fixa 26 x 26 a partir de duas ordens subse-
quentes de quadratura, observa-se com a quadratura () R em geral um digito em concor-
dancia com o aumento do nimero de diregoes por octante até Ny = 50. Com a quadratura
@ R7 observa-se em geral dois digitos em concordancia com o aumento do nimero de di-
regoes por octante até N; = 55. Ja com a quadratura L)y para a malha 26 x 26,

observa-se em geral um digito em concordancia com ordem até Ny = 21, aumentando



102

para dois digitos em concordancia com ordem de N; = 21 até Ny = 36.
A partir dos resultados tabelados calcula-se o erro relativo entre os resultados
¢.r(y) para duas ordens subsequentes de quadratura com a malha fixa. Apresentam-se a

seguir os erros obtidos de acordo com a quadratura analisada para a malha 6 x 6:

- Quadratura QRc: o erro relativo entre Ny = 18 e Ny = 32 é de 0.336%, entre
Ng =32 e Ny=50¢éde 0.060% e reduz para 0.002% entre N; = 98 ¢ N; = 128.

- Quadratura QRz: o erro relativo entre Ny = 10 e Ny = 15 ¢ de 0.712%, entre
Ng =45 e Ny =55 ¢é de 0.029% e reduz para 0.006% entre N; = 91 ¢ Ny = 105.

- Quadratura LQy: o erro relativo entre Ny = 21 e Ny = 36 é de 0.690%.

E a seguir, apresentam-se os erros relativos obtidos de acordo com a quadratura analisada

para a malha 26 x 26:
- Quadratura QR¢: o erro relativo entre Ny = 32 e Ny = 50 é de 3.235%.

- Quadratura QR7: o erro relativo entre Ny = 10 e Ny = 15 ¢ de 3.162% e reduz para
0.677% entre Ny = 45 e Ny = 55.

- Quadratura LQy: o erro relativo entre Ny = 21 ¢ Ny = 36 é de 1.930%.

Pode-se notar que ao considerar a malha grossa 6 X 6 com um nimero de dire¢oes
por octante fixo, por exemplo N; = 50 para QR¢c, Ng = 55 para QRr e Ny = 36 para LQ) y,
o erro relativo é muito menor em comparagao com o erro da malha mais refinada 26 x 26, e
os valores da densidade ¢,,(y) concordam em um nimero maior de digitos significativos.
Através da analise dos resultados tabulados, percebe-se a importancia de considerar a
ordem de quadratura mais alta, uma vez que os valores concordam em maior niimero de
digitos com o aumento do nimero de dire¢coes por octante. A obtencao de resultados a
partir de um ntmero baixo de dire¢oes angulares pode levar ao chamado efeito raio que é
uma oscilagao nao fisica nos valores da intensidade de radiagao. Conforme observado na
literatura [Chai et al., 1993] o efeito raio ¢ mais proeminente para meios opticamente finos
e é efetivamente mitigado em meios com alta espessura Optica. De acordo com Modest,
2013, o efeito raio também ¢é reduzido quando se trabalha com malhas grossas ou se
aumenta o tamanho das regioes, e no caso de usar malhas refinadas é sugerido o uso de

ordem de quadratura mais elevada para reduzir as oscilagoes oriundas do efeito raio.



103

Vale ressaltar que a escolha da ordem de quadratura e/ou a dimensao da malha
esta limitada aos recursos computacionais disponiveis, uma vez que conforme se refina a
malha e/ou se aumenta o numero de diregdes por octante o tamanho do sistema linear
torna-se consideravelmente grande, e consequentemente é necessario uma maior demanda

de memoria computacional.

Tabela 5.14 — Densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.-(y)) em x = 0.5,
L = 8, malha 6 x 6, com diferentes ordens da QRc, 7 =1 e w = 0.999.

y N;g=8 N;g=18 N;=32 Ng=50 Ng=72 N;j=98 Nyg=128

0.00 0.5593  0.5595 0.5594  0.5594 0.5594  0.5594 0.5594
0.02 0.5539  0.5314 0.5302 0.5297  0.5295 0.5295 0.5296
0.06 0.4928  0.4910 0.4907  0.4910 0.4911 0.4912 0.4912
0.10 0.4606  0.4609 0.4613 0.4615 0.4615 0.4615 0.4615
0.14 0.4344 0.4365 0.4369 0.4368 0.4367  0.4367 0.4367
0.18 0.4111  0.4139 0.4142 0.4140 0.4140 0.4140 0.4140
0.22  0.3875  0.3885 0.3881 0.3879 0.3879 0.3879 0.3879
0.26 0.3661  0.3645 0.3638 0.3638 0.3639 0.3639 0.3639
0.30 0.3468  0.3429 0.3421 0.3423 0.3424  0.3424 0.3424
0.34 0.3288  0.3240 0.3237  0.3240 0.3241 0.3241 0.3241
0.38 0.3060  0.3021 0.3025 0.3026 0.3026 0.3025 0.3025
0.42 0.2822 0.2797  0.2803 0.2803 0.2802 0.2802 0.2802
0.46 0.2587  0.2578 0.2585 0.2583 0.2583 0.2583 0.2583
0.50 0.2364 0.2373 0.2380 0.2378 0.2378 0.2378 0.2378
0.54 0.2261  0.2285 0.2286 0.2285 0.2285 0.2285 0.2285
0.58 0.2160  0.2188 0.2183 0.2183 0.2183 0.2183 0.2183
0.62 0.2060  0.2088 0.2078 0.2079 0.2079 0.2079 0.2079
0.66 0.1963  0.1986 0.1974  0.1976 0.1976 0.1976 0.1976
0.70  0.1877  0.1876 0.1871 0.1873 0.1872 0.1872 0.1872
0.74 0.1790  0.1765 0.1767  0.1767  0.1767  0.1767 0.1767
0.78 0.1703  0.1659 0.1666 0.1665 0.1665 0.1665 0.1665
0.82 0.1618  0.1561 0.1572 0.1570 0.1569 0.1569 0.1569
0.86 0.1511  0.1487  0.1494  0.1493 0.1493 0.1493 0.1493
0.90 0.1388  0.1415 0.1413 0.1412 0.1412 0.1412 0.1412
0.94 0.1263 0.1335 0.1326 0.1326 0.1327  0.1327 0.1327
0.98 0.1136  0.1249 0.1233 0.1235 0.1235 0.1235 0.1235
1.00 0.1072  0.1200 0.1182 0.1184 0.1184  0.1184 0.1184
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Tabela 5.15 — Densidade média de radiagao ao longo da diregao y (¢.-(y)) em x = 0.5,

L = 8, malha 26 x 26, com diferentes ordens da QR¢c, 7 =1 e w = 0.999.

Ng =28

Ny=18 Ngz=32 N;=50

0.00
0.02
0.06
0.10
0.14
0.18
0.22
0.26
0.30
0.34
0.38
0.42
0.46
0.50
0.54
0.58
0.62
0.66
0.70
0.74
0.78
0.82
0.86
0.90
0.94
0.98
1.00

0.5594
0.5405
0.4977
0.4507
0.4301
0.4282
0.4065
0.3778
0.3487
0.2893
0.2478
0.2620
0.2797
0.2509
0.2180
0.2363
0.2335
0.2267
0.2321
0.2032
0.1876
0.1647
0.1455
0.1325
0.1198
0.1110
0.1043

0.5593
0.5351
0.4951
0.4700
0.4445
0.4020
0.3711
0.3647
0.3617
0.3255
0.2843
0.2643
0.2425
0.2500
0.2563
0.2350
0.2328
0.2087
0.1833
0.1737
0.1590
0.1515
0.1447
0.1358
0.1295
0.1203
0.1144

0.5592
0.5337
0.4986
0.4678
0.4335
0.4105
0.3908
0.3539
0.3291
0.3285
0.3139
0.2697
0.2393
0.2515
0.2569
0.2308
0.2181
0.1961
0.1771
0.1704
0.1586
0.1569
0.1516
0.1477
0.1427
0.1345
0.1313

0.5592
0.5336
0.4989
0.4657
0.4371
0.4107
0.3813
0.3617
0.3411
0.3111
0.3040
0.2876
0.2464
0.2463
0.2599
0.2239
0.2007
0.1946
0.1796
0.1786
0.1736
0.1656
0.1594
0.1476
0.1385
0.1264
0.1196
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Tabela 5.16 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢.-(y)) em x = 0.5,
L = 8, malha 6 x 6, com diferentes ordens da QRr, 7 =1 e w = 0.999.

y Ng=6 N;=10 Ny=15 Ny=21 N;=28 N;=36 Ny=45 Ny;=55 Ny=66 Ny=78 Ny=91 N,=105

0.00 0.5593 0.5590 0.5591  0.5592  0.5593  0.5594  0.5594 0.5594  0.5594 0.5594  0.5594 0.5594
0.02 0.5392 0.5361 0.5344 0.5332 0.5323  0.5315 0.5310 0.5305 0.5302  0.5299  0.5297 0.5296
0.06 0.5024 0.4962 0.4933 0.4918 0.4909 0.4906 0.4904 0.4905 0.4906 0.4907  0.4908 0.4909
0.10 0.4697 0.4628 0.4605 0.4599 0.4600 0.4603 0.4607 0.4610 0.4612 0.4614 0.4615 0.4615
0.14 0.4406 0.4346 0.4337 0.4344 0.4353 0.4360 0.4364 0.4367 0.4368 0.4368  0.4368 0.4368
0.18 0.4115 0.4086  0.4097 0.4114 0.4128 0.4136 0.4140 0.4141 0.4142 0.4141 0.4141 0.4141
0.22 0.3798 0.3821 0.3850 0.3868 0.3878  0.3882 0.3882 0.3882 0.3881  0.3880  0.3880 0.3879
0.26 0.3520 0.3588 0.3627 0.3641 0.3645 0.3643 0.3641 0.3640 0.3639 0.3638  0.3638 0.3638
0.30 0.3279 0.3384  0.3428 0.3437 0.3434 0.3430 0.3426  0.3424  0.3423  0.3423  0.3423 0.3423
0.34 0.3079 0.3205 0.3248 0.3252  0.3248 0.3243 0.3240 0.3239  0.3239  0.3239  0.3239 0.3240
0.38 0.2931 0.3019 0.3035 0.3033 0.3028 0.3026  0.3025 0.3025 0.3025 0.3025  0.3026 0.3026
0.42 0.2777 0.2822 0.2815 0.2806 0.2802 0.2801  0.2802  0.2802 0.2802 0.2802  0.2802 0.2802
0.46 0.2620 0.2621  0.2594  0.2583  0.2580  0.2581  0.2582  0.2583  0.2583  0.2583  0.2583 0.2583
0.50 0.2462 0.2423 0.2383 0.2371 0.2371  0.2375 0.2377 0.2378 0.2378 0.2378  0.2378 0.2378
0.54 0.2343 0.2296 0.2278  0.2277  0.2280 0.2283  0.2285  0.2285 0.2285 0.2285  0.2285 0.2285
0.58 0.2220 0.2170 0.2172  0.2179 0.2183 0.2184 0.2184 0.2184 0.2183 0.2183  0.2183 0.2183
0.62 0.2094 0.2045 0.2066 0.2079 0.2082  0.2082 0.2081 0.2080 0.2079  0.2079  0.2079 0.2079
0.66 0.1968 0.1923 0.1961 0.1979  0.1982  0.1980 0.1978  0.1977 0.1976  0.1976  0.1976 0.1976
0.70 0.1853 0.1832 0.1862 0.1873 0.1874 0.1873 0.1873 0.1872 0.1872  0.1872  0.1872 0.1872
0.74 0.1747 0.1748 0.1764 0.1767 0.1767 0.1v67 0.1767  0.1767  0.1767  0.1767  0.1767 0.1767
0.78 0.1649 0.1666 0.1669 0.1666 0.1664 0.1664 0.1665 0.1665 0.1665 0.1665 0.1665 0.1665
0.82 0.1558 0.1586  0.1579  0.1570  0.1568  0.1569  0.1570  0.1570  0.1570  0.1570  0.1569 0.1569
0.86 0.1509 0.1503  0.1493 0.1490 0.1490 0.1492 0.1493 0.1493 0.1493 0.1493  0.1493 0.1493
0.90 0.1472 0.1413 0.1405 0.1408 0.1412 0.1413 0.1413 0.1413 0.1413 0.1413  0.1412 0.1412
0.94 0.1427 0.1317 0.1311 0.1321 0.1326  0.1328 0.1328 0.1327 0.1327  0.1327  0.1327 0.1327
0.98 0.1375 0.1218 0.1214 0.1229 0.1234 0.1235 0.1235 0.1235 0.1235 0.1235 0.1235 0.1235
1.00 0.1346 0.1167 0.1164 0.1180 0.1185 0.1185 0.1185 0.1184 0.1184 0.1184 0.1184 0.1184
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Tabela 5.17 — Densidade média de radiagao ao longo da diregao y (¢.-(y)) em x = 0.5,

L = 8, malha 26 x 26, com diferentes ordens da QRr, 7 =1 e w = 0.999.

y Nd:6 Nd:10 Nd215 Nd:21 Nd228 Nd:36 Nd:45 Nd:55
0.00 0.5592 0.5591  0.5591  0.5592  0.5592  0.5592  0.5592  0.5592
0.02 0.5464 0.5432 0.5403  0.5381  0.5365  0.5355  0.5348  0.5343
0.06 0.5183 0.5062  0.4990  0.4962  0.4959  0.4964  0.4970  0.4976
0.10 04773 04596 04582  0.4621 0.4652  0.4666  0.4669  0.4668
0.14 0.4253 0.4229 04345 04396 04390  0.4375  0.4368  0.4367
0.18 0.3866  0.4065  0.4147  0.4107 04077  0.4082  0.4093  0.4098
0.22 03685 0.3899  0.3863  0.3804  0.3835  0.3859  0.3853  0.3843
0.26 0.3444 0.3647  0.3560  0.3590  0.3631 0.3606  0.3590  0.3595
0.30 0.3273  0.3411 0.3313  0.3427  0.3390  0.3358  0.3387  0.3395
0.34 0.3355 0.3113  0.3164 03203  0.3141 0.3181 0.3188  0.3170
0.38 0.3203  0.2825  0.3000  0.2943  0.2958  0.3014  0.2960  0.2978
042 0.2990 0.2804  0.2866 ~ 0.2779  0.2836  0.2795  0.2801  0.2820
046 0.3104 0.2916  0.2899  0.2707  0.2745  0.2634  0.2705  0.2644
0.50 0.2486 0.2498  0.2516  0.2509  0.2499  0.2503  0.2495  0.2486
0.54 0.1922 0.2086  0.2067  0.2270  0.2251 0.2355  0.2299  0.2376
0.58 0.2010  0.2198 0.2126 0.2217  0.2187 0.2226 0.2215 0.2222
0.62 0.1865 0.2123  0.2096  0.2190  0.2114  0.2131 0.2126  0.2095
0.66 0.1850 0.2069  0.1984  0.2023  0.2005  0.1990  0.2004  0.1989
0.70 0.1824 0.2073  0.1959  0.1903  0.1918  0.1869  0.1902  0.1879
0.74 0.1709 0.1874  0.1810  0.1777  0.1807  0.1774  0.1790  0.1789
0.78 0.1677 0.1768  0.1698  0.1650  0.1715  0.1677  0.1691 0.1703
0.82 0.1575 0.1603  0.1612  0.1571 0.1615  0.1603  0.1596  0.1612
0.86 0.1514 0.1470  0.1511 0.1485  0.1523  0.1525  0.1507  0.1530
090 0.1455 0.1368  0.1454  0.1419  0.1436  0.1451 0.1430  0.1441
094 0.1393 0.1266  0.1379  0.1350  0.1350  0.1376  0.1351 0.1359
098 0.1346 0.1187  0.1306  0.1269  0.1260  0.1287  0.1271 0.1268
1.00 0.1301  0.1130  0.1273  0.1227  0.1207  0.1240  0.1221 0.1213
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5.4 Desempenho ADO-Nodal: Refinamento da Malha

A partir do reordenamento do sistema linear apresentado no Capitulo 4, investiga-
se o uso de configuragoes de malhas mais refinadas através da solugao do sistema linear
esparso de equagoes usando a subroutina HSL. MA48. Geram-se resultados ADO-Nodal
com L =2 e w = 0.999, para diferentes malhas até 50 x 50 com a quadratura L)y com
N =16 (N4 = 36) para diferentes comprimentos 6pticos 7 = 1,5,10. E resultados até a
malha 60 x 60 com a quadratura QRc com Ny = 4 (N; = 32) para 7 = 1, enquanto na
literatura [Kim e Lee, 1988; Trivic et al., 2004; Moghadam et al., 2016] para este problema
com 7 = 1 apenas resultados até malha 26 x 26 sao encontrados.

Apresentam-se nas tabelas a seguir os valores obtidos pela solugao ADO-Nodal
para a densidade média de radiacao ao longo da dire¢ao y (¢.(y)), na linha central do
dominio (z = 0.5), para diferentes malhas considerando w = 0.999. Resultados com
a quadratura L) e grau de anisotropia L = 2 sao apresentados na Tabela 5.18 para
7 = 1, na Tabela 5.19 com 7 = 5 e na Tabela 5.20 para 7 = 10. Ainda, para o mesmo
grau de anisotropia L = 2, apresentam-se os valores da densidade ¢,,(y) na Tabela 5.21
considerando a quadratura QRc com Ny = 4 para 7 = 1. E considerando o grau de
anisotropia L = 8 e 7 = 1, na Tabela 5.22 apresentam-se os resultados com a quadratura
LQ1¢, e Tabela 5.23 com a quadratura QQRc com Ny = 4. Ainda, nas Tabelas 5.24, 5.25
e 5.26 apresentam-se os valores da densidade ¢,,.(y) para diferentes malhas considerando
w = 0.999, 7 = 1 e quadratura L(Q)5 com grau de anisotropia L. = 0, L =5 e L = 12,
respectivamente.

A partir dos resultados obtidos pela formulaggo ADO-Nodal entre as diferentes
malhas, calcula-se o erro relativo entre duas malhas subsequentes. Observa-se para L = 2

e quadratura L@y a medida que a malha é refinada de 4 x 4 para 50 x 50:
- para 7 = 1 (Tabela 5.18): erro relativo é reduzido de 3.83% para 0.58%.
- para 7 = 5 (Tabela 5.19): o erro relativo é reduzido de 6.22% para 0.04%
- para 7 = 10 (Tabela 5.20): o erro relativo é reduzido de 7.31% para 0.03%.

Assim, observa-se uma reducao significativa do erro relativo com o aumento da malha,

principalmente & medida que o comprimento 6ptico é maior. A seguir, apresenta-se o erro
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relativo para L = 2 e quadratura (QRc a medida que a malha é refinada de 4 x 4 para

60 x 60:
- para 7 = 1 (Tabela 5.21): erro relativo é reduzido de 4.40% para 1.18%.

Ao analisar as tabelas para L = 8 com 7 = 1, obtém-se o erro relativo a medida que a

malha é refinada de 4 x 4 para 40 x 40:

- quadratura LQy (Tabela 5.22): erro relativo é reduzido de 3.47% para 0.83%.
- quadratura QR¢ (Tabela 5.23): erro relativo é reduzido de 3.74% para 1.46%.

Observa-se uma menor redugao do erro relativo com o aumento da malha ao analisar os
resultados obtidos com a quadratura QRc com Ny = 4 (N4 = 32) comparado com o erro
relativo obtido com a quadratura LQy para N = 16 (N; = 36) em ambas anisotropias
L =2e L =8. Ainda, ao analisar o erro relativo com quadratura L) ¢ 7 = 1 & medida
que a malha ¢é refinada de 4 x 4 para 40 x 40, obtém-se os seguintes erros de acordo com

o grau de anistropia:
- L =0 (Tabela 5.24): erro relativo é reduzido de 3.61% para 0.80%.
- L =5 (Tabela 5.25): erro relativo é reduzido de 3.72% para 0.81%.
- L =12 (Tabela 5.26): erro relativo é reduzido de 3.57% para 0.98%.

Ainda, nas Tabelas 5.18 & 5.23, em relagao ao nimero de digitos significativos dos
resultados ADO obtidos entre as diferentes malhas para L = 2 e L = 8 com 7 = 1,
observa-se em geral a concordancia em dois digitos tanto para a quadratura L)y quanto
para a quadratura QRc com o refinamento da malha. E nas Tabelas 5.24 & 5.26, para
L =0,5,12, com 7 = 1 e quadratura L), também observa-se em geral a concordancia
em dois digitos significativos com o refinamento da malha. J& para L = 2 com LQy,
7 =5 e 7 = 10 observa-se de trés a quatro digitos significativos em concordancia com o
aumento da malha. Assim, observa-se um aumento do ntmero de digitos significativos

com o aumento da malha a medida que o comprimento 6ptico é maior.
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Tabela 5.18 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L =2, LQs (Ng=36), 7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40x40 50 x50
0.00 0.6625 0.6648 0.6648 0.6649 0.6649 0.6649 0.6649
0.02 0.6365 0.6407 0.6443 0.6453 0.6457 0.6462  0.6463
0.06 0.5891 0.5965 0.6023 0.6029 0.6045 0.6048 0.6068
0.10 0.5471 0.5572  0.5535 0.5495 0.5497  0.5462  0.5431
0.14 0.5099 0.5086  0.4995 0.4968 0.4952  0.4955  0.4969
0.18 04766 0.4663 0.4623 0.4657 0.4685 0.4747  0.4731
0.22 0.4470 0.4304 0.4361 0.4422 0.4404 0.4355  0.4388
0.26 04173 0.3982 0.4094 04016 0.3989 0.4016  0.3966
0.30 0.3795 0.3680 0.3688  0.3661 0.3693 0.3651  0.3700
0.34 0.3437 0.3447 0.3362 0.3425 0.3412 0.3444  0.3449
0.38 0.3101 0.3216 0.3165 0.3173 0.3183 0.3156  0.3132
0.42 0.2789 0.2956 0.2970 0.2954  0.2947 0.2948  0.2973
0.46 0.2501 0.26v8 0.2740 0.2739  0.2747  0.2756  0.2738
0.50 0.2239 0.2423  0.2479  0.2484  0.2513  0.2475  0.2503
0.54 0.2109 0.22v9  0.2278  0.2287  0.2230  0.2279  0.2267
0.58 0.1972 0.2136  0.2096  0.2089 0.2113 0.2064  0.2085
0.62 0.1833 0.1974 0.1938 0.1955 0.1953 0.1943  0.1943
0.66 0.1693 0.1794 0.1793 0.1796 0.1808  0.1818  0.1810
0.70 0.1555 0.1623  0.1650 0.1632 0.1650 0.1660 0.1669
0.74 0.1422 0.1485 0.1530  0.1521  0.1506  0.1520 0.1523
0.78 0.1298 0.1353 0.1397 0.1386 0.1385  0.1369  0.1381
0.82 0.1179 0.1233 0.1271  0.1276  0.1266  0.1250  0.1252
0.86 0.1062 0.1120 0.1156  0.1164 0.1158 0.1149  0.1139
0.90 0.0949 0.1006  0.1029 0.1041 0.1039 0.1041  0.1036
0.94 0.0837 0.0872 0.0900 0.0921 0.0921 0.0926  0.0926
0.98 0.0727 0.0740 0.0777 0.078  0.0790  0.0803  0.0803
1.00 0.0673 0.0673 0.0716 0.0725 0.0727 0.0732  0.0747
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Tabela 5.19 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L =2, LQs (Ng = 36), 7 =5 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40x40 50 x50
0.00 0.8555 0.8593 0.8601 0.8602 0.8602 0.8603  0.8603
0.10 0.8102 0.8162 0.8182 0.818  0.8187 0.8189  0.8190
0.30 0.7357 0.7438 0.7455 0.7458  0.7461  0.7462  0.7466
0.50 0.6720 0.6806 0.6804 0.6796 0.6798  0.6794  0.6790
0.70 0.6142 0.6193 0.6195 0.6192 0.6192 0.6192 0.6193
0.90 0.5608 0.5645 0.5642 0.5646 0.5649 0.5653  0.5653
1.10 0.5115 0.5128 0.5132 0.5137 0.5136  0.5135 0.5136
1.30 0.4646 0.4635 0.4653 0.4648 0.4649 0.4647 0.4644
1.50 0.4141 0.4188 0.4198 0.4199 0.4198 0.4198  0.4200
1.70 0.3675 0.3782 0.3788  0.3790  0.3792  0.3795  0.3796
1.90 0.3249 0.3406 0.3414 0.3420 0.3420 0.3419  0.3417
2.10 0.2867 0.3060 0.3073 0.3073 0.3074 0.3076  0.3078
230 0.2529 0.2734  0.2759  0.2759  0.2761  0.2761  0.2760
2.50 0.2247 0.2439 0.2464 0.2468 0.2469 0.2469  0.2471
2.70 0.2022 0.2182 0.2199 0.2204 0.2202 0.2206  0.2206
290 0.1796 0.1941 0.1958 0.1961 0.1963 0.1961  0.1963
3.10 0.1580 0.1722  0.1737 0.1740 0.1741  0.1742  0.1742
3.30  0.1379 0.1516  0.1533 0.1536  0.1537  0.1539  0.1539
3.50 0.1195 0.1327 0.1346  0.1347 0.1349 0.1350 0.1351
3.70 0.1035 0.1156  0.1172  0.1174 0.1174 0.1176  0.1176
3.90 0.0901 0.0994 0.1010 0.1012 0.1012 0.1013 0.1013
4.10 0.0767 0.0846 0.0858  0.0860  0.0860  0.0861  0.0861
430 0.0635 0.0703 0.0715 0.0716 0.0717  0.0717  0.0717
450 0.0506 0.0567  0.0577  0.0579  0.0579  0.0580  0.0580
4.70 0.0381 0.0435 0.0443 0.0445 0.0445 0.0446 0.0446
4.90 0.0256 0.0297 0.0305 0.0306  0.0306  0.0307  0.0307
5.00 0.0191 0.0223 0.0229 0.0230 0.0230  0.0230  0.0231
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Tabela 5.20 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L =2, LQs (Ng = 36), 7 = 10 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40x40 50 x50
0.00 09176 0.9203 0.9209 0.9210 0.9210 0.9211  0.9211
0.20 0.8691 0.8734 0.8745 0.8746 0.8747  0.8747  0.8747
0.60 0.7901 0.7956  0.7960 0.7961  0.7962  0.7961  0.7962
1.00 0.7193 0.7244 0.7245 0.7243  0.7244 0.7243  0.7243
1.40 0.6530 0.6566  0.6572  0.6571 0.6571 0.6571  0.6571
1.80 0.5906 0.5941  0.5943  0.5943  0.5943 0.5944  0.5944
220 0.5317 0.5352  0.5357  0.5358  0.5358  0.5358  0.5358
2.60 04753 0.4803 0.4814 04815 04815 0.4815 0.4815
3.00 04196 0.4302 0.4314 04315 04315 04316 0.4316
3.40 03691 0.3842  0.3856  0.3857  0.3859  0.3859  0.3860
3.80 0.3235 0.3421  0.3438 0.3441  0.3441  0.3443  0.3443
420 0.2828 0.3041 0.3058 0.3061  0.3062  0.3063  0.3064
4.60 0.2472 0.2690 0.2714 0.2717  0.2718 0.2719  0.2719
5.00 0.2173 0.2376  0.2401 0.2404 0.2405 0.2407  0.2407
5.40 0.1922 0.2095 0.2118 0.2121 0.2122 0.2124 0.2124
5.80 0.1679 0.1838 0.1861 0.1865 0.1866  0.1867  0.1868
6.20 0.1455 0.1609  0.1629 0.1632 0.1633 0.1634 0.1635
6.60 0.1251 0.1397  0.1417 0.1420 0.1421  0.1422  0.1423
7.00 0.1067 0.1205 0.1224 0.1227 0.1228 0.1229  0.1229
7.40 0.0907 0.1031  0.1047 0.1049 0.1050 0.1051  0.1052
7.80 0.0773 0.0868  0.0884 0.0886  0.0887  0.0888  0.0888
8.20 0.0639 0.0720 0.0732 0.0734 0.0735 0.0736  0.0736
8.60 0.0511 0.0579  0.0590 0.0592 0.0592 0.0593  0.0593
9.00 0.0388 0.0446  0.0455 0.0457 0.0457  0.0458  0.0458
9.40 0.0271 0.0319 0.0325 0.0326 0.0327 0.0327  0.0328
9.80 0.0157 0.0189 0.0194 0.0195 0.0195 0.0195 0.0196
10.0 0.0096 0.0117 0.0120 0.0121  0.0121  0.0121  0.0121
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Tabela 5.21 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5
para o refinamento da malha com L =2, QRc, Ny =4 (Ng=32),7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40x40 50x50 60 x 60
0.00 0.6627 0.6644 0.6641 0.6642 0.6642 0.6641 0.6641 0.6641
0.02 0.6294 0.6319 0.6336 0.6341 0.6344 0.6352 0.6360 0.6351
0.06 0.5798 0.5849  0.5887  0.5883  0.5882  0.5895  0.5909  0.5929
0.10 0.53397 0.5482  0.5469  0.5467 0.5482 0.5464  0.5423  0.5406
0.14 0.5046 0.5073  0.5049 0.5022  0.5010 0.5004  0.5005  0.5037
0.18 04733 0.4699 0.4669 04693 04720 04790 0.4825  0.4767
0.22 0.4456 0.4352 0.4355 0.4400 0.4381 0.4306 04275 0.4313
0.26 04193 0.4000 0.4041 0.3950 0.3885 0.3898 0.3864  0.3876
0.30 0.3824 0.3675 0.3663 0.3624 0.3676  0.3729  0.3842  0.3808
0.34 0.3459 0.3422 0.3417 03534 0.3583 0.3587  0.3486  0.3518
0.38 0.3113 0.3175 0.3222 03316 0.3218 0.3151  0.3235  0.3227
0.42 0.2789 0.2931 0.2920 0.2820 0.2826  0.2833  0.2740  0.2749
0.46 0.2493 0.2684 0.2585 0.2459  0.2538  0.2577  0.2670  0.2652
0.50 0.2236 0.2454  0.2425 0.2512 0.2521 0.2546  0.2470  0.2464
0.54 0.2109 0.2287  0.2495 0.2504 0.2415 0.2338  0.2347  0.2314
0.58 0.1967 0.2121 0.2236  0.2199 0.2240 0.2361  0.2283  0.2344
0.62 0.1821 0.1955 0.1923 0.2026  0.2008  0.2006  0.2053  0.2091
0.66 0.1676 0.1783 0.1693 0.1768  0.1800  0.1757  0.1765  0.1756
0.70 0.1535 0.1621 0.1615 0.1542 0.1581  0.1577  0.1565  0.1556
0.74 0.1404 0.1499 0.1413 0.1434 0.1412 0.1446  0.1431  0.1415
0.78 0.1291 0.1378 0.1324 0.1281 0.1293 0.1338 0.1324  0.1276
0.82 0.1177 0.1257 0.1251  0.1221  0.1188  0.1190 0.1222  0.1215
0.86 0.1063 0.1130 0.1160 0.1131 0.1104 0.1090 0.1111  0.1137
0.90 0.0951 0.1008 0.1041 0.1053 0.1032 0.1009  0.1003  0.1017
0.94 0.0840 0.0892 0.0970  0.0965 0.0968  0.0921  0.0904  0.0890
0.98 0.0730 0.0769  0.0837 0.0848  0.0857 0.0852  0.0819  0.0783
1.00 0.0672 0.0704 0.0755 0.0798 0.0819 0.0779  0.0769  0.0751
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Tabela 5.22 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L = 8, LQs (Ng =36), 7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40 x40
0.00 0.5569 0.5588  0.5588  0.5589  0.5589  0.5588
0.02 0.5367 0.5406 0.5443 0.5453 0.5456  0.5461
0.06 0.5008 0.5080  0.5137 0.5143  0.5159  0.5163
0.10 04701 0.4798 04756 04713 04716  0.4680
0.14 0.4438 0.4407  0.4309 0.4278  0.4261  0.4262
0.18 0.4212 0.4079 0.4029 0.4064 0.4093 0.4161
0.22 0.4017 0.3810 0.3864 0.3932 0.3913  0.3858
0.26 0.3812 0.3570 0.3692 0.3609  0.3578  0.3609
0.30 0.3510 0.3345 0.3363 0.3329 0.3365 0.3318
0.34 0.3223 0.3198 0.3104 0.3175 0.3160  0.3192
0.38 0.2951 0.3046  0.2984  0.2990 0.3001  0.2972
0.42 0.2696 0.2850 0.2858  0.2839  0.2833  0.2833
0.46 0.2458 0.2627 0.2688  0.2690 0.2691  0.2703
0.50 0.2237 0.2420 0.2477 0.2481  0.2517 0.2474
0.54 0.2173 0.2333 0.2334 0.2342  0.2278  0.2331
0.58 0.2096 0.2242  0.2198 0.2190 0.2217  0.2163
0.62 0.2008 0.2128 0.2088 0.2102  0.2103  0.2092
0.66 0.1913 0.1995 0.1989 0.1991 0.2004 0.2013
0.70 0.1813 0.1864 0.1886  0.1864 0.1835  0.1895
0.74 0.1712 0.1762 0.1806 0.1798  0.1781  0.1795
0.78 0.1622 0.1661 0.1713 0.1701  0.1699  0.1682
0.82 0.1539 0.1578 0.1623 0.1628 0.1618  0.1599
0.86 0.1458 0.1507 0.1540 0.1552 0.1544  0.1536
0.90 0.1379 0.1433 0.1450 0.1462  0.1460  0.1462
094 0.1302 0.1326 0.1354 0.1378  0.1377  0.1383
0.98 0.1224 0.1219 0.1265 0.1275  0.1280  0.1295
1.00 0.1186 0.1165 0.1219 0.1229 0.1232  0.1237
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Tabela 5.23 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5
para o refinamento da malha com L =8, QR¢c, Ny =4 (Ng=32),7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40 x40
0.00 0.5582 0.5592  0.5591 0.5592  0.5592  0.5592
0.02 0.5294 0.5314 0.5332 0.5337 0.5340  0.5348
0.06 0.4908 0.4955 0.4990 0.4986 0.4985  0.4999
0.10 0.4620 0.4697 0.4680 0.4678 0.4693  0.4675
0.14 0.4382 0.4388 0.4363 0.4335 0.4322 0.4316
0.18 0.4177 0.4114 0.4080 0.4105 0.4133  0.4205
0.22 0.4004 0.3861 0.3860 0.3908  0.3887  0.3810
0.26 03832 0.3594 0.3634 0.3539  0.3471  0.3484
0.30 0.3540 0.3345 0.3324 0.3291 0.3364  0.3400
0.34 0.3247 03172 03162 0.3285 0.3360 0.3341
0.38 0.2965 0.2998 0.3042 0.3139 0.3038  0.2967
0.42 0.2700 0.2820 0.2804 0.2697 0.2704  0.2713
0.46 0.2454 0.2632  0.2525 0.2393 0.2474  0.2513
0.50 0.2239 0.2454 0.2422 0.2515 0.2525  0.2550
0.54 0.2176 0.2344 0.2561 0.2569  0.2475  0.2393
0.58 0.2090 0.2230 0.2348 0.2308 0.2351  0.2480
0.62 0.1993 0.2110 0.2073 0.2181 0.2162  0.2160
0.66 0.1891 0.1981 0.1881 0.1961 0.1996  0.1948
0.70 0.1787 0.1857 0.1849 0.1771  0.1812  0.1808
0.74 0.1685 0.1776 0.1681 0.1704 0.1680  0.1717
0.78 0.1606 0.1693 0.1633 0.1586  0.1599  0.1648
0.82 0.1531 0.1609 0.1601 0.1569  0.1532  0.1535
0.86 0.1457 0.1520 0.1548 0.1516  0.1486  0.1472
0.90 0.1382 0.1434 0.1463  0.1477  0.1453  0.1427
0.94 0.1307 0.1348 0.1434 0.1427 0.1431  0.1378
0.98 0.1229 0.1255 0.1332 0.1345 0.1355  0.1350
1.00 0.1187 0.1203 0.1263 0.1313 0.1338  0.1291
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Tabela 5.24 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢.-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L =0, LQs (Ng=36), 7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40 x40
0.00 0.6275 0.6296 0.6295 0.6296 0.6296  0.6296
0.02 0.6032 0.6072 0.6108 0.6118 0.6122  0.6127
0.06 0.5594 0.5666  0.5723  0.5729 0.5744  0.5748
0.10 0.5211 0.5308 0.5270 0.5230 0.5232  0.5197
0.14 0.4874 0.4856 0.4764 04737 04721 04723
0.18 0.4576 0.4466  0.4424  0.4458  0.4486  0.4548
0.22 0.4312 0.4138 0.4194 0.4256  0.4238  0.4189
0.26 04044 0.3845 0.3958 0.3881 0.3852  0.3879
0.30 0.3694 0.3570 0.3581 0.3551 0.3584  0.3542
0.34 0.3363 0.3365 0.3278 0.3342 0.3329  0.3361
0.38 0.3052 0.3159 0.3106 0.3114 0.3123  0.3096
0.42 0.2v62 0.2920 0.2933 0.2916  0.2909  0.2910
0.46 0.2494 0.2662 0.2723 0.2722 0.2728 0.2738
0.50 0.2249 0.2424 0.2479  0.2483 0.2514  0.2476
0.54 0.2137 0.2297 0.2296 0.2304  0.2247  0.2296
0.58 0.2016 0.2169 0.2129 0.2122 0.2147  0.2097
0.62 0.1890 0.2022 0.1986 0.2002  0.2001  0.1990
0.66 0.1763 0.1857 0.1854  0.1857 0.1869  0.1879
0.70 0.1636 0.1699 0.1724 0.1704 0.1724  0.1733
0.74 0.1513 0.1571 0.1615 0.1606  0.1591  0.1605
0.78 0.1398 0.1448 0.1493 0.1482  0.1482  0.1465
0.82 0.1288 0.1339 0.1378 0.1383 0.1373  0.1356
0.86 0.1180 0.1237  0.1272  0.1281  0.1275  0.1265
0.90 0.1074 0.1134 0.1155  0.1167 0.1165 0.1166
0.94 0.0970 0.1005 0.1034 0.1055 0.1055  0.1060
0.98 0.0866 0.0876  0.0917 0.0926  0.0930  0.0943
1.00 0.0814 0.0812 0.0857 0.0866  0.0869  0.0873
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Tabela 5.25 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢,-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L =5, LQs (Ng=36), 7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40 x40
0.00 0.6450 0.6472 0.6472 0.6473 0.6473  0.6473
0.02 0.6199 0.6240 0.6276 0.6286 0.6290  0.6295
0.06 0.5743 0.5817 0.5874  0.5880  0.5895  0.5899
0.10 0.5342 0.5441 0.5404 0.5364 0.5365  0.5331
0.14 0.4987 0.4972 0.4881 0.4853 0.4837  0.4840
0.18 04672 0.4566  0.4525 0.4559 0.4586  0.4649
0.22 0.4393 0.4222 0.4279 0.4340 0.4322  0.4273
0.26 04110 0.3914 0.4027 0.3949 0.3922  0.3948
0.30 0.3746 0.3626  0.3635 0.3607  0.3639  0.3598
0.34 0.3401 0.3407 0.3321 0.3385 0.3371  0.3403
0.38 0.3078 0.3188 0.3136 0.3144 0.3154 0.3126
0.42 0.2776 0.2938 0.2952 0.2936  0.2928  0.2929
0.46 0.2497 0.2670 0.2732 0.2731  0.2738  0.2747
0.50 0.2243 0.2423 0.2479  0.2483  0.2514  0.2475
0.54 0.2122 0.2288  0.2287  0.2295  0.2238  0.2287
0.58 0.1994 0.2153 0.2112  0.2105 0.2130  0.2080
0.62 0.1861 0.1997 0.1961 0.1977  0.1977  0.1966
0.66 0.1727 0.1825 0.1823 0.1826  0.1838  0.1847
0.70 0.1595 0.1660 0.1686  0.1667 0.1686  0.1696
0.74 0.1467 0.1527 0.1571 0.1563  0.1547  0.1561
0.78 0.1347 0.1399 0.1444 0.1433 0.1432  0.1416
0.82 0.1232 0.1284 0.1323 0.1328  0.1318  0.1302
0.86 0.1120 0.11v7 0.1212 0.1221  0.1215  0.1205
0.90 0.1010 0.1068 0.1090 0.1102  0.1100  0.1102
0.94 0.0901 0.0937 0.0965 0.0986  0.0986  0.0991
0.98 0.0794 0.0806 0.0845 0.0854 0.0858  0.0871
1.00 0.0741 0.0740 0.0784 0.0793 0.0796  0.0800
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Tabela 5.26 — Densidade média de radiagao ao longo da dire¢ao y (¢.-(y)) em x = 0.5

para o refinamento da malha com L = 12, LQs (Ng =36), 7 =1 e w = 0.999.

y 4x4 10x10 20x20 26x26 30x30 40 x40
0.00 0.5343 0.5361 0.5360 0.5361 0.5361  0.5360
0.02 0.5173 0.5211  0.5251 0.5261  0.5265  0.5270
0.06 0.4865 0.4939 0.5002 0.5010 0.5027  0.5031
0.10 0.4596 0.4699 0.4653 0.4604 0.4607  0.4566
0.14 0.4361 0.4321 0.4205 0.4168 0.4148 0.4149
0.18 04157 0.3996 0.3935 0.3974 0.4009  0.4088
0.22 0.3981 0.3736 0.3797 0.3878  0.3856  0.3789
0.26 03792 0.3508 0.36563 0.3556  0.3517  0.3539
0.30 0.3499 0.3288  0.3318 0.3278 0.3324  0.3264
0.34 03215 0.3171 03057 0.3145 0.3123  0.3160
0.38 0.2940 0.3038 0.2960  0.2961  0.2979  0.2945
0.42 0.2675 0.2848 0.2852 0.2830 0.2824  0.2821
0.46 0.2420 0.2621 0.2684 0.2695 0.2689  0.2706
0.50 0.2178 0.2406 0.2474 0.2474  0.2522  0.2468
0.54 0.2141 0.2335 0.2340 0.2349 0.2271 0.2334
0.58 0.2091 0.2260 0.2205 0.2196 0.2229  0.2164
0.62 0.2030 0.2158 0.2106  0.2120 0.2122  0.2108
0.66 0.1959 0.2029 0.2024 0.2021  0.2037  0.2045
0.70 0.1880 0.1900  0.1921 0.1895 0.1918  0.1931
0.74 0.1794 0.1800 0.1854  0.1847 0.1829  0.1841
0.78 0.1702 0.1702 0.1v70 0.1754 0.1753  0.1734
0.82 0.1616 0.1627 0.1684 0.1693 0.1682  0.1658
0.86 0.1535 0.1571  0.1607 0.1626  0.1614  0.1606
0.90 0.1460 0.1511 0.1529 0.1542 0.1542 0.1544
0.94 0.1390 0.1410 0.1437 0.1469 0.1465 0.1474
0.98 0.1323 0.1310 0.1364 0.1377  0.1383  0.1400
1.00 0.1291 0.1261 0.1329 0.1343 0.1344  0.1347

5.5 Fluxo de Calor Radiativo: Variando Albedo, Reflectividade e Compri-

mento Optico

Analisam-se os efeitos do albedo de espalhamento (w), da reflectividade (p) na

parede do dominio e do comprimento 6ptico (7) na transferéncia radiativa a partir da

estimativa do fluxo de calor radiativo liquido ao longo da linha central (z = 0.5).

Na Figura 5.7 apresentam-se os fluxos de calor radiativo ¢(y) calculados com dife-

rentes albedos de espalhamento (w), para a anisotropia L = 8 com a ordem de quadratura

LQ16, malha 10 x 10 e 7 = 1. Nota-se que a medida que o albedo (w) aumenta, a absor-

¢ao torna-se menos importante enquanto o espalhamento ¢ predominante, de modo que
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quando o albedo é maior o fluxo de calor também é maior, exceto proximo da parede
quente (y = 0) onde o fluxo de calor ¢(y) tem um valor maior para valores menores do
albedo (w). Este efeito de espalhamento do albedo foi explicado por |[Kim e Lee, 1988].
Observa-se também na Figura 5.7 que quanto menor o albedo a inclinagao da curva do
fluxo de calor radiativo ao longo da linha central é mais pronunciada, devido a ter mais

absorcao do que espalhamento e nesse caso a transferéncia de calor por radiagao é redu-

zida.
1.1 T T T T T T T T T
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Figura 5.7 — Influéncia do albedo de espalhamento no fluxo de calor radiativo ¢(y) na

linha central para L = 8, 7 = 1, malha 10 x 10 e LQ16 (Vg = 36).

A Figura 5.8 mostra a densidade média de radiagdo ao longo da diregao y (¢ (v))
na linha central (x = 0.5) do dominio para diferentes albedos de espalhamento com a
anisotropia L = 8 para a ordem de quadratura L()i5, malha 10 x 10 e 7 = 1. Observa-se
que quanto maior o albedo de espalhamento w, maior ¢ a densidade média de radiacao ao

longo da linha central.
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Figura 5.8 — Influéncia do albedo de espalhamento na densidade média de radiacao ao

longo da dire¢ao y (¢, (y)) na linha central para L = 8, 7 = 1, malha 10 x 10 e LQ1s.

Utilizam-se diferentes comprimentos 6pticos 7 na estimativa do fluxo de calor ra-
diativo ao longo da linha central (7, = 0.57), para a malha 6 X 6 e w = 0.999 com a ordem
de quadratura LQis. Na Figura 5.9 apresentam-se os fluxos de calor radiativo ¢(y) para
a anisotropia L = 5 e na Figura 5.10 para a anisotropia L = 8. Observa-se que o fluxo
de calor radiativo é maior para comprimentos 6pticos menores e a distribuicao angular
do fluxo de calor radiativo ¢(y) torna-se mais plana a medida que o comprimento 6ptico
7 aumenta. Com a ordem de anisotropia L = 5 observa-se uma maior variagao no fluxo
de calor radiativo ¢(y) na parede quente (y = 0) a medida que o comprimento 6ptico 7

aumenta, em relacao a anisotropia L = 8.
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Figura 5.9 — Influéncia do comprimento 6ptico no fluxo de calor radiativo ¢(y) ao longo

da linha central (7, = 0.57) para L = 5, malha 6 x 6, com L@ e w = 0.999.
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Figura 5.10 — Influéncia do comprimento 6ptico no fluxo de calor radiativo ¢(y) ao longo

da linha central (7, = 0.57) para L = 8, malha 6 x 6, com LG e w = 0.999.
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Analisa-se também a reflectividade na parede, p, considerando um meio cinza e
puramente espalhador. Apresenta-se o fluxo de calor radiativo ¢(y) ao longo da linha
central (x = 0.5) para malha 10 x 10, com quadratura LQis, w = 0.999 e 7 = 1 para
diferentes valores de reflectividade (p). Na Figura 5.11 apresenta-se o fluxo ¢(y) para o
grau de anisotropia L = 5 e na Figura 5.12 para anisotropia L. = 8. Nota-se que a medida
que a reflectividade p aumenta, a emissividade da superficie (€,, = 1 — p) torna-se menor,
e pode-se observar que a distribui¢ao angular do fluxo de calor radiativo ¢(y) torna-se

mais uniforme e o fluxo diminui.

0.8 | |
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o

fluxo de calor de radiagao q(y)
o o o
N w EaN

©
—h

Figura 5.11 — Influéncia da reflectividade na parede no fluxo de calor radiativo na linha

central para L = 5, malha 10 x 10, com LG (Ng =36), w =0.999 ¢ 7 = 1.
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Figura 5.12 — Influéncia da reflectividade na parede no fluxo de calor radiativo na linha

central para L = 8, malha 10 x 10, com LG (Ng = 36), w =0.999 ¢ 7 = 1.

5.6 Resultados ADO-Nodal para a Intensidade Média por Secao do Dominio

Para investigar o comportamento da solugao ADO-Nodal com relagao ao refina-
mento da malha e ordem de quadratura analisa-se outra grandeza, a saber a intensidade
média por secao do dominio, ¢, determinada através da Equacao 5.4. Apresenta-se esta
quantidade considerando diferentes quadraturas, espessuras opticas 7 e o albedo de espa-
lhamento w.

Considera-se que o dominio é dividido em quatro se¢oes, conforme Figura 5.13, a
saber: segao I entre [0,a/2] x [0,b/2]; segdo II entre [a/2,a] x [0,b/2]; secao 1] entre
[0,a/2] x [b/2,b] e segao IV entre [a/2,a] x [b/2,0].

Devido as condigoes de contorno impostas, o problema possui simetria em x = a/2,
assim obtém-se que os resultados gerados considerando a se¢ao [ sao iguais aos resultados

com a secao I e os valores obtidos na secao I11 sao coincidentes aos da secao I'V.
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Figura 5.13 — Representacao das se¢oes do dominio.

Nas Tabelas 5.27 e 5.28 apresentam-se os resultados para a intensidade média por
se¢ao ¢, com anisotropia L = 2 para uma malha 26 x 26, com w = 0.999 e w = 0.5 e
trés diferentes espessuras opticas 7 = 1,5, 10 para as quadraturas LQy |[Lewis e Miller,
1984|, PvTnSn [Longoni e Haghighat, 2001, 2002] e QR com acoplamento triangular
(QRr) [Hu, 2018]. Na Tabela 5.27 apresentam-se os resultados ¢4 considerando a segao
I (ou II) do dominio e na Tabela 5.28 considerando a se¢ao [1I (ou IV'). Até onde se
sabe, embora o método usado na referéncia [Kim e Lee, 1988] também seja de caréter
nodal, a analise das quantidades médias por se¢ao para este problema nao esta disponivel
na literatura.

Analisando nas Tabelas 5.27 e 5.28 as intensidades médias por secao ¢, obtém-se de
dois a cinco digitos significativos em concordancia a medida que é aumentado o nimero de
dire¢bes por octante para cada quadratura. Ao comparar os valores obtidos considerando
o nimero de dire¢Ges por octante Ny = 36, pela formulagao ADO, observa-se até trés
digitos significativos em concordancia entre as quadraturas. Além disso, observa-se que
com a quadratura QQRr o método apresentou bom desempenho, com mais digitos em
concordancia do que as outras quadraturas analisadas.

Os valores apresentados na Tabela 5.27 sao representados graficamente na Fi-
gura 5.14. Observa-se que para todas as quadraturas analisadas a intensidade média

por secao ¢, esta convergindo com o aumento das dire¢oes por octante.



Tabela 5.27 — Intensidade média por secao ¢, segao I e I1, L = 2, 26 x 26.

T=1

w = 0.999
T=235

T=10

T=1

w=20.5
T=25

T=10

Quadratura Simétrica de Nivel LQ N

0.37683
0.37241
0.37099
0.36995
0.36941

0.40810
0.40735
0.40708
0.40688
0.40680

0.41355
0.41326
0.41314
0.41306
0.41302

0.28648
0.28130
0.27931
0.27788
0.27716

0.13887
0.13735
0.13661
0.13603
0.13578

0.077694
0.076744
0.076287
0.075945
0.075801

Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PyTn Sy

0.37829
0.37280
0.37099
0.37012
0.36961
0.36931
0.36914

0.40859
0.40741
0.40707
0.40692
0.40684
0.40679
0.40676

0.41376
0.41328
0.41313
0.41307
0.41304
0.41302
0.41301

0.28805
0.28141
0.27915
0.27805
0.27739
0.27701
0.27677

0.13936
0.13733
0.13654
0.13613
0.13589
0.13574
0.13564

0.077963
0.076736
0.076248
0.076003
0.075864
0.075776
0.075718

Quadratura Quadruple Range Triangular QR

0.36865
0.36971
0.36849
0.36840
0.36849
0.36852
0.36848

0.40551
0.40650
0.40663
0.40664
0.40665
0.40665
0.40665

0.41244
0.41290
0.41296
0.41297
0.41297
0.41297
0.41297

0.27736
0.27575
0.27606
0.27586
0.27591
0.27590
0.27587

0.13602
0.13550
0.13533
0.13529
0.13529
0.13529
0.13528

0.076105
0.075602
0.075527
0.075511
0.075510
0.075510
0.075510
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Tabela 5.28 — Intensidade média por secao ¢, secao Il e IV, L =2, 26 x 26.
w = 0.999 w=205

T=1 T=25 7=10 T=1 T=25 7=10
Ny Quadratura Simétrica de Nivel LQ N
3 0.12278 0.88532(-1)* 0.76281(—1) 0.77252(-1) 0.52752(-2)° 0.22211(-3)°
6 0.12719 0.89264(-1) 0.76534(-1) 0.80721(-1) 0.52941(-2) 0.22063(-3)
10 0.12860 0.89524(-1) 0.76633(-1) 0.81689(-1) 0.53043(-2) 0.22221(-3)
21 0.12965 0.89711(-1) 0.76700(-1) 0.82416(-1) 0.53267(—2) 0.22345(-3)
36 0.13018 0.89788(-1) 0.76723(-1) 0.82817(-1) 0.53389(-2) 0.22382(-3)
Ny Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PyTnSn
3 0.12132 0.88058(-1) 0.76084(-1) 0.76040(-1) 0.51522(-2) 0.21626(-3)
6 0.12680 0.89204(-1) 0.76514(-1) 0.80324(-1) 0.52785(-2) 0.22049(-3)
10 0.12861 0.89530(-1) 0.76636(-1) 0.81677(-1) 0.53064(-2) 0.22266(-3)
15 0.12947 0.89677(-1) 0.76687(-1) 0.82308(-1) 0.53249(-2) 0.22344(-3)
21 0.12999 0.89757(-1) 0.76714(-1) 0.82687(-1) 0.53362(-2) 0.22379(-3)
28 0.13028 0.89803(—1) 0.76730(-1) 0.82889(—1) 0.53424(—2) 0.22399(-3)
36 0.13045 0.89833(-1) 0.76740(-1) 0.83006(-1) 0.53462(-2) 0.22412(-3)
Ny Quadratura Quadruple Range Triangular QR
3 0.13095 0.91097(-1) 0.77320(-1) 0.83821(-1) 0.58854(-2) 0.24757(-3)
6 0.13168 0.90082(-1) 0.76838(-1) 0.84113(-1) 0.53593(-2) 0.22513(-3)
10 0.13110 0.89953(-1) 0.76782(-1) 0.83493(-1) 0.53591(-2) 0.22482(-3)
15 0.13119 0.89941(-1) 0.76775(-1) 0.83529(-1) 0.53620(-2) 0.22449(-3)
21 0.13110 0.89933(-1) 0.76775(-1) 0.83437(-1) 0.53591(-2) 0.22451(-3)
28 0.13107 0.89932(-1) 0.76775(-1) 0.83414(-1) 0.53589(—2) 0.22454(-3)
36 0.13111 0.89933(-1) 0.76775(-1) 0.83447(-1) 0.53593(-2) 0.22454(-3)
2().88532(-1) le-se 0.88532 x 1071 P0.52752(-2) lé-se 0.52572 x 1072

©0.22211(-3) lé-se 0.22211 x 1073
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Figura 5.14 — Intensidade média por secao ¢, secao I e I, para diferentes ordens das

quadraturas, variando o albedo e o comprimento 6ptico para L = 2 e malha 26 x 26.
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Na Figura 5.15 apresenta-se o erro relativo percentual entre duas aproximacoes de
ordem de quadratura subsequentes para a intensidade média por se¢ao ¢ considerando
os valores apresentados na Tabela 5.27 para as trés quadraturas.

Considerando a quadratura L@y obtém-se o erro relativo percentual entre as di-

regoes por octante [21] x [36] conforme os albedos:
- w=0.999:

- para 7 = 1 o erro relativo percentual é menor que 0.15%.
- para T = 5 o erro relativo percentual é menor que 0.02%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual é menor que 0.009%.
- w=0.5:

- para 7 = 1 o erro relativo percentual é menor que 0.26%.
- para 7 = 5 o erro relativo percentual é menor que 0.18%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.19%.

Considerando a quadratura PyTxnSy obtém-se o erro relativo percentual entre as

direg¢oes por octante [28] x [36] conforme os albedos:
- w=0.999:

- para 7 = 1 o erro relativo percentual é menor que 0.05%.
- para 7 = 5 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.008%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual é menor que 0.003%.
- w=0.5:
- para 7 = 1 o erro relativo percentual é menor que 0.09%.

- para 7 = 5 o erro relativo percentual é menor que 0.07%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.08%.

Considerando a quadratura (QRr obtém-se o erro relativo percentual entre as di-

regoes por octante [28] x [36] conforme os albedos:

- w = 0.999:
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- para 7 = 1 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.009%.
- para 7 = 5 o erro relativo percentual é menor que 0.00009%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual é menor que 0.00003%.
- w=0.5
- para 7 = 1 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.014%.

- para 7 = 5 o erro relativo percentual ¢ menor que 0.0008%.

- para 7 = 10 o erro relativo percentual é menor que 0.0003%.

Observa-se que na maioria dos casos analisados nas diferentes quadraturas o com-

primento 6ptico 7 = 10 e o albedo w = 0.999 apresentaram o menor erro relativo.
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Figura 5.15 — Erro relativo percentual entre duas ordens subsequentes de quadratura

para a intensidade média por secao ¢,, secao I e I1, com malha 26 x 26 e L = 2.
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Na Figura 5.16 apresentam-se os valores da intensidade média por secao ¢, para
L =2 w=20999 e 7 = 1. Na Figura 5.16a considera-se a se¢ao I (ou I7) do do-
minio e na Figura 5.16b considera-se a segao II11 (ou IV). As quadraturas utilizadas
sao LQy |Lewis e Miller, 1984|, PyTnSy |Lathrop e Carlson, 1965; Cacuci, 2010; Lon-
goni e Haghighat, 2001, 2002|, PyTx |Lathrop e Carlson, 1965; Cacuci, 2010; Longoni e
Haghighat, 2001, 2002|, QR [Abu-Shumays, 1977, 2001; Spence, 2015| com acoplamento
compativel QRc [Abu-Shumays, 1977|, com acoplamento quadrangular QR¢ [Spence,
2015] e com acoplamento triangular Q Ry [Hu, 2018|. Considera-se o nimero de diregoes
por octante Ny = 36 exceto para (QR¢ cujo ntumero de diregoes é Ny = 32. Geram-se
resultados para as malhas 4 x 4, 10 x 10, 20 x 20, 26 x 26 e 30 x 30.

Observa-se que para todas as quadraturas analisadas a partir da malha 26 x 26 a
intensidade média por segao ¢, esta convergindo. Os valores da intensidade ¢, concordam
em até quatro digitos com o aumento da malha de 26 x 26 para 30 x 30 em todas as
quadraturas.
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K &2 0131
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o
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o
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——P TSy

36 Py

0.3695 0.1295

0.369 0.129

——QR,

intensidade média por segdo
intensidade média por segéo

——QR,

0.3685 | 0.1285
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4x4 10x10 20 x20 26 x26 30 x30 4x4 10x10 20 x20 26 x26 30 x30

malhas malhas

(a) Secao I e I no dominio. (b) Segao I11 e IV no dominio.

Figura 5.16 — Intensidade média por se¢ao ¢, com o aumento da malha para diferentes

quadraturas considerando L =2, w =0.999 e 7 = 1.

Na Figura 5.17 apresenta-se o erro relativo percentual calculado entre duas malhas
para a intensidade média por se¢ao ¢s mostrada na Figura 5.16. Considera-se L = 2,
w = 0.999 e 7 = 1 para diferentes quadraturas com N; = 36 para as segoes I (ou I]) e
I11 (ou IV) do dominio. Abaixo, apresenta-se o erro relativo percentual entre as malhas

para todas as quadraturas de acordo com a secao do dominio:

- Segao I (ou I1):
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- entre as malhas 10 x 10 e 20 x 20 o erro relativo é menor que 0.1%.
- entre as malhas 20 x 20 e 26 x 26 o erro relativo é menor que 0.016%.

- entre as malhas 26 x 26 e 30 x 30 o erro relativo é menor que 0.006%.
- Secao II1 (ou IV):
- entre as malhas 10 x 10 e 20 x 20 o erro relativo é menor que 0.3%.

- entre as malhas 20 x 20 e 26 x 26 o erro relativo é menor que 0.045%.

- entre as malhas 26 x 26 e 30 x 30 o erro relativo é menor que 0.015%.

0.45 =2 —-LQ =2 —LQ,
- 1.2 -
04 = l0.999 _._ENINSN =_10.999 ——P\T\Sy
=36 NN -3 T
0.35 ——QR; 1 d —-QR,
- QR - QR
X 03 R, Log —-QR,
o o
2025 2
k<t kS
° 006
o 02 s
®0.15 %04
0.1
0.2
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0 0
[4 x4]-[10 x10] [10 x10]-[20 x20] [20 x20] - [26 x26][26 x26] - [30 x30][4 x4] - [10 x10] [10 x10]-[20 x20] [20 x20] - [26 x26][26 x26] - [30 x30]
malhas malhas
(a) Secao I e I no dominio. (b) Segao I11 e IV no dominio.

Figura 5.17 — Erro relativo percentual entre duas malhas para a intensidade média por

secao ¢, para diferentes quadraturas considerando L =2, w =0.999 e 7 = 1.

Na Figura 5.18 apresenta-se a intensidade média por secao ¢, com o aumento da
ordem de quadratura LQy para L = 2, w = 0.999 e comprimento 6ptico 7 = 1,5, 10,
considerando a segao I (ou II) do dominio para as malhas 10 x 10, 20 x 20 e 26 x 26.
Fixando a malha e aumentando a ordem de quadratura tém-se de dois a trés digitos em

concordancia para 7 = 1 e de trés a quatro digitos para 7 =5 e 7 = 10.
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Figura 5.18 — Intensidade média por secao ¢, do dominio com o aumento da ordem de

quadratura L@y para diferentes malhas e comprimentos 6pticos, com L = 2 e w = 0.999.
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Na Figura 5.19 apresenta-se o erro relativo percentual entre duas aproximacoes
subsequentes de ordem de quadratura L)y para a intensidade média por se¢ao ¢4 apre-
sentada na Figura 5.18. Considera-se L = 2, w = 0.999 e comprimento 6ptico 7 = 1,5, 10
na segao I (ou I1) do dominio para as malhas 10 x 10, 20 x 20 e 26 x 26. Abaixo, apresenta-
se o erro relativo percentual entre as ordens de quadratura para todas as malhas de acordo

com o comprimento Optico:
-entre N=8e N =12:

- para 7 = 1 o erro relativo é menor que 0.29%.
- para 7 = 5 o erro relativo é menor que 0.05%.

- para 7 = 10 o erro relativo ¢ menor que 0.02%.
- entre N =12 e N = 16:

- para 7 = 1 o erro relativo ¢ menor que 0.15%.
- para 7 = 5 o erro relativo é menor que 0.02%.
- para 7 = 10 o erro relativo é menor que 0.01%.

Observa-se que com o aumento do comprimento 6ptico 7 o erro relativo entre as

ordens da quadratura é menor, e isso ocorre em todas as quadraturas analisadas.
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Figura 5.19 — Erro relativo percentual entre duas ordens subsequentes da quadratura
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comprimentos Opticos, para L = 2 e w = 0.999.
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Nas Tabelas 5.29 a 5.32 apresentam-se os resultados para a intensidade média por
secao ¢y do dominio, com grau de anisotropia L = 8, considerando w = 0.999 e w = 0.5
e trés diferentes espessuras opticas 7 = 1,5,10. Consideram-se cinco configuragoes de
malha: 4 x 4, 10 x 10, 20 x 20, 26 x 26 e 30 x 30. E também diferentes niimeros de
dire¢oes por octante para as quadraturas LQy [Lewis e Miller, 1984|, PyT [Longoni e
Haghighat, 2001, 2002|, PyTy Sy [Longoni e Haghighat, 2001, 2002| e QR [Abu-Shumays,
1977, 2001; Spence, 2015] com acoplamento compativel Q R, acoplamento quadrangular
QRr e com acoplamento triangular QRr. Na Tabela 5.29 apresentam-se os resultados
¢ considerando a se¢ao I (ou II) do dominio e na Tabela 5.30 considerando a segao
IIT (ou IV), ambas para w = 0.999. E na Tabela 5.31 apresentam-se os resultados ¢y
considerando a se¢ao I (ou II) do dominio e na Tabela 5.32 considerando a segao I11 (ou
IV), ambas para w = 0.5.

Apresentam-se a seguir as andlises obtidas nas Tabelas 5.29 e 5.30 onde o albedo

considerado é w = 0.999:

- Em uma primeira analise, fixa-se o numero de dire¢oes por octante e faz-se a com-
paracao entre as intensidades médias por se¢ao ¢, conforme o aumento das malhas
nas diferentes quadraturas. Verifica-se para a secao I e I1 de trés a quatro digitos
de concordancia com o refinamento da malha para todas as quadraturas e compri-
mentos Opticos. Na regiao [I1 e IV, observa-se uma convergéncia de até quatro

digitos.

- Na segunda anélise, fixa-se a malha e faz-se uma comparacao entre as intensidades

médias por se¢ao ¢, de acordo com o aumento do niimero de diregoes por octante.

— Observa-se para a se¢ao [ e I] uma convergéncia de dois a trés digitos com a
quadratura L@y conforme aumento do nimero de direcoes para os trés com-
primentos 6pticos. Com as quadraturas PyTnySy e PyTy a convergéncia esta
em trés a quatro digitos, e em cinco a seis digitos de concordancia com a

quadratura QR.

— Na regiao I11 e IV, observa-se para a quadratura L)y uma convergéncia de
trés digitos nos trés comprimentos 6pticos. Com as quadraturas PyTnSy e
PynTy a convergéncia esta de dois a trés digitos com 7 = 1 chegando a quatro

digitos com um maior aumento das diregoes, e de trés a quatro digitos para
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7 = 5,10, chegando a cinco digitos com um maior aumento das direcoes para
7 = 10. Para a quadratura QR a convergéncia estd em quatro digitos com
7 = 1 chegando a cinco digitos com um maior aumento das diregoes, e em
cinco digitos para 7 = 5,10, chegando a seis com um maior aumento das

direcoes.

Ainda, apresentam-se a seguir as anélises obtidas nas Tabelas 5.31 e 5.32 onde o

albedo considerado é w = 0.5:

- Na primeira anélise, fixa-se o ntimero de dire¢oes por octante e faz-se a comparacao
entre as intensidades médias por secao ¢ conforme o aumento das malhas nas
diferentes quadraturas. Verifica-se para a segao I e Il a convergéncia de trés a
quatro digitos para 7 = 1, 10 com o refinamento da malha para todas as quadraturas
e de cinco a seis digitos de concordancia para 7 = 5. Na regiao II] e IV, observa-se
uma convergéncia de trés a quatro digitos com 7 = 1,5 e de dois a trés digitos com

7 =10.

- Na segunda anélise, fixa-se a malha e faz-se uma comparacao entre as intensidades

médias por secao ¢, de acordo com o aumento do nimero de diregdes por octante.

— Observa-se para a se¢ao I e /I uma convergéncia de dois a trés digitos com a
quadratura L@y conforme aumento do nimero de direcoes para os trés com-
primentos 6pticos. Com as quadraturas PyTnySy e PyTy a convergéncia esta
em trés digitos e chegando a quatro digitos com um maior aumento das di-
regoes. E para a quadratura QR a convergéncia esta em quatro digitos com
7 = 1 chegando a cinco digitos com um maior aumento das diregoes, e de cinco
a seis digitos para 7 = 5,10, fixando em seis digitos com um maior aumento

das diregoes.

— Na regiao II1 e IV, observa-se para a quadratura L)y uma convergéncia de
dois a trés digitos nos trés comprimentos 6pticos. Com as quadtaturas PyT NSy
e PyTy a convergéncia esta em dois digitos com 7 = 1 chegando a trés digitos
com um maior aumento das direcoes, e de trés a quatro digitos para 7 = 5, 10.
Para a quadratura Q)R a convergéncia estd em dois a trés digitos com 7 = 1

chegando a cinco digitos com um maior aumento das direcoes, e de quatro a
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das diregoes.
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= 5, 10, chegando a seis digitos com um maior aumento

Nota-se que com a malha fixa e o aumento do ntmero de dire¢oes por octante a

quadratura QR apresentou um melhor desempenho.

Tabela 5.29 — Intensidade média por secao ¢, L = 8, w = 0.999, secao [ e I1.

T=1 T=5 T =10

4x4 10x10 20X 20 26 x26 30x30 4x4 10 x 10 20 x 20 26 x 26 30 x 30 4 x4 10 x 10 20 x 20 26 x26 30 x 30
Ny Quadratura Simétrica de Nivel LQ n
3 0.35275 0.34993 0.34923 0.34913 0.34911 0.374134 0.372516 0.372263 0.372228 0.372217 0.391324 0.389364 0.389051 0.389007 0.388991
6 0.34587 0.34333 0.34320 0.34319 0.34317 0.371847 0.370392 0.370180 0.370152 0.370141 0.390182 0.388301 0.387992 0.387948 0.387932
10 0.34312 0.34131 0.34133 0.34129 0.34129 0.371105 0.369713 0.369504 0.369475 0.369464 0.389790 0.387943 0.387638 0.387594 0.387577
21 0.34118 0.34008 0.33993 0.33992 0.33991 0.370643 0.369275 0.369063 0.369033 0.369022 0.389537 0.387714 0.387414 0.387370 0.387353
36 0.34053 0.33952 0.33927 0.33923 0.33922 0.370458 0.369096 0.368884 0.368855 0.368844 0.389438 0.387622 0.387325 0.387281 0.387265
Ng Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular Py TN
4 0.34528 0.34216 0.34134 0.34121 0.34116 0.372581 0.371009 0.370758 0.370724 0.370712 0.390604 0.388683 0.388373 0.388330 0.388314
9 0.34135 0.33945 0.33966 0.33962 0.33959 0.370953 0.369566 0.369362 0.369332 0.369321 0.389716 0.387873 0.387569 0.387525 0.387509
16 0.34043 0.33954 0.33945 0.33945 0.33945 0.370544 0.369186 0.368977 0.368947 0.368936 0.389488 0.387666 0.387367 0.387323 0.387307
25 0.34010 0.33921 0.33893 0.33890 0.33888 0.370374 0.369017 0.368807 0.368777 0.368766 0.389397 0.387583 0.387287 0.387244 0.387228
36 0.33994 0.33885 0.33854 0.33849 0.33848 0.370287 0.368932 0.368723 0.368693 0.368683 0.389352 0.387542 0.387248 0.387204 0.387189
49 0.33985 0.33863 0.370238 0.368884 0.389327 0.387518
64 0.33979 0.33852 0.370208 0.368855 0.389311 0.387504
81 0.33975 0.33863 0.370188 0.368884 0.389301 0.387518
100 0.33971 0.33842 0.370174 0.368822 0.389293 0.387487
Ny Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PNy TN SN
3 0.35458 0.35191 0.35121 0.35110 0.35106 0.375570 0.373925 0.373665 0.373629 0.373616 0.392387 0.390396 0.390081 0.390037 0.390021
6 0.34634 0.34397 0.34382 0.34376 0.34373 0.372014 0.370563 0.370351 0.370322 0.370311 0.390272 0.388388 0.388079 0.388035 0.388019
10 0.34309 0.34145 0.34136 0.34134 0.34132 0.371108 0.369716 0.369505 0.369476 0.369465 0.389783 0.387939 0.387634 0.387590 0.387574
15 0.34162 0.34036 0.34020 0.34018 0.34016 0.370736 0.369361 0.369149 0.369119 0.369108 0.389584 0.387756 0.387456 0.387412 0.387395
21 0.34088 0.33975 0.33954 0.33950 0.33949 0.370542 0.369175 0.368963 0.368933 0.368922 0.389482 0.387663 0.387365 0.387321 0.387305
28 0.34049 0.33936 0.33914 0.33912 0.33911 0.370427 0.369064 0.368854 0.368824 0.368813 0.389423 0.387608 0.387312 0.387269 0.387253
36 0.34025 0.33910 0.33891 0.33889 0.370354 0.368994 0.368785 0.368755 0.389385 0.387573 0.387279 0.387235
45 0.34011 0.33893 0.370304 0.368946 0.389360 0.387549
55 0.34001 0.33880 0.370268 0.368912 0.389341 0.387532
66 0.33944 0.33871 0.370242 0.368887 0.389328 0.387520
78 0.33989 0.33864 0.370222 0.368868 0.389318 0.387510
91 0.33984 0.33859 0.370207 0.368853 0.389310 0.387503
105 0.33981 0.33854 0.370195 0.368842 0.389304 0.387497
Ng Quadratura Quadruple Range Compativel QR
18 0.33965 0.33825 0.33827 0.33826 0.370117 0.368768 0.368565 0.368536 0.389265 0.387461 0.387170 0.387128
32 0.33955 0.33829 0.33801 0.33798 0.370119 0.368767 0.368561 0.368533 0.389264 0.387460 0.387170 0.387128
50 0.33957 0.33826 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
72 0.33957 0.33828 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
98 0.33957 0.33828 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
Ny Quadratura Quadruple Range Quadrangular QRg
9 0.33888 0.33851 0.33840 0.33843 0.33841 0.370244 0.368944 0.368742 0.368713 0.368703 0.389376 0.387586 0.387291 0.387247 0.387231
16 0.33965 0.33883 0.33860 0.33858 0.33857 0.370112 0.368761 0.368552 0.368522 0.368511 0.389255 0.387453 0.387163 0.387120 0.387105
25 0.33963 0.33802 0.33770 0.33767 0.33767 0.370110 0.368755 0.368549 0.368520 0.368510 0.389263 0.387459 0.387169 0.387127 0.387111
36 0.33958 0.33819 0.33821 0.33820 0.370118 0.368769 0.368566 0.389264 0.387460 0.387169
49 0.33957 0.33834 0.370119 0.368768 0.389264 0.387460
64 0.33957 0.33830 0.370119 0.368767 0.389265 0.387461
81 0.33957 0.33827 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
100 0.33957 0.33827 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
Ny Quadratura Quadruple Range Triangular QR
6 0.33838 0.33726 0.33711 0.33714 0.33714 0.369521 0.368227 0.368026 0.367998 0.367988 0.388995 0.387212 0.386913 0.386868 0.386852
10 0.33893 0.33818 0.33799 0.33799 0.33798 0.370043 0.368701 0.368492 0.368462 0.368451 0.389221 0.387426 0.387134 0.387091 0.387075
15 0.33939 0.33821 0.33796 0.33793 0.33793 0.370100 0.368748 0.368540 0.368511 0.368500 0.389256 0.387454 0.387164 0.387122 0.387106
21 0.33956 0.33822 0.33808 0.33806 0.33805 0.370111 0.368762 0.368558 0.368529 0.368518 0.389262 0.387458 0.387168 0.387126 0.387111
28 0.33959 0.33826 0.33812 0.33809 0.33809 0.370116 0.368766 0.368561 0.368533 0.368522 0.389264 0.387460 0.387169 0.387127 0.387112
36 0.33959 0.33828 0.33809 0.33806 0.33805 0.370118 0.368767 0.368562 0.368533 0.368522 0.389264 0.387460 0.387169 0.387127 0.387112
45 0.33958 0.33828 0.33808 0.370119 0.368767 0.368534 0.389264 0.387460 0.387128
55 0.33957 0.33827 0.33808 0.370119 0.368767 0.389265 0.387461
66 0.33957 0.33827 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
78 0.33957 0.33827 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
91 0.33957 0.33828 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
105 0.33957 0.33828 0.370119 0.368768 0.389265 0.387461
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secao [I1 e IV.

T=1 T=5 T =10

4 x4 10x 10 20 x 20 26 x 26 30 x 30 4 x4 10 x 10 20X 20 26 x 26 30 x 30 4 x4 10 x 10 20 x 20 26 x 26 30 x 30
Ny Quadratura Simétrica de Nivel LQ n
3 0.14693 0.14975 0.15045 0.15055 0.15057 0.123984 0.125613 0.125868 0.125903 0.125915 0.104121 0.106142 0.106466 0.106511 0.106527
6 0.15379 0.15633 0.15646 0.15647 0.15648 0.126161 0.127628 0.127841 0.127870 0.127881 0.105011 0.106952 0.107273 0.107319 0.107336
10 0.15654 0.15834 0.15832 0.15836 0.15836 0.126891 0.128294 0.128506 0.128536 0.128546 0.105384 0.107288 0.107606 0.107652 0.107669
21 0.15847 0.15957 0.15972 0.15973 0.15974 0.127348 0.128726 0.128941 0.128971 0.128982 0.105628 0.107508 0.107820 0.107865 0.107882
36 0.15912 0.16013 0.16038 0.16041 0.16043 0.127528 0.128900 0.129114 0.129144 0.129156 0.105718 0.105791 0.107899 0.107944 0.107961
Ng Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular Py TN
4 0.15438 0.15750 0.15833 0.15846 0.15850 0.125448 0.127031 0.127284 0.127318 0.127331 0.104633 0.106615 0.106937 0.106982 0.106998
9 0.15830 0.16020 0.16000 0.16003 0.16006 0.127040 0.128437 0.128644 0.128674 0.128685 0.105452 0.107353 0.107669 0.107715 0.107732
16 0.15922 0.16011 0.16020 0.16020 0.16020 0.127443 0.128812 0.129024 0.129054 0.129065 0.105673 0.107551 0.107861 0.107907 0.107924
25 0.15955 0.16044 0.16072 0.16075 0.16077 0.127612 0.128979 0.129191 0.129222 0.129233 0.105760 0.107630 0.107937 0.107983 0.107999
36 0.15971 0.16079 0.16111 0.16116 0.16117 0.127698 0.129063 0.129274 0.129304 0.129315 0.105803 0.107670 0.107975 0.108020 0.108036
49 0.15980 0.16101 0.127746 0.129110 0.105828 0.107692
64 0.15986 0.16113 0.127776 0.129139 0.105843 0.107706
81 0.15990 0.33863 0.127796 0.368884 0.105853 0.387518
100 0.15993 0.16122 0.127810 0.129172 0.105860 0.107722
Ng Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PxTn SN
3 0.14513 0.14781 0.14781 0.14862 0.14865 0.122730 0.124384 0.124645 0.124681 0.124694 0.103457 0.105502 0.105828 0.105873 0.105889
6 0.15331 0.15568 0.15584 0.15589 0.15592 0.125996 0.127458 0.127672 0.127702 0.127713 0.104928 0.106871 0.107192 0.107238 0.107255
10 0.15657 0.15820 0.15829 0.15832 0.15833 0.126888 0.128290 0.128504 0.128534 0.128545 0.105390 0.107292 0.107609 0.107655 0.107672
15 0.15803 0.15929 0.15945 0.15947 0.15949 0.127255 0.128641 0.128855 0.128886 0.128896 0.105582 0.107466 0.107779 0.107825 0.107841
21 0.15876 0.15990 0.16011 0.16015 0.16016 0.127447 0.128825 0.129039 0.129069 0.129080 0.105680 0.107555 0.107865 0.107910 0.107927
28 0.15916 0.16029 0.16050 0.16053 0.16054 0.127560 0.128933 0.129146 0.129176 0.129187 0.105737 0.107607 0.107915 0.107960 0.107977
36 0.15939 0.16054 0.16074 0.16076 0.127633 0.129003 0.129214 0.129244 0.105773 0.107641 0.107946 0.107991
45 0.15954 0.16072 0.127682 0.129050 0.105797 0.107663
55 0.15964 0.16085 0.127717 0.129083 0.105815 0.107679
66 0.15971 0.16094 0.127743 0.129108 0.105827 0.107691
78 0.15976 0.16101 0.127763 0.129126 0.105837 0.107700
91 0.15980 0.16106 0.127778 0.129141 0.105845 0.107707
105 0.15984 0.16110 0.127790 0.129153 0.105851 0.107713
Ng Quadratura Quadruple Range Compativel QR
18 0.16000 0.16140 0.16138 0.16139 0.127867 0.129226 0.129431 0.129459 0.105889 0.107749 0.108050 0.108094
32 0.16009 0.16136 0.16164 0.16166 0.127865 0.129226 0.129434 0.129463 0.105888 0.107748 0.108049 0.108093
50 0.16008 0.16138 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
72 0.16008 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
98 0.16007 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
Ny Quadratura Quadruple Range Quadrangular QRg
9 0.16077 0.16113 0.16124 0.16122 0.16123 0.127748 0.129057 0.129261 0.129291 0.129301 0.105810 0.107654 0.107960 0.108006 0.108023
16 0.16000 0.16082 0.16104 0.16106 0.16108 0.127872 0.129233 0.129444 0.129474 0.129485 0.105898 0.107756 0.108056 0.108100 0.108117
25 0.16001 0.16163 0.16195 0.16198 0.16198 0.127873 0.129238 0.129446 0.129475 0.129486 0.105889 0.107749 0.108050 0.108094 0.108110
36 0.16006 0.16146 0.16144 0.16145 0.127866 0.129224 0.129429 0.105889 0.107748 0.108050
49 0.16008 0.16131 0.127865 0.129225 0.105888 0.107748
64 0.16008 0.16135 0.127865 0.129226 0.105888 0.107747
81 0.16008 0.16138 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
100 0.16008 0.16138 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
Ny Quadratura Quadruple Range Triangular QR
6 0.16127 0.16240 0.16254 0.16251 0.16252 0.128494 0.129800 0.130003 0.130032 0.130042 0.106224 0.108063 0.108374 0.108420 0.108437
10 0.16072 0.16147 0.16165 0.16166 0.16167 0.127940 0.129292 0.129504 0.129534 0.129545 0.105930 0.107781 0.108084 0.108129 0.108145
15 0.16026 0.16144 0.16169 0.16171 0.16172 0.127883 0.129245 0.129455 0.129484 0.129495 0.105896 0.107754 0.108054 0.108098 0.108115
21 0.16009 0.16143 0.16157 0.16159 0.16160 0.127872 0.129231 0.129437 0.129467 0.129477 0.105890 0.107750 0.108050 0.108094 0.108110
28 0.16005 0.16138 0.16153 0.16155 0.16156 0.127867 0.129227 0.129434 0.129463 0.129474 0.105889 0.107748 0.108050 0.108093 0.108110
36 0.16006 0.16137 0.16156 0.16158 0.16159 0.127866 0.129226 0.129433 0.129463 0.129473 0.105888 0.107748 0.108049 0.108093 0.108109
45 0.16007 0.16137 0.16157 0.127865 0.129226 0.129462 0.105888 0.107748 0.108093
55 0.16007 0.16137 0.16157 0.127865 0.129226 0.105888 0.107747
66 0.16008 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
78 0.16008 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
91 0.16008 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
105 0.16008 0.16137 0.127865 0.129225 0.105888 0.107747
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Tabela 5.31 — Intensidade média por secao ¢, L =8, w = 0.5, secao [ e I1.

T=1 T=5 T =10*

4x4 10x10 20x20 26 x26 30x30 4x4 10 x 10 20 x 20 26 x 26 30 x 30 4 x4 10 x 10 20 x 20 26 x26 30 x 30
Ng Quadratura Simétrica de Nivel LQ
3 0.28392 0.28118 0.28059 0.28051 0.28049 0.150168 0.149855 0.149834 0.149832 0.149832 0.883028 0.883362 0.883765 0.883840 0.883869
6 0.27703 0.27472 0.27461 0.27460 0.27458 0.148274 0.147992 0.147985 0.147985 0.147985 0.871740 0.871928 0.872329 0.872413 0.872446
10 0.27404 0.27242 0.27241 0.27238 0.27237 0.147429 0.147138 0.147130 0.147130 0.147130 0.866512 0.866633 0.867013 0.867098 0.867132
21 0.27202 0.27097 0.27081 0.27080 0.27079 0.146814 0.146507 0.146496 0.146497 0.146497 0.862744 0.862823 0.863169 0.863251 0.863285
36 0.27131 0.27030 0.27006 0.27003 0.146555 0.146242 0.146230 0.146230 0.861206 0.861270 0.861597 0.861676
Ny Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular Py TN
4 0.27757 0.27475 0.27410 0.27399 0.27396 0.148834 0.148530 0.148514 0.148512 0.148512 0.875152 0.875401 0.875794 0.875872 0.875903
9 0.27257 0.27091 0.27106 0.27103 0.27100 0.147105 0.146810 0.146802 0.146803 0.146803 0.864621 0.864728 0.865094 0.865176 0.865210
16 0.27130 0.27044 0.27033 0.27033 0.27032 0.146596 0.146288 0.146276 0.146276 0.146276 0.861491 0.861561 0.861899 0.861979 0.862012
25 0.27084 0.26992 0.26964 0.26961 0.26959 0.146376 0.146061 0.146047 0.146048 0.146048 0.860180 0.860237 0.860557 0.860633 0.860666
36 0.27062 0.26950 0.26920 0.26915 0.146264 0.145947 0.145932 0.145933 0.859513 0.859563 0.859873 0.859947
49 0.27050 0.26925 0.146200 0.145882 0.859128 0.859175
64 0.27041 0.26912 0.146160 0.145842 0.858887 0.858931
81 0.27036 0.26925 0.146133 0.145882 0.858725 0.859175
100 0.27032 0.26902 0.146115 0.145796 0.858612 0.858654
Ny Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PxTn SN
3 0.28570 0.28302 0.28242 0.28233 0.28230 0.150916 0.150576 0.150549 0.150546 0.150545 0.886803 0.887109 0.887495 0.887566 0.887593
6 0.27713 0.27495 0.27482 0.27476 0.27474 0.148277 0.147989 0.147981 0.147980 0.147980 0.871711 0.871888 0.872284 0.872367 0.872399
10 0.27384 0.27234 0.27225 0.27222 0.27221 0.147366 0.147070 0.147061 0.147061 0.147061 0.866108 0.866223 0.866596 0.866681 0.866715
15 0.27237 0.27119 0.27102 0.27100 0.27099 0.146922 0.146616 0.146605 0.146605 0.146606 0.863402 0.863488 0.863838 0.863921 0.863955
21 0.27163 0.27053 0.27032 0.27028 0.27027 0.146668 0.146357 0.146345 0.146346 0.146346 0.861885 0.861956 0.862290 0.862370 0.862404
28 0.27122 0.27010 0.26989 0.26987 0.26986 0.146511 0.146196 0.146184 0.146185 0.146185 0.860948 0.861009 0.861332 0.861410 0.861443
36 0.27097 0.26982 0.26963 0.26961 0.146406 0.146090 0.146077 0.146078 0.860328 0.860383 0.860698 0.860774
45 0.27081 0.26962 0.146333 0.146016 0.859895 0.859946
55 0.27070 0.26948 0.146280 0.145963 0.859581 0.859630
66 0.27061 0.26937 0.146240 0.145923 0.859345 0.859392
78 0.27055 0.26929 0.146210 0.145892 0.859164 0.859210
91 0.27050 0.26923 0.146186 0.145868 0.859022 0.859067
105 0.27046 0.26918 0.146167 0.145848 0.858908 0.858952
Ny Quadratura Quadruple Range Compativel QR
18 0.27015 0.26878 0.26878 0.26876 0.146042 0.145723 0.145706 0.145705 0.858137 0.858174 0.858466 0.858533
32 0.27011 0.26885 0.26858 0.26855 0.146040 0.145720 0.145701 0.145701 0.858160 0.858197 0.858490 0.858557
50 0.27013 0.26883 0.146041 0.415721 0.858161 0.858199
72 0.27014 0.26885 0.146041 0.415721 0.858162 0.858199
98 0.27014 0.26885 0.146041 0.415721 0.858162 0.858199
Ng Quadratura Quadruple Range Quadrangular QRg
9 0.26956 0.26911 0.26898 0.26899 0.26898 0.146082 0.145765 0.145753 0.145754 0.145754 0.857874 0.857872 0.858183 0.858262 0.858296
16 0.27025 0.26931 0.26908 0.26905 0.26904 0.146026 0.145701 0.145683 0.145683 0.145683 0.858090 0.858127 0.858414 0.858483 0.858513
25 0.27022 0.26861 0.26832 0.26829 0.26829 0.146035 0.145714 0.145696 0.145696 0.145696 0.858149 0.858186 0.858475 0.858541
36 0.27015 0.26878 0.26878 0.26876 0.146040 0.145722 0.145704 0.145704 0.858156 0.858194 0.858486 0.858553
49 0.27013 0.26890 0.146041 0.145721 0.858160 0.858197
64 0.27013 0.26887 0.146041 0.145720 0.858161 0.858198
81 0.27013 0.26884 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
100 0.27014 0.26884 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
Ng Quadratura Quadruple Range Triangular QR
6 0.26952 0.26848 0.26833 0.26835 0.26835 0.146120 0.145835 0.145831 0.145832 0.145833 0.858576 0.858618 0.858975 0.859063 0.859100
10 0.26980 0.26899 0.26880 0.26880 0.26879 0.146072 0.145749 0.145735 0.145736 0.145737 0.858198 0.858227 0.858529 0.858605 0.858637
15 0.27010 0.26888 0.26864 0.26862 0.26861 0.146045 0.145721 0.145705 0.145705 0.145706 0.858170 0.858204 0.858492 0.858561 0.858591
21 0.27019 0.26884 0.26870 0.26868 0.26867 0.146041 0.145721 0.145704 0.145704 0.145704 0.858166 0.858203 0.858491 0.858558 0.858586
28 0.27019 0.26885 0.26871 0.26868 0.26868 0.146041 0.145722 0.145703 0.145703 0.145703 0.858164 0.858201 0.858493 0.858559 0.858587
36 0.27017 0.26886 0.26867 0.26864 0.26863 0.146041 0.145721 0.145703 0.145702 0.14702 0.858163 0.858200 0.858493 0.858560 0.858587
45 0.27015 0.26885 0.26865 0.146041 0.145721 0.145702 0.858163 0.858200 0.858560
55 0.27014 0.26885 0.26865 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
66 0.27014 0.26885 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
78 0.27014 0.26885 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
91 0.27014 0.26885 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199
105 0.27014 0.26885 0.146041 0.145721 0.858162 0.858199

2 Todos os ntimeros das colunas com 7 = 10 sdo multiplicados por 101
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Tabela 5.32 — Intensidade média por se¢ao ¢s, L =8, w = 0.5, secao [ e IV.

T=1 T=5 T =10

4 x 4% 10 X 10®20 x 20%26 x 26230 x 30 4 x 4% 10 x 10 20 x 20* 26 x 26* 30 x 30> 4 x 4> 10 x 10° 20 x 20° 26 x 26° 30 x 30°
Ny Quadratura Simétrica de Nivel LQ
3 0.87120 0.89580 0.90130 0.90206 0.90225 0.109745 0.115329 0.116123 0.116229 0.116265 0.874555 0.100484 0.102297 0.102547 0.102638
6 0.92180 0.94224 0.94303 0.94310 0.94325 0.111813 0.117028 0.117766 0.117867 0.117906 0.875914 0.100420 0.102249 0.102508 0.102603
10 0.94044 0.95440 0.95419 0.95450 0.95451 0.112288 0.117449 0.118218 0.118327 0.118366 0.883118 0.100871 0.102672 0.102933 0.103028
21 0.95295 0.96157 0.96291 0.96298 0.96309 0.112750 0.117875 0.118663 0.118773 0.118814 0.889872 0.101287 0.103041 0.103299 0.103394
36 0.95678 0.96506 0.96725 0.96756 0.113017 0.118104 0.118886 0.118998 0.892296 0.101437 0.103164 0.103419
Ny Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular Py TN
4 0.93101 0.95721 0.96352 0.96449 0.96480 0.110933 0.116327 0.117113 0.117219 0.117256 0.868338 0.099769 0.101570 0.101820 0.101911
9 0.95296 0.96701 0.96521 0.96549 0.96574 0.112217 0.117342 0.118091 0.118200 0.118240 0.881436 0.100718 0.102518 0.102777 0.102872
16 0.95719 0.96415 0.96506 0.96504 0.96504 0.112745 0.117842 0.118620 0.118730 0.118770 0.889234 0.101223 0.102976 0.103234 0.103329
25 0.95869 0.96611 0.96862 0.96891 0.96907 0.113049 0.118113 0.118893 0.119004 0.119045 0.892198 0.101415 0.103140 0.103394 0.103489
36 0.95948 0.96890 0.97165 0.97210 0.113214 0.118256 0.119024 0.119134 0.893685 0.101515 0.103222 0.103473
49 0.96000 0.97056 0.113309 0.118331 0.894557 0.101574
64 0.96037 0.97137 0.113368 0.118379 0.895114 0.101611
81 0.96066 0.26925 0.113407 0.145882 0.895490 0.859175
100 0.96088 0.97195 0.113435 0.118436 0.895755 0.101654
Ng Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PnxTn SN
3 0.85770 0.88146 0.88706 0.88792 0.88820 0.106653 0.112441 0.113268 0.113379 0.113418 0.838925 0.097227 0.099055 0.099307 0.099398
6 0.91737 0.93654 0.93764 0.93811 0.93836 0.111378 0.116621 0.117371 0.117476 0.117515 0.872434 0.100101 0.101933 0.102193 0.102288
10 0.94027 0.95313 0.95383 0.95405 0.95417 0.112246 0.117422 0.118200 0.118309 0.118349 0.884307 0.100939 0.102730 0.102990 0.103086
15 0.95005 0.95994 0.96131 0.96152 0.96165 0.112671 0.117811 0.118599 0.118710 0.118750 0.889288 0.101256 0.103014 0.103272 0.103367
21 0.95461 0.96378 0.96566 0.96596 0.96606 0.112933 0.118039 0.118822 0.118933 0.118974 0.891725 0.101408 0.103141 0.103397 0.103492
28 0.95691 0.96623 0.96814 0.96835 0.96841 0.113099 0.118174 0.118948 0.119058 0.119098 0.893113 0.101495 0.103212 0.103465 0.103559
36 0.95817 0.96787 0.96958 0.96973 0.113208 0.118260 0.119025 0.119135 0.893994 0.101550 0.103256 0.103507
45 0.95892 0.96898 0.113282 0.118317 0.894593 0.101588
55 0.95941 0.96976 0.113333 0.118358 0.895021 0.101615
66 0.95977 0.97032 0.113371 0.118388 0.895337 0.101634
78 0.96004 0.97074 0.113399 0.118411 0.895578 0.101649
91 0.96025 0.97105 0.113421 0.118429 0.895765 0.101661
105 0.96044 0.97130 0.113439 0.118444 0.895914 0.101670
Ny Quadratura Quadruple Range Compativel QR
18 0.96132 0.97318 0.97296 0.97307 0.113492 0.118474 0.119203 0.119308 0.897334 0.101771 0.103441 0.103681
32 0.96222 0.97291 0.97539 0.97562 0.113554 0.118544 0.119287 0.119392 0.896819 0.101724 0.103396 0.103638
50 0.96208 0.97308 0.113550 0.118536 0.896855 0.101727
72 0.96201 0.97295 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727
98 0.96201 0.97295 0.113550 0.118536 0.896851 0.101727
Ng Quadratura Quadruple Range Quadrangular QRg
9 0.96621 0.96828 0.96930 0.96910 0.96924 0.112281 0.117312 0.118101 0.118215 0.118256 0.885069 0.100699 0.102442 0.102703 0.102800
16 0.96065 0.96877 0.97084 0.97107 0.97117 0.113640 0.118648 0.119412 0.119522 0.119563 0.898415 0.101814 0.103476 0.103721 0.103813
25 0.96131 0.97512 0.97778 0.97804 0.97804 0.113585 0.118561 0.119301 0.119406 0.119444 0.896611 0.101714 0.103381 0.103622
36 0.96186 0.97372 0.97350 0.97362 0.113546 0.118525 0.119254 0.119360 0.896888 0.101731 0.103401 0.103642
49 0.96206 0.97230 0.113548 0.118534 0.896864 0.101727
64 0.96208 0.97278 0.113550 0.118541 0.896852 0.101727
81 0.96206 0.97305 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727
100 0.96203 0.97303 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727
Ny Quadratura Quadruple Range Triangular QR
6 0.97398 0.98223 0.98346 0.98321 0.98323 0.114274 0.119207 0.119985 0.120096 0.120136 0.901595 0.102311 0.104077 0.104342 0.104440
10 0.96748 0.97398 0.97562 0.97568 0.97576 0.113493 0.118537 0.119318 0.119430 0.119472 0.898185 0.101789 0.103464 0.103714 0.103807
15 0.96317 0.97346 0.97567 0.97587 0.97592 0.113581 0.118570 0.119322 0.119430 0.119469 0.896994 0.101723 0.103387 0.103630 0.103721
21 0.96179 0.97340 0.97459 0.97476 0.97486 0.113574 0.118545 0.119278 0.119384 0.119424 0.896808 0.101725 0.103392 0.103633 0.103722
28 0.96163 0.97300 0.97426 0.97448 0.97456 0.113555 0.118533 0.119273 0.119379 0.119419 0.896853 0.101728 0.103398 0.103639 0.103728
36 0.96178 0.97290 0.97457 0.97480 0.97489 0.113549 0.118536 0.119278 0.119384 0.119423 0.896862 0.101727 0.103400 0.103641 0.103730
45 0.96193 0.97293 0.97467 0.113549 0.118537 0.119382 0.896857 0.101727 0.103641
55 0.96201 0.97296 0.97464 0.113550 0.118537 0.896854 0.101727
66 0.96205 0.97297 0.113550 0.118536 0.896853 0.101727
78 0.96205 0.97297 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727
91 0.96205 0.97296 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727
105 0.96204 0.97296 0.113550 0.118536 0.896852 0.101727

# Todos os ntimeros da coluna sdo multiplicados por 101

¢ Todos os niimeros da coluna sido multiplicados por 1072

b Todos os niimeros da coluna sio multiplicados por 1073

No decorrer do trabalho depararam-se com certas dificuldades em relagao a so-

lugao do sistema linear com os recursos computacionais disponiveis, e isso impactou na

geracao dos resultados numéricos. Apesar de algumas restricoes de uso, neste capitulo

apresentaram-se todos os resultados obtidos.

Conforme relatado no capitulo anterior na Se¢ao 4.5 utilizaram-se trés diferentes

maquinas computacionais para geragao de todos os resultados apresentados, sendo uma

delas um recurso compartilhado. Com relagao ao tempo computacional na geracao da

densidade média de radiacao ao longo da direcao y nota-se que, para a configuragao
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de malha 4 x 4, LQ6, 0 tempo computacional para gerar todos os valores listados nas
Tabelas 5.3 & 5.7 (uma coluna) varia de 5 segundos (tempo de CPU), caso L = 0, a 3
minutos (caso L = 12). Para a configuragdo de malha 6 x 6, o tempo computacional
varia de 52 segundos (L = 0) a 5 minutos (L = 12), em um computador Intel Core
17, 3.60GHz, 8.00 GGiB de memoria RAM. Os casos das malhas entre 10 x 10 e 40 x 40
foram executados em um computador de tempo compartilhado (CESUP) e, portanto, ndo
tém-se informacoes precisas sobre o tempo computacional. Em relacao a configuracao de
malha 50 x 50, LQ6, 0 tempo computacional ficou em torno de 53 horas e para malha
60 x 60, QRc (Np=4), o tempo computacional ficou em torno de 72 horas, ambos casos
gerados para L = 2 em um computador Intel Core 7, 2.8 GHz, 16.00 GiB de memoria
RAM. Ainda, usando a mesma méquina na geragao dos resultados da intensidade média
de radiacao por secao do dominio, nota-se que, para a configuracao de malha 26 x 26,

QRr (Ng = 55), o tempo computacional ficou em torno de 15 horas.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, a formulacao ADO-Nodal foi estendida para resolver numerica-
mente problemas bidimensionais de transferéncia radiativa em ordenadas discretas em
meios com ordem arbitraria de anisotropia. Para tornar isso possivel, o problema de au-
tovalor associado foi derivado para este caso geral da expansao de ordem arbitraria da
funcao de fase e preservou uma caracteristica importante do método ADO, que é resolver
um problema de ordem reduzida, ou seja, igual a metade do niimero de diregoes discre-
tas, quando comparada a outras abordagens que fazem uso da discretizacao angular em
ordenadas discretas. Devido a caracteristica analitica do método, solucoes explicitas em
termos das variaveis espaciais foram obtidas para as equagoes unidimensionais integradas
transversalmente, nas dire¢oes x e y, com aproximacoes constantes em cada direcao para
as intensidades desconhecidas nos contornos do dominio e das regioes, diferentemente de
abordagens comumente usadas onde as variaveis espaciais costumam ser discretizadas.

A principal contribui¢ao deste trabalho foi a derivagao e verificacao da formulagao,
em particular o problema de autovalor, que por si s6 era de dificil e extensa manipulacao
algébrica. Nesse contexto, a formulacao foi testada em problemas com grau de anisotropia
até doze, para diferentes ordens do esquema de quadratura LQ)y. Comparacoes com
resultados disponiveis na literatura foram satisfatorias para testar a formulacao e indicam
um bom desempenho da solu¢ao ADO-Nodal. Além disso, através da formulagao ADO-
Nodal foi possivel calcular a densidade média de radiacao de duas formas, a formulacao
de linha ¢,,.(y) e a formulagdo média ¢,., as quais apresentaram resultados numeéricos sem
maiores diferengas significativas entre eles.

A abordagem do método ADO-Nodal na equagao de transferéncia radiativa requer
a resolucao de um sistema linear cuja ordem pode rapidamente ficar bastante elevada,
dependendo do ntmero de regioes em que o dominio é dividido e do ntimero de direc¢oes
discretas da quadratura considerada. Nesse contexto, foram estudados alguns esquemas
alternativos de solugao do sistema linear, como por exemplo os baseados no armazena-
mento esparso da matriz, técnicas paralelas e decomposi¢ao de dominio. A partir de um
reordenamento do sistema linear e do uso de rotinas esparsas de solugao com estrutura
diagonal foi possivel estender os resultados ADO-Nodal para malhas mais refinadas com

o espacamento variando de 107! até 1072, Além disso, permitiu o uso de esquemas alter-
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nativos de quadratura, que permitem considerar ordens superiores (com nimero maior de
direcoes discretas dos esquemas classicos disponiveis na literatura para esse problema),
para melhorar o desempenho computacional da formulagao ADO-Nodal, bem como para
gerar novos resultados na literatura para o problema de teste aqui discutido. Além da qua-
dratura Simétrica de Nivel (LQy) diferentes esquemas de quadraturas numéricas foram
aplicados as equagoes em ordenadas discretas: quadratura Legendre-Chebyshev Quadran-
gular (PyTx), quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTnSy) e a quadratura
Quadruple Range (QR) com acoplamento compativel (QR¢), acoplamento quadrangu-
lar (QRg) e com acoplamento triangular (QRr), de forma que foi possivel contornar o
problema de limitagao do ntimero de direcoes encontrado pela LQ)y, e utilizar ordens su-
periores em esquemas de quadratura. De maneira geral, o método ADO-Nodal se mostrou
bastante preciso em malhas grossas mesmo com o uso de ordens baixas das quadraturas
numeéricas e com malhas mais refinadas foi necessario um maior ntimero de dire¢oes discre-
tas para analisar a convergéncia. Ainda, o presente estudo permitiu estender a utilizacao
da aplicacao do método ADO-Nodal com malhas mais refinadas do que abordadas em
trabalhos anteriores. E preciso destacar que a escolha da dimensdo da malha e da ordem
de quadratura para a solucao do sistema linear via métodos diretos foi limitada ao recurso
computacional disponivel.

Em relacao a analise do problema de anisotropia, este trabalho contribuiu na gera-
¢ao de novos resultados, para densidade média de radiacao ao longo da direcao y na linha
central do dominio, que nao foram encontrados na literatura para a classe de problemas
discutida neste trabalho. Esses resultados originais incluem malhas mais refinadas e dife-
rentes comprimentos 6pticos, além de utilizar esquemas de quadratura alternativos com
ordens superiores. E importante destacar que as aproximacoes de ordenadas discretas
de ordem superior sao mais apropriadas para descrever modelos com anisotropia, prin-
cipalmente modelos com expansoes de ordem superior das fungoes de fase, desta forma
o uso de esquemas de quadraturas de altas ordens sao fundamentais. Ademais, as re-
feréncias que tratam do espalhamento anisotrépico nao utilizaram as quadraturas aqui
analisadas, nem disponibilizaram resultados tabelados para malhas mais refinadas que
26 x 26 e outros comprimentos 6pticos e albedo de espalhamento. Além disso, neste tra-
balho estendeu-se a analise da intensidade média de radiacao por se¢ao do dominio para

problemas anisotropicos, que nao estao disponiveis na literatura.
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Adicionalmente, nos resultados com diferentes configuragoes de malhas e compri-
mentos Opticos, que configuram diferentes espessuras das regioes da malha, observou-se
um aumento do niimero de digitos significativos com o refinamento da malha & medida
que o comprimento 6ptico é maior. Além disso, no calculo da intensidade média por se-
¢ao verificou-se uma boa concordancia em digitos na solu¢cao ADO-Nodal & medida que o
ntmero de direcoes por octante e o comprimento 6ptico eram maiores, e observou-se um
melhor desempenho da quadratura Quadruple Range (QR). Os melhores resultados nu-
méricos observados no célculo das intensidades médias por secao podem estar relacionados
ao fato de que nas intensidades em uma linha no dominio oscilagdes oriundas do efeito
raio estao presentes. Esse desempenho é esperado, pois de acordo com a literatura |Lewis
e Miller, 1984] resultados mais precisos sdo obtidos quando se considera integragao nas
variaveis espaciais.

Os estudos para obtencao de solugoes benchmark para este problema continuam
e pesquisas complementares sobre o armazenamento de matrizes para resolver sistemas
lineares, originados de problemas com o uso de malhas mais refinadas em conjunto com
o uso de quadraturas de alta ordem, necessitam ser realizadas. Uma alternativa na abor-
dagem computacional de sistemas lineares ainda maiores é a implementacao de técnicas
paralelas em combinacao com métodos de decomposi¢ao de dominio via complemento
de Schur. O problema de radiagao abordado aqui pelo método ADO-Nodal provou ser
bastante desafiador, neste sentido outro ponto que pode ser explorado é utilizar esta for-
mulacao aprimorada com rearranjo do sistema para refazer os problemas de transporte de
néutrons, ja abordados pelo método ADO-Nodal, para realizar uma analise comparativa
do comportamento/desempenho numérico para ambas as areas. Esses estudos, além de
ampliarem a classe de problemas que podem ser abordados pela metodologia ADO, avan-
¢am no sentido de permitir, por exemplo, tratar problemas de interesse nas reconstrugoes

tomograficas.
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APENDICE A —

Problema Conservativo: Derivacao Preliminar

Nesta secao apresenta-se uma derivagao preliminar para o problema conservativo
(w =1). Descrevem-se as tentativas de modificagdes necessarias para estender a solugao
ADO-Nodal para o caso conservativo. Mostra-se uma ideia inicial do estudo, é apenas uma,
tentativa que nao levou a bons resultados numéricos e que ainda esta sendo investigada.

Ao assumir o albedo igual a unidade, w = 1, na formulacao ADO-Nodal e resolver
o problema de autovalores na variavel x e y, que foi derivado no Capitulo 3, obtém-se
que um dos autovalores tende a zero (A} — 0 e A} — 0) o que implica que a constante
de separacao tende ao infinito (1 — 0o e 73 — 00) e seu valor se distancia dos demais

autovalores, como pode ser visto na Tabela A.1.

Tabela A.1 — Autovalores e constante de separacao para malha 4 x4, L=0,7=1¢e

quadratura L), calculados com w = 0.999 e w = 1.

w = 0.999 w=1

A

14

A

v

0.0029978610009672
1.3245556274230521
3.6066815970078836
8.1622764746829564
8.1622764746829581
8.1622764746829599

18.263930832918238
0.86889019999999983
0.52655785774280228
0.35002119999999998
0.35002119999999998
0.35002119999999992

0.0000003000001764
1.3245556274230514
3.6037961981466222
8.1622764746829546
8.1622764746829581
8.1622764746829599

1825.7418046544692
0.86889020000000006
0.52676861126026764
0.35002120000000003
0.35002119999999998
0.35002119999999992

Neste caso, para evitar autovalores degenerados é consistente assumir o albedo
w = 0.999 como uma aproximacao para o caso exatamente igual & unidade, como foi
abordado neste trabalho. Vale salientar que embora seja possivel de fato modificar a solu-
¢ao desenvolvida para w = 1, para encontrar uma solucao adequada ao caso conservativo,
pode-se afirmar que ao considerar valores préoximos a unidade, como w = 0.999, todos os
problemas de interesse podem ser resolvidos com a solugao discutida no Capitulo 3.

Entretanto, para que a solugago ADO-Nodal seja valida para o caso de um meio
conservativo, isto é w = 1, modificagoes sao necessarias no desenvolvimento geral da
solugao ADO-Nodal. Segundo Case e Zweifel, 1967, solugoes adicionais linearmente inde-
pendentes devem ser derivadas e adicionadas a solugao geral para descrever precisamente
o caso conservativo (espalhamento puro), quando autovalores degenerados sao esperados.

No caso de problemas em meios unidimensionais o caso conservativo foi abordado nos



161

trabalhos de Barichello et al., 1998, 2000.

Do ponto de vista analitico e computacional, o problema com o caso conservativo
é que a maior constante de separacao, por exemplo v; ou v, torna-se infinita e, portanto,
a forma de solucao exponencial proposta para o problema homogéneo, introduzida pelas
Equagoes 3.17 e 3.38, nem sempre gera as duas formas independentes da solucao que sao
necessarias. A seguir descreve-se a tentativa sobre as modificagoes que sao necessarias na
solu¢gao ADO-Nodal para o caso especial w = 1.

Para abordar o caso conservativo, seguindo os trabalhos [Barichello et al., 1998;
Siewert, 2000b|, desconsidera-se a maior constante de separagao, v; e 7, encontrada na
solugdo ADO-Nodal en z e y, e incluem-se na solugao as duas solugoes (exatas) que
podem ser associadas a uma constante de separacao infinita. Seguindo Case e Zweifel,

1967, propoem-se e verificam-se as seguintes solugoes exatas:
[yT(QZ, Q,L> = (1, (Al)

L (x,€) = co(x — ). (A.2)

Para verificar que as Equacoes A.1 e A.2 sao solugbes, primeiro inserem-se essas

solugoes propostas na equacao abaixo:

d 87”
i I (x,$%) + Br Ly (x, ;) g an L (x,9,). (A.3)

Assim, considera-se a Equacao A.1 como solucao e substitui-se na Equacgao A.3:

M

,uzécl + Brer = Z‘: ;wnch (A4)
- M

10 + Brcy = 4—‘;:01 ; Wy, (A.5)

Brc1 = JST —c1 (47), (A.6)

Brc1 — ogc1 = 0. (A.7)

Como o meio é puramente espalhador, entao 5, = o, = 1, assim ¢; = 0, logo é uma

solucao da equagao.
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Agora considera-se a Equacao A.2 como solucao e substitui-se na Equacao A.3:

a
pig—ealw — i)+ Brea(a — i) = 75 Y wae(a — ),

M
Ogr
Wiz + Brear — Breaply = ECQ Z wy (2 — 1),
n=1

M M
UST UST
C2(Mz’ - 514%’) + Brcax = ECQZ’ ; Wy, — E@ ;wnui,

O_ST

47

Osr
co(p; — Briti) + Breax = Ecﬂ(‘lﬂ) — —3(0),
co(p; — Brpyi) + Breox = ogpcox.

Como o meio é puramente espalhador, £, = o, = 1, temos que
ey — i) + cor = o,

Col = Co,

logo é uma solugao da equacao.

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

Assim, para I,,(x,€;) sdo solucoes I, (z,€2;) = ¢1 e I, (x,Q;) = co(x — ;). De

forma similar, determinam-se solugoes exatas para I,,(y,€2;) como sendo I, (y, ;) = c3

e Lo (y, ) = caly — mi)-

Como mencionado anteriormente, a maior constante de separacao do problema

de autovalores é desconsiderada e as solugoes exatas para a equacao sao adicionadas na

solucao geral do problema, assim reescrevem-se as Equacoes 3.80 e 3.81 e obtém-se as

solugoes gerais para o problema conservativo como

M/2

Ly (2, 82) = Avper + Arpnyorca(T — i) + Z [Aj,rq)yr(ij Q;)e - vir

=2

+Aj+M/2,r(I>yr(er,Qi+M/2)€_(aZ_$)/VjT] + Sir, (A.15)

M/2
I

Jj=2

yr(x, Qi+M/2) = Al,rcl +A1+M/2,r02(l’—,ui+M/2)+Z [Aj,rcbyr(ij Q¢+M/2)6_($_a2*1)/yjr

+Aj+M/2,r(I)yr(er7Qi)e_(a}rl_x)/ujr] + Sitmy2r  (A16)
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e
M/2
Lor(y, 82) = Biycs + Biymyaca(y —mi) + Z (B ®ur (V)i Q;)e Wtk
=2
+Bj+M/2,r(I)xr(’er,Qi+M/2)€7(b27y)/7"T] + Wi, (A7)
M/2
L. (v, Qi-}-M/Q) = B1,rC3+B1+M/2,rC4(Z/—Th‘+M/2)+Z [Bj,rq)m(%'m Qz‘+M/2>ei(yibz_l)/W
=2

+Bj+M/27r(I)xr(’er7 Qi)e_(bz_y)/vjq + Wi_i_M/Q’T. (A18)

parai=1,.... M/2er=1,...,r.

A derivacao apresentada foi apenas uma tentativa preliminar de solucao do pro-
blema conservativo, cujos resultados numéricos nao foram satisfatorios. Desta forma, este
estudo segue sendo investigado na busca de solugoes adicionais do problema que descrevam

precisamente o caso conservativo.
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