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Resumo

Neste trabalho estendemos a teoria de Galois desenvolvida sobre corpos
para extensoes de anéis comutativos. Os principais resultados sao relaci-
onados a separabilidade de extensoes de anéis comutativos, bem como a
definigao das estruturas e objetos necessérios. Seguindo [7], definimos ex-
tensoes galoisianas, exploramos a correspondéncia de Galois e os homomor-
fismos de extensoes galoisianas. Por fim, apresentamos um resultado da
cohomologia galoisiana, principal resultado de [7], a partir do isomorfismo
entre H"(S/R, F'), o n-ésimo grupo de cohomologia de Amitsur de 7'/ R com

valores em F, e H"(G, F(S)), o n-ésimo grupo de cohomologia de G sobre
F(S).

Palavras-chave: extensoes comutativas, cohomologia galoisiana, teoria de

Galois.



Abstract

In this essay we will extend the Galois theory over fields to commutative ring
extensions. The main results relate to the separability of commutative ring
extensions, along with the definition of the required structures and objects.
In addition to that, we will define the Galois extensions, explore the Galois
correspondence and homomorphisms of Galois extensions. Concluding it,
we present a result of the Galois cohomology, which is the main result of
7], consequence of the isomorphism between H"(S/R, F'), the n-th Amitsur
cohomology group of 7'/ R with values in F, and H"(G, F(S5)), the n-th coho-
mology group of G over F(5).

Keywords: commutative extensions, Galois cohomology, Galois theory.
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Introducao

Para compreender a importancia do nome Galois na Matemadtica, iremos
buscar um pouco da histéria por tras dele. Evariste Galois, com o obje-
tivo de resolver equacoes polinomiais de quinto grau, desenvolveu o inicio
do estudo hoje conhecido como teoria de Galois, origem histérica da teoria
de grupos. Galois, voltado as equacoes polinomiais, permitiu determinarmos
quando polinomios sao soluveis por radicais - isto €, quando podemos deter-
minar suas raizes a partir de seus coeficientes, de forma semelhante a como
resolvemos polinémios de segundo grau. As extensoes de corpos estudadas
por Galois eram subcorpos dos niimeros complexos, e a teoria posteriormente
foi generalizada para corpos abstratos.

A teoria de Galois é fundamentada sobre uma correspondéncia entre ex-
tensoes de corpos e grupos de automorfismos (destes corpos). As carac-
teristicas destes grupos podem ser fonte de informacgoes sobre estas extensoes
de corpos. Podemos dar mais um passo: desenvolver a teoria de Galois sobre
anéis comutativos. Auslander e Goldman foram os primeiros a introduzir a
nocao de extensao de Galois para anéis comutativos, no artigo The Brauer
group of a Commutative Ring em 1960. Este artigo desenvolve o principio
da teoria geral de dlgebras separaveis sobre anéis comutativos.

Em 1965, Chase, Harrison, e Rosenberg desenvolvem uma nova carac-
terizagao de extensoes galoisianas de anéis comutativos. Estes resultados
serao apresentados nesta dissertacao, e sao mais proximos ao desenvolvi-
mento original (para corpos). No artigo Galois theory and Galois cohomology

of Commutative Rings, Chase, Harrison, e Rosenberg desenvolvem também a



cohomologia de Amitsur sobre extensoes galoisianas, generalizando resulta-
dos obtidos por Auslander e Goldman, assim como do Teorema 90 de Hilbert.

Nesta dissertacao, iremos explorar os resultados obtidos por Chase, Har-
rison, e Rosenberg em [7], além da construcao do grupo de Brauer apresen-
tada em [4] por Auslander e Goldman. No capitulo 1, serdo desenvolvidos
os pré-requisitos para que possamos compreender a teoria de Galois sobre
anéis comutativos, a partir da construcao inicial desta teoria. No capitulo 2,
iremos estudar a teoria de Galois sobre extensoes de anéis comutativos. No

capitulo 3, iremos abordar o grupo de Brauer e a cohomologia galoisiana.



Capitulo 1

Preliminares

A proposta desta dissertagao é desenvolver uma teoria de Galois sobre
anéis comutativos como uma generalizagao natural da teoria sobre corpos.
Assim, iremos utilizar os resultados da teoria de Galois e resultados da
algebra comutativa.

Na primeira secao, como introdugao e motivacao para o estudo que se-
gue, estao enunciados definigoes e resultados da teoria de Galois sobre corpos
abstratos. O principal conceito observado ao longo desta segao é o de sepa-
rabilidade [20]. A separabilidade serd estendida para anéis comutativos no
préximo capitulo.

Na segunda secao, temos definicoes da algebra comutativa e o estudo de

modulos, em particular de médulos projetivos.

1.1 Teoria de Galois Classica

Para iniciar o estudo da teoria de Galois, necessitamos do principal ob-
jeto do estudo — as extensoes galoisianas. Para isso, precisamos averiguar
sob quais condigoes a correspondéncia de Galois é bijetiva. Ao longo desta
secao, trabalharemos com resultados da teoria classica, que adiante serao

generalizados para o contexto de extensoes comutativas.



Definigao 1.1.1. (i) Sejam K e L dois corpos quaisquer. Se existir um
monomorfismo ¢ : K — L, dizemos que L é uma extensao de K. Por
simplicidade, identificaremos K com sua imagem i(K) C L. Denotare-

mos esta extensao por L |k.

(ii) Definimos o grau da extensao L |x como sendo a dimensao de L visto

como um K-espago vetorial. Denotaremos o grau por [L : K| =
dimK L.

(iii) Dado um conjunto X C L, denotamos por K(X) o corpo gerado por
K U X. Caso seja finito, isto é, X = {aj,as,...,a,}, denotamos
K(X) = K(ai,...,a,), e dizemos que é o corpo obtido a partir de K

pela adjungao de aq, ..., .
(iv) Uma extensao L |k é dita simples se L = K («) para algum « € L.
(v) Se X for um conjunto finito, dizemos que K (X) é finitamente gerada.
(vi) Dizemos que uma extensao L |x ¢ finita se [L : K] < oo.

Assim, temos que R(i) = C é um exemplo de extensao simples de R,
gerada a partir da adjuncao da unidade imaginaria ¢. Note que esse elemento
nao é unico. Por exemplo, R(—i) = R(i) = C. Mais ainda, temos que i ¢é a
raiz do polindémio p(z) = z%+1, o qual é irredutivel sobre R. Assim, dizemos

que 7 é algébrico sobre R.

Definicao 1.1.2. (i) Seja L |x uma extensao de corpos. Um elemento
a € L é dito algébrico sobre K se « é raiz de algum polinomio p € K|x].

Caso contrario, a é dito transcendente.

(ii) A extensdo L |k é dita algébrica se todos elementos de L sao algébricos
sobre K.

(iii) Se a é algébrico sobre K, entdo denotamos por m, € Klz| seu po-
linébmio minimal: o polinémio ménico de menor grau em K|z tal que

me () = 0.



Observe que um polinémio minimal m € K[z] é¢ um polinomio irredutivel
em K|[z]. De fato, suponhamos que m seja redutivel sobre K, isto é, m = fg,
onde f, g tem grau menor do que m. Vamos assumir f e g monicos. Entao,
como m(a) = 0, temos que f(a)g(a) = 0, isto é, f(a) =0 ou g(a) = 0, o
que contradiz a definicao de m.

Suponhamos agora p € K|z| tal que p(a) = 0. Pelo algoritmo da divisao,
existem ¢, € K[z] tais que p(z) = m(x)q(x) + r(x), com grau de r menor
do que o grau de m. Logo, p(a) = 0 = r(«). Pela minimalidade do grau de
m, temos que r = 0. Assim, m divide todos os polindmios que possuem «
como raiz.

Note que se uma extensao é finita, entao ela é algébrica e finitamente
gerada [20; Lemma 6.11.].

Teorema 1.1.3. Seja K(«) |k uma extensao algébrica simples, e seja m €
K[z] o polinémio minimal de o sobre K. FEntio K(«) | € isomorfa a

K[z]/(m) |k, onde (m) denota o ideal gerado por m em K|z].

Demonstragao. O isomorfismo ¢ : K[z|/(m) — K(«) é definido por p +—
p(a), onde p é a classe de equivaléncia de p mod m. Caso p = ¢, entao
p —q = mn, para algum n € K[z]. Assim, p(a) — ¢(a) = m(a)n(a) = 0.
Além disso, ¢ é claramente sobrejetivo.

Como p(a) = 0 se e somente se m divide p, temos que a aplicagdo é um

monomorfismo entre corpos. Logo, as extensoes sao isomorfas. ]

Um resultado que pode ser obtido a partir deste teorema é que se K («) |k
e K(B) |k sdo extensbes algébricas tais que m, = mg € K[z], entdo sdo
extensoes isomorfas. Assim, a caracterizacao das extensoes pode ser feita a
partir do polindomio minimal.

A ideia da teoria de Galois é estudar uma extensdo de corpos L |k a
partir do grupo de K-automorfismos de L, os automorfismos o : L — L tais
que o(k) = k, para todo k € K, isto é, 0 |x= idg.

Observe que o(kz) = o(k)o(x) = ko(z), para quaisquer k € K, x € L.

Assim, os K-automorfismos de L sao isomorfismos de anéis e também morfis-



mos de K-espacos vetoriais. Além disso, formam um grupo com a operagao
de composicao: sabemos que a composicao de K-automorfismos serd também
um K-automorfismo de L. Além disso, id;, é um K-automorfismo. Basta
verificarmos se, dado um K-automorfismo o, seu inverso ¢~! também é um
K-automorfismo de L. De fato é, pois o' (k) = o' (0(k)) = k, para todo
keK.

Se a é algébrico sobre K, e 0 : K(a) — K(«) é um K-automorfismo,
entdo 0 = 0(0) = o(my(a)) = mu(o(a)). Assim, o(a) é uma raiz de m,.
Logo a agao de o em K («) apenas permuta as raizes do polinémio minimal

M.

1.1.1 A Correspondéncia de Galois

Para ilustrar a correspondéncia de Galois, tomemos a extensao L |, com
L=Q(V2,i) e K =Q. Como os K-automorfismos de L permutam as rafzes
do polinomio minimal, observando os polindmios minimais podemos deter-
minar o grupo dos K-automorfismos de L — o grupo de Galois da extensao,
denotado por Gal (L |g).

Os polinémios minimais sdo m 5 (x) = ©* —2 e m;(x) = 2%+ 1. Portanto,
um automorfismo o € Gal (L |g) é tal que o(i) = +i e 0(v/2) = £V2.
Portanto, o grupo ¢ formado pelos automorfismos {o;, 02, 02, 1} (denotamos

1 = id; o automorfismo identidade), tais que

oi(i) = —i 0i(V2) = V2
oa9(i) =1 e 02(V2) = —V2
09,4(1) = —i 02i(V2) = —V2

Assim, podemos observar que Gal (L |k) ~ Zg X Zs, e que os subgrupos de

Gal (L |k ) sao os seguintes:
G = {1} Gy = {1,01} Gs = {1702} Gy = {1,02,1'}

Estes subgrupos dao origem ao diagrama a seguir.



Gs G Gy
~. |
Cal (L |)

A cada subgrupo, corresponde um corpo fizo pela acao desse subgrupo. Por
exemplo, seja z = a + bi + ¢v/2 + div/2 € L. Se z permanece fixo pela acio

de G, temos que

oi(z) =2
a—bi+cV2—div2 =a+bi+cvV2+ div2
=b=d=0

Assim, o corpo fixo associado ao subgrupo Gy é Q(v/2). Da mesma forma,
podemos determinar os corpos fixos a partir da acao dos outros subgrupos
de Gal (L |k), obtendo o diagrama abaixo.

Note que o corpo que permanece fixo por todos os elementos de Gal (L |)
¢é exatamente K. Além disso, para cada subcorpo intermediario, temos um

subgrupo associado a ele, uma relagao biunivoca.

Go / Z{ \ Gy Q(W?2) /Qi')\@(\/ﬁ’i)
ST N

Por outro lado, tomando a extensio L |x= Q(a) |g, onde a = v/2, temos
que Gal (L |g) = {1}, pois as raizes do polindmio minimal m,, = t> — 2 nao
estao todas em Q(«v). Assim, o corpo fixo pela agao de Gal (L |x) = {1} ¢é
L, e nao K. Assim, vamos buscar quais condigoes sao necessarias para que

a correspondéncia de Galois seja biunivoca.
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Fixemos uma extensao L |k qualquer. Temos a classe dos corpos inter-
medidrios de L |k e também a classe dos subgrupos de Gal (L |g). Seja H
um subgrupo de Gal (L |k) e M um corpo intermedidrio da extensao L |k,
isto ¢, K C M C L. Denotamos por L o subcorpo de L fixo pela acao do
subgrupo H, e M* o grupo dos M-automorfismos de L.

Se H ¢ subgrupo de Gal (L |g), entdo L ¢ subcorpo de L e contém K.
Tomando z,y € L¥ e o0 € H, temos o(z +y) = o(z) + o(y) = v+ y. Da
mesma forma, o(zy) = o(z)o(y) = xy e, supondo = # 0, o(zx™') = o(1) = 1
implica que 27! = 7 to(za7!) = 27 to(2)o(27t) = o(z7!). Assim, L7 é de
fato um subcorpo de L.

As propriedades necessarias sao a normalidade e a separabilidade. Con-
siderando o exemplo anterior, onde a correspondéncia entre os subcorpos de
L e os subgrupos de Gal (L |x) nao era biunivoca, isso foi um efeito colateral
da raizes de m, que nao pertenciam a L. Como K C L C C, sabemos que o
polinémio possui raizes em C, e portanto em alguma extensao de K contendo
L. Assim, por exemplo, f(z) = 22 + 1 ndo possui raizes em Q, mas sim em
Q(7). Dizemos que um polinémio f € Klx] se fatora completamente sobre

K se ele pode ser expresso da forma
f@)=k-(z—on)--(z—an)

com k,ayq,...,a, € K. Por exemplo, o polinomio f(x) = 3z% + 12 € Q[x] se
fatora sobre Q(i), pois pode ser escrito como f(x) = 3(x + 2i)(xz — 27).

Definigao 1.1.4. Dizemos que uma extensao de corpos L |k é normal se
qualquer polinomio irredutivel f € K[z] que possui uma raiz em L se fatora
completamente sobre L.

Dizemos que uma extensao X | é corpo de decomposicao para f € K|x]
se 3 é gerada a partir da adjuncao das raizes de f, isto é, ¥ = K(aq, ..., ay),
onde oy, i = {1,...,n}, sdo todas as raizes de f.

Se uma extensao L |x é normal e finita, entao sabemos que L é algébrica
e finitamente gerada, isto é, L = K(ay,...,a,). Tomemos entdo m; o po-

linémio minimal de «;, para cada i € {1,...,n}. Seja f =my---m,. Como
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m;(a;) = 0, temos que f tem raizes em L, e portanto, como L é normal, f
se fatora completamente em L, ou seja, todas suas raizes pertencem a L e L
é gerado a partir da adjuncao das raizes de f. Logo, é um corpo de decom-
posicao para f. Reciprocamente, podemos mostrar que uma extensao L |
¢é normal e finita somente se é corpo de decomposicao para algum polinomio
f € Klz| [20; Theorem 9.9.].

Vamos agora abordar a separabilidade.

Definigao 1.1.5. (i) Seja L |x extensdo de corpos e seja f € K[z] po-
linémio irredutivel com df > 1. Dizemos que f é separdvel sobre K se
admite somente raizes simples em seu corpo de decomposigao 3 (que é
tnico a menos de isomorfismos [20]), ou seja, f(z) =k-(x—ay)...(z—

a;,) € X[z]. Um polinémio que néo é separdvel é dito inseparavel.

(ii) Um elemento o € L algébrico sobre K ¢ dito separavel sobre K se seu

polinémio minimal m,, € K[t] é separdvel sobre K.

(iii) Uma extensao L |k ¢ dita separdvel se todo elemento de L for separédvel
sobre K.

A propriedade da separabilidade pode se trivializar se tratando de corpos
de caracteristica 0, no sentido de que todo polinomio irredutivel é separavel
neste caso. Segue na proposicao a seguir uma caracterizacao de separabili-

dade para corpos abstratos:

Proposicao 1.1.6. Se K ¢ um corpo de caracteristica 0, todo polinémio
wrredutivel sobre K € separdvel sobre K.

Se K tem caracteristica p > 0, entao um polinomio irredutivel é inse-
pardvel se e somente se f(x) = ko + k1P + - -« + kP = g(zP), para algum
g € Klz|.

Para demonstrar a proposicao acima, iremos utilizar a derivada formal:

dado um polinémio f(z) € K|x],
flz) =ap+ a1z + -+ aza”

9



a derivada formal de f ¢ o polinomio
Df(z) = a; + 2a92 + - - - + na,z""

em K[z]. A derivada formal herda vérias propriedades da derivada usual em
R, por exemplo D(f +g) = Df + Dg e D(fg) = (Df)g + f(Dg).

Claramente D é linear. Além disso,

D(z*f) = D(agz® + - - - + apz™™")
= kage* ' + (k+ Dayz® + - + (n + k)az™ 1
= ka* ag + ayx + - + a, 2"
+ 2k [al + 2a9x + - - + nanx”_l]
= (Dz")f +2"(Df)

Assim, a partir da linearidade, temos D(fg) = (Df)g + f(Dg).

Afirmamos que uma raiz o de f é multipla no seu corpo de decomposicao
se e somente se f e Df tém fator comum nao constante em K[z|. De fato,
seja X o corpo de decomposicio para f e suponha f(z) = (z—a)?g(z) € X[z].
Entao Df = 2(z—a)g(z)+(x—a)?Dg = (z—a) [29(z) + (z — aa)Dg] € [z].
Seja m, o polinomio minimal de « sobre K. Logo m, é um fator comum
entre f e Df em K|z].

Por outro lado, se f nao tem raizes miltiplas, suponha que f e Df tém
um fator comum (ndo constante) em K|x| e seja « raiz deste fator. Entao
f=(x—a)gem X[z]e Df = (x—a)h em X[x]. Assim, Df = (x—a)Dg+g =
(r — a)h. Portanto (z — «) divide g, e (z — «)? divide f, mostrando que a ¢

raiz multipla em Y. Vamos agora para a demonstracao da Proposicao 1.1.6:

Demonstracao. Para f € K[x] ser irredutivel e insepardvel, entdo f e Df
tém fator comum nao constante. Como f ¢ irredutivel e D f tem grau menor

do que f, temos Df = 0. Assim, se
flx)=ao+ -+ azz”
temos que ma,, = 0, para todo m > 0.

10



Em caracteristica 0, isso implica a,, = 0, para todo m. Em caracteristica
p > 0, temos que a,, = 0 se p nao divide m. Tomemos k; = a;p, e segue o
resultado. O]

O teorema a seguir nos permite relacionar qualquer extensao separavel
e finita com uma extensao algébrica simples. Assim, pelo Teorema 1.1.3,
temos que L ~ K|[z]/(m), para algum polindmio irredutivel m sobre K. O

resultado foi extraido de [9; Teorema 1.2.6, p.15].

Teorema 1.1.7 (Teorema do Elemento Primitivo). Seja L |k uma extensdo

de corpos finita e separdvel. Entio L = K(«) para algum o € L.

Demonstracao. Seja L = K(ay,...,a,). Para demonstrar que L é uma
extensao simples de K, vamos utilizar inducao em n. Se n = 1, nao ha
nada a demonstrar, pois L = K(ay). Suponha que M = F(ay,..., 0, 1) é
uma extensao simples de K, isto é, M = K(f3), para algum 5 € M. Entao
L= M(a,) = K(B,a,). Assim, temos nossa demonstragao reduzida ao caso
n=2.

Digamos que L é gerado por dois elementos « e §. Sejam f(z) e g(z) os
polindomios minimais de « e 8 sobre K, e seja Y o corpo de decomposicao
destes polinomios. Sejam oy = a,an...,a, € 1 = (3, P, ..., s as raizes de
f e g, respectivamente. Como f e g sao separaveis, temos que as raizes sao

todas distintas. Consideremos agora as seguintes equagoes em z:
a +xf; = o+ xf,

com1<i<re2<j<n. Estas equagoes tém exatamente uma solugao no

fecho normal K,

o — o
xr = .
Bi—p
Seja k um elemento de K que nao seja solucao destas equacoes, e tomemos

v =B+ ka.
Vamos mostrar que a extensao L é gerada pela adjuncao de -, isto é,
K(a,B) = K(). Como v € K(a, ), temos que K(v) C K(a, ). Agora,

basta mostrarmos que « e  pertencem a K (7).
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Para mostrar que § € K (), vamos mostrar que « ¢ raiz de um polinomio
de grau 1 sobre K (). Consideremos os polinomios f e g como anteriormente.
Temos que f(z) e h(x) = g(v — kz) sdo polinomios sobre K(v). Dada a
forma como h(x) foram escolhido, o é raiz de ambos os polindémios, pois
h(a) = g(y — ka) = g(f) = 0. Assim, o maximo divisor comum destes
polinémios ¢ divisfvel por z — o em K[z], admitindo portanto a raiz a.
Como f nao tem raizes multiplas, seu méaximo divisor comum também nao
as tem, ou seja, a é uma raiz simples. Mas, pela escolha de k, os polindmios
f(x) e h(x) ndo tém outra raiz em comum, dado que as raizes de f(z) sao
a;, comi € {l,...,r}, ey —ka; # B, para todo j € {2,...,s}. Portanto, o
méximo divisor comum é um polinémio sobre K (), o corpo dos coeficientes
de f(x) e h(z). Portanto, o é a raiz de um polinomio de grau 1 sobre K (),
ou seja, a € K(v). Assim, 7 — ka = 8 € K(v). O

Uma vez que os conceitos de normalidade e separabilidade foram esclare-
cidos, definimos uma extensao galoisiana e finalizamos a se¢ao enunciando o
Teorema de Correspondéncia de Galois no caso cldssico [20; Theorem 17.23,
p.202].

Definigao 1.1.8. Se L |k é uma extensao de corpos finita, normal e se-

paravel, entao L é dita extensao de Galois de K com grupo de Galois
G = Autg(L).

Teorema 1.1.9. Se L | € uma extensao de Galois com grupo de Galois G,

entao:

1. O grupo de Galois G tem ordem [L : K];

2. BExiste uma correspondéncia biunivoca, que tnverte ordem, entre os sub-

grupos de G e os subcorpos de L que contém K ;

3. Se M é um corpo intermedidrio e M* é o subgrupo dos M -automorfismos

de L, entao [L : M| = |M*| e [M : K| =|G|/|M*|;

4. Um corpo intermedidrio M é uma extensao normal de K se e somente

se M* € um subgrupo normal de G;
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5. Se um corpo intermedidrio M ¢é uma extensao normal de K, entao o

grupo de Galois de M |k € isomorfo ao grupo quociente G /M*.

A correspondéncia entre os subgrupos de G e os subcorpos de L que

contém K pode ser observada no diagrama a seguir.

Ho ‘— —————— H

M -] -=---- > M*
e e
_—

Note que os conceitos de normalidade e separabilidade se apoiam nos
resultados sobre polinomios. Para generalizar estes resultados para extensoes

de anéis comutativos, vamos utilizar as equivaléncias a seguir, apresentadas
em [15].

Teorema 1.1.10. Seja L | uma extensao de corpos e G um grupo finito de
K-automorfismos de L.

Seja L x G o L-espago vetorial com base {6, | 0 € G}, com multiplicacao
definida por a,0,b:0, = a,0(b;)d,, para os elementos geradores e estendida
linearmente para os demais elementos.

Entao, sao equivalentes:
1. LY = K;

2. L é uma extensao de Galois de K e G € o grupo de todos os K-
automorfismos de L;

3. O grupo G tem ordem [L : K];

4. L € uma extensao finita de K e ¢ : L x G — Homy (L,L) € um
isomorfismo de K-dlgebras.
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1.2 Mobdulos Projetivos

Diversos dos resultados apresentados para corpos sao provenientes da
estrutura de K-espaco vetorial da extensao L. Para estudarmos a genera-
lizacao sobre anéis comutativos, precisamos de resultados acerca de médulos.
Importante ressaltar que, ao longo desta dissertacao, os anéis serao anéis co-
mutativos com unidade, exceto quando o contrario estiver explicitamente

mencionado.

Definigao 1.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Um grupo abe-
liano M é dito R-maddulo se existe uma acao linear R x M — M compativel

com a multiplicacao de R. Ou seja, dados r,r1,79 € R e m,my, ms € M

(r1 + ro)m = rym + rom
r(my 4+ my) = rmy + rmy
r1(rom) = (rire)m

lpm=m

Um R-submddulo de M é um subgrupo M’ de M fechado sobre a acao de R.
Além disso, o grupo quociente M /M’ herda a estrutura de R-mddulo pela
acao r(m+ M) =rm+ M'.

Alguns exemplos de R-médulos sao os ideais de R — inclusive o proprio
anel R — e os polinomios com coeficientes em R. Além disso, se existe um
homomorfismo de anéis f : S — R, entao um R-médulo M também é um
S-modulo, pela agao definida por (s,m) — f(s)m.

Se x é um elemento de M, os multiplos de x formam um submoddulo de
M, denotado por Rx. Se M = )., Rx;, os elementos x;’s sdo chamados de
geradores de M. Se existe um conjunto finito de geradores de M, entao M
é dito finitamente gerado. Por exemplo, o anel R[z] dos polinémios sobre R
nao é finitamente gerado, mas seu submodulo formado pelos polinémios de
grau menor ou igual a n é.

Se M e N sao R-moédulos, a soma direta M & N é o conjunto de todos

os pares £ +y, com x € M e y € N, e definimos as operacoes de adicao e
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multiplicacao por escalar da forma usual. De forma mais geral, se (M;);er
¢ uma familia de R-médulos, podemos definir a soma direta @,.; M;; seus
elementos sao familias ) ., x; tais que x; € M;, para cada i € I, e quase
todos os x; sao 0 — isto é, x; # 0 apenas para um numero finito de indices
1€ 1.

Dizemos que um R-médulo M é livre se é isomorfo a um R-médulo da
forma €,
gerado é isomorfoa R" = R& --- & R.

Além disso, se M é um R-mdédulo finitamente gerado, entao sejam zq, . . .,
z, geradores de M, e defina ¢ : R" — M por ¢(ri,...,rn) = > i 1ili.
Entao ¢ é um homomorfismo de R-mdédulos sobrejetivo, e portanto M ~
R/ ker ¢.

Por outro lado, se temos um epimorfismo ¢ : R — M, e

M;, com cada M; ~ R. Assim, um R-médulo livre finitamente

e;=(0,...,1,...,0)

entdo os ¢;’s (1 <1i < n) geram R" e o conjunto formado pelas suas respec-
tivas imagens ¢(e;) gera M. Logo, M é finitamente gerado. Assim, temos
a seguinte proposicao, que nos permite caracterizar os modulos finitamente

gerados.

Proposicao 1.2.2. [3; II,Propositon 2.3] M é um R-mddulo finitamente
gerado se e somente se M € isomorfo a um quociente de R™, para algum
n > 0.

Seja
fi Jit1
"'_>Mi—1 —Z)Mll—)MH_l—)
uma sequeéncia de R-modulos e R-homomorfismos. Dizemos que essa é uma
sequéncia exata em M; se Im(f;) = ker f;11; se a sequéncia é exata em cada
. N f ,
M;, dizemos apenas que a sequéncia é exata. Note que 0 — M’ = M é exata

. g .
se e somente se f é um monomorfismo, e M = M’ — 0 é exata se e somente

se g é um epimorfismo. Além disso, a sequéncia
0 M LM m o
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é exata se e somente se f ¢é injetivo, g é sobrejetivo e g induz um isomorfismo
Coker(f) = M/f(M') = M/ker g ~ M" =Tm(g)

A Proposigao a seguir, extraida de [19; 1.3.6], traz um resultado seme-
lhante ao Teorema do Nucleo-Imagem, de espagos vetoriais, para o caso de

modulos.

Proposicao 1.2.3. Seja R um anel e consideremos a sequéncia exata curta

de R-mddulos

0sNL ML poo.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. M~N® P;
2. Existe um R-homomorfismo ¢ : M — N, tal que ¥ o f = idy;
3. Existe um R-homomorfismo ¢ : P — M tal que g o ¢ = idp.

Demonstragao. A seguir, segue a demonstracao da equivaléncia (1 < 2). A
equivaléncia (1 < 3) pode ser demonstrada com uma argumentacao seme-
lhante.

Como f é injetivo, segue que N ~ f(N) e assim, M ~ NP ~ f(N)®P.
Desta forma, dado m € M, temos m = my + mgy, com my € f(N) e mg € P.
Novamente pela injetividade de f, segue que existe um tnico n € N tal
que f(n) = my. Definimos entdo v : M — N por ¥»(m) = n. Segue
da escrita tnica e da injetividade de f que v esta bem definida é um R-
homomorfismo. Mais ainda, para todo n € N, f(n) se escreve de forma
unica como f(n)+0 € f(N)@ P, e onde segue ¢ o f = idy.

Suponhamos que exista ¢ : M — N tal que o f = idy. Neste caso, M =
f(N) @ ker e, pois se m € M, tomamos = = f(i)(m)) € M e consideramos

y=m —x € M. Segue entao que



isto é, y € kery. Logo, m = x +y € f(N) + kerty. Além disso, se z €
f(N) N kert, segue que existe n € N tal que f(n) = z, o que implica
n =1of(n) =1(z) =0, de onde decorre z = 0. Portanto, M = f(NN)Dker 1.

Resta mostrar que P ~ ker . Basta observar que

M _f(N)@kembN
~ ket ) ~ ker ).

O

Agora, vamos descrever algumas propriedades do produto tensorial sobre
sequéncias exatas. Em [3; II, p.28], Atiyah e Macdonald desenvolvem um

isomorfismo canonico
Hom (M ® N, P) ~ Hom (M, Hom (N, P))

a partir do qual demonstramos que o produto tensorial é exato — isto é, leva
sequéncia exatas em sequéncias exatas — sob certas condigoes. Por exemplo,
seja
M LM Mo
uma sequeéncia exata de R-médulos e N um R-moddulo qualquer. Entao a
sequéncia
MeNI MeN 2 Mo N -0

é exata [3; II, Proposition 2.18.]. Porém, isso nao é verdade para qualquer
R-médulo N e qualquer sequéncia. De fato, considere R = 7Z e a sequéncia
exata

0-257

onde f(z) = 2x. Se N = Z,, a sequéncia nao é exata, pois para qualquer
TRYELR Ly, temos (fR1)(zRy)=2xRy=2®2y=0,e Z&Q N # 0.

Assim, a aplicacao M — M ®pr N nem sempre preserva a exatidao da
sequéncia. Se esta aplicacao preservar exatidao, isto é, se tensorizar uma
sequéncia com N transforma qualquer sequéncia exata em outra sequéncia

exata, entao N é dito um R-modulo plano.

17



Proposicao 1.2.4. Seja N um R-mddulo. Sao equivalentes:
1. N € plano;

2. 85¢e0—> M — M — M" — 0 é uma sequéncia exata de R-mddulos, a
sequéncia tensorizada 0 — M QN — M QN — M"®@ N — 0 também

€ exata;
3. Se f: M — M ¢€injetiva, entio f@1: M'@ N — M ® N € injetiva;

4. Se f: M — M ¢ injetiva e M, M’ sdo finitamente gerados, entao
fR1:M®N —= M®N ¢ injetiva.

Demonstracao. (1 < 2) é direta da definigao, quebrando sequéncias exatas
longas em sequéncias exatas curtas.

(2 < 3) é consequeéncia de [3; II, Proposition 2.18.].

(3 = 4) é direta.

(4 = 3) Seja f: M' — M injetiva e u = >, ;2 @ y; € ker(f ® 1), ou
seja, Y .o; f(xi) ® y; = 0. Seja Mg o submddulo de M’ gerado por z; e seja
Ug = Zie ; T; ®y; como um elemento de Mj® N. Entao existe um submddulo
finitamente gerado M, de M que contém f(M}) e tal que (f ® 1)(ug) = 0
como elemento de My® N. Se fy: M — M, é a restrigao de f, isso significa
que (fo®1)(ug) = 0. Como My e M sao finitamente gerados, fo®1 é injetiva

e portanto ug = 0, logo u = 0; assim, f ® 1 é injetiva. O

Se Ly e L1 sdao R-mdédulos livres, dizemos que a sequéncia exata de R-
modulos Ly — Ly — M — 0 é uma apresentag¢ao de um R-moédulo M. Essa
apresentacao ¢ dita finita se Ly e L; sao finitamente gerados, e M ¢ dito um
R-moédulo de apresentagao finita. Em [5; I, §2.8, p.20], Bourbaki apresenta

o resultado a seguir.

Proposicao 1.2.5. 1. Todo maddulo finitamente apresentado € finitamente

gerado;

2. Todo maodulo finitamente gerado projetivo admite apresentacao finita.
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Claramente, a primeira afirmacao decorre diretamente das definigoes.

Um R-médulo P é projetivo se é somando direto de um R-médulo livre,
isto é, se existem um R-moddulo livre L e um submddulo ) C L tais que
L =P®Q. Assim, suponha M um R-mddulo projetivo finitamente gerado;
entao ¢ somando direto de um R-médulo livre Ly, e o nicleo N do epimor-
fismo Ly — M ¢é isomorfo a um quociente de Lg, e portanto finitamente
gerado. Assim, dada a sequéncia N — Ly — M — 0, temos que M admite
apresentacao finita.

O teorema a seguir traz equivaléncias para a definicao de médulo proje-

tivo, e nos permite uma melhor compreensao sobre estes modulos.

Teorema 1.2.6. [15; Teorema 2.1.] Seja P um R-mddulo. As sequintes

proposicoes sao equivalentes:
1. P € projetivo;
2. Dado o diagrama

P

g

9>N

M

e}

de R-mddulos, onde 6 € sobrejetivo, existe um homomorfismo o' : P —
M tal que 0’0 = 0.

9. 80— ML MXSN 06w sequéncia exata de R-modulos,
entao a sequéncia

0 — Homg (P,M") L5 Homg (P, M) <> Homg (P,N) = 0
¢ exata, onde B* e a* sao dadas por f*(f) = o f ea*(g) =aog.

4. Toda sequéncia exata de R-modulos M %P0 cinde, isto €, existe
um homomorfismo de R-mdédulos v : P — M tal que ¢p = idp.
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5. Existem conjuntos {p; | i € I} em P e {f; | i € I} em P* =
Hompg (P, R) tais que para todop € P, p = ,.; [i(p)pi, onde fi(p) =0
exceto para um numero finito de indices.

Demonstracao. (1 = 2) Consideremos o diagrama acima, onde 6 é sobre-
jetivo. Como P é somando direto de um R-moédulo livre L, existe um
submodulo ) de L tal que L = P ® Q). Seja w: L — P a projecao canonica,
e consideremos uma base {¢; | i € I} de L, e seja n; = o(mw(e;)) € N, para
cada i € I, e seja m; € M tal que 6(m;) = n;, para cada i € I. Definimos
7:L— M por T (Zie[ riei) = > ;s "imi. Note que r; = 0 para quase todo
1 € I. Evidentemente 7 é R-linear e § o 7 = ¢ o 7, logo basta tomarmos
o =1 |p.

(2 = 3) Consideremos a sequéncia exata de R-mddulos
0 M5 MSN 50

Sejam £, o como na hipétese. Se 5*(f) = 0 para algum f € Hompg (P, M'),
entdo 5(f(p)) = 0 para todo p € P. Assim, f(p) € ker 3 =0, logo f =0, e
[£* é injetiva.

Seja g € Hompg (P, M). Se g = o f para algum f € Hompg (P, M'), entao
a*(g) =aofo f=0,logo g € ker a*. Assim, 8*(Hompg (P, M')) C ker o*.

Por outro lado, suponha g € kera*. Entdo aog = a*(g) = 0, o que
implica a0 g(p) = 0 para todo p € P. Logo g(p) € kera = (M’), para
qualquer p € P. Portanto, existe =, € M’ tal que f(z,) = g(p), para todo
p € P e definimos f : P — M’ por f(p) = x, € M'. f é um homomor-
fismo de R-médulos e temos que B*(£)(p) = (8 0 £)(p) = Bl(z,) = g(p)
para todo p € P, ou seja, g = 5*(f) pertence a *(Hompg (P, M")). Assim,
B*(Hompg (P, M'")) = ker o*.

Por fim, seja v € Hompg (P, N). Entao temos que existe um homomor-
fismo v* em Hompg (P, M) tal que av o v* = =, ou seja a*(7y*) = 7. Assim, a

sequéncia

0 — Hompg (P, M") L5 Homp (P, M) <5 Hompg (P, N) — 0
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¢é exata.
(3 = 4) Suponhamos que a sequéncia de R-médulos M % P 5 06 exata.
Podemos estendé-la para a sequéncia exata

0= kerg - M3 P 0
Por (3) sabemos que a sequéncia
0 — Homp, (P, ker ¢) — Homp (P, M) <5 Homp (P, P) — 0

é exata. Logo, dado idp € Hompg (P, P), existe ¢ € Hompg (P, M) tal que
¢*(¢) = idp, isto é, ¢ 0 b = idp. Portanto, a sequéncia M 2 P — 0 cinde.

(4 = 5) Sejam {p; | i € I} geradores de P como R-mdédulo. Seja L
um R-médulo livre com base {e; | i € I}. Definimos o homomorfismo de
R-médulos p : L — P dado por p(e;) = p;, para todo i € I. Obviamente
L% P — 0 éexata e cinde. Entéo existe um homomorfismo 6 : P — L tal
que pod = idp.

Seja m; : L — R dada por mi(Y_,c;7j¢;) = r; e defina f; : P — R por
fi =m; 00, para todo ¢ € I. Evidentemente f; € P*, para todo ¢ € I.

Seja p € P. Entao, temos

5(p) = filp)es

el

com f;(p) = r;, nulos exceto por um nimero finito de indices i, e

p=pod(p)=p (Z fi(p)ez)

= Z filp)p(e:) = Z fi(p)p:

(5 = 1) Sejam P um R-méduloe {p; |i € I} CPe{fi|ie€l} C P*
familias de elementos como em (5).

Seja L um R-mdédulo livre com base {e; | i € I}.

Seja p : L — P o homomorfismo dado por p(e;) = p;, para todo i € I.
Como p = ) ..; fi(p)pi, para todo p € P, a familia {p; | i € I} gera P.
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Portanto, p é sobrejetivo. Seja § : P — L o homomorfismo dado por §(p) =
Zie[ fi(p)e;. Logo, pod = idp, pois

pod(p)=p (Z fi(p)€i> = Z fi(p)p(ei)

i€l el
= Z filp)pi =p
i€l
Assim, concluimos que P ~ §(P) e L ~ §(P) & ker p. O

O teorema a seguir ¢ um resultado apresentado por Bourbaki e fornece
condicoes para que um modulo a esquerda sobre um anel nao necessariamente
comutativos seja livre, e o Corolario 1.2.9 apresenta uma caracterizagao deste

tipo de modulo, mediante determinadas hipdteses.

Definicao 1.2.7. Seja A um anel. O radical de Jacobson de A, denotado

por J(A), é a intersecgao de todos os ideais maximais de A.

Teorema 1.2.8. [5; II, §3.2, p.83, Proposition 5] Seja A um anel (nao
necessariamente comutativo), I C J(A) um ideal de A e M um A-mddulo (a
esquerda). Suponha que M tem apresentagao finita ou I € nilpotente.

Se (A)I) @4 M ~ M/IM é um A/I-mddulo livre (a esquerda) e o ho-
momorfismo canonico I @, M — M € injetivo, entao M é um A-mddulo

livre.

Corolario 1.2.9. [5; II, §3.2, p.84, Corollary 2] Seja A um anel (nao neces-
sariamente comutativo), J(A) o radical de Jacobson de A e M um A-mddulo
(a esquerda). Suponha que AJJ(A) é um corpo, e que uma das condi¢oes a

sequir € satisfeita:
o M tem apresentacdo finita;
e J(A) é nilpotente.

Entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:
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1. M ¢€ livre;

2. M ¢ projetivo;

3. M € plano;

4. 0 homomorfismo candonico J(A) @4 M — M € injetivo.

Demonstracao. As implicagoes (1 = 2 = 3 = 4) sao diretas. Como A/J(A)
é um corpo (A/J(A)) ®a4 M é um (A/J(A))-mbdulo livre e o Teorema 1.2.8
mostra que (4 = 1). O

Agora vamos observar a construcao de anéis de fracoes e o processo de
localizacao. Sejam R um anel comutativo com unidade e S um subconjunto
multiplicativamente fechado de R tal que 1 € S. Vamos definir uma relacao
em R por

(a,s) = (b,t) < (at — bs)u = 0,

para algum v € S. Podemos ver que esta é uma relagao reflexiva e simétrica
com facilidade. Sejam (a,r) = (b, s) e (b, s) = (¢, t). Entao, existem u,v € S
tais que (as — br)u = 0 e (bt — c¢s)v = 0. Assim, temos que asu = bru
e btv = csv; multiplicando a primeira equacao por tv, e a segunda por ru,
obtemos a igualdade brutv = asutv = csvru. Assim, (at —cr)suv = 0. Como
S é multiplicativamente fechado, temos que suv € S e portanto (a,r) = (¢, t).
Logo a relagao é transitiva e, consequentemente, de equivaléncia.

Como = é uma relagao de equivaléncia, podemos observar as classes de
equivaléncia determinadas por = em R. Assim, seja S~'R o conjunto das
classes de equivaléncia de R, onde a classe de (r, s) é denotada por Z. Defi-
nimos as operacoes usuais de fracdes em ST'R, o que garante uma estrutura
de anel [3; p.36].

Seja P um ideal primo de R. Entao R~ P é um conjunto multiplicativa-
mente fechado. De fato, como P é primo, se xy € P, entao x € P ou y € P.
Assim, se z,y € R~ P, entao xy € R~ P, caso contrario x ou y seriam

elementos de P, e isto é uma contradicao. Além disso, 1 € R~ P, pois se
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1 € P, entao P = R. Seja P um ideal primo de R, e M um R-médulo. De-
notamos por Mp = S™'M, onde S = R~ P, a localizacao de M com respeito
a P. Entao Rp é uma R-algebra, Mp é um Rp-mddulo e Mp ~ Rp ® M sao

Rp-médulos isomorfos [3]. De fato, a aplicagao

Rp x M — Mp

(r/s,m) — rm/s

é R-bilinear, e a propriedade universal do produto tensorial induz um R-

homomorfismo

fiRp@M—)Mp

r m
-m—r —
s s

Além disso, temos que qualquer elemento de Rp ® M é da forma % & m.
Seja > i, (r:/s:) ® m; qualquer elemento de Rp ® M. Sejam s = [[;_, s; e
ti = H?:l i Sj. Entao

n

ZT—FZ“”:—ZM

i=1 "* i=1

éZZZ@ml —Ztn®ml —®Ztnmz

=1

Suponha f ((1/s) ® m) = 0. Entao, m/s = 0, logo existe k € A\ P tal que
km = 0. Assim, temos que

1® —k® —1®k: —1®0—0
mskmsk: msk

e portanto f é um isomorfismo.
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Capitulo 2

Extensoes (Galoisianas

Comutativas

Tendo em maos as ferramentas necessérias, inicia agora a caminhada para
os resultados da teoria de Galois sobre anéis comutativos. Iniciaremos nos
distanciando das propriedades decorrentes de polindbmios — e isso impacta,
principalmente, em nosso conceito de separabilidade. Vamos buscar uma
nova definicao de separabilidade, que seja adequada tanto para corpos quanto
para as extensoes de anéis, como uma generalizagao da definigao usada para
COTpOS.

Nesta primeira se¢ao, iremos abordar resultados desenvolvidos por Paques
em [15], que serdo de grande importéancia para justificar a defini¢ao de dlgebra
separavel.

Nas secoes seguintes, abordaremos extensoes galoisianas comutativas —
sua definicao, o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, homomorfismos
de extensoes galoisianas comutativas e por fim, localizacao e bases normais.
Estes resultados foram desenvolvidos por Chase, Harrison, e Rosenberg em
[7].
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2.1 Algebras Separaveis

Normalidade e separabilidade sao as condigoes que garantem que a cor-
respondéncia entre subcorpos intermediarios e subgrupos do grupo de Galois
Gal (L |k) seja biunivoca. A normalidade se refere a presenga de todas as
raizes do polindomio minimal de um elemento em L, e a separabilidade da mul-
tiplicidade das raizes de polinomios irredutiveis. A partir destas informacoes,
ambas as propriedades se referem as raizes e como os automorfismos do grupo
de Galois permutam estas raizes.

Iremos tratar agora de extensoes algébricas simples. Os seguintes re-
sultados nos auxiliam a, em determinado sentido, afastar a separabilidade
da extensao da separabilidade de polinomios. Em particular, o Teorema do
Elemento Primitivo tem papel essencial para a caracterizacao de extensoes
separaveis.

Os resultados a seguir buscam caracterizar as extensoes de corpos se-
paraveis, para entao tratarmos de algebras sobre anéis.

Devido ao isomorfismo

apresentado no Teorema 1.1.3, onde m, é o polinomio minimal de « sobre
K, e ao Teorema do Elemento Primitivo (Teorema 1.1.7), a caracterizagao
de extensoes algébricas, finitas e separaveis pode ser realizada a partir do

polinomio minimal, que satisfaz as hipéteses da proposicao a seguir.

Proposicao 2.1.1. Sejam K um corpo e f € Klx| um polinémio mdnico

Klx]
()

elementos nilpotentes nao nulos, para qualquer extensao L de K.

irredutivel. Entao [ € separdvel sobre K se e somente se ®x L nao tem

Demonstra¢ao. Suponha que ®xk L nao possui elementos nilpotentes

nao nulos, para toda extensao L de K. Seja ¥ o corpo de decomposicao

para f. Entao ¥ contém todas as raizes de f, digamos ay, ..., «a,, e podemos
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escrever
f=r—a)™-(z—a)" € Xlz],

com ny,...,n, > 1, e
K|z Y[z Y[z] Y[z
R B~ ~ ® o —E
{f) (f)  (@—aym (x —ap)m
K|[z] - . -
Como W ®k 2 nao tem elementos nilpotentes nao nulos, temos que
n; = 1 para todo ¢ € {1,...,r}, e portanto f é separavel.

Por outro lado, seja f € KJ[z] polindbmio minimal de o € L tal que

L ~ K(«a) e sejam py,pa,...,p, € L[z] os r fatores irredutiveis distintos de

.
f=1]r"
i=1

com inteiros n; > 1. Assim, temos

f, isto é, temos

K[az:]® NMN L[z] S L[z]
D e (Foye
Se f é separdvel, temos n; = 1 para todo i € {1,...,7}; como os po-
L|z]

lindbmios p; sao irredutiveis, temos que é corpo para todo i. Desta

¢ <Pz>
o KM@;{LNM@---@L
(f) () (pr)

nao possui elementos nilpotentes nao nulos. O

Teorema 2.1.2. Seja L |x uma extensao finita de corpos. Entdo L |k €

K]

separavel se e somente se L ~ —— para algum polinomio monico, irredutivel

{f)

e separavel f.

Demonstragao. Como L |k é finita, entao é finitamente gerada e algébrica.
Assim, se L é separavel sobre K, L = K(«) pelo Teorema 1.1.7. Desta

forma, o polinomio minimal m,, satisfaz as condigoes do enunciado e temos

K K

L ~ < [wl Para a reciproca, suponha L ~ <}:§] Entao f é o polindmio
Ma

minimal de algum o € L e L ~ K(«a) e portanto, L é separavel. O
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Como consequéncia da Proposi¢ao 2.1.1 e do Teorema 2.1.2, temos o

seguinte corolario:

Corolario 2.1.3. Seja L uma extensao finita de um corpo K. Entao, L é
uma extensao separdvel de K se e somente se L Qg F' nao tem elementos

nilpotentes nao nulos, para qualquer extensao de corpos F' de K.

Definicao 2.1.4. Seja R um anel comutativo. Uma R-algebra é um anel S
que também é um R-modulo tal que as operagoes de multiplicacao de S e a

acao de R sobre S sao compativeis, isto é,
r(st) = (rs)t = s(rt),
para quaisquer s,t € S, r € R.

A partir de agora, iremos denotar por A uma K-algebra comutativa com
elemento identidade e de dimensao finita sobre K (como K-espago vetorial).
Diremos que A é separavel sobre K, se A®y L nao tem elementos nilpotentes
nao nulos, para qualquer extensao L de K.

O teorema de Wedderburn a seguir nos auxilia a caracterizar algebras
separaveis sobre corpos, a partir dos elementos nilpotentes nao nulos. Esta
¢ uma versao simplificada para o caso comutativo. Na péagina 69, esta enun-

ciada a versao geral do Teorema.

Teorema 2.1.5 (Wedderburn - Caso Comutativo). Seja A uma K-dlgebra
comutativa de dimensdo finita com unidade. FEntdo A € separdvel sobre o
corpo K se e somente se A ~ F1 & --- @ F,, onde F; sao corpos que sao

extensoes finitas e separdveis de K.

Demonstragao. Suponha A ~ F} @ --- @ F,.. Entdo A®y L ~ (F; ®x L) ®
- @ (F. ®k L). Como cada somando nao tem elementos nilpotentes nao
nulos, segue que A ®x L também nao os possui. Portanto, A é separavel
sobre K.

Suponhamos A separavel sobre K; entao A®yg K ~ A nao tem elementos

nilpotentes nao nulos.
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Pelos Lemas 1.5,...,1.9 de [15], temos que A = F1®---® F,,, onde cada F;
é uma extensao finita de K. Se algum F; nao é separavel sobre K, entao existe
uma extensao L de K tal que F;® L tem pelo menos um elemento nilpotente
x # 0. Entao, (0,...,2,...,00 e Q@ L& - ®F,Qx L = ARk L é um
elemento nilpotente nao nulo, o que contradiz a hipétese de A ser separavel.

Portanto, todos os F; sao separaveis sobre K. O

Seja A uma K-algebra, nao necessariamente comutativa. Definimos a
algebra oposta de A, denotada por A° como o anel definido sobre o préprio
conjunto A, com multiplicacdo dada por x *y = yx, para quaisquer x,y € A.

Podemos ver que A° é de fato um anel. A multiplicacao é associativa:
(xxy)xz=yr*z=2zyr =2 % (2y) =2 * (y * 2).

Além disso, distribui sobre a adicao:
zx(y+z2)=WY+z)r=yr+zr=c*xy+r*z

De forma semelhante, decorrem as propriedades de K-mddulo de A°. Se A é
uma algebra comutativa, entao A = A°.

Consideremos o produto tensorial A° = A ®x A°, chamado dlgebra en-
volvente de A. Como A e A° sao R-algebras, temos que A° também é uma
R-algebra, com multiplicacao (a1 ® by)(as @ by) = ajas @by x by = ajas ® boby,
para quaisquer aq,as € A, by, by € A°. A algebra A possui uma estrutura de
A°-modulo a esquerda, com a acao definida por (a ® ¢,)b = abe,.

Seja u : A — A definida por x®y = xy, aplicacao chamada de contracao.
O teorema a seguir nos auxiliara a estender a definicao de separabilidade de

uma algebra A. Sua demonstracgao sera omitida.

Teorema 2.1.6. Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita com elemento
identidade 1. Entdo A € separdvel sobre K se e somente se a sequéncia

exata de A°-mddulos (a esquerda)
0—>kerp— AL A0

cinde.
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Seja agora R um anel comutativo com unidade e S uma R-algebra.
Teorema 2.1.7. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
1. S € um S°-maddulo projetivo;
2. A sequéncia exata de S°-mddulos
0—kerp— 55850
onde p(x @ y) = zy, cinde;

3. Existe e € S¢ tal que p(e) =1 ekerppe =0. O elemento e é chamado

idempotente de separabilidade.

Demonstragao. A equivaléncia entre as afirmagoes (1) e (2) é consequéncia
do Lema 1.2.6. Assim, veremos a equivaléncia entre as afirmagoes (2) e (3).

(2 = 3) Seja v : § — S° um homomorfismo de S¢-mdédulos tal que
pov = idg. Seja e = v(1). Entdo, u(e) = 1; além disso, para qualquer
sef, (s®l)e=(s@l)y(l)=v(s®l-1)=v(s-1-1)=v(l-1-5) =
vl®s-1)=1®s-v(l)=1®s-¢e,logo (s®1—1® s)e = 0. Portanto
ker pe = 0.

(3 = 2) Seja e € 5S¢ tal que u(e) =1 e ker ue = 0. Definimos v : S — S¢
porv(s) = (s®1l)e = (1®s)e. Temos v(s+7r) = (s+r®l)e=(s®@1)e+(r®
De=v(s)+v(r)eporv(s) =u(s®@1l-e) =pu(s®@1)ule) =s = pov = idg.
Além disso, v(s @1 -t) = v(str) = (str ® 1)e = (st @ 1)(r ® 1)e = (st ®
DNlere=(s®r)(t®1l)e=(s®r)v(t). Portanto, v é um homomorfismo
de S¢-moddulos que pov = idg. [

Note que os elementos da forma (s ® 1 — 1 ® s) pertencem a ker . Além
disso, se Y s;®1t; € ker u, entao > s;t; = 0. Assim, temos que »_ s;t;®1 =10
e, portanto, > 5, ®@t; =Y 5, Rt; — Y st; @1 => (5, (1®¢; —t; ®1).
Logo, o ker pu é um ideal de S¢ gerado pelos elementos da forma (s®1—1®s).

Encerramos esta secao com a definicao de uma &algebra separavel, moti-

vada pelo Teorema 2.1.6, além de dois exemplos.
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Definicao 2.1.8. Uma R-algebra S ¢ dita separavel se S é um S°-mddulo

projetivo.

Exemplo. Tomemos R = Z e S = Z, o anel dos inteiros médulo n. Se
pw(>-m; @n;) = 0, temos > mm; = 0. Logo Y. m; @y = >, @ m;l =
Yomym; @ 1 = 0. Assim, temos que p é injetivo. Como p é claramente
sobrejetivo, segue que Z, é uma Z-algebra separavel.

Note que se S é um anel comutativo, o idempotente de separabilidade
e € S¢ é tinico: sejam eg, ey € S€ tais que u(e;)) = 1 e kerp e; = 0, para
i=1,2. Entao 0 = p(e1) — p(e2) = pler — ea) e portanto e; — ey € ker p.
Logo, (e; —eg)e; = 0, de onde segue que e; — ege; = e —e1e9 = 0 = €1 = €.

Desta forma, e = 1® 1 é o tinico idempotente de separabilidade de (Z,,)¢.

Para o proximo exemplo, relembramos que S¢ tem multiplicacao definida
por
(81 X 82)(751 X tg) = Sltl X t2$2,

para quaisquer sq, sy € S, ty,ts € 5°.

Exemplo. Sejam R = R o corpo dos nimeros reais e S = H a R-élgebra

dos quatérnios. Entao H é uma R-dlgebra separavel. De fato, tomemos

e=-(1®1-i®Qi-—j®j—kQk) e Heg H.

| =

Primeiramente, temos

1

ple) = 7 [(MA) = (0)@) = (7)(7) — k) (k)] = 1.

Como ker i é gerado pelos elementos da forma s ® 1 — 1 ® s, temos
4(s@1-1®s)e = (s®@1—s5iRi—sj®j—sk®k)—(1®s—iQis—jRjs—k®ks).

Por questao de organizacao, vamos escrever o segundo termo desta equagao

como
(501 -1®s)+(IQis—s5i®i)+ (®Jjs—sj®j)+ (k® ks — sk k).
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Expandindo s € H como a + bi + ¢j + dk e efetuando os produtos

s1,18,S7, 7S, sk, ks, temos

st =—b+ai+dj —ck 15 =—b+ar—dj + ck
sj=—c—di+aj+ bk

js =—c+di+ aj — bk
sk =—d+ ci —bj + ak ks = —d —ci 4+ bj + ak

Assim, expandindo cada parcela da soma separadamente, segue

s®1-10s=b(i®1-10)+c(jl-10j)+dk®1-1®k)
1®is—siQi=b1lRi—i®l)+c(ik+k®1) —d(i®j+j®1)
JRIs—sjQj==-b[jRk+k®))+c(l®j—jR1)+djRi+iRj)
k@ks —sk@k=bj@k+k®j)—ci®k+k®i)+d1l1@k+k®1)

Observando as expressoes acima, podemos ver que os termos se anulam e
1
portanto, e = 1[1 ®1—i®i—j®j—k®k] éidempotente de separabilidade
para H enquanto R-algebra.

Note que este elemento é de fato idempotente:

(1@1-i®i-j®j—kok)

(I®1-i®i—jRj—k®k)
—(@i-(=)e (=) -k (=k) = (=) ©J)
—ej-(Ehok- (1) (1) -ix(-1)
—k@k-jo (=) - (=) ®i-(-1) (1)

SIHEIH

4
16[1@1—z®z—j®j—k®k]—e

Porém, se um elemento e € S¢ satisfaz p(e) = 1 e ker e = 0, e é necessari-

?—e=(e—1®1)e € kerpe =0, logo €* = e.

amente idempotente, pois e
Assim, a verificacao de e? = e nio se faz necessédria, nem a adicao desta

hipétese no Teorema 2.1.7.
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Exemplo. Seja R um anel comutativo com unidade e S = M,(R) a R-
algebra de matrizes de ordem n com entradas em R. Denotemos por e;; as
matrizes com todas as entradas nulas, exceto a entrada ¢, j, que tem valor 1.

Para cada 1 < j < n, temos que e = Z?Zl eij @ ej; satisfaz

ple) = egei=Y en=1L =1,
i=1

=1

onde ,, denota a matriz identidade de ordem n, isto ¢, a unidade de M,,(R).
Além disso, como ker i é gerado por elementos da forma s ® 1 — 1 ® s, seja

s € M,(R) uma matriz de ordem n. Entao

(5® 1-— 1®S>€ = Zseij ®€ji —e,-j®ejis
=1

e, escrevendo
n

E SkICKL,

1 1=1

S =

n
k—
onde si; € R, para todos 1 < k,l < n, temos entao

n n
S$€i; = E Ski€kj € €58 = E Sil€1-
k=1 =1

Realizando a substituicao, obtemos

(S®1—1®S)6:Zzskiekj@)eji_Zzsilezj@ejl

i=1 k=1 i=1 =1
n n n n
= E g SkiCkj © €5 — g E Si€i; @ €ji
i=1 k=1 =1 i=1
n n n n
= E g SkiCkj @ €j; — g E Skickj @ ej; = 0.
i=1 k=1 i=1 k=1

Portanto e é idempotente de separabilidade para M, (R) sobre R, e M,(R)

¢ uma R-algebra separavel.
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2.2 Extensoes Galoisianas

Deixando as extensoes de corpos, a partir da definicao de extensao se-
paravel, podemos dar inicio ao estudo das extensoes galoisianas de anéis
comutativos. O estudo se torna mais rico ao abordarmos extensoes que nao
contenham idempotentes além de 0 e 1, mas os resultados serao desenvolvi-
dos sobre extensoes quaisquer. Para isso, precisamos dos resultados a seguir.
Os produtos tensoriais nas segoes a seguir serao denotados apenas por ®, por

simplicidade, e serdao sobre R exceto onde explicitado.

Definicao 2.2.1. Sejam f,g: S — T homomorfismos de anéis comutativos.
Dizemos que f e g sao fortemente distintos se, para qualquer idempotente

nao nulo e € T, existe s € S tal que f(s)-e # g(s) - e.

Lema 2.2.2. Sejam S uma R-dlgebra comutativa separdvel, e f : S — R um
homomorfismo de R-dlgebras. Entdo existe um tunico idempotente e € S tal
que f(e) =1 e se = f(s)e para qualquer s € S. Além disso, se fi,..., fn :
S — R sao homomorfismos de R-dlgebras dois a dois fortemente distintos,

entao os idempotentes correspondentes ey, . .., e, sao dois a dois ortogonais,
e fi(e;) = di;.

Demonstracao. Como S é separavel, pelo Teorema 2.1.7, existe um homo-

morfismo de S°-mddulos g : S — 5S¢ tal que po g = idg.
S

-

g.- .
7 llds
P

S®S M»S s 0

Sejaentao g(1) = > 1" | x;Qy; € S®S. Assim, tomando p, temos > " | x;y; =
1. Como definido na péagina 29, S é um S°-moddulo com acao definida por

(s @ t)a = sat. Assim, segue
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g(s)=g(s-1-1) =g(1-1-5)
= g((s®1)-1) =g(1-(1®5))
= (s®1)-g(1) =(1®s) g(1)
= @)Yy =1®s)- X" 50y
= Do ST R Y = Y i T @ 8Yi,

para qualquer s € S.
Tomando e = )" | f(x;)y;, temos:

fle) = f Q2L flay:)
= Zﬁl f(ﬂfi)f(yi)
= f (2 viy)

Aplicando f ® 1 na igualdade

sti KY; = Z%@S?/i
i=1 i=1

Z ( zyz)
f(

)—l@
\-/IISH

obtemos o seguinte:

Yo flszi) @y =200 f(r) @ sy,
= Y ) )@y =200 flx) ® sy

Aplicando p, segue:

2221 f(S)f(xz)yz = 2211 f(mi)syz’
f) 22 fla)y = s> f(z)yi
= f(s)e =seVse S

Em particular, tomando s = e, temos e = €2, isto é, e € S é realmente um
idempotente. Tomando €' outro idempotente de S satisfazendo as mesmas
condigoes, entdao ¢/ =1-¢' = f(e)e =e-e' = f()e =e.

Para a segunda afirmacao, basta mostrarmos que fi(e;) = J;; e que os
idempotentes e; sdo ortogonais, isto é, e;e; = &;;¢;. Note que (fl-(ej))2 =
file;) file;) = fi(e3) = fi(e;) é um idempotente de R, e que fi(s)fi(e;) =
fi(sej) = fi(fi(s)e;) = fi(s)fi(e;). Como f; e f; sdo fortemente distintos
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para i # j, temos que a igualdade se verifica apenas com f;(e;) = 0 se i # j,
e portanto temos que f;(e;) = d; ;. Finalmente, e;e; = f;(e;)e; = 6; je;, logo

ey, ..., e, sao realmente ortogonais dois a dois. O

Ao longo do texto, estaremos focados na seguinte situacao: sejam S um
anel comutativo, G’ um grupo finito de automorfismos de S e R = SY o
subanel dos elementos que permanecem fixos pela acao de G.

Para o desenvolvimento do capitulo, vamos definir duas algebras auxi-
liares. A primeira, denotada por D = S x GG, é o produto cruzado destes
conjuntos. D é um S-modulo livre com geradores d,, com o € G, e também

uma R-algebra, com a multiplicacao definida por
$05t0; = $0(t)0gr

para os geradores e estendida linearmente para a dlgebra. A identidade de D
¢ 19;q,, € sera denotada por 1. Além disso, a aplicacdo j : D — Homp, (S, 5)

dada por j(sd,) = so é um homomorfismo de R-algebras. De fato:
o j()(x) =j(1dias)(x)
=1lidg(z) ==z
o j(sdy +td,)(x) = (so+tr)(x)
= so(x) + tr(x)
J(865)(x) + j(t07)(x)

o j(rsd,) =rso(x)
:rj<350)(x)

o j(sdstd-)(x) = j(so(t)der)(x)
= so(t)o(r(x))
= so(tr(x))
= j(s6(0))(t7(x)) = j(565)j(t0)(x)
Além disso, também é um homomorfismo de S-moddulos.
Seja E a algebra de todas as funcoes de G em S, com a adicao e mul-

tiplicacdo ponto a ponto. Se v, é a funcao definida por v,(7) = d,,, entao
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E =@, Sv,. Podemos escrever qualquer funcao f € £ como
Fr) =Y f(o)vs(7)
oceG
para qualquer 7 € G. Além disso, como v,(7) = §,,, temos que cada v, é
idempotente e os elementos do conjunto {v, },cq sdo ortogonais dois a dois
e sua soma é 1. De fato,
0 se o FT
(Vo - 07)(2) = Vo ()0 (T) = 050070 = 7

vo(z) seoc =1

Tomando S ® S como uma S-algebra no primeiro fator, temos um homomor-
fismo de S-algebras h : S ® S — E definido por h(s ® t)(¢) = so(t). Com

efeito,
e W(l®1l)(o) =1o(1)=1

e hs®t+p®q)(o) =so(t)+po(q)
=h(s®@t)(o) + h(p @ q)(0)

o h(sr®t)(o) =h((sr)®t)(o)
= sro(t)
= sh(r®t)(o)
e hWs@r-teu)(oc) = h(st®ru)(o)
= sto(ru)
= sto(r)o(u)
= so(r)to(u) =h(s®@1)(0) - h(t @ u)(0)
O objetivo desta secao é demonstrar o teorema a seguir. Para isso, vamos

definir o que é um G-modulo:

Definigao 2.2.3. Seja G um grupo. Um G-moédulo é um grupo abeliano A

com uma acao de ZG sobre A, isto é, A é um ZG-moédulo.

Teorema 2.2.4. Sejam S um anel comutativo, G um grupo finito de auto-

morfismos de S e R = S¢. Entdo, sio equivalentes:
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1. S é uma R-dlgebra separdvel, e os elementos de G sao dois a dois

fortemente distintos;

2. Existem elementos x1,...,Tn;Y1,...,Yn de S tais que Y . x;o(y;) =
010 para todo o € G. Estes elementos sao chamados sistema de coor-
denadas de Galois;

3. S é um R-mddulo projetivo finitamente gerado e j : D — Homg (S, S)
€ um isomorfismo;

4. Seja M um D-mddulo a esquerda, que pode ser visto como um G-
mdédulo com o(m) = d,(m). Entdo a aplicacio w : S @ MY — M

definida por w(s ® m) = sm é um isomorfismo de S-mddulos;
5 h:S®S — E € um isomorfismo de S-dlgebras;

6. Dado 0 # 1 em G e um ideal mazimal I de S, existe s = s(I,0) tal
que s —o(s) & 1.

Demonstragdo. (1 = 2) Sejae =Y " 7, @y; € S® S o idempotente de
separabilidade de S sobre R, isto é, u(e) =1le (l1®a—a®1)e = 0, para
qualquer a € S. Seja e, = p((1®o)e), para qualquer ¢ € G. Como
R = S%, temos que ¢ é um R-automorfismo de S e, portanto, 1 ® o é
um S-automorfismo de S ® S. Além disso, como S é comutativo, g é um

homomorfismo de anéis. Assim, para qualquer ¢ € GG, temos:

e =n((1@0)(e) - n((1®0)(e))
=p(Q@ao)(e) - (1®a)(e))
=n(1®o)(e)
=p((1@oa)(e)
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Ou seja, e, é um idempotente de S. Por outro lado, para qualquer x € S,

temos:

veo = wp((1@a)(e))

s o1 u((1®0)()
=p((z®1)-(100)(e)
=p((leo)(zel)-(1eo)(e))
—u((1®a)z®1 )
—u(lea)(1es-e)
=p((leo)(ler)- (1))
=p((1®a(r)) - 1eo)(e)
=(1®o(x) - p((1eo)(e)
(l®o(z))- e
=1-e,-0(x)
=o(x)e,

Assim, ze, = 0(x)e,. Como o € G sao R-automorfismos de S fortemente
distintos, temos que e, = 0 ou 0 = 1. Assim, para qualquer ¢ € G, temos
010 = o = 30y (zio(ys)).

(2 = 3) Tomemos os elementos x;,y; € S, i € {1,...,m} tais que
Yo wio(y;) = 01, para qualquer ¢ € G. Defina f; € Homg(S, R) por
[i(x) = > cqo(xy;), para todo x € S. De fato, f; ¢ um homomorfismo:

fila+rb) = a((a+rb)y;)

ceG
= Z o(ay; + rby;)
ceG
= Z o(ay;) + o(rby;)
oeG
= Z o(ay;) + Zro(byj) = fi(a) +rf;(b).
oceG o€G
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Assim, para qualquer z € S, temos:

PO P BLICTES

j=1o0€eG

o que mostra que S é um R-mddulo projetivo finitamente gerado pelos ele-
mentos z;, i € {1,...,n}. Basta mostrarmos que j : D — Homg (5, S) é um
isomorfismo.

Para mostrarmos que j é sobrejetivo, dado um homomorfismo p em
Hompg (5, 9), seja

0= 303 b,
Dessa forma,
@@ =33 pa)eo@ = pe) 3 olay)

=p Ezm: Z; TYi ) —p‘ (i (Z wm(%)) 0(36))

oeG

Ou seja, existe ¢ € D tal que j(q)(z) = p(z), para qualquer p € Homg, (5, .5).
Para mostrarmos a injetividade de j, tomemos w = ) _. a,0, € D tal
que j(w) = 0. Entao, j(w)(x) = 0, para qualquer = € S. Portanto,
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ED I I CLSTIALED B) Bp DR EARTAL

TEG =1 TEG i=1 oG
n
-1
:5 E g0 E xio T(y) | 6, = E E Ay (05=111)
T7€G oG i=1 T7€G oG
= E E A505-17107 = E Uy0y = W.
T7€G oG ceG

Logo, ker 7 = 0 e j é injetiva, o que implica que j é um isomorfismo.

(3 = 4) Como S é um R-médulo projetivo finitamente gerado, segue
do Teorema 1.2.6 que existem elementos z; € S e ¢; € Hompg (S,S), i €
{1,...,n} tais que

5= Z oi(s)x

Como j é um isomorfismo, existem elementos d; € D tais que j(d;) = ¢;.

Ainda,
(Z z;d; ) Z z;0i(s

e, sendo j um isomorfismo, segue que Y ., z;d; = 01 = 1p.
Além disso, temos j(0,d;)(s) = a(¢i(s)) = ¢i(s) = j(d;)(s), o que implica
d; = 0,d;, para qualquer o € G. Portanto, d;m € M, para qualquer m € M.
Como S C D, podemos ver M como um S-médulo, e

d(sm,) = (Z Oy g> (sd01my,) = Zagégsélsmo

oceqG el
= Zag $)0pMme = Z ayo(s)o(m,)
oeq ocG
— (Z aaj(éa)(s)> m, = j(d)(s)m,
ceG

parad € D,s € S em, € MY. Agora defina uma aplicacio vy : M — S® M
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como y(m) = > x; @ dym. Temos wy = idy, pois

m) =w (i T; @ dim> = En:xidim = (i xidi> m=m
i=1 i=1 i=1

Por outro lado, se s e mg estdao em S e MY, respectivamente, temos

w(s ®my) ZmZ@)d smy,) sz®¢z Z¢1 S)T; @ My = My

e yw = idggpe. Assim, podemos concluir que w é um isomorfismo.

(4 = 5) Determine a acdo de G em E = F(G,S) como o - f(x) =
o(f(oc7tx)), parac,z € Ge f € E. Assim, temos o(sf)(z) = o(sf(c7x)) =
o(s)o(f(o7 ) = a(s)o(f)(x), e E pode ser visto como um D-médulo &
esquerda, pela agao so,(f) = so(f).

Agora, EY é o conjunto dos G-homomorfismos de G e S, e a aplicacdo
6 : S — EC definida por 0(s)(c) = o(s) é um isomorfismo de R-médulos.
Com isso, a composigao w(1®#) : S®S — E é um isomorfismo de S-médulos,
e é simplesmente h.

(5= 1) O E-médulo Ev; = Sv; é E-projetivo. Através do isomorfismo
h:S®S — E, podemos ver E como um S ® S-médulo, e temos que Sv; é
S ® S-projetivo. Mais ainda, a equagdo h(s ® 1)v; = h(1 ® s)v; mostra que
Svy >~ S como S ® S-mdbdulos, e portanto S é S ® S-projetivo, logo é uma
R-algebra separavel.

Tomando h™'(vy) = Y0, 2; ® y;, temos que os elementos x;,y;, © €
{1,...,n} satisfazem > " | 2;0(y;) = 051.

Suponha agora e um idempotente de S tal que o(s)e = 7(s)e, para o # T
em G e qualquer s € S; entdo e = > " | zy;e = > o a7 to(y;)e = 0. Logo,
os elementos de G sao dois a dois fortemente distintos.

(2 = 6) Suponha que exista o # 1 em G e um ideal maximal I C S tal
que o(x) —x € I, para qualquer x € S. Entao, > ;" zi(y;—o(y)) =1€ 1,0
que implica que I = S, uma contradi¢ao. Assim, 3z € S tal que o(z)—z & I.

(6 = 2) Sejaoc #1em Gel CS oideal gerado por {z —o(x) | = €

S}. Pelo argumento acima, temos que I = S. Portanto, existem elementos
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z,y; € 5,i€{l,...,n}taisquel = >  xi(yi—0o(y;)), ouseja, y o | T;y; =
L+ 50 wo(y:). Sejam @1 = — Y o 0(Yi) € Ynp1 = 1. Entdo, temos

n+1

Z LiYi = Z Tilfi + Tng1Ynsr = 1+ ina(yi) - Z zio(y:) =1
i=1 i=1 i=1 i=1

n+1

ina(yz sz yz + znﬂ-lg yn—i—l Z:Ez yz szo-(yz) = 07
i=1 =1

=1

isto é, Z"+11 x;y; = 0,1. Tomemos agora dois subconjuntos H, H" O {1}
de G, para os quais existem elementos x;,y;, 7}, y; de S, i € {1,...,n},
j €{1,...,m}, tais que para todo o € H etodo o’ € H', > | x;0(y;) = 61,5
e Z] L 2i0' (yl) = 01,,. Entao, para qualquer 7 € H U H', temos

ZZ:BZET%% Z(ZzTy]>xiT(yi):51,T

=1 j5=1 =1 7j=1

Como G = UU#{LJ}, temos que a condicao é satisfeita para todo o €
G. O

A partir deste teorema, podemos definir o que é uma extensao galoisiana

de anéis comutativos.

Definicao 2.2.5. Se G é um grupo finito de automorfismos de um anel
comutativo S e R = SY, entao S é dita extensdao de Galois de R com grupo
de Galois G se uma (e portanto, todas) das condigdes do Teorema 2.2.4 ¢é

satisfeita.

Observagao. 1. Se S é um corpo, entao a condigdo (6) do Teorema 2.2.4
claramente é valida, e portanto nossa definicao coincide com a defini¢ao
usual. Além disso, (1) e (3) mostram que uma extensao de corpos ga-
loisiana é uma extensao finita e separavel do corpo fixo, com dimensao

igual a ordem do grupo de Galois.
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2. O item (4) do Teorema 1.1.10 é a motivagao para o isomorfismo apre-
sentado no item (3) do Teorema 2.2.4; esta também foi a primeira
definicao de extensao galoisiana de anéis comutativos, apresentadas em

[4] por Auslander e Goldman.

Para dar continuidade, definiremos a aplicacao traco. Seja S uma ex-
tensao galoisiana de R com grupo de Galois G. A aplicagao traco é a aplicagao

definida por

tra : S — S

$I—>ZO'ZL’

oeG

Observe que trg(r) € S¢ = R:

o(trg(x)) =0 Z p(x Z op(x)

peG peG
= E —tT’G )
TG

Ao longo do texto, por simplicidade, usaremos a notacao tr.
O préximo Lema, encontrado em [21], nos permitird mostrar que a aplicagao

traco é sobrejetiva.

Lema 2.2.6. Seja R um anel com unidade e I e J dois ideais de R, tal que

I gerado por xy,...,x, e [ = IJ. Entao existe um elemento z € J tal que
(1—2)1=0.
Demonstragao. Denote por I; = (x;,...,x,). Assim, [} = I e seja I,,,1 = 0.

Vamos mostrar, por inducao em i, a existéncia de um elemento z; em J tal
que (1 — z;)I C I;; entdo z,,1 serd o elemento z que buscamos.

Para i = 1, basta tomarmos z; = 0. A partirde (1 —z)I C ;e I C 1J,
deduzimos (1 — z;)I C J(1 — z;)I C JI;; em particular, temos (1 — z;)z; =
Z?Zl zijx; com z;; € J. Assim, (1 — z; — 2;)x; € Iy, e podemos tomar

1_Zi+1 :(1—21)(1—2Z—Z”) Il
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Lema 2.2.7. Seja S uma extensdao galoisiana de R com grupo de Galois G.
Entdo existe ¢ € S tal que tr(c) = Y, .o0(c) = 1, e R € um R-mddulo

somando direto de S.

Demonstragao. Temos que tr € Homg(S, R). Logo tr(S) é um ideal de R.
De fato, dados =,y € S, r € R, temos:

tr(x +ry) = Z olx+ry) = Z o(z) +ro(y) =tr(z)+r-tr(y)

Assim, 0 = tr(0), tr(x)+tr(y) = tr(x+y) € tr(S) er-tr(zx) = tr(rz) € tr(S).
Tomando os elementos x;,y;, i € {1,...,m} como no Teorema 2.2.4, temos
Yovee 21 Tio(Yi) = DopeaOto = Do xitr(y;) = 1. Assim, o ideal de S
gerado por tr(S) é igual a S. Como S é um R-mddulo finitamente gerado,
pelo Lema 2.2.6, obtemos r em tr(S) com (1 —r)S = 0. Portanto, r = 1
e tr(S) = R, estabelecendo a existéncia de ¢ € S com tr(c) = 1. Logo, a
sequéncia de R-médulos S s R — 0 é exata. Definimos 6 : R — S por

O(r) = re, para qualquer r € R. # é um homomorfismo tal que tr o 6 = idg:

trof(r) =tr(rc) =r-tr(c)
=r-1l=r
O(x +1y) = (z +ry)c
=xc+ ryc=0(z) + rl(y).

Portanto, R é somando direto de S como R-mddulos. O

O Lema a seguir, adaptado de [16; 2.2], traz mais resultados acerca da

aplicagao trago.

Lema 2.2.8. Seja S extensdo galoisiana de R = S com grupo de Galois G.

Entao sao verdadeiras as afirmacoes a sequir:
1. tr(S) = R;

2. existe c € S tal que tr(c) = 1;
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3. tr: S — R € um epimorfismo de R-modulos que cinde;
4. R é somando direto de S como R-mddulos;
5. S~ R®kertr como R-mddulo;

Demonstracdo. A partir da demonstracao do Lema 2.2.7, obtemos as primei-
ras quatro afirmacgoes. Assim, basta mostrarmos (5).
A sequéncia
0> kertr 55 R—0

¢é exata e cinde. Portanto, pela Proposicao 1.2.3, temos R ¢ kertr =.5. [

Lema 2.2.9. Seja S uma extensdao de Galois de R com grupo de Galois G, e
A uma R-dlgebra comutativa. Defina a a¢ao de G em A® S por o(a® s) =
a®o(s), paras €S,0 € G ea € A. Entao A® S é uma extensio de Galois
de A com grupo de Galois G.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.7, temos que R é um somando direto de S,
entaio AR S = A R®A®N e A® R e A sao R-algebras isomorfas, e
identificaremos A ® R e A em A ® S por meio deste isomorfismo.

Se X1, ..., Ty, Y1, .. -, Yn satisfazem Y z,0(y;) = 001, entao 1@ x;, 1Qy;,

i€ {l,...,n} satisfazem a mesma condi¢do para A ® S:
Z(l ®z;)o(l®@y;) = Z(l ®z;) (1@ o(y:))
i=1 i=1

=Y (1@zo(y) =) (186,) =d,
i=1 i=1

Assim, basta mostrar que (A ® S)G = A. Para qualquer a € A, temos
(1®0)(a®1) = a®o(1) = a®1, para qualquer o € G, portanto A C (A®S)°.
Tomemos entdao w em (A®S)“. Pelo Lema 2.2.7, existe ¢ € S tal que tr(c) =
1. Entao Y ! (1®0)(1®c) = 1®1. Sejaentdo w-1Qc =>"" a;®s; € ARS.
Logo:

w:w~1®1:w2(1®0)(1®c)

ceG
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e como w € (A® S)Y, segue

w:Z(1®0)(w~1®0)

oeG

=Y (1@g)(w-1@¢)
ceG

= Z(l ® o) (Z a; @ 8z>
oceG i=1

= Z a; ® Z o(s;)
i=1 oceG

Assim, temos (A® S)° = A O

2.3 Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Tratando de extensoes de corpos, o teorema fundamental da teoria de
Galois determina que, em uma extensao galoisiana L |g, para cada corpo
intermediario M, K C M C L, existe um subgrupo H C Gal(L | K) tal
que M permanece fixo pela acao de H. Reciprocamente, a cada subgrupo de
Gal(L |g), corresponde um corpo intermediario, chamado corpo fixo, pois é
o subcorpo que permanece fixo pela acao de H.

Tratando de extensoes de anéis comutativos, isso nao é sempre verdade.
Assim, necessitamos de mais informagoes sobre as algebras intermediarias,

em especial, as algebras G-fortes.

Definicao 2.3.1. Seja S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois
G e T C S um subanel. Se diz que T é G-forte se para quaisquer 0,7 € G,

ol = 7|y ou o|y e 7| s@o fortemente distintos.

Note que se S nao possui idempotentes além de 0 e 1 — em particular,
se S é corpo — entao todo subanel é G-forte. Assim, neste caso, temos uma

correspondéncia biunivoca entre os subgrupos e os subanéis.
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Se S é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G, H C G é

um subgrupo de G e T' C S é uma R-subdlgebra de S, denotamos

St ={seS|7(s)=s,Vr € H}

Hr={oeG|o(z)=x,VreT}

Verificaremos que S é uma R-subdlgebra de S. De fato, tomemos o € H
s,t € SH er € R. Entdo o(rs+t) = o(rs) + o(t) = ro(s) + o(t) = rs + t,
logo rs +t € S”. Além disso, o(st) = o(s)o(t) = st € SH. Logo, S é uma
R-subélgebra de S.

Vejamos agora que Hr é um subgrupo de G. Claramente, 1 € Hy. Sejam
entdo 0,7 € Hp, t € T. Temos que o(t) =t = o lo(t) = o7 1(t) = ¢, ou
seja, o=t € Hp. Além disso, o7(t) = o(t) = t, entdo 0,7 € Gy = o7 € Hrp.
Portanto, Hr é um subgrupo de G.

Seguimos agora com o teorema fundamental da teoria de Galois.

Teorema 2.3.2. Seja S uma extensdao galoisiana de R com grupo de Galois

G.

1. Seja H um subgrupo de G e T = SH. Entdao, T ¢ uma R-dlgebra se-
pardvel e G-forte como subdlgebra de S, e S é uma extensdao galoisiana

de T' com grupo de Galois H = Hrp.

2. Seja T uma R-subdlgebra separdvel e G-forte de S e H = Hp. FEntao
T = 8",

3. Para cada o € G e para cada R-subdlgebra separavel e G-forte T de S,
H,iy = oHro™t. Como consequéncia, um subgrupo H de G € normal
se e somente se o(SH) = SH | para todo o € G. Mais ainda, neste caso

SH ¢ uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G/H.

Demonstracao. 1. Sejam x;,y; € S ;i € {1,...,n} que satisfazem

Z 20 (Yi) = 00,1
i=1
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para todo o € G. Claramente > .  x;0(y;) = o1 para todo 0 € H, e
portanto S é uma extensdo galoisiana de T' = S¥ com grupo de Galois H.

Desta forma, S satisfaz todas as condigoes do Teorema 2.2.4, sendo um
T-moédulo projetivo; logo, S ® .S é um T' ® T-mdédulo projetivo. Por outro
lado, S é uma R-algebra separavel e portanto, um S ® S-mddulo projetivo.
Assim, S é um T ® T-modulo projetivo. Como S é uma extensao galoisiana
de T', entao T' é um somando direto de S como T-méddulo e, em consequéncia,
T é também um somando direto de S como T'® T-moédulo. Desta forma, T’
é um 7" ® T-moédulo projetivo, e portanto, uma R-algebra separéavel.

Seja agora H' = Hyp. Trivialmente, H C H' e S = S” = T. Por um
raciocinio andlogo ao usado no inicio da demonstragao, podemos ver que S é
também uma extensao galoisiana de 7" com grupo de Galois H'. Logo, pelo
Teorema 2.2.4, temos que Fy ~ S ®r S ~ Ey, |H'| = dimg S ®7 S = |H|.
Logo H'= H = H”.

Finalmente mostraremos que T' é G-forte como subalgebra de S. Como
S é extensao galoisiana de T' com grupo de Galois H, existe ¢ € S tal que
e (e = 1

Consideremos novamente os elementos z;,y; € S (i € {1,...,n}) tais
que Y z;0(y;) = 0,1, para qualquer o € G, e sejam ) = ZpeH p(x;c) e
Yi =2 pen P(yi), parai =1,...,n. Como x; = try(z;c) e y; = tru(y:), estes
2, i pertencem a S” = T, como mostrado na pagina 44.

Além disto, temos:

D_mol) = <Z p(%@)) o <Z T(%)) =Y p(e)> plai)or(ys)

i=1 \pcH reH p,rEH i=1
S sl (z xwmm) =S by
p,TEH i=1 p,TEH
l,sece H
=D (0D dprer =
peH TeH 0,sec ¢ H

para qualquer o € G.
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Sejam 0,7 € G tais que o|, # 7|, Entdo 707! ¢ H. Se agora e € S
¢ um idempotente nao nulo tal que o(t)e = 7(t)e, para todo t € T, entao
te =To 1 (t)e para todo t € T e

€= <Zn: x;yg) = i:xg(yge) = Zn:x;nf_l(yi)e —0e=0
=1 i=1

i=1
e, portanto, T é G-forte.

2. Seja T uma R-subdlgebra separavel e G-forte de S e seja H = Hyp. T C
SH  pois SH sdo os elementos fixos pela acao de H = Hyp, que é o subgrupo
que mantém 7 fixo. Basta mostrar que S¥ C T.

Temos que S ® S é uma extensao de Galois de S ® R = S com grupo
de Galois GG, onde S opera no primeiro fator e G no segundo. Entao o
isomorfismo h : S ® S — E, dado por h(s ® t)(0) = so(t), induz uma agao
de G em F por ov(T) = v(70) e portanto, E é uma extensao de Galois de S
com grupo G.

Ainda, como S é R-projetivo, identificaremos S ® T com sua imagem em
S ® S. Vamos mostrar que E# C h(S®T).

Seja G = |J;_, 0;H. Entao E* é o conjunto das fungoes de G em S que
sao constantes nas classes o;H.

Seja f; : E — S o homomorfismo de S-dlgebras definido por f;(v) = v(o;).
Vamos mostrar que fi,..., f, sao dois a dois fortemente distintos.

Pela defini¢do de H = Hr, temos que i # j = o; |r# 0; |r. Dado e € §
idempotente nao nulo, como T' é G-forte, existe t € T tal que f;(h(1®1t))e =
oi(t)e # o;(t)e = fj(h(1 ®t))e. Logo, fi,..., f; sdo fortemente distintos.

Como T é R-separavel, S ® T é S-separavel. Podemos verificar isso ob-
servando que

(SRT)®s (S@T)=S@(T®T)

e que se er € T'®T é o idempotente de separabilidade de T" sobre R, entao
1 ® er é o idempotente de separabilidade de S ® T' sobre S. Além disso,

como h é um isomorfismo de S-algebras, temos que h(S ®T') também ¢é uma
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S-algebra separavel. Portanto, existem idempotentes wy, ..., w,, dois a dois
ortogonais, com f;(x)w; = zw; e w;(o;) = fj(w;) = d; ;.

Notemos que w; € Ef| para qualquer i € {1,...,7}, pois h(S®T) C Ef.
Logo, precisamos mostrar que wy, . .., w, gera FH como S-mdédulo.

Observamos que se z = Y __~a,v, € E¥, entao p(z) = z, para qualquer

oceG
p € H, e portanto

E GUUJP—IZE sy OU E agpvazg AoVy

oeG ceG geG ceG

de onde seque que a,, = a,, para todo o € G,p € H. Em particular,
= ag,p, para todo p € H, i € {1,...,n}. Entao, como G = |J,_,0,H,

para qualquer z € E¥ | temos:

©= Zaavﬂ = Zzamp_lvm‘ﬁ_l = 21:%%‘ (Z IO(UUz’))

oelG i=1 peH peEH

ay,

k3

Como fi(w;) = &;; e w; € Ef para quaisquer 7,5 € {1,...,r}, obtemos
w; = Y ey P(Vs) € 2 = Y a5w;, para todo 2 € Ef. Logo, F C
h(S®T)=Ef: =h(S®T).

Como Eff C h(S®T), aplicando h~! obtemos S®S# C (S®S5)7 C S®T,
e agora aplicamos tr ® 1 para obter S¥ C T. Logo, T = S*¥.

3. Sejam p € Hy et € T. Temos que o(t) € o(T) e portanto, cpo~t(o(t)) =
op(t) = o(t), para qualquer o € G. Portanto, cHo™! C Hy(r). Por outro

lado, seja p € Hyry, isto é, p € G tal que po(t) = o(t), para qualquer

1

t € T. Devemos mostrar que p € cHpo™", ou seja, que existe 7 € H tal

1

que p = oto~'. Temos que, dado t € T, po(t) = o(t), pois p € Hyp),

entao o 'po(t) = t, para qualquer ¢ € T. Assim, 0~ 'poc € Hr. Entao,

existe 7 € Hy tal que 7 = 07 1po, isto é, p = o70~! € cHro™ L.

Portanto,
oHpo ! = Hory.

Por outro lado, suponha H normal, isto é, H = cHo ™!, para qualquer
o € G. Vamos mostrar que o(S7) = S, Sejam quaisquer s € S e p € H;

entao existe 7 € H tal que o7 = po.
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Se s € SH entdao s = p(s) = o107 1(s), e o707 L(s) € o(SH) se To71(s) €
SH . Tomemos agora qualquer 1 € H; entao existe ¢ € H tal que ¢o = o).

Segue, entao

U(ro7 () = (o p(s)) = Yo (s)
=0 '¢(s) =01 (s) =0 p(s) = Ta(s).

Logo, To~!(s) € SH e, desta maneira, S¥ C o(S™). Por outro lado, tomemos

o(s) =t € o(S"). Para qualquer p € H, temos

p(t) = po(s) = o(s) = o(s) = t

Portanto, o(s) =t € S, para qualquer s € S¥.

Por fim, seja H subgrupo normal de G e T = S¥. Entao o(T) = T,
para qualquer ¢ € G. Seja G/H = {6, =0;H |1 <i <r}. Definimos 7; :
T — T por ¢;(z) = o;(x), para todo z € T, i € {1,...,r}. Podemos ver
que a acao de o; sobre T' nao depende do representante de &; escolhido,
pois T = S, Além disso, T/ = S = R e os elementos z},y, € T,
i € {1,...,n}, construidos na demonstracao do item (1) mostram que 7" é
uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G/H, pois satisfazem o
Teorema 2.2.4. O

Com o resultado acima, podemos estabelecer a correspondéncia entre
as R-subalgebras G-fortes de S e os subgrupos de GG, de forma analoga as

extensoes galoisianas de corpos. Assim, obtemos o diagrama a seguir:

SH ¢mmm- ‘ —————— H
e > Hp
S e
s
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Exemplo. Sejam R um anel comutativo com unidade e S = Re; @& Res &
Res ® Rey, onde eq, eq, €3, €4 sao idempotentes dois a dois ortogonais de S
com e; +es+e3+e4 = 1g. Seja G o grupo ciclico de ordem 4, gerado a partir
de o, agindo em S via o(e;) = ;1.

Vamos verificar que S é extensdo galoisiana de R = S¢ com sistema de

coordenadas de Galois z; = y; = ¢;, com 1 <7 < 4:

4
> wip(y) =) eples),
i=1 i=1
caso p = idg, temos Z?Zl e? = 1; caso p # idg, como e;e; = 0, para i # j,

temos .+, e;p(e;) = 0.

Seja T = R(e1 + e3) @ R(es + e4) e tomemos t = r1(ey + e3) +1ra(e3 + €4),
com 11,79 € R. Observe no quadro abaixo os automorfismos de G restritos
al:

idg(t) ri(er + ex) + ra(es + eq)
ol(t) r1(es + e3) + 1a(es +€1)
a*(t) ri(es +eq) +1aler + e2)
o3(t) ri(es + 1) + ra(ex + e3)
ot(t) = idg(t) | ri(er + e2) + ra(es + e4)

Podemos observar que o' |7# o’|p, se i # j, 0 < 4,57 < 3. Assim,
temos que o' e 0/ devem ser fortemente distintos para que T seja uma R-
subdlgebra G-forte de S: dois automorfismos distintos ¢,0/ € G devem
satisfazer o*(t)e # o?(t)e, para qualquer ¢t € T e e idempotente nao nulo de

T. Temos que

a(t)el = (T1(€2+€3)+T2(€4+€1))€1 = Tq€q1, €
o?(t)ey = (ri(es+eq) +1aler +e2))er =reg
= o(t)ey =*(t)e;.

Portanto, 7" nao é G-forte. Observemos agora

Hr={geG|gt)=t VteT}.
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Temos que Hy = {idg}, porém SHT = S = T. Na pégina 7, vimos um
exemplo semelhante para o caso de corpos, onde a correspondéncia nao era
satisfeita, pois a extensio Q(v/2) |g ndo é normal. Agora, em extensdes de
anéis, este exemplo deixa clara a importancia da hipotese de T ser G-forte
para garantir a bijetividade da correspondéncia de Galois.

Tomemos agora um subgrupo de GG. Como G é o grupo ciclico de ordem
4, temos que H = {idg,0?} ~ Z, é tnico subgrupo préprio de G. Pelo
Teorema 2.3.2, temos que S¥ é uma R-dlgebra separdvel e G-forte, e que
S = Re; @ Re; @ Res @ Rey é extensdo de ST e, se 7(S”) = SH para todo
7 € G, onde segue que S é extensao galoisiana de R com grupo de Galois
G/H.

Primeiro, vamos identificar quem é 7' = S¥. Temos
2
g (7’161 + T9€9 + Tr3€3 + T4€4) = T1€3 + T2€4 + r3e1 + Tp€9,

logo se o%(t) = ¢, temos ¢ € R(e; +e3) ® R(ex +e4) =T.

Agora, como
o(ri(er +es) +ra(es +eq)) =ri(ea + eq) + ra(er +e3)

temos que o(7') = T, para todo o € G. Logo H é normal e T' é extensao

galoisiana de R com grupo de Galois G/H = {i&g, 6}.

Exemplo. Seja G = 53 x (3, onde S3 é o grupo de permutacgoes de 3 ele-

mentos e Cy é o grupo ciclico de ordem 2. Seja R um anel comutativo com

S = @Reg.

gelG

unidade e considere

S3 possui 4 subgrupos proprios: um subgrupo ciclico de ordem 3, formado
pelas permutagoes {1, (1 2 3),(1 3 2)}, e 3 subgrupos ciclicos de ordem 2, a
saber {1,(1 2)},{1, (1 3)},{1,(2 3)}; combinados com os subgrupos de Cs,
temos 12 subgrupos do grupo de Galois G:
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Hy = {1} x {1} Hy = {1} x S;
Hy=1{1,(123),(132)} x {1} Hy={1,(123),(132)} x S,

Hs ={1,(12)} x {1} He={1,(12)} x Sy

H; ={1,(13)} x {1} Hg={1,(13)} x Sy

Hy={1,(23)} x {1} Hip={1,(23)} x Sy
Hy; =S5 x {1} Hiy = S3 X Sy

Para determinar as subdlgebras que permanecem fixas pela acao de cada
subgrupo H;, sejam T; = S*i e s € S dado por

S = Z T(a77)€(077).
(o,7)EG

A partir deste momento, vamos denotar os elementos de S3 e Cs de forma a
facilitar a indexacdo dos idempotentes. As transposi¢oes (m n) € S3 serdo
denotadas por g,,,, e (12 3) = p. Além disso, Cy = {1, p}.

Vejamos a tabua de operagao de Ss.

(S3>O) 1 o012 023 o013 p PQ

2
1 I o1 03 o3 p p
2
012 012 1 P P 023 013
2
023 O23 P 1 P 013 012

2
013 013 P P 1 o012 o093

P p 013 012 023 P2 1
P’ p* oa3 o013 o1z 1 P
De onde segue
T1 - S
T = P R (eon) + o)
og€ES3

T3 =R (eq.1) + eon) + €(21)) © R (€(o12,1) T €(o13.1) + €(o25.1))
bR (e(l,go) + €(p,0) + e(p2,<p)) ©R (6(012,<P) + €(013,p) + 6(023@))
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Observe agora que (p, ©)? = (p?,1) e (p,¢)® = (1,¢). Como p é um elemento
de ordem 3 em S3, e ¢ é de ordem 2, temos que (p, ) é de ordem 6. Desta
forma, associamos os idempotentes em duas somas, com seis parcelas cada.
Ty =R (eqn) + €op) + €21 + €1g) + €01 T €42,0)
B R (€(12,1) + Clorsg) T C€loas1) T Clo12.0) F Clo1s,1) + E(orsig))
Para 5 < ¢ < 10, temos agoes semelhantes por o,,,. Como o0,,, é de or-
dem 2, assim como ¢, temos (o, ¢)*> = (1,1) e portanto, associamos os
idempotentes dois a dois.
Ts =R (6(1 1) T €(o12,1 ) ® R ( (p1) T €(oa3,1 ) o R (6(p2 1) T+ e(glg,l))
® R (e1p) t €onp) B R (€(pp) T €(02s.0)) @ R (€420) + €(015.0))

Ts =R (e(11) + €lo10) D R (€(o1) + lonsg) © R (€(21) + €(015.0))
&R ( + €(012,1 )) ® R (6(,)#,) + 6(02371)) ®R (e(pz,g,) + 6(01371))

Ty =R (e + €o1an) ® R (€(p1) + €o121) ® B (e(1) + €(oa,1))
@R( (1#) +e(0'1390)) @R< (p#) +€(012s0)) @R< (P?0) +6(0237¢)>

Ts =R (e1.1) + Clo150) © R (€(p1) T €(onnig) ® R (€(2.1) + (025,
©R ( ¢) T €(o13,1 ) ®R (e(ﬂﬁﬁ) + 6(Cf12,1)) ©R (6(,02,90) + 6(Cf23,1))

To =R (e(1,1) + €(0s5,1)) B R (e(p1) + €(015,1)) B R (€(p2,1) + €(o10,1))
© R ( Le) T e(azs,so)) ® R ( (o) T E(o13,0) ) ©R ( (p%p) T 6(012790))

Ty =R (6(1 1) T €(0a3,0) ) ©R (6(1%1) T €(o13,¢) ) ® R ( 2,1) T €01, <P))
B R (eg) + oss1) D R (€(pp) T €o151) © R (€(p20) + €(o1n1))

Por fim, temos

T11 =R (Z e((7',1)) ®R (Z 6(0':90))

0€E€S3 oES3
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T12 =R Z €lor) = R

(o,7)EG

Pelo Teorema 2.3.2, temos que T; sao R-algebras separaveis e G-fortes
enquanto subalgebras de S.

Claramente temos Hs normal: dado (o,7) € G, (0,7)(t) € Ty, para
todo t € Ty. Logo Ty é extensao galoisiana de R com grupo de Galois
Gy =G/Hy ~ Ss.

Observe que H3 e H, também sao subgrupos normais de G. Basta obser-
var que os elementos de G permutam os idempotentes de uma mesma parcela,
ou “trocam as parcelas” da soma direta. Sendo assim, temos que T3 e T sao
extensoes galoisiana de R, com grupo de Galois G3 = G/H3 ~ Zs X 73 €

G4 = G/Hy ~ Z,, respectivamente.

Exemplo. Sejam R um anel comutativo com unidade e G um grupo finito.
Considere S = @, e, = 1. A agdo de G
em S é dada por o(e;) = e,r.

Reg, onde ese; = dpr€5 € Y,

Entao, com z; = y; = e,, para 1 < i < |G| = n, temos

Z xla(yz) = Z 67—0'(67—> = Z (57',(77-67 = 51,0
=1

TEG TEG

e portanto, x;,y; sao um sistema de coordenadas de Galois para S, que por
sua vez é uma extensao galoisiana de R. Note que este exemplo engloba os

exemplos anteriores.

2.4 Homomorfismos de Extensoes Galoisianas

Nesta secao, estaremos estudando os homomorfismos de extensoes galoisi-
anas. Em especial, iremos mostrar que se existe um homomorfismo de R-
algebras e G-modulos entre duas extensoes com mesmo grupo de Galois,

entao estas extensoes sao isomorfas.

Teorema 2.4.1. Sejam S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois

G, A uma R-dlgebra comutativa, f,qg: S — A homomorfismos de R-dlgebras.
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Entao existe um unico conjunto {e, | o € G} de idempotentes dois a dois

ortogonais de A, alguns possivelmente nulos, tais que Y, €, =1 ¢

=Y flo(s))e

oeG

oeG

Além disso, se f é um homomorfismo de R-dlgebras, qualquer aplica¢ao g :
S — A definida desta forma também serd.

Demonstracdao. Seja 6 a composicao
-1
EXS 505 agat A

onde h: S®S — E é dado por h(s ®t)(0) = so(t) e k(a1 ® az) = ajas.

Seja e, = 0(v,), onde v, € E é definido por v,(7) = 0,,,. Temos e, e, =
0(v,v,); vimos anteriormente, na pagina 36, que os elementos v, € E, 0 € G
sao idempotentes dois a dois ortogonais, e portanto #(v,) = e, também o
sao. Além disso, >, q€o =2 cq0(vs) =0 (3, cqvs) =1

Tomemos h : S ® S — E dada por h(s ® t)(c) = so(t), como no Teo-
rema 2.2.4. Entao, temos que h(1®s) = > . 0(s)v,: dado qualquer 7 € G,
temos h(1 ® s)(7) = 17(s) = 7(s), e por outro lado

(Z a(s)vg> (1) = _a(s)ve(7) =Y _0(5)00r = 7(s).

oeG oeG oeG
Aplicando ¢ na equacao h(1®s) = Y~ . 0(s)v,, temos O(h(1®s)) = g(s):

Oh(1@s)=k(fog(h ™ (h(1s)))
feg(les))

(
(Dg(s) = g(s)

k
k
f
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Assim:

9(s) = 0(h(1 2 5)) = 0 (Zo<s>

oceG

—Zk feg(h

oeG

=Sk (f (o(s) @ 9(1) e

oelG

vg> => 0(a(s))e

oeG

=Y k(fogo(s)®1))e,

ceG

=3 F(o(s))e

oceG

Para mostrar a unicidade, suponha {d, | o € G} elementos idempotentes

de A, dois a dois ortogonais, que satisfazem as condigoes »

de = 1 e

ceG

9(s) =3 ,cc [(0(s))d,, para todo s € S. Seja h™'(v,) = D1, s; @ t;; entéo

Zzzl Szp<tl> = Uo(p) = 50,;} €

eo = 0(v,) = Zf si)g

i=1 peG

peG =1

=>f <Z siplt

0= 35000 (000

=1

=SS s

pEG

Ny => Z f(sip(ti))d,

peG =1

z)) dp = Z 50,pdp =d,

peG

Por fim, vamos mostrar que se f é um homomorfimos de R-algebras, entao
9(s) = > ,cc f(o(s))e, também é. Sejam s,t € S, r € R. Temos entao

o g(s+1)

= 2oec flo(s +1))es

= 2oea F(0(8))es + 2 geq Fa(t))es

=9(s) +9(1)

o g(rs) =2 geqflalrs))es
=Y oecrf(0(s))es

=7g(s)



o 4$)90) = (Soea [0))er) (Spe F0(9)e,)
= e F0(3)e0 S pec H0())e,
= S H () T e F0(3))ept
= S s [0 () (o (1))es
= S s So(st))es = g(st)

Assim, encerramos a demonstracao. O

Note que se A nao tem idempotentes diferentes de 0 e 1, entao existe um
unico elemento o € G tal que e, = 1, e portanto ¢g(s) = f(o(s)), para todo
ses.

Sejam S uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G, W o
semigrupo multiplicativo dos endomorfismos de anéis de S que mantém R
fixo, isto é, W C Hompg (5, 5). Desta forma, sendo j : D — Hompg (S5, 5)
o isomorfismo dado por j(sd,) = so como no Teorema 2.2.4, segue que
j71(W) consiste em todos os elementos de D da forma > _. €,0,, com e,
idempotentes dois a dois ortogonais de S tais que ) _,e, = 1.

De fato, tomando A = S e f = idg no Teorema 2.4.1, temos que existe

um conjunto de idempotentes {e, | ¢ € G} C 5, tais que )
9(s) =Y e 0(s)eq, isto &, 771 (g) = 3, cq €abo-

Corolario 2.4.2. Nas notagoes acima, se todo idempotente de S pertence a

oeG Go = Le

R, entao todo elemento de W € um automorfismo, e portanto o grupo de R-

automorfismos de S é isomorfo, via j*

, ao subgrupo multiplicativo do grupo
R(G) € D, que consiste dos elementos da forma ) _.e.,0. Além disso, S
nao tem idempotentes além de 0 e 1 se e somente se W = G, isto é, se G é

o conjunto de todos os R-endomorfismos de S.

Demonstracao. Se todos os idempotentes de S estao contidos em R, entao

es € R, e temos que
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(Z 6050> (Z 60501> = €sls Y €0,

oeG oceG oceG peG
= E g ex0(€p)dop-1
o€l peG
= E g €splgp-1
celG peG
= E 60(51 =1€D
oceG

assim, todo endomorfismo de W tem inverso, logo sao todos R-automorfismos
de S.

Se S nao tem idempotentes além de 0 e 1, temos que todos seus idem-
potentes pertencem a R, logo todo endomorfismo de S é um automorfismo.
Assim, todos sao escritos da forma f = > _.e,0; como ) _.e, =1, temos
que f = o, para algum o € GG. Logo, W = G. m

Teorema 2.4.3. Sejam S, S’ extensoes galoisianas de R com mesmo grupo
de Galois G, e seja f : S — S" um homomorfismo de R-dlgebras e G-mddulos.

Entao f é um isomorfismo.

Demonstracao. Tomemos x1,...,T,,Y1,...,Y € S um sistema de coorde-

nadas de Galois, conforme visto no Teorema 2.2.4. Para qualquer 2/ € 5’,
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temos

i=1 c€G

= a(@)) fla)fo(y)
oeG i=1

= Z O’(I/)f (Z J%U(yz))
oceG i=1

= Za(x')éla =X
oeG

e, portanto, f é sobrejetivo.

Tomemos agora x € S tal que f(z) = 0. Entao, o(f(z)) = 0, o que
implica o(f(x))f(o(y:)) = flo(zy:)) = 0, e portanto, 3, f(o(ry:)) =
ftr(zy;)) = 0. Como tr(xy;) € R, segue que f(tr(xy;)) = tr(zy;). Logo

T = intr(xyi) =0
i=1

e, portanto, f é injetiva. Assim, f é um isomorfismo. O

Teorema 2.4.4. Sejam S um anel comutativo sem idempotentes além de 0
e 1, G um grupo arbitrdrio de automorfismos de S e R = SC.

Assuma que S € uma R-dlgebra separdvel e um R-mddulo finitamente
gerado. Entao G € finito, S é uma extensao galoisiana de R com grupo de

Galois G e G € o grupo de todos os R automorfismos de S.

Demonstracdo. Sejam sq,...,s, geradores de S como R-moédulo. Vamos
mostrar que |G| < 7.

S ® S é gerado como um S médulo por 1 ® sq,...,1 ® s, e é uma S-
algebra separavel, como visto no item 1 do Teorema 2.2.4. Se oy, ..., 0, sao

elementos distintos de GG, defina os seguintes homomorfismos de S-élgebras:
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com k(s; ® s3) = s182. Como S nao tem idempotentes além de 0 e 1, f; sdo
fortemente distintos, satisfazendo o Lema 2.2.2, logo existem idempotentes
e1,...,enem S®S com fi(e;) =1e fi(x)e; = xe;, para qualquer z € S® S.
Logo a restrigdo de f; em (S ® S)e; é um isomorfismo de S-mddulos entre
(S®Se; e S.

See=1—¢e; —---—e,, entao

SeS=(SeS)ea@PE®S9)e
i=1
como S-médulos. Portanto, S ® S possui um somando direto que é um
S-médulo livre de dimensao n.

Se p é um ideal maximal qualquer de S, entao n é menor do que a di-
mensao do espago vetorial (S® S)/p(S® S) sobre S/p, que é menor ou igual
a r, pois r é o numero de geradores de S ® S sobre S. Logo, GG ¢é finito.

Pelo Teorema 2.2.4, S é uma extensao galoisiana de R com grupo de

Galois G, e pelo corolario acima, G é o grupo de todos os R-automorfismos
de S. O

2.5 Localizacao e Bases Normais

Seja P um ideal primo de R, e M um R-moédulo. Denotamos por Mp =
(R\ P)~'M alocalizagao de M com respeito a P, como na pdgina 24.

Em [5], Bourbaki define que um R-mdédulo projetivo S é de posto n se
¢ finitamente gerado e se Sp é um Rp-mddulo de posto n, para todo ideal
primo P de R. Denotamos por rank(S) = n. No caso de R-médulos livres,

entao R™ é de posto n, de forma analoga a espacos vetoriais.

Lema 2.5.1. Seja S extensdao galoisiana de R com grupo de Galois G, |G| =
n, e P um ideal primo de R. Entao Sp ~ Rp ® S é um Rp-modulo livre de

posto n, isto €, S € um R-maodulo projetivo de posto n no sentido acima.

Demonstra¢ao. Suponha R um anel local. Entao, pelo Teorema 2.2.4 (c) e

pelo Corolario 1.2.9, temos que S é um R-modulo livre, de posto m, e S® S é
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um R-médulo livre de posto m?. Por outro lado, o item (e) do Teorema 2.2.4
mostra que S ® S é um S-médulo livre de posto n. Logo é um R-mddulo
livre de posto mn. Assim, m? = mn = n = m.

Seja R um anel comutativo arbitrario e P um ideal primo de R. Pelo
Lema 2.2.9, Sp ~ Rp ® S é uma extensao de Galois de Rp com grupo de

Galois G. Pelo argumento acima, Sp é um Rp-modulo livre de posto n. [

Para o Lema a seguir, iremos utilizar um ideal radical — um ideal que

pode ser expresso como a interseccao de ideais primos.

Lema 2.5.2. [18; Lemma 3.14.] Sejam R um anel, J um ideal radical de R e
Vi, Vo R-mddulos projetivos finitamente gerados. Seja também f : V1 /JV) —
Vo /JVy um isomorfismo de R-mddulos. Entao f € induzido por um isomor-

fismo Vi — V5.

Demonstragao. Seja p; : V; — V;/JV; a aplicagdo canonica. Entao, fp; é um
epimorfismo de V; em V5/JV,. Como V; é projetivo, existe g : Vi — V5 tal
que pog = fp1. Como f e p; s@o epimorfismos, temos que g(V;) + JVo = V5.
Mas J é um ideal radical e V5/g(V}) é finitamente gerado, logo V5 /g(Vy) = 0,
entdo g é um epimorfismo. Como ¢(V;) = V5 é projetivo, g cinde e ker g é
somando direto de V. Isso implica p;(ker g) = ker g/J ker g e também que
ker g é finitamente gerado, entdo p;(ker g) = 0 somente se kerg = 0. Mas
fpi(ker g) = pag(kerg) = 0 e f é um isomorfismo, entao ker g = 0 de fato,
logo g é um isomorfismo. O

Nosso objetivo é caracterizar os anéis de grupos de extensoes galoisianas.
Para isso, precisaremos do Teorema de Krull-Schmidt, que garante que um
modulo nao-nulo de comprimento finito pode ser decomposto como uma soma

direta de partes indecomponiveis.

Teorema (Krull-Schmidt). [2; Theorem 12.9, p.147] Seja M um mddulo
nao-nulo de comprimento finito. Entao M tem uma decomposicao finita em

elementos indecomponiveis

M=M®®&- &M,
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que € unica, exceto por permutacoes e isomorfismos.

Em especial, o Teorema 2.5.3 traz um isomorfismo entre R(G) ¢ S como
R(G)-médulos quando R é um anel semi-local, isto é, R possui um nimero
finito de ideais maximais.

Dizemos que uma extensao galoisiana S de R tem base normal se existe
s € S tal que {o(s) | o € G} forma uma base para S.

Teorema 2.5.3. Seja S extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.
Sejam R(G) e S(G) os anéis de grupo de G sobre R e S, respectivamente.
Vejamos S e S®S como R(G) e S(G)-mddulos, respectivamente, pelas agoes

a Sequir:
(ro)(s) =ro(s)
50(81 ® s2) = 881 ® 0(82)
Entao, temos que

1. S® S5~ S5(G) ~ S®R(G) como S(G)-mddulo e S é um R(G)-mddulo
projetivo.

2. Se S é um R-mdédulo livre e |G| = n, entao a soma direta de n cdpias
de S é R(G)-isomorfa a soma direta de n-cdpias de R(G).

3. Se R é um anel semi-local, entio S ~ R(G) como R(G)-mddulo, isto

€, S possui uma base normal.

Demonstracao. A S-algebra F, das funcoes de G em S, é um G-mddulo pela
acao

(0v)(7) = v(70)

e portanto, a aplicacao

v: E— S(G)
v Zv(c)a‘l

ceG
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¢ um S(G)-isomorfismo de E em S(G):

Y(v) =0
ZO’EGU(U)O_il =0
= vie) =0, Voed@
= v =0

Seja agora o =y . a,0 " € S(G). Temos entdao que existe v € E, v =

Y pec GoVe-1, tal que

y(v) =~ (Z aovg-1>
geG
=) (acve-1(p)p")

p,0€G

= Z app_1 =«
peG

Porém, com a estrutura de S(G)-mdédulo definida em S®.S, temos que h se
torna um isomorfismo de S(G)-mdédulos entre E e S® .S, com h(s;1®s2)(0) =
510(s2). Assim, se h(s; ® s2) = 0, temos que s10(s2) = 0, para todo ¢ € G.
Assim s359 = 0. Seguem entao os isomorfismos S ® S ~ S(G) ~ S ® R(G).
Como S é um R-médulo projetivo, S® .S é um R(G)-mdédulo projetivo. Mas
pelo Lema 2.2.7, S é um R(G)-somando direto de S ® S e portanto, é um
R(G)-mddulo projetivo, provando (1).

Se S é um R-modulo livre, segue do Lema 2.5.1 que S tem rank n. Entao
S® S é R(G)-isomorfo a soma direta de n cépias de S. Por outro lado,
S(G) ~ S ® R(G) é R(G)-isomorfo a soma direta de n cépias de R(G). A
partir de (1), provamos (2).

Seja agora J o radical de Jacobson de R — a intersecgao (finita) de todos
os ideais maximais, e tomemos R’ = R/J. Entao R’ e R'(G) sdo anéis com
a condicao minima para o teorema de Krull-Schmidt.

Agora, 8" = S/JS ~ R' ® S e portanto, pelo Lema 2.2.9, S" é uma
extensao galoisiana de R’ com grupo de Galois G. Como R’ é soma direta de

um numero finito de corpos, pelo Lema 2.5.1 mostra que S’ é um R’-mddulo
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projetivo de rank n = |G|. Entao, por (2) e pelo Teorema de Krull-Schmidt,
S"é R'(G)-isomorfa a R'(G). Além disso, R'(G) ~ R'®R(G) ~ R(G)/JR(G)
e JR(G) é o radical de Jacobson de R(G). Portanto, os R(G)-mddulos
projetivos S e R(G) sao isomorfos médulo JR(G). Portanto, eles sao R(G)-

modulos isomorfos, pelo Lema 2.5.2 O]
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Capitulo 3
Cohomologia de (alois

O Capitulo 3 esta destinado ao estudo da cohomologia galoisiana [7; §5].
Os resultados sao desenvolvidos na secao 3.2 deste capitulo, apresentando a
generalizacao de dois resultados importantes: o Teorema 90 de Hilbert e o
isomorfismo entre o grupo de Brauer e o segundo grupo de cohomologia.

Na primeira se¢ao, temos a construcao do grupo de Brauer para anéis
comutativos, apresentada inicialmente por Auslander e Goldman em [4]. Esta
construcao é bastante sucinta, com objetivo de compreender os resultados

apresentados na segunda secao acerca do grupo de Brauer.

3.1 Grupo de Brauer

O grupo de Brauer ¢ inicialmente definido sobre corpos. Ele consiste de
classes de equivaléncia de algebras simples centrais de dimensao finita. O
Teorema de Wedderburn, enunciado a seguir, permite definir uma relacao
de equivaléncia entre as algebras A;, Ay com base nas algebras de divisao
Dy, D,.

Sejam R um anel comutativo com unidade e A uma R-dlgebra, nao ne-
cessariamente comutativa. Denotamos por C'(A) o centro de A, definido por
C(A) ={zx € A| axr = xza,Va € A}. Se C(A) = R, entdo A é uma R-algebra

central. Observe que C é uma R-élgebra que nao é central, pois C(C) = C, e
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nao R. Por outro lado, o conjunto H dos quatérnios é uma R-algebra central.

Teorema 3.1.1 (Wedderburn). [17; Theorem 1] Sejam K wum corpo e A
uma K -dlgebra simples de dimensao finita. Entao existe um unicon € N e

uma unica K-dlgebra de divisao D (a menos de isomorfismos), tal que
A~ M,(D).

Por outro lado, qualquer dlgebra da forma M, (D), onde D € uma dlgebra de

divisao, € simples.

Dizemos que duas K-élgebras simples centrais A; ~ M, (D) e Ay ~
M,,,(Ds) sao similares, denotado por A; ~ Ay, se Dy ~ Dy. Claramente,
~ é uma relagao de equivaléncia. Dada uma K-algebra simples central de
dimensao finita A, denotamos a classe de equivaléncia de A por [A], e o grupo

de Brauer Br(K) é a colegao destas classes, com produto definido por
[A][B] = [A®k B].

Para verificar que Br(K) é de fato um grupo abeliano, utiliza-se as propri-
edades do produto tensorial, que garantem que o produto definido acima é
associativo e comutativo. Além disso, mostra-se que a operacao esta bem-
definida, possui elemento neutro e que cada elemento nao nulo possui inverso
— [M,(K)] e [A°], respectivamente. Caso seja interesse do leitor, sugerimos
[11]. Nesta secao, estamos interessados em detalhar a constru¢do do grupo
de Brauer de um anel.

A construcao a seguir, realizada por Auslander e Goldman, coincide com
o grupo de Brauer Br(R) quando o anel R é um corpo e, por analogia, é
nomeado grupo de Brauer do anel R, e também denotado por Br(R).

O grupo de Brauer Br(R) de um anel comutativo R é definido sobre clas-
ses de equivaléncia de R-algebras centrais e separaveis, chamadas R-algebras
de Azumaya. Detalharemos a relacao de equivaléncia na sequéncia do texto.
Para definirmos a operagao de Br(R), além de determinarmos suas proprie-

dades, vamos seguir a construgao apresentada em [4].
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Sejam A(R) o conjunto das classes de equivaléncia das R-algebras de Azu-
maya com respeito a isomorfismo, isto é, uma classe [S] € A(R) é formada
por R-algebras de Azumaya isomorfas, e Ag(R) o subconjunto que consiste
das R-élgebras da forma Hompg (E, E), onde E é um R-mdédulo projetivo fini-
tamente gerado e fiel. As proposigoes a seguir, encontradas em [4], mostram

que A(R) e Ap(R) s@o conjuntos fechados com respeito ao produto tensorial.

Proposicao 3.1.2. Sejam Ry, e Ry R-dlgebras comutativas, A; uma Rp-
dlgebra separdvel e As uma Ra-dlgebra separdvel. Entdo Ay ®g As € igual a

s

0 ou é uma Ry ®g Ry-dlgebra separdvel. Além disso o centro de A1 ®g Ay €

C(A;) ®g C(A2).

Demonstragao. Seja S = A; ®r Ag, nao nula. Entao S¢ = S ®g,er, S° =
Af ®p AS. Pelo Teorema 2.1.7, as aplicagoes p; : A — A; cindem, e portanto
a aplicagao p : S¢ — S também cinde. Assim, S é uma R; ® Rs-algebra
separavel. Em particular, se g; é a inversa de p;, entao g = g1 ®r g2 ¢ a
inversa de p. Entao C'(A4;) = ui(g:(1)AS), logo C(S) é u(g(1)S¢) = C(A;) ®
C(Ay). m

Seja A um R-médulo. Definimos o anulador de A por ann(A) = {z €
R | xA =0} C R. Observe que o anulador é um ideal de R.

Proposicao 3.1.3. [4; Proposition 5.1.] Seja R um anel comutativo.

1. Se E é um R-mddulo projetivo finitamente gerado tal que ann(E) C R,

entao Homp (E, E) € separdvel sobre R e seu centro é R/ann(E);

2. Se E' € outro R-mddulo projetivo finitamente gerado, entao E @p E' é
um R-mddulo projetivo finitamente gerado e Homg (E ® E', E @ E') ~
Homg (E,FE) ®g Homg (E', E').

3. Se E e E' sao fieis, entao E® E' também € fiel.

Vamos introduzir uma relagao de equivaléncia sobre A(R), onde A; ~ A,
se existem dlgebras 1,y € Ag(R) tais que

Al ®R Ql ~ A2 ®R QQ.
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Pelas Proposigoes 3.1.2 e 3.1.3, temos que a relacao de equivaléncia esta
bem-definida, e é compativel com a operacao de produto tensorial. Assim,

podemos considerar o conjunto das classes

Claramente, a classe [R] é o elemento neutro de Br(R). O Teorema a seguir

mostra que a classe da dlgebra oposta de A, [A°], é o inverso da classe [A].

Teorema 3.1.4. [f; Theorem 2.1.] Se A € uma dlgebra sobre C = C(A),

entdo sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
1. A € uma C-dlgebra separdvel;
2. A°Homye (A, A®) ~ A°;

3. A aplicagao n . A° — Home (A, A) dada por n(x @ y)(z) = xzy é um

isomorfismo e A € um C-mddulo projetivo finitamente gerado,

4. A aplicagio n (como acima) é um isomorfismo e C é um somando

direto de A, enquanto C'-mddulo.

Assim, como A é um R-médulo projetivo finitamente gerado e fiel, temos
[A][A°] = [A°] = [Hompg (A, A)] = [R]. O Corolario 1.3. de [4] afirma que se
A é R-separéavel e I é um ideal em C, entdao IA N C(A) = I, e nos permite
mostrar que A é fiel. Tomando o anulador de A, ann(A) C C(A), temos que
ann(A)ANC(A) = ann(A). Mas ann(A)A = 0, portanto ann(A) =0e A é
fiel. Logo Br(R) é, de fato, um grupo abeliano.

Retornando ao grupo de Brauer de um corpo, vamos observar extensoes
de corpos. Seja L |k uma extensao de corpos e A uma K-dlgebra simples
central. Definimos A;, = A ®x L. Dizemos que L é um corpo de fatoracao
para A se A e M, (L) sdo L-algebras isomorfas. Se L é uma &lgebra de
fatoragao para A, entao também serda para qualquer algebra similar a A.
As classes de algebras que se fatoram sobre uma extensao L | formam um

subgrupo de Br(K) que é chamado grupo de Brauer relativo a extensao L |,
denotado por Br(L/K).
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Para verificar que Br(L/K) é de fato um subgrupo de Br(K), precisamos
observar que isso segue do fato de que se A é uma K-algebra simples central
e Ar é uma L-élgebra simples central, entdo a correspondéncia [A] — [AL]
determina uma aplicacdo ¢k : Br(K) — Br(L). Além disso, existe um

isomorfismo de L-algebras
(A®k B)®kx L~ (A®k L) ®L (B®gk L)

que mostra que tr/x ¢ um homomorfismo de grupos. Temos, entao, que
Br(L/K) é justamente o ntcleo de ¢ k.

Vamos retornar agora ao caso de anéis, e observar as extensoes de anéis e
as algebras de Azumaya. Seja S uma R-algebra comutativa. Pela proposicao
a seguir, a aplicacdo A — S ®r A induz uma aplicacao de A(R) em A(S)
que leva Ap(R) em Ay(95).

Proposicao 3.1.5. [4; Proposition 5.5.] Sejam E um R-mddulo projetivo

finitamente gerado e S uma R-dlgebra comutativa. Entao:
1. S®gr E é um S-modulo projetivo finitamente gerado;
2. Homg (S®r E,S®gr E)~S®g Homg (E,E);
3. Se E ¢ um R-mddulo fiel, entao S @g E é um S-mddulo fiel.

Esta aplicacao, que leva [A] — [S ®g 4], induz um homomorfismo de
Br(R) em Br(S) para qualquer R-algebra comutativa S. Em particular,
se f: R — S é um homomorfismo de anéis, entao podemos ver S como
R-algebra e portanto existe um homomorfismo induzido Br(f) : Br(R) —
Br(S). Isso mostra que Br(-) é um funtor covariante da categoria de anéis
comutativos para a categoria de grupos abelianos.

Seja f : R — S um homomorfismo de anéis comutativos. Entao, o nicleo
de Br(f) : Br(R) — Br(S) é formado pelas classes de R-dlgebras A que
satisfazem

S ®r A~ Homg (M, M)
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para algum S-moédulo projetivo finitamente gerado e fiel M. Neste caso, S
fatora A, e o nicleo de Br(f) é denotado Br(S/R), chamado de grupo de
Brauer das R-dlgebras de Azumaya que se fatoram por S.

Vejamos um exemplo de grupo de Brauer. Seja K um corpo algebrica-
mente fechado, e D uma K-algebra de divisao de dimensao finita. Tomemos
d € D. Como D tem dimensao finita sobre K, os elementos 1,d,d>?,...
sao linearmente depentendes, e portanto d satisfaz um polindmio minimal
f € K|z], irredutivel sobre K; porém, como K é algebricamente fechado,
temos que d € K. Assim, D C K e portanto, D = K. Assim, pelo Teorema
de Wedderburn, temos que todas as K-algebras simples centrais sao isomor-
fas a M, (K), para algum n € N. Desta forma, temos que o grupo Br(K) é
trivial.

Outro exemplo que podemos ver é o grupo de Brauer do corpo R dos
numeros reais. Pelo Teorema de Frobenius [8; Theorem 3.2.3., p.16], temos
que as unicas R-algebras de divisao sao R, C e H, e C nao é uma R-algebra
central. Vamos observar o homomorfismo de R-algebras ¢ : H — H° dado
por

¢la+bi+cj+dk)=a—bi—cj— dk.
Claramente, ¢ é um isomorfismo. Desta forma, temos que H ~ H°, e portanto
H®g H° ~ H®g H. Assim, temos que o tnico elemento nao nulo em Br(R),
a classe [H], satisfaz [H]* = [R]. Assim, temos que Br(R) = Z,. Em [g],
Chen desenvolve os requisitos necessarios para o estudo do grupo de Brauer

de corpos locais, com objetivo de determinar o grupo Br(Q), a saber

Br(Q) = {(a,x)|a€ {0,%},x€@@/Zea+pr:0}.

Seja S um anel e R um subanel de S. Dizemos que um elemento x € S é
integral sobre R se existe aq, . . ., a,—1 € R tais que 2"4a, 12" 14+ - +ag = 0,
ou seja, z € S é raiz de um polinémio moénico com coeficientes em R [10;
p.43, Definigao 2.1.1]. Se K é uma extensao finita de Q, chamamos de anel
de inteiros de K ao conjunto dos elementos de K que sao integrais sobre Z
[10; p.66].
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Em 1971, Morris desenvolveu, utilizando a sequéncia (3.8), apresentada

na segao seguinte, obtida por Chase e Rosenberg em [6], o teorema a seguir.

Teorema. [14; Theorem 5.0/ Sejam K = Q(y/m) com m um inteiro sem
fatores quadrdticos e S o anel de inteiros de K. FEntao o grupo de Brauer
Br(S/Z) é trivial quando m = —3,—1,2,3 ou 5.

3.2 Cohomologia Galoisiana

A teoria de cohomologia foi introduzida em uma conferéncia internaci-
onal em Moscou, em 1935. James Alexander e Andrey Kolmogoroff desen-
volveram, separados, resultados muito semelhantes. Ambos trouxeram uma
operacao associativa e anticomutativa nos grupos de cohomologia.

Para compreendermos os resultados que serao apresentados neste capitulo,
originalmente apresentados por Chase, Harrison, e Rosenberg em [7; §5], va-
mos precisar saber um pouco mais de cohomologia. Para isso, vamos utilizar
a construgao apresentada por Lima em [13; p.51], motivada por Harper em
[12].

Sejam G um grupo, A um G-mdédulo, isto é, A é um grupo abeliano
(aditivo) com uma agao de ZG, e n € N. Uma n-cocadeia de G sobre A é
uma funcao f: G" — A, onde G" =G X --- X G se n > 0, ou um elemento
de A, se n = 0. Denotamos por C"(G, A) o conjunto das n-cocadeias de G
sobre A. Note que C"(G, A) é um grupo abeliano com a operagao de adigao.

A partir de uma n-cocadeia f, definimos o homomorfismo de grupos abe-
lianos ¢ : C"(G, A) — C""1(G, A), chamado cobordo, que determina uma
(n + 1)-cocadeia ¢ f, definida por

n

0f(o1,- . 0nt1) == 01f(02, ..., Ont1) + Z(—l)if(al, 3 0041, Opt)

i=1

+ (=1)"f(o1,...,00).
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Por exemplo, seja f uma 3-cocadeia. Entao 0 f sera a 4-cocadeia dada por

5f(01, cee ,04) = 01f<027(73704) - f 0102703,04)
+ f(o1, 0003, 04)
- f(01,0270304)

+ f(01702703)'

Temos que 6 é um homomorfismo de G-médulos e 66f = 0. A demons-
tragdo pode ser encontrada em [13; p.52].

Uma sequéncia de grupos abelianos e homomorfismos
fi—1 fi
"'_>Gz'—1 —>Gi—>Gi+1 — e

em que os homomorfismos satisfazem f; o f;_1 = 0 é chamada cocadeia com-
plexa.

Sejam Z"(G,A) = kerd C C"(G,A) e B"(G,A) = §(C" G, A)), se
n > 0, e BY(G,A) = 0. Chamamos f € Z"(G,A) de n-cociclo e, para
fle "G, A), 6f € B*(G,A) de n-cobordo.

Como 00 = 0 , temos
B"(G,A) C Z"(G,A) Cc G"(G, A)

e, como C™(G, A) é um grupo abeliano, seus subgrupos sao normais. Assim,
podemos definir o quociente
Z"(G,A)
H"(G,A) = ——"—=,
S TNy
chamado de n-ésimo grupo de cohomologia de GG sobre A.
Os resultados da secao 5 de [7] sdo uma generalizacao de dois grandes

resultados da teoria de Galois classica. O primeiro deles é o Teorema 90 de
Hilbert:

Teorema (Teorema 90 de Hilbert). Seja L |k uma extensio galoisiana de
corpos com grupo de Galois G, nao necessariamente finita, e seja U(L) o

grupo multiplicativo de L. Entao
H'(G,U(L)) =0,
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isto €, o primeiro grupo de cohomologia de G sobre o grupo multiplicativo de

L ¢ trivial.

O outro resultado é referente ao segundo grupo de cohomologia do grupo
de Galois, onde se prova que este é isomorfo ao grupo de Brauer. Na secao 3.1
temos a construcao do grupo de Brauer, além de alguns resultados de Aus-
lander e Goldman [4].

Iniciaremos agora o desenvolvimento dos resultados obtidos por Chase,
Harrison, e Rosenberg, a partir da construgao realizada por Amitsur em [1].

Sejam R um anel comutativo, 7" uma R-algebra comutativa e T™ o pro-
duto tensorial de T" sobre R com n fatores, representado por T'®p -+ - Qr 1.

Sejam ¢; : T — T2 0s homomorfismos de R-algebras definidos por
Eitg®@ - Qty) =t QR Rt 101ty

Lema 3.2.1. Sejam S extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G, E™
a S-dlgebra das funcgoes de n varidveis de G em S e S"™' = S®---® .S uma
S-dlgebra, com S agindo no primeiro fator.

Entdo hy, : S""' — E™ definido por

hp(so® - ® Sn)(alu e 7Un) =30 (01(81)) (0102(52)) T (01 ce Un(Sn))

¢ um isomorfismo de S-dlgebras.

Demonstragdo. Sejamr € S, 5,8 € S" s =5,®---Rs, e85 = s[,Q @8,

eo=(0y,...,0,) € G". Mostremos que h,, é um S-homomorfismo:

o 7-hy(s)(o) =71(so--- (01 0n(sn)))

= (7”80) . (01 .. .gn(sn))

o lin(s)hn(s)(0) = (s0--- (01~ 0n(sn))) (s5--- (01~ n(s,)))



Além disso, pelo Teorema 2.2.4, hy é um isomorfismo. Suponha agora
que h,_1 é um isomorfismo. Vamos mostrar que h, é um isomorfismo, por
indugao em n.

Como h,,_; é um isomorfismo, temos que
S~ S®S"~ Se B!

onde o segundo isomorfismo é dado por 1 ® h,,_;. Agora, tome a acao de G

em E™ dada por

(af)(o1,....00) =0 (f(o 7 o1,00,...,04))

Tomemos D o S-médulo livre com geradores d,, 0 € G, como definido na
pagina 36. Temos entao que E" é um D-moédulo, tomando a acao d,f = o f.

Assim, (E™)“ é o conjunto das funcdes f € E™ tais que

o(f(or,...,00)) = floo1,09,...,04).

Defina entao ¢ : B! — (E™)¢ por

Wg)(o1, ..., 0n) = 01(g(02, - .., 0n)),

para qualquer g € E"!. Temos que v é um isomorfismo de R-algebras, com

inversa
W f)(oa, . on) = f(1,09,...,00)

Logo, 1®%¢ : S® E" ! - S® (E")¢ é um isomorfismo de S-dlgebras.
Pelo Teorema 2.2.4, w : S ® (E")¢ — E", definido por w(s ® f) = sf é

um isomorfismo de S-algebras. Assim, temos
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WIRYV) (1R h,—1)(sS0® -+ ® 8,)(01,...,08)
=w(1®vY)(so @ hp_1(51®@ - @ 8,)(01,...,00))
=w(So®0o1hy_1(51 @+ ® 8,)(02,...,04))
= w (50 ® 01 (5102(82) -+~ 09+ - 0n(8n)))
= 5001 (5102(52) -+ (02 -+ ) (sn))
= 500-1(51) R (0-1 e Un)<sn)

=h,(so® - ®58,)(01,...,0.).
Portanto, w(1 ® ¥)(1 ® h,,—1) = h,, é um isomorfismo de S-algebras. ]

Definimos entao, com S extensao galoisiana de R com grupo de Galois G,
e B a S-algebra das funcoes de n variaveis de G em S, os homomorfismos
de R-algebras 6; : E™ — E"! onde

(90f)(0'1, Ce ,O'n+1> = O'1f(0'2, e ’Jn+1)
(Qif)(o-la c. 70n+1) = f(Ul, R O (O N a0n+1>7 (1 S 1 S n)

(Oni1f)(01, .. s 0ns1) = flon,....00)
Vamos mostrar que o diagrama abaixo é comutativo.

Sn+1 hn En

l&' lﬁi (3-1>

Sn+2 h"+1 En+1

Para ¢ = 0, o resultado de 650 h,, é

o (56 @ - ® 52)) (01s -+, Ons1)
= 01( n( "'®Sn)(027--'70n+1))
= 01(8002(51) (02 Tpy1)(8n))

= 01(50)0102(51) -+~ (01 - Tn1) (5n),

(3.2)
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enquanto para h, 1 o gy temos

hn+1(50(30 K- ® Sn))<0'1, . ,O’n_H)
A1 (1@ 5o @+ ® 8p) (01,5, Oppa) (3.3)

= loi(sg)oroa(s1) -+ (01 Tni1)(Sn)-

Assim, pelas equagoes (3.2) e (3.3), temos que o diagrama é comutativo para
1 =0. Para 1 <17 <n temos

ei(hTL(SO Q- ® Sn))(o—la se . 70n+1)
hn<80®"'®Sn)<017"'7O-i0-i+17"'70-n+1) (34>

S+ (0-1 .. 'Uz‘Uz’—i-l)(Si) ce (0'1 . "Un+1)(3n)a

enquanto pelo outro lado

hn+1<€i<80 XK Sn))(O'l, . ,O'n+1)
(0@ 1R+ R8,))(01,...,0n41) (3.5)
(

oy o) D)oy 0i41)(85) -+ (01 -+ - Tngr ) (80).

hn+1
= S
Logo, pelas equagoes (3.4) e (3.5), temos que o diagrama é comutativo para

todo i < n. Falta apenas verificar para i =n + 1:

Ons1(hn(s0 @ -+ @ 5,)) (015, Ong)
B3 @ ® 82)(01, ., n) (3.6)

— 50"'<01"'0n)(8”>

por um lado, e por outro

Pyg1(Ens1(So @ - -+ ® 5p))
= hpt1(S0®@ - @8, @1)(01, ..., 0n41) (3.7)

= 50--- (0-1 .. .O-n)(gn)(al .. 'Un+1)(1)

Assim, como consequéncia das equagoes (3.2)-(3.7), segue que o diagrama (3.1)
¢ comutativo.
Agora, sejam F' um funtor covariante da categoria de R-édlgebras co-

mutativas para a categoria de grupos abelianos e 7" uma R-algebra comu-
tativa. Definimos uma cocadeia complexa C(T'/R, F) por C"(T/R, F) =
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F(T"), com cobordo A" : C*(T/R,F) — C"™(T/R, F), dado por A™ =
> (F1)F(eq).

AR ey AT ety AT ety
Denotamos por B"(T/R, F') os n-cobordos e por Z™(T/R, F') os n-cociclos
desta cocadeia complexa. Entao o n-ésimo grupo de cohomologia desta co-
cadeia complexa, denotado por
Z"(T/R, F)

H™(T/R,F) := BT/ F)

é chamado n-ésimo grupo de cohomologia de Amitsur de T'/R com valores
em F.

Para obtermos o principal resultado da se¢ao 5 de [7], uma sequéncia exata
de sete termos que relaciona o segundo grupo de cohomologia de Amitsur e
o grupo de Brauer da extensao galoisiana 7" sobre R com grupo de Galois G,

iremos deriva-la da sequéncia exata
0— H'(S/R,U) =P(R) = H°(S/R,P) — H*(S/R,U)

— Br(S/R) — H'(S/R, P) — H*(S/R,U)
apresentada em [6]. Para isso, vamos mostrar que no caso de uma ex-
tensao galoisiana 7' de R com grupo de Galois G, temos H"(T/R, F) ~
H"(G, F(T).

Novamente, seja F' um funtor covariante da categoria de R-algebras co-

mutativas para a categoria de grupos abelianos. Se J é um conjunto finito,

seja S; uma R-algebra comutativa, para cada j € J. Assim, as projecoes

pl@SJ%Sl

jeJ

determinam homomorfismos F(p;) : F (@ e Sj) — F'(S;), que por sua vez

dao origem a um homomorfismo
QOJF(@S]>—)@F(S])
jed jed
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definido por
(ps)(x) =Y F(pi)(x)
ieJ
para x € F (@ ieJ Sj). Aqui vemos um elemento do produto direto como
uma funcao do conjunto de indices. Dizemos que F' é um funtor aditivo se
o homomorfismo ¢; acima é um isomorfismo, qualquer que seja o conjunto
finito J.

Agora, tomemos S extensao galoisiana de R com grupo de Galois G e F
um funtor aditivo. Seja J o produto cartesiano G" =G x --- x G, e S; = 5,
para todo j € J; além disso, denotemos P, ; F'(S;) por Ef.

Observe que EJ: ¢ o conjunto de todas as fungoes de n variaveis de G,
que sao representadas no indice j, em F'(S). Dessa forma, sdo exatamente
os grupos C"(G, F(S)), grupo das n-cocadeias de G em F(S).

Escrevendo ¢; como ¢, obtemos o isomorfismo ¢, : F(E") — E}. O
homomorfismo de R-algebras 6; : E™ — E™"! d4 origem a um homomorfismo
0;r : B} — Bt tal que 0,41 F(0;) = 0; pip,. Além disso, 0; p é definido de

forma explicita pela formula

o1f(02y .y Ons1) para i =0
(Oirf)(o1,. . on1) = f(o1,...,0i041,...,0041) paral<i<n
flo1,...,00) parai=mn+ 1

Assim, se definimos 6" : B — ER! por 6" = 327 (—1)%0; , temos que os
grupos abelianos E7%, junto com os homomorfismos 0", formam a cocadeia
complexa C'(G, F'(S)) do grupo G com coeficientes no G-médulo F'(S), como

na construgao da pagina 74:

_ 6n—1 o
s Bt s ER Ss B

Definigao 3.2.2. Sejam C = {G,§'} e C' = {H*, A"} duas cocadeias comple-
xas. Um homomorfismo de cocadeias complexas f : C — C’ é uma sequéncia
de homomorfismos de grupos f™: G" — H" que satisfaz A" f" = f*15" de

forma que o diagrama abaixo é comutativo, para todo n > 0.
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ar O, grht L
o
P

\
7

n
N

\
7

Caso f" : G™ — H™ seja um isomorfismo para todo n > 0, temos que f é

um isomorfismo de cocadeias complexas.

Teorema 3.2.3. Sejam F um funtor aditivo da categoria de R-dlgebras co-
mutativas para a categoria de grupos abelianos e S extensao galoisiana de
R com grupo de Galois G. Entao C(S/R,F) ~ C(G, F(S)) como cocadeias
complezas, e H"(S/R, F) ~ H"(G, F(S)), para n > 0.

Demonstra¢ao. Como h,, sao isomorfismos, assim como ¢,,, a demonstracao
segue dos isomorfismos h, g : F(S™) — E% definidos por h, r = ¢, F(hy,).
Assim, temos que 6;h, = h,1€; e pela construcao dos paragrafos anteri-
ores, O, phpp = hnt1rF(g;), e portanto 6"h, p = h,41 pA", a partir das

defini¢oes. Lembrando que E} = C™(G, F(S)), temos os isomorfismos. [

O diagrama a seguir ilustra a construgao até aqui. As cocadeias complexas
correspondem a primeira e a terceira coluna do diagrama, e a segunda coluna

a composicao hy, p = ppF(hy,).
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Sejam A, B R-algebras comutativas, e seja F' um funtor. A composicao
dos homomorfismos induzidos pelas projecoes ps e pg e inclusoes iy e ip de
AeBem A® B

F(A® B) — F(A) @ F(B)
dada por = — (F(pa)(x), F(pg)(x)) e
F(A)® F(B) — F(A® B)
dado por (z,y) — F(ia)(z) + F(ig)(y) para um x € F'(A @ B) resulta em

x> F(ia)(F(pa)(@)) + F(ip)(F(ps)(x)).

Disto segue que se F(iq0pa+ipgoppg) = F(isopa)+ F(ig o pp) entao

F(ia)(F(pa)(z)) + F(is)(F(ps)(z))
= (F(ia) o F(pa))(x) + (F(i) o F(ps))(z)
F(ia o pa)(z)+ F(ip o pp)(7)
= (F(iaopa) + F(ip o pp))(x)
F((iaopa) + (ip o pp))(x)
F(idags) () = idpaes) (z) = ,
ou seja, a aplicagao x — (F(pa)(z), F(pp)(x)) é um isomorfismo. Assim,
F(A® B) ~ F(A) @ F(B), o que implica que, para um conjunto finito de

indices J,

*

P ru;) ~F (@ A,-)

jeJ jeJ
e portanto F' é aditivo. Isto nos mostra que para verificar se um funtor F' é
aditivo, é suficiente verificar a igualdade F(igopa+igopg) = F(iaopa) +
F(ip opp), para quaisquer A, B R-algebras comutativas.

Sejam agora U e P os funtores covariantes da categoria de R-algebras
comutativas para a categoria de grupos abelianos definidos a seguir: seja T’
uma R-dlgebra comutativa, U(T') é o grupo multiplicativo dos elementos in-
vertiveis de T', e P(T') é o grupo de T-médulos projetivos finitamente gerados

de posto 1.
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Lema 3.2.4. Seguindo as notagoes acima, o funtor U € aditivo.

Demonstra¢ao. Como um morfismo f : S — T na categoria R-algebras co-
mutativas satisfaz f(s-t) = f(s) - f(t), para quaisquer s,t € s, temos que
fluesy : U(S) = U(T) é um morfismo de grupos abelianos. Portanto defini-
mos, dado f : S — T um morfismo da categoria de R-algebras comutativas,

U(f) = flues)- Dessa forma, é claro que
Ulis o ps) + Ulir o pr) = is o ps +ir o pr = U(is o ps + it o pr).
Logo, U é um funtor aditivo. m

Bourbaki constrdi o grupo abeliano P(7T) dos T-médulos projetivos fini-
tamente gerados de posto 1 em [5; 11,§5.4.]. Este é um grupo abeliano com
a operacdo de produto tensorial, com elemento neutro 7' e, dado M € P(T),
o inverso 6 M = M~, onde M* = Homy (M, T). Vamos mostrar que P é
um funtor aditivo.

Sejam S, T R-dlgebras comutativas. Entao, dado um homomorfismo f :
S — T, temos que T é um S-médulo (em particular, uma S-dlgebra) com
agao s -t = f(s)t. Desta forma, um S-médulo M pode ser associado ao
T-médulo T'®g M = My, onde t'(t®@m) = t't @ m. Note que a aplicagao que
leva M +— My satisfaz My @7 Np = (M ®g N)r para quaisquer S-médulos
M, N. Desta forma, temos que este é um homomorfismo de grupos entre
P(S)e P(T).

Lema 3.2.5. Seguindo as notagoes acima, o funtor P € aditivo.
Demonstracdao. Para mostar que o funtor P é aditivo, vamos mostrar que
p:P(SeT)— P(S)® P(T)

dado por (M) = P(ps)(M) + P(pr)(M), onde ps : S®T — S e pr :
S@®T — T sao as projecoes candnicas e P(pgs)(M) = Mg (analogamente

para P(pr)), é um isomorfismo. Note que, como pg e pr sdo homomorfismos
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de S® T em S e T respectivamente, P(pg) e P(pr) sdao homomorfismos de
grupos abelianos entre P(S @ T) e P(S) ou P(T). Assim,

p(M ®@sar N) = P(ps)(M ®ser N) + (P(pr)(M ®ser N)
P(ps)(M) @s P(ps)(N)) + (P(pr)(M) @7 P(pr)(N)
(ps)
)

P(ps)(M) + P(pr)(M) * P(ps)(N) + P(pr)(N)
(M

*p(N)

Assim, basta verificar se o homomorfismo ¢ é uma bije¢ao. Sejam M € P(S5)
e N € P(T). Podemos ver S e T como S @& T-médulos, com agao dada por
(s +t)s' = ss' e (s+t)t’ = tt’. Da mesma forma para os médulos M e N.
Vamos mostrar que (M @& N) = M + N.

p(M @& N) = P(ps)(M & N) + P(pr)(M & N)
=S Qser (MBN)+T Qsqer (M & N)
= ((S ®ser M) @ (S ®@ser N)) + (T @ser M) © (T @sar N))

Neste caso, dado qualquer s @ n € S ®ger N, que s®@n = 1(s+0) ®@n =
1®(s+0)n=1®0=0. De forma semelhante, temos que T' ®ggr S =0, e
obtemos

(MBS N)=85®ser M +T Rsar N,

mas S Qsar M ~ M e T ®@ggr N ~ N. Portanto, o(M & N) = M + N e
este é um epimorfismo.

Para verificar a injetividade, tomemos dois S & T-médulos M, N. Entao

p(M) = o(N)
P(ps)(M) + P(pr)(M) = P(ps)(N) + P(pr)(N)
Mg+ My = Ng+ Np

e portanto, Mg >~ Ng como S-médulos, e My ~ N como T-médulos. Logo,

M >~ N como S & T-modulos e ¢ é injetivo. m

Assim, obtemos o corolério a seguir, que é o principal resultado de [7].
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Corolario 3.2.6. Seja S extensdao galoisiana de R com grupo de Galois G.

Entao existe uma sequéncia exata

0— HYG,U(S)) = P(R) — H°(G, P(S)) = H*G,U(S))
— Br(S/R) — H (G, P(S)) — H*(G,U(S))

onde Br(S/R) € o grupo de Brauer das R-dlgebras de Azumaya fatoradas
por S.

Demonstracao. A partir do Teorema 2.2.4, temos que S é um R-moédulo

projetivo finitamente gerado e, portanto, a sequéncia (3.8), a lembrar

0— H'(S/R,U) -P(R) — H°(S/R, P) — H*(S/R,U)
— Br(S/R) — H'(S/R, P) — H*(S/R,U)

é exata [6; Theorem 7.6.]. Ainda, pelos Lemas 3.2.4 e 3.2.5, os funtores U
e P sao aditivos. Pelo Teorema 3.2.3, temos H"(S/R,U) ~ H"(G,U(S)) e
H™(S/R, P) ~ H*(G, P(S)). Assim segue o resultado. O

Dois teoremas apresentados por Auslander e Goldman em [4] sao con-
sequéncias diretas do Corolario 3.2.6, e generalizam o Teorema 90 de Hilbert
e o isomorfismo entre o segundo grupo de cohomologia e o grupo de Brauer,
resultados ja conhecidos para corpos. Mais uma vez, sejam S extensao ga-

loisiana de R com grupo de Galois G. Entao:

Corolario 3.2.7. [/; Theorem A.9.] Se todo R-mddulo projetivo finitamente
gerado de posto 1 € livre, entao H'(G,U(S)) = 0.

Demonstracdo. Suponha que todo R-moédulo projetivo finitamente gerado
de posto 1 é livre. Logo temos que P(R), o grupo abeliano dos R-mdédulos
projetivos finitamente gerados de posto 1, é trivial, pois sao todos isomorfos a
R'. Portanto a sequéncia 0 — H'(G,U(S)) — 0 implica que H'(G,U(S)) =
0. O
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Corolario 3.2.8. [4; Theorem A.15.] Suponha que todo S-mddulo projetivo

finitamente gerado de posto 1 € livre. Entdo, a sequéncia
0 — H*(G,U(S)) = Br(R) — Br(S)

€ exata.

Demonstracao. Suponha que todo S-mddulo projetivo finitamente gerado de
posto 1 é livre. Logo, temos que P(S) ¢ trivial, pois sdo todos isomorfos a S*.
Portanto, os grupos de cohomologia H°(G, P(S)) e H*(G, P(S)) sao triviais
e implicam, pelo Coroldrio 3.2.6, a sequéncia exata 0 — H?(G,U(S)) —
Br(S/R) — 0, de onde segue o isomorfismo H*(G,U(S)) ~ Br(S/R).

Por outro lado, a sequéncia
0 — Br(S/R) < Br(R) & Br(S)

é exata, uma vez que Br(S/R) é o nicleo da aplicagao f : Br(R) — Br(S).
Logo segue o resultado.
[
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