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RESUMO

Este trabalho utiliza um modelo proposto [Souza Mendes, et al. 2011] para materiais elasto-
viscoplasticos a fim de analisar escoamentos inerciais dentro de uma cavidade dirigida na
parte superior. O modelo mecanico empregado é constituido pelas equacdes de conservagao
de massa e pelo principio da quantidade de movimento linear acoplado a equagdo constitutiva.
A equacao constitutiva é uma versao modificada do modelo viscoelastico Oldroyd-B em que
os termos de viscosidade, tempo de relaxacdo e de retardacdo dependem do nivel de estrutura
do material. A solugdo é obtida numericamente usando uma aproximac¢ao numeérica através da
formulacdo trés-campos de Galerkin minimos quadrados, proposta por Behr [et al. 1993], em
termos do tensor de tensao extra, do campo pressao e do vetor velocidade. O desempenho da
equacdo constitutiva, os efeitos combinados de inércia, elasticidade e viscoplasticidade sdo
analisados. Os resultados se concentram na determinacdo das regides aparentemente escoadas,
aparentemente nao escoadas e a posicao do vortice para uma grande variedade de nimero de
Reynolds (variacio da inércia), dos efeitos elasticos e do efeito da cinemética ( U™ ),
revelando efeitos marcantes desses parametros no campo de escoamento e os resultados
indicam que o padrdo do escoamento é fortemente influenciado por esses parametros. Os
resultados numéricos evidenciaram uma influéncia significativa da elasticidade, tensdao de
escoamento e da inércia no tamanho e na localizacdo das regidoes aparentemente nao escoadas,
sendo que a elasticidade causa assimetria das regides do escoamento, a tensao de escoamento

altera o tamanho dessas regides e a inércia carrega suas posigoes.

Palavras-chave: Fluido viscoplastic; Modelo elasto-viscoplastico; Cavidade dirigida;

Formulacdo trés-campos de Galerkin minimos quadrados; Efeitos inerciais.
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ABSTRACT

This work uses proposed model [Souza Mendes, et al. 2011] for elasto-viscoplastic materials
to analyze inertia flows inside a lid-driven cavity. The mechanical model used is made up of
mass and momentum balance equations, coupled with the constitutive equation. The
constitutive equation is a modified version of the viscoelastic Oldroyd-B model in which the
viscosity, relaxation and retardation times depend on the material structuring level. The
solution is obtained numerically using a three-field Galerkin least-squares-like formulation
proposed by Behr [et al. 1993], in terms of extra- stress, pressure and velocity. The
performance of the constitutive equation and the combined effects of inertia, elasticity and
viscoplasticity are analyzed. Results focus on the determination of the yielded and unyielded
regions for a wide range Reynolds number, elastics effects and kinematic effect, revealing
striking effects of these parameters on the flow field and the results indicate that the flow
pattern is strongly influenced by this parameters. The numerical results showed a significant
influence of elasticity, yield stress and inertia on the size and location of regions that are
apparently not regions, and the elasticity causes asymmetry of the flow regions, the yield

stress alters the size of these regions and the inertia load your positions.

Keywords: Viscoplastic fluid; Elasto-viscoplastic model; Lid-driven cavity; Three-field

Galerkin least-squares-like formulation; Inertial effects.
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1 INTRODUCAO

Podemos classificar os fluidos em duas formas diferentes: ou de acordo com a sua
resposta a pressao aplicada exteriormente ou de acordo com os efeitos produzidos sob a acdo
de uma tensdo de cisalhamento. Nesse trabalho, o enfoque sera sobre a resposta a uma tensao
de cisalhamento.

Os fluidos elasto-viscoplasticos sdo materiais estruturados que exibem um
comportamento complexo ndao-Newtoniano que esta relacionado ao seu estado de estrutura, o
que, por sua vez, depende do nivel de tensdao aplicado a ele. Abaixo de um certo limite de
tensdo, chamado de tensdo de escoamento, o material é altamente estruturado, com altos
niveis de elasticidade e viscosidade. Esta regido pode ser chamada de regido aparentemente
ndo escoada. Quando submetido a niveis de tensdo acima do valor de escoamento, o material
sofre uma ruptura que a leva a um comportamento semelhante ao fluido onde a viscosidade
decai em ordem de magnitude e a sua elasticidade tende a desaparecer e essas regides sao
chamadas de regides aparentemente escoadas. Experimentos recentes apresentam alguns
dados que mostram alguns efeitos elasticos em escoamentos de liquidos viscoplasticos [de
Souza Mendes, et al. 2007, Sikorski, et al. 2009]. Esta classe de material esta presente em
varios setores industriais importantes, como petroleo, produtos alimenticios e cosméticos.
Portanto, a modelagem do seu complexo comportamento mecanico ndo linear é de extrema
relevancia industrial para a previsdo e compreensao dos diferentes processos a que estdo
sujeitos.

Neste trabalho sdao obtidos os resultados numeéricos de escoamentos inerciais de
fluidos elasto-viscoplasticos dentro de uma cavidade dirigida na sua parte superior e é
apresentada uma discussao sobre a inércia, as contribuicoes elasticas e viscosas para o padrao
do escoamento. Em um trabalho anterior, Martins e Furtado G.M, et al. 2013 analisaram o
desempenho de um fluido elasto-viscoplastico no problema da cavidade dirigida na sua parte
superior.

A equacdo constitutiva utilizada neste trabalho é uma modificacdo da equacdo
Oldroyd-B, em que considera a elasticidade abaixo da tensdo de escoamento e um
comportamento pseudoplastico acima da tensdo de escoamento. Esta equacdo foi usada
anteriormente em Nassar, et al. 2011 para analisar os escoamentos axissimétricos de uma

expansao-contracdo abrupta de fluidos elasto-viscoplasticos, com bons resultados qualitativos.



No entanto, o modelo empregado ndo considera a estrutura do fluido e ndo foi testado
em escoamentos simples. Mais recentemente, uma nova e mais confiavel equacao constitutiva
do tipo Oldroyd-B foi proposta [de Souza Mendes, et al. 2011]. Uma caracteristica importante
desta equacdo é que também é capaz de prever o comportamento tixotropico dos fluidos, uma
caracteristica que pode estar presente em muitos materiais viscoplasticos. Este modelo é mais
representativo que o usado em Martins e Furtado G.M, et al. 2013 e Nassar, et al. 2011, uma
vez que envolve a determinacdo de um parametro de estrutura para descrever a microestrutura
do fluido. Este parametro é avaliado com o auxilio de uma equacdo adicional (hiperbolica)
que deve ser resolvida juntamente com as equacOes de conservacao e com a equacao
constitutiva.

Estudos de escoamentos com fluido viscoplastico foram realizados na literatura
usando trés abordagens diferentes dependendo do comportamento mecanico do fluido, isto &,
se a elasticidade e a tixotropia desempenham um papel ou ndo. O mais simples é quando nem
a elasticidade e nem a tixotropia estdo presentes. Neste caso, o fluido é modelado como
puramente viscoso, usando a equacao constitutiva do Fluido Newtoniano Generalizado. A
funcdo viscosidade é dada por equacdes especificas como as de Bingham ou Herschel-
Bulkley, ou suas versoes regularizadas (por exemplo, [Papanastasiou, et al. 1987], [Bercovier
e Engelman, et al. 1980] ou [de Souza Mendes e Dutra, et al. 2004]). Esses modelos foram
utilizados para analisar escoamentos sem inércia em diferentes geometrias, com foco no
comportamento do padrdo resultante do escoamento, o coeficiente de arrasto em sélidos ou a
queda de pressdo através de canais (por exemplo, [Alexandrou, et al. 2001], [Alexandrou, et al
e Dugc, et al. 2001], [Besses, et al. 2003], [burgos e Alexandrou, et al. 1999], [Burgos, et al.
1999], [Mitsoulis, et al. 2006], [Naccache e Barbosa, et al. 2007], [Mitsoulis, et al. 1993],
[Hammad, et al. 2001], [Liu, et al. 2002], [Zisis e Mitsoulis, et al. 2002] e [Roquet e Saramito,
et al. 2003]).

A segunda abordagem leva em consideracdo a tixotropia. Os fluidos tixotropicos
podem ser definidos como os que apresentam “diminui¢ao continua da viscosidade com o
tempo quando o escoamento é aplicado a uma amostra que foi colocada previamente em
repouso e a sua subsequente recuperacao da viscosidade no momento em que o escoamento €é

interrompido” [Mewis e Wagner, et al. 2009].



Esse comportamento pode ser entendido com base em uma microestrutura que
depende do histérico de cisalhamento no escoamento que pode ser quebrado quando
submetido a certa quantidade de tensdao — o que significa que um fluido tixotropico tem
sempre um comportamento viscoplastico. Na literatura existem diferentes tipos de modelos
para descrever esse comportamento complexo, mas nao ha muitos dados e validagao
disponiveis. Comentarios de tixotropia foram realizados por Barnes, et al. 1997, Mewis, et al.,
1979, Mewis e Wagner, et al., 2009, e mais tarde por de Souza Mendes e Thompson, et al.
2012. Independentemente de toda a teoria e discussao, todos os autores concordam que a
caracterizacdo e modelagem de fluidos tixotropicos em escoamentos complexos ainda é um
desafio.

A terceira abordagem leva em consideracdo o fato de que os fluidos viscoelasticos
apresentam elasticidades nas regides aparentemente nao escoadas. O comportamento elastico
dos fluidos viscoplasticos nessas regides é observado experimentalmente em varios trabalhos.
A elasticidade em solucdoes de Carbopol é observada nos experimentos realizados por
Sikorski, et al., 2009 para analisar o aumento de bolhas de ar através do fluido. Esse
comportamento também é observado [de Souza Mendes, et al., 2007] no escoamento através
de expansdo axissimétrica seguida por contracdo. Um padrao de escoamento nao simétrico foi
observado na cavidade, provavelmente devido a elasticidade. Poucos trabalhos estdao
disponiveis na literatura que tratam a modelagem do comportamento do fluido elasto-
viscoplastico. Saramito, et al., 2007 apresentou um novo modelo tridimensional para a elasto-
viscoplasticidade com base nos modelos de fluidos de Bingham e Oldroyd-B, obtendo
resultados relevantes no estudo de escoamentos simples. Sofou, et al., 2008 obteve
experimentalmente a reologia da massa de pao e empregaram duas equacdes para modelar o
fluido: a equacdo viscoelastica de Herschel-Bunkley, a tensdo de cisalhamento e o
comportamento pseudoplastico da massa da farinha e o modelo K-BKZ com tensdo de
cisalhamento para representar a relaxacdo da tensdo e a natureza viscoelastica do material.
Nassar, et al.,, 2011 empregou modelos elasto-viscoplasticos para simular um escoamento
axissimétrico de uma expansdo-contracao, comparando os resultados com os dados
experimentais da literatura. As regides aparentemente escoadas sdo simétricas para o caso
puramente viscoso. No entanto, quando a elasticidade é incorporada, as regidoes aparentemente

escoadas tornam-se ndo simétricas — uma tendéncia que tem concordancia qualitativa com os



resultados encontrados na literatura. Martins R. R. e Furtado G. M., et al., 2013 usaram a
mesma equacao no problema da cavidade dirigida na parte superior, com bons resultados
qualitativos, pois se aproximaram dos encontrados por Nassar, et al., 2011.

Neste trabalho, obteve-se solucdes numéricas das equacdes de conservacao e
governamental usando uma formulacdo de trés campos de Galerkin minimos quadrados
(GLS) [Behr, et al., 1993], que leva em consideracdo os campos de velocidade, pressao e
tensdo-extra como variaveis primais. Esta formulagdo pode ser vista como uma extensdo —
para o caso elasto-viscoplastico sujeito a shear-thinning dos tempos de relaxagdo e
retardamento, e da funcdo viscoplastica SMD [Souza Mendes, et al., 2007] — da formulagao
proposta em [Behr, et al.,, 1993], para fluidos de viscosidade constante. Com a adicao de
termos malha-dependentes as equagdes governantes, essa formulacdao consegue capturar os
efeitos elasticos e viscosos presentes no modelo.

O objetivo geral do trabalho é investigar os resultados numéricos de escoamentos de
fluidos elasto-viscoplasticos com o acréscimo do efeito inercial na equacao do principio da
quantidade de movimento, a fim de analisar os efeitos desse acréscimo na topologia do padrao
do escoamento, juntamente com a sua elasticidade (prevendo elasticidade nas regides

aparentemente ndo escoadas) e viscosidade em uma cavidade dirigida na parte superior.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O fluido ndo-Newtoniano se caracteriza principalmente por a tensdao nao ser
proporcional a taxa de deformacao, isto é, a sua viscosidade ndo é constante; este conceito é
basico, porém o escoamento de fluidos ndo-Newtonianos é um assunto muito abrangente e
ainda esta sendo discutido na literatura.

Bercorvier et al., 1980, propuseram uma equacgdo regularizada para o modelo de
Bingham, para contornar o problema da modelagem numeérica da viscosidade infinita para
taxas de deformacdo nulas, no qual eles mostraram que as regides escoadas aumentam a
medida que o parametro de regularizacdo cresce. Entdo, a localizacdo das superficies de
escoamento é uma funcdo do valor escolhido para o parametro de regularizagao.

Papanastasiou et al.,, 1987, contribuiram para o chamado modelo regularizado de
viscoplasticidade, propondo uma funcdo analitica e continua para a tensdo cisalhante em
termos da taxa de deformacao, a qual é valida para todo o dominio do fluido.

Barnes et al., 1999, realizaram uma revisdo sobre materiais com tensao de escoamento,
na qual afirmam que a propriedade tensdao de escoamento ndo existe. Os autores apresentaram
curvas de materiais viscoplasticos, mostrando a existéncia de escoamento abaixo da tensao de
escoamento, o que contradiz a definicdo do termo. Portanto, considera-se que a tensdo de
escoamento é o nivel de tensdo para o qual ocorre mudanca severa na microestrutura do
material e, consequentemente, mudanca na sua viscosidade.

De Souza Mendes et al.,, 2004, prop6s uma nova fungdo viscosidade para alta
pseudoplasticidade, que é uma funcdo continua e apresenta um platdé de viscosidade para
baixas taxas de cisalhamento, seguida por queda acentuada da viscosidade em um valor limite
de cisalhamento (tensdo de escoamento), e uma regido power-law posterior. Esta equacao foi
ajustada de acordo com os dados de uma solugcdao aquosa de Carbopol em duas concentragoes
diferentes, um fluido de perfuracdo, uma emulsdo de dgua/6leo, uma maionese comercial e
uma formulacdo de revestimento de papel.

De Souza Mendes et al., 2007, propos uma alternativa para a escolha das grandezas
caracteristicas para ser empregada na adimensionalizacdo das equacdes governantes nos
problemas de escoamento de fluidos ndo-Newtonianos. O procedimento usual de
adimensionalizacdo gera os conhecidos grupos adimensionais, tais como, numero de

Reynolds, nimero de Deborah ou Weissenberg, niimero de Carreau, niimero de Bingham e o



numero de capilaridade. Os grupos que apresentam propriedades reoldgicas adimensionais
envolvem quantidades de escoamento, como a velocidade caracteristica e a taxa de
deformacdo. Nesse procedimento alternativo, os grupos reologicos adimensionais resultantes
sao propriedades reoldgicas sem dimensao e, assim, permanecem fixos para um determinado
material que se escoa. Além disso, observou-se que cada conjunto de valores dessas
propriedades reologicas adimensionais define uma classe de materiais reologicamente
equivalentes. O procedimento de adimensionalizagdo proposto é fisicamente mais solido e
torna mais simples tanto na aplicacdao dos resultados adimensionais como as situacoes de
engenharia e as comparacoes entre resultados numéricos e experimentais em investigacao
cientificas. Os experimentos de visualizacao foram feitos com solucdes aquosas de Carbopol
em diferentes concentracoes e a observacdo das zonas aparentemente ndo escoadas e
escoantes foi realizada para diferentes combinacdes dos parametros governantes.

De Souza Mendes et al., 2009, propuseram um modelo viscoelastico de Maxwell, no
qual é constituido de duas equacoes diferenciais, uma para a tensao e outra para o0 parametro
de estrutura do material.

Nassar et al., 2011, propuseram uma equagao constitutiva para o modelo elasto-
viscoplastico com base no modelo Oldroyd-B com o objetivo de substituir o valor da
viscosidade, do tempo de relaxacao e retardacao para expressoes que sao funcdes da taxa de
deformacdo. Como resultado, analisaram as superficies de escoamento em uma expansao-
contracao.

De Souza Mendes et al., 2011, apresentaram algumas modificagdes com relacdo ao
trabalho de 2009, como o surgimento de um tempo de retardo na equacdo da tensdo, dando
origem a uma equacao diferencial, em particular, sendo o modelo Oldroyd-B modificado, em
que os tempos de retardo e de relaxacdo, bem como a viscosidade viscoplastica sdo
modificadas de modo a acompanhar a dependéncia das mudangas da microestrutura do
material.

De Souza Mendes e Thompson. R.L, 2012, revisaram a modelagem tixotrépica, com
énfase particular em modelos onde a tensdao de escoamento do material possui elasticidade.
Avaliaram as vantagens e desvantagens algébrica em comparacdo com as equagoes
diferenciais de tensdao. O fenomeno tixotropico é descrito como um sistema dinamico, cujo
local de equilibrio é a curva de escoamento, onde enfatizaram a importancia do uso dessa

curva como entrada do modelo. Diferentes formas para a equacdo de evolugcdo para o



parametro de estrutura foram analisadas, com o cuidado de garantir uma descri¢ao verdadeira
do fenémeno tixotrépico.

Dos Santos et al., 2013, analisaram um escoamento incompressivel elasto-
viscoplastico em uma expansdo-contracdo planar. A deformacdo elastica é maxima ao longo
das superficies escoadas. Ja o efeito da viscoplasticidade foi analisado alterando a velocidade
adimensional de entrada, U*; com velocidades de entrada muito baixas, as regides
aparentemente ndo escoadas tomam a maior parte do dominio. Entretanto, com o aumento da

velocidade, essas regides reduzem de tamanho, como esperado. O efeito da inércia foi

examinado alterando a massa especifica adimensional, p~ , no qual mostrou-se que a inércia
ndo altera significamente o tamanho das regioes aparentemente ndo escoadas, mas desloca a
posicdo das superficies escoadas da cavidade no sentido oposto ao deslocamento causado pela
deformacado elastica.

Hermany L e Dos Santos et al., 2013, analisaram o efeito da inércia no escoamento de
fluido viscoplastico através de uma expansdao seguida de uma contracdo. A topologia das
superficies de escoamento é fortemente afetada pela intensidade do escoamento e pela inércia
e a simetria é perdida para altos valores de inércia.

Martins R.R, Furtado G.M e Dos Santos et, al., 2013, analisaram um escoamento
elasto-viscoplastico incompressivel em uma cavidade cuja velocidade é dirigida na tampa.
Utilizaram o modelo do Nassar et al., 2011 com o objetivo de analisar os efeitos elasticos e
viscosos na topologia das regides escoadas. Para isso, utilizaram o método de elementos
finitos com a aproximacdo de Glaerkin Minimos Quadrados (GLS). Os resultados mostraram
que as superficies escoadas sdo fortemente influenciadas pela interacdo entre os efeitos
elasticos e viscosos de acordo com a visualizacdo experimental do escoamento elasto-
viscoplastico.

Furtado G.M e Frey S., 2019, analisaram os efeitos elasticos e viscosos em uma
cavidade com um escoamento elasto-viscoplastico tixotropico sem a presenca dos efeitos
inerciais e obtiveram bons resultados quando comparados com a literatura, pois observou-se
que tanto os efeitos eldsticos quanto os viscosos sdo altamente influenciados pelo aumento da
intensidade do escoamento (variagdo da velocidade), visto que mais regioes dentro da
geometria vao passar do valor limite da tensdo de cisalhamento para se deformar porque

quanto maior a velocidade, maior o valor da tensdo de cisalhamento.



De acordo com o trabalho publicado por Martins R.R, Furtado G.M e Dos Santos et,
al., 2013, as equacoes do tempo de relaxacdo e de retardo do material, que foram proposta por
Nassar et al., 2011, ndo sdo fisicamente reais, pois elas foram um ajuste de curvas para dosar a
elasticidade nas zonas aparentemente nao escoadas. Por outro lado, nesta tese, tanto a equagao
do tempo de relaxacdo e do retardo do material sdo expressamente funcdes da reologia do

material, logo elas sdo fisicamente reais.



3 MODELAGEM MECANICA

Para o estudo completo de qualquer comportamento material é necessaria a solucao
das equagoes que representam as leis fisicas, pois qualquer escoamento tem que satisfazer
essas leis.

O modelo mecanico para o modelo em analise é constituido pela lei da conservacao de
massa, pelo principio da quantidade de movimento juntamente com a equagao constitutiva de
fluidos elasto-viscoplastico tixotrépico proposta recentemente [de Souza Mendes, et al. 2011].

Neste trabalho, foram empregadas as tradicionais equagdes da conservacao de massa e
o principio da quantidade de movimento, onde as grandezas e operadores diferenciais destas
equacoes sdo descritos espacialmente, ou seja, sdo fungdes que, para um dado instante de
tempo, ocupam a posicdo espacial de uma particula fluida ao longo de sua trajetéria. Por
simplicidade e clareza, entretanto sem perda de generalidade, esta descricio é omitida ao

longo deste Capitulo.
3.1 Conservacao de Massa

Este principio postula que “a vazao massica liquida que entra em um volume fluido
é igual a taxa de variagdo com o tempo da massa no seu interior”. Assim, este principio

pode Ser expresso matematicamente por:

da
dt

L P(x,t)dQ=0 3.1)
Para chegarmos, a partir da Equacdo.(3.1), na forma Euleriana da Equacao da Continuidade é
necessario estar de posse do Teorema do Transporte de Reynolds e do Teorema da
Divergéncia. Logo, temos que o Teorema de Reynolds acerta que: Seja . um campo
espacial suficientemente regular e assumindo que . seja a valor escalar ou vetorial. Entdo,

para um dado volume <=< e em um dado instante de tempo t, tem-se:

%fg(bdQ:an—q;dngrq)u.ndF em Q (3.2)
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Para provarmos o Teorema do Transporte de Reynolds, consideramos seu dominio de

referéncia, Q. , o qual é independe do tempo ((0) = Q.), pois desta forma podemos aplicar

roo

operacoes de diferenciacdo e integracao. Desta forma, obtém-se:

d
EIQ¢(x,t)d§2:fg%¢(x,t)d9+fr¢(x,t)u(x,t).ndr (3.3)
A prova se da para ¢ escalar e é estendida para ¢ vetorial,

d d d . S
EIQ ¢dQ:EIQV (pdethQr:fg E(q)detF)er:f [pdet F+¢det F]dQ, (3.4)

Q
mas, como det F=tr Vu.det F , assim:
%IQgbdQ:er[gbdetFﬂptrVudetF]er (3.5)
Agora, colocando det F em evidéncia e sabendo que trVu=divu ,
%fg pdQ=[_ [p+pdivuldet FdQ=[_[p+pdivuldQ (3.6)

Para a forma vetorial assumimos na Equacao 3.6 a identidade, [maiores detalhes em Girtin,
1981]:

¢+¢dv=aa—q:+div(¢v) (3.7)

Desta forma substituindo a (Equacdo 3.7) na (Equagdo 3.6) e aplicando o teorema de Stokes
Equacao A10.11, temos:

d—fg ¢(x,t)dgz:fg[¢+¢divu]d9:fga—¢dg+fg div(gv)dQ
dt t (3.8)

d )
d—tjg ¢(x,t)d9—f9§d9+_[rfﬁu.ndl“

Fazendo ¢=p na Equacado 3.3 e o Teorema da Divergéncia (Anexo), [Truesdell e Toupin,

1960; Billington e Tate, 1981],

%J‘Q o x ,t)=J'Q (o(x,t)+p(x,t)divu(x,t))dQ (3.9)
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Como ¢ ¢ uma proprieadade do fluido que estabelece o balanco de massa em

todos os pontos do material continuo, temos que o Teorema da Localizagdao (Anexo) aplicado

a Equacao 3.9 fornece,

(%):_(V,pu) (3.10)

onde, o primeiro termo desta equacdo descreve a taxa de aumento de massa por unidade de
volume e o segundo termo descreve a taxa liquida de adicao de massa por unidade de volume
por convecgao.

O vetor pu € o fluxo de massa e a sua divergéncia tem um significado simples: é a
taxa liquida de efluxo de massa por unidade de volume.

Uma forma muito importante da equagao da continuidade Equacdo 3.10) é quando a
densidade for constante, ou seja, para fluidos incompressiveis e quando o escoamento for

permanente a Equacao 3.10 torna-se:

(V.u)=0 (3.11)
onde u representa o vetor velocidade e esta equacao representa a conservacao de massa.
3.2  Principio da Quantidade de Movimento

Este principio nos diz que, a taxa liquida de quantidade de movimento que atravessa o
sistema mais a soma das for¢as de corpo agindo no sistema mais a soma das forgas de
superficies é igual a taxa de aumento da quantidade de movimento no sistema, ou seja, a taxa
de variacdo da quantidade de movimento em um volume de fluido - é igual a forca total nele

aplicada. Assim, este principio pode ser expresso matematicamente fazendo ¢=pu no

transporte de Reynolds (Equagdo 3.3) e como %J'Qp(x,t)u(x,t)dg é a massa vezes a

aceleragdo, o balango de momentum vai ser igual a esse termo igualado com o somatorio de

forcas agindo no sistema, a qual poder ser expressa pela tensdao multiplicada pela normal,

frt(x,t).n(x,t)d I' e aplicando o teorema de Green (Anexo), teorema da divergéncia
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(Anexo), hip6tese de Cauchy (Anexo) e aplicando para um fluido incompressivel e o

escoamento em regime permanente,

o(x,t)u(x,t))

—f o(x,t) (x t)dQ= L?at dQ+fQ(p(x,t)u(x,t)Xu(x,t)).n(x,t):

d
detpx .t +f div(o(x,t)u(x,t)xu(x,t))d Q= (3.12)
—f g(x,t)p(x,t) dQ+f (x,t)divo(x,t)u(x,t)+p(x,t)(Vu(x,t)u(x,t)dQ=

—fgp X,t g(x,t)+p(x,t)(Vu(x,t)) (x,t)dQ=frt(x,t).n(x,t)dF=
=J'QF(x,t)dQ+frt(n;x,t)dF

onde p é a massa especifica, T representa a superficie do volume @ , F

representa o campo de forgas totais externas e mituas e t(n;x,t) representa o tensor de

Cauchy, o qual acerta que: Seja (t(x, t), f (x, t)) um sistema de forcas de um corpo em
movimento. Entdo, a condi¢do necessdria e suficiente para que as leis de conservagdo de
momentum sejam satisfeitas é a existéncia de um campo tensorial espacial T(x, t) - chamado

tensor de Cauchy, tal que:

I — para todo vetor unitrio n(x,t) ;

t(x,t;n(x,t)=T(x,t)n(x,t) (3.13)

Il-otensor T(x,t) ésimétrico, T=T" ,

o tensor T(x,t) satisfaz a Equagdo 3.13, a qual é conhecida como a primeira lei de

Cauchy ou equacdo de movimento linear. Para obtencdo da primeira Lei de Cauchy, foram

aplicados o Teorema da Localizacdo (Anexo) para um fluido incompressivel na equagdo 3.12.

po(x,t)i(x,t)=divT (x,t)+F(x,t) (3.14)
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em que esta equacao descreve o movimento dos fluidos, bem como o movimento de qualquer

meio continuo. Escrevendo a Equacdo 3.14 de uma maneira mais comum,

d(pu)
ot

+V.(puxu)=V.T+pg (3.15)

Esta equacao constitui a forma Euleriana da equacdo da quantidade de movimento,
onde o lado esquerdo dessa equacgdo representa as forcas de inércia por unidade de volume
agindo sobre o fluido, ja o lado direito representa as forcas de contato e de corpo por unidade
de volume agindo sobre o fluido. Por outro lado, utilizando a forma Euleriana e a
substituindo na equacdo do movimento, obtemos a forma Lagrangeana da equacao da

conservacao da quantidade de movimento, dada por:

p%:div(r)mg (3.16)

O tensor T é o tensor tensdo, onde estdo armazenadas todas as tensdes de superficie
por porcao infinitesimal do fluido. Assumindo-se fluidos incompressiveis, o tensor T é
definido como:

T=—pl+z (3.17)

onde p é o campo de pressao, I é o tensor identidade e T € o tensor extra de tensdo. Sendo
assim, substituindo-se essa definicdo na equacdo da quantidade de movimento, a Equacdo

3.17 apresenta a seguinte forma:

p%Z—V p+div(t)+pg (3.18)

ou, uma melhor representacao dessa equacao,

ou.Vu=-V p+div(7)+pg (3.19)
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onde p é a massa especifica do fluido, u é o vetor velocidade e g é o vetor da forca
gravitacional. Nessa equacdo, o termo da esquerda representa o fendomeno da advecgdo, por
causa da aceleracdo da particula, isto é, é o termo das forcas de inércia; por outro lado, os

termos a direita representam as forgas de corpo e de contato agindo na particula.
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4. CLASSIFICACAO DO COMPORTAMENTO DE UM FLUIDO

Primeiramente, sobre a definicdo de um fluido. Fluidos tendem a escoar quando
interagirmos com eles. Um fluido é uma substancia que se deforma continuamente sob a
aplicacdo de uma tensao de cisalhamento (tangencial), ndo importa quao pequena ela seja. Os
fluidos compreendem as fases liquida e gasosa das formas fisicas nas quais a matéria existe. A
distincdo entre um fluido e um soélido é: um so6lido deforma-se quando uma tensdao de
cisalhamento lhe é aplicada, porém sua deformacdo ndo aumenta continuamente com o
tempo; um fluido é uma substancia incapaz de suportar tensdo de cisalhamento quando em

repouso e a sua deformacdo aumenta com o tempo, como mostrado na Figura 4.1(b).

F F
(a) Sélido ou Fluido (b) Somente Fluido

Figura 4.1 — Diferenca no comportamento de um sélido e um fluido devido a uma forga de

cisalhamento [Fox and McDonald's e P. J. Pritchard, 8° edicao, et al., 2010].

Para sabermos as caracteristicas mecanicas do comportamento de um dado material,
precisamos estudar as chamadas equagOes constitutivas, pois os parametros dessas equacdes
dependem diretamente do material analisado. As equacOes constitutivas sao descritas pela
variacdo do tensor tensdao. Logo cada material tera o seu comportamento caracterizado
diretamente pela equacado do tensor tensao.

A partir de diversas observagdes feitas por reologistas, notou-se que a lei da
viscosidade de Newton ndo descrevia com exatiddo escoamentos de varios fluidos. Com isso,
introduziu-se uma alteracdo nesta lei de Newton permitindo que a viscosidade variasse com a

taxa de deformacao, surgindo assim a ideia de fluido Newtoniano generalizado.

4.1  Definicdo de um Fluido Newtoniano

Considere uma camada fina de um fluido entre dois planos paralelos a uma distancia

“dy”, como mostrado na Figura 4.1. Agora, considerando estado estacionario, o fluido é
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submetido a um cisalhamento pela aplicacdio de uma for¢ca F como mostrado, isto sera

equilibrado por uma forca de atrito interna igual e oposta ao fluido.

F—I- ] — dv;
| :
dy —

l ;
s

Figura 4.2 — Representacao esquemadtica do fluxo de cisalhamento unidirecional [R.P.

Chhabra e J. F. Richardson, et al., 1999].

Para um fluido Newtoniano incompressivel em escoamento laminar, a tensdo de
cisalhamento resultante é igual ao produto da taxa de deformagdo pela viscosidade do fluido.
Neste caso simples, a taxa de deformacdo pode ser expressa pelo gradiente de velocidade na

direcdo perpendicular a da forca de cisalhamento, isto é,

F_ du_ .
Z_rxy_ E_Aquy (41)

Considerando o equilibrio de uma camada de fluido, pode-se ver facilmente em
qualquer plano de cisalhamento que existem duas tensdes de cisalhamento iguais e opostas —
uma positiva no fluido em movimento lento e outra negativa na camada fluida em movimento
mais acelerado. Pode-se ver também a situacdo de um ponto de vista diferente como: para um

fluido incompressivel de densidade p , a Equacdo 4.1 pode ser escrita como:
u d
T, =5~ (ou) (4.2)

A quantidade pu é o momento na direcdo x por unidade de volume do fluido.
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A constante de proporcionalidade, u (ou arelacdo entre a tensdao de cisalhamento e a
taxa de deformacdo) que é chamada de viscosidade Newtoniana é, por definicao,

independente da taxa de deformagdo (y,,) ou tensdo de cisalhamento (7z,,) e depende

xy
apenas do seu material e da sua temperatura e pressao. O grafico da tensdo de cisalhamento
versus a taxa de deformacdo para um fluido Newtoniano, a chamada “curva de escoamento”

u , passando através da origem; a

)

ou “reograma” é portanto, uma linha reta com inclinagao,
simples constante, u , portanto caracteriza completamente o escoamento de um fluido
Newtoniano a uma dada temperatura e pressao. Gases, liquidos organicos simples, solugoes
de sais inorganicos de baixo peso molecular, metais fundidos e sais sdo todos fluidos
Newtonianos. A Figura 4.3 mostra o comportamento de um fluido Newtoniano de um 6leo de

cozinha e um xarope de milho.

0 10 20 30 40 50 &0 70 80

T T T T T T T T 550
o Hleo de cozinha [T=294 K)

100 | = Xarope de milhe (T=297 K| — 500
a0 —450
BO— —400

Viscosidade
70 - 350
gl
60— —{300
50— —{ 250
40— — 200
30— —150
20 - Viscosidade 100
10— 50
o 1 1 1 0

o] 400 800 1200

Figura 4.3 — Tensdo de cisalhamento versus taxa de deformacdo [R.P. Chhabra e J. F.
Richardson, et al., 1999].

A definicdo completa de um fluido Newtoniano é que ele ndo apenas possui

viscosidade constante, mas também satisfaz a seguinte condi¢do, 7,+7,+7,=0 , ou

simplesmente satisfaz as equacdes completas de Navier-Stokes.
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4.2 Fluido Newtoniano Generalizado

A modificacdo proposta da lei de Newton substitui a viscosidade constante por uma
viscosidade que varia de acordo com o gradiente de velocidades, ou seja, para a tensdao

cisalhante temos a seguinte expressao:

du,

= 4.3
n x, 4.3)

T

u
onde 7 ¢é funcdo do gradiente de velocidade d—l
X

Sendo assim, para qualquer campo de velocidade, tem-se o modelo do Fluido

Newtoniano Generalizado,
7=2nD(u) (4.4)

onde D(u) é o tensor taxa de deformacao, dado por:

T

ou

0Xx

du

» (4.5)

D(u)=7

A viscosidade aparente 77 é uma grandeza escalar e depende do tensor taxa de

deformacao.

4.3 Comportamento nao-Newtoniano

Um fluido ndo-Newtoniano é aquele cuja curva de escoamento (tensdo de
cisalhamento versus taxa de deformacao) é ndo linear ou ndo passa através da origem, ou seja,
onde a viscosidade aparente, a tensdo de cisalhamento dividida pela taxa de deformacdo, nao
é constante a uma dada temperatura e pressao, mas depende das condicoes do escoamento,
tais como, da geometria do escoamento, da taxa de deformacao, etc. As vezes, dependem até
mesmo da histéria da cinematica do elemento de fluido em consideracdo. Tais materiais

podem ser convenientemente agrupados em trés classes gerais:
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(1) fluidos cuja a taxa de cisalhamento em qualquer ponto é determinada apenas com o
valor da tensdo de cisalhamento naquele ponto, naquele instante; esses fluidos sdo conhecidos
como “independente do tempo”, “puramente viscoso”, “inelastico” ou “fluidos newtonianos
generalizados”;

(2) fluidos mais complexos para os quais a relacdo entre a tensao de cisalhamento e a
taxa de deformacdo dependem, além do que foi dito em (1) da duracdo do cisalhamento e da
sua histdria cinematica; esses fluidos sdo chamados de “fluidos dependentes do tempo”;

(3) substancias exibindo caracteristicas de fluidos ideais e de sélidos elasticos e
mostrando recuperacdo eldstica parcial apds a deformacdo, essa categoria de fluidos sdo
conhecidas como “fluidos viscoelasticos™.

Contudo, é conveniente definir uma viscosidade para estes materiais, como sendo a
razdo entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformacdo, que pode ser uma funcdo da taxa
de deformacao e/ou do tempo.

O fluido ndo-Newtoniano tem a caracteristica de ndo possuir a viscosidade constante,

ou seja, a tensao cisalhante ndo é proporcional a taxa de deformacdo, como segue:

du,

= (4.6)

7,=n(y)

. . . ~ ~  ._du
onde a viscosidade aparente 7 é uma funcao da taxa de deformacao vy :d_
X

A curva tensdo x taxa de deformacdo pode ter varios formatos, na qual irdo

caracterizar o comportamento do material, como visto na figura a seguir:

Fluido de Herchel-Bulkley (n<1)
Fluido de Bingham (n=1)

>

Pscudoplastico (shear thinning)
T Fluido Newtoniano
Fluido dilatante (shear thickening)

-y

Figura 4.4 — Curva de escoamento de diversos materiais
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Com base nesse grafico, podemos ver que no fluido Newtoniano, a viscosidade é
constante e a tensdo é diretamente proporcional a taxa de deformacgdo, logo o que diferencia o

Newtoniano do dilatante e do pseudoplastico é o valor do indice de power-law, n

4.4  Fluidos Independentes do Tempo — Fluidos Simples

Em cisalhamento simples, o comportamento do escoamento desta classe de materiais

pode ser descrito por uma relacdo constitutiva da forma,

=f(¥) (4.7)

Esta equacdo implica que o valor da taxa de deformacdo (j) em qualquer ponto
dentro do cisalhamento do fluido é determinado apenas pelo valor atual da tensdao de

cisalhamento naquele ponto.

4.4.1 Modelo Power-law

O modelo power-law é o mais comum dentre o fluido Newtoniano Generalizado, onde

a sua equagao é:

r=m(y)' (4.8)

onde m é o indice de consisténcia e n é o indice de power-law, nos quais sdo obtidos
empiricamente. Quando n=1 e m=u , este modelo se reduz ao modelo Newtoniano para um
fluido incompressivel. Por outro lado, quando n<1 o fluido é dito pseudoplastico ou também
é chamado de shear-thinning e se n>1 o fluido é dito dilatante ou também é chamado de
shear-thickening.
O modelo power-law possui algumas limitagOes: para valores baixosde y , y=0 ,
a microestrutura do fluido € preservada e a viscosidade #7n-=>co e para altos valores de vy ,
Y= ,aviscosidade 7n-=0 .E jano dilatante a viscosidade aumenta com o aumento da

taxa de deformacao.
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4.4.2 Comportamento Viscopldstico

O que caracteriza este comportamento é que o nivel de tensdo do material necessita
exceder um limite de escoamento (yield-stress= 7, ) para que haja deformagdo. Por outro
lado, o material se deformara elasticamente, como um corpo rigido, quando a tensdo aplicada
for inferiora 7, , o que implica que a curva de escoamento nunca passara pela origem.

Fisicamente, o comportamento viscoplastico pode ser explicado da seguinte maneira:
inicialmente o material em repouso é composto por uma microestrutura tridimensional
suficientemente rigida de modo a registir a tensdo inferiores a 7, . Para niveis de tensdo
superiores a 7, , a sua microestrutura comega a se colapsar e o material acaba escoando
como um fluido puramente viscoso.

Um material com curva de escoamento linear, Figura 4.4, é chamado de fluido de
Bingham e tem viscosidade constante. Por sua vez, um material que apresente uma curva de

escoamento ndo-linear, Figura 4.4, é denominado fluido de Herschel-Bulkley.
4.4.2.1 Fluido de Bingham

E dito um modelo de dois parametros, visto que depende de 7, e u .A equagdo

)

da sua tensdo de cisalhamento é dada por:

T=T,Huy  se 17T, (4.9)

y=0 se <0 (4.10)
onde wu € aviscosidade viscoplasticae 7, € a tensdo limite do material.

4.4.2.2 Fluido de Herschel-Bulkley

E dito um modelo a trés parametros, visto que depende de 7, , Ken. A equagdo da

sua tensdo de cisalhamento é dada por:

=7,+KYy" se  T=T (4.11)
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y=0 se 7<0 (4.12)

onde K € o indice de consisténcia.
Porém, o modelo Herschel-Bulkley ¢ um modelo classico de viscoplasticidade, visto

assumir a existéncia de um nivel de tensio 7, a partir do qual o material passa

abruptamente de movimento de corpo rigido, y=0 , para escoamento de fluido power-law.
4.4.3 Regularizagdo de Papanastasiou

Os modelos classicos de viscoplasticidade cedem vez aos chamados modelos
regularizados de viscoplasticidade, com a importante contribuicao de [Bercovier, 1982] e
[Papanastasiou, 1987]. O primeiro da origem ao chamado modelo da bi-viscosidade e o
segundo da origem a uma funcdo analitica e continua para a tensdao de cisalhamento em
termos da taxa de deformacdo, a qual é valida para todo o dominio do fluido. Apesar de o
modelo da bi-viscosidade apresentar resultados muito bons no ajuste de dados experimentais,
ele carrega a incoveniéncia da determinacdo das superficies de escoamento (yield surfaces).
Entretanto, Papanastasiou propos uma regularizacdo de grande simplicidade computacional
para a determinagdo dessas superficies, para isso Papanastasiou prop6s uma modificacdo da
Equacdao 4.8, introduzindo um parametro regularizador m, que controla o crescimento

exponencial da tensdao quando y->0 , seguindo a equacao,

=1,[1—exp(—my)]+Ky" (4.13)
onde o parametro m tem dimensdo de tempo. Como dito anteriormente, este modelo
regularizado € de simples implementacdo, porém este modelo ndo tera bons resultados onde

7=7, , ou seja, o modelo ndo consegue visualizar superficies de escoamento bem
definidas, pois ha escoamento nas regides aparentemente nao escoadas. Partindo da Equagao

4.13, pode-se obter uma equacdo para a viscosidade regularizada:

n(y)==[1-exp(—my) 4Ky (4.14)
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Outra observagao para este modelo, é que apresentara um comportamento inadequado
quando y->0 , pois devido a regularizacdo o modelo de Papanastasiou tendera ao modelo
power-law, sendo assim tera os mesmo problemas das assintotas, isto é, quando y-=0 ,

n>ow equando y-=>ow , n-=>0
4.4.4 Modelo Viscopldstico SMD

Devido as dificuldades encontradas nos modelos classicos de viscoplasticidade citados
acima, [Souza Mendes e Dutra E.S.S 2004] propuseram através de observacoes
experimentais, uma nova funcao finita de viscosidade. Esta nova funcdao tem como vantagem
o fato de ser continua, assim como a sua derivada. Possui comportamento qualitativamente
igual as demais fungdes viscosidade viscoplasticas, ou seja, apresenta um platd de viscosidade
alta nas regides de baixas taxas de cisalhamento, em seguida apresenta queda abrupta da
viscosidade em valores da tensdo cisalhante proximos da tensdo limite de escoamento (

7=17, ) e logo apos, para altas taxas de cisalhamento, prescreve uma regido power-law. A

forma SMD para a tensdo cisalhante é dada por:

r=[1—exp(—my/7,)](7,+KY") (4.15)

onde 17, é a viscosidade para baixas taxas de cisalhamento. A representacdo grafica desta

funcdo, esta representada na Figura 4.5,
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Figura 4.5 — Curva de escoamento SMD

A viscosidade 177, é a razdo entre a tensdo e a taxa de cisalhamento na regido onde
esta tensdo seja menor que 7, , para assegurar que a taxa de cisalhamento esteja dentro da
regido de platd delimitada pela taxa de cisalhamento limite de escoamento Yy, . O indice n é
a inclinacdo da reta na regido power-law no grafico log x log 7xy

A taxa de cisalhamento limite de escoamento é definida como:

T)’

Yo=7, (4.16)

e a taxa de cisalhamento no inicio da regidao power-law é dada por:

1/n

%) (4.17)

=
A Figura 4.6 mostra algumas curvas de escoamento de materiais viscoplasticos reais
descritos pelo modelo SMD — observa-se o mesmo comportamento qualitativo para todos os

Casos.
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Figura 4.6 — Curvas de escoamento de materiais reais: (a) solucdao de agua e Carbopol a
0.20%; (b) lama de perfuracdo; (c) maionese comercial; (d) emulsdo de agua e 6leo. [de Souza

Mendes, 2004].

[Souza Mendes et al., 2007] introduziram uma propriedade reologica adimensional
baseada na observagdo do comportamento da funcao viscosidade SMD, no qual é o nimero de
salto (J). Esse numero fornece uma medida relativa do salto na taxa de cisalhamento que

ocorre quando t=7, , definido por:

Vieve_mtr " mey
1 0 0 0J1
= =221 (4.18)

yo Kl/n v

J=

Para n=1, o parametro J torna-se independente de 7, , assim este parametro se reduz

a Jzﬂ—l
K
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4.4.5 Tensdo de escoamento - “yield stress”™

E um conceito muito importante dentro dos fluidos ndo-Newtonianos e ainda causa
alguma confusao sobre o seu conceito.

E visualmente impossivel estabelecer se 0 material viscoplastico tem ou ndo um limite
de escoamento. Entretanto, no ponto de vista reométrico, este conceito ainda vale, visto que
materiais viscoplasticos se aproximam do chamado comportamento viscoplastico classico.
Ainda reometricamente, o que aconteceu foi o avanco tecnoldgico dos reémetros, os quais

passaram a ser capazes de captar escoamento a baixissimas taxas de deformacao.

T Comportamento viscoplastico classico (ndo-regularizado)

¥ Y
Figura 4.7 — Curva de escoamento viscoplastica

4.5  Fluidos Dependentes do Tempo

O comportamento do escoamento de muitos materiais industrialmente importantes nao
pode ser descrito por uma simples equacdo reoldgica como a Equacdo 4.6. Na pratica,
viscosidades aparentes podem depender nao apenas da taxa de cisalhamento, mas também do
tempo durante o qual o fluido foi submetido a cisalhamento. Por exemplo, materiais como
6leos, residuos da industria de aluminio, bentonita (argila) e certos géneros alimenticios sdo
cortados a uma taxa constante seguindo um longo periodo de repouso, suas viscosidades
aparentes gradualmente diminuem a medida que a estrutura “interna” do material é
progressivamente quebrada. A medida que o niimero de “ligacdes” estruturais capazes de

serem quebradas diminui, a taxa de variacdo da viscosidade aparente com o tempo cai
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progressivamente para zero. Por outro lado, como a estrutura de quebra, a taxa na qual as
ligacdes podem reformular aumenta, de modo que, eventualmente, um estado de equilibrio

dinamico é alcangado quando as taxas de acumulacdo e de desmembramento sdo equilibradas.

4.4.1 Tixotropia

Diz-se que um material exibe tixotropia se, quando é cisalhado a uma taxa constante,
sua viscosidade aparente (ou correspondente a tensdo de cisalhamento) diminui com o tempo,
como pode ser visto na Figura 4.8 para lama vermelha [Nguyen e Uhlherr et al., 1983]. Se a
curva do escoamento for medida em um unico experimento no qual a taxa de deformacao é
aumentada constantemente a uma taxa constante de zero a algum valor maximo e entdo
diminuida na mesma taxa até zero novamente, um lago de histerese mostrada na Figura 4.9 é
obtido; a altura, a forma e a drea fechada do clico do laco de histerese dependem da duracdo
do cisalhamento, da taxa de aumento/diminuicao da taxa de deformacdo e do histéria da
cinematica da amostra. Nenhum laco de histerese é observado para fluidos independentes do
tempo, isto é, a area fechada do laco é igual a zero.

O termo “falso corpo” foi introduzido para descrever o comportamento tixotropico de
materiais tixotrépicos. Embora a tixotropia esteja associada ao acumulo de estrutura em
repouso e colapso da estrutura sob cisalhamento, os materiais viscoplasticos ndo perdem
completamente suas propriedades semelhantes a solidos e ainda podem exibir tensdao de
escoamento, embora isso seja geralmente menor que o valor original da amostra virgem que é

recuperada (se houver) somente ap6s um longo periodo de recuperacao.

4.4.2 Fluidos Reopéticos

Ja este tipo de fluido apresenta um comportamento inverso ao dos tixotropicos. Desta
forma, a viscosidade destes fluidos aumenta com o tempo de aplicagdo da tensdo, retornando
a viscosidade inicial quando esta forca cessa. Exemplo: argila bentonita.

A reopexia é o fendmeno do aumento da viscosidade aparente com o tempo de

cisalhamento, a uma taxa de cisalhamento constante.
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Figura 4.8 — Dados representativos mostrando a tixotropia da lama vermelha [R.P. Chhabra e

J. F. Richardson, et al., 1999].

Thixotropic fluid

Shear stress

Rheopectic fluld

1 1
Shear rate

Figura 4.9 — Comportamento esquematico da tensdo de cisalhamento pela taxa de deformacao
para o comportamento do fluido dependente de tempo [R.P. Chhabra e J. F. Richardson, et al.,

1999].
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4.6 Comportamento Viscoelastico — Fluidos Complexos

Para expressar esse comportamento, vamos introduzir dois modelos, o modelo de
Maxwell Convectado Superior (UCM) e o modelo Oldroyd-B. O modelo UCM é o modelo
mais simples para modelar o comportamento viscoelastico, visto que ele apresenta facilidade

na implementacao de algoritmos numéricos. A sua equacdo é dada por:
7+6,7=2 nD(u) (4.19)

onde 6, é o tempo de relaxacdo do fluido e o seu modelo é descrito como uma mola em

série com um amortecedor, como mostra a Figura 4.10 abaixo,

Figura 4.10 — Representacao esquematica do modelo UCM

A derivada T é expressa por:
=(Vt)u—(Vu)z—7(Vu) (4.20)

O modelo UCM combinado em paralelo com o modelo Newtoniano, resulta no

chamando modelo Oldroyd-B, na qual a sua equagao constitutiva é expressa por:

A

7+60,7=27(D(u)+6,D(u)) (4.21)

onde 6, é o tempo de retardo do fluido, no qual é maior ou igual a zero e menor que o

v
tempo de relaxacgdo e a derivada convectada superior do tensor taxa de deformagdao D , é
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dada por:

D=(VD)u—(Vu)D-D-(Vu) (4.22)

e o seu modelo é descrito como um amortecedor em paralelo com uma mola e um

amortecedor em série, como mostra a Figura 4.11 abaixo,

_/B050000N—

Figura 4.11 — Representacdo esquematica do modelo Oldroyd-B

A viscosidade 7 é a soma da viscosisdade do solvente Newtoniano 7, com a

viscosidade do polimero elastico 7, , logo:

nN=ns+n, (4.23)

E os tempos de relaxacgao e retardagao sao, respectivamente dados por:

_ _ s
Hl—E e Hz—mel (424)
O tensor extra 7 € expresso pela soma da contribuigdo Newtoniana, 7=2 15D (u)

com a parcela viscoelastica z, , ou seja, T=174+7, ,sendo 7, satisfazendo a Equagdo

4.19.
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5. MODELAGEM DA ELASTO-VISCOPLASTICIDADE

Para modelar o comportamento elasto-viscoplastico do material, o tensor extra de
tensdo é descrito por uma equagdo do tipo Oldroyd que leva em conta ndo s6 a elasticidade,
mas também a viscoplasticidade e a tixotropia. A equacdo constitutiva do modelo adotado

nesse trabalho foi proposta por [Souza Mendes, 2011], que segue a seguinte relacao:
w+0,(y)T=2n(¥)(D(u)+6,(y)D(u)) G.1)

onde y=\/2tr|(D(u)]2| € a magnitude do tensor taxa de deformacdo, D é o tensor taxa de

v
~ \ . . .
deformacdo e 7 e D representam as derivadas convectadas superior, respectivamente

dadas por:

7=(V7)u—(Vu)z—7(Vu) (5.2)
]V)Z(VD)u—(Vu)-D—D-(Vu)T (5.3)

A equacao diferencial para o tensor de tensdo extra (Equacdo 5.1), segue o padrdo
viscoelastico do modelo Oldroyd-B, exceto pelo fato de que a viscosidade estrutural, 7 , o
tempo de relaxacdo e de retardacdo 6, e 6, , respectivamente, dependem da estrutura. A
evolucdao do parametro de estrutura, A , é regida por uma equacdo cinética com a derivada

do tempo material dada por

@:i[u—x)—u—xeq)( 2 ﬂ (5.4)

I . 1
onde o desequilibrio entre o termo de construcio, —(1—A) , e o de quebra,
eq

7 )} , determina se o material sera submetido a um processo de

envelhecimento ou rejuvenescimento. O pardmetro t,, € o tempo de equilibrio, e fornece o

tempo que a estrutura do material leva para retornar a sua estrutura de configuragdo. A, €o
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valor do estado estacionario do parametro de estrutura em um determinado nivel de tensao.
Como discutido na literatura [A. Mujumdar, A. N. Beris, A. B. Metzner, et al. 2002] este tipo
de modelo pode ser classificado como fenomenoldgico, uma vez que o parametro de estrutura
ndo é uma quantidade diretamente mensurdvel. O parametro de estrutura A pretende
representar o espectro entre um estado totalmente estruturado, alcancado quando o material é
exposto a uma condicdo de tensdo livre por um longo tempo, e um estado minimo estruturado,
alcancado quando um nivel de tensdo suficientemente alto é imposto ao material por um
longo tempo. Neste contexto, o parametro de estrutura de equilibrio é determinado por uma
funcdo do nivel de tensdo atual.

De acordo com os argumentos gerais delineados em [de Souza Mendes, et al. 2009 e
2012], a viscosidade e a dependéncia da estrutura do modulo de cisalhamento sdo as mesmas

que adotadas em [dos Santos, et al. 2014]:

n(A)=1p " (5.5)

G(2) :Goem(%_l) (5.6)

respectivamente. Nas equagOes acima, 177, e 1], sao as viscosidades estruturais nos estados
maximos e minimos, respectivamente, G, é o modulo de elasticidade (ou cisalhamento)
quando o material esta totalmente estruturado e o escalar m controla a sensibilidade do
m6dulo de elasticidade nas mudangas do nivel de estruturagdo, 0,G(A)

A viscosidade de equilibrio adotada descreve os fluidos nas regides aparentemente
escoadas [de Souza Mendes, et al. 2004], e é caracterizada por uma alta viscosidade finito no

limite onde y-=0 .E é dada por,

1Y

Ty

Z

1—exp 3

Neg(¥)=

+K y”‘1}+ N, (5.7)

onde 7, € a tensdo de escoamento aparente, K é o indice consisténcia e n é o indice de

power-law. Esta funcdo viscosidade é caracterizada por quatro regides distintas que
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correspondem aos diferentes estagios que o material experimenta quando ele evolui de um
estado mais estruturado para um menos estruturado. A primeira regido, y€[0,y,] ,é a alta
viscosidade (7, ) regido do platd; a préxima regido, Y€[y,¥y,] , é caracterizada por um
grande colapso da microestrutura quando a tensao de escoamento € alcangada; a terceira
regido, Y€[Y, ¥,] , corresponde para um comportamento power-law; e a iltima regido,

ye[y'loo] , € 0 patamar da baixa viscosidade ( 7, ), ver figura abaixo.

1{}8 N N N N T N N N T T T N N T N N T N T
T~ o= 10"Pas
108 S . i
Herschel-Bulkley
u HB-Papanastasion 1
r: 1wt b SMD .
.r-'"_-"-\
=
g m=1Pa
10? ) i
K =1Pas"
n=105
1 F  SMD visoosiiv: |
n(#) = (1 - ezp(— 20 )) (70 + K4™D) + e
02t -
Tao = 107% Pa.s
10— 10710 10-° 1 108
Y (sY

Figura 5.1 — Curva do modelo SMD

As taxas de deformacdo caracteristicas delimitadoras sdo dadas por:

, y'2=(—w) (5.8)

x|

Neste ponto, vale a pena mencionar que o modelo geral apresentado acima para o0s
materiais elasto-viscoplasticos tixotropicos tende suavemente ao caso analisado no presente

trabalho onde os efeitos tixotropicos sdo insignificantes, quando t,, 0 . Este caso limitante,

analisado [dos Santos, et al. 2014], corresponde a uma resposta instantanea da microestrutura
ao nivel de tensdao imposta e, portanto, a estrutura do material esta sempre em equilibrio. Uma
vez que a curva do escoamento pode ser vista como o lugar de equilibrio do sistema

tixotropico dinamico, ver [de Souza Mendes, et al. 2012], a viscosidade é sempre determinada
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pela dependéncia do estado de tensdo estaciondrio na taxa de deformacdo, dada pela curva de
escoamento. Consequentemente, o parametro de estrutura correspondente pela funcdo inversa
da Equacdo 5.5 e substituida na Equacao 5.6 para encontrar o modulo de elasticidade a esse
nivel de estrutura. Alternativamente, pode-se ligar a funcdo inversa, A(#n) , na Equacdo 5.6
e achar G como uma funcdo da viscosidade, isto é, sem computar A . Devido a esta
correspondéncia um-para-um, pode-se ver que o estado da estrutura do material também
poderia ser dado pelo seu nivel de viscosidade.

O tempo de relaxacdo e de retardo usados na equacdo constitutiva do material(5.1),

sdo definidos respectivamente:

o\ e
31:(1—%)?; (5.9)
02:(1— 30:)% (5.10)

onde, G, € 0 modulo de elasticidade em equilibrio e segue a mesma relacao da Equacao 5.6,

A
eq

Gequeq>=Goem(L | (5.11)

Esta funcdo é utilizada para prever o comportamento elastico de fluidos viscoplasticos
somente em regioes onde o nivel de tensao é inferior a tensao de escoamento.
Como, 1, corresponde a regido de baixa viscosidade o tempo de retardacdo é

praticamente nulo e o tempo de relaxacdo se reduz a:

_ N
TG

6, (5.12)

eq

E a relacdo entre o parametro de estrutura em equilibrio e a viscosidade em equilibrio é dada

por,

. _ln T]eq(y)_ln Mo
Aeg(¥) =7 T, (5.13)



35

A dependéncia das funcdes do material no nivel de estrutura torna possivel a este
modelo prever uma ampla gama de respostas mecanicas, desde a puramente elastica a
puramente viscosa, passando por uma resposta viscoelastica s6lida e respostas viscoelastica
liquida, como mostrado em [de Souza Mendes, et al. 2011], e profundamente discutido em [R.

L. Thompson, et al. 2015].
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6. MODELAGEM NUMERICA

Muitos dos problemas encontrados na engenharia ndo sdo lineares e necessitam de
métodos numéricos para obtencdo de solucdo. Uma forma de aproximagdo numérica é o
método de elementos finitos. Os principios basicos do método de elementos finitos para a
solucdo de problemas de valor de contorno sdao o estabelecimento de uma formulacao
variacional do problema investigado e a solucdo aproximada das equagOes variacionais
através do uso de fungdes de interpolacao de elementos finitos [Reddy e Gartling, 1994].

O método de elementos finitos consiste em uma aproximacdo numérica de equacoes
diferenciais, baseado no conceito de que a solucao de uma equacao diferencial pode ser
representada como uma combinacdo linear de graus de liberdade incégnitos e funcdes de
aproximacao selecionadas ao longo de todo o dominio do problema [ver, por exemplo, Reddy
e Gartling, 1994].

A solucao numérica do problema diferencial elasto-viscoplastico definido pelas
Equacodes 5.1 e 5.13 obtida foi através da metodologia de elementos finitos, a qual aproxima
numericamente a formulacdo variacional das equagdes governantes por combinagdes de graus
de liberdade incégnitos e fungdes de base de suporte compacto definidas ao longo de todo o
dominio do problema computacional Q . A aproximacdo do método de elementos finitos
usada foi a aproximacgdo por Galerkin Minimos Quadrados (GLS), em termos do tensor extra
de tensdo, do vetor velocidade e do campo de pressao. Esta formulacdo pode ser vista como
uma extensdo da introduzida em [Behr et al., 1993], para fluidos de viscosidade constante. O
método GLS foi originalmente proposto em [Hughes et al., 1986] para o problema misto de
Stokes e depois estendido, em [Franca et al., 1992], para as equacOes de Navier-Stokes
incompressiveis — tem sido ja empregado para aproximar diversos problemas de escoamentos
de fluidos ndo-Newtonianos. O método é capaz de produzir solucdes estaveis para
escoamentos advectivos e elasto-dominantes, usando interpolacdoes Lagrangeanas de igual-

ordem para aproximar tanto as fungdes solugcdo, como as fungées teste do problema estudado.
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6.1 Formulacao Forte de Elementos Finitos

A formulagdo forte do problema é obtida da particularizacdo das equagdes da
conservagao de massa (Equacao 3.11) e da quantidade de movimento (Equagao 3.19) para um
fluido Newtoniano generalizado escoando em regime laminar e permanente, juntamente com
uma equacdo constitutiva para T (Equacdo 5.1). Assim, pode-se construir o seguinte

problema de valor de contorno:

divu=0 em Q
pu.Vu=-V p+div(t)+pg em Q

T+06,(y) =2 ﬁ(y)D(u)Hz(Y)lv)(u) em Q (6.1)
u=u, sobre r,

(—pI+7)n=t, sobre T,

onde 6 e a fungdo viscosidade 7 dependem da taxa de cisalhamento do material, p
representa a massa especifica do fluido, u é o vetor velocidade, p é a pressdao, D é o tensor
taxa de deformacdo, g representa a aceleracdo da gravidade que atua no sistema ug € a
condicdo de contorno de Dirichlet, I é tensor identidade e t, é a condicdo de contorno de

Neumann.

6.2 Formulacao Fraca de Elementos Finitos (Variacional)

Para definir a forma fraca, ou variacional, é preciso primeiro caracterizar dois
conjuntos de fungdes. A primeira é definida como solucdes candidatas ou tentativa. Essas
possiveis solucoes precisam satisfazer as condi¢oes de contorno e estar dentro dos espagos de

fungdes apropriado. Sobre os espagos de funcdes, L,(Q) define o espago de fungdes

quadrado-integraveis sobre Q , H'(Q) o espaco de Sobolev de funcdes e primeiras
derivadas quadrado-integraveis sobre Q [Rektorys, 1975].
O segundo conjunto de funcdes é chamado de fungdes peso ou variacionais. Esse

conjunto de fungdes é muito semelhante as funcdes tentativas exceto porque requerem ser

. . 0 ~
zero sobre o contorno, ou seja, estar nos seguintes espagos: Ls(Q) o espago de fungdes

quadrado-integraveis com média igual a zero sobre Q e H,(Q) o espaco de Sobolev de
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fungGes e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre € que se tornam zero em I,

[Rektorys, 1975]. O proximo passo sera de integrar a formulacdo forte ao modo que ocorra
uma diminui¢do no grau da derivada, sendo preciso algumas manipulacdes nas equagoes.
Apos, é feito um produto interno das equagdes e suas respectivas funcdes pesos, tornando-a,

assim uma equagao variacional.
6.3 Galerkin Minimos Quadrados

A formulacdo de Galerkin cldssica apresenta oscilagcdes nos campos de pressdo e de
velocidade, quando os gradientes sdo elevados, tornando-se instavel. Para a estabilidade dos
sub-espacos de velocidade e pressdo adota-se a estratégia de minimos quadrados na
formulagdo classica de Galerkin, mais conheica como Galerkin Least-Square (GLS). Assim,
este método mantém a estrutura da formulacdo de Galerkin e adiciona termos que garantem a

estabilidade. Para maior detalhes ver, [Zinani, F. et. al., 2006].
6.4 Formulacao estabilizada a trés-campos

A formulacdo GLS utilizada baseia-se nos sub-espacos de elementos finitos usuais

para problemas de escoamentos,

h
D [Stec’(Q)nL, Vi, ISl €P,(K),V KeQ"]
ij

=(q"ec"(Q)nL;lq"[keP,(K),VkeQ"]
Vi,=(vheH'(Q),VilVlleP,(K),V KeQ'] (6.2)
Vi=(vlevl=0,Vilv/|xeP,(K),V KeQ"

com C° denotando para o espaco das fungdes continuas, L, o espaco (de Hilbert) de

funcdes de quadrado-integravel e H! o espaco (de Sobolev) de funcdes de derivada

primeira integraveis, como segue:
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L(Q)=(q | [, q’d Q<]
Ly(Q)=(qeL,(Q) | [ qd@=0)

ELZ(Q)’VI:J}
J

Hy(Q)=[v,eH'(Q),Vi | v=0,Vi em T}

(6.3)
H'(Q)=(v,€L,(Q),

A partir das definicbes da Equacdo 6.2, podemos escrever uma formulagdo
estabilizada trés-campos, como segue:

Dado gi : Q- R, u : [N, g, : T)> R, t,: Iy > R, encontrar a tripla

(73, p",ui )EZHX P "XV} de tal modo que:

B(7j,p"ui,Si.q", vi)=F(Sj.q",vi), ¥ (S}.q",v{)€Z; P"X V] (6.4)
onde
B(7,p"u,S;.q" v)=[ %S} d9+j 0(2) 7 S;dQ—[ _2n(A)D,(u")S;dQ
-[ puo, vide—[ p'o, vidQ+[ 1, dg+f 2n,D,(u")S;dQ+[ 8, ujq"dQ

+[ 0, uld(Re,)o, VpdQ+Y Qf (pugd, uj+0, p"—6, 7,—2n,6, D, (u")) .
OL(ReK)(pukéx v.+8 «4q —6 S.—ané’x Dik(v dQ+J'Q(rZ+H()L) %ij—2n5()L)Dij(uh)).

. B(W, )(Si+6(4)S;—2n5(2) Dy (V")) d Q (6.5)

F(¢h,8§},qh,V?)=prgiVTd9+frhtiV?dF+

+3 e Jo pala(Re)(puio, vi+o,q" -0, Sj=21(2) D,(V")))dQ (6.6)

com os parametros de estabilidade das equacdes da continuidade e de movimento definidos

como em [Behr et al., 1993] e o parametro de estabilidade da equacao viscoelastica,

d(Rey )= glu"(x)[,h&(Re) (6.7)
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h
a(Re)=————¢&(Re) (6.8)
2lu’(x),
Re, , 0<Re <1
Rey)= Ko k 6.9
§(Rey) {1 , Re,>1 (6.9)
mkp|uh(x)|th
Re, =———p K 6.10
o any) (©.10)
h (iuh(x) )Up 1< p<w
u'(x),= { & ip) p (6.11)
h h
max;_, yu (x )i,p s P=®
h h
max(l,%) , W, hg<1
BW, )= L (6.12)
max(l,m) W, hy>1
u'(x),
W, =6(y) (6.13)
K hK
m,=min(1/3 , 2C,) (6.14)
C, Y hef o, 10, d<[_ 7,7,dQ, (6.15)
KeQ" :

a constante ¢ denota um nimero positivo arbitrdrio e C" é a constante de estimativa

inversa de elementos finitos.

6.5 Programas Analisados

Para o pré-condicionamento de elementos finitos foi utilizado o programa GID, para a
solucdo numeérica da formulacdo GLS definida pelas Equagdes 6.1 e 6.15 foi utilizado o
coédigo NNFEM em desenvolvimento no Laboratério de Mecéanica dos Fluidos Aplicada e
Computacional (LAMAC) da UFRGS e para o pos-processamento grafico foi usado o

programa Gmsh; tanto o GID quanto o Gmsh sdo softwares livres.

6.6 Geometria e condi¢ées de contorno

A geometria considerada esta ilustrada na Figura 6.1. Ela consiste de uma cavidade

unitaria de comprimento L, com a parede superior deslocando-se com velocidade constante
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(u,=u_;u,=0) e suas demais paredes e os dois pontos de singularidade nas duas quinas
superiores da cavidade sujeitas a condicOes de ndo-deslizamento e impermeabilidade
(u,=u,=0) . Todos resultados foram obtidos utilizando interpolagdes bi-linear

Lagrangeanas (Q1) para todas as variaveis primais.

A Z S — : — 1/

(@
®

L

— c
- -

Figura 6.1 — Geometria e condi¢des de contorno

Nesta figura, podemos ver trés regides de recirculacao, uma regido central associada
ao escoamento principal e duas regides secundarias nas quinas inferiores da cavidade. Estas
regides sdao causadas pelo efeito da velocidade na tampa da cavidade e sempre estardo

presentes nessa geometria sob as condi¢oes de contorno abordadas acima.

6.7 Parametros adimensionais

A adimensionalizacdo das equacOes governantes do escoamento é a apresentada em
[Souza Mendes et al. 2007], e tem como caracteristica principal a utilizacdo de grandezas
reologicas do material na adimensionalizacdo das variaveis cinematicas, dinamicas e

reologicas do problema. Para tal sdo introduzidas as seguintes quantidades adimensionais:
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* X,’ * ui ok \ * * Tl * ne y
x.Zf , U == % :-l > P :% > Tij:TJ s g™ %yl (6.16)

Conservagdo de massa: divu=0 e como u=u y,L e x=x L - Equacdo 6.16 — logo:

v.L

div'u'=0-div u =0 e em notacdo indicial:

* *

0. u;=0 emQ (6.17)

Xl

Principio da quantidade @ de  movimento: pela equacdao de  movimento:
0=-V p+div r+2n,div(u)+pg e como u=uy,L , x=x L , p=p 7, - Equacio

7.1 - e 1M,=— ,Jlogo:
n r g

_T * * T * * T * * * * * * * * * * * *
OzTyV p +fydiv r+2fy n.div (u )+pg > 0=—V p +div 7 +2 n,div (u')+g
e em notacao indicial:

*

P U0 u;==0.p +0,.1;+2 1,0 D(u)+g; em Q (6.18)

v

Equagdo constitutiva: para o modelo adotado, z+6,(y)t —2n(y)D(u)6,(y)D(u)=0 e

* * * ~ . (3 T
como u=u y,L , x=xL , t=7v 1, - Equagéio 7.1 — e n(y)Z% , logo:
1
* »«L V * L *,***,v* * %k L\ Vk *,***,V*
76 (3) T 2| SRS 2 (3) DT ) ALY D (w)=0 > 746 (y) ¥ =207 (y) D () 6,(3)D" (u)
1
e em notacao indicial:
7,+0,(¥) =21, (y) D (u'); 6, (y") D (u), emQ’ (6.19)

onde o tensor taxa de deformagdo adimensional é dado por:
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D’ (u'),=3 (0, u+0,.u)) (6.20)

e a derivada convectada superior adimensional do tensor extra é expressa por:
V * * * * * * *
TU:ukaxz‘L‘U—T,-kaxtuk—ax:uk Tkj (621)

e a viscosidade viscoplastica adimensional e o tempo de relaxacdo adimensional sao,

respectivamente,

ey )=[1—exp(—noy )] Ul (6.22)

1 .
—tY
Y

6(y)=y.0 (6.23)

A partir da adimensionalizacdo do problema sao identificados os seguintes parametros

governantes do escoamento:

* 770 . * M . *_ uC . *_pL . - p
Uy R S ~ s (6.24)

Observa-se que p tem a forma de um nimero de Reynolds reoldgico,

/L) . U
Re;% , exceto que a velocidade caracteristica é y,L , na qual envolve
y

propriedades reolégicas e apenas um pardmetro geométrico. Logo, p neste trabalho, como
7,=y,=L=1 , desempenha o mesmo papel da densidade de massa no problema
dimensional correspondente. Como o nimero de Reynolds é definido por forcas de inércia
sobre forcas viscosas, a variacdo dos efeitos inerciais, para efeitos reolégicos, é dada pela

variagio de p’
Para quantificar os efeitos elasticos no escoamento estudado é empregado o tempo de

relaxacdo adimensional (Equacdao 6.25 supondo o material completamente estruturado
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(A=1) , ou seja, levando o limite y=0 na Equagdo 6.23 e pela defini¢do da Equagdo
5.12:

* * .k TI .
G=0(y20)=—¥, (6.25)

0

Na obtencdo dos resultados foram fixados os seguintes pardmetros adimensionais:

r’;zr;fl, n,=10", 1,=10°, e m=20 para melhor visualizacio e convergéncia mais
rapida.

A intensidade de escoamento ou nimero de tensio de escoamento, U~ , é derivada

da condicdo de contorno imposta na parede superior (tampa) da cavidade. Um fato importante

é que este parametro adimensional é inversamente proporcional ao nimero de Herschel-

Bulkley — uma medida adimensional classica da tensdao de escoamento em viscoplasticidade.

T}’ Ty
HB=——5=—ri (6.26)

V| e

L

substituindo u,/L por y,U naEquagdo 6.26 e considerando ylz(ry/K)”" ,

HB= .Ty = 1n S>U=HB V" (6.27)

* *

Consequentemente, combina a cinematica do escoamento com a reologia do material.
Fazendo essa mesma analise, o numero de inércia (reol6gico) esta relacionado ao
nimero de Reynolds power-law classico da seguinte forma,
2—n
. b _ pUL —Re HB "
K j/n72L72 - KUYyt —REp B

0 (6.28)
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A partir destas definicOes, as equacOes que regem o problema adquirem a seguinte

forma adimensional:

axf u; =0 em Q"
p*uzaxzuf:—ﬁxrp*+ax;r;+2 n:oaX;D(u);+gf emQ’ (6.29)

ii+ Lk V:}_: o L\ * ; * * * *
7.+0 (V) ;=2 n,,(y) D(u);6,(y )D (u’) emQ

ij
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7. RESULTADOS NUMERICOS

Neste Capitulo sdo apresentadas e discutidas aproximacoes GLS (Equacgoes 6.1 e 6.15)
de de escoamentos de materiais elasto-viscoplasticos Egs.(5.1)—(5.13)) no interior de uma
cavidade forcada.

Os resultados objetivam estudar o efeito da inércia no padrao de escoamento de
materiais viscoplasticos sujeitos a elasticidade, através da determinacdo da morfologia e
posicdo de suas regides aparentemente nao escoadas, as deformacdes elasticas no seu interior
e a posicdo do olho do vértice do escoamento principal; sendo que a avaliacdo dos efeitos
causados pela inércia é devido ao termo advectivo da equacdo da quantidade de movimento.
Todos os resultados foram obtidos supondo que o escoamento fosse permanente e
negligenciando o comportamento tixotrépico do material — ou seja, quando sua microestrutura

muda instantaneamente quando ha alteracio do nivel de tensdao no qual o material é

submetido, t,,~0 .

7.1  Escolha do parametro m
A Figura 7.1 mostra o comportamento da deformacdo elastica de acordo com o

parametro m.

m=2
mo=3 — |
m =11
m=15 —— 1
m =20 —— |

(.G

0.4 K

. ?7#____:

-i\t\.&"'ﬁ-- . :E i

LUR U VRV U1 O TR

.12

Figura 7.1 — Escolha do parametro m: perfil transversal de y, : para,(a) m=2, (b) m=3,

(c) m=10, (d) m=15, (e) m=20.



47

Na Figura 7.1, observa-se o perfil transversal da deformacdo elastica para alguns
valores do parametro m que controla a sensibilidade do médulo de elasticidade no nivel de
estruturacdo. Primeiro, nota-se que apenas o valor mais alto de m atende aos requisitos
exigidos pelo escoamento, ou seja, para ter um comportamento eldstico dentro das regides
aparentemente ndo escoadas e um comportamento viscoso power-law quando a tensdo de
escoamento € atingida. Por esse motivo foi escolhido o valor de m=20 para as simulacoes

nessa tese.
7.2  Teste de qualidade de malha

Para assegurar que a aproximacdo numeérica é independente da malha utilizada, a
avaliou-se o perfil transversal — em x,=0,5 - da deformacdo elastica para 4 malhas de

elementos bilineares: a malha M1 com 900 elementos Q1 (cor roxa), a malha M2 com 2.500
elementos Q1 (cor verde), a malha M3 com 4900 elementos Q1 (cor azul) e a malha M4 com
10.000 elementos Q1 (cor amarelo), como ilustrado na Figura 7.2.

Segundo o teste realizado, no qual foram empregados os parametros governantes
U '=0,1, 632100, n=0,5 m=20, p*:500 como caso base, foi selecionada a malha M4
(ilustrada na Figura 7.4), pois apresenta um erro menor por ser a malha mais refinada, cujo

valor do erro é menor do que 2%, o que significa que os resultados sdo mais precisos nos

pontos dos elementos dessa respectiva malha. O valor adimensional do tamanho minimo do

elemento é hy =h,/L=1.41x10""

Mesh size A Deviation (%)

30 % 30 286 x 1072 3.1469

50 x 50 2.95 x 1072 1.0169

T0x 70 298 x 1072 0, 3356

100 = 100 2.99 % 1072 SN

Figura 7.2 — Desvio da deformacdo elastica por duas malhas consecutivas
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Figura 7.3 — Teste de qualidade de malha

Na Figura 7.2, percebe-se que a deformacdo elastica y, aumenta de acordo com o

aumento do nimero de elementos da malha. Nota-se também que o desvio diminui com o
aumento da malha, ou seja, quando refinamos cada vez mais a malha, os valores da
deformacdo ficam mais préximos, portanto o erro diminui de acordo o refinamento da malha.
A Figura 7.3 mostra as malhas M3 e M4 com base na deformacao elastica no eixo central da
cavidade. O resultado delas em relacdo a elasticidade nas regides aparentemente nao escoadas
sdao muito semelhantes, sendo assim, com base no desvio mostrado na Figura 7.2 e de um
maior refinamento, a malha M4 foi escolhida (100x100 elementos).

Para o teste de qualidade de malha foi escolhido o valor p =500 , pois a partir desse
valor os efeitos inerciais comegcam a ser vistos com maior visibilidade (através da analise de
sensibilidade).

Outra maneira, mais simples, de calcular o erro é através do modulo de tensao. A
Figura 7.4 mostra os perfis do mddulo da tensdo no eixo central da cavidade para cada malha
(M1, M2, M3 e M4), onde o menor erro encontrado foi na malha M4, cujo valor se aproximou

de 2%.



49

D,? T T T T T T T | 1 r r1 Tt T | r 111 1 117

—— 30x30
—— 50x50
—— 70x70
0.3 100%100
C 1 1 1 1 | 1 1 1 1 I 1 1 1 1 | 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3
Médulo da Tensdo
Figura 7.4 — Perfil transversal para o modulo da tensdo
O erro foi calculado por:
T *_ Tb*
erro=——— (7.1)

* . s ~ * s ~
sendo, 7, o maior valor do modulo da tensdo e 7, o menor valor do modulo da tensao,

mostrada na Figura 7.4, (para a mesma malha em analise).

o0.7%

LR

0 0.2 w5 0.7 1

Figura 7.5 — Malha M4 (10.000 elementos)
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E também, a malha M4 foi a escolhida, porque como percebe-se através da Figura 7.6
a melhor visualizacdo do efeito da inércia sobre a topologia do escoamento esta presente na
malha mais refinada, pois nas malhas menos refinadas o efeito da inércia nas superficies de
escoamento ndo é totalmente captado, porém ja na M4 é totalmente visivel esse efeito sobre
as superficies de escoamento. A malha M4 é capaz de capturar superficies de escoamento
lisas e a assimetria caracteristica das regides aparentemente ndo escoadas associadas ao olho
principal do vdrtice (parte central da cavidade) dos escoamentos de fluidos elasto-

viscoplasticos.

() (d)

Figura 7.6 — Superficies de escoamento: (a) M1, (b) M2, (c) M3, (d) M4
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7.3 Validacao numérica

Para a comparagdo do cédigo numérico usado nessa tese o artigo do [Mitsoulis and
Zisis et al., 2001] serviu como base para a comparagdo. Esse artigo trata da simulacdo
numérica de um escoamento de Bingham (viscoplastico) em uma cavidade quadrada com
velocidade dirigida na tampa (mesma geometria e condicdo de contorno usada nessa tese),
mas a viscoplasticidade é prevista pelo método de Bingham regularizado via Papanastasiou
(de acordo com a Equagdo 6.27, a intensidade do escoamento é proporcional ao reciproco do
nimero de Bingham, Bn=U*"" ). Para isso, os autores desse trabalho fizeram o seguinte: a

equacdo  constitutiva de Bingham foi modificada conforme Papanastasiou,
. . Ty . ~
=1,[1—exp(—my)]+uy e n:‘u+7[1—exp(my)] (Equacdes 4.13 e 4.14) — modelo

regularizado de Papanastasiou com n=1; nas simulagdes, o nimero de Bingham adimensional

Bn, foi definido como,

Bn=—~2 (7.2)

onde L é o comprimento caracteristico da cavidade e U € a velocidade caracteristica na tampa
da cavidade. O m foi sempre fixo nas simulacées com o valor de m=1000 e U=1.
Os valores do nimero de Bingham simulados foram: Bn=2, 5, 20, 50 e 200 para uma malha

de 1600 elementos.
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Figura 7.6 - Superficies de escoamento: (a) Bn=2, (b) Bn=5, (c) Bn=20, (d) Bn=50,
(e) Bn=200, conforme [Mitsoulis et al., 2001]

Devido a utilizacdo da modificacao de Papanastasiou na equacdo constitutiva de Bingham, o
escoamento é puramente viscoso. A medida que o nimero de Bn aumenta a regido
aparentemente nao escoada também aumenta e ocupa mais espacos na cavidade, mas sempre

teremos uma pequena regidao de escoamento perto da tampa da cavidade.



53

Sendo assim, em comparacdo com o cédigo numérico usado nessa tese foi feito o
seguinte procedimento:

- o indice de consisténcia (K): u=K , K=1 fixo,

- n=1 e m=1000, sempre fixo,
- G,=10° , sempre fixo — muito elevado para praticamente anular a elasticidade,

praticamente nulo — escoamento viscoplastico (puramente viscoso).

Logo, de acordo com a Equacdo 7.2 e Equagdo 7.3,

* Bn=2: 7,=2 e 1,=2000 ,

* Bn=5: 7,=5 e 1n,=5000 ,

* Bn=20: 7,=20 e n,=20000 ,
* Bn=50: 7,=50 e n,=50000 ,
* Bn=200: 7,=200 e n,=200000
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Figura 7.7 — Superficies de escoamento: (a) Bn=2, (b) Bn=5, (c) Bn=20, (d) Bn=50,
(e) Bn=200

Em comparacao com a Figura 7.6, nota-se na Figura 7.7 mostra 0 mesmo comportamento, ou
seja, que com o aumento de Bn a regido aparentemente ndo escoada também aumenta e vai
ocupando mais espacos na cavidade. Tem-se uma regido de escoamento perto da tampa da
cavidade que vai diminuindo com o aumento de Bn. Em relacdo a Figura 7.7 percebe-se uma

leve diferenca entre a Figuras 7.7(c)-(e), pois, a regido aparentemente ndo escoada aumenta
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muito pouco na parte inferior da cavidade e se mantém a mesma na parte superior, porém o
caso que mais se assemelha entre essas duas figuras é com o Bn=50, Figura 7.6(d) e Figura
7.7(d). Uma diferenca consideravel nesses resultados, é que a Figura 7.7 foi gerada com uma
malha de 4900 elementos, ou seja, 3300 elementos de diferenca sobre a Figura 7.6, por isso

tem-se menos assimetria na Figura 7.7.

0L495 - -

LUS1 N o -

(L&5 - R

Mitsoulis and Zxis, 2001

Prommt work _—

LTS I I I i i
1 -4 10— -+ T 1 I

[re

Figura 7.8 — Perfil transversal da intensidade de escoamento, para p'=0 , n=1 ,

6,=10> , 1,=10° , n,=10" e m=20

A comparacdo dos resultados esta de acordo, pois através da Figura 7.8, a intensidade
de escoamento aumenta nas regides aparentemente escoadas. No entanto, é preciso fazer
alguns apontamentos. A viscosidade SMD (Equagdo 5.27) ndo é reduzida ao modelo HB-P
(Herschel-Bunkley-Papanastasiou) fazendo n=1. O critério de corte para calcular a tensdo de
escoamento é diferente, isto é, nessa tese o critério é Y=y, , enquanto que Mitsoulis and
Zisis et al., 2001 usaram 7=7, . A menor malha utilizada nessa tese foi mais que o dobro da
empregada no artigo do Mitsoulis and Zisis et al., 2001. E diferentemente da equacao

constitutiva usada pelos autores, essa tese usa um modelo que adiciona elasticidade nas

regioes aparentemente ndo escoadas. (Isso pode ser feito adotando um valor muito baixo para

sk

a ).
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7.4 Analise sensitiva

Os resultados apresentados nesta secdo pretendem avaliar a influéncia da inércia, dos
efeitos elasticos e viscosos na topologia das superficies de escoamento — nomeadamente, as
superficies entre as regidoes aparentemente nao escoadas (em preto) e as regides escoadas (em
branco). Ao contrario da definicdo visual [ver Zisis e Mitsoulis, et al. 2002] essas superficies

sao aqui definidas o ponto local onde a taxa de deformacdo € igual a Yy, - ver dos Santos et

al. 2011 para mais detalhes.

A primeira observacdao se concentra na geometria. O problema da cavidade é talvez
um dos referenciais mais utilizados na mecanica dos fluidos computacional, ja que a sua
configuracdao simples (geometria e condi¢Oes de contorno) é capaz de gerar um padrdo de
escoamento curvilineo que apresenta os principais vortices e a recirculagdo do escoamento
secundario. No entanto, quando um material complexo é considerado, essa geometria produz
escoamentos de alta complexidade. Considere, por exemplo, o escoamento de materiais
complexos através de canais retos ou canais sujeitos a mudangas bruscas de didmetro. Em
ambas as situacoes, é possivel identificar claramente as regides nas quais o escoamento é
simples ou complexo. Em suas regioes de entrada e saida, o material escoa de maneira
complexa, pois o seu equilibrio dinamico é perturbado por uma mudanga de tensdo. No
entanto, uma vez cessada a mudanca de tensdo, o material tende a restaurar o seu equilibrio
dinamico, realizando escoamentos simples nas regides aparentemente escoadas e nas
escoadas. Contudo, em escoamentos de materiais complexos dentro de cavidades, tal situacao
nunca ocorre. A natureza do escoamento € curvilinea e excéntrica devido a assimetria das
condic¢Ges de contorno impostas no topo e no fundo da cavidade. Além disso, o escoamento
esta sujeito a mudancas repentinas na trajetoria proxima aos cantos da cavidade. Portanto, é
impossivel determinar quantitativamente as regioes na qual o material escoa em um regime
simples ou complexo. S6 é possivel identificar as regides dominantes simples ou complexas
do escoamento.

No caso particular de materiais elasto-viscoplasticos estruturados, o padrao de
escoamento curvilineo associado as condicoes de contorno cinematicas assimétricas impostas
na tampa e no fundo da cavidade, faz com que seja dificil estabelecer regides em que a

estrutura do material se encontra em equilibrio — regides nas quais a taxa de construcao é
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igual a taxa de quebra/colapso, ou seja igual a 1, isto é, material ndo estruturado, regides com
A=0 e material completamente estruturado, regioes com A=1

No que diz respeito a elasticidade, que deve ser adicionada apenas nas regioes
aparentemente nao escoadas, os escoamentos em cavidades de materiais elasto-viscoplasticos
estruturados exigem muito do modulo de elasticidade, Equacdo 5.6. Para soltar o termo
elastico da equacao viscoelastica, uma vez atravessada a superficie de escoamento, o modulo
de elasticidade estrutural deve tender ao infinito (G(A)w) e consequentemente 60 -
uma vez que, nas regides aparentemente escoadas, o material deve escoar como um fluido
power-law.

A inércia, assim como a elasticidade, quebra a simetria do padrao de escoamento, com
isso, as regides aparentemente ndo escoadas sofrem um forte descolamento dentro da

cavidade, o que sera mostrado e discutido nos préximo sub-capitulos.

7.4.1 Andlise das superficies de escoamento

Ao contrario da definicdo classica de superficies de escoamento [ver por exemplo,
Mitsoulis et al., 2002], neste trabalho estas superficies sdo definidas como o lugar geométrico
dos pontos no qual a taxa de deformacgdo é igual a y, - para mais detalhes ver [Souza
Mendes et al., 2007]. Como estas superficies delimitam as regides aparentemente escoadas e
aparentemente ndo escoadas do material, para y<y, este escoa linearmente sujeito a
elevados valores de viscosidade; ja para y>y, ,0 material escoa como um fluido puramente
viscoso ndo linear.

Os resultados ora apresentados visam avaliar a influéncia dos efeitos elasticos e
viscosos na topologia destas superficies. As zonas pretas visualizadas nas figuras representam
as regides aparentemente ndo escoadas (y<y,) , enquanto que as zonas brancas representam

as regides escoadas (y=>7y,)
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A Figura 7.9 mostra a influéncia da cinematica, ou também chamada de tensdao de

escoamento sobre as superficies de escoamento dentro da cavidade. Os parametros fixos do

material utilizado foram; 0; =100, n=0,5 .

-

=

(b)

(e)

(d)

Figura 7.9 — Superficies de escoamento: (a) U =0,01 , (b) U =0,05 , (c) U =0,1 ,

(d U'=0,2 ,(e) U =0,25
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Como se observa, duas regides aparentemente nao escoadas surgem na cavidade, uma
ligada ao fundo da cavidade e a outra associada a recirculagao do vortice principal. Como

esperado, com o aumento da intensidade do escoamento, ambas regides aparentemente nao

escoadas diminuem em toda a cavidade, uma vez que U~ é a relacdo entre a tensdo power-
law e o limite de escoamento do material. Em relacdo a sua parcela superior, observa-se que a

regido aparentemente ndo escoada, localizada junto ao vértice do escoamento, sofre uma forte

reducdo com o aumento de U~ . Isto se deve a esta regido estar localizada muito préxima da
parede superior da cavidade. Portanto, com o aumento da cinematica nesta parede superior,
sdo ali gerados crescentes niveis de tensdo, os quais possibilitam que mais regioes excedam o
limite de escoamento. Este efeito também é observado na parcela inferior da cavidade.
Mesmo menos sensivel ao aumento da cinematica no topo da cavidade, as regioes

aparentemente nao escoadas ali localizadas também sdo reduzidas com o crescimento de
U, porém com intensidade menor. Observa-se, inclusive, para os valores mais elevados

de U" , que estas regides passam a ser disjuntas, isto é, a recirculacdo do escoamento esta
atingindo o fundo da cavidade e forcando o material a ceder/escoar. Finalmente, no que tange
a assimetria de ambas as regides aparentemente ndo escoadas, deve-se ao fato destes
escoamentos apresentarem um consideravel nivel de elasticidade.

Na Figura 7.10 sdo apresentados perfis verticais da magnitude da tensdo extra ao longo
do eixo central da cavidade (x;=0,5) , para diferentes valores de U - a saber,

U'=107-0,25 . Uma primeira observacdo concerne a geometria analisada. Apesar do
problema da cavidade — seja ela forcada ou vazante — ser talvez o mais usual benckmark
usado nas simulagdes numéricas da Mecanica dos Fluidos puramente viscosos — lineares ou
ndo lineares — quando se trata de um material complexo escoando em seu interior, esta
geometria gera, ao meu ver, um escoamento de alta complexidade. Considere, por exemplo, o
escoamento de fluidos complexos através de dutos retos ou sujeitos a alteracoes (abruptas ou
ndo) de bitola. Nestes escoamentos, também largamente empregados na literatura Newtoniana
e nao-Newtoniana, é possivel identificar claramente as regides nas quais o escoamento é
simples ou complexo. Sabemos que, tanto nos entry flows como nos exit flows desses
problemas, o material escoa de maneira complexa visto ser necessario restabelecer seu
equilibrio dinamico — salvo, naturalmente, quando as condi¢des de entrada e/ou saida assim
ndo o facam necessario. Entretanto, apo6s alcangado seu equilibrio, as particulas do material

escoam de maneira dita “simples” — ou estacionaria, do ponto de vista Lagrangeano — tanto
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nas regioes que excederam o limite de escoamento do material — as regioes escoadas — como
nas regioes nas quais este limite ndo foi ultrapassado — as regides aparentemente nao
escoadas. Pois bem, no caso analisado de escoamentos de materiais complexos no interior de
cavidades, esta dualidade nunca vem ocorrer explicitamente. A natureza do escoamento é
curvilinea e excéntrica — excentricidade esta devido a assimetria das condi¢des de contorno
impostas nas paredes superior e inferior da cavidade -- além de ser sujeita a mudancas bruscas
de trajetoria, provocadas pelas quinas inferiores e superiores da cavidade. Ao meu modo de
ver, fica impossivel determinar quantitativamente as regides nas quais o fluido escoa de
maneira simples ou complexa. Cabe, apenas, localizarmos regides nas quais o fluido escoa
com dominancia simples ou complexa.

E com base nas reflexdes acima introduzidas que os perfis transversais de tensdo extra
devem ser analisados. Na figura que segue, observamos, talvez como sua mais marcante

caracteristica, que a regido escoada junto ao topo da cavidade ¢ dominantemente cisalhante,
com os os perfis de 7 bem ajustados por um regressdo linear. Podemos destacar também
que, na parte inferior, a cavidade tende experimentar um comportamento predominantemente
elastico, com as curvas da magnitude da tensdo extra bem ajustas por funcdes ndo lineares.
Finalmente, sdo ainda visiveis as regides nas quais o material excede seu limite de
escoamento 7 > 17;:1 , uma regido localizada na parcela intermediaria da cavidade e outra
na regidao compreendida entre o vortice do escoamento e a parede superior da cavidade. Cabe
ainda observar os limites de ambas as regides dependerem da tensdo de escoamento U

conforme discutido quando apresentadas as isobandas de 7

1
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Figura 7.10 — Perfis da magnitude da tensdo extra com U~ variando
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7.4.1.2 Influéncia da tensdo de escoamento — com efeitos inerciais

A Figura 7.11 também mostra a influéncia da tensdo de escoamento sobre as

superficies de escoamento, mas agora com os efeitos inerciais presentes. Os parametros

utilizados do material foram; 0; =100, n=0,5, ,0*2500 .

-

-

(a)

(d)

(e)
Figura 7.11 — Superficies de escoamento: (a) U =0,01 , (b) U =0,05 , (c) U =0,1 ,

(d U'=0,2 ,(e) U =0,25
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Nesta figura, também, como esperado, percebe-se que com o aumento da tensdo de
escoamento, as regides aparentemente nao escoadas diminuem em toda a cavidade. Tanto na
parte superior quanto na parte inferior da cavidade, nota-se os mesmo efeitos dos resultados
observados sem a presenca dos efeitos inerciais. Entretanto, quando a intensidade do
escoamento alcanca um valor elevado (velocidade elevada), ocorre um forte deslocamento das
regioes aparentemente ndo escoadas na parte superior da cavidade, isto devido pelo
deslocamento do vértice central, também chamado de vortice principal do escoamento, pois
com uma velocidade alta, os efeitos inerciais ficam mais evidentes e também, com uma
velocidade alta e efeitos inerciais altos, teremos um aumento da advecc¢do no escoamento. E o
pardmetro p =500 foi escolhido, pois os efeitos inerciais comecam a ficar mais evidentes
no escoamento.

Comparando-se as Figuras 7.9 e 7.11, observa-se claramente que os efeitos inerciais

modificam o padrdo do escoamento dentro da cavidade. Visto que, com o aumento da

advecgdo no escoamento o nimero de Reynolds aumenta (proporcional ao aumento do p )
e por conseguinte, os efeitos inerciais ficam mais evidentes do que os viscosos, tornando o
escoamento mais fino diminuindo as zonas aparentemente ndo escoadas da cavidade e

perdendo a sua simetria.

7.4.1.3 Influéncia da inércia

Por outro lado, a Figura 7.12 mostra as superficies de escoamento sob a variacao dos

. . . e o7 . A o *
efeitos inerciais, utilizando os seguintes pardmetros: 6,=100, n=0,5, U =0,15 . O
parametro U*=0,15 foi escolhido, pois os efeitos inerciais ficam mais evidentes com uma

maior adveccdo no escoamento.
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(e) ()

Figura 7.12 — Superficies de escoamento: (a) p =1 , (b) p =50 , (c) p =300 ,
(d) p'=500 ,(e) p=800 ,(f) p=1000

Percebe-se pela andlise da Figura 7.12 que as regioes aparentemente ndo escoadas
diminuem em toda cavidade com o aumento do efeito inercial. Na parte inferior da cavidade,

o efeito inercial tem pouca influéncia no padrdao do escoamento, por outro lado, na parte
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superior, o padrdo do escoamento é bastante influenciado pelo efeito inercial, visto que o

vortice principal do escoamento sofre um grande deslocamento para a direita da cavidade de

acordo com o aumento do p , pois nessa parte mais regides excederam o limite da tensdo
de escoamento, logo o efeito da adveccdo tem uma forte influéncia na parte superior da
geometria. Como a elasticidade, a inércia quebra a simetria do padrdo de escoamento e com o
aumento dos efeitos inerciais, h4& uma maior perda da simetria do escoamento (maior
deslocamento para a direita). Essa perda de simetria acontece pelo fato crescente do termo da
aceleracdo advectiva na equacdo de movimento. Em relacdo aos tamanhos dessas regioes, elas
permanecem quase inalteradas até um escoamento inercial moderado. Essa tendéncia muda

para escoamentos com efeitos inerciais mais elevados.
7.4.2 Andlise da deformagdo eldstica sobre o escoamento

O pos-processamento de interesse também € o calculo da parte elastica da deformacao
total sofrida pelo material. Conforme predito pelo modelo elasto-viscoplastico empregado
nesta Tese (Equagoes 5.1 e 5.13), a deformacao elastica assume relevancia essencial, uma vez
que materiais viscoplasticos reais apenas apresentam elasticidade dentro das regioes
aparentemente nao escoadas; afora elas — quando a tensao de escoamento é excedida - esses
materiais escoam como um fluido puramente viscoso, fluido power-law — linearmente ou nao
dependendo da intensidade da taxa de deformacdo. A distribuicdio da magnitude da
deformacdo eldstica no interior das regides aparentemente ndo escoadas é dada pela razao
entre a magnitude do tensor de tensdo extra 7 e o moédulo de elasticidade ao cisalhamento
G,

(27 7)"

:é:m (74)

Ye

7.4.2.1 Influéncia da tensdo de escoamento — sem 0s efeitos inerciais

A Figura 7.13 mostra a influéncia da tensdo de escoamento sobre a deformacao

elastica ao longo da cavidade no escoamento. Os parametros fixos do material utilizado

foram; 63 =100, n=0,5
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(b)

(©)

Deformacdo Elastica

0,08 00716 00,0831

Figura 7.13 — Deformacio elastica: (a) U =0,1 ,(b) U =0,15 , (c¢) U =0,25

De sua definicdo dada pela Equacdo 7.4, sabemos que a deformacao eléstica cresce
monotonicamente até atingir seu valor maximo nas superficies de escoamento, nas quais a
tensdo extra é igual a tensdo de escoamento do material e as superficies de escoamento
possuem maior elasticidade, portanto vao possuir uma menor deformagdo eléstica. Esta
tendéncia é claramente observada na Figura 7.13, principalmente nas regides aparentemente
nao escoadas no fundo da cavidade. Também, podem ser observadas nesta figura a
diminuicdo da deformagao elastica na regido aparentemente ndo escoada no vortice principal
(regido central) do escoamento — o que vem ao encontro da diminuicdo da morfologia das
regioes aparentemente nao escoadas no vortice principal do escoamento, com o aumento de

*

U
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7.4.2.2 Influéncia da tensdo de escoamento — com os efeitos inerciais

A Figura 7.14 evidencia a influéncia da tensao de escoamento com efeitos inerciais

presentes sobre a deformacdo elastica ao longo da cavidade no escoamento. Os parametros

fixos do material utilizado foram,; 0; =100, n=0,5, p*=500

(a)

A

N\

5.81e-21 0,0154 0,0302

[ .
Figura 7.14 — Deformacio elastica: (a) U =0,1 ,(b) U '=0,15 , (c) U =0,25

As tendéncias verificadas anteriormente sdo confirmadas, ou seja, a tensdo de
escoamento altera a sua forma e a inércia torna suas superficies de escoamento assimétricas.
A novidade é que essas figuras 7.13 e 7.14 introduzem é atestar a pertinéncia da previsao do
material e da modelagem numérica. Nota-se pela Figura 7.14 que aumentando a advecgao no
escoamento, a deformacdo elastica sofre uma reducao em toda a cavidade, pois mais regides

atingiram a tensdo limite de escoamento. Também percebe-se que nas regidoes aparentemente
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ndo escoadas a deformacao elastica é maior, pois nessas regioes também teremos elasticidade
(de magnitude menor se comparada com a viscosidade) — esse é um dos objetivos do modelo,
encontrar elasticidade nas regides aparentemente ndo escoadas — ja nas quinas da geometria a
deformacdo elastica é quase nula, pois ali se encontra a maior elasticidade (regido de baixa
velocidade, falta uma forca consideravel para atingir o limite de escoamento) e a deformacao
elastica vai diminuindo na passagem das regioes aparentemente ndo escoadas para as regioes
aparentemente escoadas. No vortice principal do escoamento a deformacdo elastica volta a
aumentar, pois também ha elasticidade naquela parte da cavidade — em magnitude menor se
comparadas com as das quinas da geometria — logo, na parte superior da cavidade a
deformacdo elastica é maior no vértice principal e se desloca para a direita de acordo com o
aumento do termo advectivo e também vai diminuindo ao passar para as regides

aparentemente escoadas.

7.4.2.3 Influéncia da inércia

A Figura 7.15 evidencia a influéncia dos efeitos inerciais sobre a deformacao elastica

ao longo da cavidade no escoamento. Os parametros fixos do material utilizado foram;

6,=100, n=0,5, U =0,15
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(e)

E.052—23 0,0155 0,0303

Figura 7.15 — Deformacdo elastica: (a) p =1 ,(b) p =100 ,(c) p =300 ,
(d) p'=500 ,(e) p =1000

Percebe-se pela Figura 7.15 que a variacdo da inércia tem pouca influéncia sobre a
deformacdo elastica na parte inferior da cavidade, porém nessa parte se encontram 0s maiores

valores da deformacdo elastica (com excecdao das quinas) e também no vértice principal do

escoamento h4 valores elevados para a deformacdo elastica. Variando a inércia com o p
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mantendo U~ constante, tem assim a vantagem de se desacoplar as mudancas no campo de
escoamento devido a inércia a partir das mudancas impostas na alteracao da tensdo de
escoamento. Logo, podemos comparar a Figura 7.15 com a Figura 7.14, pois apresenta o
mesmo efeito. Aumentando-se a advecgdo (aumento dos efeitos inerciais) do escoamento a
deformacdo elastica sofre forte variacdo (na parte superior da geometria), visto que com o
numero de Reynolds mais alto, mais regides na parte superior vao ter elevados valores para a
deformacdo elastica e também esse valor se desloca para a direita da cavidade, juntamente

com o olho do vortice nesta regido.

1T T SIS AL LA S B e e s e e s I T T T T

. — i

0.8 — —

0.6 - —— p'=100 -

- B —_— p*:300 7

) B —— p’'=500 7

B “=1000 7

0.4 — P —

0.2 — —

0 i coa by b b by by oy Ik 1
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Ye
Figura 7.16 — Influéncia da inércia na deformacao elastica

Para uma melhor andlise da influéncia da inércia na deformacao elastica, observa-se
pela Figura 7.16 que a parte inferior da cavidade possui os maiores valores da deformacao
elastica, pois nessa parte tera mais regioes aparentemente ndo escoadas e, consequentemente,
essa parte da cavidade possui elasticidade (em escala menor se comparada com a viscosidade)
e esses valores praticamente ndo se alteram — até com o =1000 - com o aumento da inércia
no escoamento. Por outro lado, na parte superior da cavidade, mais precisamente na regiao do
vértice principal do escoamento ( x,=0,6—0,9 ), a deformacdo eldstica sofre uma forte
variacdo, pois nessa regido teremos uma diminuicdo da regido aparentemente ndo escoada
com o aumento da adveccdo, portanto a elasticidade varia nessa regiao de acordo com a

variagio da inércia (ver Figura 7.15). Com uma inércia muito alta, p =1000 , a
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deformacdo elastica diminui bastante na parte superior da geometria, pois com essa inércia o
escoamento, conforme a Figura 7.12, terd muito mais regides aparentemente escoadas
predominando na cavidade, sendo assim, como visto anteriormente, a deformagdo elastica
sofre uma forte reducao com o aumento da adveccdo. Lembrando que as zonas aparentemente
ndo escoadas também possuem elasticidade, além de viscosidade (como visto anteriormente),
nesse local a deformacdo elastica possui os maiores valores e as zonas aparentemente

escoadas possuem os menores valores para a deformagao elastica.

7.4.3 Influéncia da inércia na viscosidade

A Figura 7.17 evidencia a influéncia dos efeitos inerciais sobre a viscosidade ao longo

do eixo central da cavidade (x;=0,5) no escoamento. Os pardmetros fixos do material

utilizado foram; 6,=100, n=0,5, U =0,15

Figura 7.17 — Influéncia da inércia na viscosidade

Nos escoamentos de materiais elasto-viscoplasticos de acordo com o modelo proposto,
as regioes aparentemente ndo escoadas possuem maior viscosidade, ou seja, nessas regides o
escoamento € mais viscoso. Pela analise da Figura 7.17 nota-se este comportamento, pois na
cavidade as regioes aparentemente ndao escoadas se encontram na parte superior e inferior da
mesma, porém aumentando a inércia teremos mais adveccdo no escoamento, sendo assim,

ocorrera uma diminuicdo das regides aparentemente ndao escoadas na parte superior da
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cavidade (aumento da tensdo limite de escoamento), conforme Figura 7.12, e assim a
viscosidade diminui nessa parte da geometria, por outro lado, na parte inferior as regides
aparentemente ndo escoadas nao sofrem grandes alteracdes e por conseguinte, os valores da
viscosidade se mantém nessa parte. E também pela Figura 7.17, percebe-se qua nas regioes
aparentemente escoadas se encontram o0s menores valores para a viscosidade, pois nessas

regioes o fluido se deforma e por consequéncia, acontece o escoamento.

7.5  Analise da posicdo do vortice principal

A vorticidade é um conceito matematico usualmente utilizado na dinamica dos fluidos
para caracterizar os vortices de um escoamento. Ela pode ser interpretada como a quantidade
de circulacdo ou rotacdo de um fluido, por unidade de area, de uma dada posicdo no
escoamento. Matematicamente, a vorticidade é definida como um campo vetorial dado pelo
rotacional do campo de velocidade, w=V xV

A andlise do padrdo do escoamento dentro da cavidade identificou trés regides de
recirculacdo, a saber, uma regido de recirculacdao localizada na parte superior da cavidade e
duas regioes de menor vorticidade localizadas em suas quinas inferiores. A primeira regidao de
recirculacdo é provocada pela condi¢dao de contorno imposta na parede superior da cavidade,
condicao esta, que impOe ao escoamento, no interior da cavidade, uma recirculacao no sentido
horario — doravante designada de vértice principal do escoamento ou olho do vortice que
representa a parte central do vortice principal. Ja as recirculacdes ditas secundarias nas quinas
inferiores da cavidade, sdo provocadas pelo descolamento do fluido nestas regides, ou seja, o
escoamento principal, ao chegar proximo ao fundo da cavidade, perde quantidade de

movimento e mostra-se incapaz de permanecer aderido as paredes laterais nestas regioes.

7.5.1 Influéncia da tensdo de escoamento — sem os efeitos inerciais

Na Figura 7.18 (posicdo geométrica) sdao descritas as influéncias da tensdao de

escoamento, U , sobre a localizagdo do olho do vértice do escoamento principal. Podemos

observar na Figura 7.18, que o olho do vortice desloca-se ligeiramente para baixo (cerca de
6% do comprimento L da cavidade) ao longo do eixo central da cavidade (x,=0,5) , com o

crescimento de U~ . Numa primeira abordagem poderiamos ser levados a explicar que este
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deslocamento seja devido unicamente ao aumento da cinematica na parede superior da

cavidade. Lembrando que U  é definido como U =- CL ,esta intensidade também pode
Y1
1/n
~ s s ~ . . * Uck
ser expressa como uma fungdo explicita da tensdo limite de escoamento, U :T"L . Ou
T
y

seja, a quantidade U~ acopla os efeitos cinematicos e viscoso da tensdo de escoamento —
para uma dada geometria e coeficiente power-law. Sobre este novo ponto de vista introduzido
pela adimensionalizacdo empregada, a Figura 7.18 indica que escoamentos mais viscosos
apresentam a formacao de seus vértices mais proximo do topo da cavidade e, contrariamente,
escoamentos menos viscosos tem suas recirculacoes mais distantes da parede superior da
cavidade. Este comportamento observado vai ao encontro da dinamica dos fluidos viscosos,
isto é, os escoamentos mais dissipativos impedem que a quantidade de movimento imposta no
topo da cavidade alcance suas regides inferiores.

Posi¢do do olho do vértice

0r93 L T T T T | T T T T | T T T T ‘ T T T T T T T T T T T T ]
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091 ]
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Figura 7.18 — Anlise da posicdo do vértice principal do escoamento: U =10">—0,25

Finalizando, para valores crescentes de U , o escoamento dissipa cada vez menos a
quantidade de movimento imposta pelo deslocamento da tampa. Consequentemente, o vortice
principal do escoamento (vortice central) é transportado para baixo.

Classicamente, o reposicionamento do olho do vortice é unicamente devido ao

componente inercial do modelo mecanico.
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7.5.2 Influéncia da tensdo de escoamento — com o0s efeitos inerciais

A Figura 7.19 analisa o comportamento do vortice principal da geometria sob a

influéncia da intensidade do escoamento com efeito inercial p =500

Posicdo do olho do vértice
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0.895 | 3
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0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Figura 7.19 — Anédlise da posicdo do vértice principal do escoamento com p =500

Percebe-se pela analise da Figura 7.19 que o olho do vortice desloca-se em torno de
3% (desloca muito pouco da parte superior) do comprimento L. da cavidade para baixo. E
ainda nota-se que, idem a Figura 7.18, escoamento mais viscosos (baixa U~ ) apresentam a
formacao de seus vortices mais proximo do topo da cavidade e, contrariamente, escoamentos
menos viscosos (elevadas U™ ) tem suas recirculacdes mais distantes da parede superior da
cavidade. Entretanto, na Figura 7.19 o vértice principal do escoamento ndo permanece na
parte central da geometria, sofrendo um forte deslocamento (cerca de 25% da parte central)
para a direita da cavidade devido ao aumento do termo advectivo no escoamento, pois

aumentando a intensidade do escoamento, teremos mais adveccao no escoamento.
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7.5.3 Influéncia dos efeitos inerciais

A Figura 7.20 mostra a influéncia dos efeitos inerciais no vortice principal do
escoamento. Foi utilizado o valor de U =0,15 , pois a partir desse valor o vértice comegca a
sofrer uma forte influéncia dos efeitos inerciais (conforme Figura 7.19 — deslocamento para a
direita).

Posi¢do do olho do vértice
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Figura 7.20 — Anélise da posicdo do vértice principal do escoamento com p variando

Através da Figura 7.20 observa-se que para baixo valores de inércia ( p'=1 a 50 ),
o olho do vértice ndo se desvia do eixo central da cavidade ( x;=0,5 ), ou seja, a inércia

ainda é superada pelos efeitos da elasticidade e da tensdo de escoamento ( U~ ). Por outro
lado, com o aumento dos efeitos inerciais, a inércia supera os efeitos da elasticidade ou da
tensdao de ecoamento, com isso o vortice principal do escoamento se desloca em uma linha
reta na parte superior da cavidade - mesmo efeito encontrado na Figura 7.19 com elevada
tensdo de escoamento - porém sofre um deslocamento de aproximadamente 15% para a direita
da cavidade (em relagdo a parte central, x,=0,5 ). Finalmente, para p =1000 , a inércia
domina o escoamento, como consequéncia, o olho da vortice sofre um forte deslocamento
para a direita, fato também observado na Figura 7.12(f). E também pela analise da Figura
7.20 comprova-se que com o crescimento da adveccdo no escoamento, pelo aumento de
(Reynolds também cresce), o olho do vértice sofre deslocamento para direita da cavidade,

conforme fato presenciado nos resultados anteriores desta tese.
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8. CONCLUSOES

Nesta tese foram realizadas simulacbes numéricas de escoamentos elasto-
viscoplasticos com a introducdo dos efeitos inerciais e negligenciando a tixotropia, onde a
geometria utilizada foi uma cavidade forcada. A modelagem mecanica foi feita empregando-
se a equacao da conservacao de massa, a equacao do principio da conservacao da quantidade
de movimento acoplado a uma equacdo material elasto-viscoplastica proposta em [Souza
Mendes et al., 2011]. Segundo esta equacdo o tensor extra de tensdo é descrito por uma
equacao do tipo Oldroyd-B a qual permite que tanto os tempos de relacdo e retardo do
material, como sua funcao viscoplastica, sejam sensiveis as mudancas de sua microestrutura.
Ou seja, esse tipo de equacdo permite propriedades reoldgicas dependentes.

O modelo mecanico foi aproximado por um método de Elementos Finitos, a saber, o
método multi-campos de Galerkin minimos-quadrados, em termos da tensdao extra, pressao e
velocidade. Esta formulacdo estabilizada permite ndo s6 o emprego de elementos finitos de
igual ordem, bem como produz aproximacdes estaveis em escoamentos fortemente advectivos
dominados.

A geometria estudada consiste de uma cavidade bi-unitaria na qual sua tampa superior
move-se para a direita, induzindo, assim, um escoamento curvilineo no seu interior. Para tal,
foram prescritas as seguintes condicdes de contorno: na parede superior da cavidade
escoamento horizontal com velocidade constante e, nas demais paredes foram imposta as
condi¢Oes de ndo-deslizamento e impermeabilidade. De modo a determinarmos a melhor
discretizacao deste dominio computacional, foram empregadas diversas malhas de elementos
Lagrangeanos bilineares, resultando, segundo o critério de independéncia de malha adotado,
na escolha de uma malha de 10000 elementos Q1.

Através da adimensionalizacdo do modelo mecanico empregado, obtém-se que o
escoamento estudado é governado pelos seguintes parametros: o indice power-law, n controla

o grau de shear-thickening da viscosidade viscoplastica, o nivel de elasticidade das regides
aparentemente ndo escoadas é dado pelo tempo de relaxacio adimensional 6, e a
intensidade do escoamento (tensdo de escoamento) é controlada pela velocidade

adimensional, U”
Em seguida a determinacdo da discretizacdo do dominio computacional e a obtengado

dos parametros governantes do escoamento, foi realizada uma anélise de sensibilidade de
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modo a aferir a influéncia dos efeitos viscosos, eldsticos e cinematicos sobre o padrao do
escoamento. As tendéncias principais desta analise sao resumidas nos paragrafos que seguem.

No que tange a influéncia dos efeitos cinematicos do escoamento com a reologia do
material ( U ), foi observado uma acentuada reducio nas regides aparentemente nao
escoadas com o crescimento da tensdo de escoamento. Isso se deve que o aumento de U”
provoca niveis crescentes de tensdo em toda a cavidade, fazendo com que maiores regides
excedam o limite de escoamento do material e comecem a escoar como um fluido power-law.
Esta fato ocorre tanto com a presenca dos efeitos inerciais quanto sem os efeitos inerciais.
Pois, pela variagio de U e fixando o =500 , aumentando os efeitos advectivos no
escoamento as regides aparentemente ndo escoadas sofrem um forte deslocamento para a
direita na parte superior da cavidade. Por outro lado, fixando U’ =0,15 e variando os efeitos
inerciais (variacdo de p ) o efeito inercial tem pouca influéncia no padrdo do escoamento
na parte inferior, entretanto, na parte superior, o padrdao do escoamento é bastante
influenciado pelo efeito inercial, e com o aumento de p  as regides aparentemente nio
escoadas também sofrem um forte deslocamento para a direita da cavidade, logo o efeito da
adveccdo tem uma forte influéncia na parte superior da geometria. Também observa-se que
com o aumento dos efeitos inerciais, ha uma perda da simetria do escoamento.

A deformacao elastica é fortemente influenciada pela variacao da tensao de
escoamento. A medida que 6, (elasticidade) diminui (pois tanto nas regides aparentemente
ndo escoadas quanto nas aparentemente escoadas teremos elasticidade), as regioes
aparentemente ndo escoadas estdo sujeitas a maiores deformacoes elasticas — de acordo com
as Equacgoes 6.25 e 7.4 - ao passo que as regides aparentemente escoadas apresentam y,=0
. Este comportamento predito pelo modelo estd de acordo com as recentes visualizacoes
experimentais de escoamento de materiais viscoplasticos, nos quais o0s escoamentos
apresentam um comportamento puramente viscoso quando a tensdao excede o limite de
escoamento do material, e 0 comportamento viscoelastico quando este limite ndo é alcangado.
Outro relevante comentario a cerca de y, , é que a deformacao eléstica atinge seus valores
maximos nas superficies de escoamento, visto ser nelas que ocorrem os maiores niveis de
tensdo no interior das regides aparentemente ndo escoadas. E tanto na presenca ou nao dos
efeitos inerciais, a deformacdo elastica possui maior valor nessas regioes. Porém, com a

variacdo da inércia os maiores valores da deformacdo elastica na parte superior da cavidade
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tendem a sofrer um forte deslocamento para a direita, tal deslocamento é também observado
pelas regides aparentemente ndo escoadas nessa parte da geometria. E também com os efeitos
inerciais presentes, a deformacdo elastica diminui de acordo com o aumento do termo
advectivo da equacdo da quantidade de movimento, principalmente na parte superior da
cavidade, pois com maior adveccdo no escoamento as regides aparentemente nao escoadas
diminuem nessa parte, logo, mais regides aparentemente escoadas se encontram na parte
superior e consequentemente, a deformacao elastica diminui, como um todo, na parte superior
da cavidade com o aumento da inércia.

A viscosidade sofre bastante influéncia da inércia, pois aumentando a inércia as
regioes aparentemente ndo escoadas sofrem uma grande diminui¢do na parte superior da
cavidade e por consequéncia, a viscosidade nessa parte da geometria também sofre uma
grande diminuicdo. Lembrando que nos escoamentos de materiais viscoplasticos a
viscosidade sera maior nas regioes aparentemente nao escoadas na geometria.

A posicao do olho do vortice do escoamento sofre grande influéncia da tensdao de
escoamento. Com o aumento de U~ , sem os efeitos inerciais, o olho do vértice desloca-se
verticalmente para o fundo da cavidade, seguindo seu eixo central e também a posicdo do
vortice principal do escoamento sofre uma maior influéncia com a variacdo da tensdo de
escoamento, U , com a presenca dos efeitos inerciais do que a pela variacdo dos efeitos
inerciais (massa especifica adimensional, p ), essa influéncia em torno de 10%
comparando-se a Figura 7.19 com a Figura 7.20. Isto porque, a quantidade de movimento é
mais sentida em escoamentos menos viscosos, ou seja, o termo advectivo é mais influenciado
pela variagio de U~ do que pela variacio de p . Entretanto, o movimento para a direita
do vértice principal do escoamento é visualizado tanto com a variagio do p , quanto com

um p alto com a variacio do U”

O termo advectivo da equacdo da quantidade de movimento, Equacdo 3.19, é o termo
que representa as forcas de inércias no escoamento, ou seja, quanto maior a inércia no
escoamento, maior sera a adveccdo nesse escoamento. O numero de Reynolds também é
influenciado pela inércia, isto é, maior a inércia (maior p ), maior serd o nimero de
Reynolds.

Por fim, os resultados numéricos evidenciaram uma influéncia significativa da
elasticidade, da tensdao de escoamento e da inércia no tamanho e na localizacdo das regides

aparentemente ndo escoadas. Destacando-se que a elasticidade causa assimetria dessas
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regides, a tensao de escoamento altera os seus tamanhos e a inércia carrega suas posicoes.
Salienta-se em face dos resultados obtidos e das observacOes fisicas, que o modelo de
viscoelasticidade empregado nesta tese mostrou-se capaz de predizer qualitativamente o
comportamento de materiais viscoplasticos reais no interior de cavidades forcadas com a
presenca dos efeitos inerciais. Como o estudo realizado foi numérico, isto também implica nas

boas condigoes de estabilidade e a curacidade do método numérico empregado.

O cédigo numérico usado nas simulagOes nesta tese, apresentou-se confidvel, pois
apresentou resultados semelhantes em comparagcdao com a literatura [Hermany L. et al., 2013]

e [Dos Santos D.D et al., 2013], pois esses trabalhos apresentaram alguns resultados com a

variagio do p em outras geometrias.
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PERSPECTIVAS FUTURAS

Como perspectivas futuras podemos destacar os seguintes topicos de pesquisa:

Acrescentar a equacao da energia para analisar a transferéncia de calor em fluidos nao-
Newtonianos, afim de observar o comportamento do campo de temperatura no
escoamento;

A incorporacdo do comportamento tixotropico para o0s materiais viscoplasticos,
visando considerar a dependéncia do tempo da influéncia das alteragdes da micro

estrutura do material;

Aplicar a técnica de conformacgdo logaritmica de tensdo na equacdo viscoelastica
visando alcangar tempos de relaxacdo adimensional mais elevados e por consequéncia,

conseguindo maiores valores para o nimero de Deborah;

Estudar escoamentos tridimensionais de materiais elasto-viscoplasticos, avaliando

assim, a influéncia dos efeitos de extremidade.
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APENDICE A - Formulacdes matematicas

Tensor gradiente de deformacao

Seja F o tensor gradiente de deformacdo, temos que, F zaa—; e por

consequéncia, dx=detFdX ,onde detF é ojacobianoem um instante de tempo t.
Seja @ uma funcdo definida no conjunto de todos os tensores inversiveis de A ,

tal que: ¢(A)=det(A) . Usando a propriedade dos Invariantes de um tensor, temos que:

det(A—al)=—o’+I,(A)o’~1,(A)a+I;(A) (A1)
onde, a=f(A) e I,,I,,I, sdo os invariantes, na qual os seus valores sdo
IL(A)=trA , L(A)=(1/2)[(tr AY—trA®] , I,(A)=det A e fazendo «=-—1 , temos
que, det(I+A)=1+trA elogo,se A éinversivele U € Lin e é arbitrario, entdo:

det(A+U)=det A+det Atr(U A)"' é linear, pelo fato de a operagdo do traco ser linear,
assim:

D¢(A)U=det Atr(UA)" (A.2)
Sendo assim, de acordo com a Equacdio 11.2 e fazendo @ A=F , tem-se:
2 (Cli)ettF) =(detF)tr(FF™') , onde F=(D/Dt)F . Levando em conta que

tr(FF ')=divu , chegamos a comprovacio que:

det F=det F divu (A.3)
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ANEXO I — Teorema da divergéncia

div(aa)=V a.a+adiv(a) ,sendo o umescalare a um campo vetorial.

divT.u=div(T"u)-TVu , sendo u um campo vetorial (por exemplo, velocidade e
T um tensor (por exemplo, o tensor de tensoes).

- IQ Voczfr andl ,onde o éumescalare n é o vetor normal.

IQ divadQ :fr a.ndI' ,onde a ¢éum campo vetoriale n é o vetor normal.

- IQ VudQ:fF undl ,onde u éum campo vetoriale n € o vetor normal.

IQ SdQ:fr(S)ndF ,onde T éumtensore n é o vetor normal.

- div(vxw)=vdivw+(Vv)w ,onde v e w sdo vetores.

ANEXO II - Teorema da Localizacao

Seja ¢ um campo escalar ou vetorial, continuo e definido em conjunto aberto Q ,
sedado x € Q e seporsuavez,

fqbdQ:O ,paratodo Q C Q ,entio ¢=0

ANEXO III — Teorema de Green

- frT(x,t).n(x,t)dF:fQdivT(x,t)dQ ,onde T ¢éum tensor.

ANEXO IV — Hipotese de Cauchy

- t(x,t,—n)=—t(x,t,n)
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ANEXO V — Teorema de Stokes

Seja S uma superficie orientada, lisa por partes, cuja fronteira é formada por uma
curva C fechada, simples, lisa por partes, com orientacdo positiva. Seja F um campo vetorial
cujas componentes possuem derivadas parciais continuas em uma regido aberta de R’ que

contém S. Nesse caso, tem-se,

g]SCFdr:ﬂSrothS



