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RESUMO

A estimacgdo de parametros consiste em determinar o conjunto 6timo dos valores dos
parametros de modelo especifico, o qual corresponde ao menor valor possivel para o
desvio entre as variaveis medidas experimentalmente e as preditas pelo modelo.
Como os valores mensurados experimentalmente estdo sujeitos a incertezas, o
mesmo acontecera com os valores estimados, fazendo-se necessario determinar a
incerteza destes. Em modelos com um Unico parametro, podem ser definidas faixas
ou intervalos de confianca contendo valores estatisticamente iguais ao valor 6timo. Ja
para modelos que possuem mais de um parametro, a abordagem mais adequada é
determinar as suas regides de confianca, pois a provavel presenca da correlacéo entre
0s parametros estimados invalida a andlise somente por intervalos de confianca.
Nesse trabalho foram avaliadas diversas metodologias para a determinacdo de
regides de confianca. Inicialmente foi avaliado o impacto que o uso da aproximacao
de Gauss-Newton gera no célculo das regides de confianca elipticas quando
comparada com o célculo da matriz Hessiana completa. O uso da aproximacao
comprovou-se justificAvel nos casos estudados, ja que nao foram observadas
diferencas significativas entre as regides resultantes pelo emprego dos dois métodos.
Também foi avaliada a qualidade das regifes de confianca obtidas pelo método da
razdo de verossimilhanca. Foi utilizado o método do Contorno que percorre o limite da
regido de confianca determinando de forma quase exata o seu tracado. Este método
funciona bem para uma grande maioria de modelos, mas apresenta algumas
dificuldades quando as regides possuem variacbes bruscas na sua geometria.
Também foi usado o método do Perfil, que consiste na determinacéo de intervalos de
confianca baseados na razao de verossimilhanca, seguido de uma interpolacéo para
determinacao das regides de confianca. Entretanto, esta metodologia ndo conseguiu
delimitar regides de confianca com geometria mais complexa. Por fim, foi utilizado o
meétodo de Bootstrap, o qual consiste em estimar novos valores 6timos a partir de
perturbacdes normalmente distribuidas nas variaveis experimentais. As regides
geradas por este método possuem pontos que se concentram majoritariamente nas
proximidades do ponto 6timo, embora também ocorram dispersdes. Apesar do tracado
da regido de confianca nao ficar evidente, estes pontos podem ser utilizados para a
avaliacao da distribuicdo de probabilidades das estimativas dos parametros.

Palavras chaves: Regides de confianga. Regido do perfil. Aproximacédo de Gauss-

Newton. Bootstrap. Regido do contorno.
Vi



ABSTRACT

Parameter estimation consists of determining the optimal set of parameter values for
a specific model, which minimize the difference between the variables measured
experimentally and those predicted by the model. As the values measured
experimentally are subject to uncertainties, the same will happen with the estimated
values, making it necessary to determine their uncertainty. In models with a single
parameter, confidence ranges or intervals can be defined containing values statistically
equal to the optimum value. For models that have more than one parameter, the most
appropriate approach is to determine their confidence regions, since the likely
presence of the correlation between the estimated parameters invalidates the analysis
only by confidence intervals. In this work, several methodologies for determining
regions of trust were evaluated. Initially it was evaluated the impact that the use of the
Gauss-Newton approximation generates when considering it in the calculation of the
elliptical confidence regions when compared with the calculation of the complete
Hessian matrix. The use of the approximation proved to be justiciable, since no
significant differences were observed between the regions obtained by using the two
methods. The quality of the confidence regions obtained by the likelihood ratio method
was also evaluated. For this work, the Contour method was chosen, which crosses the
border of the confidence region, determining its contour almost exactly. This method
works well for a large majority of models, but presents some difficulties when the
regions have sudden variations in their geometry. The Profile method was also used,
which consists of determining the confidence interval based on the likelihood ratio,
followed by an interpolation to determine the confidence regions. However, this
methodology was unable to delimit regions of trust with more complex geometry.
Finally, the Bootstrap method was used, which consists of estimating new optimal
values from perturbations normally distributed in the experimental variables. The
regions generated by this method have points that are mainly concentrated in the
vicinity of the optimum point, while some of them are more dispersed. Although the
tracing of the confidence region is not evident, these points can be used to assess the
probability distribution of the parameter estimates.

Keywords: Confidence regions. Contour confidence region. Gauss-Newton method.
Bootstrap confidence region. Profile confidence region.
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Capitulo 1: Introducéo

As atividades que envolvem anélise de dados tendem a crescer, tanto no setor
académico como na area industrial. A interpretacdo destes conjuntos de dados é
essencial para o estabelecimento de novas propostas que descrevam ou melhorem o
esclarecimento de fendbmenos naturais ou que aumentem a eficacia de processos
industriais. Para tal, € necessario propor modelos capazes de representar da melhor
maneira possivel o conjunto de dados estabelecidos. Um modelo adequado € aquele
que, a partir de um novo valor de entrada, prediz valores de saida que se relacionam
com os valores experimentais utilizados para estabelecer este modelo. Em areas que
estabelecem a proposta de um modelo para representar o conjunto de dados, os
valores conhecidos sdo os de entrada e saida e se deseja determinar o valor das
constantes. Estas, chamadas de parametros, representem da melhor maneira a
relacao entre as variaveis de entrada e saida e sua obtencao estabelece um problema
de estimacéo de parametros.

Em problemas de estimacdo de parametros, procura-se o valor para
determinado conjunto de parametros de um modelo de forma que este represente de
forma adequada a relacédo entre os dados experimentais. Para que este valor seja
encontrado, sdo realizadas sucessivas iteracdes que modificam o valor dos
parametros até que os valores preditos se ajustem da melhor forma aos dados
experimentais. O ajuste entre estes valores € possivel pelo uso de uma classe de
funcdes denominadas fungédo objetivo, as quais medem a “distancia” entre as
predices do modelo e os valores obtidos experimentalmente. Uma funcdo objetivo
comumente utilizada, bastante robusta e simples € a funcdo dos minimos quadrados
gue compara a soma do quadrado das diferencas entre os valores experimentais e 0s
valores preditos pelo modelo. Porém, seu uso pode nao ser adequado em situacdes
nas quais as incertezas associadas aos experimentos sao diferentes ou quando as
variaveis do modelo possuem diferentes dimensdes ou escalas. Uma alternativa € a
funcdo dos minimos quadrados ponderados, que pondera a soma do quadrado das
diferencas entre os valores experimentais e os valores preditos pelo valor da variancia
de cada experimento.

O procedimento que determina o valor dos parametros que resultam no menor

valor para a fungéo objetivo é denominado minimizacdo. Esta etapa consiste em,

1



através de uma metodologia especifica, reduzir o valor da fungéo objetivo até o menor
valor possivel ajustando os parametros do modelo. Existem diferentes abordagens
para este célculo, sendo que a escolha dependera de questdes como tipo de modelo,
precisdo dos resultados e preferéncia do usuario. Ha trabalhos realizados por
MARSILI-LIBELLI e CHECCHI, (2005); e MARSILI-LIBELLI, GUERRIZIO e CHECCHI,
(2003) preferem o uso de técnicas de busca direta, como o método geométrico dos
poliedros flexiveis. J& outros, como GUELY; SIARRY, (1993); e RUDER, (2016),
utilizam técnicas mais precisas e especificas para problemas de otimizacdo como os
métodos do tipo gradiente.

Sendo a classe de métodos de minimizacdo mais classica, os métodos de
gradiente do tipo Newton, utilizam uma estimativa inicial dos parametros e os valores
do gradiente e da matriz Hessiana da funcéo objetivo para determinar novos valores
de forma iterativa até que seja alcancado o menor valor possivel. Uma alternativa
bastante utilizada para evitar dificuldades relacionadas ao célculo da matriz Hessiana
€ a aproximacdao de Gauss-Newton que propde uma simplificacdo para a obtencéo da
matriz Hessiana.

Entre as dificuldades envolvendo o uso dos métodos de Newton, podem-se
destacar a existéncia de minimos locais, que dificultam a convergéncia do algoritmo
para o ponto 6timo global, a dependéncia de boas estimativas iniciais para que o
método convirja e a necessidade do calculo das derivadas. Desta forma, uma
alternativa interessante € o uso de métodos estocasticos de minimizacdo da funcdo
objetivo, como os métodos do Enxame de Particulas, (KENNEDY; EBERHART, 1995),
e do Algoritmo Genético (HOLLAND, 1975), que realizam a busca do valor 6timo de
forma global em larga escala na regido de interesse e que apresentam caracteristicas
parcialmente aleatdrios. Outra grande vantagem destes métodos € que 0S mesmos
sdo aplicaveis a diversos modelos néo-lineares, sendo robustos, pois ndo é
necessario o calculo das derivadas, as quais podem ser de dificil obtencdo ou nao
existirem.

Entretanto, somente a determinacdo dos valores 6timos dos parametros do
modelo nédo é suficiente, jA que dados experimentais estao sujeitos a erros resultantes
das imprecisfes das técnicas de medidas e dos fatores ndo controlados. Assim, a
determinacao das incertezas paramétricas & de fundamental importancia para permitir

a avaliacdo da qualidade das estimativas obtidas para cada parametro (SCHWAAB,;



PINTO, 2007a). A avaliacdo das incertezas é geralmente feita através da andlise do
intervalo de confianca de cada parametro, mas, devido a correlacdo paramétrica,
principalmente em modelos ndo lineares, a analise deve ser realizada através das
regides de confianca dos parametros.

A determinacéo das regides de confianca dos modelos lineares € simples e
possui solucéo analitica, sendo representada por elipses ou elipsoides. Sua equacao
€ obtida através da expansdo em série de Taylor da fungéo objetivo e de sua relagéo
com as distribuicdes y? (qui-quadrado) e F de Fisher (DONALDSON; SCHNABEL,
1987). Por outro lado, as regides de confianca dos modelos n&o-lineares, tipicamente,
ndo possuem uma solugcdo exata, sendo a solucao eliptica uma aproximacdo que
pode diferir completamente do seu real comportamento. A sua obtencao geralmente
envolve o uso de métodos computacionais intensivos, isto €, com um alto custo
computacional.

Nesta dissertacao foram avaliadas cinco metodologias para determinacao de
regides de confianca. Inicialmente, foi avaliada a diferenca entre as regides elipticas
de confianca calculadas com o uso da aproximacdo de Gauss-Newton e quando o
valor completo da matriz Hessiana € empregado. O objetivo principal € comprovar se
0 uso da aproximacao de Gauss-Newton é justificavel ou se € necessaria a obtencéo
de sua matriz Hessiana completa.

Para tal foram obtidas as regides de confianca de modelos lineares e néo-
lineares através de trés diferentes métodos: o método do Contorno, o método do Perfil
e 0 método Bootstrap. O método do Contorno procura, a partir de um valor 6timo, um
ponto sobre o limite da regido de confianca e procura percorré-la até retornar a este
ponto de origem. O método do Perfil se trata da reparametrizacdo do valor dos
parametros do modelo na escala da distribuicdo t-Student para que eles indiquem a
linearidade de modelo, (BATES; WATTS, 1988); contudo, estes valores podem ser
utilizados para delimitar os intervalos de confian¢a de cada parametro e a regido de
confianga através de calculos especificos de interpolacdo. O método Bootstrap,
(EFRON, 1979), consiste em, a partir dos valores experimentais e da medida das suas
incertezas, gerar novos valores por reamostragem para os utilizar na confeccao da

regido de confianca.



Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. O Capitulo 1 se trata deste, no
qual sdo resumidos alguns conceitos abordados neste trabalho, bem como as
metodologias usadas para determinacao das regides de confianca.

No Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos basicos e o desenvolvimento
matematico utilizados neste trabalho através de uma revisdo na literatura sobre a
estimacao de parametros; funcdo de maxima verossimilhanca, funcdo dos minimos
quadrados ponderados e minimos quadrados; minimizag&o da fungéo objetivo pelos
métodos de Newton e pelos métodos estocésticos; regido de confianca eliptica e
outros métodos utilizados para determinar as regiées de confianca.

No Capitulo 3, sdo apresentados 0os modelos matematicos e seus respectivos
conjuntos de dados utilizados para o estudo das regides de confianca. Os métodos de
minimizacdo utilizados nas estimacgOes de parametros séo indicados e tém suas
configuracbes detalhadas. Também sdo explicados mais especificamente o
funcionamento das técnicas e as configuracdes utilizadas para gerar as regifes de
confiancas elipticas e pelos métodos do Contorno, Perfil e Bootstrap.

No Capitulo 4, sdo demostrados e discutidos os resultados das regibes de
confianca elipticas calculadas com a matriz Hessiana completa e com a aproximacao
de Gauss-Newton. Também, os métodos do Contorno, Perfil e Bootstrap sé&o
analisados e comparados quanto a sua capacidade em delimitar a regido de confianca
de sete diferentes modelos. As vantagens e desvantagens de cada um sé&o apontadas
de acordo com as regides geradas.

No Capitulo 5, h& a discusséo final dos resultados obtidos nos Capitulo 4 quanto
a capacidade dos métodos em delimitar as regides de confianca dos parametros para
modelos com diferentes caracteristicas. Sé@o discutidas algumas melhorias que
poderiam ser implementadas aos métodos e, por fim, propdem-se algumas sugestdes
para eventuais trabalhos futuros.

No final desta dissertagdo, foram estruturados apéndices com explicacdes e
equacionamentos que complementam algumas abordagens presentes no texto
principal. Também ha a apresentacao do artigo desenvolvido, como pré-requisito para
apresentacao deste trabalho, no qual alguns conceitos detalhados no Capitulo 2 foram

utilizados.



Capitulo 2: Revisao Bibliografica

Neste capitulo serdo abordados alguns dos conceitos necessarios para o

pleno entendimento das metodologias consideradas por esta dissertacao.

2.1. Modelos

Um modelo pode ser definido como uma “tentativa de explicar a realidade”
(SCHWAAB; PINTO, 2007a). Também pode se referir a observacdes de eventos aos
quais busca-se uma forma de explica-los através de metodologias cientificas,
existindo inidmeras maneiras de explicar determinado evento observado, seja através
de comparagbes ou associagcbes com um acontecimento ou pela aplicacdo de
métodos estabelecidos através de conceitos fisico-matematicos. Estdo presentes nas
mais diversas areas do conhecimento, tanto humanas, como ciéncias sociais,
administracdo, sociologia, como nas exatas (matematica, fisica, quimica, biologia), e
sao imprescindiveis para descrever os fenbmenos observados.

Embora as areas possam diferir quanto ao seu entendimento de modelo: para
a fisica, um modelo pode ser entendido como a verséo idealizada e simplificada de
um sistema fisico; para a quimica, um modelo tende a ser a representacao grafica de
compostos e do comportamento entre as substancias; e para a biologia, pode explicar
um ecossistema através das interacdes entre 0s seres vivos, € consenso entre todas
que um modelo é estabelecido apés a observacdo do comportamento de um sistema.

Um modelo matematico se trata da representacédo fisica ou equacional de
determinado conceito ou comportamento (PINTO; LAGE, 2001). Representacoes
expositivas de graficos e figuras matematicas, bem como os jogos ludicos utilizados
no ensino da matematica basica sao exemplos de modelos através de representacdes
fisicas.

As representacfes de fendbmenos e experimentos através de equacdes sédo
os exemplos mais importantes de modelos matematicos. Usados intensamente nas
areas da computacdo e engenharia, consistem nas relacbes entre conjuntos de
variaveis para descreverem previsdes quantitativas sobre o comportamento de um
sistema (SCHWAAB; PINTO, 2007a).

Os modelos tedricos séo aqueles que tém sua base no emprego de teorias e

pressupostos teoricos para descrever um sistema existente como, por exemplo, as
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leis de conservacédo. A partir de um caminho ldgico, tenta-se aplicar os postulados
estabelecidos as condi¢cdes impostas pelo modelo para que seja possivel explicar
determinado fendmeno (PINTO; LAGE, 2001).

Modelos empiricos sé@o elaborados através de observagdes de um conjunto
representativo de dados que descrevem determinado experimento, aliado ao emprego
de pressupostos teoricos para tentar explica-los. O emprego deste tipo de modelo
pode gerar informacdes erroneas ou que desviam das demais do conjunto a que
pertencem.

Também existem os modelos deterministicos e os estocasticos. Enquanto que
em um modelo deterministico, cada dado experimental resultard em uma resposta
bem definida, os estocasticos geraram um conjunto de possiveis resultados,
distribuidos probabilisticamente.

Os modelos podem apresentar valores desconhecidos denominados
parametros, que estéo relacionados com o modelo proposto e o conjunto de valores
que descreve o sistema. A determinacdo destes valores é conhecida como estimacao
de parametros.

De acordo com DONALDSON e SCHNABEL, (1987), modelos lineares podem
ser definidos conforme a Equacédo (2.1), onde é possivel observar que o modelo é
constituido pela soma de diferentes termos de variaveis independentes de entrada e
parametros, ambos elevados na primeira poténcia. Adaptando este conceito, pode-se
definir o modelo linear nos parametros, na qual apenas os parametros sédo elevados
a primeira poténcia, enquanto o termo das varidveis independentes pode estar

condicionado por uma funcao que ndo envolva os parametros.

f(X,H):jZﬂ:gj(x)Hj 2.1)

Onde f(x, 8) representa uma equacdo em funcao das variaveis independentes e dos
parametros do modelo, x representa o vetor das variaveis independentes (ou fungdes
de variaveis independentes) do modelo, g;(x) representa uma equagao genérica em
funcdo das variaveis independentes, 6; corresponde ao valor j-ésimo parametro e NP

0 numero de parametros do modelo.



Ja os modelos nao-lineares diferem deste conceito devido ao fato de que, pelo
menos uma de suas derivadas em respeito aos parametros tem dependéncia de um
dos parametros. Problemas envolvendo o crescimento de microrganismos, cinética de
reacdes quimicas e economia sédo exemplos bem caracteristicos deste tipo de modelo.
(BATES; WATTS, 1988).

2.2. Estimacao de parametros

Em diversos problemas de engenharia, deparam-se com casos nos quais séo
necessarios o uso de equacdes e modelos matematicos para descrever um problema.
Muitas dessas situacdes podem nao possuir um modelo bem definido capaz de
descrever os eventos. Assim, faz-se necesséario propor um modelo que possa
reproduzir os resultados observados em eventos. Dessa forma, é estruturado um
modelo que considera os dados reais e os compara com 0s valores correspondentes
aos seus obtidos através do uso do modelo.

Qualquer tipo de informagcdo medida apresenta desvios quando comparada
com a fornecida por um modelo, seja por questdes de precisdo de equipamento,
manuseio ou condices climaticas (SCHWAAB; PINTO, 2007a; VAN DEN BOS,
2007). Havendo sempre um erro pertinente quando comparamos um valor
experimental com o predito pelo modelo, é importante que exista uma maneira de
aproximar estas duas informacdes, ou seja, reduzir o erro que esta associado ao
problema. Assim, para um modelo sdo propostas constantes que possam ser
ajustadas em funcdo dos desvios entre os valores experimentais e dos preditos,
denominadas parametros (BENYAHIA et al., 2013).

As técnicas de estimacdo de parametros consistem em metodologias para
determinar estes valores desconhecidos, através da aproximacao dos dados reais e
os valores preditos pelo modelo. Na determina¢cdo do melhor conjunto de parametros
gque descreve determinado sistema, a etapa inicial € a propor o modelo que sera
utilizado, ou seja, garantir que 0 mesmo seja capaz de representar matematicamente
os dados experimentais do problema (BENYAHIA et al., 2013). Para tal, buscam-se
sempre os melhores valores de parametros, que reduzem a diferenca entre a variaveis
medidas experimentalmente e as determinadas pelo modelo.

A aproximagao entre valores experimentais e os obtidos pelo modelo é

garantida através do uso de uma classe especifica de fungdes denominada funcao



objetivo (ALMEIDA; CASTEL-BRANCO; FALCAO, 2002), a qual mensura o desvio
existente entre os dados calculados e medidos por meio de sucessivas variacées nos
valores dos parametros, realizadas pela minimizacdo, e comparacfes atraveés dos
dados de saida calculados a cada uma delas.

Ao realizar-se um experimento, temos ciéncia das variaveis de entrada, as
quais, idealmente, sdo controladas e conhecidas pelo usuario, e se observam as
varidveis de saida. Apds a conclusao do mesmo e da escolha de um modelo, pode-
se inferir um conjunto de valores iniciais para os parametros e os utilizar para a
obtencdo de valores de saida do modelo. A obtencédo destes valores depende de
estudos de casos semelhantes disponiveis na literatura cientifica, ou pela experiéncia
do pesquisador. Utilizando a funcéo objetivo, comparam-se os valores calculados aos
valores reais, obtendo-se o desvio entre 0 experimento e o0 modelo, e através de
métodos iterativos, varia-se o valor dos parametros até que se obtenha o menor valor
possivel para a funcdo objetivo, 0s quais corresponderam ao valor 6timo dos

parametros.

2.3.  Funcéo objetivo

A fungéo objetivo quantifica a diferenca entre os valores experimentais e 0s
preditos pelo modelo. Os métodos de estimacao de parametros podem ser resumidos
como um extenso numero de comparacdes entre estes valores, sendo que para cada
uma, o valor da funcéo objetivo € reduzido pela etapa de minimizacao.

Por ser amplamente utilizada em situacfes nas quais sdo necessarias a
confianca elevada nos resultados, é importante que esta funcdo possa estar baseada
em critérios estatisticos rigorosos para representar o0 problema com maior
confiabilidade estatistica possivel.

A funcdo de méxima verossimilhanca € a etapa inicial para a determinacao de
estimadores, consistindo em uma funcéao de densidade de probabilidades. A relacéo
entre as variaveis de um problema de estimacédo € quantificada por esta fungéo, ou
seja, os valores de entrada e saida de um experimento estdo associados a esta

funcéo, e estao sujeitos a erros, Equacéo (2.2).

P(z,7' V) (2.2)



Onde z°® representa os valores experimentais, z* representa os valores reais
desconhecidos e V, representa a medida da incerteza experimental.

Considerando que os erros experimentais estejam normalmente distribuidos
e que as variaveis independentes e dependentes sejam descritas pela funcdo normal,

o problema de estimacéo consistira em maximizar a Equacéo (2.3).

,[% ;
L(z",0) :%exp(—%(ze —z”‘) Ve’l(ze —z”‘)j

det(V,) (2.3)

Onde z™ representa os valores gerados pelo modelo, N € o nimero de variaveis e 1/,
representa a matriz de covariancia experimental.
Como descrito por SCHWAAB e PINTO, (2007), o valor maximo da funcéo

representada pela Equacéo (2.3) também corresponde ao maximo de seu logaritmo.

@r) 2| 1

In(L(z™,6))=In i) | 2

(22 =2") Vi H (28 - 2") (2.9)

O primeiro termo da Equacéo (2.4) é constante, entdo maximizar a fungéo da
Equacéo (2.3), corresponde a maximizar o segundo termo desta equacdo que, por

sua vez, corresponde a minimizar a Equacéo (2.5).

S(z™,6) :(ze—z'm)TVe—l(ze ~z™M)
(2.5)
Onde S representa a fungao objetivo.
Realizando os experimentos de forma independente, ndo havera correlacdo
entre os diferentes experimentos, entdo, pode-se escrever uma equagao para cada

um realizado.

S(Zm’g)zf(zie_zim)TVeil(zie—zim) (2.6)

Onde NE representa 0 numero de experimentos.



Também é possivel separar as variaveis do problema em variaveis de entrada
e saida, considerando que estas ndo estdo experimentalmente correlacionadas entre

Si.

NE
S (5) = Z(Yie -y (Ximﬁ))T Veyiil(yie -y" (Xim , ‘9))+ Z‘,(Xie =%" )T Voo (Xie - Xim)
i=1 i=1
(2.7)
Onde x®e x™ sdo os vetores com os valores das variaveis independentes
estabelecidas para o experimento e calculadas pelo modelo, y¢ e y™ séo vetores com
os valores das variaveis dependentes medidas experimentalmente e calculadas pelo
modelo, V;, e V,, as matrizes de covariancia dos desvios experimentais relacionados
as variaveis independentes e as variaveis dependentes, respectivamente.

A estimacédo dos parametros do modelo e dos valores de entrada resultaria
em um problema com numero elevado de variaveis desconhecidas, sendo assim,
geralmente é proposto o descarte do termo envolvendo o desvio nas variaveis
independentes (SCHWAAB; PINTO, 2007a). Essa consideracdo é realizada pois é
possivel medi-las com precisédo ao executar determinado experimento, principalmente
guando realizados em escala laboratorial, devido a melhor facilidade em controlar as

condi¢cbes do experimento.

NE

S (9) = Z(yie - yim (Ximig))T Veyi_l(yie - Yim (Xim!g))

= (2.8)

Caso as medidas nas variaveis dependentes sejam realizadas de forma que
estas ndo estejam correlacionadas, pode-se escrever a funcédo objetivo de minimos

guadrados ponderados.

NE Y (Yie -y (Xim"g))z

S(0) -3 29

i=1l j=1 Uij

Onde NY é o namero de variaveis dependentes e 05- é variancia associada a medida

da variavel j no experimento i.
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O uso da funcédo dos minimos quadrados ponderados consiste na atribuicdo
de pesos aos valores de saida conforme a precisao destes, visto que os valores do
desvio padrao séo influenciados pelos valores das variaveis independentes. A escolha
destes pesos pode ser estipulada pela andlise do erro relativo ou através de
correlagdes empiricas (ALMEIDA; CASTEL-BRANCO; FALCAO, 2002).

Por fim, tendo-se o erro das variaveis dependentes constante, a funcéo de
minimos quadrados ponderados pode ser simplificada a funcdo de minimos

quadrados.

$(0)=(ve -y (x.0))

= (2.10)

BARD, (1974), destaca algumas situa¢cdes nas quais o uso da funcdo de
minimos quadrados pode ser insuficiente: problemas com multiplas variaveis de
entradas ocasionam em problemas ao utilizar esta funcdo objetivo devido as
diferencas dimensionais ou de ordem de magnitude; algumas estimac¢des, dentro de
um mesmo experimento, S&o mais confiaveis que outras, e é necessario garantir que
a estimacéao de parametros ndo sera influenciada preferencialmente por um deles.

As avaliacbes da funcdo objetivo sdo realizadas no processo iterativo
denominado minimizacédo, o qual busca, através da reducdo do valor da funcéo,

determinar o seu valor 6timo, ou seja, 0 menor valor possivel para a fungéo obijetivo.

2.4. Minimizacao

Apos a escolha da melhor fungéo objetivo para o problema em estudo, deve-
se encontrar o menor valor possivel para esta funcado, relacionando os dados
experimentais com os preditos pelo modelo e, assim, realizar a minimizag&o da fungéo
objetivo (RUDER, 2016). Para tal, podem ser utilizados métodos baseados no calculo
de derivadas, métodos de busca direta ou métodos estocasticos; ainda é possivel os
combinar para aproveitar melhor as qualidades de cada um (DA ROS et al., 2013;
NHAMAGE et al., 2017; SCHWAAB; PINTO, 2007a). O mecanismo basico para que
seja possivel otimizar a funcdo objetivo envolve iteracées que modificam os valores
dos parametros sequencialmente, garantindo que os valores que satisfacam a

condi¢cado do minimo sejam encontrados.
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Pode-se propor, para a resolucdo de um problema, diversos métodos de
otimizacao, entre eles, destacam-se: métodos tipo Newton ou gradiente, que séo
caracterizados pelo emprego de técnicas do calculo diferencial para encontrar os
pontos onde as derivadas séo nulas; métodos numeéricos ou estocasticos, que utilizam
informacdes prévias dos problemas para a sua otimizacdo através de sucessivas
iteracfes (DA ROS et al., 2013); métodos graficos, que utilizam o grafico da funcéo
para a determinacdo do ponto 6timo (FENG; BAI; ZHENG, 2007); métodos de busca
direta, que propbem a substituicho do vetor gradiente da funcéo objetivo por
aproximacoes. A escolha do método a ser utilizado é baseada na interpretacédo das
caracteristicas do problema, como tipo de funcao, linearidade e dimensdes.

Entre os métodos baseados no calculo de derivadas, os métodos do tipo
gradiente sdo os mais simples e preferidos para se implementar, pois convergem
rapidamente para a maioria dos problemas bem condicionados (ANDREI, 2006). O
funcionamento destes métodos consiste inicialmente na escolha de um ponto inicial
para os valores dos parametros. Apés esta escolha, o algoritmo segue determinada
direcdo de acordo com o célculo do vetor gradiente, se o valor da funcdo objetivo
aumentar, ele avanca na direcdo oposta e tende a seguir a direcdo do gradiente
negativo até convergir ao ponto de valor minimo (ANDREI, 2006; GUELY; SIARRY,
1993; RUDER, 2016).

6,.,=6,—AVS, (2.11)

Onde 6, representa o valor do parametro na iteracdo k, 6,,, representa o valor do
parametro na iteracdo k + 1, A, representa o tamanho do passo do método na iteracao
k e V'S, corresponde ao vetor gradiente da funcao objetivo em relagéo aos parametros.

Na literatura existem modificacdes no método do gradiente que visam a
melhora das caracteristicas do algoritmo, visto que, para conjuntos de dados
extensivos, carateristicos em problemas de Machine Learning, o método simplificado
pode demorar a convergir, ndo conseguindo resolver o problema de estimacéao.
Essencialmente, as vertentes do algoritmo diferem na quantidade de informacgdes que
sao utilizadas para calcular o gradiente da fungao objetivo. RUDER, (2016), apresenta
algumas variantes do método do gradiente, entre elas tém-se: o Método do Gradiente
em Grupo e o Método do Gradiente Estocastico.
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O Método do Gradiente em Grupo realiza o calculo do gradiente da funcéo
objetivo para todos os valores do conjunto de dados a cada iteracdo, assegurando a
determinacdo do ponto 6timo, mas podendo convergir a um 6timo local. Outra
desvantagem é que este método pode ser computacionalmente lento para amostras
de elevado tamanho, devido ao nimero de calculos necessarios para a convergéncia
ao otimo.

Ja o Método do Gradiente Estocastico consiste em calcular o valor do
gradiente da func&o objetivo para cada um dos valores experimentais a cada iteracao,
permitindo uma exploracdo maior do espaco de otimizacdo e garantindo melhores
chances de convergir ao 6timo global. A variacdo estocastica do método do gradiente
aumenta o numero de avaliacbes do conjunto de dados iniciais, mas evita célculos
repetidos, diminuindo o tempo total de convergéncia. Contudo, esta contribuicdo

dificulta a determinacao do valor exato do minimo.
01 =0 —AVS,(0,%. ;) (2.12)

TARANTOLA, (2005), aponta que os métodos do tipo gradiente tentam
balancear dois pressupostos contraditérios. O primeiro é de que, a cada iteracdo, o
método utiliza informacfes de pontos proximos, ou seja, locais, para otimizar a funcéo;
sendo que esta informacdo nao representa todo o dominio da funcéo objetivo. O
segundo implica que a cada iteracdo realizada, o método da o maior passo possivel,
distanciando-se da informacéo local utilizada para dar o passo.

O Método de Newton propde uma adaptacdo ao método do gradiente
utilizando, além do o vetor gradiente da funcéo objetivo, a sua matriz Hessiana para
que se possa calcular os pontos onde o gradiente da funcao é nulo (HIMMELBLAU,
1972). Assim, o problema de minimizacdo passa a depender das derivadas de

segunda ordem da funcgéo objetivo, conforme a Equacéo (2.13).

0..=6,—A4H,"VS, (2.13)

onde Hy € a matriz Hessiana dos valores dos parametros estimados.
O principio do método é obter a direcdo e o tamanho do passo através do

produto do vetor gradiente com a inversa da matriz Hessiana e, assim, iniciar as
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iteracOes até que o ponto 6timo seja encontrado. A busca pelo ponto de minimo é
rapida, pois a convergéncia do método € quadratica sendo que, a melhor condicao de
uso do meétodo € para valores iniciais proximos ao ponto de otimizacdo, podendo
apresentar baixo desempenho ou néo convergir se a estimativa inicial n&o for boa ou
se o problema possuir um namero elevado de dimensdes (TARANTOLA, 2005).

Outra dificuldade no emprego do método de Newton € a inversao da matriz
Hessiana, cujo calculo pode resultar em um alto gasto computacional e, determinar
sua inversa, pode ser complicado ou impossivel em problemas com alta correlacéo
entre os parametros (SCHWAAB, 2007). Também, faz-se necessario que a matriz
Hessiana seja definida positiva, caso contrario ndo havera minimizacdo da funcéo
objetivo (MONTEIRO, 2013).

Uma alternativa viavel para o calculo da matriz Hessiana em problemas de
estimacdo de parametros foi proposta por Gauss. Considerando as suposicdes da
Equacéo (2.10) para uma Unica variavel dependente, ou seja, sem desvios na variavel
independente e sem correlagcdo entre os experimentos, pode-se representar a matriz

Hessiana conforme a Equacéo (2.14).

NE T 2.,m NE m\T m
—_ e __ym(ym 1| 0%, o, =N
HH - ZIZ:];(er yl (Xl ’0)) Vey (aaag]}+2;( agl ] Vey [ag ]

(2.14)

A aproximacéo, denominada Gauss-Newton, omite o primeiro termo do lado

direito da Equacgéo (2.14), envolvendo a derivada de segunda ordem dos valores do
modelo em relacao aos parametros. O emprego deste artificio se deve a consideracao
de que os desvios entre os valores dos experimentos e os preditos pelo modelo séo
pequenos, dessa maneira € possivel minimizar a funcdo objetivo apenas com o

calculo das derivadas de primeira ordem do modelo.

NE m\' m
~ 8Yi -1 aYi
=25 2 e 2

Embora o uso dos métodos baseados em derivadas garanta rapidamente a
convergéncia ao ponto 6timo, muitos modelos nao lineares ndo podem ser estimados

por métodos analiticos devido a impossibilidade da inversdao de suas matrizes
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Hessianas. Para estes modelos, alguns cuidados na minimizagdo devem ser tomados
como: o valor do estimativa inicial de parametros, o formato da fungéo, observando a
existéncia de minimos locais e as iteragdes entre os parametros, que podem resultar
em grandes regides de confianca (DA ROS et al., 2013). Assim, alternativamente,
existem técnicas que substituem o célculo do vetor gradiente da funcdo objetivo para
contornar os problemas relacionados a convergéncia. Entre estas técnicas, 0s
métodos de busca direta estabelecem alternativas para o célculo do vetor gradiente
(LEWIS et al., 2000).

Introduzidas por HOOKE e JEEVES, (1961), as técnicas de busca em linha
consistem em avaliacdes sequenciais do valor da funcdo objetivo durante a sua
minimizacdo até que se obtenha o menor valor possivel (LEWIS et al., 2000). A
diferenca entre este tipo de método e os baseados em derivadas é devido ele nédo
necessitar das informacdes das derivadas da funcdo objetivo para definir o valor
otimo. A busca do algoritmo se d4 comparando o valor atual da funcéo objetivo com o
menor valor encontrado até o momento. O avanco do algoritmo é obtido através do
incremento da funcéo objetivo ou pelo uso de abordagens geométricas (BAEYENS,;
HERREROS; PERAN, 2016). Entre estes eles, destacam-se o Método de Hooke-
Jeeves (pattern seach) e o Método de Nelder-Mead (polytope method) ou poliedros
flexiveis.

As principais observacfes a respeito do uso destes métodos estédo
relacionadas com o seu funcionamento. Os meétodos que ndo seguem uma
abordagem matematica rigorosa sdo lentos e sdo melhor condicionados para
problemas com conjunto de dados pequenos. Contudo, por dispensarem o calculo de
derivadas, conseguem minimizar véarios modelos, falhando poucas vezes em
determinar o valor minimo da funcdo objetivo (BAEYENS; HERREROS; PERAN,
2016).

Outra alternativa aos meétodos baseados em derivadas sdo os métodos
heuristicos, que dispensam o céalculo de derivadas para convergirem, utilizando
conjuntos de dados aleatdrios e metodologias especificas para o problema de
otimizacdo como o Enxame de Particulas e o Algoritmo Genético.

A ideia principal dos métodos heuristicos €, a partir de um conjunto inicial de
pontos gerados aleatoriamente, modificd-los de acordo com sua metodologia,

geralmente de acordo com comportamentos da natureza, de forma que esse conjunto

15



de pontos possa se aproximar do ponto 6timo a cada iteracdo. Esses métodos vém
sendo amplamente utilizados, pois sao flexiveis a diversos problemas e restricdes,
sendo aplicaveis em vérias areas e, embora ndo assegurem a otimiza¢do ao ponto de
minimo exato, fornecem uma 6tima aproximacédo do seu real valor (BENYAHIA et al.,
2013; DA ROS et al., 2013).

O método do Enxame de Particulas vem sido utilizado em diversos problemas
devido ao seu alto rendimento e flexibilidade em resolver problemas néo lineares e
ndo diferenciaveis (SHI; EBERHART, 1998). O conceito da técnica baseia-se em
replicar o comportamento social de animais em situa¢cdes como busca de alimentos,
abrigo ou reproducéo, onde cada particula é direcionada a um sentido baseado em
sua experiéncia e na troca de informagdes com o enxame (CHEN, 2009; WANG,;
YANG, 2010).

O funcionamento do modelo é divido em trés partes, a primeira relativa a
inércia da particula; a segunda relativa a atracdo da particula ao melhor ponto ja
encontrado; e a terceira relativa a atracdo com o melhor ponto de todo o grupo
(SCHWAARB et al., 2008). A abordagem de busca do Enxame de Particulas é descrita
nas Equacdes (2.16) e (2.17) abaixo.

kil _ K Kk K K
Vid =Vig +C1r1( Pig — i )+Czr2( Pgiovat d _Xi,d)
(2.16)

X=Xy VG (2.17)
Onde os indices k, i e d mostrados na equacdo descrevem, respectivamente, a
iteracdo, a particula e a direcao de busca; v é a velocidade da particula e x a posi¢cao
dela no espaco de busca; c¢; e ¢, sdo definidas como constantes positivas
denominadas parametro cognitivo e social, respectivamente; r; e r, sdo dois nimeros
aleatdrios com distribuicdo uniforme entre 0 e 1; p; € o melhor ponto encontrado pela
particula i € pgipe; € 0 melhor valor encontrado pelo enxame.
Cada particula do enxame é tratada como um ponto no espaco de N
dimensdes, ocupando uma posicdo x, x; = (X1, X2, -, Xin). A melhor posicao
encontrada pela particula é armazenada em p, p; = (pi1, Piz, -, Pin) € @ melhor

posicédo do enxame € armazenada em pg;opq; (SHI; EBERHART, 1998).
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A primeira parte da equacdo esta associada a velocidade da particula,
também chamada de comportamento habitual (OZSOY; ORKCU, 2016). Se a
Equacao (2.16) considerasse apenas este termo, a particula se moveria apenas em
uma direcdo, até encontrar os limites estabelecidos para o problema de otimizagéo,
Ou seja, a Unica maneira de encontrar 0 ponto 6timo seria se ele estivesse na mesma
trajetoria da particula.

Caso o primeiro termo da Equacéo (2.16) fosse removido, a area de busca
seria restringida pelo resultado das itera¢des, podendo convergir para minimos locais.
Assim, essa solucéo é influenciada pela populagéo inicial do enxame. Ao inserir o
primeiro termo nessa equacao, a tendéncia € que as particulas explorem o espaco de
busca, tendo maior facilidade em encontrar o minimo global. Dessa forma, SHI e
EBERHART, (1998), propdem que haja um balanceamento entre a capacidade de
busca local e a de busca global introduzindo o peso de inércia a equacao.

O segundo termo da Equacéo (2.16) € a aproximacao linear da particula pelo
melhor ponto encontrado por ela, enquanto o terceiro termo da mesma equacao
representa a aproximacao linear da particula com o melhor ponto encontrado pelo
enxame. O comportamento destes termos é controlado pelos parametros social e
cognitivo, os quais definirdo qual sera o movimento preferencial do enxame. Valores
baixos desses parametros permitem que as particulas se dispersem pela regiao,
contribuindo para a exploracao do espaco, enquanto valores elevados asseguram que
as mesmas se movimentem bruscamente a direcdo resultante, contribuindo para a
convergéncia ao ponto de minimo (OZSOY; ORKCU, 2016; WANG; YANG, 2010).

Existem adaptacBes para o Enxame de Particulas, como a proposta por SHI
e EBERHART, (1998), na qual € considerado o termo de peso de inércia, W, Equacéo

(2.18), responsavel por modificar o termo da velocidade prévia da particula.

K+ _\ Wk K _yk K K
Vig =WVig +Clrl( Pia = %Xid )+C2r2(pglobal,d _Xi,d)
(2.18)

Onde W corresponde ao peso de inércia.

A insercao do peso de inércia proporciona ao o algoritmo o equilibrio entre a
sua capacidade de exploracao global e local. Valores maiores para o parametro peso
de inércia garantem que o enxame nao convirja a um minimo local e valores mais

baixos asseguram que ele explore menos a regido, ou se concentre em areas
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préximas ao minimo (WANG; YANG, 2010). A estratégia mais adequada para escolha
do valor do peso de inércia segundo OZSOY e ORKCU, (2016), é assegurar a
exploracdo mais eficiente do espaco disponivel as particulas com o menor nimero de
interagces possiveis. Assim, comumente, o peso de inércia € definido como uma

funcdo decrescente em respeito ao numero de iteracdes.

W :Wmax _Wmax _Wmin i
Nlter (2.19)

Onde W,,,corresponde ao valor inicial do peso de inércia, W,,;,, corresponde ao valor
final do peso de inércia, i representa o numero de iteracbes do algoritmo e Niter
representa o numero total de iterac6es do algoritmo.

Outro método heuristico, cuja vantagem € nado necessitar do calculo das
derivadas do modelo, é o Algoritmo Genético e suas adaptacdes, que sdo baseados
no conceito de evolugcdo das espécies, na qual é possivel que a populacdo sofra
mutacdes ou que os individuos do conjunto sejam cruzados.

O mecanismo do algoritmo comeca com a geracdo de uma populacéo
aleatéria de pontos na qual se avalia quais sdo os melhores; para problemas de
otimizacdo considera-se o0 correspondente ao menor valor da funcdo objetivo
(WHITLEY, 1994). Apds, a ideia é garantir que a populacdo seguinte esteja melhor
adaptada, ou seja, apresente melhores valores para a funcao objetivo.

A continuidade do algoritmo é devida a geracdo de um novo conjunto de
individuos baseada na anterior e, para isso, estes individuos sdo submetidos a
eventos que simulam adaptacfes de uma populacdo ao ambiente como: elitismo,
cruzamento, mutacao e geragdo espontanea.

O elitismo considera que os melhores pontos de um conjunto séo aptos, e por
isso o0s clona para o0 novo conjunto, (HARIK; LOBO; GOLDBERG, 1999), garantindo
que a populacdo ndo piore na préxima geracdo. O cruzamento consiste no
cruzamento entre dois pontos, denominados pais, para que se possa gerar um novo,
denominado filho. Existem varias técnicas para misturar os individuos pais, podendo
ser por meédia aritmética, média geométrica, ou, a mais utilizada, Blend, na qual se

utiliza um namero aleatério com distribuicdo normal (SILVA, 2006).
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O processo de mutacao copia o individuo da geracdo anterior e o perturba
para que o valor de sua funcéo objetivo possa ser modificado, enquanto a geracao
espontanea gera novos individuos aleatérios, melhorando a busca inicial,
assegurando que o algoritmo n&do convirja para um étimo local.

Usualmente, os parametros que podem ser manipulados no algoritmo séo as
taxas de cada evento, ou seja, qual evento acontecera com maior incidéncia. SILVA,
(2006), estabelece as condi¢bes que devem ser evitadas, como taxas elevadas de
mutagdo, que tornam a busca essencialmente aleatdria; taxas muito elevadas de
cruzamento podem comprometer a permanéncia de individuos pais bons e gerar filhos
ruins, enquanto taxas baixas tornam o algoritmo lento; e taxas muito altas de clonagem
resultam na substituicdo de pontos bons da populagéo.

Usualmente o Enxame de Particulas apresenta como principal vantagem ao
Algoritmo Genético a implementacdo mais facil e poucos parametros do modelo a
serem ajustados, bem como sua robustez e rapidez em encontrar o ponto 6timo
(WANG; YANG, 2010). Contudo, essa preferéncia pode variar para o tipo de problema
que esta sendo estudado; os Algoritmos Genéticos, por exemplo, apresentam melhor
desempenho para solucionar os problemas do tipo Caixeiro Viajante, cujo

funcionamento se adapta melhor a dinamica do problema.

2.5. Regibes de confianca

Até agora foi discutida a obtencdo do melhor conjunto de parametros que
representa um modelo se baseando em suas variaveis de entrada e saida. Contudo,
apenas determinar o melhor conjunto de parametros através do valor da funcéo
objetivo ndo é o suficiente (CHECCHI; GIUSTI; MARSILI-LIBELLI, 2007). Considerar
gue os valores experimentais estdo sujeitos a erros € fundamental para problemas de
estimacdo de parametros e, dessa forma, o uso de ferramentas estatisticas para
determinar a faixa de abrangéncia dos valores determinados para os parametros se
faz necessério.

Para um Unico parametro podemos inferir uma faixa de valores que simboliza,
estatisticamente, que os valores destes limites séo idénticos com confianca de 1 — «;

este intervalo é denominado intervalo de confianca.

19



S

[NE—NP;l—%j (2.20)

Onde tg-np;1-a/2) € O valor da distribuicdo t-Student com NE — NP graus de

liberdade e significancia igual a @ (geralmente igual a 0,05, de forma que o intervalo
tenha 95% de confianca), sg € 0 desvio padréo das estimativas dos parametros.

Quando o modelo apresenta mais parametros, existem correlagdes entre eles,
desta forma, o conceito intervalo de confianca deve ser expandido. Assim, a regiao de
confianca é um espaco que delimita todos os conjuntos de valores dos parametros
que, quando substituidos no modelo, ainda garantem a qualidade do ajuste aos dados
experimentais (BENYAHIA et al., 2013), j& que o conjunto de parametros contidos na
regido de confianca é estatisticamente igual ao conjunto 6timo; permitindo-se supor
gue o modelo utilizado € uma boa representacao para a relacdo entre os valores de
saida experimentais e os de entrada.

Segundo (SCHWAAB; PINTO, 2007b), a regido de confianca para problemas
de estimacdo de parametros pode ser definida do como um hiper-elipsoide nas
dimensdes delimitadas pelos parametros. A disposicdo no espaco deste elipsoide &
condicionada pela correlacdo entre os parametros, sendo que Seus eixos Sao
paralelos aos dos parametros quando estes ndo séo correlacionados e, a medida que
existe uma correlacéo, a elipsoide demostra determinada inclinacéo.

O método mais comum e usual para determinar a regido de confianca dos
parametros é pela aproximacao quadratica da fungéo objetivo em torno do ponto de
minimo, dessa maneira, € possivel reescrever a fungcéo objetivo como uma série de

Taylor truncada no segundo termo.

S(6)=5(0)+(6-6) vs,+(0-6) H,(6-6
SOl Yo e

Onde 6 € o vetor dos parametros e § é o vetor dos parametros no ponto 6timo; S é a

funcao objetivo avaliada para os valores de 6 e 8; VS,,€ o vetor gradiente da fungéo

objetivo e Hy é a matriz Hessiana da funcéo objetivo em relagdo aos parametros.
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Como a aproximacgao € realizada no ponto minimo, o gradiente da funcéo
objetivo é nulo, ou seja, este termo com as derivadas de primeira ordem pode ser

desconsiderado da equagéo.

2 (2.22)

A matriz Hessiana pode ser relacionada com a matriz de covariancia dos
parametros de acordo com a Equacao (2.23) (SCHWAAB; PINTO, 2007a).

V, ~2H,™ (2.23)

Quando o calculo da matriz Hessiana em relacdo aos parametros €
substituido pela aproximacdo proposta por Gauss, Equacdo (2.15), a matriz de
covariancia dos parametros pode ser calculada da seguinte forma (KANG; BATES,
1990):

-1

NE m\" m
V, = Z[Zye J Veyl{gy—éj] (2.24)

i=1

onde V., € a matriz de covariancia dos erros experimentais e Vy € a matriz de

covariancia dos parametros. Por fim a funcéo objetivo é escrita da seguinte maneira.

$(0)-5(0)=(0-0) v, *(0-9) 025

Assumindo que os desvios entres 0s valores obtidos experimentalmente e os
preditos pelo modelo sdo normalmente distribuidos e que o modelo é linear, as
estimativas dos parametros também tém distribuicdo normal. Dessa forma, como o
lado direito da Equacado (2.25) apresenta a soma dos desvios em relacdo ao ponto
o0timo elevados ao quadrados e ponderados pelas respectivas (co)variancias, é

correto afirmar que a Equacdo (2.25) pode ser descrita pela distribuicdo qui-
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quadrado, y2, com NP graus de liberdade e confianca igual a 1 —a, (CUI; YAN;

SONG, 2015), sendo que, pode-se escrever o lado esquerdo dessa equagao como:

5(6)-5(6)< #*(NP.1-a) 026

e para o lado direito da Equagéo (2.26) como:

(0-6) v,*(0-0)< 2*(NP.1-0) 02

As duas equagbes anteriores consideram que a matriz de covariancia dos
parametros é conhecida com preciséo, o que, quase sempre nao € verdade, visto que
seria necessario um numero grande de observacfes dos experimentos. Para
prosseguir com o equacionamento, as Equacdes (2.26) e (2.27) sdo divididas pela
funcao objetivo e ponderadas pelos seus respectivos graus de liberdade, dessa forma,
a razao entre valores com distribuicdo qui-quadrado segue a distribuicdo F de Fisher
(YOO etal., 2017).

s(e)-s(é%) o
S(éy < F(NP,NE - NP,1-a) .
NE — NP
(0-0) ve-l(a—éy
NP < F(NP,NE - NP,1-2) (2.29)

S(é%E— NP

Onde F(NP,NE — NP,1 — a) representa a distribuicdo cumulativa F de Fisher com NP
e NE — NP graus de liberdade e confianga iguala 1 — a.

Reescrevendo a funcdo objetivo conforme a Equacéo (2.8) e expandido a
matriz de covariancia dos parametros em termos da matriz de sensibilidade de do
modelo em relagdo aos parametros e da matriz de covariancia das variaveis

dependentes.
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(0-0) (37v,*3)(0- éy

_ NP <F(NP,NE-NP,1-q)
(ye _ ym) Vy—l(ye _ ymy
NE — NP

Onde J corresponde a matriz de sensibilidade do modelo, com suas derivadas de

(2.30)

primeira ordem.
Supondo que os valores das covariancias das variaveis dependentes séo
desconhecidos, admite-se que as variancias sao constantes e as covariancias séao

nulas.

2

(o-0) 22 (0-4)

NP <F(NP,NE-NP,1-2) (2.31)

e m I e m
(v =) (v -y V
NE — NP

Onde ¢? corresponde a variancia experimental, que muitas vezes ndo € conhecida

com qualidade. A Equacao (2.31) pode ser simplificada e escrita como:

(0-0) (373)(0-9)
NS 4 <F(NP,NE-NP,1-a) (2.32)
(Y =y") (v -y %E_NP

Reescrevendo o denominador como a estimativa da variancia, s?, e

aproximando o produto das matrizes de sensibilidade como o produto da estimativa

da variancia com a inversa da matriz de covariancia dos parametros, chega-se a:

st (0-0) v,*(0- éy
NP < F(NP,NE - NP,1-«) (2.33)

S2

Assim, podemos definir a regido de confianga sendo funcéo dos parametros
do ponto minimo, da matriz de covariancia dos parametros, do niumero de parametros
e da distribuicdo F de Fisher com NP e NE — NP graus de liberdade e confianca igual

al-— a.

23



(0-6) V,*(0-6)< NP F(NP,NE~NP,1-a) o5

DONALDSON e SCHNABEL, (1987), salientam que, devido as aproximacdes
e considerac0Oes realizadas, a Equacao (2.34) s6 é valida para modelos lineares, visto
que o desvio entre as variaveis do modelo e as medidas segue a distribuicdo normal
e que a matriz Hessiana definida pela aproximacdo de Gauss-Newton seja valida.
Para modelos ndo-lineares, a qualidade da aproximacao da regido de confianca néao
€ exata e, assim, dependera do desvio da linearidade do modelo. Dessa maneira, 0s
resultados podem levar a conclusdes erroneas sobre os parametros estimados e
sobre a regiao de confianca (SCHWAAB et al., 2008).

Analogamente, podemos realizar os mesmos procedimentos para o lado
esquerdo da Equacédo (2.25), obtendo a equacdo da regido da Razdo de
Verossimilhanca (DONALDSON; SCHNABEL, 1987).

S(0)—$(0)<s’NP.F(NP,NE—NP,1-)
(2.35)

Para modelos lineares, as Equacdes (2.34) e (2.35) sdo idénticas, formando
a mesma regido de confianca. J4 para modelos ndo-lineares, o erro da Equacéao (2.35)
estd associado ao fato de que a Equacdo (2.26) ndo segue a distribuicdo qui-
quadrado.

O algoritmo do Enxame de Particulas também pode ser utilizado para delimitar
a regiao de confianca dos parametros. A principal ideia do método €, a cada iteracéo
realizada, aproximar as particulas do valor étimo da funcao objetivo, sendo que, para
tal, € recomendado o uso de varios pontos. Aproveitando as particulas geradas
durante a etapa de minimizacéo da funcéo e escolhendo apenas as que possuem o
valor da funcao objetivo menor do que o seu valor nos limites da regido € possivel as
utilizar para delimitar o espaco interno da regido de confianga (KODURU; WELCH,;
DAS, 2007).

A eficiéncia do emprego do Enxame de Particulas para delimitar as regides
de confianca dos parametros dependera da escolha dos valores do peso de inércia,
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responsavel condicionar a velocidade do algoritmo (SHI; EBERHART, 1998). Para
valores pequenos de peso de inércia, o termo primeiro termo da equacao tera valor
pequeno, restringindo a area de busca as proximidades do ponto de minimo, dessa
forma as particulas ndo serdo capazes de definir a regido de confianca nos locais
afastados do ponto 6timo. Caso o termo de inércia tenha valores elevados, a busca
do enxame sera realiza em areas afastadas do ponto de minimo, dificultando a
convergéncia do problema. Assim, a melhor alternativa para que a regido de confianca
seja bem definida é assegurar que o valor do peso de inércia possa ser alterado
durante as iteracGes das particulas, garantindo que a regido seja explorada em sua
totalidade e convirja sem dificuldades (KESSENTINI; BARCHIESI, 2015). Para tal,
pode ser utilizada a Equacéo (2.19).

Outros como, LOBRY, ROSSO e FLANDROIS, (1991), propuseram um
método para delimitar a regido de confianca baseado na interpolacdo de pontos
distribuidos uniformemente e o ponto minimo. O algoritmo consiste na construcao de
uma esfera unitaria gerada com pontos aleatérios que é transladada as dimensées do
problema de estimacéo e, através de sucessivas interpolacdes lineares, adequam-se
0S pontos ao contorno da regido de confianca. As regiées que possuem contornos
bem definidos sdo facilmente representadas pelo método, enquanto as que possuem
angulos abruptos ou geometria com varias mudancas de direcdo podem ser dificeis
de representar ou apresentarem erros na delimitacdo da regido (DORNELES, 2018).

Outro algoritmo heuristico para determinar as regides de confianca dos
parametros é o proposto por KLEPPER e HENDRIX, (1994), denominado UCPR. O
método consiste em comparar o valor da funcdo objetivo de um ponto gerado
aleatoriamente como a média dos valores da funcao objetivo de um conjunto gerado
aleatoriamente. Caso o valor da funcéo objetivo seja menor que a média, este ponto
substituird o pior ponto do conjunto, caso contrario, sera gerado um novo ponto. O
método delimita diferentes configuragdes de regides de confianga sem muito esforcgo,
contudo o mesmo pode ser computacionalmente exaustivo devido a significativa
guantidade de avaliacdes da funcéo objetivo realizadas (DORNELES, 2018).

Um dos métodos que é empregado neste trabalho para delimitar a regido de
confianca de parametros é método profile, ou perfil, proposto por BATES e WATTS,

(1988). Os autores o propdéem como uma alternativa ao calculo da regido pela
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aproximacao linear eliptica através da sumarizacao da informacédo contida na regido
de confianca dos parametros em seus perfis. (WATTS, 1994).

BATES e WATTS, (1988), dividem o seu método em trés partes: perfis (t—
plots), tracos (traces) e os esbocos (pair sketches). No trabalho que introduz o método,
ha uma otima explicacdo sobre a concepcédo dos perfis e dos tracos bem como, ha
um pseudoalgoritmo explicando os calculos, contudo, para o desenvolvimento dos
esbocos, a explicagéo se torna vaga. Outros trabalhos envolvendo os autores também
explicam detalhadamente as duas primeiras etapas, mas nao mostram o
desenvolvimento da terceira.

Para a concepcéo dos perfis, BATES e WATTS, (1988), introduzem o calculo
da fungao objetivo do perfil, §(9p). Esta fungdo objetivo deve ser a mesma utilizada
para o problema de otimizacdo, a diferenca é observada na etapa de minimizacéo.
Para tal é utilizada uma adaptacdo do método de Gauss-Newton na qual, a derivada
de primeira ordem em respeito ao parametro do perfil, 8, seré igualada a zero no
vetor gradiente da funcéo objetivo. ApGs o célculo da nova funcéo objetivo, seu valor
é utilizado para gerar as reparametrizacdes dos parametros na escala da distribuicéo

t-Student conforme a equacao abaixo.

r(6)=sign(6,-4). %- S(a)-s(9) (2.36)

Onde t(6;) representa o parametro na escala t-Student correspondente ao parametro
6;, sign(6; — 0;) representa o sinal do valor resultante da operagdo 6; —0;, S(9)
representa o valor da funcéo objetivo calculada no ponto 6timo e S(6;) representa o
valor da funcdo objetivo para o parametro 8, quando a sua derivada é anulada na
etapa de minimizacdo. O intervalo de validade para os valores dos parametros
reparametrizados com nivel de confianca igual a 1 — a é definido pela expressédo a

sequir.

—t(NE— NP,1—ﬁjsr(9i)3t(NE— NP,1—gj
2 2 (2.37)
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Para os modelos lineares, este tratamento matematico sugerido por BATES e
WATTS, (1988), é idéntico a reparametrizar os parametros diretamente, conforme a

equacao a seguir.

o, (2.38)

Onde §(6;) representa o valor do parametro 6; parametrizado e g; o desvio padrdo em
relacdo ao parametro 6;.

Assim, quando comparamos o0s valores resultantes das Equacdes (2.36) e
(2.38) para um modelo linear, obtém-se duas curvas idénticas descritas por retas entre
os intervalos superiores e inferiores da Equacéao (2.37). Ao realizarmos 0 mesmo
procedimento para uma funcédo nado-linear, obtém-se uma reta, resultante da Equacéao
(2.38) e uma curva, resultante da Equacao (2.36). Essa analise, a mais importante do
método, serve como medida da linearidade de um modelo através da diferenca entre
os valores destas duas equacdes (BATES; WATTS, 1988, 1991).

O estudo da linearidade utilizando os perfis de um modelo é apontado por
WATTS, (1994), o qual afirma que o método propde uma 6tima forma de descrever o
comportamento. Outro trabalho, SULIEMAN; MCLELLAN; BACON, (2001), utiliza o
calculo dos perfis para demonstrar a ndo linearidade de modelos cinéticos quando
comparados com os valores da Equacéao (2.38).

Outra aplicacgdo utilizando os perfis € a capacidade de relaciona-los, formando
os tracos. Estes consistem em relacionar os valores dos parametro resultante do
calculo da funcédo objetivo do perfil, por exemplo: para um modelo com dois
parametros, quando o parametro do perfil € 6;, o resultado da minimizacéo € o par 6;,
8;; da mesma forma que, quando o parametro do perfil € 6;, o resultado da
minimizacao € o par 6;, éj assim, os traco sdo construidos pelas curvas éi(ej) versus
0,(6;) (BATES; WATTS, 1991).

Os perfis resultam em retas que se interceptam na coordenada
correspondente ao ponto 6timo e o angulo entre elas é funcdo da matriz de
correlagdes dos parametros (BATES; WATTS, 1991). Para modelos com correlacéo
alta entre os parametros, as duas retas estardo préoximas e com inclinacdes
semelhantes, enquanto que, para modelos com parametros pouco correlacionados, a
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inclinacdo entre as retas sera proxima a 90°. Ja para os modelos nédo-lineares, os
perfis terdo curvatura que dependerd do grau de ndo-linearidade do modelo. A
importancia dessa etapa do método, segundo BATES e WATTS, (1988), € a andlise
do comportamento da regido de confiancga através dos tragos, 0s quais se interceptam
de maneira analoga a inclinagcéo da regiao.

Os tracos gerados também séo fundamentais para a ultima etapa do método
do perfil, a geracdo do esboco, o qual é a representacdo da regido de confianca.
BATES e WATTS, (1988), abordam que, sabendo a localizacdo dos pontos onde a
regido de confianca intercepta os tracos, tém-se quatro pontos pertencentes ao
contorno da curva. Somado a isso, ha o fato que a curva da regido € tangente a estes
pontos, pois estes independem da direcdo do parametro 6;,. De posse destas
informacdes, € proposto um algoritmo relacionando os valores dos parametros com o
de suas versdes reparametrizadas através do emprego de uma série de interpolagdes.

Outros tipos de abordagem empregados na literatura para delimitar as regides
de confianca dos parametros sdo as técnicas de reamostragem. Esses métodos
consistem em, a partir dos valores das varidveis dependentes de um modelo,
relaciona-los de maneira a gerar um novo conjunto de dados sem a necessidade de
realizar novos experimentos. Segundo SILVA FILHO, (2010), os métodos nao
necessitam que a distribuicdo dos dados seja normal e também é utilizado como
justificativa para que menos experimentos sejam realizados. Ressalva-se que,
independentemente do método utilizado, uma amostra de tamanho expressivo, assim
como experimentos bem planejados, contribui para que se possa obter resultados com
maior confiabilidade.

O Jackknife é um dos métodos de reamostragem de dados que € utilizado
para a obtencdo das regides de confianca dos parametros. Foi introduzido por
QUENOUILLE, (1949), para explicar os erros de estimadores e tem como principal
ideia estimar os valores dos parametros quando o valor de um dos pontos [xg4,y,] €
desconsiderado do célculo (SIMONOFF; TSAI, 1986).

Apoés as etapas de estimacdo de parametros, para um conjunto com NE
valores experimentais, sdo estipuladas todas a combinac¢des possiveis excluido um
destes do conjunto inicial. Por exemplo, para o conjunto de tamanho NE, sao obtidos
NE subconjuntos de tamanho NE — 1. Para cada subconjunto, € realizada a estimacéo

de parametros de forma que se obtenha NE conjuntos de parametros, éi,(g).

28



Em seguida, os valores dos parametros obtidos quando um experimento é
excluido dos valores experimentais séo utilizados para a obtencéo dos pseudovalores

dos parametros, pseudoparametros, calculados conforme a Equacéao (2.39).

8., = NE.O, —(NE-1)0,
(2.39)

Onde, éi,(g)é a estimativa do valor do parametro i quando o experimento g é

[N

desconsiderado e é'l-,g € o valor do pseudoparametro i quando o experimento g
desconsiderado.
Os valores dos pseudoparametros obtidos sdo sumarizados em uma

estimativa do valor dos parametros pelo calculo da média aritmética.

6.
E (2.40)

Onde 6; ; € 0 valor médio dos pseudoparametros em relagéo ao parametro i.
Apos a confeccdo dos pseudoparametros, é necessario adaptar a matriz de
covariancia, visto que o conjunto de valores de saida do modelo foi alterado; assim é

definida a matriz de covariancias dos pseudovalores.

1NE~_~_T
— (%—QJ@Q—@)

' NE-14 (2.41)

Onde S; € a matriz de covariancia dos pseudovalores.
A regido de confianca dos parametros é definida pela adaptacdo da Equacao
(2.34), sendo que também é considerado que os pseudovalores dos parametros

seguem a distribuicdo normal.

_ _ NP NE-1
(6-8,) S, *(6-8,)< F (NP,NE —NP, )
NE-NP NE (2.42)
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Algumas adaptacdes ao Jackknife sdo apresentadas por SIMONOFF e TSAI,
(1986), as quais apresentam casos como o Jackknife Linear, no qual na Equacao
(2.42) sao consideradas o célculo das derivadas do modelo, e o Jackknife Linear
Ponderado, que considera o nimero de experimentos como peso da equacao.

Outro método de reamostragem € o Bootstrap, (EFRON, 1979), que consiste
em, a partir do conjunto de variaveis dependentes preditas de tamanho NE apés a
estimagcdo de parametros, gerar novas amostras de mesmo tamanho, escolhendo
aleatoriamente e com reposicdo 0s valores iniciais; sendo assim possivel obter
pseudoparametros para cada iteracdo e, analogamente ao Jackknife, calcular a suas
médias (SILVA FILHO, 2010).

— 1 B
0.-=%9.
° B;‘ W (2.43)

Onde B € o numero de amostras geradas aleatoriamente, 6, € o valor dos

pseudoparametros de cada conjunto e 85 € o valor médio dos pseudoparametros.

A maioria dos trabalhos que apresentam o Bootstrap o utiliza para a
construcdo de intervalos de confianca, ja JOSHI, SEIDEL-MORGENSTERN e
KREMLING, (2006) , através de réplicas de experimentos, utilizam o desvio entre eles
para gerar diferentes conjuntos de parametros e para construir os conjuntos Bootstrap
para delimitar a regido de confianca.

EFRON, (1979), em seu trabalho de introdu¢do do método, demonstra que o
Jackknife € um caso particular do Bootstrap, sendo uma aproximacao linear. Também,
BRADLEY e GONG, (1983), levantam dois pontos em seu trabalho de comparacao
entre os métodos: as reamostragens do Bootstrap sdo mais precisas enquanto que o
calculo do Jackknife é computacionalmente mais viavel. Ambos o0s motivos séo
explicados pelo fato j& apresentado, o Jackknife se trata de uma aproximacéo linear,
desta forma, o calculo € mais rapido devido a simplificacdo do método, mas nao
representa adequadamente todos os modelos (BRADLEY; GONG, 1983).

Neste trabalho o algoritmo Bootstrap é implementado utilizando uma
abordagem que difere da metodologia padrdao. Ao invés de perturbar os valores
preditos pelo modelo, serdo as variaveis dependentes experimentais que sofrerdo

modificacdes em seus valores. A ideia principal da alteracao imposta ao método € que
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seus resultados nao sejam influenciados pelo erro contido nas predi¢cfes, ou seja, a
qualidade dos parametros gerados sera funcdo apenas do erro experimental. A
perturbacdo gerada para garantir a reamostragem € provocada por valores aleatérios
normalmente distribuidos entre o intervalo das variancias dos dados experimentais.
Assim, aproveitando o conhecimento destes valores, pode-se utiliza-los para reduzir
a incerteza dos parametros, melhorando a qualidade da estimacao.

Para as técnicas de construcdo da regido de confiangca dos parametros &
possivel ressaltar alguns aspectos. Os estudos das regides surgiram nos anos 60 com
a abordagem de desenvolver técnicas que melhorassem a confiabilidade de
pesquisas e processos. A ideia inicial destes trabalhos eram determinar a solucéo
analitica dessas regifes, ou seja, determinar uma solugcédo geral que fosse possivel
aplicar em quaisquer tipos de modelos (BEALE, 1960; HARTLEY, 1964; WILLIAMS,
1962). Contudo, como foi mencionado, a solucao algébrica considera o calculo da
matriz Hessiana dos parametros, que pode possuir muitas dimensdes e, dessa forma,
seu célculo se tornava trabalhoso para os recursos deste periodo e havia a
possibilidade de ndo possuir inversa, o que inviabiliza seu calculo. Alguns métodos
alternativos, de proposta semelhante a dos métodos estocasticos surgiram nessa
época, mas a necessidade de calculos repetitivos em grande escala era inviavel para
0 processamento computacional que estava disponivel.

A melhora do processamento computacional conforme o passar dos anos
possibilitou a exploracdo mais ampla das técnicas estocasticas, visto que o tempo
gasto com célculos tenderia a diminuir. E possivel perceber em trabalhos da década
de 90, que embora se tenha o incremento na exploracéo destas técnicas, 0 numero
de avaliagbes de determinado célculo era baixo ou o tempo gasto era significativo.
Pesquisando o termo “confidence regions” nas publicacdes hospedadas pela CAPES,

(2020), sédo encontrados os seguintes resultados da Tabela 1 segregados por década.
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Tabela 1: Numeros de publicagbes encontradas envolvendo o uso das regides de
confianca para cada década desde 1960.

Periodo Numero de publica¢cbes
1960 - 1969 52
1970 - 1979 118
1980 - 1989 257
1990 - 1999 827
2000 - 2009 2.003
2010 - 2019 4.003

O melhoramento continuo do desempenho dos computadores permitiu, que
alguns dos métodos custosos do século passado fossem executados rapidamente.
Assim, foi possivel o aumento nos estudos envolvendo técnicas numéricas ou que
envolvam que determinado célculo seja executado inuUmeras vezes e, assim,
permitindo que modelos com solug¢des que exijam o uso do célculo numérico fossem

estudados sem impedimentos relacionados a sua solugéo analitica.
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Capitulo 3: Metodologia

Este capitulo € estruturado por trés partes: a primeira consiste em detalhar os
modelos utilizados na estimacéo de parametros, bem como os valores experimentais
utilizados; a segunda parte é constituida pelas metodologias utilizadas nos
procedimentos de minimizacédo da funcao objetivo e da estimacéo de parametros; a
terceira e ultima parte consiste em explicar as configuracfes empregadas nos célculos

das regides de confianca para os métodos empregados.

3.1. Modelos e dados experimentais

Os modelos escolhidos para o estudo proposto neste trabalho possuem
regides de confianca distintas, sendo compostos por modelos com dois e trés
parametros.

Os modelos com dois parametros consistem em um modelo linear e trés
modelos ndo-lineares, enquanto, para 0s casos com trés parametros, ha um modelo
linear e dois nao-lineares. O primeiro modelo apresentado é o linear com dois
parametros, sendo representado pela equacgéao de reta a seguir, definida pela Equacao

(3.1), que para simplificar a nomenclatura sera chamando de Modelo 1.
y =06, +0,X (3.1)

Os valores das variaveis independentes e dependentes utilizados na
estimacdo sdo apresentados na Tabela 2: Valores das variaveis independentes e
dependentes para o modelo linear da Equacéo (3.1), Modelo 1.. Estes dados foram
obtidos com a Equacéo (3.1) igualando os valores dos parametros 6, e 6, a 5,0. Os
valores das variaveis dependentes obtidos foram perturbados com erros aleatorios

distribuidos normalmente com média 0,0 e desvio padrao igual a 2,0.
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Tabela 2: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo linear
da Equacéo (3.1), Modelo 1.

X y
1,0 9,92
2,0 16,89
3,0 17,12
4,0 26,03
5,0 30,71
6,0 33,28
7,0 39,83
8,0 42,44
9,0 50,44
10,0 | 53,63

Para representar o modelo n&o-linear com dois parametros, foi utilizada a
Equacéo (3.2), apresentada por BATES e WATTS, (1988), no Anexo Al1.3 de sua obra,
correspondendo ao modelo de Michaelis-Menten para a cinética de reacdes
enzimaticas. Essa equacéo representa os Modelos 2.A e 2.B quando utilizadas com
os dados experimentais disponiveis nas Tabela 3 e Tabela 4 respectivamente, os

quais sao disponibilizados nas Tabela A1.3 da mesma obra.

6, x
0, +X (3.2)

y:

Os valores de variaveis dependentes e independentes utilizados para a

confeccao do Modelo 2.A estao descritos na Tabela 3.
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Tabela 3: Valores das varidveis independentes e dependentes para o modelo néao-

linear da Equacéo (3.2), Modelo 2.A.

X y
0,02 76
0,02 47
0,06 97
0,06 107
0,11 123
0,11 139
0,22 159
0,22 152
0,56 191
0,56 201
1,10 207
1,10 200

Ja os valores de variaveis dependentes e independentes utilizados para a

confecgcédo do Modelo 2.B séo descritos na Tabela 4.

Tabela 4: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo ndo-

linear da Equacéo (3.2), Modelo 2.B.

X y
0,02 67
0,02 51
0,06 84
0,06 86
0,11 08
0,11 115
0,22 131
0,22 124
0,56 144
0,56 158
1,10 160

Para representar o ultimo modelo ndo-linear com dois parametros, a Equacgéo

(3.3) é definida. Essa equacdo € encontrada em diversas situagdes, como, por
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exemplo, para definir a cinética de primeira ordem de uma reacdo em proporcdes

estequiométricas entre dois reagentes.

y =6, (1—exp(=6,x)) (3.3)

Este modelo também pode caracterizar a demanda bioquimica de oxigénio
presente em amostras de dgua como o exemplo disponibilizado por BATES e WATTS,
(1988), com o conjunto de dados apresentados na Tabela 5 no Anexo Al.4 de sua

obra, a qual caracteriza o Modelo 3.

Tabela 5: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo nao-
linear da Equacéo (3.3), Modelo 3.

X y
1,0 8,3
2,0 10,3
3,0 19,0
4,0 16,0
5,0 15,6
7,0 19,8

Os modelos com trés parametros sdo os préximos a serem apresentados. O
primeiro modelo dessa classe se trata de um linear em relagcdo aos parametros,
caracterizando uma parabola. O modelo linear escolhido € representado pela Equacéo

(3.4) a seqguir e caracteriza o Modelo 4.

Y =6, +0,X+O,x* (3.4)

Os valores de suas variaveis independentes e dependentes sdo apresentados
na Tabela 6. Estes dados foram obtidos com a Equagé&o (3.4) igualando os valores
dos parametros 6;; 6, e 6; a 10, 2,0 e 3,0 respectivamente. Os valores das variaveis
dependentes obtidos foram perturbados com erros aleatérios distribuidos

normalmente com média 0,0 e variancia igual a 2,5.
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Tabela 6: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo linear
com trés parametros da Equacéo (3.4), Modelo 4.

X y
1,0 17,29
2,0 24,91
3,0 40,05
4,0 61,32
5,0 88,17
6,0 121,77
7,0 159,32
8,0 202,47
9,0 248,99
10,0 303,36
11,0 361,36

Os modelos ndo-lineares com trés parametros tendem a ser mais complexos
do que os casos com dois parametros, devido a existéncia de um numero maior de
interacdes entre os parametros. Para o estudo deste trabalho o modelo ndo-linear
escolhido é definido pela Equacéo (3.5) e representa a isoterma de adsor¢ao proposta
por SIPS, (1948).

1+(6,x)" (3.5)

Os valores das varidveis dependentes e das varidveis independentes
experimentais sao apresentados na Tabela 7 e, junto com o modelo apresentado pela
Equacgéo (3.5) passam a ser chamados de Modelo 5.A. Os dados foram obtidos
igualando os valores dos parametros 6, 8, e 6; a 100, 0,1 e 0,9 respectivamente. Os
valores das variaveis dependentes obtidos foram perturbados com erros aleatorios

distribuidos normalmente com média 0,0 e variancia igual a 2,0.
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Tabela 7: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo ndo-
linear com trés parametros da Equacéao (3.5), Modelo 5.A.

X y
1,0 11,90
5,0 36,44
15,0 57,75
25,0 68,20

35,0 72,89

50,0 79,63
75,0 83,35

100,0 85,79

150,0 89,78

200,0 88,67

O dltimo modelo a ser estudado neste trabalho também utiliza a isoterma de
SIPS, (1948), Equacéo (3.5), e o conjunto de variaveis dependentes e independentes
apresentados na Tabela 8, chamado de Modelo 5.B .Os valores dessa tabela foram
gerados igualando-se os valores dos parametros 6,; 6, e 6; a 100, 0,1 e 0,9
respectivamente, sendo que, estes resultados das variaveis dependentes foram
perturbados com erros aleatorios distribuidos normalmente com média 0,0 e variancia
igual a 4,0. A principal diferenca entre este modelo e o0 Modelo 5.A esté na variancia

utilizada para gerar as perturba¢cdes no conjunto de dados, sendo maior para este.

Tabela 8: Valores das variaveis independentes e dependentes para o modelo nao-
linear com trés parametros da Equacéao (3.5), Modelo 5.B.

X y
5,0 118,76
10,0 130,80
20,0 137,77
40,0 137,75
60,0 140,22
80,0 139,56
90,0 143,18
110,0 138,45
130,0 139,26
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Na Tabela 9, sdo demonstrados o numero de dados experimentais utilizados
para cada modelo e o seu niumero de parametros. Ambos os valores séo utilizados no

calculo dos valores das distribuicBes estatisticas utilizadas neste trabalho.

Tabela 9: Valores do nimero de experimentos e de parametros de cada modelo
utilizado neste trabalho.

Modelo NE NP
1 10
2.A 12
2.B 11 2
3 6
4 11
5.A 10 3
5.B 9
3.2. Estimacéo de parametros

Os procedimentos de estimacdo de parametros, como foi discutido no
Capitulo 2, consistem na minimizacdo do valor da funcdo objetivo através de
sucessivas iteragcdes, na qual, a cada uma, um novo valor para o conjunto de
parametros € utilizado até que os seus melhores valores, correspondente ao ponto
otimo, sejam determinados.

A funcéo objetivo escolhida para este estudo se trata da funcdo de minimos
quadrados. Sua escolha se deve pelo fato de seu célculo ser simples e nao ser
computacionalmente extensivo. Outro motivo para o uso desta funcéo se da pelo fato
de s6 haver uma variavel dependente, ndo ocorrendo correlagcdo com as demais e seu
o erro pode ser considerado constante. A excecdo para o0 emprego desta funcao se
deu nos casos em que o célculo é realizado para as regibes Bootstrap, que por
considerarem a variancia dos dados experimentais, o uso da fungdo do minimos
guadrados ponderados se torna mais indicado.

Como descrito anteriormente, existem varias metodologias que podem ser
utilizadas para minimizar o valor da funcdo objetivo, entre elas ha: os métodos
baseados nos conceitos do calculo diferencial, que asseguram a rapida convergéncia
do algoritmo ao ponto 6timo, contudo, dependendo do modelo, este pode ser um 6timo

local, resultando em uma estimagé&o errénea; os métodos estocasticos, que realizam
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inUmeras iteracdes em toda a regido de busca e garantem a obtencéo do 6timo global,
porém estes ndo conseguem convergir ao ponto exato de otimo, concluindo as
iteracdes em sua proximidade.

Posto isso, a abordagem utilizada neste trabalho consiste em um método
hibrido envolvendo as duas formas de minimizacao da funcéo objetivo apresentadas.
A primeira parte consiste em otimizar o valor da funcdo objetivo através do método
estocéstico do Enxame de Particula e a segunda se baseia em concluir a otimizacao
através do meétodo de Newton utilizando a aproximagdo de Gauss-Newton
(SCHWAAB et al., 2008; SCHWAAB; ALBERTON; PINTO, 2010; SCHWAAB; PINTO,
2007a)

As vantagens de inicializar a minimizacdo com o método estocastico incluem:
ndo necessitar de uma estimativa para o valor inicial dos parametros proxima do ponto
otimo, ja que todas as particulas do enxame estdo aleatoriamente distribuidas no
intervalo de busca, exploracdo total do espaco de busca através das particulas
distribuidas no espaco, assegurando a convergéncia ao 6timo global; robustez para
otimizar diferentes tipos de modelos, visto que os métodos que utilizam derivadas
possuem dificuldade em minimizar funcbes cujos modelos apresentam n&o-
linearidade acentuada.

A escolha do Enxame de Particulas se deu devido a sua facil implementacao,
ja que ndo sdo necessarias as definicbes de muitos parametros ou ajustes para o
método; velocidade de convergéncia, visto que sua metodologia garante o avancgo
rapido das particulas em direcdo ao 6timo e ndo ha a necessidade de inimeros
calculos a cada iteracdo, quando comparado com outros métodos estocasticos e
robustez, sendo capaz de solucionar modelos lineares e néo-lineares sem
dificuldades.

A partir das posicles iniciais das particulas geradas aleatoriamente, a
velocidade de cada uma é determinada pela Equacao (2.18) que considera o valor do
peso de inércia proposto por SHI e EBERHART (1998). O uso desta adaptacao
garante o controle e balanceamento entre a exploracdo global e local da regido de
busca. Para que seja possivel conciliar ambas as situagdes, o valor do peso de inércia
é atualizado a cada iteragdo conforme a reta decrescente caracterizada pela Equacao
(2.19). A escolha de um valor mais elevado inicialmente resulta na melhor exploragéo

do espaco de busca dos parametros e a sua regressao a um valor mais baixo garante
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a rapida convergéncia do algoritmo apds determinado namero de iteracdes. Apos, a
posicdo da particula é atualizada com o valor da velocidade através da Equacéo (2.17)
e o0 algoritmo é repetido até que o valor da fung&o objetivo convirja.

Os valores definidos para minimizacdo através do Enxame de Particulas
utilizado em todos os modelos foram: c; e c, iguais a 1,5, assegurando pesos iguais
para a atracdo ao melhor ponto encontrado pela particula e para o melhor ponto
encontrado pelo enxame; W, e Wy iguais a 0,95 e 0,75 respectivamente, permitindo a
inicializacdo com caracteristica exploratéria e, conforme avancam as iteracdes, a
exploracdo local para que o método convirja. Para cada modelo, o nimero de
particulas do enxame foi definido igual a 100 e o numero itera¢gfes para cada uma foi
estipulado igual a 1.000, totalizando 100.000 avalia¢cées da funcdo objetivo. Dessa
forma, visa-se assegurar que o espaco seja bem explorado e o minimo encontrado.

A minimizacdo da funcédo objetivo utilizado o Enxame de Particulas néo
necessita de uma estimativa para o valor inicial das particulas, contudo é necessério
delimitar uma faixa de valores para restringir o espaco de busca das particulas e
garantir que elas se distribuam de maneira adequando neste espaco, assegurando
gue nado haja problemas para a convergéncia. Os limites dos parametros para cada

modelo estudado neste trabalho sédo apresentados na Tabela 10.
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Tabela 10: Valores dos limites inferior e superior utilizados para a distribuicdo das
particulas do enxame no espago dos parametros.

Modelos Parametro Limite Inferior Limite Superior

1 6, 0 50
6, 0 50

2.A 0, 100 300
0, 0 1

2.B 6, 50 250
0, 0 1

3 6, 0 100
6, 0 10

4 6, 0 100

6, 0 100

65 0 10

5.A 6, 90 105

6, 0,05 0,2

6, 0,3 12

5.8 6, 132 147

6, 0 2,5

6, 0,3 2,7

Os limites para os Modelos 1, 2.A, 2.B, 3, 4 poderiam ser menores, mas, COmo
a convergéncia observadas para eles ndo apresentou problemas, optou-se por manté-
los. J& para os Modelos 5.A e 5.B, devido a maior complexidade deste modelo nao-
linear foi necessario restringir melhor o intervalor de busca do algoritmo.

Apos a determinacao do valor dos parametros 6timos atraves do Enxame de
Particulas, estes séo utilizados como estimativa inicial do método de Gauss-Newton.
O calculo dos valores dos parametros através do método de Newton é realizado
através da Equacéo (2.13) sendo que o valor da matriz Hessiana € substituido pela
aproximacdo de Gauss-Newton, Equacdo (2.15), dessa forma, os problemas
relacionados ao calculo da inversa da matriz Hessiana s&o contornados e a

aproximacéo é suficientemente boa para encontrar o valor do 6timo, visto que a
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estimativa inicial € préxima de seu valor. A convergéncia do algoritmo se da quando a
variacdo do valor da funcéo objetivo é suficientemente pequena em relacdo a uma
tolerancia pré-determinada (geralmente igual a 10). Assim, a obtencdo do melhor

valor de pardmetros que satisfaz o minimo do modelo € garantida.

3.3. Regides de confianca

O principal escopo deste trabalho é determinar, a partir do valor 6timo, a
regido de confianca dos parametros para os modelos apresentados anteriormente.
Esta ideia € concebida em duas analises distintas: a primeira parte desse trabalho
consiste em comparar a qualidade das regides obtidas utilizando a matriz Hessiana
em relacdo aos parametros e a aproximacao de Gauss-Newton para os modelos com
dois parametros. A segunda parte consiste no estudo de algumas técnicas para gerar
as regides de confianca néo elipticas para as estimativas dos parametros, em
particular para modelos nao-lineares.

Inicialmente tem-se a analise da regido de confianca dos parametros obtida
através das Equacdes (2.22) e (2.34). Como foi visto no Capitulo 2, esta equacéo
descreve uma elipse centrada nos valores 6timos dos parametros. Essa equacao foi
obtida pela aproximacéao da funcéo objetivo por uma série de Taylor truncada no termo
da derivada de segunda ordem e foram consideradas hipoteses para que fosse
possivel estabelecer a distribuicdo F de Fisher para ela. A hipotese assumida para a
construcdo da equacao da elipse se da para o termo da matriz Hessiana, na qual
usualmente ele é substituido pela matriz de covariancia dos parametros quando se
considera a aproximagdo de Gauss-Newton. Para os modelos lineares, essa
aproximacao é exata devido ao fato que suas derivadas de segunda ordem sédo nulas.
J& para os modelos ndo-lineares, essa aproximac¢ao pode nao ser uma boa escolha,
ja que mesmo quando os desvios entre os valores experimentais e os preditos sdo
pequenos, se as derivadas segundas do modelo em relagcdo aos parametros sao
grandes, desconsiderar este termo pode levar a uma regido eliptica de ma qualidade.

Primeiramente, é preciso definir como sera realizado o calculo das derivadas
de segunda ordem da funcdo objetivo; podendo-se escolher entre os métodos
analiticos ou numeéricos. A escolha do método analitico resulta na obtencédo dos
valores exatos das derivadas e, consequentemente, maior confiabilidade nos

resultados. Contudo, a determinacéo algébrica de cada uma das derivadas pode ser
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dificil, pois depende da complexidade do modelo, e seria necessario refazer esta
derivacdo sempre que um novo modelo fosse estudado.

O célculo das derivadas de segunda ordem pelo método numérico se torna
vantajoso ja que € necessario o uso de somente uma rotina genérica para qualquer
modelo, ndo sendo preciso determinar a sua expressdo para cada novo modelo
testado. Por se tratar de um método numérico, havera um erro quando comparado
como o seu valor exato, dessa forma também existem ressalvas ao seu uso. Uma
comparacao envolvendo a qualidade da aproximac¢do numérica da matriz Hessiana é
demonstrada no Apéndice A.4 deste trabalho.

Pelo método numérico, o calculo da matriz Hessiana € realizado utilizando
duas expressoes obtidas de NOCEDAL e WRIGHT, (2006), e detalhadas no Apéndice
A.1 deste trabalho: a primeira corresponde ao valor da derivada de segunda ordem

em funcdo a um parametro;

2¢  f(x+Axe)—2f (X)+ f (x—Axe
d ];: (X+Axe;) (>2<)+ (x x,e,)+O(AXi)
OX%; AX; (3.6)

a segunda correspondo ao valor da derivada de segunda ordem em respeito a mais

de um parametro.

o2 f f(x+Axe +Ax;e; |- f (x+Axe)—f (x+Axe; )+ f(x)
aXian - ( : J) AXiAXj ( J J) +O(«/AXiAXj)
(3.7)

Onde f(x) € o valor da funcéo para o ponto x, Ax; e Ax; sé@o perturbagdes pequenas,

escalares e positivas nas diregdes do parametro i e j,respectivamente; e; € e; sao
vetores unitarios nas direcbes dos parametrosi e j, respectivamente e 0(x)
representa o erro na ordem de x.

O calculo da equacao eliptica é realizado através da Equacdo (2.34), o
procedimento algébrico para a sua resolucdo é detalhado na Apéndice A.2 deste
trabalho. A partir do valor 6timo dos parametros, € possivel explicitar um deles como
uma variavel independente e, dessa forma, o utilizar para calcular o valor dos demais,
assim, é possivel estabelecer um conjunto solucdo de parametros capaz de desenhar

a elipse caracteristica da regido de confianca.
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O valor da matriz de covariancias dos parametros presente na Equacéao (2.34)
€ substituido pela sua aproximacao com a matriz Hessiana. Quando esta é substituida
pela Equagéo (2.14), tem-se a matriz Hessiana da fungéo objetivo em relagcdo aos
parametros, sendo que os valores das derivadas de segunda ordem do modelo séo
calculados através das Equacdes (3.6) e (3.7). Ja quando este termo € substituido
pela Equacéao (2.15), tem-se a aproximacdo de Gauss-Newton, que desconsidera as
derivadas de segunda ordem pois assume que o0s desvios entre as medicoes
experimentais e as preditas sdo pequenos, dessa forma, s6 as derivadas de primeira
ordem impactariam no calculo da regido de confianca.

Como as regides elipticas possuem seu tracado explicito por uma equacao,
ndo é necessario um valor elevado de pontos para a tracar, desta forma, todas as
regides elipticas apresentadas foram construidas com 100 pontos. Seus contornos
sao limitados pelo valor da distribuicdo F de Fisher como NP e NE — NP graus de
liberdade e nivel de confianca de 1 — a. O valor de significancia, a, € igual a 0,05,
resultando em um nivel de confianca equivalente a 95%. Para os casos analisados na
primeira parte do Capitulo 4, sdo demonstrados os valores das matrizes Hessianas
da funcdo objetivo para as duas abordagens.

Para a segunda parte deste estudo, foram utilizados alguns métodos capazes
de gerar as regides de confianca, sendo que as vantagens e desvantagens foram
abordadas no Capitulo 2. O foco deste trabalho foi o estudo das regifes de confianca
resultantes do uso de trés diferentes metodologias: o0 método do Contorno, o0 método
do Perfil e 0 método Bootstrap.

Uma metodologia proposta neste trabalho se trata da regido do Contorno. A
principal ideia na concepg¢ao deste método esta em fazer o algoritmo “caminhar” sobre
os limites da regido de confianca delimitando o seu tracado. A ideia principal €, a partir
do ponto 6timo, alterar o valor de um dos parametros até que o algoritmo encontre um
ponto sobre a curva que delimita a regido de confianca; apdés 0 mesmo avanca ao
longo do seu tracado até retornar a posicao inicial. Apés, tendo como valor inicial o
ponto extremo encontrado, o avanco é feito através de um passo com tamanho fixo
em cada etapa e ajustando o angulo no plano de forma que o ponto final do passo
esteja em cima da curva. Este ajuste do angulo do passo em um problema com 2
parametros € feito resolvendo-se um problema de equacéo algébrica ndo-linear com

o método de Newton-Raphson. A principal caracteristica deste método se da pela
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diminuicdo automatica do tamanho do passo, nas regides com maior excentricidade
para a curva limite da regido de confianca, necessarias para delimitar bem as regifes
onde ocorre uma rapida mudanca de direcao.

Para modelos com mais de dois parametros, h4 uma mudanca na abordagem
do célculo da regido pelo método do Contorno. Para determinado par de parametros,
€ necessario maximizar a distancia dele em relacdo ao ponto 6timo, contudo, este
valor deve estar sujeito as seguintes restricdes: o valor da funcao objetivo deve ser
igual ao valor critico que delimita a regido de confian¢a, de forma que os demais
parametros também podem ser modificados. Assim, para estes casos este método se
torna mais complexo e sujeito a erros. Para modelos com dois parametros, néo
existem muitos problemas, pois o valor da funcdo objetivo dependera, unicamente,
dos parametros que estdo sendo modificados para encontrar o contorno. J4, para
modelos com mais de dois parametros, a qualidade do funcionamento do método
pode ser condicionada pelo tipo de regido, visto que o valor da restricdo dependera
dos outros parametros do modelo, dificultando a acdo da otimizagdo. Destacam-se
alguns dos problemas: como o esgotamento do numero de iteragées ou o retorno do
algoritmo pelo caminho ja executado, contudo, espera-se que o0 comportamento a ser
observados seja similar ao dos casos com dois parametros. Os detalhes do
funcionamento deste método sdo demonstrados no Algoritmo 1 do Apéndice A.5.

O segundo método estudado para determinar as regides de confianca dos
parametros se trata do Perfil proposto por BATES; WATTS, (1988), para descrever a
linearidade de um modelo. Para determinar as regibes de confianca através deste
método é preciso, primeiramente, determinar o perfil para cada parametro. Seus
valores sdo calculados pela Equacgédo (2.36) na qual se considera o resultado da
funcdo objetivo do modelo quando o paréametro é desconsiderado da matriz de
derivadas de primeira ordem durante a etapa de minimizacdo. O perfil € calculado
para o valor 6timo, correspondendo a t igual a O e para os demais pontos até que se
atinja o valor de t,,4x, que corresponde aos valores da distribuicdo t-Student com
NE — NP graus de liberdade e confianca igual a 1 — a, sendo o valor de significancia,
a, igual a 0,05.

Relacionando um par de perfis € possivel formar os tragos, que consistem na
interacdo entre o resultado minimizado, 6;, do parametro do perfil, 8;, com outro

parametro do par, 6;; assim, os tracos sdo descritos com uma sobreposicéo das
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curvas éi(ej) e éj(ei) (BATES; WATTS, 1991). Estes séo utilizados para a confec¢ao
do esboco, o qual corresponde a representacéo da regido de confianca de BATES e
WATTS, (1988). A partir da localizacao dos pontos onde a regiéo intercepta os tracos,
tém-se quatro pontos pertencentes ao contorno da curva. Somado a isso, ha o fato
gue a tangente da curva € vertical nestes pontos, pois estes independem da direcéao
do parametro 6;. Assim, um método é descrito nos Apéndices 3 e 6 da obra dos
autores. Como o valor dessas interpolacdes € submetido a funcdes trigopnométricas,
e, apos o devido tratamento matematico, os valores onde a regido intercepta os tracos
sdo convertidos a escala de angulos e fases, a escolha de um método adequado de
interpolacdo se faz essencial. Dessa forma, assim como sugerido pelos autores, o
meétodo do spline cubico foi selecionado para interpolar os dados em todas as etapas
necesséarias. Mais detalhes desta técnica séo discutidos no Apéndice A.3 deste
trabalho. Os detalhes do funcionamento deste método estao disponiveis no Algoritmo
2 do Apéndice A.5.

O terceiro método para delimitar as regides de confianca dos parametros a
ser explorado neste trabalho é o Bootstrap. Como visto no Capitulo 2, este é um
método de reamostragem, o qual evita a necessidade de realizar diversos
experimentos para obter uma amostra de tamanho significativo. O método Bootstrap
classico consiste em estimar o valor 6timo dos parametros e gerar as variaveis
dependentes preditas, sendo estas que serdo perturbadas para resultar em um novo
valor para os parametros que corresponder&o aos valores “6timos” perturbados.

Aqui é sugerida uma adaptacao, os valores perturbados foram as variaveis
dependentes experimentais, as quais serdo minimizadas para encontrar novos valores
“otimos” para os parametros. As perturbacfes provocadas séo aleatérias e possuem
distribuicdo normal. Seus valores foram limitados ao intervalo de 95% de confianca
utilizando a Equacgéo (3.8).

RDL =0,975-0,950.(1— RDN)
(3.8)

Onde RDL representa um numero aleatério limitado e RDN representa um numero
aleatério entre 0 e 1. O valor de RDL é convertido em um valor aleatério com

distribuicdo normal, média igual a zero e variancia igual a 1. Em seguida, este valor é
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multiplicado pela incerteza experimental, e somado ao valor da variavel experimental,
de forma a simular desvios para cada nova medicao.

Para os Modelos 1, 4 ,5. A, 5.B, nos quais os valores experimentais foram
gerados para este estudo, a obtencdo da variancia € simples, visto que a mesma foi
utilizada para a obtencédo dos dados experimentais. Ja para os demais modelos, 2.A,
2.B e 3, cujos dados foram retirados da literatura, o valor da variancia foi aproximado

de acordo com a Equacéo (3.9).

. S(@) (3.9)
NE — NP

Para todas as regides obtidas utilizando o método Bootstrap foram realizadas
10.000 perturbacdes aleatérias nos valores das variaveis dependentes experimentais.
Os detalhes do funcionamento deste método sao demonstrados no Algoritmo 3 do
Apéndice A.5.

Outro aspecto importante do método Bootstrap é que como a perturbacao
utilizada nas variaveis dependentes usa a variancia experimental, foi considerado o
uso da funcédo dos minimos quadrados ponderados, Equacéo (2.9), que se torna mais
adequado, visto que o valor da incerteza sera conhecido; assim, para as regides de
confianca obtidas através deste método, o valor da funcdo objetivo diferirhd das
demais.

Todos os algoritmos utilizados para os processos de estimacgao de parametros
e para os calculos das regifes de confianca deste trabalho foram implementados na
linguagem computacional Fortran 90 utilizando como interface principal o pacote
computacional desenvolvido por SCHWAAB, ALBERTON e PINTO, (2010), para
estimacao de parametros e planejamento de experimentos. As figuras foram geradas
com o uso da linguagem R. As rotinas computacionais deste trabalho foram
executadas através do Microsoft Visual Studio em um computador com processador
Intel Core i3 e memoria RAM de 4 GB.
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Capitulo 4: Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para o estudo das
regides de confianca dos parametros dos modelos apresentados no Capitulo 3.
Primeiramente serdo demonstrados e discutidos os resultados obtidos para o calculo
da regido de confiancga eliptica comparando o uso da matriz Hessiana completa dos
parametros e da aproximacdo de Gauss-Newton. Apds, sdo demonstrados o0s
resultados para as regifes de confianca geradas com os métodos do Contorno, Perfil
e Bootstrap e suas analises.

Aproveitando alguns conceitos e a metodologia das regides de confianca, foi
elaborado um estudo na forma de artigo que visa observar a incerteza da estimacao
de parametros na previsao do periodo final de contagio de COVID-19 para diferentes

por¢cdes do mesmo conjunto de dados. Este estudo é apresentado no Apéndice A.6.

4.1. Andlise da regido de confianca eliptica dos parametros

Como ja foi discutido, as Equacdes (2.22) e (2.34) descrevem uma elipse
centrada nos valores 6timos dos parametros, a qual caracteriza uma regido no espaco
dos parametros cujos valores, estatisticamente, sdo iguais ao conjunto 6timo. Sua
obtencéo se da pela aproximacao da funcéo objetivo em uma série de Taylor truncada
no termo da derivada de segunda ordem. Apds, utilizando as abordagens algébricas
e estatisticas demonstradas no Capitulo 2, é possivel determinar que ela segue a
distribuicdo F de Fisher.

O principal dificultador deste calculo € o termo da matriz Hessiana com a
derivada segunda do modelo em relacdo aos parametros, que dependendo do tipo de
modelo, pode ser de dificil obtencdo. Assim a maior hip6tese assumida para a
construcdo da equacao da regido eliptica € a substituicdo dessa matriz pela matriz de
covariancia dos parametros, ou seja, quando se considera a aproximagao de Gauss-
Newton. Como foi explorado no Capitulo 2, essa aproximacdo considera que 0s
desvios entre os valores das variaveis dependentes experimentais e as preditas pelo
modelo sdo préximas a zero, desta forma é possivel ignorar este termo mesmo para
modelos néo lineares.

Deve-se ter em mente que, para os modelos lineares, essa aproximagéo é

exata devido ao fato que suas derivadas de segunda ordem sao nulas, ou seja, a
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matriz Hessiana do modelo em relacdo aos parametros é nula, tornando a Equacao
(2.24) verdadeira para esses modelos. Para modelos ndo-lineares, essa aproximacao
pode ndo ser uma boa escolha, j& que mesmo quando 0s desvios entre 0s valores
experimentais e os preditos sdo pequenos, se as derivadas segundas do modelo em
relacdo aos parametros sao altas, desconsiderar este termo pode levar a uma regiao
eliptica de ma qualidade.

Nesta secdo sera proposto o calculo da regido de confianca dos parametros
utilizando a Equacao (2.14), na qual sera considerado o valor da matriz Hessiana da
funcdo objetivo em relacdo aos parametros do problema e, os mesmos seréo
comparados com a regido de confianca eliptica descrita pela Equacéo (2.34), a qual
considera a aproximacao de Gauss-Newton.

Todas as minimizagdes da funcéo objetivo para a estimagao de parametros
foram calculadas através do método hibrido do Enxame de Particulas com Gauss-
Newton utilizando as configuracdes descritas no Capitulo 3. A obtencéo da equacéao
eliptica da regido de confianca se deu através do procedimento indicado naquele
capitulo utilizando os calculos que estdo detalhados no Apéndice A.2.

Para comparar a regido eliptica considerando o calculo da matriz Hessiana
com a resultante da aproximacdo de Gauss-Newton e atestar se a regido se
comportara como esperada, foram utilizados modelos distintos, um linear e trés nao-

lineares.

4.1.1. Regides de confiancga elipticas de modelos lineares
A primeira andlise a ser demonstrada é para o Modelo 1, o qual é linear. A
escolha deste tipo de modelo € importante para validar o estudo, pois, como ja
argumentado, a aproximacao de Gauss-Newton € exata para estes casos, dado que
o valor de sua matriz Hessiana é nulo. O valor da funcéo objetivo encontrado apés a
minimizacdo deste modelo € igual a 20,75 e corresponde aos valores 6timos dos
parametros 8, e 8, iguais a 5,40 e 4,84 respectivamente. A correla¢éo obtida para
este par de parametros € igual a -0,89 e o valor das covariancias entre os parametros

é demostrada na matriz da Equacao (4.1).
v, :( 1,21 -0,173 ]

-0,173 3,14.10° (4.1)
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Inicialmente é interessante compararmos a qualidade da aproximacédo dos
dados experimentais com os gerados pelo modelo, desta maneira é possivel comparar
graficamente os valores das varidveis independentes da Tabela 2 com os valores
gerados pelo modelo quando substituimos na Equacao (3.1) os valores das variaveis

independentes da Tabela 2 e os valores 6timos dos parametros.

O Experimento “@,
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Figura 1: Comparacéao entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelol.

Como é possivel observar na Figura 1, os valores obtidos experimentalmente,
representados pelos pontos, estdo proximos a reta pontilhada, que representa 0s
valores gerados pelo modelo ajustado. E interessante apontar que a reta resultante
do ajuste intercepta a regido central dos pontos experimentais, sendo que estes estao
distribuidos ora acima, ora abaixo da curva. Assim, tem-se a ideia de que o ajuste
obtido é adequado, posto que ele tende a representar todos os pontos do conjunto,
evitando seguir a algum comportamento especifico.

Calculando os valores da matriz Hessiana pela Equacgdo (2.14) e pela
aproximacéao, Equacéo (2.15), obtemos o mesmo conjunto solugéo, visto que, como o
termo das derivadas de segunda ordem da funcdo objetivo em relacdo aos parametros

é nulo para modelos lineares, as duas equacdes sao idénticas para esta situagéo.
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Vo :( 1,21 —0,171% j (4.2)
-0,173 3,14.10°

Substituindo os valores da matriz apresentada na Equacéo (4.1) na Equacéo
(2.27) é possivel representar no plano cartesiano a regido de confianca eliptica
centrada no valor 6timo dos parametros do modelo linear, Figura 2. Como mencionado
anteriormente, para modelos lineares, a aproximacdo de Gauss-Newton é exata,
sendo assim, o caso estudado nessa secdo se trata de uma peculiaridade e, para
quaisquer modelos que sejam lineares, serdo observadas situacdes idénticas a
apresentada nessa figura, na qual o grafico das regides de confianca elipticas para
ambos 0s casos estardo sobrepostos.

5.2

0z

4.8

4.6

44
|

Figura 2: Regides de confianca do Modelo 1 com o calculo da matriz Hessiana
completa (pontos) e com o calculo da aproximacgéo de Gauss-Newton (linha cheia).

O emprego desta situacdo permite que seja possivel validar se as
implementacbes propostas sdo consistentes e ndo apresentam nenhum erro
grosseiro. Como as duas situagdes sao representadas pela matriz da Equagéao (4.1),

pode-se afirmar que o calculo numérico da matriz Hessiana esta correto, ja que
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guando os termos dessa matriz sdo nulos, a Equacéo (2.15) representa fielmente a
regido de confianca dos parametros. Assim, é possivel utilizar este calculo para

representar as regides de modelo ndo-lineares.

4.1.2. Regides de confianga eliptica de modelos ndo-lineares

Para validar o uso da aproximacdo de Gauss-Newton, torna-se essencial
observar como a simplificacdo da Equacéo (2.14) influencia na regido de confianca
eliptica de modelos quando o valor da matriz Hessiana ndo € nulo. A qualidade é
condicionada por dois fatores envolvendo essa equacao: se a diferenca entre os
valores experimentais e 0s preditos € pequena, sendo proxima a zero; ou os valores
das derivadas de segunda ordem do modelo sdo proximas a zero, dessa maneira, 0
modelo € quase-linear. Ambas as situac¢des seriam condicdes ideais para justificar a
validade da Equacéo (2.15).

Para observar se existe desvio entre o célculo da matriz Hessiana pelas
Equacdes (2.14) e (2.15), foi utilizado o Modelo 2.A, que se trata de um modelo néo-
linear. O valor da funcdo objetivo ap6s a minimizacdo € igual a 1195,45,
correspondendo aos valores 6timos dos parametros 8, e 8, iguais a 212,68 e 0,0641
respectivamente. A correlacdo observada entre os dois parametros do modelo € igual
a 0,76 e a Equacao (4.3) representa a matriz de covariancias do modelo obtida através

do célculo da Aproximacgéo de Gauss-Newton, Equacéo (2.15), e da Equacgéo (2.24)

v — 48,26  4,40.10
9 14,40.10° 6,86.10°

(4.3)

Os valores experimentais da Tabela 3 e os preditos com o Modelo 2.A apés a
obtencdo dos valores 6timos dos parametros sdo apresentados e comparados na
Figura 3. Como observado no ajuste dos dados do Modelo 1, Figura 1, nota-se que a
curva predita tende a passar em um ponto médio entre as medicdes, ou seja,

representando todo o conjunto de dados.
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Figura 3: Comparacao entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelo 2.A.

O calculo do valor da matriz Hessiana utilizando a Equacéo (2.14), ou seja,

considerando as derivadas de segunda ordem do modelo, resulta nos valores da

matriz de covariancias abaixo.

Vgcomp — (

51,27

—4,97.10*

—4,97.10*
7,59.10°

(4.4)

As matrizes apresentadas nas Equacdes (4.3) e (4.4) quando substituidas na

equacdo da elipse, de forma analoga ao Modelo 1, representam duas elipses

concéntricas, porém ambas diferem uma da outra em seus contornos devido ao desvio

assumido pelo emprego da aproximacgao de Gauss-Newton, conforme demonstram as

curvas da Figura 4. Nota-se que o tamanho da elipse resultante da equacdo que

considera a matriz Hessiana é maior do que resultante da aproximacdo de Gauss-

Newton, ou seja, a inclusdo da matriz no calculo provoca diferencas no contorno da

regido de confiancga, principalmente em seus extremos.
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Figura 4: Regides de confianga do Modelo 2.A com o célculo da matriz Hessiana
completa (pontos) e com o célculo da aproximacado de Gauss-Newton (linha cheia).

Para verificar se a diferenca entre as elipses € mais acentuada do que a obtida
Nno caso acima ou se este é um comportamento padréo, € interessante submeter o
meétodo a mais alguns modelos, como o Modelo 2.B, cuja a equacéo caracteristica
mesma do Modelo 2.A, mas possui um conjunto diferente de dados experimentais.
Assim, um novo conjunto de valores, Tabela 4, é utilizado com a Equacéo (3.2). O
valor da funcéo objetivo apds a minimizacéo é igual a 859,60, correspondendo aos
valores 6timos dos parametros 8, e 8, iguais a 160,28 e 0,0477 respectivamente. O
valor obtido para a correlacdo entre os parametros foi igual a 0,78 e as covariancias
dos parametros deste modelo, calculada pela Aproximacdo de Gauss-Newton séo

demonstrados na matriz da Equacéo (4.5).

_[ 41,99 —3,92.10-2j
=

-3,92.10° 6,05.10° (4.5)

Com este novo conjunto de valores, foram obtidos novos valores para a
funcéo objetivo e para os parametros 0timos. A comparacao entre os valores obtidos

experimentalmente, Tabela 4, e os preditos pelo modelo é demonstrada na Figura 5
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e, é possivel perceber que o0 ajuste estd bem estruturado, visto que tende a

compreender todos 0s pontos obtidos.
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Figura 5: Comparacéo entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelo 2.B.

O valor da matriz Hessiana dos parametros através da equacao (2.14), que
considera as derivadas de segunda ordem da funcgéo objetivo é definida pela Equacéo
(4.6).

-459.10°% 7,09.10° (4.6)

ngp:( 46,32 —4,59.10-2J

Comparando-se as equacdes elipticas obtidas utilizando os valores das
matrizes de covariancias representadas nas Equacdes (4.5) e (4.6) para delimitar a
regido de confianca eliptica do Modelo 2.B, obtemos as curvas apresentadas na
Figura 6. E possivel observar que as elipses diferem de maneira semelhante a
apresentada na Figura 4, onde a curva obtida considerando a aproximacao de Gauss-

Newton € menor do que resultante utilizando a matriz Hessiana dos paréametros

completa.
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Figura 6: Regides de confianca do Modelo 2.B com o calculo da matriz Hessiana
completa (pontos) e com o calculo da aproximacgado de Gauss-Newton (linha cheia).

Outra importante observacdo € que, para os dois conjuntos de dados
observados, a diferenca entre o emprego da aproximacao de Gauss-Newton e o da
matriz Hessiana completa nao foi significativa, visto que o aumento da regiao obtido
utilizando a matriz Hessiana completa difere da aproximacdo de Gauss-Newton na
regido mais afastada do ponto 6timo dos parametros e o ganho obtido com o uso da
matriz Hessiana é pequeno.

A observacao da Figura 4 e da Figura 6 nos permite ter uma ideia da nao-
linearidade do conjunto modelo e dados experimentais pelo quanto a regido que
considera a matriz Hessiana completa difere da aproximacdo. Outra maneira de
observar o desvio da linearidade se d&a pelo emprego do método do Perfil, como visto
no Capitulo 2. Os perfis permitem comparar o valor dos parametros reparametrizados
pela Equagéo (2.36), resultantes da reparametrizacdo da funcéo objetivo quando a
derivada de primeira ordem do parametro de estudo é anulada na minimizacdo da
funcéo, com os valores fornecidos pela Equagéo (2.38).

Ja os resultados da Equacao (2.38) sédo obtidos pela parametrizacdo dos

parametros, descrevendo os valores lineares hipotéticos para 0 mesmo caso. E
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possivel observar a ndo-linearidade de um determinado modelo pelo desvio entre as
curvas geradas pelos valores resultantes das duas equacoes.

Para comparar os dois modelos anteriores, foram observados os desvios da
linearidade de cada um dos parametros dos modelos separadamente. A nao-

linearidade do parametro 6; pode ser observada na Figura 7.

— & 5 7
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Figura 7: Comparacao entre ao desvio da linearidade do parametro 6, do Modelo
2.A, Figura 7.a, e do Modelo 2.B, Figura 7.b.

Na Figura 7, a linha cheia representa o comportamento linear, enquanto a
linha pontilhada representa a nao-linearidade de cada uma das situacfes
apresentadas para os Modelos 2.A e 2.B. No valor 6timo dos parametros, os valores
de 7, e §;5a0 idénticos e iguais a zero, como esperado, visto que, o ponto minimo
deve ser o mesmo para ambas as situacées. A medida que o valor dos parametros se
afasta do ponto 6timo, cada um comeca a demonstrar os efeitos de sua nao-
linearidade, onde a curva que a descreve se afasta da reta dos parametros
parametrizados. Também é possivel verificar que o caso da Figura 7.b é mais néo-
linear do que o apresentado pela Figura 7.a no parametro 6, ; sendo possivel confirmar
tal caso observado que a curva nao linear do Modelo 2.B é mais acentuada do que a
do Modelo 2.A, inferindo que aquele é o mais ndo-linear. A linearidade destes modelos
esta relacionada com os desvios entre o conjunto de dados experimentais e 0sS
preditos, visto que o modelo utilizado para ambos 0s casos € 0 mesmo.

A mesma analise pode ser feita para o parametro 8, dos Modelos 2.A e 2.B.
Assim como para o0 parametro 6,, os valores das parametrizagdes s&o idénticos no

ponto 6timo. J& para os parametros mais afastados do ponto de minimo, € possivel
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notar que os desvio da linearidade do Modelo 2.B € maior do que a do Modelo 2.A,

devido ao afastamento entre a curva e a reta das parametrizacoes.

.
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Figura 8: Comparacao entre ao desvio da linearidade do parametro 6, do Modelo
2.A, Figura 8.a, e do Modelo 2.B, Figura 8.b.

O Modelo 2.B € o mais nao-linear observando os perfis dos parametros 6, e
6, para os dois modelos. Os perfis dos dois parametros deste modelo desviam mais
da linearidade dos que os do Modelo 2.A, e, assim, é possivel relacionar este resultado
com o tracado da elipse, ja que o célculo com a matriz Hessiana completa gera uma
elipse com maior contorno do que a da aproximacdo de Gauss-Newton quando
comparadas com as suas respectivas situacdes aproximadas. A diferenca entre as
elipses obtidas com as duas abordagens € mais acentuada para o Modelo 2.B do que
para o Modelo 2.A, dessa forma é possivel utilizar tanto a comparacao entre as regides
elipticas como os perfis para indicar a ndo-linearidade de um modelo.

Outra ideia importante que é possivel obter analisando os perfis € que o
parametro 6, € o mais linear do modelo, visto que o seu desvio é menor do que o do
apresentado pelo parametro 6,. Esse fato também é observavel nas derivadas de
segunda ordem analiticas do modelo, j& que essa derivada é nula em fungdo do
parametro 6;, enquanto que, para o parametro 6,, ela depende de ambos o0s
parametros.

A andlise das regibes de confianca elipticas foi observada para a mesma
equacao do modelo ndo-linear, entdo é importante observar outro tipo para que seja

possivel definir se 0 comportamento observado nos casos acima é uma exclusividade
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do tipo de modelo que foi empregado ou uma situacdo aplicavel a quaisquer uns.
Assim, a Ultima analise das regibes de confianca elipticas sera realizada para o
Modelo 3. O valor encontrado para a fungéo objetivo ap6s a minimizacao é igual a
25,99, correspondendo aos valores 6timos dos parametros 8, e 8, iguais a 19,14 e
0,5311 respectivamente. A correlacao observada entre os parametros € igual a -0,85
e as covariancias dos parametros, calculadas através da Aproximacdo de Gauss-

Newton, estdo demonstradas na matriz da Equacéo (4.7).

6,23 —-0,432

0 :(—0,432 4,12.102] (4.7)

Na Figura 9 sdo comparados os dados obtidos experimentalmente, Tabela 5,
e os preditos pelo Modelo 3 utilizando os valores dos parametros. O ajuste segue a
tendéncia demonstrada nos demais modelos vistos anteriormente, Figura 1, Figura 3
e Figura 5, na qual os pontos gerados pelo modelo se encontram entre os
experimentais. Também se nota que, entre os modelos ja apresentados, este é o que
apresenta maior erro na qualidade do ajuste, devido a distancia acentuada entre as
os valores medidos e os preditos.
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Figura 9: Comparacao entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelo 3.

O valor da matriz Hessiana completa, utilizando a Equacéo (2.14) é definido

pela Equagéo (4.8).

comp __
P =

6,30 —-0,439
(—0,439 4,19.102} (4.8)

Pode ser observado que os valores das matrizes de covariancias, calculada
pelas duas abordagens de calculo da matriz Hessiana, definidas pelas Equacdes (4.7)
e (4.8) sdo bastante proximos. Utilizando-se estes valores para a geracdo da regiao
de confianca eliptica dos parametros obtém-se a Figura 10. Para este modelo, o
emprego da matriz Hessiana da funcao objetivo completa ndo apresentou diferenca
significativa da aproximagéo de Gauss-Newton, visto que os valores das matrizes de
covariancias, Equacgbes (4.7) e (4.8), sdo proximos e as elipses resultantes estao

sobrepostas.
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Figura 10: Regibes de confianca do Modelo 3 com o calculo da matriz Hessiana
completa (pontos) e com o calculo da aproximacdo de Gauss-Newton (linha cheia).

Em problemas que envolvem a minimizacdo da funcéo objetivo, como os de
estimacado de parametros, e nos que propdem a delimitacdo da regiao de confianca
do modelo € comum o emprego da aproximacdo de Gauss-Newton para simplificar e
facilitar os resultados. Como foi observado nos modelos das Equactes (3.1), (3.2)
estudados, o emprego da matriz Hessiana completa difere minimamente da regiao
gerada pela aproximacdo. Nos Modelos 2.A e 2.B a regido de confianca obtida pela
matriz Hessiana completa € maior do que a gerada pela aproximacéo, contudo, esta
diferenca é observada na area com maior excentricidade da regido e o seu ganho néo
acrescenta muito com a regido. Os resultados para o Modelo 3 diferem minimamente,
tanto que as elipses geradas se sobrepdem em quase todos os pontos. Contudo,
coOmo sera Vvisto na proxima sec¢ao, as regides de confiangca de modelos nao-lineares
possuem o contorno completamente diferente da regido eliptica, ou seja, mesmo que
esta discussédo aborde qual das duas elipses representa melhor a regido ou se os
contornos sao proximos ou semelhantes, sua representacdo da real regidao de

confianca esta errada.
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4.2. Métodos para determinacédo de regides de confianca néo elipticas

A segunda parte deste capitulo consiste no estudo de alguns métodos para
gerar as regides de confianga nao elipticas para as estimativas dos parametros, em
particular para modelos nao-lineares.

Como mencionado no Capitulo 2, as regides de confianca sdo o conceito
expandido dos intervalos de confianca; a diferenca entre as duas abordagens é
estabelecida pela existéncia de mais de um parametro no problema. A presenca de
dois ou mais parametros resulta na (provavel) existéncia de correlacdes entre 0s
valores, as quais passam a influenciar a geometria da regido. Em modelos lineares,
essa influéncia é bem nitida, podendo ser observada na inclinacdo do elipsoide
gerado. Modelos com parametros altamente correlacionados apresentam elipses com
contornos mais estreitos. JA os modelos com correlagbes pequenas entre 0s
parametros possuem regides mais amplas, por isso, suas elipses se aproximam ao
tracado de circunferéncia.

Por sua vez, o comportamento das regides de confianca de modelos n&o-
lineares ndo é tao previsivel. Esses modelos tém regides mais dificeis de delimitar,
visto que a solucao analitica apresentada na Equacéo (2.14) ndo € a solucdo exata e,
por isso, nao representa corretamente as regides desses modelos. Assim, é
importante que haja uma maneira de definir as regides destes modelos com mais
exatiddo, pois, como ja visto, ndo existe uma solucdo analitica para esse problema.
Tal situacdo € resolvida com o uso de métodos estocéasticos, que, por utilizarem
abordagens numéricas, sdo capazes de delimitar as regides.

Existem algumas abordagens para definir um método estocastico que possa
gerar as regides de confianca, sendo que as vantagens e desvantagens de alguns
foram abordadas no Capitulo 2. O foco deste trabalho foi o estudo das regides de
confianca resultantes do uso de trés diferentes metodologias: o método do Contorno,
o método do Perfil e 0 método Bootstrap.

Os métodos propostos neste trabalho tendem a fugir da ideia principal dos
algoritmos heuristicos, na qual a partir de um conjunto de pontos gerados
aleatoriamente, a cada iteracao, a funcéo objetivo se aproxima do valor minimo e os
pontos gerados s&o utilizados na construcdo da regido. A raz&do para evitar esse
mecanismo € a intensa quantidade de avaliacbes da funcdo objetivo realizada por

eles, que resulta em gastos computacionais significativos para problemas com
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elevadas dimensdes. Além disso, muitas vezes o contorno da regido de confianca
nao-eliptica ndo fica bem definido pela nuvem de pontos que fazem parte da regiao
de confianga.

Esta secdo esta estruturada de acordo com o numero de parametros dos
modelos, primeiramente serdo abordados os métodos para delimitar as regides de
confianca de modelos com dois parametros, onde sdo apresentados quatro modelos;

e, apos, para modelos com trés parametros, no qual trés modelos foram estudados.

4.2.1. Regides de confiangca de modelos com dois parametros

As primeiras avaliac6es dos métodos para determinar as regiées de confianca
dos parametros foram realizadas para modelos com dois parametros. Estes sédo os
mais simples quanto a correlacdo entre os parametros, ja que s6 existe um par
possivel para ser relacionado. Contudo, as regides dos modelos nao-lineares
geralmente podem apresentar geometrias dificeis de ser representadas pelos
métodos, 0 que compromete suas eficacias.

A melhor forma de validar se o método proposto € capaz de determinar uma
regido de confianca corretamente € o comparando com outro ja consagrado ou com
modelos cujas regides ja sdo conhecidas, como, por exemplo, a dos modelos lineares,
que possuem solucdo analitica e regido com geometria bem definida. Assim, os
primeiros resultados apresentados nesse capitulo sdo para um modelo linear com dois
parametros, ou seja, sua matriz Hessiana é nula.

O modelo linear utilizado foi o Modelo 1, apresentado no Capitulo 3 e
representado pela Equacéo (3.1) e pelos valores da Tabela 2.

O contorno gerado pelo método é constituido por pontos distribuidos ao longo
da regido de confianca. E possivel notar que o método do Contorno foi capaz de
delimitar a regido de confianca dos parametros do Modelo 1, visto que ela se sobrepde
razoavelmente bem a regido eliptica da Equacéo (2.34). A Figura 11 também permite
notar que a regido do método do Contorno concentra mais pontos nas partes
excéntricas da regido, necessarios para delimitar bem as regides onde ocorre uma

rapida mudanca de diregéo.
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Figura 11: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 1 determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacédo (2.34) com os valores da matriz
da Equacéao (4.1) (linha cheia).

A comparacao entre as regides geradas para o Modelo 1 permite afirmar que
este método apresentou bom resultado, pois € capaz de representar uma regido de
confianca com resultado exato e conhecido. A proxima etapa para a validacdo do
método do Contorno é o utilizar para descrever as regides de modelos ndo-lineares,
que ndo possuem uma solucéo analitica e suas curvas diferem dos tracados elipticos,
podendo ser de dificil estimacdo, como sera visto mais adiante.

O proximo método a ser testado para o Modelo 1 é o do Perfil, sendo proposto
por BATES e WATTS, (1988), para descrever a linearidade de um modelo, como foi
explorado na sec¢do anterior deste capitulo. Os valores obtidos para os desvios padréo
dos parametros 6, e 6,, de ty4x € 0 valor limite da distribuicdo F de Fisher com NP e
NE — NP graus de liberdade e confianca igual a 1 — a séo apresentados na Tabela 11

para NP igual a 2, NE igual a 10 e a igual a 0,05.
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Tabela 11: Valores dos desvios padrédo dos parametros, de t,4x € do valor limite da
distribuicdo F de Fisher para o Modelo 1.

04

03

t(NE — NP, 1 — )

F(NP,NE — NP,1— «)

1,10

0,178

2,31

4,46

Os perfis do Modelo 1 sao apresentados na Figura 12 (pontos) e seus valores

sao delimitados pela distribuicdo t-Student (linha tracejada). O uso do algoritmo

sugerido por BATES; WATTS, (1988), para determinar a regido de confianca

baseando-se nos perfis resulta na elipse demonstrada na figura (linha pontilhada).

5.2

0z
4.8

4.6

4.4

Figura 12: Representacéo dos perfis do Modelo 1 (pontos), dos limites dos perfis
(linha tracejada) e da elipse gerada pelo método (linha pontilhada).

A comparacao da regido de confianca delimitada com o método do Perfil e

pela Equacéo (2.34) € demonstrada na Figura 13. A diferenga observada entre elipse

analitica e a gerada pelo método do Perfil na figura pode ser explicada pelos valores

apresentados na Tabela 11, visto que o perfil impde como restricdo os valores da

distribuicdo t-Student, enquanto a regido eliptica é limitada pela distribuicdo F de

Fisher, tornando a regido do Perfil menor do que a solugéo analitica. Contudo, também

€ possivel reparar que o formato e a inclinacdo da regido de confianca sao similares
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para os dois métodos testados, ou seja, 0 método € valido para representar o

comportamento das regides.

5.0
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Figura 13: Comparacéo entre as regides de confian¢ga do Modelo 1 determinadas
pelo método do Perfil (linha pontilhada) e pela Equacgéo (2.34) com os valores da
matriz da Equacéo (4.1) (linha cheia).

O terceiro método para delimitar as regiées de confianca dos parametros a
ser explorado neste trabalho é o Bootstrap. Explicado nos Capitulos 2 e 3, este € um
método de reamostragem, o0 qual evita a necessidade de realizar diversos
experimentos para obter uma amostra de tamanho significativo. Como a perturbacéo
utilizada nos parametros considera a variancia dos dados experimentais, é possivel
utilizar, para fins de comparacéo, a funcdo dos minimos quadrados ponderados.

A Figura 14 exemplifica o uso do método Bootstrap para gerar as regidoes de
confianca. Para este modelo, a variancia dos dados experimentais € igual a 4,0 e o
valor obtido para a funcéo objetivo utilizando a Equac&o (2.9) é igual 5,19. E possivel
observar que os pontos gerados pelo método seguem as caracteristicas padrdes das
regides de modelos lineares: os pontos gerados estdo centrados ao redor do valor
6timo dos parametros e o formato é eliptico. Quando se compara a regido Bootstrap
com a da Equacédo (2.35), é possivel observar algumas caracteristicas: devido ao
comportamento aleatorio do método, tém-se duas situagdes, a primeira corresponde

aos pontos cujos dados experimentais foram perturbados de maneira favoravel, os
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quais estdo majoritariamente concentrados dentro dos limites da regido eliptica;
também ha pontos cujas perturbacdes nao contribuiram adequadamente para
delimitar a regido de confianca, sendo estes 0s que extrapolam seu contorno. Embora
a parcela de pontos que se encontram além dos limites da regido nao representa
adequadamente o espaco de confianca dos parametros, pode-se observar que o
namero de pontos que o representam corretamente, situados no interior da regiéo, é

significativamente maior.
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Figura 14: Comparacéo entre as regides de confianga do Modelo 1 determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pela Equacao (2.34) com os valores da matriz da
Equacéo (4.1) (linha tracejada).

ApOs observar como os métodos descrevem uma regido de confianca
conhecida, é a vez de utiliza-los para descrever situagcdes mais complexas, como € o
caso das regides de modelos ndo-lineares. Nao existe um padrao para explicar o
comportamento dessas regides, sendo possivel encontrar todo tipo de formato na
literatura. Contudo, nesse trabalho, foram comparados dois modelos cujas regides
possuem geometrias distintas: uma regido fechada, que n&o difere muito do contorno
eliptico; e uma regido aberta, em que seus limites se estendem ao infinito.

O primeiro modelo ndo-linear a ser trabalhado nessa secéo € o Modelo 2.A,
apresentado no Capitulo 3, sendo descrito pela Equacdo (3.2) e pelos valores da

Tabela 3.
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A Figura 15 permite comparar as regioes geradas pelo método do Contorno e
pela elipse representada pela Equacdo (2.34) e com os valores da matriz de
covariancias da Equacao (4.3). A primeira observagao que essa figura permite inferir
é a diferenca entre as duas regifes, na qual a regido do Contorno difere em tamanho
e inclinacdo da elipse analitica. A razdo para tal € explicada pela ndo-linearidade do
modelo, ou seja, ja que o modelo € ndo-linear, a Equacéo (2.34) ndo representa a
solucdo exata da regido do modelo e é condicionada pelo desvio entre os valores
preditos e os obtidos experimentalmente.

A regido de confianca do método do Contorno para este modelo se comporta
de forma analoga a do Modelo 1, onde as areas mais excéntricas concentram mais
pontos para descrever a mudanca de sentido da regido. Outra observacao importante
que a comparacao entre a regides permite € o fato de que o Modelo 2.A ndo possui
desvio acentuando da linearidade, pois a regido mantém o tracado eliptico, o qual € a

caracteristica principal deste tipo de modelo.
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Figura 15: Comparagéo entre as regides de confianga do Modelo 2.A determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacéo (2.34) com os valores da matriz
da Equacéo (4.3) (linha cheia).

A escolha do Modelo 2.A para ser alvo do estudo se deu por alguns motivos,
0 primeiro € a carateristica da sua regido de confianca que, como visto na curva

gerada pelo método do Contorno, ndo difere muito dos casos lineares, mantendo o
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contorno eliptico e, por isso, ndo se caracteriza como um modelo cuja regido é de
dificil estimacdo. O segundo motivo associado a sua escolha reside na ideia de que
este € o modelo utilizado para descrever o método do perfil por BATES e WATTS,
(1988). O Capitulo 6 da obra destes autores apresenta os valores intermediarios do
modelo utilizados para a construcdo da regido de confianga, sendo este uma escolha
Obvia para validar o método.

Os valores dos desvios padrédo dos parametros 8, e 6,, de 7,,4x € 0 valor limite
da distribuicdo F de Fisher com NP e NE — NP graus de liberdade e confianca igual a

1 — a sé@o apresentados na Tabela 12 para NP igual a 2, NE igual a 12 e a igual a 0,05.
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Tabela 12: Valores dos desvios padrédo dos parametros, de 1,45 € do valor limite da
distribuicdo F de Fisher para o Modelo 2.A.

04

03

t(NE — NP, 1 — )

F(NP,NE — NP,1— «)

6,95

0,0083

2,23

4,10

A Figura 16 permite comparar a regido de confianca gerada pelo método do

Perfil com a regido gerada pelo método do Contorno, pois este representa melhor a

regido do que a elipse gerada pela Equacéo (2.34). E possivel observar, assim como

ocorrido com o Modelo 1, que o tamanho das regides apresentadas difere; isso se

deve ao fato de que a regiao do Perfil € menor do que a do Contorno, pois seu tracado

€ restrito pelos limites estabelecidos pelo valor da distribuicédo t-Student, apresentado

na Tabela 12. Também é interessante mencionar que, embora haja diferenca quanto

ao tamanho, as principais caracteristicas da regido, seu formato e sua inclinacao,

foram bem reproduzidas pelo método.
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Figura 16: Comparacéo entre as regides de confiangca do Modelo 2.A determinadas
pelo método do Perfil (linha pontilhada) e pelo método do Contorno (linha cheia).

Outra interessante comparacgéo que pode ser feita com este modelo e método

€ a qualidade com que o método do Perfil reproduz a regido. Como foi explicado no
Capitulo 2 deste trabalho, a obra de BATES e WATTS, (1988), possui uma otima
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explicacdo para a geracdo dos perfis, utilizados no Capitulo 3, e para os tracos, 0s
quais relacionam os perfis dos dois parametros. Contudo, a explicacdo dos esbocos,
a regido de confianga, € um tanto vaga em algumas de suas etapas, portanto a
comparacao dos resultados obtidos com os fornecidos pelos autores indica se a
implementacdo do método foi adequada. Para o Modelo 2.A em especial, os autores
apresentam os resultados de etapas intermediarias, as quais sao utilizadas para a
construcdo da regido. Assim, é possivel comparar as duas regiées de confianca na
Figura 17.
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Figura 17: Comparacao entre as regides de confianca geradas pelo método do Perfil
de acordo com a implemantacéo deste trabalho (linha tracejada) e com a disponivel
na literatura (pontos).

A curva gerada com os pontos, apresentada na Figura 17, delimita a regido
de confianca dos parametros do Modelo 2.A obtida com os valores disponiveis na
literatura. Percebe-se que a principal diferenca entre as regides obtidas acontece em
sua parte menos excéntrica, na qual os valores calculados do modelo tendem a terem
seu moédulo mais elevado na coordenada do parametro 6,, contudo esse desvio entre
os valores ndo afeta a qualidade da regido, visto que, visualmente, essa diferenca é
infima e ndo compromete a sua escala e o seu formato.

A regido de confianca determinada pelo método Bootstrap para o Modelo 2.A

€ apresentada e comparada com a gerada pelo método do Contorno na Figura 18. A
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escolha da regido do Contorno se deve ao fato de que esta representacdo € mais
exata do que a obtida com a Equacéao (2.34). A variancia dos dados experimentais
ndo é disponibilizada, assim o seu valor foi estimado pela aproximacdo definida na
Equacao (3.9) sendo igual a 119,5. O valor da fung&o objetivo dos minimos quadrados
ponderados é igual a 10,00.

Para que seja possivel estabelecer uma comparacéo adequada para a regido
de confianga obtida com o método Bootstrap, foi gerada a regido do Contorno para os
modelos nao-lineares, assumindo que as variancias de cada um sao conhecidas.
Dessa forma, € possivel determinar a regido de forma analoga a da Equacéo (2.26),
a qual resulta em um tracado menor do que o usual, visto que os valores das
incertezas experimentais sdo conhecidos e, assim, € possivel atribuir & equacéo a
distribuicdo qui-quadrado.

Assim como observado para o Modelo 1, é possivel reparar que 0s pontos
gerados pelo método Bootstrap estdo bem distribuidos ao redor do ponto de minimo,
sendo que estdo dispostos no mesmo formato da regido do Contorno, com alguns
extrapolando os seus limites. Os pontos cujos dados experimentais foram perturbados
de maneira favoravel estdo concentrados dentro dos limites da regido eliptica e os
pontos cujas perturbacfes ndo contribuiram adequadamente para delimitar a regiao
de confianca extrapolam seu contorno. Novamente, é importante observar que o
ndamero de pontos que se encontram além dos limites da regido é significativamente

menor do que os estdo dentro dos limites da regido de confianca.
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Figura 18: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 2.A determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pelo método do Contorno (linha tracejada).

O préximo modelo ndo-linear a ser estudado é o Modelo 2.B, apresentado no
Capitulo 3. Sua funcao é definida pela mesma equacdo do modelo anterior, Equacdo
(3.2). A escolha deste modelo é devida a ndo-linearidade mais acentuada do que a do
Modelo 2.A, como foi possivel observar na comparacdo dos perfis dos parametros
realizada no capitulo anterior.

A comparacao da regiao de confianca gerada pelo método do Contorno com
a gerada pela Equacao (2.34) com matriz de covariancias da Equacdo (4.5) é
demonstrada na Figura 19. Assim como para o Método 2.A, a regido eliptica fornece
um tracado distorcido do real comportamento da regido de confianca do modelo
devido a falta de exatiddo da Equacéo (2.34) ao ser utilizada no calculo de regides
nao-lineares. Quanto a forma, é nitida a semelhanca entre as regidbes dos Modelos
2.A e 2.B e do comportamento do método, que dispbe de mais pontos em regibes

onde h4 a mudanca de sentido da curva.
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Figura 19: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 2.B determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacédo (2.34) com os valores da matriz
da Equacao (4.5) (linha cheia).

O uso do Modelo 2.B para determinar a regido de confianga dos parametros
também se deu pela sua similaridade com o Modelo 2.A, padrdao do método do Perfil.
Embora seja mais ndo-linear, ambas as regiées séo parecidas e, por isso, ndo deve
haver mudanca brusca na qualidade de ajuste do método. Os valores obtidos para os
desvios padrdo dos parametros 6, e 6,, T)4x € 0 valor limite da distribuicdo F de Fisher
com NP e NE — NP graus de liberdade e confianca igual a 1 — a sdo apresentados na

Tabela 13 para NP igual a 2, NE igual a 11 e a igual a 0,05.

Tabela 13: Valores dos desvios padrédo dos parametros, de t,4x€ do valor limite da
distribuicdo F de Fisher para o Modelo 2.B.

01 o, T(NE - NP,1 — «) F(NP,NE — NP,1 — «)
6,48 0,0078 2,26 4,26

De fato, a regido de confianca gerada pelo método do Perfil para este modelo
€ destacada na Figura 20, e é possivel observar caracteristicas idénticas a da Figura
16. A regido gerada pelo método do Perfil € menor do que a regido de confianca obtida

pelo método do Contorno, visto que seu tracado € limitado pelo valor da distribuicao
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t-Student, enquanto que o método do Contorno, assim como a solucdo analitica é
limitado pela distribuicdo F de Fisher. Outra importante observacao é que, assim como
para os modelos ja apresentados, o método do Perfil consegue descrever o formato e
a inclinagéo da regiéo.
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Figura 20: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 2.B determinadas
pelo método do Perfil (linha pontilhada) e pelo método do Contorno (linha cheia).

O uso do método Bootstrap para delimitar a regido de confianca do Modelo
2.B, resulta em uma situacdo analoga a dos Modelo 1 e 2.A. O valor da variancia
experimental utilizado, obtido com a Equacéo (3.9), é igual a 99,5, obtendo-se o valor
igual a 8,64 para a funcéo objetivo dos minimos quadrados ponderados. Na Figura
21, percebe-se que a maioria dos pontos se concentram dentro do formato da regido
do Contorno, sendo possivel inferir o seu formato. Alguns desses pontos a extrapolam,
devido a aleatoriedade das perturbacdes utilizadas para o calculo dos novos valores

“6timos” dos a parametros.
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Figura 21: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 2.B determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pelo método do Contorno (linha tracejada).

O ultimo modelo nado-linear com dois parametros utilizado foi o Modelo 3,
apresentado no Capitulo 3, representado pela funcao da Equacéao (3.3) e pelos dados
da Tabela 5.

A escolha deste modelo se deve a sua comparacdo com 0s demais
apresentados. Observando os desvios apresentados pela Figura 9, pode-se notar que
estes sdo mais elevados dos que os dos outros modelos nao lineares, Figura 3 e
Figura 5. Essa diferenca entre os valores experimentais e os calculados pelo modelo
esta relacionada com a nédo-linearidade do Modelo 3, resultando em uma regido de
confianca atipica das demais vistas anteriormente.

A Figura 22 compara as regibes de confianca geradas pelo método do
Contorno e pela Equacao (2.34), sendo que seus formatos diferem completamente. A
regido eliptica resulta em uma representagao errada da regido, pois seu contorno real
ndo segue o mesmo formato nem sua caracteristica principal, as areas abertas. E
possivel observar que o contorno tracado pelo método € capaz de delimitar a regiao,
contudo é necessario impor uma restricdo ao avancgo ao longo da curva, pois as areas

abertas impedem retorno ao ponto inicial. Também €& possivel perceber o
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comportamento idéntico aos demais casos em que foram utilizados o método do

Contorno, nos lugares onde ha mudanca de sentido, ha a concentracéo de pontos.
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Figura 22: Comparacéo entre as regides de confianga do Modelo 3 determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacéao (2.34) com os valores da matriz
da Equacéo (4.7) (linha cheia).

Devido a carateristica do método do Perfil em tracar a regido de confianca a
partir dos pontos limites da distribui¢do t-Student, ndo foi possivel gerar essa regido
para o Modelo 3, ja que seria necessario estipular algum valor limite para interromper
o célculo do algoritmo e, assim, s6 seria possivel representar uma parcela da regiao.

A variancia dos dados experimentais do modelo, determinada com a Equacao
(3.9), é igual a 6,5. O valor da funcao objetivo obtida pela equa¢do dos minimos
quadrados ponderados € igual a 3,99. A Figura 23 permite observar que 0s pontos
gerados pelo Bootstrap, os quais representam a regiao da razéo de verossimilhanca,
se expandem além da curva gerada pelo método do Contorno. Também é possivel
verificar que houve outros comportamentos analogos ao das demais regides geradas
com o método Bootstrap, como a concentracdo da maioria dos pontos em uma area

especifica da curva e a representacédo do formato da regido de confianca.
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Figura 23: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 3 determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pelo método do Contorno (linha tracejada).

Para os modelos com dois parametros € possivel fazer algumas observacdes
com as regides de confianca obtidas para os Modelos 1, 2.A, 2.B e 3. A qualidade da
regido obtida com o método do Contorno foi similar para todos os modelos, visto que
ele foi capaz de descrever as curvas das regides de confianca. O principal
comportamento que se pode destacar com o uso de método se da pela necessidade
de diminuir o valor do passo do algoritmo quando os pontos utilizados na construcao
da regido estdo mudando de direcdo. Uma desvantagem de técnicas do tipo contorno
€ 0 seu uso em regides com as caracteristicas do Modelo 3, o qual possui extremidade
aberta. Para este tipo de situacdo, € necessario conhecer previamente o
comportamento da regido, para definir limites em seu avango ou inserir medidas que
garantam seja o contorno de determinada parte da regido seja explorado, como foi
feito neste trabalho.

A desvantagem principal das regifes de confianca obtidas utilizando o método
do Perfil € que elas ndo representam as obtidas com a Equacéao (2.34), para modelos
lineares, e diferem dos demais casos por nao utilizar como limite o valor da distribuicéo
F de Fisher e sim o valor da t-Student. Outra desvantagem € que o método ndo pode

ser utilizado para o Modelo 3, devido a caracteristica de sua regido. Contudo, as
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curvas obtidas com o método do Perfil conseguem reproduzir a geometria e a
inclinacdo da regido de confianca e, como maior vantagem, os perfis gerados servem
como indicativo para a linearidade do modelo, o que ndo é observado para os demais
métodos estudados neste trabalho.

As regides de confianca do método Bootstrap obtidas apresentam o mesmo
formato observado quando comparadas com as do método do Contorno. A
distribuicAo dos pontos no espaco das regides de confiangca acontece,
majoritariamente, nas proximidades do ponto étimo, enquanto uma menor quantidade
de pontos se espalha na regido. Também é possivel observar que existem pontos na

regido externa no contorno devido ao carater aleatorio deste método.

4.2.2. Regides de confianca de modelos a trés parametros

Na secdo acima, foi discutida a qualidade da representacdo da regido de
confianga dos parametros utilizando os modelos do Contorno, Perfil e Bootstrap para
modelos lineares e ndo-lineares com dois parametros, assim como as suas vantagens
e desvantagens. O foco desta secdo sera verificar se os métodos apresentados séo
capazes de descrever as regides de confianca de modelos com mais de dois
parametros.

A escolha de modelos com trés parametros para estudo pode ser explicada
pelo acréscimo de um novo parametro ao modelo. Um modelo com dois parametros
possuira apenas a relacao entre 6, e 6,. J& um modelo com trés parametros possuira
as relacdes entre 6, e 6,, 6, e 85, 6, e 63, expandindo as dimensdes do problema. A
medida que um modelo apresenta mais parametros, as relacdes entre os parametros
aumentam, assim como a complexidade do problema.

Outro motivo para a escolha deste tipo de modelo se deve as dimensfes da
regido de confianca obtida. Quando se trabalha como dois parametros, havera uma
area para descrever o espaco onde os parametros estdo confinados; ao adicionar
mais um parametro, a mesma € descrita por um espago com trés dimensdes. Um
problema como NP parametros resultaria em um espaco com NP dimensdes, sendo
impossivel de representar graficamente quando este valor € maior do que trés. Assim,
a forma mais usual de representar as regides de confianca de modelos com mais de

dois parametros é a projecéo de sua sombra em um plano, tornando o problema com

NP dimensbes em %NP(NP — 1) problemas bidimensionais.
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Assim como na secao anterior, as primeiras regides a serem estudadas serao
as de um modelo linear, visto que, independentemente do nimero de dimensdes, se
0 modelo possui matriz Hessiana nula em relacdo aos parametros, a regido sera
eliptica.

Para o Modelo 4, o valor da funcdo objetivo apds a minimizacao € igual a
11,97 e corresponde aos valores 6timos dos parametros 0, 8, e 85 iguais a 10,7; 2,05
e 2,71 respectivamente. As variaveis dependentes medidas e as preditas pelo modelo

sao apresentadas na Figura 24.
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Figura 24: Comparacgéo entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelo 4.

Por se tratar de um modelo linear em relacdo aos parametros, a Equacéo
(2.15) representa a solucdo analitica do problema e suas regifes de confianca
possuem geometria bem definida, em formato de elipse. O esperado dessa secao é
que os meétodos do Contorno, Perfil e Bootstrap possam ser expandidos para
problemas de dimensdes maiores, assim, faz-se interessante os comparar como um
modelo cuja regido é conhecida e exata, 0 Modelo 4.

As correlacdes observadas foram iguais -0,91 para os parametros 6, e 6,,
0,81 para os parametros 8, e 65 e -0,97 para os parametros 6, e 6. As covariancias

obtidas para os parametros séo representadas na matriz definida pela Equacéo (4.9).
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181 -0,626  4,53.10°
V,=| 0,626 0,265 -2,09.10° (4.9)
4,53.10% -2,09.10° 1,74.10°

As regides de confianca geradas pelo método do Contorno sdo comparadas
com as elipses analiticas na Figura 25. E possivel observar que contorno gerado pelo
método se sobrepBe as solugdes analiticas, permitindo concluir que o método
consegue reproduzir corretamente as regides de modelos com mais parametros. O
comportamento do contorno é idéntico ao observado para o Modelo 1, Figura 13, no
qual sdo necessdarios mais pontos para se descrever a parte excéntrica da regido

devido & mudanca na direcdo da regido.
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Figura 25: Comparacéo entre as regides de confianga do Modelo 4 determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacéao (2.34) (linha cheia).
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O método do Perfil € uma técnica para descrever a nao-linearidade de um
modelo através de relagbes bidimensionais, dessa forma, supde-se que nédo havera
dificuldades em representar um modelo independentemente do numero de
parametros, dependendo apenas do seu grau de ndo-linearidade. Os valores obtidos
para os desvios padrao dos parametros 6, , 6, e 85, Ty 4x © 0 valor limite da distribuicao
F de Fisher com NP e NE — NP graus de liberdade e confianga igual a 1 — a sao

apresentados na Tabela 14 para NP igual a 3, NE igual a 11 e «a igual a 0,05.

Tabela 14: Valores dos desvios padrédo dos parametros, de 1,45 € do valor limite da
distribuicdo F de Fisher para o Modelo 4.

o1 o, os t(NE-NP,1—-a) | F(NP,NE—NP,1—a)
1,34 0,51 0,042 2,31 4,07

Os perfis do modelo, assim como as regifes de confianca resultantes, sao
apresentados na Figura 26. A representacao das regides segue o comportamento da
obtida para o Modelo 1, pois tanto o seu formato, quanto a sua inclinagao coincidem
com a solucéo analitica, diferindo apenas em escala. Esta observacao esta baseada
nos limites impostos pela distribuicdo t-Student nos valores dos parametros, sendo
este menor do que o da distribuicdo F de Fisher para os mesmos graus de liberdade
e nivel de confianga, conforme a Tabela 14 ilustra.
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Figura 26: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 4 determinadas
pelo método do Perfil (linha pontilhada) e pela Equacéo (2.34) (linha cheia).

Outra importante interpretacdo que a Figura 26 proporciona diz a respeito a
correlacao entre os parametros, pois quanto maior esta, maior sera a excentricidade
da regidao de confianca. A regido envolvendo os parametros 6, e 6; da figura
representa um caso de alta correlacdo, como demonstra o0 comportamento de seus
perfis. E possivel perceber que os mesmos estdo quase sobrepostos enquanto que
os demais perfis da figura sdo bem distintos. Uma interpretacéo para tal situacao pode
ser que, para modelos com correlagdes entre os parametros elevadas, o método do
perfil possa apresentar dificuldades devido ao tamanho da regiao.

A regido Bootstrap foi gerada com variancia igual a 2,5 e o valor da fungéo
objetivo pelos métodos dos minimos quadrados ponderados calculado é igual a 4,78.
Como foi visto para os modelos anteriores, 0 método Bootstrap resulta em regides

similares as obtidas com o método da razdo de verossimilhanca; assim como foi
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observado para os modelos com dois parametros, os paradmetros “6timos”
perturbados, em sua maioria, localizados no espaco interior da regiao de confianca,
enquanto que alguns a extrapolam. Na Figura 27 estdo representadas as regioes
obtidas pelo método Bootstrap, podendo-se perceber que a inclinacdo da regido, bem

como o seu formato, esta de acordo com os da solucéo analitica.
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Figura 27: Comparacéo entre as regides de confian¢ca do Modelo 4 determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pela solu¢do analitica (linha tracejada).

Os métodos propostos foram capazes de representar o modelo linear sem
problemas e de maneira analoga a vista para os modelos bidimensionais. A proxima
etapa consiste em os validar para modelos n&o-lineares, cujas regides de confianca
possuem comportamento mais complexo, fato este que dificulta a acdo de técnicas

para delimita-las.
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Para realizar o estudo das regifes de confianca dos modelos nédo-lineares
com trés parametros, foi utilizado o Modelo 5.A. O valor de sua funcéo objetivo apos
a minimizacéo é igual a 6,45 e corresponde aos valores 6timos dos parametros 8, 8,
e 6 iguais a 96,06; 0,1104 e 0,879 respectivamente.

A Figura 28 apresenta os valores das variaveis dependentes obtidas
experimentalmente da Tabela 7 quando comparadas com as geradas pelo Modelo 5.A
utilizando os valores dos parametros 6timos e das variaveis independentes da mesma
tabela. O modelo ajustado foi capaz de representar bem os dados, posto que a curva
resultante sobrepde a maioria dos pontos e os demais se encontram distribuidos

abaixo ou acima da curva, evitando comportamentos tendenciais.
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Figura 28: Comparacgéo entre os valores de saida experimentais e 0s preditos para o
Modelo 5.A.

As correlagbes observadas entre os parametros 6, e 6, é igual a -0,81, para
0s parametros 6, e 65 é igual a -0,80 e para parametros 6, e 65 € igual a 0,45. As

covariancias obtidas para os parametros sao representadas na matriz definida pela

Equacéo (4.10).
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153 —4,34.10° -2,99.10°
V,=|-4,3410° 188.10° 593.10° (4.10)
-2,99.10% 5,93.10° 9,01.10"

As regides de confianca do Modelo 5.A pelo método do Contorno sao
representadas na Figura 29. O método € comparado com as regides elipticas
descritas pelas Equacdes (2.14) e (2.15). Como esperado para um modelo nao-linear,
a elipse € uma aproximacéao da regido, ndo sendo capaz de representar fielmente o
seu comportamento em nenhuma das relagcbes entre os parametros. O
comportamento do método é similar ao jA observado nos demais modelos vistos,
sendo capaz de descrever a regido de confianca sem problemas, apenas necessita
de um namero maior de pontos para delimitar a mudanca de direcdo da regiao.

A andlise dos graficos apresentados nesta figura permite algumas
observacgfes: a regido correspondente aos parametros 6; e 6; € a que mais se
aproxima da elipse, pois suas duas regibes com maior excentricidade possuem
formatos semelhantes e ha varios pontos sobrepostos pelo Contorno e pela elipse; a
regido que correlaciona os parametros 6, e 65 € a que possui 0 comportamento mais
nao-linear, devido ao deslocamento da curva gerada pelo método do Contorno em
relacdo a regido eliptica; nesta também é possivel verificar que os parametros 6, e 65
nao sdo tdo bem correlacionados quanto os outros, pois seu tracado tende a distorcer

a inclinacao da regiao.
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Figura 29: Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 5.A determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacéao (2.34) (linha cheia).

Os valores obtidos para os desvios padrdo dos parametros 6, , 6, € 05, Tyax

e o valor limite da distribuicdo F de Fisher com NP e NE — NP graus de liberdade e

confianca igual a 1 — a sdo apresentados na Tabela 15 para NP igual a 3, NE igual a

10 e aigual a 0,05.

Tabela 15: Valores dos desvios padrédo dos parametros, de 1,45 € do valor limite da
distribuicdo F de Fisher para o Modelo 5.A.

01

o, o3 T(NE—-NP,1 - )

F(NP,NE — NP,1 — «)

1,24

0,0043 0,030 2,36

4,35
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As regides geradas pelo método do perfil podem ser observadas na Figura 30
e sdo comparadas com as curvas obtidas com o método do Contorno. Quanto aos
tracos das regides, nota-se que 0s mesmos representam a correlagdo entre os
parametros de acordo com sua inclinacdo. Como abordado no paragrafo anterior, os
parametros 6, e 6; sdo 0s menos correlacionados, visto que seus angulos sdo mais
préximos de 90° do que o dos demais. Outra observacéo diz a respeito as regides
obtidas com o0 método, as quais seguem o comportamento caracteristico identificados
nos modelos anteriores. Embora siga a mesma geometria da regidao de confianca
gerada pelo do método do Contorno, a distancia de seus pontos do centro é menor,
visto que o Perfil é limitado pelo valor da distribui¢éo t-Student.
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Figura 30: Comparacéo entre as regides de confiangca do Modelo 5.A determinadas
pelo método do Perfil (linha pontilhada) e pelo método do Contorno (linha cheia).
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A Figura 31 apresenta as regifes de confianca obtidas com o uso do método
Bootstrap com valor da funcdo objetivo pelo método dos minimos quadrados
ponderados igual a 3,23 e comparadas com as geradas pelo método do Contorno. A
tendéncia observada nos demais modelos também esta presente neste, posto que 0s
pontos obtidos se concentram majoritariamente dentro do tracado da regido do
Contorno, enquanto que alguns a extrapolam, devido ao carater aleatorio das
perturbacdes utilizadas para o calculo da regido Bootstrap. O emprego de mais pontos
ao método possibilitaria que a regido fosse definida com melhor resolucdo, permitindo
gue o algoritmo se distribuisse na area interna do tracado, contudo, como valor de
amostras geradas foi suficiente para observar as regifes e as caracteristicas de suas

geometrias.
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Figura 31: Comparagéo entre as regides de confianga do Modelo 5.A determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pelo método do Contorno (linha tracejada).
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O dltimo modelo a ser estudado neste trabalho também utiliza a isoterma de
SIPS, (1948), Equacéo (3.5), e o conjunto de variaveis dependentes e independentes
apresentados na Tabela 8, chamados de Modelo 5.B. O valor da fung&o objetivo apés
a minimizac&o é igual a 17,01 e corresponde aos valores 6timos dos parametros 6,
6, €6, iguais a 140,46; 0,6734 e 1,39 respectivamente.

A Figura 32 apresenta as comparagdes entre os valores das variaveis
dependentes da Tabela 8 e os obtidos com Modelo 5.B utilizando os valores dos
parametros 6timos e das variaveis independentes da mesma tabela. Comparando
esta figura com a Figura 28, € possivel perceber que os dados experimentais estao
concentrados na regido horizontal da isoterma, enquanto, os valores do Modelo 5.A
se distribuem melhor ao longo da curva. Tal comportamento serve para ilustrar
experimentos mal planejados para a estimacgéo dos parametros do Modelos 5.A, visto
gue uma amostragem ideal priorizaria os resultados em locais estratégicos da

isoterma, como a regido onde ha a curvatura.
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Figura 32: Comparacéo entre os valores de saida experimentais e os preditos para o
Modelo 5.B.

As correlagfes observadas entre os parametros 6, e 6, € igual a 0,61, para

0s parametros 6, e 65 é igual a -0,72 e para parametros 6, e 65 é igual a -0,97. As
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covariancias obtidas para os parametros sao representadas na matriz definida pela
Equacéo (4.11).

0,933 0,121 —0,206
V,=| 0,121 4,30.10% -5,95.10" (4.11)
—-0,206 -5,95.10% 8,81.10°

As regides de confianca dos parametros geradas com o método do Contorno
para o Modelo 5.B podem ser observadas na Figura 33. O primeiro fato observavel
nas curvas € que o Contorno ndo conseguiu delimitar completamente as regides,
diferentemente do que foi visto para o demais modelos. As regifes de confianca dos
parametros 6;, 6, e 6,, 6; possuem mais mudancas de direcbes do que as
apresentadas no Modelo 5.A para 0s mesmos conjuntos de parametros, sendo que a
necessidade de gerar mais pontos para definir as mudancas de direcao da regiéo,
compromete o seu desenho completo. Ja para a regido envolvendo os parametros 6,
e 65, a dificuldade em completar o seu tracado pode estar relacionada com a
correlacdo alta entre os parametros, posto que a regido se torna mais estreita e 0

método apresenta dificuldade em realizar a mudanca de direcao.
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Figura 33:Comparacao entre as regides de confianca do Modelo 5.B determinadas
pelo método do Contorno (pontos) e pela Equacéao (2.34) (linha cheia).

Embora a Equacéo (3.5) represente um modelo ndo-linear, as regides obtidas
para o Modelo 5.A mantém a semelhanca com o formato eliptico, diferindo na
formacdo de uma curvatura na area proxima ao ponto 6timo. O Modelo 5.B, por sua
vez, tende a se distanciar desse comportamento, sendo mais curvado nas
proximidades do ponto 6timo e a mudanca de direcdo nos extremos da regido € mais
abrupta.

A caracteristica principal da regido de confianca deste modelo inviabiliza o uso
do método do Perfil, visto que a complexidade de seu tragado dificulta a acdo do
meétodo. Assim, nao foi possivel representar esta regido para o Modelo 5.B.

O método Bootstrap para delimitar as regides de confianca dos parametros do
Modelo 5.B é demonstrado na Figura 34. O valor de sua variancia € igual a 4,0, e valor

da funcao objetivo pelo método dos minimos quadrados ponderados é igual a 4,25.
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Os pontos gerados pelo método Bootstrap se concentram nas proximidades
do ponto 6timo, assim como foi observado para os demais modelos vistos nesse
trabalho. Este fato estd bem nitido para os parametros 8, e 6,, ja que a regido de
confiangca ndo esta centrada no ponto minimo e, assim, o método ndo preenche
completamente o espaco delimitado pela linha pontilhada. A regido de confianca dos
parametros 6; e 6; segue um comportamento similar ao descrito acima, estando o
ponto 6timo deslocado em relagcdo ao centro da regido e, por isso, ndo a preenche
inteiramente. Ja para a regido relacionando os parametros 6, e 85, 0 método Bootstrap
descreve melhor o seu espaco interno, porém também € possivel notar que os pontos
nao ocupam completamente os extremos. Caso fossem utilizados mais pontos para a
confecgéo da regido de confianga, estes espacos seriam melhor preenchidos e seria

possivel a visualizar por completo.
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Figura 34: Comparagéo entre as regides de confianga do Modelo 5.B determinadas
pelo método Bootstrap (pontos) e pelo método do Contorno (linha tracejada).
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As regifes descritas pelo método Contorno foram representadas para os
Modelos 4 e 5.A sem problemas, sendo que ambas apresentaram o mesmo
comportamento: necessitar de mais iteragbes em lugares onde a regiao muda de
direcdo, como nas suas extremidades. Ja para o Modelo 5.B, o método do Contorno
tem dificuldade em completar a regido, pois devido as curvaturas da regiao, bem como
as extremidades afuniladas, o numero de iteracfes utilizadas para descrever a regiao
é ultrapassado e o algoritmo falha em conclui-la. O algoritmo tende a retornar pelo
sentido ja tragado, pois o seu sentindo é influenciado pela mudanca abrupta de direcao
da regido.

O método do Perfil descreveu as regides de confianca dos Modelos 4 e 5.A
sem problemas e com 0 mesmo comportamento observado para os demais modelos
no qual ele foi utilizado: utilizando como limite o valor da distribuicdo t-Student ao invés
do valor da F de Fisher; e reproduzir a mesma geometria e inclinacdo da regiao de
confianca obtida com outros métodos. A regido do Perfil ndo conseguiu descrever o
Modelo 5.B, devido ao comportamento peculiar de suas regides de confianga, como a
presenca de varias curvaturas envolvendo os parametros 6,, 6,, e 6,, 65, € a alta
correlacdo entre os parametros 6, e 0;.

O método Bootstrap consegue reproduzir as regides de confianca de razao
de verossimilhanca de todos os modelos testados, mantendo o formato da regido. O
principal problema visto se da quando a regido nao esta centrada no valor 6timo dos
parametros, pois o0 método tende a concentrar mais pontos em sua proximidade. Isso
ocorre porque a regido de Bootstrap reproduz a distribuicdo de probabilidades das
estimativas dos parametros, concentrando os valores proximos do centro onde a
probabilidade é maior. Apesar de ser um resultado importante, a limitacdo da regiao
de confianca fica prejudicada. Assim, faz-se necessario utilizar mais pontos iniciais
para delimitar o espaco completo da regido, implicando em um gasto computacional

mais elevado.
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Capitulo 5: Concluséao

Os estudos realizados neste trabalho consideram diferentes metodologias
para delimitar a regido de confianca dos estimadores de parametros de diferentes
modelos. A primeira parte deste trabalho consistiu em verificar se o uso da matriz
Hessiana, utilizada no calculo da equacao da regido de confianca eliptica, impacta na
qualidade da regido gerada, atestando se a aproximacao de Gauss-Newton pode ser
utilizada sem prejudicar a qualidade do ajuste. Para validar se a implementacéo da
matriz Hessiana estava correta, as regides de confianca elipticas de um modelo linear
com dois parametros, Modelo 1, foram comparadas, uma utilizando a matriz Hessiana
completa e a outra, a aproximacdo de Gauss-Newton. Neste caso particular, ambas
as regides estavam sobrepostas, validando que o calculo das derivadas de segunda
ordem esté correto, ja que, para modelos lineares, o seu valor é nulo.

O célculo das regides de confianca elipticas para os modelos ndo-lineares foi
realizado apés a validacdo da matriz Hessiana. Foram escolhidos trés modelos, sendo
gue dois deles possuem a mesma equacdo. Para os Modelo 2.A e 2.B, a regido de
confianca eliptica completa possui os extremos mais alongados quando comparadas
com suas respectivas aproximacdes, mas a zona menos excéntrica de ambas
coincide; j4 para o Modelo 3, as duas regides elipticas estdo sobrepostas, ou seja,
nao ha diferenca entre os métodos. A comparacao visual entre as duas regides
geradas demonstra que a aproximacao de Gauss-Newton é uma abordagem valida,
visto que, para os modelos analisados ha pouca ou nenhuma diferenca entre as
regides obtidas. Outro aspecto que se deve considerar € o comportamento da real
regido de confianca do modelo que, para os nao-lineares, difere de uma elipse. No
Capitulo 4, também foi possivel delimitar as regibes de confianca destes modelos e
verificar que ela difere da aproximacao eliptica, ou seja, ndo vale a pena deixar a
equacao da elipse mais exata se o seu resultado ndo condiz com o verdadeiro
comportamento da regido de confianca.

Na segunda parte deste trabalho, abordada no Capitulo 4, foram utilizados
trés diferentes métodos para delimitar a regido de confiangca dos parametros de sete
modelos, dois lineares e cinco ndo-lineares, com diferentes nimeros de parametros,

guatro modelos com dois parametros e 0s outros trés com trés parametros. Para a
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confeccao das regifes de confianca foram implementados os métodos do Contorno,
Perfil e Bootstrap.

O método do Contorno conseguiu descrever sem problemas todas as regides
de confiangca dos modelos com dois parametros. Ja& para 0os modelos com trés
parametros, o método falhou ao tentar representar a regido do Modelo 5.B. Este
modelo, em especial, possui regides de confianca com mudancas abruptas de
direcéo, fato este que contribuiu para que o algoritmo ndo conseguisse completar o
tracado da figura. Também para este modelo, € possivel verificar que ha um par de
parametros com alta correlacdo, o que contribuiu para que o método ndo conseguisse
delimitar a regido.

O método do Perfil foi capaz de delimitar as regides de confianca de cinco
modelos, ndo tendo sucesso para os Modelos 3 e 5.B. A principal ideia deste método
€ sumarizar os parametros em perfis para indicar a linearidade do modelo e, através
destes, delimitar a regido de confianca. A principal caracteristica deste método € que
as regides geradas sao menores do que as usuais, visto que seu valor é limitado pela
distribuicdo t-Student e ndo pela F de Fisher. Para modelos com parametros muito
correlacionados, como o Modelo 5.B, ou com regides de confianca abertas, como o
Modelo 4, o funcionamento do método é comprometido, visto que néo € possivel gerar
os perfis. Esta falha pode estar associada com a implementacdo do método, a qual é
duvidosa para calcular o tracado da regiao.

O método do Bootstrap teve sucesso em descrever as regides de confianca
de todos os modelos utilizados. Diferentemente dos demais métodos utilizados, o
Bootstrap considera a variancia dos dados experimentais para o calculo das
perturbacdes, desta forma é possivel utilizar a funcdo dos minimos quadrados
ponderados. As regifes resultantes, quando comparadas como as regides elipticas
ou com as do método do Contorno, extrapolam os limites, devido ao comportamento
aleatorio empregado no calculo das perturbacdes das variaveis experimentais. O
melhor preenchimento da regido de confianca seria possivel aumentando o nimero
de pontos gerados pelo algoritmo, contudo, a quantidade utilizada, 10.000 pontos, foi
suficiente para descrever o comportamento da regiao.

Ao comparar 0s quatro métodos abordados neste trabalho, Elipse, Contorno,
Perfil e Bootstrap, € possivel definir qual deles representa da melhor forma a regiao

de confianca de um modelo. As regides elipticas sdo exatas apenas para modelos
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lineares, logo o seu uso acarreta erros para os demais modelos. O método do Perfil
foi capaz de tracar as regides de confianca dos modelos limitadas pela distribuicéo t-
Student, mas apresentou problemas para casos especificos, ndo conseguindo as
representar. A grande vantagem deste meétodo estd em utiliza-lo para explicar a
linearidade dos modelos. O método do Contorno delimita quase todas as regides de
confianga, porém encontra dificuldades nas que possuem mudancas abruptas de
direcdo. O método Bootstrap foi capaz de representar as regiées de todos os modelos
vistos neste trabalho, sendo o mais versétil deles. Embora este método resulte na
construcdo de outro tipo de regido de confianca, ele pode ser empregado sem
problemas em todos os tipos de modelo, sendo necessario apenas conhecer ou
estimar a variancia dos dados experimentais.

Como sugestédo para trabalhos futuros, ressalvam-se a melhora do método do
Contorno para que ele seja capaz de descrever as regides de confianca com
mudancas abruptas na direcdo do seu tracado e o aprofundamento no estudo da
regido do Perfil, para que seja possivel o utilizar para representar as regiées com
correlacdo elevada entre os parametros e as regides abertas. Também seria
interessante aplicar estes métodos a outros modelos, bem como, testar os que

possuem mais parametros.
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APENDICES

A.1 Aproximagdo Numérica da Matriz Hessiana

No Capitulo 4 deste trabalho foi abordado o uso da matriz Hessiana completa
para calcular as regibes de confianca elipticas. Também, no Capitulo 3 foi
argumentada a escolha de um método para calcular os valores dessa matriz. Embora
seja possivel calcular as derivadas de segunda ordem analiticamente, o recélculo a
cada novo modelo testado e a necessidade de calculos exaustivos para alguns
modelos proporciona um ambiente favoravel para o uso de métodos numéricos, 0s
quais s6 precisam ser implementados uma Unica vez.

NOCEDAL e WRIGHT, (2006), abordam no Capitulo 8 de sua obra as
expressfes para o calculo de duas expressfes utilizadas para calcular a matriz
Hessiana numérica. A primeira determina o valor de uma funcéo diferenciada duas
vezes em relacdo ao mesmo parametro, Equacao (A.1-1), e a segunda determina o
valor da funcéo diferenciada em relacdo a dois diferentes parametros, Equacao
(A.1-2).

A.1.1 Derivadas de Segunda Ordem em Relag&o a um Parametro

Para determinar a expressao numérica para o calculo da funcao diferenciada
duas vezes em relacdo ao mesmo parametro, ou seja, 0s termos da diagonal principal
da matriz Hessiana, € estabelecida a expressao que define uma funcéo expandida em

série de Taylor e com uma perturbacgao positiva no valor da variavel a ser diferenciada.

B of 2 10%f
Fxcraxe )= FO+ A% 7+ 52 (A.1-1)

Onde f(x) é o valor da funcéo para o ponto x, 4x; € uma perturbacao pequena, escalar
e positiva na direcdo do parametro i e e; € um vetor unitario na dire¢cao do parametro i.
Analogamente a Equacdo (A.1-1), é definida a funcdo com perturbacéo

negativa na variavel a ser diferenciada.

2
X, 2 0x; (A.1-2)
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Somando as Equacdes (A.1-1) e (A.1-2) e isolando o termo da derivada de
segunda ordem em um dos lados, obtém-se a Equacdo (A.1-3), que define a

aproximagdo numérica dos termos da diagonal principal da matriz Hessiana.

02f  F(x+Axeg)-2f(X)+ f (Xx—Axg
ox2 ( ) Ax 2 ( )+O(Axi)

(A.1-3)

A.1.2 Derivadas de Segunda Ordem em Relac&o a dois Parametros

A expressao para determinar os valores das derivadas de segunda ordem de
uma funcdo em relacdo a dois diferentes parametros, ou seja, os termos diagonal
superior e inferior da matriz Hessiana, sédo obtidas pela perturbacao positiva no valor
dos dois parametros. Considerando a Equacao (A.1-1) definida na secao anterior e na
Equacéao (A.1-4).

_ A 210
f(x+AXjej)— f(X)+Ax; ox, +AX; zanZ (A.1-4)

Onde 4x; € uma perturbacdo pequena, escalar e positiva na dire¢cdo do parametro j
e e; € um vetor unitario na dire¢céo do parametro ;.

E considerando uma perturbacéo positiva nas duas direcdes, tem-se a
Equacao (A.1-5).

of of 1 0% f o’f 1 0°f
f(x+Axiei +ijej): f(x)+AXi§+AX"a_><j+§AX‘2W+AXiAX1W+§AX12W
I I 1 ]

J
(A.1-5)

Subtraindo as Equacbes (A.1-1) e (A.1-4) da Equacédo (A.1-5), obtém-se a
Equacédo (A.1-6). Por fim, a derivada de segunda ordem em relacdo aos dois
parametros € isolada e a expressdo para o célculo dessa derivada € definida pela
Equacao (A.1-7).
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f(x-+-2xe +Axje; )= (X0 e )= f (x+Axgey ) == 1 00 + A% aizal;
i~

(A.1-6)

g2t fxraxe +Axe; ) f(x+Axe ) f(x+Axe; )+ f(x)

axiﬁxj = AXiAXJ— + O(‘ /Axiij )

(A.1-7)
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A.2 Equacédo da Regido de Confianca Eliptica

Como foi visto no Capitulo 2, é possivel definir algebricamente a funcéo da
elipse que representa uma regido de confianca através da Equacdo (2.34).
Considerando um modelo com dois parametros, pode-se expandir essa equagao na

{ﬂ_ :1 S Sas | {ﬂ_ :1 <2FLC, A.2-1
0, 2 Sas,  So 2z 2 | M

seguinte maneira.

91 Al ' ng - S'92 o 91 Al
[ej_ 1) | s S {ej_ 4, e (A.2-2)

Resolvendo os produtos matriciais, pode-se representar a Equacéao (A.2-2) da

seguinte forma.

A

07s;, +05s; ~20,0,3,, +20, (0

266,

élsgz)+2ez(és 6,32

1S40, — 05 al)+éfs§2 +6;s; —20,5,, <2det(V, )Ry,

06, =
(A.2-3)

A Equacdo (A.2-3) representa uma funcdo de segundo grau com duas
variaveis. Sua solucdo é obtida de forma analoga a uma equacao de segundo grau
com apenas uma variavel, pelo uso da formula de Baskara. Primeiramente, os termos
da equacéao serao reescritos para facilitar a visualizagéo. Definindo os termos como

pelas seguintes representacoes.

A=s; (A.2-4)
B=s? (A.2-5)
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(A.2-6)

) 352 ) (A.2-7)
_92531) (A.2-8)
F=07s, +03s, —20,0,s,, —2det(V, ), (A.2-9)

Esse procedimento permite reescrever a Equagao (A.2-3) da seguinte forma.

2 A+GB+6,0,C+6D+60,E+F =0 (A.2-10)

Explicitando os termos em relacdo a um dos parametros, no caso 6,.

0’B+0,(6C+E)+ & A+6D+F =0 (A.2-11)

Aplicando a formula de Baskara a Equacao (A.2-11), obtém-se as expressfes

que definem as regides superior e inferior da elipse.

2

2

. ~(6C +E) +\/(91(: +E)’ -4B(682A+6D+F)

2B (A.2-12)

" —(6C + E)—\/(GIC +E)*-4B(6’A+6D+F)

2B (A.2-13)
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A.3 Splines

No Capitulo 2, construcdo das regides de confianca dos parametros pelo
método do perfil foi abordada. Nela h4 um passo fundamental para a confeccao dos
esbocos que se trata do calculo das fases e angulos das regides, para isso, é proposto
o célculo dos splines.

Considere um conjunto discreto de tamanho N de variaveis independentes, x,
e 0s seus valores correspondentes de variaveis dependentes, y.

Para se obter um valor especifico dentro do intervalo desse conjunto, o
meétodo mais indicado € através da aproximacao polinomial dos dados, ou seja, utilizar
os valores de variaveis dependentes e independentes disponiveis para gerar um
polinbmio que descreve o comportamento de uma fun¢éo hipotética no intervalo dos
dados. Para isso, se utiliza os splines, os quais sdo um conjunto de N — 1 polinbmios
gue descrevem o comportamento de cada intervalo do conjunto de dados.

A qualidade da aproximacéo é predita pela ordem do polinémio, sendo que,
aqui serdo comparados os polindmios de primeira ordem, splines lineares, e 0s

polindbmios de terceira ordem, splines cubicos.

A.3.1 Splines Lineares

Considerando um valor, x,dentro do intervalo [x;,x;41], € Seus respectivos
valores de [y;, v;+1], pode-se estimar um valor para y correspondente na escala das
variaveis dependentes através do polinémio de primeira ordem definido na Equacéo
(A.3-1).

Xia=X X=X (A.3-1)

A.3.2 Splines Cubico

Considerando um valor, x, dentro do intervalo [x;, x;,1], Seus respectivos
valores de [y;,yi+1], € que todos os N pontos do intervalo possuem derivadas de
primeira e segunda ordem, pode-se representar a derivada de segunda ordem do

ponto desejado com a Equagéao (A.3-2).
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Y () =¥, +(X=%) Y %% | (A.3-2)

Integrando a Equacéo (A.3-2) duas vezes, obtém-se as expressbdes que
definem a derivada de primeira ordem da funcéo, Equacéao (A.3-3), e a propria funcao,
Equacéao (A.3-4).

y'(xi+1) = y; +(Xi+1_xi)y: +%(Xi+l_xi )2 y"[xivxm]
(A.3-3)
y(X)=Yi+(x=x%)y, +%(x—xi )2 y:' +%(x—xi )3 y"[xi,xm]
(A.3-4)

Pode-se reescrever a diferenca entre o intervalo do polinbmio através da

seguinte forma.

W =X,1—% (A.3-5)

Calculando o valor da derivada de primeira ordem e da funcéo para o ponto
i+ 1.

y (Xi+1) = yi' +h Y, +% h2y’ I:Xi ) Xi+1:|
(A.3-6)

Y(Xi+1) =y +hy, "‘%hiZY: +%hi3y" I:Xi , Xi+l:|
(A.3-7)

Reescrevendo o termo y''[x;, x;,1] como a diferenca das derivadas de
segunda ordem ponderadas pela diferenca do valor das variaveis independentes,
obtém-se a Equacao (A.3-8).

Vs Y,
hy (A.3-8)

y [Xi ) Xi+1:| =
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Substituindo a Equacao (A.3-8) nas Equacdes (A.3-6) e (A.3-7) obtém-se as

expressdes a seqguir.

y( |+l) y+hy+ h(y _yl) (A39)

Y(Xa)=Yi +hy, +3 Lhy +6h (v, -V
(A.3-10)

Redefinindo a nomenclatura y(x;;1) = y;+1 € rearranjando os termos da

Equacédo (A.3-10) € possivel obter a Equacéo (A.3-11).

yl +1 yl
h

T A
=y +=hy +=h(y -V
YitoWity (y'+l y') (A.3-11)

Analogamente a representacado da Equacéo (A.3-8), pode-se escrever o termo

do lado esquerdo da Equacéo (A.3-11).

f[XI’XI+1:| y+ hy+ h(y _y,)
(A.3-12)

Juntando os termos da Equacgédo (A.3-12) e calculando a funcdo para os
intervalos  [x;, x;:1] € [xi_1,x;], tém-se as Equagdes (A.3-13) e (A.3-14)

respectivamente.

f [Xi , Xi+1] = Y; +%hi Y, +%hi Y;Iﬂ
(A.3-13)

f[x,l,x] y . +% h,ly +6h,1y
(A.3-14)
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Subtraindo a Equacao (A.3-14) da Equacédo (A.3-13) € possivel definir a
Equacédo (A.3-15).

f I:Xi , Xi+l] —f I:Xi—l’ Xi:| = Y; - Y;_l +%hi y, +%hi yi"+1 _%hi—ly:_l _%hi—ﬂ/:

(A.3-15)

Rearranjando a Equagéo (A.3-9), podem-se isolar a expresséo para definir a

relacdo y; — y;_, descrita pela Equagédo (A.3-16).

L1 ] .
Yi—=Y., = 2 hi—lyi—l t5 hi—lyi
(A.3-16)

Substituindo a Equacgéao (A.3-16) na Equacéao (A.3-15), escreve-se a Equacao
(A.3-17).

Lo v o+in vialhvalny
f % % |— F[ X0, xijzghi_lyi,l 3y F3hy +ghy, (A.3-17)

Também, da equacdo (A.3-13), pode-se rearranjar 0S seus termos para
calcular as derivadas de primeira ordem para cada ponto do conjunto inicial, Equacéo
(A.3-18).

y, = f I:Xi J Xi+1:|_% hi (Zyu + y|+1)
(A.3-18)

Por fim, para o calculo do valor do ponto pela interpolacéo polinomial, utiliza-
se a Equacéao (A.3-4) modificada com a Equacao (A.3-8)

Y., -Y)

1 - 1 i1
V()= i+ (x=X)Y, +5 (X =%)"Y, +5(x— )3(T (A3-19)
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Os splines cubicos sao condicionados pelos valores das derivadas nos pontos
extremos do conjunto de dados, como: derivadas de segunda ordem nulas, spline

natural, e derivadas de primeira ordem conhecidas.

A.3.2.1 Splines Cubico Natural
Os splines cubicos naturais correspondem ao caso no qual as derivadas de
segunda ordem dos pontos nos extremos do conjunto sdo nulas. Seus valores para

um conjunto de tamanho N sao representados pelas Equacdes (A.3-20) e (A.3-21).

(A.3-20)

(A.3-21)

Utilizando a Equacao (A.3-17), pode-se escrever para o intervaloi =1, N — 1

do conjunto o seguinte sistema na forma matricial, Equacéo (A.3-22).

b . i
373 6h : 0 0 y. F %% )= f [ %% ]
% %+§2 52 0 0 Y, |_ f[xz,xg]:—f[xl,xz]

hy, hy, N hy_4 _ylll\l—l_ f [XN—ll XN ]_ f [XN—Z’XN—l]
6 3 3 |

(A.3-22)

A resolucéo do sistema matricial fornece os valores das derivadas de segunda
ordem para cada valor do conjunto, de posse desses valores e com 0S impostos nas
condig¢des iniciais, aplica-se a Equacao (A.3-18) para obter os valores das derivadas
de primeira ordem e a Equacéo (A.3-19) para o calculo do valor da funcdo do ponto

desejado.
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A.3.2.2 Splines Cubico com condi¢cBes na derivada

Também € possivel calcular casos nos quais os valores das derivadas de
segunda ordem dos pontos inicial e final possuam valor diferente de zero. Esses
valores para um conjunto de tamanho N sao representados pelas Equacdes (A.3-23)
e (A.3-24).

(A.3-23)

(A.3-24)

De forma anéloga ao spline cubico natural, & possivel construir um sistema na
forma matricial para a resolucdo das derivadas de segunda ordem utilizando a

Equacéo (A.3-17) para o intervaloi = 0, N.

h_39 h_g 0 0 0 0 0 ]
Y] f %% ] fo

& &4.& ﬂ 0 0 0 0 yo

633 6 V. F[% )= %%

0 % %+§2 e 0 0 0 (| Y. [_| f[*xx]-f[xx]

0 0 0 0 hy, hy, N hy, hya y'll\l"—l f |:XN—1’XN] f |:XN 21 XN 1}

6 3 3 6 ||y fa = f [ Xy Xy |
hy- hyaa B

o o0 0 0 0 & 5

O célculo das derivadas de primeira ordem, assim como o valor da fun¢éo no
ponto desejado, é determinado pelas Equacdes (A.3-18) e (A.3-19) respectivamente,

assim como para o caso do spline natural.

A.3.3 Comparacao entre o spline linear e o spline cubico
Uma comparacao interessante diz a respeito da qualidade com que os

polindmios gerados por ambos os modelos de spline representam um conjunto de
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dados. Para o conjunto de dados da Tabela 16, deseja-se obter os polinbmios que

descrevem cada intervalo entre os valores.

Tabela 16: Valores das variaveis independentes e dependentes para o célculo dos
splines.

X 0 1/4 1/2 3/4 1
y 1 2 1 0 1

Como é possivel perceber, o conjunto é constituido por 5 pontos, ou seja, para
os dois modelos de splines, havera 4 polinbmios para o representar. Inicialmente,
utilizando a equacéo (A.3-1) para o calculo do spline linear, obtém-se os seguintes
polinbmios da Equagédo (A.3-26) divididos em seus respectivos intervalos de

abrangéncia.

(1+44x [0,1/4]
() _i 3—4x [1/4, 1/2]

L3—4x [1/2, 3/4]

-3+ 4x [3/4, 1]

(A.3-26)

O calculo dos polindbmios pelo método do spline cubico € um pouco mais
complicado, primeiramente, considerou-se o0 caso do spline natural, no qual as
derivadas de segunda ordem do primeiro ponto do conjunto e do ultimo s&o nulas,
assim, utilizando a Equacdo (A.3-17(A.3-17) e tendo como referéncia o sistema
apresentado na matriz definida pela Equacao (A.3-22), pode-se montar o sistema com

as derivadas de segunda ordem do conjunto na forma matricial.

% Y5, 0] vi| -8
You 6 %4'yg 8
0 oy F LY

(A.3-27)

Il
o

O conjunto solucdo do sistema, juntamente como as condi¢des iniciais é

representado abaixo.
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Yo =0 y1'=—48 y; =0 y;’ =48 y,/ =0

Aplicando a Equagéao (A.3-18) para definir as derivadas de primeira ordem do

conjunto, obtém-se:
Yo=6 y1=0 y;=-6 y;=0

Por fim, através da Equacdo (A.3-19), os polindmios de interpolacdo séo
calculados e definido pelas Equacfes (A.3-28) representadas abaixo junto de seus

respectivos intervalos.

( 1+ 6x —32x3 [0,1/4]
2—24(x—§)2+32 (x—§)3 [1/4, 1/2]
1—6(x—§)+32(x—§)3 [1/2, 3/4]

[ 24(x- %)2 ~32(x - %)3 [3/4, 1]

y(x) =4

(A.3-28)

Comparando os polinbmios que representam o spline linear, Equacdes
(A.3-26) e os que representam o spline cubico, Equacdes (A.3-28), é possivel
estabelecer graficamente cada uma das interpolacfes dentro de seus intervalos de

validade através das curvas apresentadas na Figura 35.
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Figura 35: Comparacao entre o spline linear e spline cubico para o conjunto de
dados da Tabela 16.

As curvas apresentadas na Figura 35 descrevem o conjunto de dados da
Tabela 16 de diferentes formas. O cuidado que se deve ter ao utilizar os métodos,
principalmente o spline linear, se da pelo comportamento dos valores do conjunto. Se
estes ndo estdo distribuidos de forma linear, empregar esse spline pode resultar em
erros na interpolacao dos resultados. No célculo das regifes de confianca pelo método
do perfil, o spline é utilizado no calculo dos angulos e da fase da regido a partir dos
tracos gerados e, como € esperado um comportamento peridédico para este tipo de
informacéo, é interessante utilizar um modelo que seja capaz de descrever as curvas
e inflexdes da funcao, aspectos que funcdes lineares ndo conseguem representar,
assim, a escolha do spline cubico € a mais indicada, visto que representa melhor os

pontos presentes entre os valores conhecidos do conjunto.
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A.4 Analise da aproximacao numeérica da matriz Hessiana

As vantagens da escolha do método numérico para o calculo da matriz
Hessiana da funcao objetivo em relacdo aos parametros foram discutidas no Capitulo
3. Uma delas esta relacionada em utilizar uma Unica expresséo para poder calcular o
valor das derivadas de segunda ordem, Equacdes (3.6) e (3.7), para qualquer modelo,
ao invés de calcular as derivadas analiticas para cada um.

O calculo pelo método numérico necessita de uma perturbagédo no valor dos
parametros para que seja possivel calcular o valor da funcéo utilizada para estimar o
valor das derivadas de segunda ordem. A expressao da Equacéao (3.7) é proveniente
da funcao perturbada em relacdo aos parametros expandida em uma série de Taylor
truncada no termo de segunda ordem. A perturbacdo no valor garante que o método
funcione e encontre o valor das derivadas, contudo, isso implica na dependéncia dos
seus valores em funcao da perturbacédo, fato que pode prejudicar o ajuste da regido
de confianca.

Para verificar se é valido utilizar o método numérico para o célculo da matriz
Hessiana, estudou-se o comportamento das regides de confianga elipticas quando
calculadas com diferentes valores de perturbacdo dos parametros em comparacao
com a regido gerada pela aproximacao de Gauss-Newton.

As perturbacdes nos valores dos parametros para o calculo da matriz
Hessiana utilizadas foram iguais a 1077, 1078, e 1072, e as regides de confianca

geradas sao apresentadas na Figura 36.
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Figura 36: Regides de confianca do Modelo 2.B com o calculo da matriz Hessiana
completa (pontos) e com o calculo da aproximacéo de Gauss-Newton (linha cheia).

A regido gerada com valor de perturbacdo igual a 10”7 é a mesma utilizada
para comparar com a aproximacao de Gauss-Newton na secao anterior. Quando
comparada com a perturbacdo igual a 1078, é possivel perceber que a regido é
idéntica a gerada com o valor 10”7, sendo que a mudanca nédo alterou qualidade da
estimacdo. Quando a perturbacgdo € igual a 107°, a regido obtida se diferencia das
demais, visto que ela € menor, contrariando a ideia de que o0 uso da matriz Hessiana
expande a regido e a sua geometria difere das demais, reproduzindo erroneamente a
correlacdo entre os parametros e a regido de confianca eliptica.

Também é possivel comparar os valores numéricos da matriz Hessiana com
os valores analiticos de cada uma das variaveis dependentes do modelo. A andlise
destes nameros permite observar o quanto a modificacdo no valor da perturbacéo
influencia na estimacédo das derivadas do modelo. A matriz Hessiana analitica da
Equacao (A.4-1) em funcéo das varidveis independentes e dos parametros é definida

na Equacao (A.4-1).
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o x|
(6,+x)
Ho= X 20,x (A4-1)

(6,+ x)2 (6, + x)3 |
Utilizando a matriz representada pela Equacao (A.4-1) para calcular o valor

das derivadas de segunda ordem da Equacao (3.2) com os valores de x da Tabela 3
e parametros 6timos 8; e 8, iguais a 160,28 e 0,0477 respectivamente, obtém o0s
resultados apresentados na Tabela 17. Estes valores sdo comparados com os obtidos
numericamente pelas Equacdes (3.6) e (3.7) quando o valor da perturbacdo tem

ordem de grandeza a 1077, 1078, e 107°.
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Tabela 17 Comparacéo entre os valores da matriz Hessiana analitica e numérica do
Modelo 2.B com perturbacdes iguais a 1077, 1078, e 107°.

Analitica 10”7

X Hi Hiz Ha1 Hz2 Hi Hio Ha1 Hz2
0,02 0,00 | -4,36 -4,36 20654,36 0,00 -4,36 -4,36 20654,53
0,02 0,00 | -4,36 -4,36 20654,36 0,00 -4,36 -4,36 20654,53
0,06 0,00 | -5,17 -5,17 15392,60 0,00 -5,17 -5,17 15392,68
0,06 0,00 | -5,17 -5,17 15392,60 0,00 -5,17 -5,17 15392,68
0,11 0,00 | 4,42 -4,42 8989,54 0,00 -4,42 -4,42 8989,58
0,11 0,00 | -4,42 -4,42 8989,54 0,00 -4,42 -4,42 8989,58
0,22 0,00 | -3,07 -3,07 3675,75 0,00 -3,07 -3,07 3675,76
0,22 0,00 | -3,07 -3,07 3675,75 0,00 -3,07 -3,07 3675,76
0,56 0,00 | -1,52 -1,52 799,86 0,00 -1,52 -1,52 799,86
0,56 0,00 | -1,52 -1,52 799,86 0,00 -1,52 -1,52 799,86
1,10 0,00 | -0,84 -0,84 233,24 0,00 -0,84 -0,84 233,24
108 10°

X Hi Hio Ha1 Hzz Hi Hio Ha1 Haz2
0,02 0,00 | 4,63 | -4,63 20649,03 0,00 0,00 0,00 32365,29
0,02 0,00 | -4,63 | -4,63 20649,03 0,00 0,00 0,00 32365,29
0,06 0,01 | -5,89 -5,89 15405,86 1,09 0,00 0,00 25892,23
0,06 0,01 | -5,89 | -5,89 15405,86 1,09 0,00 0,00 25892,23
0,11 0,01 | 4,21 -4,21 8932,81 -1,09 0,00 0,00 25892,23
0,11 0,01 | 421 | 4,21 8932,81 -1,09 0,00 0,00 25892,23
0,22 0,01 | -3,36 | -3,36 3883,83 0,00 | -168,20 | -168,20 0,00
0,22 0,01 | -3,36 | -3,36 3883,83 0,00 | -168,20 | -168,20 0,00

0,56 0,00 | 0,00 0,00 517,84 0,00 0,00 0,00 25892,23
0,56 0,00 | 0,00 0,00 517,84 0,00 0,00 0,00 25892,23
1,10 0,01 | 0,00 0,00 517,84 0,00 0,00 0,00 25892,23

A Tabela 17 permite comparar os valores utilizados para a construcao das
regides apresentadas na Figura 36. E possivel reparar que os valores da matriz
Hessiana analitica e numérica com perturbacdo igual a 10”7 sdo iguais quando
truncados na segunda casa decimal. Ha diferenca nessa casa decimal para o termo
gue envolvendo o parametro 6,, mas nao ocorre interferéncia na qualidade da
aproximacao. Ja para o calculo numérico com aproximacao igual a 1078, nota-se que
os valores comecam a diferir mais das derivadas analiticas, principalmente para
valores mais elevados da varidvel independente. Contudo, essa diferenga ndo impacta
na qualidade dos resultados, visto que a regido de confianca obtida sobrepfe a do

caso anterior. Quando a perturbacdo causada possui valor na ordem de 107°, a
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qualidade do método numérico piora, pois, as derivadas diferem significativamente
dos resultados obtidos pelo método analitico, comprometendo a qualidade da regido
de confianca. Esta observacéo pode ser relacionada com a precisdo do algoritmo, ja
que, para todos os calculos efetuados, a precisdo numérica foi mantida em 1078,
sendo menor que as perturbagdes provocadas para 0s casos apresentados, exceto
para este ultimo.

Ter conhecimento da precisdo dos calculos computacionais realizados é
essencial para o uso de um método numeérico, como o calculo da matriz Hessiana,
visto que a escolha de valores abaixo dessa precisdo compromete a qualidade do
método. Para o calculo da matriz Hessiana, o método numérico pode ser substituido
sem problemas pelo método analitico, visto que a maioria das fungbes séo
diferenciaveis e assim, esta situacéo pode ser evitada. O grande esforco no uso das
derivadas analiticas se da pela necessidade de calcular cada uma das derivadas para
cada modelo utilizado. Contudo, tendo conhecimento desse aspecto dos métodos
numeéricos, ndo é necessario descarta-los, porque a qualidade da aproximacao gerada
representa adequadamente o valor real das derivadas.
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A.5 Pseudocodigos

Para exemplificar e facilitar o entendimento dos métodos abordados neste
trabalho para delimitar as regides de confianca de estimativas de parametros, foram
estruturados os algoritmos utilizados para cada um na forma de pseudocodigos. O

primeiro a ser demonstrado € o funcionamento do método do Contorno.

Algoritmo 1: Método do Contorno

Al « passo para o calculo do valor inicial.

delT < passo do algoritmo.

der < derivada da funcao objetivo.

DesvPad « desvio padrao dos parametros.

DT « perturbacédo no angulo.

Fcrit — valor da fungdo objetivo no contorno da regido de confianca.
IC « indicador da direcdo do contorno.

Nite < numero maximo de iteracgtes.

Plim < limites estabelecidos para o espaco de busca dos parametros.
step « passo para o calculo do novo ponto.

Theta <« angulo da dire¢do do contorno.

To « posic¢éao inicial no contorno.

Inicio

To—0

To(1) « To(1) - 0.01

Par(1) « Param(1) + To(1)*DesvPad(1)

Par(1) — min(Plim(1, 2), max(Plim(1, 1), Par(1)))

To(1) « - (Par(1) — Param(1))/DesvPad(1)

enquanto (abs(Fobj/Fcrit) > 1.d-4 ou it < Nite) faca {
Par — Param +To*DesvPad
Fobj < chamar o calculo da fungao objetivo utilizando os valores de Par.
Fobj < Fobj - Fcrit

it «—it+1
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To(1) « To(1) +DT
Par «— Param + To*DesvPad
Fp < chamar o calculo da fungéo objetivo utilizando os valores de Par.
Fp «— Fp — Fcrit
der «— (Fp — Fobj)/DT
delT « -Fobj/der
To(1) < To(1) — DT + delT
Al — 1
enquanto (Par(1) > Plim(1, 1) e Par(1) < Plim(1, 2)) faca {
Par(1) « Param(1) + To(1)*DesvPad(1)
Al — Al/1.5
To(1) < To(1) — AI*0.5*delT

}
T To

Theta — 90
enquanto (dist >= step — 1.d-8) entéo {
Tn(1) « T(1) + step*cos(Theta*Pi()/180)
Tn(2) « T(2) + step*sin(Theta*Pi()/180)
Par «— Param + Tn*DesvPad
IC—0
parai=1... 2 faca {
se (Par(i) > Plim(i, 2) ou Par(i) < Plim(i, 1)) {
Par(i) = max(Plim(i, 1), min(Plim(i, 2), Par(i)))
T(i) « (Par(i) — Param(i)) /Desvpad(i)
IC—3-i

}
se (IC /= 0) entéo {
parai=1...2faca{
enquanto (abs(F/Fcrit) > 1.d-4) faca {

Par «— Param + T*DesvPad
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F «— chamar o calculo da fungéo objetivo utilizando os
valores de Par.
F «— F — Fcrit
T(IC) < T(IC) + DT
Par «— Param + T*DesvPad
Fp « chamar o calculo da fungéo objetivo utilizando os
valores de Par.
T(IC) « T(IC) - DT
Fp <« Fp -Fcrit
der — (Fp—-F) /DT
passo «— - F/der
T(IC) « T(IC) + passo
enquanto (abs(F) < abs(Fnova)) faca {
Par «— Param + T*DesvPad
Fnova <« chamar o calculo da funcéo objetivo
utilizando os valores de Par.
Fnova < Fnova — Fcrit
passo « passo /1.5
T(IC) « T(IC) — 0.5*passo

}

}

TL(G, i)« T

se (i==1) entdo {
dir — 1.d-3

T(IC) « T(IC) + dir

Par «— Param + T*DesvPad

F < chamar o calculo da fungé&o objetivo utilizando os
valores de Par.

se (F > Fcrit) entéo {

dir « - dir

}

enquanto (F > Fcrit) faca {
Fold — F
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}

se nao {

dir < 1.5*dir

T(IC) « T(IC) + dir

Par «— Param + T*DesvPad

F <« chamar o calculo da fungéo objetivo utilizando
os valores de Par

}
T(IC) « T(IC) — dir*((F-Fcrit) /(F — Fold))**2

}
Theta «— Theta +180

enquanto (abs(Fnova /Fcrit) > 1.d-5) faca {

Tn(1) « T(1) + step*cos(Theta*Pi()/180)
Tn(2) < T(2) + step*sin(Theta*Pi()/180)
Par «— Param +Tn*DesvPad
F <« chamar o calculo da funcé&o objetivo utilizando os valores de Par.
F «— F — Fcrit
Tn(1) « T(1) + step*cos((Theta + DT)*Pi()/180)
Tn(2) < T(2) + step*sin((Theta + DT)*Pi()/180)
Par «— Param + Tn*DesvPad
Fp « chamar o calculo da funcao objetivo utilizado os valores de Par.
der « Fp — Fcrit
Tn(1) < T(1) + step*cos((Theta - DT)*Pi()/180)
Tn(2) < T(2) + step*sin((Theta - DT)*Pi()/180)
Par — Param + Tn*DesvPad
Fp « chamar o calculo da funcéo objetivo utilizando os valores de Par.
Fp <« Fp — Fcrit
der «— (der — Fp) / (2*DT)
passo « - F/der
Theta < Theta + passo
enquanto (abs(F) > abs (Fnova)) faca {
Tn(1) < T(1) + step*cos(Theta*Pi()/180)
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Fim

Tn(2) « T(2) + step*sin(Theta*Pi()/180)

Par «— Param + Tn*DesvPad

Fnova < chamar o calculo da funcéo obijetivo utilizando os
valores de Par.

passo « passo/1.5

Theta < Theta — 0.5*passo

}
T(1) « T(1) + step*cos(Theta*Pi()/180)
T(2) « T(2) + step*sin(Theta*Pi()/180)
Dist «— sqrt(sum((To-T) **2))
dif — abs(Theta — Theta0)
se (dif < 0.2) entéo {
step < step*2
step < min(step, 0.1)
}
se (dif > 0,5) entéo {
step < step/10
step < max(step, 5.d-3)
}
ThetaO < Theta
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O segundo pseudocodigo apresentado € o do método do perfil. Este foi
elaborado interpretando os coédigos disponiveis nos Apéndices 3 e 6 da obra de
BATES; WATTS, (1988), para calcular o perfil dos parametros e definir o esboc¢o das
regidbes de confianga. O célculo da minimizacdo da fung&o objetivo do perfil foi
estruturado adaptando o valor da derivada do parametro escolhido no vetor gradiente
da funcédo objetivo no método de Gauss-Newton. A rotina para o calculo dos splines

foi obtido nas rotinas disponiveis em PRESS et al., (1996).

Algoritmo 2: Método do Perfil

Ind < vetor com o pares de parametros que serao utilizados para a confeccao da
regido de confinaca.

DesvPad « desvio padrdo dos parametros.

NP «— numero de parametros.

Nite < numero de iteragoes.

Param « vetor com os valores dos parametros no ponto 6timo.

ParSel < vetor com o indice de quais parametros sao estimaveis, 0 para ndo
estimavel e 1 para estimavel.

Tol < tolerancia para o término do calculo.

Var_antes « salva o penultimo ponto do perfil, utilizado para o calculo do ponto limite
pelo método da bisseccéo.

Var_depois < salva o ultimo ponto do perfil, utilizado para o célculo do ponto limite

pelo método da bisseccéo.

Inicio

ParSel « 1

Definir Nite

Definir passo

Var_antes < 0

Var_depois < 0

Fobj < chamar a fungao para o calculo da fungao objetivo utilizado o valor de Param.
s < sqrt (Fobj/ (NE- NP))
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Definir vetor Tau para salvar os valores das reparametrizacdes calculados
Definir matriz M para salvar o valor dos parametros
parai=1... NP faga {
Par — Param
ParSel(i) «— O
Delta < DesvPad(i)/ passo
M(i, 0) < Par
Tau_save(i, 0) <0
Fobj_save(i, 0) — 0
paraj=1... 2 faca {
Par «— Param
t—20
delta = -delta
invslope «— 1
para k = 1... Nite faga {
t — t + invslope
Par(i) « Param(i) + delta*t
Fobj_tau « chamar a minimizacao pelo método Gauss-Newton
adaptado para o perfil com os valores de Par.
sinal < sign(Par(i) — Param(i))
Tau « sinal*sqrt((Fobj_tau -Fobj)/s)
Var_antes « Var_depois
Var_depois(1:NP) « Par
Var_depois(NP+1) — Tau
se ((abs(Tau > Tau_Max)) entéo {
sair
}
M(i,k) < Par
Tau_save(i, k) « Tau
Fobj_save(i, k) < Fobj_tau
invslope < abs((Tau*(desvpad(i))*2)/(2*s))

invslope < min(4, max(invslope, 1/16))
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enquanto (abs(Tau_bis — Tau_Max) < Tol) faca {
Par_bis < (Var_depois(1:NP) + Var_antes(1:NP))/2
Fobj_tau <« chamar a minimizagao pelo método Gauss-Newton
para o perfil com os valores de Par.
Tau_bis « sinal*sqrt ((Fobj_tau -Fobj) /s)
se (abs(Tau_bis — Tau_Max)) > 0 entéo {
Var_depois(1:NP) «— Par_bis
Var_depois(NP+1) — Tau_bis

}
se nao {
Var_antes(1:NP) «— Par_bis
Var_antes(NP+1) < Tau_bis
}

}
M(i, k) « Par_bis
Tau_save(i, k) « Tau_bis
Fobj_save(i,k) < Fobj_tau
}
ParSel(i) < 1
}
para k= 1... NP-1 faga {
paral=k+1... NP faca {
Ind(1) « k
Ind(2) « |
parai=1... NP faga {
M1(:,1) < M(, :, Ind(1))
M1(:,2) — M(j, :, Ind(2))
M2(:, 1) «— M(j, :, Ind(1))
M2(:, 2) — M(j, :, Ind(2))
}
parai=1...2faca{
paraj=1... 2 faca {
se (i==]j) entéo {
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pula
}
se (i==1) entéo {
parak =1... size(Tau_2) faga {
se (k > size(g12) ou k > size(Tau_1)) entédo
{
sair
}
g12(k) « chamar fungao para o calculo do
spline cubico Tau_1(M1(;, i), M2(k, 1))
912(k) < acos(g12(k))

}
}
se nao {
parak =1... size(Tau_1) faga {
se (k > size(g21) ou k > size(Tau_2)) sair
g21(k) « chamar fungao para o calculo do
spline cubico Tau_2(M2(:, i), M1(k, 1))
g21(k) « acos(g21(k))
}
}
}
}
K_lim « 1

ParN(1,1) <0

ParN(2, 1) < Pi()

ParN(3,2) < 0

ParN(4, 2) < Pi()

parai=1... 4 faca{

selecionar caso(i) {
caso(1)1
ParN(i ,2) « chamar funcéo para o calculo do

spline cubico g12(Tau_1, k_lim)
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}
caso(2{

ParN(i ,2) <« chamar funcéo para o calculo do
spline cubico g12(Tau_1,-k_lim)

}

caso(3){
ParN(i ,1) « chamar func&o para o calculo do
spline cubico g21(Tau_2, k_lim)

}

caso(4)
ParN(i ,1) « chamar funcéo para o calculo do
spline cubico g21(Tau_2, -k_lim)

}

}
parai=1...4 faga{

angulo(i) «— soma(ParN(i, :))/2

fase(i) < ParN(i, 1) — ParN(i, 2)

se (fase(i) < 0) entéo {
angulo(i) < - angulo(i)

fase(i) < - fase(i)

}
Definir Nite

parai=1... Nite faga {
an — ((i-1)*2*Pi())/(Nite-1) — Pi()
dn « chamar funcao para o calculo do spline cubico
fase(angulo, an)
T1 <« cos(an + dn/2)
T2 «— cos(an — dn/2)
Par_1 « chamar fungao para o calculo do spline cubico M1(:,
1)(Tau_1, T1*TauMax)
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Par_2 < chamar fungao para o calculo do spline cubico M2(;,
2)(Tau_2, T2*TauMax)

Fim
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O terceiro pseudocédigo € o do método Bootstrap. Para este calculo é

necessario a geracdo de numeros aleatorios e 0s valores das incertezas

experimentais.

Algoritmo 3: Método Bootstrap

EVY «— matriz de incertezas experimentais.

Niter < numero de iteragoes.

NP «— numero de parametros.

NVsai « numero de variaveis dependes experimentais.

YE < valor das variaveis dependentes experimentais.

Inicio

chamar a semente aleatoria ()
YER < YE
para k =1... Nite faga {
rnd «<— numero aleatério
parai=1... NP faga {
for j=1...NVsai faca {
erro < inverso da distribuicdo cumulativa normal de rnd(i, j)
erro — erro*sqrt(EVY(, j, j))
YE(, j) < YERC(i, j) + erro

}

Par < chamar o célculo da minimizagao da fungao objetivo utilizado os

valores de YE

Fim

134



A.6 Artigo

Statistical evaluation of prediction uncertainty of models used to
describe COVID-19 behavior

Nicolas Artifon Dorneles?!, Marcio Schwaab'*

1 - Departamento de Engenharia Quimica, Escola de Engenharia, Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. Rua Ramiro Barcelos, 2777 - Prédio 22202, Porto
Alegre, RS, 90035-007, Brasil.

* Corresponding author: schwaab@ufrgs.br

135



Statistical evaluation of prediction uncertainty of models used to describe
COVID-19 behavior

Abstract

With the outbreak of the Coronavirus Disease, it has grown the number of studies that
try to estimate the end of the period of contagious. To achieve this goal, most of them
uses Gaussian models, Susceptible-Infectious-Recovered models and their derivates.
Nevertheless, it is essential to choose a data set with enough information, so it will be
able to describe more precisely the way that virus spreads over a country. In this way,
to estimate the numbers of the days in which the curve of infected people achieves
95% of the cases, it was used the same data set with parts of the information of two
countries: Italy and Austria. Obtaining only one answer value it is not an accurate
procedure, and, by this way, it was established its statistical confidence interval based
on the concept of the confidence region, that is more accurate than an interval. It was
concluded that, to obtain an accurate estimation, it is needed at least 50% of the
information or have at least the data near the inflection peak. Other important fact
observed was that SIR models got a better fit in the problem scales, due its

asymmetrical shape.

Keywords: confidence regions; COVID-19; estimation; Gaussian model; SIR model;
model prediction uncertainty.
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1. INTRODUCTION

Since the beginning of the Coronavirus Disease, COVID - 19, pandemic
contagion, it has been urgently necessary a drastically change in the way of live of
people from different countries. In the hope of lower the spread its contamination it has
been needed close shops and industries, slowing down economies e cutting of jobs,
and the it was important to us adopted news habits of live, as taking more care of our
sanitation and avoiding interact physically with others people.

The first case of the virus contamination was observed in December 315t of 2019
in Wuhan, China, and, since that, travelers have been carrying it for others countries.
The second one to register case of the virus was lItaly and, after that, it has been
spreading all over Europe, especially in The United Kingdom, in Spain and in France.
Not a long time after that, the virus reached America, making a massive contamination
in The United States and in Brazil, both being the two countries with the largest number
of cases and deaths until this moment.

Due the fact of so many countries being infected in a little interval of time, the
number of researches evolving subjects with respect to the virus has grown, as the
ones that tries to estimate the end of the period of contagious. There are plenty of
models used to simulate the behavior of an epidemical disease, such as Gaussian
models, Susceptible-Infectious-Recovered (SIR) models, among many others.

Gaussian models are a classical method in this situation and have its
mathematical proprieties well known. Some papers use these models to estimates the
end of cases in a country based on the number of people infected or dead. Barmparis
and Tsironis (Barmparis and Tsironis, 2020) estimated the last period of the infection
for some places using this method with no problems, nevertheless it was not capable
to fit all data. Schuttler et al. (Schuttler et al., 2020) predicted the number of infected
and dead using some data from places where the pandemic had just began, what can
lead to a large uncertainty in the prediction. Woody et al. (Woody et al., 2020)
considered a logarithmical Gaussian model, that approaches to a quadratic function,
what it is not advisable, due the fact that the error laying in the data will not follows the
normal distribution after the procedure.

Other model, as mentioned before, is the SIR, which consists in a system of
three differential equations. Some Works (Luo, 2020; Postnikov, 2020; You et al.,
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2020) used this model to predict the end of the plague in some locations. Other works
(Fernandez-Villaverde and Jones, 2020; Yang et al., 2020), used some SIR variant
models to the achieve the same goal. The gain of choose this phenological model is it
capability of bend the geometry of a bell shape curve to one that represents with more
accuracy an epidemiologically decease, since the sine curve for a disease is usually
not symmetrical as predicted by the Gaussian models.

Both models are used to predict the end of pandemics and it is always possible
to find discussions to elect the best one. However, when this prediction is made with
only a small amount of the data, in an attempt to determinate the end of pandemic with
few days of contagious, the predictions are very uncertain and must be prudently
analyzed. In this way, it is fundamental to estimate the prediction uncertainty, which
could be used to show how reliable are the results.

The main goal of this paper it is study the time in which the curve of infected
people achieves 95% of the cases based in different sets, 10%, 30%, 50%, 70% and
100%, of the same data. This way, it will be possible to verify if the estimation of end
of the pandemic are reliable when a small portion of the curve is used for predictions.
Both Gaussian and SIR models were considered; its estimated parameter and
predicted values (in particular the time to infect 95% of the infectable people) were

evaluated also considering their respective uncertainties.

2. FUNDAMENTALS

2.1.Gaussian Model

A Gaussian model is a continuous symmetrical function that follows the normal
distribution. This type of model is always studied when the function presents a
symmetrical peak, like in chromatography estimations (Baeza-Baeza et al., 2011).
Other gain on choosing this models is that its mathematical proprieties are well known,
So it is possible to calculate analytically any desired information from the function curve
(Schwaab and Pinto, 2007). A Gaussian model, used to estimate the number of
infected people per day, follows Eq. (2). This equation is defined by three parameters:
N is the number in which there were more infected people per day, corresponding to

the maximum value of the curve; pu is the date on which the maximum number of the
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cases per day was achieved; and o represents period of time that the pandemics

affects the place, corresponding to the width of the curve.

i(t)= N.exp(—%(%)zj (2)

As mention before, all mathematical proprieties of a Gaussian model are well
known, so, having a starting set of data, it is possible, after the parameter estimation,
to determinate the period of time that the curve achieve 95% of its area, tys50,, indicating
its end. Eq. (3) represents the value of time when 95% of the curve is achieve and ugsg,
corresponds to the value of the inverse of the normal probabilistic distribution with a

probability of 95%. This value is equal to 1,644.
Lo = Ugsy, -0 + 4 (3)
2.2.SIR Model

The Susceptible—Infected—Recovered model is a system of three
epidemiological models first proposed by (Kermack and McKendrick, 1927).1t is the
most popular model to represent an epidemic decease, (Postnikov, 2020), and is
represented by the following equations, Eq. (4). The SIR system has two parameters:
B is the transmission rate through exposure and y is the rate of recovering, also it
inverses represents the average infectious time. The variables s, i and r represents,

respectively, the number of susceptible, infected and recovered and dead, removed,

dsd_(tt) —_s(t)i(t)
dld—(tt):ﬁ.s(t).i(t)—y.i(t) (4)
o
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This equation is similar to a Lotka-Volterra type equations which are used to
explain the interaction between two biological systems, as the relationship predators-
preys, (Harko et al., 2014), also it could be associated to the kinetics of a chemical
reaction, (Postnikov, 2020). This system has not a simple solution, and, for many year,
only numerical procedures were able to resolve it. Recently (Harko et al., 2014)
establish an analytical solution to this model, that needs the use of an auxiliary variable
to resume the problem to a Bernoulli type differential equation. Nevertheless, the
solution of this equation leads to an integral that has not an analytical solution, so, the
numerical procedures are needed to resolve this part of the problem. In this way, it is
much simpler to solve the differential equation system through numerical methods.

Other variants of this model, as the SEIR model (E stands for Exposed), that
considers a part of the population that are infected, but asymptomatic, (Yang et al.,
2020), and the SIRD, that distinguishes the recovered and deceased cases [9]. The
main problem with the SEIR model is that the number of asymptomatic cases is hard
to obtain, due the fact that is needed a massive testing of the population, which many
countries are not able to perform. The SIRD model is more practical than the least one,
because the number of deceased people is a common data, however, the principal
equation of this system it is of the infected cases, so, in this situation, there are not
much difference in choosing the SIR or the SIRD model. It is also possible to find in

the available literature equations to a lot of different epidemiological situations.

2.3.Parameter Estimation

The parameter estimation techniques consist of methodologies to determine
these unknown values, through the approximation of the real data with that provided
by the model. To determine the best set of parameters that describes a system, the
initial step is to validate the model that will be used, that is, to ensure that it is capable
of representing mathematically the experimental data of the problem. (Benyahia et al.,
2013). For this purpose, the best values of parameters are always sought, which
reduce the difference between the variables measured experimentally and those
determined by the model.

The approximation between experimental values and those obtained by the
model is guaranteed through the use of a specific class of functions called objective
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function, (Almeida et al., 2002), which aims to reduce the existing deviation between
the calculated data and those measured through successive variations in parameter
values. The most common and practical objective function is the least square function,
Eqg. (5), that consists in the quadratic deviation between the measured, y™, and
predicted data, y?, using the estimated parameters’ values, 6, for each experiment,
NE. The basics assurances established to validate this function are assumes that the
error of the measured values follows the normal distribution, there are not correlation
between the experiments and the error of the dependent variables is constant.
(Schwaab and Pinto, 2007).

NE

8(0)=Z(yim _yip(xip’e))z )

i=1

After determining the objective function, the method by which it will be minimized
is chosen, (Ruder, 2016), and methods such as analytical or heuristics can be used.
The basic mechanism for optimizing an objective function involves iterations that
modify the values of the parameters and ensure that the algorithm scans the
dimensions of the function, ensuring that values which satisfy the minimum condition
are found. In this work, minimization of Eq. (4) was performed with the aid of a hybrid
optimization method (Schwaab et al., 2010, 2008), where the initial minimization phase
was performed with the Particle Swarm Optimization (PSO) algorithm (Kennedy and
Eberhart, 1995), followed by a second estimation round where the best estimate
obtained in the previous phase was used as the initial guess for the Gauss-Newton
method (Bard, 1974; Schwaab and Pinto, 2007). Convergence was achieved when the

relative modification of the objective function was smaller than 106,

2.4.Confidence Regions

The confidence region is a space that delimits all sets of parameter values that,
when replaced in the model, still guarantee the quality of the adjustment to the
experimental data, (Benyahia et al., 2013),allowing us to assume that the model used

is being well represented by the objective function. The most common and usual
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method to determine the region of confidence of the parameters is by quadratic
approximation of the objective function around the minimum point, Eq. (5), in this way,
it is possible to rewrite the objective function as a Taylor series truncated in the second

term.
5(0)=5(6)+(0-0) v59+%(9—é)T H, (0-6) (5)

As the approximation is performed at the minimum point, the gradient of the
objective function is null and the Hessian matrix is related to the covariance matrix of

the parameters, and Eqg. (6) is obtained. (Kang and Bates, 1990).
5(0)-5(6)=(0-0) v,*(0-0) (6)

Assuming that the deviations between the values obtained experimentally and
those predicted by the model are normally distributed, and as these normal deviations
are summed and squared in the calculation of the objective function, it is correct to
state that the right-hand size of the Eq. (6) is described by the chi square distribution,
x? , with the number of parameters, NP, as degrees of freedom and confidence level
equalto 1 — a, Eqg. (7). (Cui et al., 2015).

(0-0) v, (0-0)< 2% (NP.) )

The equation considers that the covariance matrix of the parameters is known
with precision, which, almost always is not true, since a large number of observations
of the experiments would be necessary. Thus, dividing it by the objective function and
weighting the parts on the left-hand side of the equation by their respective degrees of
freedom, EQ.(8) the chi-square distribution can be written as an F-Fisher distribution

with confidence level equalto 1 — a. (Yoo et al., 2017).
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(0-0) v, (e—éy
NP < F(NP,NE-NP,q)

S(é%f - NP

Considering the algebraic treatment demonstrated by (Donaldson and

(8)

Schnabel, 1987), the confidence region can be defined like Eq. (9), as a function of the
minimum point parameters, the covariance matrix of the parameters, the number of
parameters and the F-Fisher distribution with NP and NE-NP degrees of freedom and

confidence level equal to 1 — «.
(0-0) v, (6-6) < NP.F (NP,NE~NP,a) ©)

It can be pointed (Donaldson and Schnabel, 1987), that due to the assumed
approximations and considerations, Eq. (9) is only valid for linear models, since the
deviation between the model variables and the measures experimentally follows the
normal distribution and the Hessian matrix and the Gaussian approximation is valid.
For non-linear models, the quality of the approximation of the confidence region is not
exact and, therefore, will depend on the linear approximation of the model. In this way,
the results can lead to wrong predictions about the parameters and the region of
confidence. (Schwaab et al., 2008).

Similarly, we can perform the same procedures for the left-hand side of Eq. (6),
obtaining the equation for the Likelihood Ratio region, Eq. (10), in which s represents

an approximation of the experimental error. (Donaldson and Schnabel, 1987).
S(0)-S(0)<s*NP.F (NP,NE - NP, ) (10)

The Particle Swarm algorithm can also be used to define the region of
confidence of the parameters. Taking advantage of the particles generated during the
function minimization stage and choosing only those that have the objective function
value less than the region's limit, it is possible to use them to delimit the internal space

of the confidence region. (Koduru et al., 2007; Schwaab et al., 2008).
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The efficiency of the use of the Particle Swarm to define the regions of
confidence of the parameters will depend on the choice of values of weight of inertia,
which is responsible for conditioning the convergence speed of the algorithm. (Shi and
Eberhart, 1998). Thus, the best alternative for the region of confidence to be well
defined is to ensure that the value of the weight of inertia can be changed during the
iterations of the particles, ensuring that the region is fully explored and converges

without difficulties. (Kessentini and Barchiesi, 2015).

3. METHODOLOGY

3.1.Data Set

The data used in this work were obtained from the Heathy Ministry, or the local
equivalent to that, of each country researched. The main idea was collecting enough
data to describe a peak situation. The data that continue after the peak descendance
was discarded, because in many situations, there were a second pandemic contagious
which could be not be described with these models without some adaptations.

The countries chosen were Italy and Austria. Italy data were observed from
February 24" to June 26™, (Salute, 2020), and Austria data were observed from

February 25" to June 24", (Konsumentenschutz, 2020).

3.2.Estimation Procedures

The two models presented in this work, Gaussian and SIR, differs on then
mathematical characteristics. The first one is a well-known problem with one equation
and has it analytical proprieties developed. On the other hand, the second one is a
system of three differential equations with a complex analytical solution, that involves
a numerical integral. Although, in the parameter estimation procedure, it is feasible to
point some common settings. Both equations had its least squares objective function
minimized by a hybrid Particle Swarm and Gauss-Newton optimization algorithm. The
estimations were performed for different data sets with 10%, 30%, 50%, 70% and

100% of the available information and, after that, the value of time to achieve 95% of
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the curve of infected cases and the confidence regions using the points generated by
the Particle Swarm were obtained.

For the Gaussian model, obtain ty5¢, Value was simpler, due the due the fact
that there is a mathematical expression to calculate it. After the estimation of the three
optimum parameters values of Eq. (2), we used Eq. (3) to obtain ty5, value for each
data set. To determinate the uncertainty of tq5¢, it was used this same equation with
the parameter’s values generate by the swarm particles. This allowed to build a
confidence interval for tq50,. TO demonstrate the statistical uncertainty of this value, its

variance was calculated according Eq. (11):
Var (tgy, ) = Ugeys Var (o) +Var (1) + 2Ugg,, Cov (12, 0) (11)

where Var represents the variables’ variance and Cov represents the covariance
matrix.

The SIR model estimation was not so simple as its analytical solution is not so
simple. To avoid using an auxiliary variable, the solution of three differential equations
of this model was calculated numerical with a Runge-Kutta method, RK4. To estimate
the value of tyse, it was implemented a numerical integral procedure using Simpson’s
rule to determinate in which point the area of the curve was bigger than 95% of the
total area. After that, an interpolation algorithm was used to calculate the value of tqs.
Results uncertain was calculated with a similar expression to the one used by (Bard,

1974) to define the covariance matrix, Eq. (12).

T

at95% 8t95%
0 0
Var (g, ) = P Vv, p (12)
at%% at95%
oy oy

To compare with the Gaussian results, tqs0,. Value was obtained from the curve
of infected cases.
All simulations performed in this paper were written and implemented in a

Fortran’s 90 compiler and the figures were generated with R Project’s ggplot2 package.
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4. RESULTS AND DISCUSSION

The values for tq5,. Of the original data were calculated using the same
approach used to SIR model. The values expected were equal to 108 days for Italy
and 86 days for Austria.

4.1.Gaussian Model

The results for parameter estimation to different data set of Italy and Austria
infected cases are presented at Table 1. The curves presented in Figure 1, Figure 2,
Figure 3 and Figure 4 show the comparison of the original samples (blue bars) and the
model prediction for its values (gray curve) split in the different data sets. The dates in
the x-axis respectively correspond to the first day and the ones representing 10%, 30%,
50%, 70% of the data set and the last information it is the point where 95% of the cases
were achieved. The point where there is a change of color on the gray curves
represents the value of tys4, estimated with its results.

First for Italy’s cases, it is possible to compare the scale of the objective function,
which grows as the more data was used on the estimation. The large number of sample
available and the fact that it is difficult to a model fit all data perfectly contributes to
higher the objective function’s value. From Figure 1, it is possible to evaluate how the
different data set estimation response fits the original data. The first idea that it is
possible to argue from the graphics is that, for small amounts of the original data, the
model fits perfectly them, which is associated to the low values of the objective function
obtained for 10% and 30% sets. Although, the remaining values are not correctly
represented, due the fact that this sets do not significantly represent the entire
information. With 50% of the information there is an improvement in the quality of the
estimation, and for 70% and 100% it is possible to obtain a model that fits well the
data’s scale and tries to represent in the best way all the information. It is also
remarkable a problem of the Gaussian models for its situation; generally, the infectious
curves are not symmetrical, so this models would not be capable of fit all data if its end
it is not similar to it beginning, as we can see in the 70% and 100% curves.

The evaluation of the values of tq5¢, for each estimation is presented in Table 1

and can be observed in Figure 1. From the figure, it can be seen that no one of the
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estimation match the value obtained with the original data, which is equal to 108 days.
The reliability of this value may be observed from its variance, which is expected a low
value, allowing to claim that this value has small an error. This affirmation is false only
for the case with 10% of the data set, for the other ones, tq50, results can be trusted.
According to the values, the biggest set of data lead to a best estimation of tys,, value,
due the fact that there is a best comprehension of the total curve’s extension. Using
the parameter’s values inside the confidence region and Eq. (3) it was possible to
obtain an interval of values that statistically represents the tq50,. The best situation is
an interval that comprehends tqys5¢, value and, no one of them do that, except for the
case with 100% of the data, that miss for one day.

The Austria’s cases estimation results are also showed at Table 1 From it is
possible to observe a similar situation to the lItaly case, in which the value of the
objective function grows with the number of samples analyzed, due the fact that there
are more data to fit, so the model tries to adequate to all of them in the best way.

The estimated curves for Austria can be observed at Figure 2, in which the data
set with initial information, 10%, lead to results that do not represent the information.
As the samples number are increased, the predicted results adjust better to the original
information and, as it can be seen, one more time the Gaussian model cannot fit all
data that due their asymmetrical distribution. The values of tqs5, represented at this
figure and in Table 1 indicates that the prediction of the pandemic end for all data sets
do not correspond to the observed one, that is equal to 86 days. From its variance
results, one more time the value from 10% of the samples cannot be trusted, due their
high scale; for the others one, the deviance associated is acceptable. The interval of
tose, Values obtained with the confidence regions points, Table 1, allows to conclude
that no one of the estimated ends is correct, due the fact that its values do not
comprehend tq5, Of the original data. There is a similar case, for 10 % of the data, that
misses for one day, however it is not possible to trust in it, due its high variance, so

this result is discarded.

4.2.SIR Model
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The results for the SIR model were obtained considering the three differential
equations of Eq. (4), but to resume the information, it will be only showed the curve of
infected cases.

In Table 2 are presented the results obtained from the estimation of the SIR
model. Firstly, considering the Italy’s results, the evaluation of the objective function’s
values demonstrates the it is more difficult to fit largest data sets, like it was saw for
the Gaussian models, because the increase of points makes the estimation harder.
The value of the objective function for 10% differs significantly from the one for 30%,
due the fact that the estimation of this model also considers the number of susceptible
and recovered cases, which raises the evaluation of the objective function three times.

From Figure 3 it is possible to compare the SIR model predictions for all Italy’s
data sets. The curves with 10% and 30% of the initial samples fit well the curve’s
beginning, but they are not capable of suit the remaining data, so their estimation it is
not reliable. With 50% of the data it is possible to get a better fit of all set and it gets
better with more data, as it is possible to seen in the curves with 70% and 100%, which
suit well the points after the peck. Other interesting aspect is that all SIR curves have
their peak scale near to the one from the real data, even for the initial cases, which is
a behavior that was nor observed in the Gaussian model, whose scale differs
drastically of that one.

The evaluation of tgs¢,values from Figure 3 and from Table 2 allows to
determinate that neither of data set were able to predict the pandemic’s end. The
values obtained with 10% and 30% of the data set have a high variance value, so they
cannot be trusted. The others result differ from the reference value, that is equal to 108
days.

Austria’s estimation results are described at Table 2 and, as expected, the value
of the objective function increases with the number of samples on the data set. The
scale of the function’s value also highly increases from the first to the second data set,
due the number of dependable variables of the problem.

The predicted curves for the infected cases using different data sets for Austria’s
cases are exhibited at Figure 4. For 10% of the data, the curve aspect tends to run
away from the original data standard behavior, due the fact that it has a low rate of
recovering, which means that the infected case will take more time to change their

status. The data set with 30% of the data gets a better fit then the previously, but it also
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does not describe the correctly the descendent part of the curve. For the cases with
50%, 70% and 100% of the data, the fit is similar, only getting an improvement when
the number of samples is increased.

The estimation of ty5¢, value remarkable wrong for the case with 10% of the
data, due it high value and its variance. The second curve, 30%, also does not predict
this value correctly, with is equal to 86 days. On the other side, the estimation with
50%, 70% and 100% were able to predict the exact number of days to end the
pandemic.

As a general comparison of the results obtained, independently of the model,
for a, at least, medium quality estimation, it is necessary 50% or more information of
the data. With this amount, the predicted values were capable of get distributed in the
problem scale. A factor that may help the fit consists in get information with regions
near the peak, especially after the inflection point, so, the models will tend to descend
the curve.

Other important fact observed was that the curves of SIR models got better
distributed at the problem scales, even for low data sets. This can be explained by its
capacity of describe an asymmetrical curve, so its parts before and after the peak can
shape these regions more realistic, unlike the Gaussian model, that needs to clone the

second half due its symmetrical behavior.

5. CONCLUSION

In this work, the prediction of the end time of the COVID-19 pandemic was
studied using different portions of the same data set with the numbers of people
infected in two countries. For this, the parameters of the Gaussian and the SIR models
were estimated and, using the predicted values, an estimate of tq50, Was calculated,
which represents the number of days for 95% of infected cases to have occurred; this
value was compared with that obtained by the original data. In general, the estimates
need at least 50% of the data to be reliable, since the estimates with 10% tend to be
very inaccurate and those with 30% do not comprise the complete set. From 50%
onwards, the curves have already reached the summit and those are close to it, so the

forecasts become more accurate. Estimations with 70% or 100% of the data are
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similar, so at least 70% of the data is recommended so that you can have a good
representation of the infection curve.

For the prediction of the end of the pandemic the results indicate that the more
data, the better the prediction of the end, although they differ in which is the best model.
For the data from lItaly, the Gaussian model with 100% of the data was the one that
best suited the data and approached the forecast of ty50, With the help of the statistical
interval obtained with the confidence regions. As for the data from Austria, the SIR
model was the one that best predicted the end, being able to determine it with 50% of
the data. The choice of which model is better is a little more suggestive. Although the
SIR model should be preferred due to its ability to better represent the asymmetries
existing in pandemic curves, the use of Gaussian models cannot be completely ruled
out, since it has adapted better to the data set in Italy. Problems of this type end up
depending on other factors that are beyond our control, such as social isolation,
climate, political situation, so, there is no single model that best suits all regions or
countries; the best option is to always compare the results to determine which one best

represents the problem.
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TABLES AND FIGURES

Table 1 - Parameter estimation results for the Gaussian model using different
percentages of the same data set to COVID-19’s infected cases for Italy and Austria.

Country  Data Set S(0) tos0e Confidence interval limits (tgses) ~ Variance tgsy, Parameters Estimated value

italy 10% 1.19E+05 46 29 94 115.92

2

22025.8
29.7
9.65

82319.8
40.7
11.8

109778.0
53.5
18.5

112634.0
59.4
22.9

108513.5
61.8
25.9

857.9
29.2
8.04

9039.51
37.7
8.32

8864.0
40.1
10.6

8613.7
40.5
11.3

8612.9
40.5
11.3

30% 7.41E+06 60 59 61 0.14

50% 9.68E+08 84 81 87 112

70% 2.84E+09 97 95 99 0.57

100% 7.73E+09 104 102 107 0.61

Austria 10% 28.49 42 15 85 60.79

30% 1.42E+05 51 51 52 0.09

50% 1.29E+07 57 56 59 0.14

70% 4.40e+07 59 57 61 0.34

100% 5.11E+07 59 57 61 0.28

QOFT ZAQFEF ZQFE ZAaQFE ZAQFE Zla T ZaFE Za9FE ZaF zZa=E
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Table 2 - Parameter estimation results for the SIR model using different percentages

of the same data set to COVID-19'’s infected cases for Italy and Austria.

Country  Data Set S(6) tosos Confidence interval limits (tgs05)  Variance tgsg, Parameters Estimated value
taly 10% 7.12E+05 100 13.28 B 0.2874
v 0.0424
30% 5.79E+09 100 10.20 B 0.2392
v 0.0505
50% 4.99E+10 117 2.72 B 0.2031
v 0.0381
70% 7.00E+10 124 0.62 B 0.1936
v 0.0319
100%  7.15E+10 124 0.27 § 0.1934
v 0.0320
Austria 10% 218.37 269 205.9 § 0.3250
v 0.0102
30% 3.35E+07 113 18.11 B 0.3087
v 0.0337
50% 2.50E+08 86 1.88 § 0.3246
v 0.0614
70% 3.28E+08 86 1.18 B 0.3242
v 0.0623
100%  3.49E+08 86 0.84 § 0.3236
v 0.0620
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Figure 1 - Comparison between infected cases observed of COVID - 19 in Italy and
the estimated Gaussian model curves for different percentages of this data set.
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the estimated SIR model curves for different percentages of this data set.
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