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TESTES DE AJUSTAMENTO DE MODELOS EM
PROCESSOS COM LONGA DEPENDÊNCIA
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Resumo

Estudamos neste trabalho, o ńıvel de significância emṕırico dos testes
portmanteau baseados nas estat́ısticas propostas por Ljung e Box (1978),
Monti (1994) e Peña e Rodŕıguez (2002) nos processos ARFIMA(p, d, q).
Consideramos o processo ARFIMA(p, d, q) nas situações adequadas para
representar séries temporais com caracteŕısticas de longa dependência. Para
estimar o parâmetro de diferenciação d utilizamos os métodos de estimação
propostos por Geweke e Porter-Hudak (1983), Reisen (1994), Robinson (1994)
e Fox e Taqqu (1983).

Abstract

We studied in this work, the impirical significance level of portmanteau
tests based on statistics proposed by Ljung and Box (1978), Monti (1994)
and Peña and Rodŕıguez (2002) in ARFIMA(p, d, q) processes. We consid-
ered the ARFIMA(p, d, q) process for suitable cases to represent time series
with long memory property. To estimate the diferenciation parameter d, we
used the estimation methods proposed by Geweke and Porter-Hudak (1983),
Reisen (1994), Robinson (1994) and Fox and Taqqu (1983).
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ii
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Caṕıtulo 1

Introdução

Conforme Morettin e Toloi (1981), define-se uma série temporal como uma
seqüência de observações de um fenômeno ao longo do tempo. Por exemplo,
pode-se registrar as vendas mensais de uma empresa, o ı́ndice anual de in-
flação de um páıs, as temperaturas médias diárias de uma cidade, etc. Assim
cada uma dessas seqüências de observações é uma série temporal.

O principal objetivo de se estudar uma série temporal é encontrar um
modelo matemático que nos possibilite fazer previsões sobre os futuros va-
lores dessa série.Um dos modelos, amplamente utilizado com este objetivo, é
o proposto por G. E. P. Box e G. M. Jenkins na década de 70, que sugerem
descrever uma série temporal na forma de polinômios: são os chamados mode-
los autoregressivo integrado média móvel, denotado por ARIMA(p, d, q). Os
parâmetros p e q são, respectivamente, o número de termos autoregressivos
e média móvel que os polinômios terão e d é o número de diferenças inteiras
necessárias para tornar a série temporal estacionária. A metodologia pro-
posta consiste em identificar (estimar) os valores desses parâmetros (ajustar)
e, posteriormente, analisar a adequação desse ajuste através de uma análise
dos reśıduos, para verificar se as suposições inicialmente feitas, de que os erros
são um rúıdo branco, continuam válidas. Um dos procedimentos realizado
nessa etapa é utilizar um teste portmanteau para verificar a independência
dos reśıduos, que são obtidos, substituindo os parâmetros no modelo previa-
mente identificado, pelos seus respectivos estimadores.

Com o objetivo de testar a adequação do modelo identificado, Box e Pierce
(1970) propuseram uma estat́ıstica de teste, posteriormente modificada por
Ljung e Box (1978). Estas estat́ısticas são baseadas na função de autocor-
relação residual e possuem uma distribuição de probabilidade Qui-quadrado.
Monti (1994) propõe uma estat́ıstica de teste, também com uma distribuição
de probabilidade Qui-quadrado, mas baseada na função de autocorrelação
parcial residual. Peña e Rodŕıguez (2002) propõem uma quarta estat́ıstica
de teste baseada numa versão corrigida da função de autocorrelação resi-
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dual amostral que possue uma distribuição de probabilidade aproximada à
distribuição Gama. Os testes portmanteau que consideramos neste trabalho
são realizados no domı́nio do tempo, ou seja, utilizando estat́ısticas baseadas
na função de autocorrelação dos reśıduos. Também existem testes portman-
teau no domı́nio da frequência, utilizando estat́ısticas baseadas na função
densidade espectral (ver Priestley (1981)). Os testes portmanteau obtidos
desta forma não serão tratados neste trabalho mas ficam como questões para
serem estudadas posteriormente.

Longa dependência é uma caracteŕıstica de certas séries temporais onde
valores observados em momentos distantes estão correlacionados. Essa ca-
racteŕıstica, inicialmente identificada por Hurst (1956) em seus estudos sobre
a fertilidade às margens do Rio Nilo, têm sido identificada, também, em séries
de diferentes áreas de aplicação como Economia e F́ısica, entre outras. Desde
então, vários processos têm sido propostos afim de modelar este fenômeno.
Mandelbrot e Ness (1968) introduziram o fractional Brownian motion e o
fractional Gaussian noise process. Hosking (1981) introduziu uma genera-
lização do clássico modelo ARIMA(p, d, q), o modelo fracionário autoregres-
sivo integrado média móvel - denotado por ARFIMA(p, d, q). Nesse modelo,
o parâmetro d, que no modelo ARIMA(p, d, q) assumia somente valores in-
teiros, pode assumir também valores fracionários. A mais importante carac-
teŕıstica desse modelo é apresentar longa dependência quando o parâmetro
d ∈ (0; 0, 5), curta dependência quando d ∈ (−0, 5; 0) e dependência inter-
mediária quando d ∈ (0, 5; 1).

Como o comportamento, nos processos ARFIMA(p, d, q), dos testes port-
manteau baseados nas estat́ısticas propostas por Monti (1994) e Peña e
Rodŕıguez (2002) não foram ainda pesquisados, o objetivo deste trabalho
é exatamente verificar o ńıvel de significância emṕırico destes testes nestes
processos. Esta análise será feita através de simulações de Monte Carlo e
comparada com o mesmo teste baseado na estat́ıstica proposta por Ljung e
Box (1978). Para isto consideramos que o parâmetro d é estimado por três
estimadores semi-paramétricos, a saber: o estimador proposto por Geweke e
Porter-Hudak (1983) que escreve a função periodograma (um estimador não
consistente da função densidade espectral) como uma equação de regressão
linear simples. Esta equação tem como um de seus parâmetros desconhecidos,
o parâmetro d, e então, a partir dos estimadores de mı́nimos quadrados dessa
regressão, encontra-se um estimador para d; o estimador proposto por Reisen
(1994) que utiliza a mesma idéia de Geweke e Porter-Hudak (1983), mas es-
timando a função densidade espectral pela função periodograma suavizado;
o estimador proposto por Robinson (1994) é baseado no logaŕıtmo da razão
entre funções densidade espectral, obtidas através de diferentes freqüências.
Além destes estimadores, estamos considerando aqui um estimador, dito
paramétrico, proposto por Fox e Taqqu (1986), que é um estimador de
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máxima verossimilhança aproximado.
No Caṕıtulo 2 introduzimos os conceitos básicos para a análise de uma

série temporal, assim como as definições dos processos ARMA(p, q) e ARI-
MA(p, d, q), além das noções básicas sobre testes de hipóteses. No Caṕıtulo 3
definimos o processo ARFIMA(p, d, q) e um caso particular deste, o processo
ARFIMA(0, d, 0), além de suas principais propriedades e dos estimadores
de seus parâmetros. No Caṕıtulo 4 apresentamos as estat́ısticas para o teste
portmanteau propostas por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978), Monti
(1994) e Peña e Rodŕıguez (2002) e os teoremas que garantem a distribuição
de probabilidade destas estat́ısticas. No Caṕıtulo 5 descrevemos todo o pro-
cesso de simulação utilizado e seus resultados. No Caṕıtulo 6 realizamos uma
análise com dados reais como uma aplicação da teoria vista. No Caṕıtulo 7
colocamos nossas conclusões e propomos assuntos para trabalhos futuros que
envolvam essa linha de pesquisa.
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Caṕıtulo 2

Análise de Séries Temporais

Uma série temporal é um conjunto de observações geradas seqüencialmente no
tempo. Se esse conjunto é cont́ınuo dizemos que a série temporal é cont́ınua
enquanto que se ele for discreto, a série temporal é dita ser discreta. Os
principais objetivos ao se analisar uma série temporal são: (a) investigar o
mecanismo gerador da série; (b) descrever o seu comportamento; (c) procurar
periodicidades relevantes nos dados; ou (d) fazer previsões de valores futuros.

Estudaremos neste caṕıtulo as definições básicas e necessárias para o es-
tudo de uma série temporal discreta, que é o alvo do nosso trabalho. Definire-
mos, também, os processos ARMA(p, q) e ARIMA(p, d, q), propostos por G.
E. P. Box e G. M. Jenkins.

2.1 Conceitos Básicos

Figura 2.1: Processo Estocástico
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Definição 2.1 Um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias
{Xt}t∈T, todas elas definidas em um mesmo espaço de probabilidade (Ω,A,P),
sendo T 6= ∅ um conjunto de ı́ndices. O conjunto de ı́ndices T pode ser:
N,Z, [0,∞) ou R. Neste trabalho serão considerados somente os processos
onde T = Z ou T = {1, · · · , n}.

Na Figura 2.1 observa-se um processo estocástico, que nada mais é do que
todas as posśıveis trajetórias que podeŕıamos observar. O que chamamos de
série temporal é uma das trajetórias observadas (em destaque), dentre as
muitas posśıveis.

A seguir daremos as definições de funções de grande importância na iden-
tificação e estimação de um modelo para uma dada série temporal.

Definição 2.2 A função de distribuição conjunta de um número finito de
variáveis aleatórias {Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn} da coleção {Xt}t∈T é definida como

FXt1 ,···,Xtn
(xt1 , · · · , xtn) = P(Xt1 ≤ xt1 , · · · , Xtn ≤ xtn),

para todo n ∈ N− {0}, ti ∈ T e xti ∈ R, para todo i = 1, · · · , n.

Definição 2.3 Seja {Xt}t∈T um processo estocástico tal que V ar(Xt) < ∞,
para todo t ∈ T. A função de autocovariância de {Xt}t∈T - denotada por
γX(·, ·) - é dada por

γX(r, s) ≡ Cov(Xr, Xs) = E[(Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))], r, s ∈ T,

onde E(Xt) representa a esperança matemática da variável aleatória Xt.

Definição 2.4 Seja {Xt}t∈T um processo estocástico tal que V ar(Xt) < ∞,
para todo t ∈ T. A função de autocorrelação de {Xt}t∈T - denotada por
ρX(·, ·) - é dada por

ρX(r, s) =
γX(r, s)√

V ar(Xr)
√

V ar(Xs)
, r, s ∈ T,

onde V ar(Xt) = γX(t, t) representa a variância da variável aleatória Xt.

Definição 2.5 Sejam {Xt}t∈T e {Yt}t∈T dois processos estocásticos univari-
ados estacionários. A função de covariância cruzada entre Xt e Yt - denotada
por γXY (r, s) - é uma função do tempo (s− r) somente. Nesse caso,

γXY (r, s) ≡ Cov(Xr, Ys) = E[(Xr − E(Xr))(Ys − E(Ys))], r, s ∈ T.
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Definição 2.6 A função de autocorrelação parcial de um processo estocástico
{Xt}t∈T de ordem k - denotada por φX(·, ·) - é determinada pelo quociente
entre o determinante de duas matrizes de ordem k × k dada por

φX(k, k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρX(1) · · · ρX(k − 2) ρX(1)
ρX(1) 1 · · · ρX(k − 3) ρX(2)

...
...

...
...

...
ρX(k − 1) ρX(k − 2) · · · ρX(1) ρX(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ρX(1) · · · ρX(k − 2) ρX(k − 1)
ρX(1) 1 · · · ρX(k − 3) ρX(k − 2)

...
...

...
...

...
ρX(k − 1) ρX(k − 2) · · · ρX(1) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.1)

As matrizes envolvidas na expressão (2.1) são formadas pela função de
autocorrelação do processo {Xt}t∈T de ordem j, para j ∈ {0, 1, · · · , k}.

Em um processo estocástico desejamos observar a propriedade de que
duas partes com igual intervalo de tempo exibem caracteŕısticas estat́ısticas
similares. Definiremos formalmente, a seguir, como reconhecer a presença ou
não dessa importante propriedade.

Definição 2.7 Um processo estocástico {Xt}t∈T é dito ser fortemente esta-
cionário se as funções de distribuição conjunta de {Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn} e
{Xt1+h, Xt2+h, · · · , Xtn+h} são as mesmas, para todo n ∈ N e para todo
ti, h, ti + h ∈ T, para todo i = 1, 2, · · · , n.

Entretanto, essa é uma definição demasiadamente exigente que na prática
dificilmente ocorre, então faz-se necessário uma definição mais razoável.

Definição 2.8 Um processo estocástico {Xt}t∈T é dito ser fracamente esta-
cionário ou simplesmente estacionário (como será chamado daqui por diante)
se

(i) E(|Xt|2) < ∞, para todo t ∈ T;
(ii) E(Xt) = µ, uma constante independente de t;
(iii) γX(r, s) = γX(r + t, s + t), para quaisquer r, s, t ∈ T.

Consideraremos, daqui por diante, que T = Z.

Observação: Em um processo estacionário as funções de autocorrelação e
de autocorrelação parcial possuem as seguintes propriedades:
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(a) γX(k) = γX(k, 0) = Cov(Xt, Xt−k) = Cov(Xt+k, Xt), para quaisquer
k, t ∈ Z;

(b) γX(0) = Cov(Xt, Xt) = V ar(Xt), para todo t ∈ Z;
(c) ρX(0) = 1;
(d) γX(k) = γX(−k), para todo k ∈ N;
(e) ρX(k) = ρX(−k), para todo k ∈ N;
(f) |γX(k)| ≤ γX(0), para todo k ∈ N;
(g) |ρX(k)| ≤ 1, para todo k ∈ N.

Na próxima definição veremos que a função densidade espectral de um pro-
cesso estocástico estacionário nada mais é do que a transformada de Fourier
da função de autocovariância γX(·), quando esta for absolutamente conver-
gente.

Definição 2.9 Seja {Xt}t∈Z um processo estocástico estacionário com função
de autocovariância γX(·) absolutamente convergente, isto é,

∑ |γX(k)| < ∞,
para todo k ∈ Z. A função densidade espectral de {Xt}t∈Z - denotada por
fX(·) - é dada por

fX(ω) = 1
2π

∑∞
k=−∞ γX(k)e−iωk

= 1
2π

[
γX(0) + 2

∑∞
k=1 γX(k) cos(ωk)

]
, para todo ω ∈ [−π, π],

onde foram utilizadas a igualdade dada em (d) na observação anterior e as
propriedades trigonométricas para obtermos a segunda forma para fX(·).

O Teorema 2.1, a seguir, apresenta três propriedades da função densidade
espectral de um processo estocástico estacionário.

Teorema 2.1 Seja {Xt}t∈Z um processo estocástico estacionário com função
de autocovariância γX(·) absolutamente convergente. A função densidade
espectral, dada pela Definição 2.9, tem as seguintes propriedades:

• fX(ω) é uma função real cont́ınua;

• fX(ω) = fX(−ω), para todo ω ∈ [−π, π] e

• fX(ω) ≥ 0, para todo ω ∈ [−π, π].

Mais detalhes sobre a função densidade espectral e suas propriedades po-
dem ser encontrados em Brockwell e Davis (1991) e Wei (1990).

A seguir definimos os estimadores obtidos pelo método dos momentos (es-
timadores naturais), para a esperança e para as funções de autocovariância,
autocorrelação, autocorrelação parcial e densidade espectral de um processo
estocástico estacionário {Xt}t∈Z com
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• E(Xt) = µ, para todo t ∈ Z
• V ar(Xt) = σ2, para todo t ∈ Z
• Cov(Xt, Xt−k) = γX(k), k ∈ Z

considerando uma série temporal com n observações, X1, X2, · · · , Xn, obtida
a partir deste processo {Xt}t∈Z.

Definição 2.10 Um estimador natural para a esperança é a média amostral
dada por

X =
1

n

n∑
i=1

Xi,

que é a média das n observações da série temporal {Xt}n
t=1.

Definição 2.11 Um estimador natural para a função de autocovariância é
a função de autocovariância amostral dada por

γ̂X(k) =
1

n

n∑

i=k+1

(Xi −X)(Xi−k −X), k ∈ {0, 1, · · · , n}.

Observação: Na Definição 2.11 o quociente n é prefeŕıvel ao quociente n−k,
apesar de assim obter-se um estimador viciado, porque desta forma γ̂X(·) é
função definida não negativa. O estimador baseado no quociente n− k tem
menor v́ıcio mas maior variância comparado com o estimador acima definido
(ver Wei (1990).

Definição 2.12 A função de autocorrelação amostral de ordem k é definida
por

ρ̂X(k) =
γ̂X(k)

γ̂X(0)
, para todo k ∈ {0,±1,±2, · · · ± (n− 1)},

onde γ̂X(0) = 1
n

∑n
i=1(Xi −X)2 é a variância amostral do processo {Xt}t∈Z.

Definição 2.13 A função de autocorrelação parcial amostral de ordem k
é obtida substituindo ρX(·) por ρ̂X(·) nas duas matrizes que aparecem na
expressão (2.1).

Pela dificuldade de se calcular o determinante das matrizes resultantes da
substituição de ρX(·) por ρ̂X(·), mencionada na Definição 2.13, utilizaremos
o seguinte método recursivo dado por Durbin (1960),

φ̂X(1, 1) = ρ̂X(1),
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φ̂X(k + 1, k + 1) =
ρ̂X(k + 1)−∑k

j=1 φ̂X(k, j)ρ̂X(k − j + 1)

1−∑k
j=1 φ̂X(k, j)ρ̂X(j)

,

e

φ̂X(k+1, j) = ρ̂X(k, j)− φ̂X(k+1, k+1) ρ̂X(k, k− j +1), j ∈ {1, 2, · · · , k}.

Definição 2.14 Para um conjunto de n observações X1, · · · , Xn de um pro-
cesso {Xt}t∈Z, a função periodograma - denotada por I(·) - é definida como

I(ω) =
1

2π

[
γ̂X(0) + 2

n−1∑

k=1

γ̂X(k) cos(ωk)
]
, para todo ω ∈ [−π, π]. (2.2)

Apesar da função periodograma ser um estimador assintoticamente não-
viciado, ela é inconsistente para a função densidade espectral fX(·). Defini-
mos então, a seguir, um estimador consistente para fX(·).
Definição 2.15 A função periodograma suavizado - denotada por fs(·) - é
definida como

fs(ω) =
1

2π

n−1∑

k=−(n−1)

λ(k)γ̂X(k) cos(ωk), para todo ω ∈ [−π, π],

onde λ(·) é uma função de ponderação conhecida como janela espectral.

Diferentes formas da janela espectral λ(·) são sugeridas na literatura de
séries temporais. Neste trabalho, utilizaremos somente a janela de Parzen
que é dada por

λ(k) =





1− 6
(

k
u

)2

+ 6( |k|
u

)3, se |k| ≤ u
2

2
(
1− |k|

u

)3

, se u
2
≤ |k| ≤ u

0, caso contrário,

(2.3)

onde u é definido como o ponto de truncamento desta janela. Neste trabalho,
consideramos u = n0,9, onde n é o tamanho amostral.

Nas Seções 2.2 e 2.3 introduziremos o processo ARMA(p, q) e ARIMA
(p, d, q), propostos por G. E. P. Box e G. M. Jenkins. Daremos antes, porém,
duas importantes definições no contexto que segue.
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Definição 2.16 O processo {εt}t∈Z é dito ser um rúıdo branco com média
zero e variância σ2

ε - denotado por εt ∼ WN(0, σ2
ε) - se e somente se

E(εt) = 0; V ar(εt) = E(ε2
t ) = σ2

ε e γε(k) =

{
σ2

ε , k = 0
0, k 6= 0.

Definição 2.17 O processo {εt}t∈Z é dito ser composto por variáveis aleató-
rias independentes e identicamente distribúıdas (v.a. iid.) - denotado por
εt ∼ IID(0, σ2

ε) - se e somente se

E(εt) = 0 e V ar(εt) = E(ε2
t ) = σ2

ε .

2.2 Processos ARMA(p, q)

Definimos nessa seção o processo autoregressivo média móvel para séries tem-
porais estacionárias, o qual inclui, como caso especial, o processo autore-
gressivo e o processo média móvel. Definimos também, a função densidade
espectral deste processo.

Definição 2.18 Sejam {Xt}t∈Z um processo estocástico e {εt}t∈Z o processo
rúıdo branco. Se {Xt}t∈Z satisfaz a equação

Φ(B)(Xt − µ) = Θ(B)εt, t ∈ Z, (2.4)

onde B é o operador backward-shift, isto é, BkXt = Xt−k, Φ(·) e Θ(·) são
polinômios de ordem p e q (inteiros), respectivamente, dados por

Φ(z) = 1− φ1z − φ2z
2 − · · · − φpz

p

e (2.5)

Θ(z) = 1− θ1z − θ2z
2 − · · · − θqz

q,

onde φi, 1 ≤ i ≤ p, e θj, 1 ≤ j ≤ q, são constantes reais, então diz-se
que {Xt}t∈Z é um processo autoregressivo média móvel de ordem (p, q), com
média µ - denotado por ARMA(p, q).

Observação: O processo autoregressivo de ordem p - denotado por AR(p) -
é um caso particular do processo (2.4) quando Θ(B) = 1. Quando Φ(B) = 1
o processo é dito ser média móvel de ordem q - denotado por MA(q).

Definição 2.19 Um processo ARMA(p, q) é dito ser inverśıvel se existe uma
seqüência de constantes πj tais que

∑
j≥0

|πj| < ∞ e εt =
∑
j≥0

πjXt−j, para todo t ∈ Z.
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Estimar e fazer previsões com o processo ARMA(p, q), dado por (2.4),
somente é posśıvel quando ele for estacionário e inverśıvel e para garantirmos
que isso ocorra, é necessário que as ráızes das equações Φ(B) = 0 e Θ(B) = 0
estejam fora do ćırculo unitário. Assume-se que essas equações não possuem
ráızes comuns (ver Brockwell e Davis (1991), §3.1).

O Teorema 2.2 a seguir apresenta a função densidade espectral dos pro-
cessos ARMA(p, q), cuja demonstração pode ser encontrada em Brockwell e
Davis (1991).

Teorema 2.2 Considere {Xt}t∈Z um processo ARMA(p, q) com média µ =
0 (sem perda de generalidade), satisfazendo a equação (2.4). Suponha que as
equações Φ(B) = 0 e Θ(B) = 0, onde os polinômios Φ(B) e Θ(B) são dados
pela expressão (2.5), não possuem ráızes em comum e não possuem ráızes
dentro do ćırculo unitário. Então, o processo {Xt}t∈Z tem função densidade
espectral dada por

fX(ω) =
σ2

ε

2π

|Θ(e−iω)|2
|Φ(e−iω)|2 , −π ≤ ω ≤ π. (2.6)

2.3 Processos ARIMA(p, d, q)

Nesta seção definimos o processo autoregressivo integrado média móvel para
séries temporais não estacionárias. Este modelo é uma forma mais geral do
processo ARMA(p, q) dado na Seção 2.3.

Definição 2.20 Um processo estocástico {Xt}t∈Z é dito ser um processo
autoregressivo integrado média móvel de ordem (p, d, q), com média µ - de-
notado por ARIMA (p, d, q) - se a diferenciação ∇dXt (d inteiro, d ≥ 1, onde
∇d = (1−B)d) resultar em um processo ARMA(p, q). Este processo é dado
pela equação

Φ(B)(1− B)d(Xt − µ) = Θ(B)εt, t ∈ Z, (2.7)

onde Φ(B) e Θ(B) são os polinômios dados em (2.5) e {εt}t∈Z é o processo
rúıdo branco. O parâmetro d é chamado parâmetro ou grau de diferenciação.

Observações:

(a) Para que o modelo (2.7) seja estacionário e inverśıvel fazem-se neces-
sárias as mesmas exigências do modelo (2.4);
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(b) O processo ARMA(p, q) é um caso especial do processo ARIMA
(p, d, q), quando d = 0.

Maiores detalhes sobre os assuntos introduzidos nesse caṕıtulo podem
ser encontrados em Morettin e Toloi (1985), Wei (1990), Brockwell e Davis
(1991) e Box et al. (1994).

2.4 Testes de Hipóteses

Apresentamos nesta seção a teoria básica sobre os testes de hipóteses. Tes-
tar hipóteses tem como finalidade avaliar afirmações sobre alguma estat́ıstica
populacional através de dados amostrais.

Para as definições a seguir, considere o vetor aleatório cont́ınuo X =
(X1, X2, · · · , Xn), onde X tem função densidade de probabilidade fη, η ∈
Θ ⊆ Rn. Assume-se que a forma funcional de fη é conhecida, exceto pelo
parâmetro η.

Definição 2.21 Uma hipótese paramétrica é uma afirmação sobre um parâ-
metro η. Definimos a hipótese nula de um teste de hipóteses - denotada por
H0 - quando H0 : η ∈ Θ0 ⊂ Θ e a hipótese alternativa - denotada por H1 -
quando H1 : η ∈ Θ1 = Θ−Θ0.

O problema de testar hipóteses pode ser descrito como segue: dada uma
amostra aleatória X = (X1, X2, · · · , Xn) queremos encontrar uma regra que
irá nos conduzir a uma decisão de rejeitar ou não a hipótese nula H0. Em
outras palavras, devemos particionar o espaço Rn em dois conjuntos disjuntos
C e Cc tais que, se X ∈ C, rejeita-se H0 : η ∈ Ω0, e se X ∈ Cc, não rejeita-
se H0. Não rejeitar H0 significa aceitar que X tenha função densidade de
probabilidade dada por fη, η ∈ Θ0.

Definição 2.22 Suponha que X tenha função densidade de probabilidade
fη, η ∈ Θ. Um subconjunto C de Rn tal que, se X ∈ C, então H0 é rejeitada
(com probabilidade 1), isto é,

C = {X ∈ Rn : H0 é rejeitada},

é chamado de região cŕıtica.

Em um teste de hipóteses pode-se cometer dois tipo de erros, definidos a
seguir.
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Definição 2.23 Dado um teste de hipóteses qualquer, pode-se cometer o
erro de rejeitar H0 quando ela deveria ser aceita (pelo fato dela trazer a
verdadeira informação sobre o parâmetro testado) - denotado por erro tipo I
- ou não rejeitar H0, quando ela é falsa - denotado por erro tipo II.

Verdadeiro
H0 H1

Decisão H0 correto erro tipo II
H1 erro tipo I correto

A seguir, definimos o ńıvel de significância de um teste de hipóteses,
que é a probabilidade máxima com a qual nos sujeitaremos a correr o risco
de cometer um erro do tipo I, ao testarmos uma hipótese estabelecida. O
ńıvel de confiança, dado na Definição 2.25, é a confiança que teremos, após
fixarmos um ńıvel de significância, de que, corretamente, rejeitaremos ou não
a hipótese nula H0.

Definição 2.24 Dado um teste de hipóteses qualquer, o ńıvel de significância
do teste é dado por

α = ńıvel de significância = P(erro tipo I) = P(rejeitar H0/H0 é verdadeira).

Definição 2.25 Dado um teste de hipóteses qualquer, se o ńıvel de sig-
nificância do teste é α, então o ńıvel de confiança do teste é dado por

1− α = ńıvel de confiança = P(não rejeitar H0/H0 é verdadeira).

O poder do teste, dado na Definição 2.26, é a probabilidade que teremos,
após fixarmos a probabilidade de ocorrer o erro tipo II, de rejeitar a hipótese
nula H0, quando ela for falsa. E, a seguir, definimos o que vem a ser um
teste de hipóteses com ńıvel de significância α.

Definição 2.26 Dado um teste de hipóteses qualquer, se β = P(erro tipo II),
então o poder do teste é dado por

1− β = poder do teste = P(rejeitar H0/H0 é falsa).

Definição 2.27 Considere H0 : η ∈ Θ0 contra a alternativa H1 : η ∈ Θ1. Se

Eηϕ(X) ≤ α, para todo η ∈ Θ0,

então, ϕ é dito ser um teste de hipóteses com ńıvel de significância α.

A teoria completa sobre testes de hipóteses pode ser encontrada em Ro-
hatgi (1976).
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Caṕıtulo 3

Processos ARFIMA(p, d, q)

Um processo ARMA(p, q) {Xt}t∈Z, dado pela expressão 2.4, é sempre dito
ser um processo de memória curta, pois ρX(·) decresce rapidamente quando
k tende ao infinito. Entretanto, Hurst (1951) identifica em seus estudos em
hidrologia, séries com caracteŕısticas de longa dependência, que é a presença
de correlação mesmo entre observações intercaladas por um longo peŕıodo
de tempo. Desde então, pesquisadores de diversas áreas veêm publicando
trabalhos relacionados com longa dependência.

Neste caṕıtulo estendemos a classe dos processos ARIMA(p, d, q) a uma
outra denominada ARFIMA(p, d, q), “autoregressive fractionary integrated
moving average”, introduzido por Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981),
que apresenta propriedade de curta dependência quando d ∈ (−0.5; 0.0) e de
longa dependência quando d ∈ (0.0; 0.5). Esta classe é, na verdade, uma
generalização do processo ARIMA(p, d, q), onde agora d ∈ R. No domı́nio
do tempo, processos com caracteŕıstica de longa dependência, apresentam
funções de autocorrelações que decrescem lentamente e hiperbolicamente a
zero, isto é, ρX(k) ∼ k2d−1 (ver item (iv) do Teorema 3.1). No domı́nio da
freqüência, esta caracteŕıstica está relacionada com o fato de que a função
densidade espectral tende a infinito quando a freqüência se aproxima de zero,
isto é, fX(ω) ∼ ω−2d (ver item (iii) do Teorema 3.1).

3.1 Definição e Propriedades

Definição 3.1 Sejam {εt}t∈Z o processo rúıdo branco dado pela Definição
2.16 e os polinômios Φ(·) e Θ(·) dados pela expressão (2.5). Se {Xt}t∈Z é um
processo linear satisfazendo

Φ(B)∇d(Xt − µ) = Θ(B)εt, t ∈ Z e d ∈ (−0.5, 0.5), (3.1)
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onde, para algum número real d > −1, define-se o operador diferença ∇d ≡
(1− B)d como a expansão binomial,

∇d =
∑

k≥0

(
d
k

)
(−B)k = 1− dB − d(1− d)

2!
B2 − · · · , (3.2)

então {Xt}t∈Z é chamado de processo autoregressivo fracionariamente inte-
grado média móvel de ordem (p, d, q), com média µ, - denotado por ARFIMA
(p, d, q) - onde d é o parâmetro ou grau de diferenciação.

Observações:

(a) Na expressão (3.2) acima, a notação

(
d
k

)
significa

(
d
k

)
=

Γ(d + 1)

Γ(k + 1)Γ(d− k + 1)
,

onde Γ(·) é a função Gama definida por Γ(k) =
∫∞
0

xk−1e−x dx, k > 0;

(b) Um caso especial do processo ARFIMA(p, d, q) é quando p = q = 0,
resultando no processo ARFIMA(0, d, 0) que é representado por

∇dXt = εt, t ∈ Z. (3.3)

Os Teoremas 3.1 e 3.2 a seguir apresentam algumas propriedades para os
processos ARFIMA(0, d, 0) e para os processos ARFIMA(p, d, q), respec-
tivamente. As demonstrações desses teoremas podem ser encontradas em
Hosking (1981), Brockwell e Davis (1991) e Cerezer (1999).

Teorema 3.1 Seja {Xt}t∈Z um processo ARFIMA(0, d, 0) dado pela ex-
pressão (3.3). Então:

(i) Quando d < 0.5, {Xt}t∈Z é um processo estacionário e tem representação
média móvel infinita (representação MA) dada por

Xt = Ψ(B)εt =
∑

k≥0

ψkεt−k,

onde

ψk =
Γ(k + d)

Γ(k + 1)Γ(d)
.

Quando k →∞, ψk ∼ kd−1

Γ(d)
.
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(ii) Quando d > −0.5, {Xt}t∈Z é um processo inverśıvel e tem representação
autoregressiva infinita (representação AR) dada por

Π(B)Xt =
∑

k≥0

πkXt−k = εt,

onde

πk =
Γ(k − d)

Γ(k + 1)Γ(−d)
.

Quando k →∞, πk ∼ k−d−1

Γ(−d)
.

(iii) Se d ∈ (−0.5, 0.5), a função densidade espectral de {Xt}t∈Z é dada por

fX(ω) =
[
2sen

(ω

2

)]−2d

, 0 < ω ≤ π.

Quando ω está próximo de 0, fX(ω) ∼ ω−2d.

(iv) Se d ∈ (−0.5, 0.5), a função de autocovariância de {Xt}t∈Z é dada por

γX(k) =
(−1)kΓ(1− 2d)

Γ(k − d + 1)Γ(1− k − d)
σ2

ε , para todo k ∈ N,

e a função de autocorrelação é dada por

ρX(k) =
Γ(k + d)Γ(1− d)

Γ(k − d + 1)Γ(d)
, para todo k ∈ N.

Quando k →∞, ρX(k) ∼ Γ(1−d)
Γ(d)

k2d−1.

(v) Se d ∈ (−0.5, 0.5), a função de autocorrelação parcial de {Xt}t∈Z é dada
por

φX(k, k) =
d

k − d
, para todo k ∈ N− {0}.

Observação: A função de autocorrelação ρX(k) têm um decaimento hiperbó-
lico, quando k tende ao infinito e d > 0, enquanto a função densidade espec-
tral fX(·) é ilimitada nas freqüências próximas de zero.

Teorema 3.2 Sejam {Xt}t∈Z um processo ARFIMA(p, d, q) definido pela
expressão (3.1) e d ∈ (−0.5, 0.5). Suponha que as equações Φ(B) = 0 e
Θ(B) = 0 não possuem ráızes em comum e que as suas ráızes estão fora do
ćırculo unitário. Então,
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(i) o processo {Xt}t∈Z é estacionário e inverśıvel, com as representações AR
e MA dadas, respectivamente, por

∑

k≥0

πkXt−k = εt e Xt =
∑

k≥0

ψkεt−k

onde ψk e πk são os coeficientes de Bk na expansão de

Ψ(B) =
Θ(B)

Φ(B)
(1− B)−d e Π(B) =

Φ(B)

Θ(B)
(1− B)d,

respectivamente.

(ii) considere que {Xt}t∈Z é ainda estacionário e inverśıvel. Seja Ut = (1−
B)dXt. Então o processo {Ut}t∈Z, dado por Φ(B)Ut = Θ(B)εt, é um
processo ARMA(p, q) com função densidade espectral fU(·) e função de

autocovariância γU(·). Seja Yt = Φ(B)
Θ(B)

Xt. Então, {Yt}t∈Z é um processo

ARFIMA(0, d, 0) com função densidade espectral fY (·) e função de
autocovariância γY (·), dados no Teorema 3.1. Então,

(a) A função densidade espectral de {Xt}t∈Z, fX(·), é dada por

fX(ω) = fU(ω)fY (ω) =
σ2

ε

2π

|Θ(e−iω)|2
|Φ(e−iω)|2

[
2sen

(ω

2

)]−2d

, (3.4)

para todo ω ∈ [−π, π]. Quando ω → 0, lim ω2dfX(ω) existe e é finito.

(b) Seja ρX(·) a função de autocorrelação do processo {Xt}t∈Z. Então,
quando k →∞, lim k1−2dρX(k) existe e é finito.

Mais detalhes sobre processos de longa dependência podem ser encontra-
dos em Brockwell e Davis (1991) e Beran (1994).

O processo ARFIMA(p, d, q) definido neste caṕıtulo será o foco de nosso
trabalho. Na próxima seção estudamos alguns métodos de estimação do
parâmetro d.

3.2 Estimadores dos Parâmetros d

O objetivo deste trabalho é verificar o ńıvel de significância emṕırico das di-
versas estat́ısticas de teste portmanteau, que serão apresentadas no Caṕıtulo
6, através de simulações de Monte Carlo, para os processos ARFIMA(p, d, q).
Para isto, será necessário estimar os parâmetros do modelo identificado, ou
seja, estimar d e os coeficientes dos polinômios Φ(·) e Θ(·) definidos na
expressão (2.5) do Caṕıtulo 2. Apresentamos, então, nesta seção, quatro
métodos para estimar o parâmetro d que são:
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1. o método de regressão utilizando a função periodograma proposto por
Geweke e Porter-Hudak (1983);

2. o método de regressão utilizando a função periodograma suavizado pro-
posto por Reisen (1994);

3. o método baseado no logaŕıtmo da razão entre funções densidade es-
pectral proposto por Robinson (1994);

4. o método de aproximação da função de máxima verossimilhança pro-
posto por Fox e Taqqu (1986).

Os três primeiros métodos estimam somente o parâmetro d, enquanto que
o último estima também, simultaneamente, os coeficientes dos polinômios
Φ(·) e Θ(·). Quando forem utilizados os métodos 1, 2 e 3, esses polinômios
serão estimados através do estimador de máxima verossimilhança dos pro-
cessos ARMA(p, q), que é dado na Seção 3.3.

3.2.1 Estimador d̂GPH

Nesta seção apresentamos o procedimento, proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983), para encontrar o estimador do parâmetro d através do método
de regressão, utilizando a função periodograma. Este método baseia-se na
equação que exibe a relação entre as funções densidade espectral de um
processo ARFIMA(p, d, q) e de um processo ARMA(p, q). Tal equação é
reescrita de maneira que se assemelhe a uma equação de regressão linear
simples. Todo o procedimento é descrito a seguir.

Seja {Xt}t∈Z um processo ARFIMA(p, d, q), com d ∈ (−0.5, 0.5), dado
na Definição 3.1. Este processo pode ser reescrito como

(1− B)dXt = Ut, para t ∈ Z,

onde {Ut}t∈Z é um processo ARMA(p, q) dado pela expressão (2.4). Então
a função densidade espectral de {Xt}t∈Z dado pelo item (ii) do Teorema 3.2
pode ser reescrito mais oportunamente como

fX(ω) = fU(ω)
[
2 sen

(ω

2

)]−2d

.

Tomando o logaŕıtmo natural dos dois lados da expressão acima, temos

ln fX(ω) = ln fU(ω)− d ln
[
2 sen

(ω

2

)]2

.
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Adicionando e subtraindo ln fU(0) e ln I(ω), onde I(·) é a função periodogra-
ma dada na Definição 2.14, e usando uma propriedade da função logaŕıtmica,
temos

ln I(ω) = ln fU(0)− d ln
[
2 sen

(ω

2

)]2

+ ln

[
fU(ω)

fU(0)

]
+ ln

[
I(ω)

fX(ω)

]
. (3.5)

Substituindo ω pelas freqüências de Fourier ωj = 2πj
n

, j ∈ {0, 1, · · · , n
2
}

na expressão (3.5), temos

ln I(ωj) = ln fU(0)− d ln
[
2 sen

(ωj

2

)]2

+ ln

[
fU(ωj)

fU(0)

]
+ ln

[
I(ωj)

fX(ωj)

]
. (3.6)

Considerando o limite máximo de j igual a g(n), o qual é escolhido de

forma que g(n)
n

→ 0, quando n → ∞ e para ωj ≤ ωg(n), onde ωg(n) é pe-

queno (neste trabalho g(n) = n0.9), então o termo ln
[

fU (ωj)

fU (0)

]
é despreźıvel se

comparado com os outros termos de (3.6) (ver Reisen (1994)). Neste caso,
obtemos uma equação aproximada para a expressão (3.6) dada por

ln I(ωj) ' ln fU(0)− d ln
[
2 sen

(ωj

2

)]2

+ ln

[
I(ωj)

fX(ωj)

]
. (3.7)

Observe que a expressão (3.7) é uma forma aproximada da equação de
regressão linear simples dada por

yj ' β1 + β2xj + ej, para todo j = 1, 2, · · · , g(n),

onde yj = ln I(ωj), xj = ln [2 sen(
ωj

2
)]2, ej = ln

[
I(ωj)

fX(ωj)

]
, β2 = −d, β1 =(

ln fU(0)− c
)

e c = E
(

ln
[

I(ωj)

fX(ωj)

])
.

Com isso o estimador de d pelo método da função periodograma, proposto
por Geweke e Porter-Hudak (1983) - denotado por d̂GPH - utiliza a regressão
de mı́nimos quadrados de y1, y2, · · · , yg(n) em x1, x2, · · · , xg(n), é dado por

d̂GPH = −
∑g(n)

j=1 (xj − x̄)yj∑g(n)
j=1 (xj − x̄)2

, (3.8)

com

E(d̂p) = d e V ar(d̂p) =
π2

6
∑g(n)

j=1 (xj − x̄)2
,

onde x̄ é a média de xj.

O Teorema 3.3 a seguir, apresenta a distribuição assintótica de d̂p para
processos ARFIMA(p, d, q), quando d ∈ (−0.5, 0). A demonstração do
mesmo, pode ser encontrada em Geweke e Porter-Hudak (1983).
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Teorema 3.3 Seja {Xt}t∈Z um processo ARFIMA(p, d, q) dado pela Defini-
ção 3.1 com d ∈ (−0.5, 0) e I(·) a função periodograma de {Xt}t∈Z dada pela
expressão (2.2), nas freqüências ωj = 2πj

n
, para j ∈ {0, · · · , n

2
}. Seja d̂p

o estimador de d dado pela expressão (3.8) e suponha que g(n) = nκ para

algum κ ∈ (0, 1) fixo (desta forma, g(n)
n
→ 0, quando n → ∞ e g(n) → ∞).

Então, limn→∞ d̂p = d. Se limn→∞
[ln(n)]2

g(n)
= 0 então

d̂GPH − d√
V ar(d̂GPH)

−→
n→∞ N(0, 1),

onde V ar(d̂p) = π2

6
Pg(n)

j=1 (xj−x̄)2
.

3.2.2 Estimador d̂sp

No Caṕıtulo 2, após a Definição 2.14 da função periodograma, observamos
que esta é um estimador nao-viciado, mas inconsistente para a função den-
sidade espectral de um processo. Reisen (1994) sugere, então, substituir a
função periodograma, no estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak
(1983), dado na Seção 3.2.1, pela função periodograma suavizado fs(·), dada
na Definição 2.15, utilizando como janela espectral λ(·), a janela de Parzen
(ver expressão (2.3)). Como observamos na Seção 2.1, a função fs(·) é um
estimador não viciado e consistente para a função densidade espectral fX(·)
de um processo {Xt}t∈Z estacionário.

Assim, substituindo a função periodograma pela função periodograma
suavizado na equação (3.7) temos

ln fs(ωj) ' ln fU(0)− d ln
[
2 sen

(ωj

2

)]2

+ ln

[
fs(ωj)

fX(ωj)

]
. (3.9)

Analogamente à expressão (3.7), a expressão (3.9) é uma forma aproxi-
mada da equação de regressão linear simples, isto é,

yj ' β1 + β2xj + ej, para todo j = 1, 2, · · · , g(n),

onde yj = ln fs(ωj), xj = ln [2 sen(
ωj

2
)]2, ej = ln

[
fs(ωj)

fX(ωj)

]
, β2 = −d, β1 =(

ln fU(0)− c
)

e c = E
(

ln
[

fs(ωj)

fX(ωj)

])
.

Assim, o estimador do parâmetro d pelo método da função periodograma
suavizado - denotado por d̂sp - utiliza a regressão de mı́nimos quadrados de
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y1, y2, · · · , yg(n) em x1, x2, · · · , xg(n) e é dado por

d̂sp = −
∑g(n)

j=1 (xj − x̄)yj∑g(n)
j=1 (xj − x̄)2

, (3.10)

onde x̄ é a média de xj. Com

E(d̂sp) = d e V ar(d̂sp) = 0, 53928
ν

n
∑g(n)

j=1 (xj − x̄)2
,

onde o valor 0, 53928 ν
n

é a variância assintótica de ln
[

fs(ωj)

fX(ωj)

]
.

Maiores detalhes podem ser encontrados em Reisen (1994).

3.2.3 Estimador d̂R

Robinson (1994) propõe o estimador

d̂R = 0, 5− 1

2 ln q
ln

{
F̂ (q g(n))

F̂ (g(n))

}
, (3.11)

onde q ∈ (0, 1) e

F̂ (g(n)) =
1

n2

g(n)∑
j=1

I(λj) (3.12)

é o estimador da função de distribuição do processo {Xt}t∈Z, dada por

FX(λ) =

∫ ∞

0

fX(ω) dω,

com fX(·) a função densidade espectral de {Xt}t∈Z. Observamos que o es-
timador F̂ (g(n)) dado pela expressão (3.12) é uma média da função peri-
odograma I(·) dada pela expressão (2.2). O estimador d̂R é obtido através
do logaŕıtmo do quociente do estimador F̂ (·) calculado sobre uma média da
função periodograma para dois valores diferentes de regressores: o numerador
é obtido através de q × g(n), enquanto que o denominador é obtido através
de g(n).

Sob certas condições de regularidade e assumindo que o processo {Xt}t∈Z
é linear com diferenças martingale e ainda que

1

g(n)
+

g(n)

n
→ 0, quando n →∞,
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Robinson (1994) mostra que vale a convergência em probabilidade

F̂ (g(n))

F (g(n))

P−→ 1, quando n →∞.

Neste trabalho, utilizamos g(n) ∈ {0, 7; 0, 8} e as notações d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R

para representar os respectivos casos. Quando g(n) = 0, 8, substitúımos,
na expressão (3.12), I(·) pela função periodograma suavizado fs(·), dada na
Definição 2.15.

3.2.4 Estimador d̂FT

Os procedimentos de estimação citados nas Seções 3.2.1 a 3.2.3, estimam
somente o parâmetro d do processo ARFIMA(p, d, q). Para estimar os
parâmetros restantes do modelo se utiliza o estimador de máxima veros-
similhança do processo ARMA(p, q), que é dado na Seção 3.3. Já o es-
timador de máxima verossimilhança do processo ARFIMA(p, d, q) estima
simultaneamente todos os parâmetros.

Sowell (1991,1992) apresenta o estimador de máxima verossimilhança e-
xato, entretanto, é complicado obter computacionalmente esse estimador.
Propondo uma alternativa para esse problema, Fox e Taqqu (1986) utiliza a
proposta de Whittle (1951) para obter uma aproximação para o método da
máxima verossimilhança.

O procedimento para encontrar o estimador de máxima verossilhança é
dado a seguir.

Seja {Xt}t∈N um processo estacionário Gaussiano, com média µ > 0 e
função densidade espectral dada por

fX(ω; η, σ2) = σ2f(ω; η), ω ∈ [−π; π],

onde σ2 > 0 (não precisa ser a variância de Xt), e f(·, η) é uma função da
forma

f(ω; η) ∼= |ω|−α(η) Gη(ω), quando ω → 0,

com 0 < α(η) < 1, Gη(ω) uma função que varia suavemente quando ω → 0,
e η é o vetor dos parâmetros desconhecidos que desejamos estimar.

O método de máxima verossimilhança estima η e σ2 maximizando a
função

fX(X1, · · · , Xn; η, σ2) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− Z ′S−1

n (η)Z

2nσ2

]
,

com relação a η e σ2, onde Sn(η) é a matriz de covariância de X1, · · · , Xn e
Z = (X1 − X̄, · · · , Xn − X̄)′ com X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi.
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Como é complicado obter computacionalmente a inversa da matriz Sn(η),
Fox e Taqqu (1986) utilizam a matriz An(η) de ordem n × n, proposta por
Whittle (1951), para aproximar a inversa da matriz Sn(η), onde o (j, k)-ésimo
elemento é dado por

[An(η)]jk = aj−k(η) = as(η) =
1

(2π)2

∫ π

−π

eiωs[fX(ω; η)]−1 dω.

Assim, aplicar o método de máxima verossimilhança aproximado de Whit-
tle (1951) para estimar η e σ2 significa maximizar

fX(X1, · · · , Xn; η, σ2) ∼=
(

1√
2πσ

)n

exp

[
− Z ′An(η)Z

2nσ2

]
, (3.13)

com relação a η e σ2. Os valores de η e σ2 que maximizam a equação (3.13)
são denominados estimadores de máxima verossimilhança - denotados por η̂n

e σ̂2
n, respectivamente. Isto é equivalente a escolher η̂n que minimize

σ2
n(η) =

Z ′An(η)Z

n

e fazer σ̂2
n = σ2

n(η̂n).

3.3 Estimadores de Máxima Verossimilhança

de Φ(B) e Θ(B)

Após identificar um modelo, ou seja, identificar p, d e q, a próxima etapa é
estimar os parâmetros desse modelo. Consideremos o processo ARMA(p, q),
dado pela expressão (2.4). Discutimos, nesta seção, o procedimento para
se obter os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros φ =
(φ1, · · · , φp), µ = E(Xt), θ = (θ1, · · · , θq) e σ2

ε = E(ε2
t ).

3.3.1 EMV Condicional

Para o processo ARMA(p, q) estacionário

Yt = φ1Yt−1 + · · ·+ φpYt−p + εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q, (3.14)

onde Yt = Xt − µ e {εt}t∈Z é um rúıdo branco com distribuição de pro-
babilidade N(0, σ2

ε), a função densidade de probabilidade conjunta de ε =
(ε1, · · · , εn)′ é dada por

P(ε|φ, µ, θ, σ2
ε) = (2πσ2

ε)
−n/2 exp

{
− 1

2σ2
ε

n∑
t=1

ε2
t

}
.
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Reescrevendo a expressão (3.14) como

εt = θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q + Yt − φ1Yt−1 − · · · − φpYt−p,

podemos escrever a função de verossimilhança dos parâmetros (φ, µ, θ, σ2
ε).

Considere o vetor X = (X1, · · · , Xn)′ e assuma a condição inicial X∗ =
(X1−p, · · · , X−1, X0)

′ e ε∗ = (ε1−q, · · · , ε−1, ε0)
′. O logaŕıtmo natural da

função de verossimilhança é dado por

ln L∗(φ, µ, θ, σ2
ε) = −n

2
ln(2πσ2

ε)−
S∗(φ, µ, θ)

2σ2
ε

, (3.15)

onde

S∗(φ, µ, θ) =
n∑

t=1

ε2
t (φ, µ, θ|X∗, ε∗, X) (3.16)

é a função da soma de quadrados condicional.
As quantidades φ̂, µ̂ e θ̂ que maximizam a expressão (3.15), são chamadas

de estimadores de máxima verossimilhança condicional para os parâmetros
φ, µ e θ, respectivamente.

Existem poucas alternativas para especificar as condições iniciais X∗ e ε∗.
Baseado nas suposições de que {Xt}t∈Z é um processo estacionário e {εt}t∈Z
é um processo rúıdo branco Gaussiano com distribuição N(0, σ2

ε), podemos
substituir os desconhecidos valores de Xt, t = 1− p, · · · ,−1, 0, do vetor X∗,
pela média amostral X̄ e os desconhecidos valores de εt, t = 1− q, · · · ,−1, 0,
do vetor ε∗, pelo valor esperado de {εt}t∈Z que é zero. Para o processo dado
pela expressão (3.14) podemos assumir que εp = εp−1 = · · · = εp−(q−1) = 0 e
calcular εt para t ≥ (p + 1) usando a expressão (3.14). Assim, a função da
soma de quadrados condicional dada pela expressão (3.16) se torna

S∗(φ, µ, θ) =
n∑

t=p+1

ε2
t (φ, µ, θ|X),

que, segundo Wei (1990), é a forma usada pela maioria dos programas com-
putacionais.

Após obter os parâmetros estimados φ̂, µ̂ e θ̂, a estimativa σ̂2
ε de σ2

ε é
obtida da seguinte expressão

σ̂2
ε =

S∗(φ̂, µ̂, θ̂)

g
,

onde g = n − (p + q + 1) é o número de termos usado na soma S∗(φ̂, µ̂, θ̂)
menos o número de parâmetros estimados.
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3.3.2 EMV Incondicional

Segundo Box et al. (1994), o método para selecionar valores iniciais para
X∗ e ε∗ utilizado no procedimentos de EMV Condicional (ver Seção 3.3.1),
introduz v́ıcio no modelo. Desta forma, estes autores sugerem a seguinte
função de verossimilhaça incondicional

L(φ, µ, θ, σ2
ε) = (2πσ2

ε)
−n/2 exp

{
−S(φ, µ, θ)

2σ2
ε

}
, (3.17)

onde S(φ, µ, θ) é a função soma de quadrados incondicional, dada por

S(φ, µ, θ) =
n∑

t=−∞
[E(εt|φ, µ, θ,X)]2 , (3.18)

onde E(εt|φ, µ, θ, X) é a esperança condicional de εt dado φ, µ, θ e X.
Tomando o logaŕıtmo natural em ambos os lados da expressão (3.17), temos

ln L(φ, µ, θ, σ2
ε) = −n

2
ln(2πσ2

ε)−
S(φ, µ, θ)

2σ2
ε

. (3.19)

As quantidades φ̂, µ̂ e θ̂ que maximizam a expressão (3.19) são chamados
de estimadores de máxima verossimilhança incondicional para os parâmetros
φ, µ e θ, respectivamente.

Na prática, a expressão (3.18) é aproximada pela seguinte forma finita

S(φ, µ, θ) =
n∑

t=−M

[E(εt|φ, µ, θ, X)]2 ,

onde M é um inteiro suficientemente grande tal que

∣∣∣E(Xt|φ, µ, θ, X)− E(Xt−1|φ, µ, θ, X)
∣∣∣

é menor do que um pequeno valor pré-determinado ε, para t ≤ −(M + 1).
Isto implica que E(Xt|φ, µ, θ, X) ' µ e E(εt|φ, µ, θ,X) é negligenciável para
t ≤ −(M + 1).

Após obter os parâmetros estimados φ̂, µ̂ e θ̂, a estimativa σ̂2
ε de σ2

ε é
obtida da seguinte expressão

σ̂2
ε =

S(φ̂, µ̂, θ̂)

n
.
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Caṕıtulo 4

Estat́ısticas para o Teste
Portmanteau

Após um modelo qualquer, como por exemplo, aqueles definidos no Caṕıtulo
2, ter sido identificado e os parâmetros estimados, uma análise dos reśıduos
do ajuste desse modelo faz-se necessária. Neste caso, é preciso verificar se as
suposições feitas inicialmente sobre os reśıduos estão ou não satisfeitas após
o ajuste do modelo. Isto é, deve-se verificar se, após o ajuste, os reśıduos
estimados podem ser considerados um processo rúıdo branco. Uma das fer-
ramentas utilizadas é um teste de hipóteses para verificar se os reśıduos po-
dem ser considerados estat́ısticamente independentes: são os chamados testes
portmanteau.

Definimos, neste caṕıtulo, as estat́ısticas para o teste portmanteau pro-
postas por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978), Monti (1994) e Peña
e Rodŕıguez (2002), que estudaremos neste trabalho. Esses artigos apre-
sentam as estat́ısticas de teste e suas respectivas distribuições de probabi-
lidade para o processo ARMA(p, q). Para o processo ARFIMA(p, d, q) as
estat́ısticas propostas por Monti (1994) e Peña e Rodŕıguez (2002) ainda não
foram devidamente estudadas. Aqui neste caṕıtulo, damos a idéia heuŕıstica
sobre a distribuição de probabilidade destas estat́ısticas para o processo
ARFIMA(p, d, q). O artigo Li e McLeod (1986) apresenta um teorema (dado
neste trabalho pelo Teorema 4.6) que nos permite encontrar a distribuição
de probabilidade das estat́ısticas propostas por Box e Pierce (1970) e Ljung e
Box (1978) para o processo ARFIMA(p, d, q). O artigo Reisen et al. (2003)
apresenta um estudo sobre o comportamento do ńıvel de significância dessas
duas últimas estat́ısticas.

Utilizando a notação dada na Seção 2.4, definimos a seguir as hipóteses
do teste portmanteau.

Definição 4.1 Sejam Ω = R, Ω0 = {x ∈ R : x ≤ 0} e Ω1 = R − Ω0. Seja
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η = ρε o parâmetro a ser testado, onde ρε é a função de autocorrelação do
processo {εt}t∈Z. O teste portmanteau é um teste com as seguintes hipóteses:

H0 : ρε ≤ 0 versus H1 : ρε > 0.

Na seção seguinte, derivamos a distribuição de probabilidade dos reśıduos
do processo autoregressivo.

4.1 Distribuição dos Reśıduos no Processo

AR

O processo geral AR(p), com média zero, dado pela expressão (2.4) quando
q = 0, isto é,

Φ(B)Xt = εt, para t ∈ Z, (4.1)

onde o polinômio Φ(B) é definido por (2.5) e {εt}t∈Z é um processo rúıdo
branco, pode ser expresso como um média móvel de ordem infinita escrevendo

Ψ(B) = Φ(B)−1 =
∑
i≥0

ψiB
i,

com ψ0 = 1, para obtermos

Xt = Ψ(B)εt =
∑
i≥0

ψi εt−i. (4.2)

Da equação Ψ(B)Φ(B) = 1, mostra-se que os coeficientes ψi e φi, para
cada i ∈ N, satisfazem a seguinte relação

ψv =

{
φ1ψv−1 + · · ·+ φv−1ψ1 + φv, v ≤ p
φ1ψv−1 + · · ·+ φpψv−p, v ≥ p.

Então, tomando ψv = 0, para v < 0, temos

ψ0 = 1; Φ(B)ψv = 0, v 6= 0. (4.3)

Dada uma série temporal {Xt}n
t=1, gerada pelo modelo (4.1) ou (4.2),

podemos definir

εt = Xt − φ1Xt−1 − · · · − φpXt−p = Φ(B)Xt

cuja função de autocorrelação de ordem k, utilizando o valor dos parâmetros
como verdadeiro para uma amostra de tamanho n, é dada por

ρ∗ε(k) =

∑n
t=k+1 εtεt−k∑n

t=1 ε2
t

. (4.4)
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Seja {ε̂t}n
t=1 os correspondentes reśıduos quando (4.1) é ajustado e o es-

timador de mı́nimos quadrados de φ̂ = (φ̂1, · · · , φ̂p)
′ é obtido, isto é,

ε̂t = Φ̂(B)Xt =

p∑
i=0

φ̂iXt−i.

A correspondente função de autocorrelação amostral de ordem k dos reśıduos
é dada por

ρ̂ε̂(k) =

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−k∑n

t=1 ε̂2
t

. (4.5)

Sabe-se que os reśıduos {ε̂t}n
t=1 satisfazem as condições de ortogonalidade

n∑
t=p+1

ε̂tXt−i = 0, para todo i = 1, · · · , p. (4.6)

Como Ψ̂(B) = Φ̂−1(B) = (1 − φ̂1B − . . . − φ̂pBp)−1, então Xt = Ψ̂(B)ε̂t,
para t ∈ {1, · · · , n}. Da expressão (4.6) temos que, para todo i = 1, · · · , p,

n∑
t=p+1

ε̂tXt−i = 0 ⇔
n∑

t=p+1

ε̂t

(
Ψ̂(B)ε̂t−i

)
= 0 ⇔

⇔
n∑

t=p+1

ε̂t

( ∑

k≥0

ψ̂kε̂t−i−k

)
= 0 ⇔

∑

k≥0

ψ̂k

n∑
t=p+1

ε̂tε̂t−i−k = 0 ⇔

⇔
∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k∑n

t=1 ε̂2
t

= 0 ⇔
∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−(k+i)∑n

t=1 ε̂2
t

= 0

pela expressão (4.5) ⇔
∑

k≥0

ψ̂kρ̂ε̂(k + i) = 0 ⇔

⇔
∑

k≥0

ψkρ̂ε̂(k + i) + Op(1/n) = 0, (4.7)

onde a última equivalência decorre do fato de que ψ̂k = ψk + Op(1/n) já

que ψ̂k converge em probabilidade para ψk, quando n tende a infinito (ver
Box e Pierce (1970)). No Anexo F mostramos a validade da antepenúltima
igualdade.

Observe que na equação (4.7) estamos somando um número infinito de au-
tocorrelações de uma série finita. Entretanto, conforme Box e Pierce (1970),
como {Xt}t∈Z é um processo estacionário temos que ψk → 0, quando k →∞;
e a menos que φ̂ = (φ̂1, · · · , φ̂p)

′ esteja muito próximo ao limite da região de
não estacionariedade, o decaimento de ψk é rápido de modo que essa soma
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em k pode geralmente ir até um valor muito menor do que n. Mais precisa-
mente, estamos assumindo que existe n ∈ N tal que n ≥ N e para cada n
existe uma seqüência mn tal que

(a) todo ψj é da ordem de 1/
√

n ou menor, para j ≥ mn − p e

(b) a razão mn/n é de ordem 1/
√

n.

Então, na discussão que segue, o erro cometido por se somar até k = m
será ignorado (escreveremos m no lugar de mn); e (b) assegura que o efeito
de comparar somente os n−k termos somados no numerador de ρ̂ε̂(·) quando
comparados com n termos do denominador pode também ser negligenciado.

O que faremos a seguir é obter uma expansão linear de ρ̂ε̂(·) em termos
de ρ∗ε(·).

Lema 4.1 Considere ρ∗ε(·) a função de autocorrelação do processo {εt}t∈Z
dada pela expressão (4.4). Considere ainda ρ̂ε̂(·) a função de autocorrelação
amostral dos reśıduos {ε̂t}n

t=1 dada pela expressão (4.5). Considere φj e φ̂j,
1 ≤ j ≤ p, os parâmetros reais e estimados do processo autoregressivo, dado
por (4.1), respectivamente. Então,

ρ̂ε̂(k) = ρ∗ε(k) +

p∑
j=1

(φj − φ̂j)ψk−j + Op

(
1

n

)
, (4.8)

para todo k = 1, 2, · · · , s, onde ψk−j =
Pp

i=0 φiρX(k−j+i)Pp
i=0 φiρX(i)

.

Prova: Iniciamos observando que a ráız do erro quadrático médio de φ̂j,

1 ≤ j ≤ p, definido por
√
E(φj − φ̂j)2, é da ordem de 1/

√
n, e pode-se

aproximar ρ̂ε̂(·) pela expansão de Taylor de primeira ordem sobre φ = φ̂, ou
seja,

ρ̂ε̂(k) = ρ∗ε(k) +

p∑
j=1

(φj − φ̂j)δ̂jk + Op

(
1

n

)
, (4.9)

onde δ̂jk = −∂ρ∗ε(k)
∂φj

∣∣∣
φ=φ̂

. Observe que ∂
∂φj

[
∑n

t=1 ε2
t ]

∣∣∣
φ=φ̂

= 0, de forma que

δ̂jk = −
[

n∑
t=1

ε̂2
t

]−1
∂ck

∂φj

∣∣∣
φ=φ̂

, (4.10)

onde
ck =

∑n
t=k+1 εtεt−k =

∑n
t=k+1[Φ(B)Xt][Φ(B)Xt−k]

=
∑n

t=k+1

∑p
i=0

∑p
l=0 φiφlXt−iXt−k−l,

(4.11)
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com φ0 = −1. Assim, da expressão (4.11), para k e j fixos, temos que

∂ck

∂φj

∣∣∣
φ=φ̂

= ∂
∂φj

(
∑n

t=k+1

∑p
i=0

∑p
l=0

∑
t φiφlXt−iXt−k−l)

∣∣∣
φ=φ̂

=
∑n

t=k+1
∂

∂φj
(
∑p

i=0

∑p
l=0

∑
t φiφlXt−iXt−k−l)

∣∣∣
φ=φ̂

=
∑n

t=k+1

( ∑p
i=0 φiXt−iXt−k−j +

∑p
i=0 φiXt−jXt−k−i

)∣∣∣
φ=φ̂

=
∑n

t=k+1

( ∑p
i=0 φ̂iXt−iXt−k−j +

∑p
i=0 φ̂iXt−jXt−k−i

)

=
∑p

i=0 φ̂i

∑n
t=k+1 Xt−iXt−k−j +

∑p
i=0 φ̂i

∑n
t=k+1 Xt−jXt−k−i

=
∑n

t=1 X2
t

{∑p
i=0 φ̂i

Pn
t=k+1 Xt−iXt−k−jPn

t=1 X2
t

+
∑p

i=0 φ̂i

Pn
t=k+1 Xt−jXt−k−iPn

t=1 X2
t

}

=
∑n

t=1 X2
t

{∑p
i=0 φ̂i ρ̂X(k + j − i) +

∑p
i=0 φ̂i ρ̂X(k + i− j)

}
,

=
∑n

t=1 X2
t

∑p
i=0 φ̂i[ρ̂X(k − i + j) + ρ̂X(k + i− j)].

(4.12)
onde a penúltima igualdade decorre da Definição 2.12. Para verificar a vali-
dade da terceira igualdade para um p fixo, ver Anexo A. Segue, das expressões
(4.10) e (4.12) que

δ̂jk = −
∑n

t=1 X2
t∑n

t=1 ε̂2
t

p∑
i=0

φ̂i[ρ̂X(k − i + j) + ρ̂X(k + i− j)], (4.13)

onde

ε̂2
t =

(
Φ̂(B)Xt

)(
Φ̂(B)Xt

)
=

(∑p
i=0 φ̂iXt−i

) (∑p
j=0 φ̂jXt−j

)
=

=
∑p

i=0

∑p
j=0 φ̂iφ̂jXt−iXt−j.

(4.14)

Portanto, da expressão (4.14), temos que

∑n
t=1 ε̂2

t∑n
t=1 X2

t

=

∑n
t=1

∑p
i=0

∑p
j=0 φ̂iφ̂jXt−iXt−j∑n
t=1 X2

t

=

∑p
i=0

∑p
j=0 φ̂iφ̂j

∑n
t=1 Xt−iXt−j∑n

t=1 X2
t

⇔
∑n

t=1 ε̂2
t∑n

t=1 X2
t

=

p∑
i=0

p∑
j=0

φ̂iφ̂j

∑n
t=1 Xt−iXt−j∑n

t=1 X2
t
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⇔
∑n

t=1 ε̂2
t∑n

t=1 X2
t

=

p∑
i=0

p∑
j=0

φ̂iφ̂j ρ̂X(i− j). (4.15)

Substituindo o resultado da expressão (4.15) na expressão (4.13), obtemos
que

δ̂jk = −
∑p

i=0 φ̂i[ρ̂X(k − i + j) + ρ̂X(k + i− j)]∑p
i=0

∑p
j=0 φ̂iφ̂j ρ̂X(i− j)

. (4.16)

Vamos aproximar δ̂jk substituindo φ̂’s e ρ̂X ’s em (4.17) por φ’s e ρX ’s (os
parâmetros e a função de autocorrelação do processo autoregressivo {Xt}t∈Z)
e denotaremos o resultado por δjk. Isto é,

δjk = −
∑p

i=0 φi[ρX(k − i + j) + ρX(k + i− j)]∑p
i=0

∑p
j=0 φiφjρX(i− j)

. (4.17)

Agora aplicando a fórmula de Bartlett’s (ver Bartlett (1946), equação
(7)) temos que

ρ̂X(k) = ρX(k) + Op

(
1√
n

)

e pela observação feita no ińıcio dessa prova, φ̂j = φj +Op(1/
√

n). Portanto,

δ̂jk = δjk + Op

(
1√
n

)
,

o que assegura que

ρ̂ε̂(k) = ρ∗ε(k) +

p∑
j=1

(φj − φ̂j)δjk + Op

(
1

n

)
. (4.18)

Utilizando a seguinte relação recursiva, a qual é satisfeita pela função de
autocorrelação de um processo autoregressivo, isto é,

ρX(v)− φ1ρX(v− 1)− . . .− φpρX(v− p) = Φ(B)ρX(v) = 0, v ≥ 1. (4.19)

Observe que podemos simplificar o numerador e o denominador da ex-
pressão (4.17) como segue, através do uso da expressão (4.19)

numerador de (4.17) =
∑p

i=0 φi[ρX(k − i + j) + ρX(k + i− j)] =

= φ0[ρX(k + j) + ρX(k − j)] + φ1[ρX(k + j − 1) + ρX(k − j + 1)] + · · ·+
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+φp[ρX(k + j − p) + ρX(k − j + p)] =

= φ0ρX(k + j) + φ1ρX(k + j − 1) + · · ·+ φpρX(k + j − p) + φ0ρX(k− j)+

+φ1ρX(k − j + 1) + · · ·+ φpρX(k − j + p) =

=
∑p

i=0 φiρX(k − j + i),

pois Φ(B)ρX(k + j) = 0, para k + j > 1 e φ0 = −1, e ainda,

denominador de (4.17) = −∑p
i=0

∑p
j=0 φiφjρX(i− j) =

= −∑p
i=0 φi[φ0ρX(i) + φ1ρX(i− 1) + · · ·+ φpρX(i− p)] =

= −
{[

φ2
0ρX(0)+φ0φ1ρX(−1)+· · ·+φ0φpρX(−p)

]
+

[
φ1φ0ρX(1)+φ2

1ρX(0)+

+ · · ·+ φ1φpρX(−p + 1)
]

+ · · ·+
[
φpφ0ρX(p) + φpφ1ρX(p− 1) + · · ·+

+φ2
pρX(0)

]}
= −[ρX(0)− φ1ρX(1)− · · · − φpρX(p)] =

=
∑p

i=0 φiρX(i).

Então, a expressão (4.17) pode ser reescrita como

δjk =

∑p
i=0 φiρX(k − j + i)∑p

i=0 φiρX(i)
.

Portanto, δjk depende somente de (k− j), e definimos δk−j ≡ δjk. Então,

(a) δ0 =
Pp

i=0 φiρX(i)Pp
i=0 φiρX(i)

= 1;

(b) Se k < j, v = k − j < 0 e δv =
Pp

i=0 φiρX(v+i)Pp
i=0 φiρX(i)

= 0; e

(c) Φ(B)δv =
Pp

i=0 φi[Φ(B)ρX(v+i)]Pp
i=0 φiρX(i)

= 0, v ≥ 1.

Da expressão (4.9) e comparando os itens (a), (b) e (c) acima com os
correspondentes resultados em (4.3) para ψv, temos que δv = ψv, isto é,
ψk−j = δk−j ≡ δjk. Portanto, da expressão (4.18), concluimos que

ρ̂ε̂(k) = ρ∗ε(k) +

p∑
j=1

(φj − φ̂j)ψk−j + Op

(
1

n

)
, (4.20)
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para todo k = 1, 2, · · · ,m. Isto conclui a prova do Lema 4.1.
¤

O Teorema 4.1 a seguir, demonstrado por Box e Pierce (1970), deriva as
distribuições de ρ∗ε(·) e ρ̂ε̂(·) do processo autoregressivo dado pela expressão
(4.1).

Teorema 4.1 Considere {Xt}t∈Z um processo autoregressivo dado pela ex-
pressão (4.1). Sejam ρ∗ε(·) e ρ̂ε̂(·) as funções de autocorrelações dos erros εt

e dos reśıduos ε̂t, respectivamente. Então,

ρ∗ε(·) ∼ N

(
0,

1

n
I

)

e

ρ̂ε̂(·) ∼ N

(
0,

1

n
[I −XΣ−1X ′]

)
,

onde I é a matriz identidade de posto m − p, I − XΣ−1X ′ é uma matriz
idempotente de posto m− p e Σ = (X ′X) com

X =




1 0 . . . 0

ψ1 1
. . .

...

ψ2 ψ1
. . . 0

...
... 1

...
...

...
ψm−1 ψm−2 . . . ψm−p




. (4.21)

Prova: A forma matricial do resultado do Lema 4.1 é dada por

ρ̂ε̂ = ρ∗ε + X(φ− φ̂), (4.22)

onde ρ̂ε̂ =
(
ρ̂ε̂(1), · · · , ρ̂ε̂(m)

)′
. Tomando a transposta da expressão (4.22)

e multiplicando ambos os lados da expressão resultante por XΣ−1X ′, onde
Σ = X ′X, temos que

ρ̂′ε̂XΣ−1X ′ = ρ∗
′

ε XΣ−1X ′ + (φ− φ̂)′X ′XΣ−1X ′. (4.23)

Da expressão (4.7) obtemos que

ρ̂′ε̂X = 0,
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e, da transposta da expressão (4.22), obtemos que

(φ− φ̂)′X ′ = ρ̂′ε̂ − ρ∗
′

ε .

Assim, da expressão (4.23), temos que

0 = ρ∗
′

ε XΣ−1X ′ + ρ̂′ε̂ − ρ∗
′

ε .

Então,
ρ̂ε̂ = ρ∗ε(I −XΣ−1X ′). (4.24)

Do artigo Anderson (1942) sabe-se que ρ∗ε(·) é aproximadamente normal
para n moderadamente grande. O vetor da função de autocorrelação dos
erros é portanto aproximadamente uma transformação linear de uma variável
normal multivariada e então é normalmente distribúıda. Especificamente,

ρ∗ε(·) ∼ N

(
0,

1

n
I

)
.

Da expressão (4.24), como

V ar
(
ρ̂ε̂(·)

)
= V ar

(
ρ∗ε(·)(I −XΣ−1X ′)

)
=

= (I −XΣ−1X ′)(I −XΣ−1X ′)′ V ar
(
ρ∗ε(·)

)
= (I −XΣ−1X ′) 1

n
I,

pois,

(I −XΣ−1X ′)(I −XΣ−1X ′)′ = (I −XΣ−1X ′)(I −X(Σ−1)′X ′) =
= I −X(Σ−1)′X ′ −XΣ−1X ′ + XΣ−1X ′X(Σ−1)′X ′ =
= I −X(Σ−1)′X ′ −XΣ−1X ′ + XΣ−1Σ(Σ−1)′X ′ =
= I −X(Σ−1)′X ′ −XΣ−1X ′ + X(Σ−1)′X ′ = I −XΣ−1X ′.

Então,

ρ̂ε̂(·) ∼ N

(
0,

1

n
[I −XΣ−1X ′]

)
.

Como a matriz I−XΣ−1X ′ é idempotente de posto m−p, a distribuição
de ρ̂ε̂(·) tem uma singularidade p-dimensional.

¤

O seguinte teorema propõe uma segunda derivação para encontrar a dis-
tribuição da função de autocorrelação amostral dos reśıduos de um modelo
ARMA(p, q). Sua principal vantagem é que esta pode ser extendida para
situações mais gerais. A prova deste teorema pode ser encontrada em McLeod
(1978).
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Considere {Xt}t∈Z, {Vt}t∈Z e {Ut}t∈Z os processos estocásticos, com média
zero, dados, respectivamente, por

Φ(B)Xt = Θ(B)εt, Φ(B)Vt = −εt e Θ(B)Ut = εt.

Sejam {ψi}i∈N e {πj}i∈N definidos através dos seguintes operadores inver-
sos

Ψ(B) = Φ(B)−1 =
∑
i≥0

ψiBi, (4.25)

Π(B) = Θ(B)−1 =
∑
j≥0

πjBj, (4.26)

onde ψl = πl = 0, para l < 0.

Teorema 4.2 Considere ρ̂ε̂(·) a função de autocorrelação amostral dos reśı-
duos {ε̂t}n

t=1. Então, a distribuição assintótica de ρ̂ε̂(·) é dada por

ρ̂ε̂(·) ∼ N

(
0, I − 1

n
XΛ−1X ′

)
, (4.27)

onde I é a matriz identidade de ordem m × m e a matriz Λ é dada por
Λ = (Λij)

n
i,j=1 cujo (i,j)-ésimo elemento é dado por

Λij =

(
γV (i− j) γV U(i− j)
γUV (i− j) γU(i− j)

)
,

isto é, onde cada elemento (i, j) dessa matriz é a função de autocovariância
e função de covariância cruzada (ver Definições 2.3 e 2.5) A matriz X em
(4.27) é dada por X =

( −ψ′i−j π′i−j

)
, onde os coeficientes ψi e πj são

dados, respectivamente, pelas expressões (4.25) e (4.26).

Nas seções seguintes discutiremos as estat́ısticas de teste portmanteau
QBP , QLB, QMT e QPR propostas, respectivamente, por Box e Pierce (1970),
Ljung e Box (1978), Monti (1994) e Peña e Rodŕıguez (2002) e suas respec-
tivas distribuições de probabilidade.

4.2 QBP de Box-Pierce e QLB de Ljung-Box

O artigo Box e Pierce (1970) propõe a seguinte estat́ıstica para o teste port-
manteau

QBP (m) = n

m∑

k=1

ρ̂2
ε̂(k), (4.28)
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onde ρ̂ε̂(·) é definido por (4.5) e m é o número de ordens da função de
autocorrelação amostral dos reśıduos {ε̂t}n

t=1 a ser considerada no cálculo da
estat́ıstica.

O artigo Box e Pierce (1970) comprova, através de simulações de 50 séries
com tamanho amostral n = 200, a adequação das aproximações utilizadas
na derivação da distribuição de probabilidade de ρ̂ε̂(·) (ver Teorema 4.1)
e encontraram também que a V ar(ρ̂ε̂(·)) é super-estimada pelo fator (n +
2)/(n− k) o que causa uma discrepância entre as médias teórica e emṕırica
da estat́ıstica QBP (·). Diversos trabalhos discutem este problema, entre eles,
Davies et al. (1977) e Prothero e Wallis (1976). Ljung e Box (1978), visando
corrigir o problema apresentado por QBP (·), propõe a seguinte estat́ıstica de
teste

QLB(m) = n(n + 2)
m∑

k=1

(n− k)−1ρ̂2
ε̂(k), (4.29)

isto é, a estat́ıstica QLB(·) é a estat́ıstica QBP (·) definida na expressão (4.28)
incorporando o fator de correção (n + 2)/(n − k). Estes autores concluem
que o teste baseado nessa estat́ıstica providencia uma substancial melhora e
deve ser adequada a maioria das propostas práticas.

4.2.1 QBP e QLB nos Processos AR, ARIMA e ARFIMA

Enunciaremos, nessa seção, os teoremas que indicam a distribuição de pro-
babilidade das estat́ısticas definidas por (4.28) e (4.29) nos processos AR,
ARIMA e ARFIMA.

Teorema 4.3 Sejam {Xt}t∈Z um processo AR(p) dado pela expressão (4.1),
ρ̂ε̂ a função de autocorrelaçao amostral dos reśıduos deste processo e as es-
tat́ısticas QBP (·) e QLB(·) como definidas em (4.28) e (4.29), respectiva-
mente. Se o modelo é corretamente identificado, então as estat́ısticas QBP (·)
e QLB(·) são assintóticamente distribúıdas como uma Qui-quadrado com
m− p graus de liberdade.

Prova: De acordo com o que vimos no Teorema 4.1, se o modelo é apro-
priado e os parâmetros de Φ(B), definido em (2.5), são conhecidos, então
o processo dos erros {εt}t∈Z é formado por variáveis não correlacionadas e
sua função de autocorrelação amotral ρ∗ε(·) é aproximadamente N(0, (1/n)I).
Assim n

∑m
k=1 ρ2∗

ε (k) e, consequentemente, n(n+2)
∑m

k=1(n−k)−1ρ2∗
ε (k) pos-

suem distribuição Qui-quadrado com m graus de liberdade. Se m é tomado
suficientemente grande, então espera-se que as estat́ısticas (4.28) e (4.29) se-
jam distribúıdas como uma Qui-quadrado com m− p graus de liberdade.

¤
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O artigo Ljung e Box (1978) compara os testes baseados nas estat́ısticas
QBP (·) e QLB(·) para n ∈ {50, 100, 200}, m ∈ {10, 20, 30} em um processo
AR(1) com φ1 = 0, 5. Este artigo mostra que os ńıveis de significância
emṕıricos de QLB(·) estão mais próximos dos ńıveis de significância nominais
do que os ńıveis de significância emṕıricos de QBP (·).

Apesar do resultado do Teorema 4.3 ser válido somente quando m é sufi-
cientemente grande, Ljung (1986), através de simulações de Monte Carlo, ve-
rifica o comportamento da estat́ıstica QBP (·), considerando m ∈ {2, 3, 5, 10}
num processo AR(1) com φ1 ∈ {0, 40; 0, 70; 0, 80; 0, 90; 0, 99}. Este artigo
mostra que a distribuição de probabilidade Qui-quadrado com m−p = m−1
graus de liberdade é adequada, a não ser para os valores de φ1 próximos
dos limites de não estacionariedade e não invertibilidade. Para a estat́ıstica
QLB(·), considerando m ∈ {2, 3, 5, 10, 20} num processo AR(1) com
φ1 ∈ {0, 40; 0, 70; 0, 90; 0, 99}, Ljung (1986) conclui que a distribuição
de probabilidade Qui-quadrado com m− p = m− 1 graus de liberdade pode
ser utilizada para m = 2 e m = 3, se φ1 ≤ 0, 70. Para φ1 próximo a 1 o valor
de m deve ser maior.

A relação (4.19), utilizada na prova do Lema 4.1, cujo resultado possibili-
tou a obtenção da distribuição de ρ̂ε̂(·) para o processo AR(p), não é satisfeita
pelo processo MA(q), ou mais geralmente, pelo processo ARIMA(p, d, q).
Entretanto, uma importante propriedade desses processos, dado no seguinte
teorema, nos possibilita uma generalização. A demonstração pode ser encon-
trada em Box e Pierce (1970), §5.1.

Teorema 4.4 Sejam {Xt}t∈Z o processo ARIMA(p, d, q), com média µ = 0,
dado pela expressão (2.7) e {Yt}t∈Z o processo AR(p+q), dado pela expressão
(4.1). Se Φ(B)(1 − B)dXt = Θ(B)εt e Φ(B)Θ(B)Yt = εt são processos es-
tocásticos obtidos com o mesmo processo de rúıdo branco {εt}t∈Z, então os
reśıduos desses modelos e, consequentemente, as funções de autocorrelações
amostrais dos reśıduos são aproximadamente as mesmas, quando estes são
ajustados pelo estimador de mı́nimos quadrados.

O Teorema 4.5, a seguir, determina a distribuição assintótica das es-
tat́ısticas QBP (·) e QLB(·) dadas pelas expressões (4.28) e (4.29), respectiva-
mente, para o processo ARIMA(p, d, q). Sua demonstração é uma aplicação
dos Teoremas 4.3 e 4.4.

Teorema 4.5 Sejam {Xt}t∈Z o processo ARIMA(p, d, q), com média µ = 0,
dado pela expressão (2.7) e as estat́ısticas QBP (·) e QLB(·) como definidas
em (4.28) e (4.29), respectivamente. Se o modelo é corretamente identifi-
cado e ajustado pelo estimador de mı́nimos quadrados, QBP (·) e QLB(·) são
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assintóticamente distribúıdas como uma Qui-quadrado com m− p− q graus
de liberdade.

Prova: Pelo Teorema 4.4 as funções de autocorrelações amostrais dos reśıduos
do processo {Xt}t∈Z são aproximadamente as mesmas de um processo AR(p+
q). Então, pelo Teorema 4.3, QBP (·) e QLB(·) possuem distribuição assintótica
Qui-quadrado com m− p− q graus de liberdade.

¤

O Teorema 4.6 apresentado por Li e McLeod (1986), e dado a seguir, pos-
sibilita identificar as distribuições de QBP (·) e QLB(·) no processo ARFIMA
(p, d, q). Sua demonstração é uma extensão trivial do Teorema 4.2 que, con-
forme dito anteriormente, foi apresentado por McLeod (1978).

Teorema 4.6 Para algum m ≥ 1 fixo,
√

n{ρ̂ε̂(1), . . . , ρ̂ε̂(m)} é assintóti-
camente normal com média zero e matriz de covariância I −XV −1X ′, onde
ρ̂ε̂(·) é a função de autocorrelação dos reśıduos {ε̂t}t∈Z, definida em (4.4), I
é a matriz identidade de ordem m×m, X é matriz de ordem (p + q + 1)×
(p + q + 1) dada por

X =
( −φ′i−j −θ′i−j K

)
,

onde K =
(
1, 1

2
, · · · , 1

m−1

)′
e

V =

(
Vp,q J

J ′ π2

6

)
,

onde Vp,q é a matriz de informação do processo ARMA em (φ1, · · · , φp,
θ1, · · · , θq) e J = [ηV (0), · · · , ηV (p− 1), ηU(0), · · · , ηU(q − 1)]′ com

ηV (l) =
∑
i≥0

φ′i
l + i + 1

, e ηU(l) =
∑
i≥0

θ′i
l + i + 1

,

onde, {Vt}t∈Z e {Ut}t∈Z são processos autoregressivos auxiliares dados, respec-
tivamente, por Φ(B)Vt = −εt e Θ(B)Ut = εt, de forma que ∂εt/∂φj = Vt−j e
∂εt/∂θj = Ut−j.

Observação: Pode ser mostrado que I−XV −1X ′ é aproximadamente idem-
potente com posto m−(p+q+1), para m suficientemente grande, e portanto
QBP (·) e QLB(·) são aproximadamente distribúıdas como uma Qui-quadrado
com m− (p + q + 1) graus de liberdade.

Através de experimentos de Monte Carlo, o artigo Ljung e Box (1978)
observa que o teste baseado na estat́ıstica QLB(·) providencia substancial
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melhora, para pequenas amostras, quando comparado ao teste baseado na
estat́ıstica QBP (·), para o processo AR(1). Ljung (1986) verifica o uso de uma
distribuição de probabilidade aproximada para o teste baseado na estat́ıstica
QLB(·), também para o processo AR(1). Li e McLeod (1986) mostram re-
sultado de QLB(·) para o processo ARFIMA(0, d, 0). O artigo Reisen et al.
(2003) faz uma comparação dos ńıveis de significância de QBP (·) e QLB(·)
para os processos ARFIMA(0, d, 0), ARFIMA(1, d, 0) e ARFIMA(0, d, 1),
considerando os estimadores dGPH , dsp, dR e dFT citados no Caṕıtulo 3. Este
artigo conclui que o teste baseado na estat́ıstica QLB(·) é superior ao baseado
na estat́ıstica QBP (·), no sentido de que os ńıveis de significância emṕıricos
do primeiro se aproximam mais dos ńıveis nominais do que o do segundo.
O comportamento de ambos os testes depende principalmente do processo,
dos valores dos parâmetros, do estimador do parâmetro d e do valor de m
considerados.

4.3 QMT de Monti

Monti (1994) propõe a seguinte estat́ıstica de teste baseada na soma do
quadrado das funções de autocorrelação parcial amostral dos reśıduos, dada
pela expressão

QMT (m) = n(n + 2)
m∑

k=1

(n− k)−1φ̂2
ε̂(k, k), (4.30)

onde φ̂ε̂(k, k) é a função de autocorrelação parcial amostral dos reśıduos
{ε̂t}n

t=1 de ordem k, dada pela Definição 2.13.

A seguir, derivamos a distribuição assintótica da estat́ıstica QMT (·) dada
por (4.30).

Considere

φ(l)
ε =

(
φε(1, 1), φε(2, 2), · · · , φε(l, l)

)′
(4.31)

o vetor das l primeiras funções de autocorrelação parcial dos erros {εt}t∈Z.
Se ρε(·) e φε(·, ·) são a função de autocorrelação e a função de autocorrelação

parcial dos erros {εt}t∈Z, respectivamente, então o vetor φ
(l)
ε definido pela

expressão (4.31) com componentes dados por (4.32) pode ser obtido pelo
algoŕıtmo de Durbin (1960), dado na Definição 2.13, através da seguinte
expressão

φε(k, k) =
ρ

(k)
ε − ρ

(k−1)′
ε T−1

k−1 ρ
(k−1)∗
ε

1− ρ
(k−1)′
ε T−1

k−1 ρ
(k−1)∗
ε

, 1 ≤ k ≤ l, (4.32)
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onde ρ
(l)
ε =

(
ρε(1), ρε(2), · · · , ρε(l)

)′
, ρ

(l)∗
ε =

(
ρε(l), ρε(l− 1), · · · , ρε(1)

)′
e Tk

é a matriz Toeplitz de ordem k×k, tal que o (i, j)-ésimo elemento é dado por
Tk(i, j) = ρ̂ε̂(|i− j|). Então, φ̂ε̂(·, ·) pode ser obtido analogamente a φε(·, ·),
substituindo as funções de autocorrelação parcial amostral de {εt}t∈Z pelas
funções de autocorrelação parcial amostral de {ε̂t}n

t=1 em (4.32).

Através do Teorema 4.7, dado a seguir, Monti (1994) demonstra a dis-
tribuição assintótica de probabilidade da estat́ıstica QMT (·).

Teorema 4.7 Sejam {Xt}t∈Z o processo ARIMA(p, d, q), com média µ =
0, dado pela expressão (2.7). Se o modelo é corretamente identificado, a
estat́ıstica QMT (·), definida pela expressão (4.30) é assistóticamente dis-
tribúıda, como uma variável aleatória com distribuição de probabilidade Qui-
quadrado com m− p− q graus de liberdade.

Através de experimentos de Monte Carlo, Monti (1994) compara o ńıvel de
significância e o poder dos testes baseados nas estat́ısticas QLB(·) e QMT (·),
nos processos AR(1) e MA(1), considerando n = 100, m ∈ {7, 10, 15, 20}
e φ1, θ1 ∈ {0, 1; 0, 4; 0, 7; 0, 9}. Este artigo mostra que a estat́ıstica QMT (·)
não é senśıvel a mudanças no valor de m como acontece com QLB(·). O
artigo Kwan e Wu (1997) investiga o comportamento da estat́ıstica QLB(·) e
QMT (·) quanto ao ńıvel de significância emṕırico e o poder emṕırico destes
testes para pequenos tamanhos de amostra (n ∈ {50, 75, 100}) e 2 ≤ m ≤ 20.
O artigo Kwan e Wu (1997) indica que o ńıvel de significância emṕırico pode
ser afetado com os diferentes valores de m e que o poder emṕırico destas
estat́ısticas são similares para determinados valores de m.

4.4 QPR de Peña-Rodŕıguez

O artigo Peña e Rodŕıguez (2002) propõe um teste portmanteau baseado em
uma nova estat́ıstica de teste. As simulações de Monte Carlo mostram que,
dependendo do modelo e do tamanho amostral, este teste é mais poderoso do
que os propostos por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978) e Monti (1994).
O teste é baseado na m-ésima ráız do determinante da m-ésima matriz de
autocorrelação. A estat́ıstica proposta é dada por

QPR(m) = n
[
1− |Rm|1/m

]
, (4.33)

onde |Rm| é o determinante da matriz Rm de ordem (m + 1) × (m + 1) das
funções de autocorrelações residuais amostrais, dada por
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Rm ≡ (rl)
m
l=0 =




1 r1 · · · rm

r1 1 · · · rm−1
...

...
. . .

...
rm rm−1 · · · 1


 , (4.34)

onde rl =
√

n+2
n−l

ρ̂ε̂(l), para l = 1, · · · ,m, onde ρ̂ε̂(·) é a função de autocor-

relação amostral dos reśıduos {ε̂t}n
t=1, definida pela expressão (4.5).

A distribuição assintótica da estat́ıstica de teste é uma combinação linear
da distribuição χ2 e pode ser aproximada por uma distribuição Gama (ver
Teorema 4.8).

Para a obtenção da estat́ıstica QPR(·), dada na expressão (4.33), é neces-
sário primeiro calcular o determinante da matriz Rm. Damos, a seguir, uma
expressão recursiva para o cálculo deste determinante (ver expressão (4.37)
para o valor da m-ésima ráız do determinante de Rm), que será de grande
utilidade nas aplicações e nas simulações apresentadas no Caṕıtulo 6. Ob-
serve que a expressão (4.34) pode ser reescrita através da seguinte expressão
recursiva

Rm =

[
1 r(m)′

r(m) Rm−1

]
,

onde r(m) = (r1, · · · , rm)′ é o vetor das m primeiras componentes do vetor r
definido na expressão (4.34). E esta pode ser reescrita como o produto das
seguintes matrizes

Rm =

[
I r(m)R−1

m−1

0 I

] [
1− r(m)′R−1

m−1r
(m) r(m)

0 Rm−1

] [
I 0

R−1
m−1r

(m)′ I

]
.

Usando as propriedades de determinante de uma matriz particionada e
lembrando que o determinante do produto de matrizes é o produto dos de-
terminantes das matrizes, da igualdade acima, temos que

|Rm| =
∣∣∣∣

1− r(m)′R−1
m−1r

(m) r(m)

0 Rm−1

∣∣∣∣ = |Rm−1|
[
1− r(m)′R−1

m−1r
(m)

]
=

|Rm| = |Rm−1|
[
1− A2

m

]
, (4.35)

onde A2
m = r(m)′R−1

m−1r
(m) é o quadrado do coeficiente de correlação múltiplo

no ajuste linear de ε̂t =
∑m

j=1 bj ε̂t−j + ut. Pelo uso recursivo da expressão
(4.35), temos que

41



|Rm| = (1− A2
m) |Rm−1| = (1− A2

m)(1− A2
m−1) |Rm−2| =

= (1− A2
m)(1− A2

m−1)(1− A2
m−2) |Rm−3| = · · · =

= (1− A2
m)(1− A2

m−1) · · · (1− A2
2) |R1| =

= (1− A2
m)(1− A2

m−1) · · · (1− A2
2)(1− A2

1) |R0|.
Então, como |R0| = 1, temos que

|Rm| =
m∏

i=1

(1− A2
i ). (4.36)

Assim,

|Rm|1/m =

[ m∏
i=1

(1− r(i)′R−1
i−1r

(i))

]1/m

. (4.37)

Podemos obter uma segunda expressão para o cálculo de |Rm|1/m, obser-
vando que 1− A2

i = SQR(1, i)/SQT onde SQR(1, i) é a soma do quadrado
dos reśıduos na decomposição ANOVA da regressão ε̂t =

∑i
j=1 bj ε̂t−j + ut e

SQT =
∑n

t=1 ε̂2
t é a soma dos quadrados total. Analogamente, 1 − A2

i−1 =
SQR(1, i− 1)/SQT . Desta forma,

1− A2
i

1− A2
i−1

=
SQR(1, i)

SQR(1, i− 1)
= 1− φ̂2

ε̂(i, i),

onde φ̂2
ε̂(i, i) = [SQR(1, i − 1) − SQR(1, i)]/SQR(1, i − 1), i ≥ 2, é o

(i, i)-ésimo coeficiente de autocorrelação parcial do reśıduos. Para i = 1,
φ̂2

ε̂(1, 1) = A2
1. Assim, da expressão (4.37), temos que

|Rm| = (1− A2
1)(1− A2

2) · · · (1− A2
m−1)(1− A2

m) =

= (1− A2
1)

(1−A2
2)

(1−A2
1)
· · · (1−A2

m−1)

(1−A2
m−2)

(1−A2
m)

(1−A2
m−1)

[
(1− A2

1) · · · (1− A2
m−1)

]
=

= (1− A2
1)(1− φ̂2

ε̂(2, 2)) · · · (1− φ̂2
ε̂(m,m))

[
(1− A2

1) · · ·
· · · (1− A2

m−1)
]

=

= (1− A2
1)(1− φ̂2

ε̂(2, 2)) · · · (1− φ̂2
ε̂(m,m))(1− A2

1)
[

(1−A2
2)

(1−A2
1)
· · ·

· · · (1−A2
m−1)

(1−A2
m−2)

][
(1− A2

1) · · · (1− A2
m−2)

]
=

= (1− A2
1)

2(1− φ̂2
ε̂(2, 2))2 · · · (1− φ̂2

ε̂(m− 1,m− 1))2

(1− φ̂2
ε̂(m,m))

[
(1− A2

1) · · · (1− A2
m−2)

]
=
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= (1− A2
1)

3(1− φ̂2
ε̂(2, 2))3 · · · (1− φ̂2

ε̂(m− 2,m− 2))3

(1− φ̂2
ε̂(m− 1,m− 1))2(1− φ̂2

ε̂(m,m))
[
(1− A2

1) · · ·
· · · (1− A2

m−3)
]

=

= · · · = (1− A2
1)

m(1− φ̂2
ε̂(2, 2))m−1 · · · (1− φ̂2

ε̂(m− 2,m− 2))3

(1− φ̂2
ε̂(m− 1,m− 1))2(1− φ̂2

ε̂(m,m))

=
∏m

i=1(1− φ̂2
ε̂(i, i))

m+1−i,

pois 1 − φ̂2
ε̂(1, 1) =

1−A2
1

1−A2
0

= 1 − A2
1, já que A2

0 não está definido. Obtemos,

então a seguinte expressão alternativa para a expressão (4.37):

|Rm|1/m =
m∏

i=1

[
1− φ̂2

ε̂(i, i)
](m+1−i)/m

.

Observação: Neste trabalho utilizamos a expressão (4.37) para o cálculo de
|Rm|1/m .

O seguinte teorema determina a distribuição assintótica de QPR(·). Sua
demonstração pode ser encontrada em Peña e Rodŕıguez (2002).

Teorema 4.8 Seja {Xt}t∈Z o processo ARIMA(p, d, q), com média µ = 0,
dado pela expressão (2.7). Se o modelo é corretamente identificado, a es-
tat́ıstica QPR(·) definida pela expressão (4.33), é assintóticamente distribúıda
como

∑m
i=1 λiχ

2
1,i, onde χ2

1,i, para 1 ≤ i ≤ m, são variáveis aleatórias Qui-
quadradas, com 1 grau de liberdade, independentes. Os valores reais λi, para
1 ≤ i ≤ m, são os autovalores da matriz (I − YmV −1

m Y ′
m)Wm, onde Wm é

uma matriz diagonal dada por

Wm = diag(wm(1), · · · , wm(m)), com wm(i) =
m− i + 1

m
,

para i = 1, · · · ,m. A matriz I é a matriz identidade de ordem m×m, Vm é
a matriz de informação dos parâmetros φ e θ e Ym é uma matriz de ordem
m × (p + q), com elementos ψi e πj definidos por Φ(B)−1 =

∑
i≥0 φi Bi e

Θ(B)−1 =
∑

j≥0 πj Bj.

Observação: Pela dificuldade de se calcular os autovalores da matriz (I −
YmV −1

m Y ′
m)Wm, Peña e Rodŕıguez (2002) aproximam a distribuição exata de

QPR(·), dada no Teorema 4.8, por uma distribuição Gama - denotada por
G(g1, g2). Os parâmetros g1 e g2 são dados por (ver seção 3.2 de Peña e
Rodŕıguez (2002))

g1 =
3m[(m + 1)− 2(p + q)]2

2[2(m + 1)(2m + 1)− 12m(p + q)]
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e (4.38)

g2 =
3m[(m + 1)− 2(p + q)]

2(m + 1)(2m + 1)− 12m(p + q)
,

(ver Anexo B para os cálculos que obtém estes parâmetros).

Observe que g1 = 2−1 g2[(m + 1) − 2(p + q)]. Então, a esperança e a
variância de G(g1, g2) são dados respectivamente, por

E
(
G(g1, g2)

)
=

g1

g2

=
(m + 1)

2
− (p + q)

e

V ar
(
G(g1, g2)

)
=

g1

g2
2

=
(m + 1)(2m + 1)− 6m(p + q)

2
.

O artigo Peña e Rodŕıgues (2000) faz um estudo comparativo do ńıvel
de significância, no processo AR(1), e do poder dos testes, nos processos
AR(1) e MA(1), baseados nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·), dadas,
respectivamente, pelas expressões (4.29), (4.30) e (4.33). Este artigo mostra
a adequação da aproximação citada na observação acima.

Observação: A distribuição de probabilidade das estat́ısticas QMT (·) e
QPR(·) propostas, respectivamente, por Monti (1994) e Peña e Rodŕıguez
(2002) para os processos ARFIMA(p, d, q) ainda não foram derivadas até
o presente momento. Aqui, neste trabalho, utilizamos uma idéia heuŕıstica:
consideramos que a distribuição de probabilidade da estat́ıstica QMT (·) é
uma Qui-quadrado com m− (p + q + 1) graus de liberdade, tendo em vista
que agora nestes processos temos mais um parâmetro a ser estimado além dos
parâmetros autoregressivos e médias móveis. Pela mesma razão, a estat́ıstica
QPR(·) tem uma distribuição de probabilidade Gama com parâmetros g̃1 e
g̃2 dados por

g̃1 =
3m[(m + 1)− 2(p + q + 1)]2

2[2(m + 1)(2m + 1)− 12m(p + q + 1)]

e (4.39)

g̃2 =
3m[(m + 1)− 2(p + q + 1)]

2(m + 1)(2m + 1)− 12m(p + q + 1)
.

Observe que os parâmetros g̃1 e g̃2 são os mesmos parâmetros g1 e g2

dados pela expressão (4.38), com a mudança de que onde era p + q naquela
expressão, consideramos agora p + q + 1.
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Caṕıtulo 5

Simulações e Resultados

Neste caṕıtulo apresentamos o método de simulação de um processo ARFI-
MA(p, d, q) e a estimação dos seus parâmetros através dos diversos métodos
apresentados no Caṕıtulo 3. Após a realização dessas estimativas calculamos
as estat́ısticas de teste QLB(·), QMT (·) e QPR(·), dadas, respectivamente,
pelas expressões (4.29), (4.30) e (4.33) e obtemos o ńıvel de significância
emṕırico dos testes baseados nestas estat́ıstias. Apresentamos nas Seções
5.1, 5.2 e 5.3 os resultados das simulações dos processos ARFIMA(0, d, 0),
ARFIMA(1, d, 0) e ARFIMA(0, d, 1), respectivamente. Apesar de intro-
duzirmos no Caṕıtulo 4 a estat́ıstica de teste QBP (·), não a incluiremos neste
trabalho porque um estudo semelhante ao que fizemos, comparando QBP (·)
e QLB(·) já foi realizado por Reisen et al. (2003).

Os programas de simulação foram desenvolvidos na linguaguem Fortran
Workstation 4.0 para gerar 500 amostras de tamanho n = 1000 de proces-
sos ARFIMA(0, d, 0), ARFIMA(1, d, 0) e ARFIMA(0, d, 1). Utilizamos,
também, algumas subrotinas da biblioteca IMSL.

Observação: Veja na Definição 3.1 do processo ARFIMA(p, d, q) que a
expansão binomial, dada pela expressão (3.2), é uma série numérica, o que
é imposśıvel de se obter computacionalmente. Para contornar esse problema
computacional, truncamos essa série em um valor limite r menor do que o
tamanho da amostra n, obtendo

∇d
r(B) =

r∑

k=0

(
d
k

)
(−B)k. (5.1)

Conforme Li e McLeod (1986), o “novo” modelo obtido é estacionário para
r ≥ 0, pois as ráızes de ∇d

r(B) = 0 estão fora do ćırculo unitário (ver Henrici
(1974), página 462). Neste trabalho utilizamos r = 999. Baillie et al. (1996)
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também utilizam um valor de r dessa ordem.

Para simular amostras de um processo ARFIMA(p, d, q), utilizamos o
método descrito por Hosking (1982).

As etapas para a simulação de amostras de tamanho n de um processo
ARFIMA(0, d, 0) são as seguintes:

I. Gerar, através da subrotina RNNOR, uma variável aleatória N(0,1), com
n observações, para simular um processo rúıdo branco {εt}t∈Z dado na
Definição 2.16;

II. Calcular a função de autocorrelação parcial através das equações

φY (t, t) =
d

t− d
e φY (t, j) = φY (t− 1, j)− φY (t, t)φY (t− 1, t− j),

para j = 1, 2, · · · , t− 1 e t = 1, 2, · · · , n, dadas por Hosking (1984);

III. Calcular a média e a variância da variável aleatória Yt dadas por

mt =
t∑

j=1

φX(t, j)Xt−j e vt = (1− φX(t, t)2)vt−1,

onde v0 = σ2
ε = 1, para t = 1, 2, · · · , n− 1;

IV. Gerar uma variável aleatória Yt, com distribuição Normal com média
mt e variância vt, para t = 1, 2, · · · , n− 1.

Assim, obtemos uma amostra {Yt}n
t=1 do processo ARFIMA(0, d, 0) dado

por (1− B)dYt = εt. Uma série temporal (amostra) {Xt}n
t=1 é obtida de um

processo ARFIMA(p, d, q) dado por Φ(B)Xt = Θ(B)Yt, se a seguinte etapa
é realizada após as etapas I a IV acima.

V. Gerar Xt pela seguinte equação recursiva:

Xt =

p∑
j=1

φX(j)Xt−j −
q∑

j=1

θjYt−j + Yt, para t = 1, · · · , n.

Após simular um processo ARFIMA(p, d, q), as seguintes etapas devem
ser realizados para se estimar os seus parâmetros com o objetivo de encon-
trar os reśıduos {ε̂t}n−10

t=1 . Posteriomente, desejamos calcular os ńıveis de
significância emṕıricos das estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·), dadas, res-
pectivamente, pelas expressões (4.29), (4.30) e (4.33), quando utilizamos os

estimadores d̂GPH , d̂sp, d̂
(0,7)
R ou d̂

(0,8)
R e d̂FT descritos no Caṕıtulo 3.
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VI. Estimar o parâmetro de diferenciação d através dos estimadores d̂GPH ,
d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT , descritos no Caṕıtulo 3. Quando utilizamos o

estimador proposto por Fox e Taqqu (1986) para obtermos os ńıveis
de significância emṕıricos das estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·), a
etapa VIII, dada a seguir para estimar os coeficientes dos polinômios
Φ(·) e Θ(·) não é realizada, pois este método obtém estas estimativas
simultaneamente ao estimar o parâmetro d;

VII. Diferenciar a série original para se obter {Ut}n−10
t=1 um processo ARMA

(p, q), isto é, calcular a seguinte expressão

Ut = ∇d̂i
999(B)Xt =

999∑

k=0

(
d̂i

k

)
(−1)kXt−k, i ∈ {GPH, sp,R, FT};

VIII. Estimar os coeficientes dos polinômios Φ(·) e Θ(·), dados pela ex-
pressão (2.5), através da subrotina NSLSE.

Para obtermos o ńıvel de significância emṕırico (erro tipo I) dos testes
baseados nas estat́ıstica QLB(·), QMT (·) e QPR(·) realizamos as seguinte eta-
pas:

IX. Após obter as estimativas do processo ARFIMA(p, d, q), estimar os
reśıduos ε̂t através da expressão

ε̂t =
Φ̂(B)

Θ̂(B)
Ut,

onde Ut é a série diferenciada obtida na etapa VII;

X. Calcular QLB(·), QMT (·) e QPR(·) através de suas respectivas expressões
(4.29), (4.30) e (4.33). Observe que, para o cálculo de QPR(·), é
necessário inverter matriz e multiplicar matriz por vetor. Para realizar
estes procedimentos foram utilizadas as subrotinas LINDS e MURRV
da biblioteca IMSL, respectivamente;

XI. Calcular os graus de liberdade da distribuição de probabilidade de cada
estat́ıstica. Quando a série temporal {Xt}n

t=1 for diferenciada pelos es-

timadores d̂GPH , d̂sp, d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , QLB(·) e QMT (·) têm distribuição

de probabilidade Qui-quadrado com m − (p + q) graus de liberdade e
QPR(·) tem distribuição de probabilidade G(g1, g2), com g1 e g2 dados
pela expressão (4.38) e quando a série temporal {Xt}n

t=1 foi diferenciada
pelo estimador d̂FT , QLB(·) e QMT (·) têm distribuição de probabilidade
Qui-quadrado com m− (p+q+1) graus de liberdade e QPR(·) tem dis-
tribuição de probabilidade G(g1, g2), com g̃1 e g̃2 dados pela expressão
(4.39);

47



XII. Fixar um ńıvel de significância emṕırico α (utilizamos, neste trabalho
α ∈ {0, 01; 0, 05; 0, 10}) e calcular o ponto cŕıtico para cada estat́ıstica,
ou seja, o valor no qual nos baseamos para decidir se rejeitamos ou não
a hipótese nula H0. A subrotina CHIIN fornece o ponto cŕıtico para
a distribuição de probabilidade Qui-quadrado e a função GAMIN para
a distribuição de probabilidade Gama. Estas duas subrotinas fazem
parte da biblioteca IMSL;

XIII. Como sabemos qual o verdadeiro processo que foi gerado (ARFIMA
(0, d, 0), ARFIMA(1, d, 0) ou ARFIMA(0, d, 1)), podemos contar quan-
tas das 1000 amostras geradas foram rejeitadas erroneamente pelos
testes portmanteau baseado nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·),
isto é, calcular o ńıvel de significância emṕırico dos testes quando a
série temporal foi diferenciada por d̂GPH ;

XIV. Como descrevemos os procedimentos para obter o ńıvel de significância
emṕırico dos testes quando a série temporal for diferenciada por d̂GPH ,
é necessário repetir as etapas VII-XIII outras 4 vezes para se obter o
ńıvel de significância emṕırico dos testes quando a série temporal for
diferenciada por d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT , observando que para este último

estimador não é realizada a etapa VIII.

Observações:

(a) Para estimar os parâmetros do processo ARFIMA(p, d, q), as subroti-
nas mencionadas utilizam métodos numéricos de convergência. As amostras
para as quais esses limites de convergência não foram atingidos, foram descar-
tadas.

(b) Como o estimador de Fox e Taqqu (1986) estima simultaneamente
todos os parâmetros do processo ARFIMA(p, d, q), as estat́ısticas QLB(·) e
QMT (·) têm distribuição de probabilidade Qui-quadrado com m− (p+ q +1)
graus de liberdade e QPR(·) tem distribuição de probabilidade Gama com
parâmetros dados pela expressão (4.39). Para obtermos as estimativas dos
coeficientes de Φ(·) e Θ(·) quando estimamos d através dos outros métodos

(d̂GPH , d̂sp, d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R ) precisamos diferenciar a série (que foi gerada como

um processo ARFIMA(p, d, q)) obtendo um processo ARMA(p, q). Nestes
casos, as estat́ısticas QLB(·) e QMT (·) têm distribuição de probabilidade Qui-
quadrado com m − (p + q) graus de liberdade e QPR(·) tem distribuição de
probabilidade Gama com parâmetros dados pela expressão (4.38).

Nas Seções 5.1, 5.2, 5.3 a seguir, apresentamos resultados das simulações
dos processos ARFIMA(0, d, 0), ARFIMA(1, d, 0) e ARFIMA(0, d, 1), res-
pectivamente.
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5.1 ARFIMA(0, d, 0)

Nesta seção apresentamos os resultados das simulações do processo ARFI-
MA(0, d, 0). Foram gerados processos com d = 0, 2 e d = 0, 4.

Nas Tabelas 5.1 a 5.3, a seguir, apresentamos os ńıveis de significância
emṕırico dos testes baseados nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) dadas,
respectivamente, pelas expressões (4.29), (4.30) e (4.33), para α ∈ {0, 01;
0, 05; 0, 10} e m ∈ {2; 5; 10; 50; 100}. Na Tabela 5.1 estão os casos em
que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste caṕıtulo,
foi diferenciada pelos estimadores d̂GPH e d̂sp. Na Tabela 5.2 estão os casos

em que a série foi diferenciada pelos estimadores d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R e na Tabela 5.3

estão os casos em que a série foi diferenciada pelo estimador d̂FT , descritos no
Caṕıtulo 3. Por questão de estética dividimos os resultados em três tabelas.

Tabela 5.1: Nı́vel de significância emṕırico dos testes baseados nas estat́ıs-
ticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) quando utilizados os métodos

d̂GPH e d̂sp.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
Método m QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

d = 0, 2
2 0,546 0,552 0,564 0,634 0,632 0,638 0,684 0,682 0,682
5 0,512 0,520 0,558 0,590 0,596 0,638 0,662 0,668 0,682

d̂GPH 10 0,498 0,492 0,540 0,552 0,566 0,620 0,626 0,618 0,670
50 0,382 0,352 0,510 0,478 0,478 0,586 0,538 0,522 0,630
100 0,350 0,304 0,514 0,450 0,412 0,582 0,512 0,466 0,634
2 0,498 0,502 0,506 0,596 0,592 0,626 0,660 0,656 0,676
5 0,472 0,470 0,518 0,568 0,554 0,608 0,614 0,616 0,650

d̂sp 10 0,436 0,430 0,496 0,526 0,514 0,576 0,586 0,574 0,626
50 0,320 0,296 0,402 0,422 0,408 0,472 0,490 0,482 0,516
100 0,268 0,232 0,382 0,420 0,356 0,456 0,478 0,442 0,510

d = 0, 4
2 0,592 0,594 0,622 0,676 0,674 0,696 0,730 0,734 0,748
5 0,570 0,568 0,620 0,654 0,656 0,690 0,706 0,706 0,742

d̂GPH 10 0,510 0,522 0,596 0,602 0,608 0,682 0,666 0,672 0,718
50 0,374 0,356 0,542 0,496 0,476 0,632 0,562 0,538 0,688
100 0,346 0,304 0,560 0,446 0,398 0,632 0,500 0,474 0,678
2 0,494 0,494 0,520 0,604 0,604 0,628 0,670 0,666 0,666
5 0,468 0,468 0,518 0,582 0,580 0,614 0,640 0,636 0,670

d̂sp 10 0,416 0,402 0,500 0,534 0,528 0,602 0,594 0,598 0,652
50 0,276 0,260 0,378 0,406 0,386 0,482 0,484 0,460 0,548
100 0,266 0,224 0,384 0,364 0,318 0,478 0,436 0,404 0,532
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Observe que, na Tabela 5.1, em nenhuma situação os ńıveis de significância
emṕıricos atingem os ńıveis de significância nominais (α). Observe ainda que
os valores dos ńıveis de significância emṕıricos estão sempre acima dos no-
minais em qualquer uma das três estat́ısticas e para qualquer valor de m,
independente do valor de d.

Tabela 5.2: Nı́vel de significância emṕırico dos testes baseados nas estat́ıs-

ticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) quando utilizado o método d̂R

com g(n) = n0,7 e g(n) = n0,8.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
Método m QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

d = 0, 2
2 0,154 0,156 0,172 0,254 0,256 0,262 0,338 0,332 0,346
5 0,126 0,126 0,156 0,194 0,192 0,238 0,274 0,270 0,310

d̂
(0,7)
R 10 0,104 0,098 0,122 0,170 0,170 0,214 0,244 0,238 0,262

50 0,074 0,040 0,090 0,150 0,124 0,176 0,200 0,182 0,234
100 0,076 0,030 0,132 0,134 0,108 0,216 0,210 0,170 0,268
2 0,028 0,024 0,058 0,102 0,100 0,132 0,170 0,158 0,212
5 0,030 0,028 0,036 0,090 0,098 0,098 0,144 0,150 0,152

d̂
(0,8)
R 10 0,028 0,022 0,030 0,094 0,090 0,094 0,148 0,154 0,150

50 0,012 0,010 0,026 0,080 0,066 0,084 0,140 0,126 0,144
100 0,024 0,010 0,096 0,098 0,062 0,170 0,154 0,124 0,232

d = 0, 4
2 0,368 0,350 0,382 0,524 0,518 0,540 0,612 0,608 0,616
5 0,344 0,296 0,376 0,480 0,452 0,520 0,564 0,544 0,592

d̂
(0,7)
R 10 0,278 0,240 0,316 0,424 0,376 0,462 0,520 0,486 0,548

50 0,184 0,118 0,120 0,318 0,236 0,218 0,412 0,314 0,272
100 0,188 0,068 0,062 0,306 0,168 0,122 0,384 0,270 0,186
2 0,254 0,232 0,272 0,456 0,440 0,484 0,594 0,576 0,596
5 0,202 0,170 0,252 0,402 0,362 0,434 0,506 0,480 0,552

d̂
(0,8)
R 10 0,168 0,142 0,184 0,318 0,282 0,358 0,418 0,386 0,472

50 0,102 0,054 0,050 0,236 0,168 0,116 0,336 0,254 0,196
100 0,118 0,038 0,032 0,218 0,126 0,080 0,302 0,204 0,126

Na Tabela 5.2, quando a série foi diferenciada pelo estimador d̂
(0,7)
R na

etapa VII, os ńıveis de significância emṕıricos se apresentam mais baixos do
que na Tabela 5.1. Quando a série foi diferenciada por d̂

(0,8)
R os ńıveis de

significância emṕıricos são ainda mais baixos do que quando a série foi difer-
enciada por d̂

(0,7)
R , mas poucos casos atingem os ńıveis nominais desejados, in-

dependente do tamanho de m. Observe também que, nas três estat́ısticas, os
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ńıveis emṕıricos diminuem quando m aumenta e estes, em geral, são menores
para QLB(·). Uma questão que fica como sugestão para próximos trabalhos
é investigar se aumentando o valor de g(n) os ńıveis emṕıricos diminuiriam
mais.

Tabela 5.3: Nı́vel de significância emṕırico dos testes baseados nas estat́ıs-
ticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) quando utilizado o método

d̂FT .

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
Método m QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

d = 0, 2
2 0,018 0,016 0,028 0,054 0,060 0,102 0,114 0,116 0,172
5 0,012 0,016 0,024 0,058 0,056 0,056 0,122 0,120 0,108
10 0,014 0,012 0,024 0,056 0,060 0,042 0,100 0,106 0,112
50 0,010 0,004 0,024 0,068 0,050 0,090 0,108 0,096 0,154
100 0,020 0,008 0,118 0,078 0,060 0,212 0,138 0,114 0,266

d̂FT d = 0, 4
2 0,008 0,008 0,022 0,050 0,052 0,098 0,112 0,110 0,172
5 0,016 0,014 0,024 0,062 0,064 0,068 0,110 0,108 0,120
10 0,012 0,016 0,014 0,062 0,064 0,062 0,108 0,106 0,112
50 0,024 0,018 0,024 0,064 0,048 0,078 0,132 0,112 0,136
100 0,032 0,010 0,096 0,092 0,054 0,162 0,144 0,114 0,212

A Tabela 5.3, onde os ńıveis emṕıricos foram obtidos após diferenciarmos
a série original pela estimativa obtida por d̂FT , é a que apresenta os ńıveis
de significância emṕıricos mais próximos dos ńıveis nominais para as três es-
tat́ısticas de teste. Entretanto, para a estat́ıstica QPR(·), os ńıveis emṕıricos
estão um pouco acima dos ńıveis nominais.

Quando a série original foi diferenciada pelos estimadores d̂GPH , d̂sp, d̂
(0,7)
R

e d̂
(0,8)
R (ver Tabelas 5.1 e 5.2) os ńıveis de significância nominais diminuem à

medida que m aumenta, sendo que a estat́ıstica QPR(·) é a que menos sofre
com essa mudança. No caso da Tabela 5.3, os ńıveis de significância nominais
das estat́ısticas QLB(·) e QPR(·) aumentam à medida que m aumenta, sendo
que QPR(·) é a que mais sofre, enquanto que para a estat́ıstica QMT (·) os
ńıveis mudam pouco com o crescimento do valor de m.

Com o intuito de mostrarmos as caracteŕısticas das estimativas de cada
uma das estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) calculamos a média, o desvio
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padrão e o erro quadrático médio. Nas Tabelas 5.4 à 5.6, a seguir, compara-
mos a média emṕırica com o valor esperado teórico (V.E.) da distribuição
de probabilidade das estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·), respectivamente.
Apresentamos também o desvio padrão (D.Padrão) e o erro quadrático médio
(EQM), obtidos quando diferenciamos a série original pelos estimadores des-
critos no Caṕıtulo 3.

Tabela 5.4: Estat́ısticas das estimativas de QLB(·).

d = 0, 2 d = 0, 4
Método V.E. Média D.Padrão EQM Média D.Padrão EQM

2 32,57 64,90 5250,86 42,44 125,06 17376,92
5 47,12 106,15 13446,69 69,54 268,45 76702,47

d̂GPH 10 59,31 144,02 24193,95 101,47 480,68 240811,20
50 113,92 264,94 82981,60 279,41 1883,72 3619164,00
100 178,49 375,86 172779,50 485,41 3541,58 12752930,00
2 26,13 52,54 3427,18 27,33 59,62 4272,25
5 38,10 80,23 7861,31 42,16 104,39 12620,35

d̂sp 10 47,39 97,04 11625,96 57,10 154,59 27065,96
50 91,52 110,89 20612,17 134,11 400,36 177847,30
100 149,13 136,65 40815,09 225,69 675,30 505869,50
2 5,18 7,27 77,48 9,63 10,02 185,47
5 7,85 7,82 119,64 14,08 11,70 323,92

d̂
(0,7)
R 10 12,95 9,14 245,93 19,95 13,91 575,25

50 54,48 16,32 3212,63 65,05 31,92 5196,52
100 105,47 22,28 11577,67 120,42 52,43 17147,59
2 2,57 2,70 12,92 6,61 5,12 64,63
5 5,53 3,93 43,82 10,82 7,14 159,41

d̂
(0,8)
R 10 10,68 5,35 138,46 16,57 9,93 359,81

50 51,36 10,66 2730,57 60,28 25,76 4248,13
100 101,87 15,91 10589,61 114,30 42,06 14738,67
1 1,26 1,51 3,39 1,23 1,48 2,89
4 4,17 2,97 24,50 4,22 2,95 23,26

d̂FT 9 9,13 4,41 99,27 9,12 4,57 96,95
49 49,62 10,04 2543,07 49,79 11,69 2576,17
99 99,97 15,37 10189,31 100,84 17,99 10410,97

Observe que, na Tabela 5.4, quando a série foi diferenciada pelos esti-
mativas obtidas pelos estimadores d̂GPH , d̂sp e d̂

(0,7)
R as médias emṕıricas das

estimativas de QLB(·) não ficaram próximas dos valores esperados. Quando

foi utilizado a estimativa obtida por d̂
(0,8)
R a média emṕırica se aproximou do

valor esperado, somente quando d = 0, 2. Somente para o caso em que foi uti-
lizada a estimativa obtida por d̂FT , a média emṕırica se aproximou do valor
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esperado independente do valor de d. Observe ainda que o desvio padrão e
o erro quadrático médio das estimativas de QLB(·) são sempre menores no
caso em que foi utilizado a estimativa obtida por d̂FT , independente do valor
de d.

Tabela 5.5: Estat́ısticas das estimativas de QMT (·).

d = 0, 2 d = 0, 4
Método V.E. Média D.Padrão EQM Média D.Padrão EQM

2 28,65 47,95 3104,12 34,98 78,68 7374,45
5 35,29 52,07 3936,68 42,21 84,87 8936,47

d̂GPH 10 41,38 53,21 4522,11 48,71 87,11 9906,91
50 81,86 55,50 9741,79 89,23 89,81 15940,07
100 132,12 57,03 20648,78 139,73 89,26 27364,29
2 22,62 39,30 2044,16 23,34 43,84 2444,58
5 28,21 42,17 2559,37 29,35 48,91 3225,05

d̂sp 10 33,76 42,81 2955,09 35,12 50,82 3782,33
50 73,81 44,11 7359,92 75,32 53,75 8497,10
100 124,06 45,75 17430,98 125,83 53,96 18638,57
2 5,00 6,71 67,97 8,95 8,86 151,51
5 7,67 7,22 107,80 12,73 9,41 240,47

d̂
(0,7)
R 10 12,71 8,22 223,98 18,06 10,53 422,53

50 53,46 12,69 2997,45 58,86 14,70 3632,75
100 103,64 16,81 10981,45 109,39 17,77 12193,90
2 2,56 2,73 12,99 6,31 4,75 57,38
5 5,55 3,96 44,33 10,14 6,10 132,04

d̂
(0,8)
R 10 10,67 5,24 137,14 15,39 7,43 279,75

50 51,25 10,13 2708,17 56,02 12,40 3247,01
100 101,38 14,34 10443,45 106,52 15,84 11512,63
1 1,27 1,54 3,50 1,23 1,47 2,84
4 4,20 2,99 24,92 4,23 2,92 23,15

d̂FT 9 9,19 4,38 100,05 9,11 4,50 96,16
49 49,75 9,70 2548,75 49,28 10,24 2493,86
99 99,89 14,07 10135,97 99,68 14,19 10056,87

Analogamente ao que ocorreu para as estimativas de QLB(·) (ver Tabela
5.3), para as estimativas de QMT (·) as médias emṕıricas se aproximaram dos
valores esperados somente quando foram utilizadas as estimativas obtidas
por d̂FT e d̂

(0,8)
R quando d = 0, 2. Novamente, as estimativas da estat́ıstica

de teste, agora QMT (·), apresentaram menor desvio padrão e menor erro
quadrático médio quando a série foi diferenciada pela estimativa obtida por
d̂FT .
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Tabela 5.6: Estat́ısticas das estimativas de QPR(·).

d = 0, 2 d = 0, 4
Método V.E. Média D.Padrão EQM Média D.Padrão EQM

1,5 25,65 44,23 2599,88 31,32 71,58 6069,42
3,0 30,22 47,24 3128,40 36,09 74,48 6809,69

d̂GPH 5,5 34,98 49,30 3635,01 41,19 76,24 7464,10
25,5 65,58 62,54 8177,93 73,39 83,77 12330,10
50,5 107,90 95,60 20722,24 121,39 123,82 29938,53
1,5 20,30 36,50 1733,86 20,82 39,61 1982,94
3,0 23,96 38,75 2063,02 24,63 43,06 2437,28

d̂sp 5,5 27,81 40,03 2361,68 28,68 45,17 2835,84
25,5 50,89 44,20 4519,29 52,28 49,29 5115,85
50,5 80,81 56,64 9699,82 82,44 57,40 10018,13
1,5 4,29 6,31 56,52 7,77 7,99 117,90
3,0 5,76 6,60 74,44 9,91 8,55 163,25

d̂
(0,7)
R 5,5 8,03 6,93 109,22 12,49 8,87 224,76

25,5 28,30 9,52 879,94 29,80 10,57 975,76
50,5 55,40 15,06 3273,82 50,65 12,85 2689,32
1,5 2,21 2,52 10,36 5,45 4,46 45,39
3,0 3,47 2,81 18,59 7,38 4,82 71,88

d̂
(0,8)
R 5,5 5,93 3,45 44,73 9,98 5,50 122,01

25,5 26,05 6,86 715,27 27,44 7,88 793,26
50,5 53,09 13,11 2969,44 48,74 11,13 2460,49
0,5 0,82 0,96 1,31 0,82 0,96 1,10
2,0 2,23 1,71 7,01 2,24 1,72 6,36

d̂FT 4,5 4,66 2,59 26,65 4,66 2,55 24,62
24,5 25,45 6,53 680,25 24,74 6,42 633,62
49,5 53,83 12,96 3043,79 51,31 12,53 2748,53

Os resultados apresentados na Tabela 5.6 mostram que também para as
estimativas de QPR(·) as médias emṕıricas estão próximas dos valores es-
perados nos casos em que a série foi diferenciada por d̂FT , independente do
valor esperado e do valor de d. O mesmo pode ser dito quando a série foi
diferenciada por d̂

(0,8)
R e d = 0, 2. Quando d = 0, 4 estes valores estiveram

próximos somente quando o valor esperado é igual 25, 5 ou 50, 5. Os menores
valores para o desvio padrão e para o erro quadrático médio foram obtidos
quando utilizamos d̂FT , a não ser quando o valor esperado é 49, 5.

Os resultados das Tabelas 5.4 à 5.6 refletem aqueles obtidos nas Tabelas
5.1 à 5.3. Observe que, tanto para d = 0, 2 quanto para d = 0, 4, para as três
estat́ısticas (QLB(·), QMT (·) e QPR(·)), as médias emṕıricas estão próximas
do valor esperado de suas distribuições de probabilidade somente quando a
série original foi diferenciada por d̂

(0,8)
R e d̂FT . Entretanto, para o caso d̂

(0,8)
R
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o desvio padrão é maior do que para o caso d̂FT , o que levou os ńıveis de
significância emṕıricos daquele caso não se aproximarem tanto dos ńıveis
nominais como neste. Quando a série foi diferenciada por d̂GPH , d̂sp e d̂

(0,7)
R

as médias emṕıricas não se aproximaram do valor esperado das respectivas
distribuições de probabilidade.

Objetivando explicar os resultados apresentados nas Tabelas 5.1 à 5.3
calculamos a média, o desvio padrão e o erro quadrático médio (EQM) das
estimativas do parâmetro d obtidas pelos estimadores que introduzimos no
Caṕıtulo 3. A Tabela 5.7, a seguir, apresenta estas estat́ısticas.

Tabela 5.7: Estat́ısticas das estimativas do parâmetro d.

d = 0, 2 d = 0, 4
Método Média D.Padrão EQM Média D.Padrão EQM
d̂GPH 0,1915 0,1373 0,0189 0,4072 0,1455 0,0212
d̂sp 0,1630 0,1115 0,0138 0,3763 0,1123 0,0132

d̂
(0,7)
R 0,1818 0,0478 0,0026 0,3392 0,0357 0,0050

d̂
(0,8)
R 0,1846 0,0340 0,0014 0,3473 0,0276 0,0035
d̂FT 0,1960 0,0266 0,0007 0,3970 0,0268 0,0007

Em média, todos os estimadores obtiveram boas estimativas, sendo que,
tanto para d = 0, 2 quanto para d = 0, 4, d̂FT obteve as melhores estimati-
vas com menores desvio padrão e v́ıcio. Este resultado está de acordo com
outros trabalhos que verificam o comportamento deste estimador no pro-
cesso ARFIMA(0, d, 0) (ver Souza (2000)). As estimativas com maior erro
quadrático médio foram obtidas por d̂GPH , para os dois valores de d investi-
gados.

As Figuras 5.1 e 5.2, a seguir, mostram o box-plot das estimativas dos
estimadores do parâmetro d, obtidas a partir do processo ARFIMA (0, d, 0)
quando d = 0, 2 e d = 0, 4, respectivamente. Observe que, em ambos os
casos, as estimativas obtidas por d̂FT estão mais concentradas em torno do
verdadeiro valor de d, seguido pelas estimativas obtidas por d̂

(0,8)
R , d̂

(0,7)
R , d̂sp

e d̂GPH . Entretanto, em média, as estimativas obtidas por d̂GPH estão mais
próximas do verdadeiro valor de d do que as obtidas por d̂sp.
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Figura 5.1: Box-Plot das estimativas do parâmetro d = 0, 2.

Figura 5.2: Box-Plot das estimativas do parâmetro d = 0, 4.

Observe, nas Figuras 5.1 e 5.2 e nas Tabelas 5.1 à 5.3, a relação existente
entre a variabilidade dos estimadores e os ńıveis de significância emṕıricos
obtidos quando os diferentes métodos foram utilizados. No caso do esti-
mador d̂FT , que teve a menor variabilidade das estimativas de d e o menor
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erro quadrático médio (ver Figuras 5.1 e 5.2), foi onde ocorreram os melhores
resultados. Já no caso do estimador d̂GPH , onde ocorreu a maior variabilidade
e maior erro quadrático médio, obtivemos os piores resultados. Nos casos dos
estimadores d̂

(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , quando d = 0, 4 as estimativas de d, em média, não

foram tão boas quanto para d = 0, 2 ocasionando ńıveis emṕıricos maiores
quando d = 0, 4.

Observamos que, com os resultados desta seção, os ńıveis de significância
dos testes baseados nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) estão relaciona-
dos com a variabilidade dos métodos de estimação do parâmetro d que está
sendo utilizado. Somente o estimador d̂FT se mostrou adequado, já que a
variabilidade dos outros estimadores pode nos levar a rejeitar um modelo
que pode ser adequado.

5.2 ARFIMA(1, d, 0)

Nesta seção apresentamos os resultados das simulações do processo ARFIMA
(1, d, 0). Foram gerados processos com d = 0, 2 e φ1 ∈ {−0, 9; −0, 7; −0, 5;
−0, 3; −0, 1; 0, 1; 0, 3; 0, 5; 0, 7; 0, 9}.

Nas Tabelas 5.8 a 5.12, a seguir, apresentamos os ńıveis de significância
emṕırico dos testes baseados nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) para
α ∈ {0, 01; 0, 05; 0, 10} e m ∈ {5; 10; 50; 100}. E estamos considerando os
casos em que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste
caṕıtulo, foi diferenciada pelos estimadores d̂GPH , d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT ,

descritos no Caṕıtulo 3.
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Tabela 5.8: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂GPH , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m φ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,508 0,512 0,600 0,628 0,624 0,684 0,672 0,684 0,742
-0,7 0,466 0,480 0,550 0,576 0,586 0,644 0,650 0,656 0,688
-0,5 0,456 0,466 0,526 0,544 0,552 0,598 0,602 0,610 0,670
-0,3 0,392 0,396 0,440 0,486 0,494 0,560 0,570 0,576 0,608

5 -0,1 0,310 0,320 0,346 0,412 0,418 0,444 0,488 0,488 0,546
0,1 0,250 0,254 0,270 0,350 0,366 0,366 0,452 0,456 0,458
0,3 0,098 0,102 0,104 0,186 0,202 0,204 0,298 0,302 0,302
0,5 0,028 0,040 0,044 0,108 0,108 0,122 0,182 0,188 0,192
0,7 0,038 0,038 0,062 0,116 0,118 0,144 0,174 0,174 0,208
0,9 0,318 0,350 0,478 0,540 0,554 0,656 0,662 0,678 0,748
-0,9 0,460 0,472 0,562 0,556 0,564 0,654 0,612 0,630 0,710
-0,7 0,428 0,434 0,516 0,520 0,524 0,612 0,580 0,590 0,670
-0,5 0,404 0,416 0,498 0,508 0,514 0,582 0,564 0,584 0,626
-0,3 0,346 0,370 0,432 0,466 0,474 0,524 0,524 0,528 0,588

10 -0,1 0,262 0,272 0,338 0,374 0,382 0,448 0,448 0,464 0,516
0,1 0,210 0,228 0,284 0,332 0,334 0,376 0,416 0,424 0,456
0,3 0,112 0,116 0,126 0,192 0,188 0,226 0,260 0,254 0,304
0,5 0,040 0,048 0,048 0,108 0,120 0,124 0,168 0,180 0,190
0,7 0,040 0,036 0,046 0,092 0,094 0,108 0,174 0,184 0,206
0,9 0,240 0,246 0,392 0,428 0,438 0,600 0,564 0,586 0,678
-0,9 0,308 0,302 0,472 0,420 0,414 0,548 0,480 0,474 0,596
-0,7 0,278 0,290 0,484 0,384 0,404 0,572 0,470 0,466 0,626
-0,5 0,258 0,248 0,462 0,384 0,380 0,552 0,460 0,472 0,606
-0,3 0,228 0,212 0,396 0,336 0,330 0,504 0,416 0,412 0,548

50 -0,1 0,150 0,136 0,302 0,224 0,218 0,404 0,286 0,288 0,468
0,1 0,112 0,102 0,280 0,192 0,180 0,370 0,284 0,288 0,434
0,3 0,050 0,056 0,188 0,134 0,124 0,278 0,206 0,204 0,332
0,5 0,032 0,020 0,130 0,082 0,080 0,232 0,144 0,152 0,296
0,7 0,024 0,014 0,114 0,082 0,088 0,218 0,140 0,144 0,304
0,9 0,114 0,084 0,172 0,264 0,226 0,348 0,368 0,352 0,458
-0,9 0,280 0,222 0,478 0,378 0,344 0,544 0,464 0,422 0,594
-0,7 0,232 0,230 0,504 0,340 0,334 0,580 0,408 0,410 0,618
-0,5 0,230 0,190 0,472 0,328 0,296 0,554 0,400 0,386 0,594
-0,3 0,190 0,160 0,430 0,292 0,276 0,508 0,370 0,354 0,558

100 -0,1 0,122 0,100 0,362 0,202 0,168 0,452 0,296 0,244 0,508
0,1 0,098 0,066 0,336 0,180 0,150 0,406 0,242 0,232 0,454
0,3 0,044 0,034 0,272 0,136 0,114 0,340 0,218 0,170 0,396
0,5 0,034 0,014 0,244 0,076 0,054 0,334 0,132 0,102 0,402
0,7 0,018 0,012 0,236 0,080 0,054 0,358 0,132 0,120 0,452
0,9 0,094 0,054 0,340 0,210 0,176 0,508 0,314 0,282 0,614
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Tabela 5.9: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂sp, quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m φ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,476 0,472 0,572 0,594 0,596 0,670 0,656 0,660 0,722
-0,7 0,402 0,396 0,478 0,516 0,512 0,564 0,570 0,570 0,614
-0,5 0,380 0,384 0,444 0,496 0,482 0,542 0,546 0,554 0,588
-0,3 0,274 0,280 0,352 0,448 0,446 0,486 0,524 0,520 0,552

5 -0,1 0,232 0,226 0,244 0,332 0,328 0,368 0,402 0,404 0,434
0,1 0,178 0,184 0,194 0,300 0,302 0,316 0,382 0,384 0,388
0,3 0,058 0,066 0,054 0,148 0,154 0,146 0,226 0,228 0,244
0,5 0,018 0,014 0,026 0,074 0,074 0,084 0,124 0,126 0,150
0,7 0,038 0,034 0,054 0,102 0,102 0,122 0,162 0,154 0,204
0,9 0,274 0,300 0,442 0,486 0,514 0,642 0,618 0,622 0,706
-0,9 0,394 0,394 0,520 0,512 0,522 0,616 0,592 0,586 0,672
-0,7 0,346 0,352 0,440 0,460 0,472 0,542 0,530 0,540 0,598
-0,5 0,346 0,340 0,418 0,432 0,430 0,502 0,504 0,504 0,572
-0,3 0,256 0,260 0,326 0,376 0,374 0,466 0,472 0,456 0,530

10 -0,1 0,212 0,198 0,240 0,308 0,296 0,344 0,364 0,362 0,422
0,1 0,154 0,160 0,200 0,284 0,274 0,320 0,354 0,356 0,404
0,3 0,068 0,074 0,080 0,166 0,168 0,186 0,226 0,226 0,248
0,5 0,018 0,022 0,022 0,082 0,078 0,094 0,128 0,130 0,138
0,7 0,030 0,028 0,048 0,086 0,088 0,102 0,142 0,146 0,170
0,9 0,214 0,218 0,360 0,392 0,404 0,552 0,540 0,532 0,658
-0,9 0,276 0,234 0,384 0,368 0,356 0,472 0,430 0,428 0,522
-0,7 0,222 0,204 0,324 0,322 0,298 0,422 0,394 0,380 0,480
-0,5 0,228 0,198 0,320 0,318 0,292 0,394 0,380 0,370 0,470
-0,3 0,178 0,158 0,262 0,282 0,230 0,364 0,340 0,328 0,436

50 -0,1 0,100 0,084 0,164 0,166 0,160 0,246 0,250 0,240 0,304
0,1 0,074 0,054 0,132 0,160 0,144 0,230 0,224 0,212 0,308
0,3 0,034 0,020 0,100 0,110 0,098 0,174 0,186 0,176 0,230
0,5 0,020 0,010 0,062 0,070 0,064 0,140 0,120 0,112 0,182
0,7 0,028 0,008 0,064 0,072 0,070 0,150 0,118 0,116 0,236
0,9 0,088 0,066 0,132 0,232 0,206 0,284 0,334 0,312 0,402
-0,9 0,234 0,176 0,338 0,330 0,282 0,430 0,408 0,360 0,472
-0,7 0,186 0,132 0,310 0,288 0,236 0,396 0,354 0,326 0,446
-0,5 0,180 0,124 0,274 0,282 0,226 0,376 0,350 0,296 0,442
-0,3 0,166 0,110 0,270 0,258 0,200 0,354 0,312 0,278 0,400

100 -0,1 0,102 0,058 0,172 0,166 0,128 0,254 0,246 0,198 0,314
0,1 0,066 0,044 0,160 0,128 0,098 0,248 0,208 0,168 0,306
0,3 0,038 0,022 0,136 0,106 0,076 0,222 0,174 0,134 0,260
0,5 0,026 0,012 0,102 0,070 0,042 0,178 0,116 0,094 0,232
0,7 0,012 0,012 0,114 0,068 0,052 0,232 0,124 0,094 0,302
0,9 0,078 0,042 0,234 0,180 0,148 0,420 0,280 0,258 0,524
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Tabela 5.10: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂
(0,7)
R , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m φ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,240 0,222 0,352 0,370 0,348 0,456 0,454 0,448 0,550
-0,7 0,126 0,126 0,206 0,238 0,232 0,316 0,338 0,330 0,382
-0,5 0,102 0,094 0,144 0,200 0,198 0,264 0,268 0,270 0,346
-0,3 0,052 0,052 0,094 0,150 0,146 0,198 0,228 0,224 0,280

5 -0,1 0,026 0,020 0,028 0,058 0,062 0,096 0,100 0,102 0,156
0,1 0,018 0,018 0,016 0,046 0,050 0,068 0,086 0,090 0,106
0,3 0,004 0,004 0,006 0,038 0,040 0,056 0,084 0,080 0,096
0,5 0,004 0,006 0,012 0,038 0,036 0,058 0,078 0,074 0,108
0,7 0,014 0,018 0,038 0,076 0,076 0,094 0,120 0,122 0,158
0,9 0,388 0,414 0,584 0,660 0,682 0,780 0,770 0,780 0,846
-0,9 0,188 0,174 0,258 0,304 0,286 0,370 0,368 0,370 0,446
-0,7 0,120 0,110 0,150 0,200 0,192 0,246 0,288 0,294 0,306
-0,5 0,080 0,076 0,108 0,156 0,150 0,200 0,240 0,234 0,264
-0,3 0,056 0,052 0,064 0,134 0,128 0,144 0,204 0,204 0,226

10 -0,1 0,022 0,016 0,026 0,064 0,062 0,068 0,104 0,112 0,106
0,1 0,014 0,012 0,022 0,064 0,052 0,066 0,098 0,092 0,110
0,3 0,004 0,004 0,006 0,044 0,036 0,052 0,094 0,080 0,102
0,5 0,010 0,010 0,008 0,044 0,042 0,052 0,082 0,088 0,086
0,7 0,024 0,016 0,022 0,068 0,068 0,076 0,150 0,148 0,150
0,9 0,298 0,310 0,480 0,520 0,526 0,704 0,668 0,676 0,806
-0,9 0,110 0,078 0,090 0,190 0,146 0,170 0,252 0,228 0,228
-0,7 0,086 0,064 0,070 0,170 0,150 0,142 0,236 0,222 0,200
-0,5 0,068 0,040 0,048 0,132 0,100 0,104 0,196 0,176 0,154
-0,3 0,048 0,030 0,052 0,118 0,096 0,122 0,190 0,168 0,170

50 -0,1 0,022 0,012 0,014 0,056 0,060 0,052 0,092 0,092 0,094
0,1 0,022 0,018 0,042 0,046 0,046 0,100 0,106 0,112 0,156
0,3 0,006 0,000 0,058 0,054 0,050 0,122 0,096 0,108 0,178
0,5 0,014 0,004 0,100 0,056 0,058 0,224 0,112 0,102 0,288
0,7 0,024 0,014 0,174 0,094 0,092 0,324 0,154 0,168 0,440
0,9 0,134 0,118 0,234 0,308 0,274 0,424 0,438 0,424 0,532
-0,9 0,100 0,056 0,078 0,178 0,114 0,144 0,228 0,176 0,214
-0,7 0,070 0,038 0,078 0,138 0,108 0,126 0,200 0,174 0,182
-0,5 0,068 0,024 0,050 0,138 0,080 0,124 0,186 0,146 0,158
-0,3 0,062 0,028 0,078 0,122 0,100 0,146 0,188 0,146 0,198

100 -0,1 0,016 0,006 0,056 0,062 0,044 0,128 0,120 0,102 0,170
0,1 0,020 0,008 0,110 0,072 0,046 0,182 0,112 0,098 0,246
0,3 0,018 0,010 0,164 0,060 0,040 0,256 0,106 0,090 0,322
0,5 0,018 0,006 0,280 0,046 0,028 0,424 0,108 0,090 0,502
0,7 0,020 0,018 0,474 0,084 0,070 0,650 0,140 0,122 0,722
0,9 0,112 0,064 0,366 0,246 0,214 0,526 0,370 0,330 0,626
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Tabela 5.11: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂
(0,8)
R , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m φ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,928 0,894 0,976 0,990 0,984 0,998 0,996 0,992 1.000
-0,7 0,828 0,784 0,914 0,952 0,942 0,982 0,980 0,976 0,992
-0,5 0,582 0,538 0,708 0,804 0,774 0,914 0,914 0,890 0,958
-0,3 0,178 0,160 0,210 0,406 0,374 0,466 0,554 0,524 0,632

5 -0,1 0,010 0,010 0,002 0,054 0,052 0,034 0,090 0,090 0,084
0,1 0,010 0,006 0,008 0,040 0,040 0,026 0,074 0,074 0,050
0,3 0,020 0,020 0,016 0,098 0,100 0,082 0,190 0,190 0,174
0,5 0,026 0,026 0,026 0,106 0,112 0,098 0,192 0,192 0,170
0,7 0,022 0,024 0,038 0,094 0,088 0,096 0,152 0,146 0,166
0,9 0,422 0,466 0,614 0,696 0,724 0,800 0,790 0,810 0,862
-0,9 0,854 0,788 0,928 0,956 0,920 0,984 0,974 0,962 0,992
-0,7 0,748 0,646 0,820 0,882 0,844 0,950 0,940 0,916 0,972
-0,5 0,522 0,394 0,594 0,724 0,642 0,810 0,842 0,784 0,888
-0,3 0,190 0,140 0,180 0,344 0,302 0,376 0,478 0,424 0,504

10 -0,1 0,012 0,010 0,012 0,062 0,044 0,042 0,126 0,128 0,084
0,1 0,008 0,008 0,008 0,046 0,046 0,044 0,090 0,098 0,086
0,3 0,022 0,024 0,040 0,100 0,102 0,128 0,156 0,170 0,212
0,5 0,024 0,038 0,048 0,104 0,134 0,140 0,222 0,242 0,248
0,7 0,034 0,022 0,030 0,138 0,138 0,118 0,216 0,228 0,222
0,9 0,322 0,334 0,520 0,566 0,564 0,730 0,690 0,702 0,828
-0,9 0,640 0,442 0,540 0,772 0,628 0,694 0,836 0,716 0,792
-0,7 0,522 0,338 0,408 0,694 0,546 0,562 0,778 0,666 0,662
-0,5 0,302 0,172 0,186 0,470 0,338 0,316 0,588 0,464 0,416
-0,3 0,134 0,056 0,048 0,256 0,172 0,134 0,334 0,284 0,222

50 -0,1 0,014 0,012 0,010 0,050 0,048 0,034 0,094 0,094 0,064
0,1 0,018 0,012 0,064 0,048 0,044 0,144 0,092 0,098 0,198
0,3 0,012 0,010 0,176 0,070 0,082 0,360 0,134 0,144 0,462
0,5 0,026 0,022 0,374 0,090 0,116 0,554 0,176 0,200 0,658
0,7 0,034 0,030 0,360 0,118 0,142 0,540 0,198 0,228 0,632
0,9 0,158 0,128 0,262 0,338 0,294 0,456 0,460 0,454 0,564
-0,9 0,542 0,266 0,244 0,692 0,482 0,410 0,760 0,600 0,506
-0,7 0,432 0,200 0,174 0,614 0,398 0,302 0,700 0,520 0,382
-0,5 0,252 0,100 0,062 0,380 0,232 0,130 0,470 0,328 0,192
-0,3 0,124 0,058 0,040 0,238 0,130 0,090 0,324 0,204 0,126

100 -0,1 0,022 0,008 0,028 0,068 0,046 0,066 0,128 0,116 0,110
0,1 0,016 0,008 0,164 0,066 0,050 0,278 0,110 0,096 0,356
0,3 0,026 0,012 0,462 0,084 0,064 0,598 0,144 0,124 0,692
0,5 0,022 0,012 0,744 0,084 0,076 0,862 0,158 0,144 0,916
0,7 0,022 0,028 0,746 0,108 0,094 0,838 0,168 0,182 0,886
0,9 0,124 0,078 0,398 0,268 0,230 0,568 0,394 0,358 0,658
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Tabela 5.12: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂FT , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m φ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,088 0,088 0,238 0,132 0,126 0,408 0,198 0,196 0,506
-0,7 0,012 0,012 0,148 0,072 0,076 0,262 0,126 0,138 0,334
-0,5 0,004 0,004 0,090 0,042 0,044 0,202 0,112 0,116 0,276
-0,3 0,006 0,006 0,106 0,062 0,062 0,196 0,124 0,132 0,274

5 -0,1 0,012 0,010 0,094 0,034 0,036 0,198 0,102 0,100 0,276
0,1 0,016 0,018 0,140 0,062 0,064 0,268 0,132 0,130 0,352
0,3 0,030 0,030 0,190 0,086 0,084 0,312 0,162 0,162 0,380
0,5 0,012 0,010 0,206 0,076 0,074 0,346 0,144 0,148 0,410
0,7 0,024 0,020 0,198 0,088 0,094 0,342 0,158 0,160 0,430
0,9 0,008 0,008 0,014 0,038 0,034 0,036 0,052 0,052 0,070
-0,9 0,090 0,090 0,104 0,130 0,126 0,166 0,174 0,182 0,242
-0,7 0,012 0,018 0,028 0,062 0,062 0,098 0,120 0,128 0,164
-0,5 0,008 0,008 0,016 0,042 0,056 0,062 0,102 0,100 0,124
-0,3 0,014 0,018 0,020 0,056 0,056 0,074 0,112 0,108 0,146

10 -0,1 0,006 0,008 0,016 0,034 0,040 0,054 0,084 0,102 0,108
0,1 0,008 0,010 0,020 0,054 0,054 0,094 0,110 0,110 0,148
0,3 0,022 0,024 0,032 0,086 0,078 0,124 0,146 0,144 0,194
0,5 0,012 0,012 0,028 0,044 0,046 0,112 0,092 0,108 0,160
0,7 0,018 0,014 0,034 0,060 0,058 0,116 0,130 0,128 0,198
0,9 0,004 0,006 0,008 0,024 0,030 0,036 0,064 0,070 0,066
-0,9 0,094 0,088 0,106 0,118 0,118 0,176 0,160 0,148 0,240
-0,7 0,018 0,014 0,054 0,068 0,068 0,114 0,120 0,128 0,156
-0,5 0,020 0,012 0,028 0,062 0,054 0,074 0,104 0,098 0,142
-0,3 0,016 0,010 0,030 0,072 0,052 0,098 0,132 0,124 0,156

50 -0,1 0,010 0,008 0,020 0,042 0,036 0,050 0,072 0,080 0,096
0,1 0,018 0,012 0,018 0,048 0,054 0,076 0,112 0,108 0,128
0,3 0,014 0,006 0,034 0,084 0,068 0,080 0,136 0,134 0,140
0,5 0,016 0,008 0,024 0,062 0,062 0,068 0,116 0,104 0,116
0,7 0,014 0,002 0,036 0,070 0,062 0,120 0,110 0,116 0,202
0,9 0,012 0,002 0,012 0,050 0,038 0,064 0,100 0,084 0,132
-0,9 0,098 0,084 0,174 0,146 0,122 0,268 0,184 0,162 0,364
-0,7 0,020 0,010 0,100 0,058 0,036 0,174 0,116 0,112 0,226
-0,5 0,022 0,010 0,074 0,058 0,048 0,154 0,102 0,092 0,200
-0,3 0,032 0,016 0,088 0,082 0,068 0,170 0,146 0,114 0,232

100 -0,1 0,006 0,006 0,058 0,050 0,030 0,138 0,112 0,100 0,186
0,1 0,018 0,010 0,066 0,074 0,052 0,150 0,116 0,098 0,204
0,3 0,030 0,016 0,058 0,082 0,058 0,120 0,136 0,118 0,176
0,5 0,020 0,008 0,028 0,064 0,040 0,070 0,126 0,100 0,102
0,7 0,010 0,008 0,090 0,064 0,050 0,178 0,122 0,100 0,254
0,9 0,016 0,006 0,098 0,060 0,036 0,190 0,118 0,082 0,268
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As Tabelas 5.8 à 5.12 mostram o que ocorreu com os ńıveis de significância
emṕıricos com a inclusão de um termo autoregressivo. Nos casos em que a
série foi diferenciada pelos estimadores d̂GPH e d̂sp estes ńıveis estão acima
dos ńıveis de significância nominais (ver Tabelas 5.8 e 5.9, respectivamente)
como aconteceu no processo ARFIMA(0, d, 0) (ver Tabela 5.1). Quando a

série foi diferenciada pelos estimadores d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R (ver Tabelas 5.10 e 5.11,

respectivamente) quanto mais próximo dos limites da não estacionaridade
de φ1 maiores estão os ńıveis emṕıricos, distanciando-se dos ńıveis nominais.
Como no processo ARFIMA(0, d, 0), no processo ARFIMA(1, d, 0), quando
a série foi diferenciada por d̂FT (ver Tabela 5.12), os ńıveis emṕıricos se ap-
resentam mais próximos dos ńıveis nominais desejados. Para a estat́ıstica
QPR(·) ocorreram ńıveis emṕıricos maiores e mais distantes dos ńıveis nomi-
nais do que para as estat́ısticas QLB(·) e QMT (·).

A Tabela 5.13, a seguir, apresenta a média, o desvio padrão e o erro
quadrático médio das estimativas do parâmetro d do processo ARFIMA(1, d,
0), obtidas pelos estimadores introduzidos no Caṕıtulo 3. Consideramos os
caros em em que φ1 ∈ {−0, 9; −0, 7; −0, 5; −0, 3; −0, 1; 0, 1; 0, 3; 0, 5; 0, 7;
0, 9}.
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Tabela 5.13: Estat́ısticas das estimativas do parâmetro d = 0, 2.

Método φ1 Média D.Padrão EQM φ1 Média D.Padrão EQM
d̂GPH 0,1923 0,1271 0,0162 0,1973 0,1420 0,0201
d̂sp 0,1657 0,1033 0,0118 0,1633 0,1123 0,0139

d̂
(0,7)
R -0,9 0,1529 0,0538 0,0051 0,1 0,1850 0,0494 0,0027

d̂
(0,8)
R 0,0793 0,0386 0,0161 0,2116 0,0302 0,0010
d̂FT 0,1503 0,1911 0,0389 0,1775 0,0478 0,0028

d̂GPH 0,2017 0,1341 0,0180 0,2077 0,1375 0,0189
d̂sp 0,1714 0,1033 0,0115 0,1770 0,1115 0,0129

d̂
(0,7)
R -0,7 0,1613 0,0515 0,0041 0,3 0,2186 0,0460 0,0025

d̂
(0,8)
R 0,0880 0,0423 0,0143 0,2845 0,0261 0,0078
d̂FT 0,1958 0,0324 0,0011 0,1540 0,1291 0,0187

d̂GPH 0,2073 0,1379 0,0190 0,2206 0,1399 0,0200
d̂sp 0,1751 0,1094 0,0126 0,1880 0,1124 0,0128

d̂
(0,7)
R -0,5 0,1620 0,0513 0,0041 0,5 0,2755 0,0352 0,0069

d̂
(0,8)
R 0,0988 0,0428 0,0121 0,3634 0,0181 0,0270
d̂FT 0,1932 0,0338 0,0012 0,1454 0,1089 0,0148

d̂GPH 0,2004 0,1397 0,0195 0,2527 0,1375 0,0217
d̂sp 0,1666 0,1101 0,0132 0,2173 0,1107 0,0125

d̂
(0,7)
R -0,3 0,1619 0,0517 0,0041 0,7 0,3653 0,0260 0,0280

d̂
(0,8)
R 0,1188 0,0413 0,0083 0,4363 0,0103 0,0559
d̂FT 0,1888 0,0361 0,0014 0,1716 0,0926 0,0094

d̂GPH 0,2012 0,1314 0,0172 0,4495 0,1354 0,0805
d̂sp 0,1703 0,1041 0,0117 0,4144 0,1109 0,0583

d̂
(0,7)
R -0,1 0,1740 0,0469 0,0029 0,9 0,4676 0,0085 0,0717

d̂
(0,8)
R 0,1581 0,0352 0,0030 0,4867 0,0031 0,0822
d̂FT 0,1869 0,0367 0,0015 0,2014 0,0541 0,0029

A Figura 5.3, a seguir, apresenta o box-plot das estimativas do parâmetro
d. Essa figura é uma representação gráfica dos resultados apresentados na
Tabela 5.13.
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Figura 5.3: Box-Plot das estimativas do parâmetro d = 0, 2.

Na grande maioria dos casos as melhores estimativas do parâmetro d, em
média, foram obtidas pelos estimadores d̂GPH e d̂FT , entretanto a variabili-
dade do primeiro é sempre mais alta. Isto explica o fato, de que nesse caso,
os ńıveis de significância emṕıricos dos testes são mais altos do que os ńıveis
nominais (ver Tabela 5.8). O mesmo acontece para o caso em que a série
original foi diferenciada pelo estimador d̂sp (ver Tabela 5.9). As estimativas

obtidas pelos estimadores d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , em média, não foram próximas do

verdadeiro valor de d, por isso, em poucos casos os ńıveis emṕıricos se apro-
ximaram dos ńıveis nominais (ver Tabelas 5.10 e 5.11).

A Tabela 5.14, a seguir, mostra a média, o desvio padrão e o erro quadrá-
tico médio das estimativas do parâmetro φ1 do processo ARFIMA(1, 0.2,
0), para os mesmos valores de φ1 considerados neste estudo. Estas estima-
tivas foram obtidas após diferenciarmos a série originalmente gerada, pelos
estimadores introduzidos no Caṕıtulo 3.
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Tabela 5.14: Estat́ısticas das estimativas do parâmetro φ1.

Método φ1 Média D.Padrão EQM φ1 Média D.Padrão EQM
d̂GPH -0,8938 0,0277 0,0008 0,1152 0,1597 0,0257
d̂sp -0,8914 0,0236 0,0006 0,1461 0,1308 0,0192

d̂
(0,7)
R -0,9 -0,8919 0,0183 0,0004 0,1 0,1136 0,0596 0,0037

d̂
(0,8)
R -0,8780 0,0188 0,0008 0,0850 0,3708 0,0016
d̂FT -0,8906 0,1874 0,0351 0,1197 0,0592 0,0039

d̂GPH -0,6865 0,0732 0,0055 0,2968 0,1478 0,0218
d̂sp -0,6794 0,0538 0,0033 0,3272 0,1249 0,0163

d̂
(0,7)
R -0,7 -0,6810 0,0344 0,0015 0,3 0,2773 0,0534 0,0034

d̂
(0,8)
R -0,6438 0,0342 0,0043 0,2102 0,0331 0,0092
d̂FT -0,7010 0,0536 0,0029 0,3421 0,1297 0,0186

d̂GPH -0,4859 0,1076 0,0118 0,4774 0,1427 0,0208
d̂sp -0,4723 0,0869 0,0083 0,5510 0,1166 0,0137

d̂
(0,7)
R -0,5 -0,4738 0,0469 0,0029 0,5 0,4208 0,0434 0,0081

d̂
(0,8)
R -0,4262 0,0432 0,0073 0,3344 0,0285 0,0282
d̂FT -0,4944 0,0350 0,0013 0,5468 0,1100 0,0143

d̂GPH -0,2762 0,1386 0,0197 0,6408 0,1245 0,0190
d̂sp -0,2552 0,1086 0,0138 0,6749 0,1002 0,0106

d̂
(0,7)
R -0,3 -0,2616 0,0560 0,0046 0,7 0,5425 0,0337 0,0260

d̂
(0,8)
R -0,2224 0,0474 0,0083 0,4740 0,0263 0,0518
d̂FT -0,2862 0,0427 0,0020 0,7138 0,0822 0,0070

d̂GPH -0,0794 0,1427 0,0208 0,7078 0,1193 0,0511
d̂sp -0,0559 0,1176 0,0156 0,7427 0,0920 0,0332

d̂
(0,7)
R -0,1 -0,0699 0,0545 0,0039 0,9 0,7060 0,0241 0,0382

d̂
(0,8)
R -0,0547 0,0444 0,0040 0,6876 0,0260 0,0458
d̂FT -0,0837 0,0480 0,0026 0,8925 0,0353 0,0013

As Figuras D.1 a D.10, no Anexo D, apresentam o box-plot das estimati-
vas do parâmetro φ1, quando φ1 assume os valores indicados no ińıcio desta
seção. Estas estimativas foram obtidas após a série original ter sido diferenci-
ada pelos estimadores introduzidos no Caṕıtulo 3. Estas figuras representam
graficamente os resultados apresentados na Tabela 5.14.

Observe que as estimativas do parâmetro φ1, em média, foram próximas
do verdadeiro valor. Entretanto, para as estimativas obtidas quando a série
foi diferenciada pelo estimador d̂FT o desvio padrão e o erro quadrático médio
foram menores, a não ser para o caso em que φ1 = −0, 9.
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5.3 ARFIMA(0, d, 1)

Nesta seção apresentamos os resultados das simulações do processo ARFIMA
(0, d, 1). Foram gerados processos com d = 0, 2 e θ1 ∈ {−0, 9; −0, 7; −0, 5;
−0, 3; −0, 1; 0, 1; 0, 3; 0, 5; 0, 7; 0, 9}.

Nas Tabelas 5.15 à 5.19, a seguir, apresentamos os ńıveis de significância
emṕırico dos testes baseados nas estat́ısticas QLB(·), QMT (·) e QPR(·) para
α ∈ {0, 01; 0, 05; 0, 10} e m ∈ {5; 10; 50; 100}. E estamos considerando os
casos em que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste
caṕıtulo, foi diferenciada pelos estimadores d̂GPH , d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT ,

descritos no Caṕıtulo 3.
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Tabela 5.15: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂GPH , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m θ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,322 0,348 0,450 0,460 0,470 0,552 0,546 0,548 0,628
-0,7 0,398 0,412 0,492 0,520 0,524 0,566 0,570 0,578 0,622
-0,5 0,414 0,418 0,482 0,522 0,526 0,572 0,600 0,596 0,638
-0,3 0,358 0,374 0,430 0,496 0,506 0,538 0,552 0,560 0,594

5,0 -0,1 0,302 0,304 0,354 0,450 0,442 0,498 0,524 0,522 0,542
0,1 0,208 0,212 0,256 0,336 0,340 0,360 0,428 0,420 0,440
0,3 0,146 0,142 0,142 0,264 0,256 0,260 0,342 0,338 0,316
0,5 0,068 0,068 0,054 0,130 0,136 0,110 0,180 0,182 0,188
0,7 0,032 0,030 0,040 0,090 0,088 0,110 0,148 0,146 0,180
0,9 0,266 0,258 0,342 0,444 0,444 0,540 0,554 0,556 0,630
-0,9 0,262 0,286 0,410 0,378 0,390 0,508 0,456 0,472 0,572
-0,7 0,354 0,370 0,456 0,450 0,458 0,540 0,522 0,546 0,590
-0,5 0,342 0,374 0,452 0,456 0,464 0,552 0,538 0,548 0,602
-0,3 0,310 0,324 0,424 0,448 0,458 0,526 0,538 0,542 0,592

10,0 -0,1 0,260 0,272 0,346 0,392 0,392 0,460 0,448 0,456 0,524
0,1 0,206 0,200 0,258 0,312 0,318 0,374 0,384 0,394 0,446
0,3 0,152 0,146 0,142 0,238 0,244 0,280 0,330 0,324 0,364
0,5 0,080 0,072 0,066 0,152 0,150 0,138 0,220 0,216 0,212
0,7 0,044 0,048 0,046 0,108 0,104 0,102 0,158 0,164 0,180
0,9 0,200 0,200 0,350 0,400 0,406 0,524 0,520 0,520 0,630
-0,9 0,126 0,150 0,364 0,226 0,236 0,476 0,300 0,296 0,536
-0,7 0,218 0,212 0,404 0,310 0,314 0,518 0,406 0,402 0,562
-0,5 0,206 0,208 0,408 0,314 0,298 0,500 0,378 0,370 0,556
-0,3 0,180 0,184 0,384 0,272 0,280 0,466 0,364 0,340 0,530

50,0 -0,1 0,162 0,148 0,324 0,244 0,244 0,418 0,346 0,322 0,484
0,1 0,146 0,114 0,288 0,234 0,224 0,382 0,320 0,290 0,456
0,3 0,084 0,070 0,140 0,158 0,136 0,250 0,226 0,200 0,336
0,5 0,060 0,034 0,070 0,116 0,090 0,138 0,176 0,154 0,196
0,7 0,054 0,038 0,044 0,104 0,084 0,096 0,168 0,150 0,150
0,9 0,200 0,200 0,350 0,400 0,406 0,524 0,520 0,520 0,630
-0,9 0,108 0,098 0,426 0,208 0,192 0,508 0,264 0,252 0,562
-0,7 0,194 0,162 0,442 0,302 0,244 0,524 0,358 0,328 0,564
-0,5 0,176 0,130 0,428 0,262 0,228 0,512 0,328 0,294 0,556
-0,3 0,140 0,112 0,428 0,258 0,226 0,498 0,338 0,298 0,550

100,0 -0,1 0,146 0,102 0,360 0,228 0,188 0,444 0,280 0,268 0,500
0,1 0,128 0,088 0,346 0,216 0,168 0,452 0,280 0,254 0,514
0,3 0,078 0,050 0,218 0,138 0,102 0,326 0,208 0,174 0,392
0,5 0,056 0,030 0,136 0,122 0,088 0,230 0,204 0,154 0,314
0,7 0,068 0,040 0,074 0,130 0,092 0,136 0,188 0,140 0,202
0,9 0,140 0,088 0,220 0,272 0,200 0,344 0,332 0,284 0,438
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Tabela 5.16: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂sp, quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m θ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,236 0,238 0,324 0,358 0,354 0,470 0,442 0,436 0,528
-0,7 0,320 0,318 0,384 0,428 0,432 0,520 0,528 0,536 0,568
-0,5 0,316 0,324 0,372 0,414 0,418 0,468 0,486 0,484 0,532
-0,3 0,282 0,296 0,324 0,402 0,400 0,454 0,484 0,486 0,534

5,0 -0,1 0,260 0,250 0,288 0,366 0,374 0,380 0,428 0,434 0,450
0,1 0,216 0,216 0,236 0,310 0,314 0,332 0,400 0,396 0,408
0,3 0,146 0,146 0,138 0,222 0,214 0,222 0,294 0,288 0,280
0,5 0,052 0,050 0,038 0,124 0,130 0,112 0,174 0,180 0,162
0,7 0,020 0,016 0,022 0,066 0,066 0,070 0,112 0,120 0,138
0,9 0,312 0,296 0,400 0,528 0,526 0,604 0,632 0,630 0,692
-0,9 0,176 0,182 0,284 0,296 0,288 0,396 0,388 0,376 0,468
-0,7 0,254 0,254 0,342 0,374 0,350 0,476 0,466 0,474 0,536
-0,5 0,256 0,258 0,360 0,374 0,376 0,440 0,446 0,448 0,508
-0,3 0,274 0,264 0,330 0,376 0,362 0,428 0,448 0,440 0,502

10,0 -0,1 0,230 0,212 0,278 0,322 0,324 0,368 0,386 0,386 0,436
0,1 0,194 0,192 0,238 0,294 0,284 0,326 0,354 0,348 0,398
0,3 0,118 0,112 0,158 0,228 0,230 0,220 0,294 0,288 0,304
0,5 0,060 0,054 0,054 0,120 0,120 0,124 0,224 0,210 0,190
0,7 0,024 0,030 0,024 0,074 0,082 0,068 0,132 0,136 0,140
0,9 0,220 0,208 0,404 0,430 0,430 0,574 0,546 0,548 0,674
-0,9 0,064 0,054 0,200 0,156 0,134 0,284 0,228 0,206 0,342
-0,7 0,118 0,110 0,234 0,236 0,204 0,344 0,296 0,290 0,402
-0,5 0,148 0,126 0,282 0,230 0,228 0,386 0,292 0,292 0,438
-0,3 0,152 0,140 0,244 0,236 0,216 0,322 0,312 0,284 0,404

50,0 -0,1 0,142 0,120 0,194 0,218 0,202 0,286 0,274 0,264 0,350
0,1 0,148 0,106 0,186 0,222 0,196 0,260 0,292 0,266 0,324
0,3 0,086 0,062 0,090 0,140 0,136 0,162 0,194 0,168 0,224
0,5 0,040 0,030 0,036 0,114 0,080 0,078 0,168 0,150 0,124
0,7 0,038 0,028 0,030 0,086 0,074 0,068 0,138 0,132 0,112
0,9 0,130 0,104 0,314 0,266 0,240 0,468 0,368 0,344 0,550
-0,9 0,080 0,038 0,224 0,164 0,118 0,294 0,206 0,186 0,344
-0,7 0,118 0,082 0,246 0,218 0,166 0,336 0,288 0,216 0,388
-0,5 0,122 0,062 0,260 0,218 0,156 0,348 0,278 0,236 0,406
-0,3 0,132 0,092 0,236 0,206 0,172 0,328 0,290 0,252 0,384

100,0 -0,1 0,124 0,086 0,212 0,180 0,162 0,290 0,264 0,222 0,344
0,1 0,144 0,086 0,180 0,202 0,150 0,276 0,266 0,222 0,328
0,3 0,074 0,042 0,084 0,126 0,090 0,166 0,172 0,146 0,234
0,5 0,042 0,018 0,036 0,092 0,058 0,092 0,166 0,118 0,152
0,7 0,056 0,026 0,036 0,108 0,080 0,066 0,178 0,126 0,132
0,9 0,130 0,080 0,224 0,254 0,200 0,348 0,344 0,260 0,440
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Tabela 5.17: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂
(0,7)
R , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m θ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,062 0,062 0,118 0,140 0,132 0,254 0,216 0,218 0,334
-0,7 0,046 0,046 0,108 0,118 0,136 0,220 0,190 0,198 0,300
-0,5 0,038 0,034 0,066 0,088 0,094 0,152 0,140 0,148 0,216
-0,3 0,032 0,034 0,052 0,082 0,080 0,116 0,134 0,130 0,176

5,0 -0,1 0,024 0,024 0,042 0,072 0,070 0,096 0,130 0,132 0,138
0,1 0,022 0,020 0,032 0,056 0,058 0,082 0,116 0,110 0,134
0,3 0,012 0,012 0,024 0,090 0,092 0,092 0,140 0,144 0,158
0,5 0,084 0,088 0,064 0,224 0,222 0,180 0,330 0,332 0,284
0,7 0,544 0,544 0,438 0,710 0,712 0,588 0,792 0,800 0,682
0,9 0,954 0,954 0,946 0,964 0,964 0,960 0,970 0,970 0,966
-0,9 0,040 0,036 0,094 0,092 0,084 0,178 0,162 0,166 0,260
-0,7 0,038 0,036 0,070 0,092 0,092 0,164 0,172 0,182 0,244
-0,5 0,022 0,024 0,050 0,092 0,080 0,102 0,126 0,126 0,160
-0,3 0,022 0,026 0,034 0,072 0,068 0,096 0,126 0,134 0,160

10,0 -0,1 0,022 0,022 0,036 0,062 0,062 0,080 0,108 0,112 0,122
0,1 0,026 0,026 0,026 0,078 0,082 0,072 0,118 0,118 0,122
0,3 0,024 0,016 0,018 0,088 0,090 0,076 0,162 0,160 0,150
0,5 0,172 0,142 0,092 0,348 0,314 0,252 0,440 0,418 0,368
0,7 0,782 0,746 0,666 0,852 0,838 0,812 0,906 0,902 0,896
0,9 0,978 0,978 0,968 0,982 0,982 0,978 0,984 0,982 0,982
-0,9 0,018 0,008 0,050 0,064 0,044 0,142 0,098 0,090 0,208
-0,7 0,012 0,006 0,062 0,076 0,070 0,142 0,126 0,132 0,218
-0,5 0,014 0,008 0,040 0,046 0,040 0,102 0,080 0,090 0,150
-0,3 0,024 0,014 0,040 0,074 0,066 0,096 0,120 0,114 0,154

50,0 -0,1 0,022 0,018 0,030 0,064 0,048 0,084 0,102 0,092 0,118
0,1 0,020 0,014 0,012 0,078 0,066 0,064 0,132 0,110 0,126
0,3 0,040 0,014 0,014 0,096 0,072 0,046 0,164 0,132 0,088
0,5 0,180 0,082 0,064 0,306 0,188 0,136 0,396 0,286 0,194
0,7 0,798 0,608 0,632 0,858 0,736 0,732 0,882 0,810 0,788
0,9 0,988 0,974 0,976 0,992 0,986 0,980 0,992 0,988 0,984
-0,9 0,032 0,018 0,134 0,100 0,058 0,200 0,142 0,116 0,260
-0,7 0,036 0,014 0,124 0,084 0,058 0,220 0,126 0,104 0,280
-0,5 0,018 0,004 0,092 0,064 0,030 0,164 0,098 0,092 0,228
-0,3 0,022 0,016 0,110 0,068 0,058 0,194 0,114 0,114 0,244

100,0 -0,1 0,026 0,016 0,076 0,052 0,044 0,154 0,108 0,082 0,196
0,1 0,024 0,014 0,064 0,066 0,048 0,122 0,118 0,100 0,174
0,3 0,040 0,006 0,026 0,080 0,050 0,062 0,156 0,116 0,108
0,5 0,156 0,050 0,032 0,262 0,142 0,072 0,352 0,210 0,090
0,7 0,766 0,496 0,438 0,834 0,612 0,524 0,858 0,706 0,606
0,9 0,988 0,954 0,952 0,992 0,972 0,968 0,992 0,984 0,974

70



Tabela 5.18: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂
(0,8)
R , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m θ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,098 0,108 0,242 0,242 0,266 0,510 0,384 0,416 0,648
-0,7 0,070 0,070 0,174 0,192 0,198 0,358 0,304 0,324 0,504
-0,5 0,028 0,026 0,060 0,094 0,090 0,190 0,182 0,192 0,312
-0,3 0,016 0,016 0,022 0,068 0,070 0,070 0,130 0,124 0,140

5,0 -0,1 0,008 0,006 0,004 0,034 0,038 0,020 0,070 0,072 0,044
0,1 0,028 0,024 0,012 0,076 0,072 0,062 0,140 0,140 0,096
0,3 0,366 0,344 0,340 0,614 0,606 0,640 0,734 0,728 0,738
0,5 0,984 0,984 0,986 0,994 0,992 0,996 0,996 0,996 0,998
0,7 0,998 0,998 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 0,996 0,996 0,996 0,998 0,998 0,996 0,998 0,998 0,998
-0,9 0,050 0,060 0,194 0,182 0,206 0,418 0,304 0,330 0,548
-0,7 0,052 0,056 0,162 0,150 0,152 0,308 0,250 0,262 0,442
-0,5 0,026 0,030 0,056 0,082 0,078 0,158 0,146 0,154 0,274
-0,3 0,014 0,016 0,036 0,072 0,076 0,104 0,128 0,130 0,164

10,0 -0,1 0,010 0,008 0,012 0,044 0,044 0,034 0,070 0,076 0,070
0,1 0,028 0,024 0,016 0,088 0,086 0,076 0,152 0,136 0,122
0,3 0,418 0,342 0,394 0,606 0,544 0,616 0,690 0,656 0,726
0,5 0,988 0,982 0,984 0,992 0,992 0,994 0,994 0,994 0,996
0,7 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-0,9 0,024 0,010 0,310 0,080 0,076 0,470 0,150 0,134 0,586
-0,7 0,020 0,018 0,268 0,108 0,084 0,460 0,186 0,168 0,586
-0,5 0,008 0,004 0,158 0,046 0,046 0,318 0,110 0,104 0,412
-0,3 0,012 0,014 0,102 0,056 0,058 0,210 0,106 0,100 0,306

50,0 -0,1 0,012 0,006 0,044 0,050 0,040 0,098 0,094 0,078 0,140
0,1 0,026 0,010 0,008 0,090 0,066 0,042 0,166 0,132 0,094
0,3 0,324 0,144 0,146 0,464 0,330 0,284 0,562 0,430 0,370
0,5 0,974 0,918 0,930 0,988 0,958 0,966 0,990 0,978 0,974
0,7 1,000 0,998 1,000 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000
0,9 1,000 0,998 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
-0,9 0,038 0,020 0,498 0,116 0,072 0,638 0,176 0,150 0,724
-0,7 0,034 0,018 0,488 0,106 0,082 0,664 0,174 0,140 0,738
-0,5 0,012 0,004 0,344 0,058 0,034 0,502 0,122 0,100 0,580
-0,3 0,014 0,010 0,230 0,074 0,052 0,368 0,110 0,104 0,474

100,0 -0,1 0,018 0,008 0,102 0,040 0,036 0,194 0,078 0,070 0,250
0,1 0,034 0,010 0,042 0,082 0,050 0,080 0,140 0,096 0,116
0,3 0,266 0,096 0,074 0,394 0,220 0,108 0,512 0,338 0,158
0,5 0,952 0,818 0,814 0,976 0,910 0,886 0,984 0,948 0,906
0,7 1,000 0,994 0,994 1,000 1,000 0,998 1,000 1,000 0,998
0,9 1,000 0,994 0,998 1,000 0,998 0,998 1,000 0,998 1,000
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Tabela 5.19: Nı́vel de significância emṕırico dos testes, utilizando o esti-

mador d̂FT , quando d = 0, 2.

α = 0, 01 α = 0, 05 α = 0, 10
m θ1 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QMT QPR

-0,9 0,008 0,008 0,146 0,064 0,068 0,280 0,126 0,122 0,354
-0,7 0,012 0,012 0,102 0,054 0,060 0,224 0,118 0,122 0,316
-0,5 0,008 0,008 0,080 0,040 0,040 0,168 0,082 0,086 0,228
-0,3 0,014 0,014 0,094 0,056 0,058 0,194 0,112 0,122 0,272

5,0 -0,1 0,014 0,014 0,098 0,062 0,068 0,200 0,114 0,110 0,278
0,1 0,020 0,018 0,124 0,062 0,062 0,210 0,106 0,108 0,316
0,3 0,010 0,008 0,156 0,064 0,064 0,280 0,140 0,146 0,386
0,5 0,024 0,026 0,194 0,078 0,086 0,326 0,174 0,160 0,404
0,7 0,012 0,014 0,164 0,072 0,074 0,306 0,128 0,130 0,386
0,9 0,472 0,462 0,650 0,580 0,570 0,742 0,638 0,630 0,776
-0,9 0,000 0,004 0,030 0,044 0,042 0,070 0,100 0,102 0,154
-0,7 0,012 0,014 0,020 0,050 0,044 0,074 0,116 0,118 0,154
-0,5 0,010 0,010 0,016 0,044 0,046 0,042 0,074 0,080 0,108
-0,3 0,014 0,014 0,010 0,046 0,048 0,072 0,102 0,102 0,124

10,0 -0,1 0,008 0,008 0,018 0,052 0,054 0,074 0,098 0,104 0,134
0,1 0,014 0,020 0,022 0,068 0,070 0,080 0,094 0,100 0,132
0,3 0,004 0,002 0,014 0,056 0,054 0,084 0,114 0,126 0,180
0,5 0,014 0,010 0,030 0,058 0,058 0,112 0,132 0,132 0,190
0,7 0,024 0,024 0,032 0,066 0,068 0,118 0,136 0,132 0,194
0,9 0,578 0,578 0,590 0,664 0,662 0,676 0,706 0,702 0,724
-0,9 0,004 0,004 0,012 0,030 0,030 0,036 0,064 0,060 0,102
-0,7 0,010 0,008 0,024 0,050 0,036 0,074 0,098 0,086 0,126
-0,5 0,006 0,002 0,004 0,032 0,036 0,038 0,074 0,076 0,088
-0,3 0,010 0,014 0,018 0,056 0,054 0,062 0,098 0,098 0,098

50,0 -0,1 0,014 0,012 0,024 0,058 0,044 0,070 0,092 0,090 0,106
0,1 0,010 0,008 0,008 0,060 0,054 0,082 0,126 0,110 0,150
0,3 0,010 0,008 0,018 0,052 0,050 0,054 0,110 0,102 0,100
0,5 0,014 0,006 0,018 0,050 0,046 0,066 0,104 0,096 0,108
0,7 0,026 0,024 0,028 0,088 0,058 0,072 0,142 0,132 0,124
0,9 0,666 0,596 0,588 0,708 0,670 0,670 0,740 0,712 0,710
-0,9 0,014 0,016 0,030 0,072 0,044 0,092 0,114 0,088 0,152
-0,7 0,020 0,008 0,046 0,074 0,054 0,110 0,106 0,102 0,184
-0,5 0,004 0,004 0,030 0,050 0,020 0,100 0,086 0,070 0,130
-0,3 0,014 0,010 0,058 0,060 0,050 0,116 0,104 0,098 0,164

100,0 -0,1 0,016 0,012 0,064 0,048 0,040 0,120 0,090 0,084 0,174
0,1 0,018 0,006 0,064 0,062 0,046 0,132 0,100 0,094 0,198
0,3 0,020 0,006 0,048 0,050 0,034 0,108 0,108 0,098 0,152
0,5 0,012 0,000 0,034 0,054 0,042 0,098 0,116 0,086 0,158
0,7 0,044 0,022 0,042 0,108 0,074 0,098 0,170 0,128 0,158
0,9 0,660 0,540 0,508 0,702 0,634 0,576 0,724 0,674 0,616
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Novamente, como nos processos ARFIMA(0, d, 0) e ARFIMA(1, d, 0),
no processo ARFIMA(0, d, 1) os ńıveis de significância emṕıricos se aproxi-
maram dos ńıveis nominais, somente quando a série original foi diferenciada
pelo estimador d̂FT . Neste caso, o ńıvel emṕırico do teste baseado na es-
tat́ıstica QPR(·) é mais alto do que os ńıveis emṕıricos dos testes baseados
nas estat́ısticas QLB(·) e QMT (·).

A Tabela 5.20, a seguir, apresenta a média, o desvio padrão e o erro
quadrático médio das estimativas do parâmetro d do processo ARFIMA(0, d,
1), obtidas pelos estimadores introduzidos no Caṕıtulo 3 quando θ1 assume
os valores já mencionados no ińıcio desta seção.

Tabela 5.20: Estat́ısticas das estimativas do parâmetro d = 0, 2.

Método θ1 Média D.Padrão EQM θ1 Média D.Padrão EQM
d̂GPH 0,2414 0,0853 0,0038 0,2013 0,1360 0,0061
d̂sp 0,2012 0,0734 0,0033 0,1666 0,1114 0,0050

d̂
(0,7)
R -0,9 0,2032 0,0438 0,0020 0,1 0,1721 0,0511 0,0023

d̂
(0,8)
R 0,2556 0,0297 0,0013 0,1511 0,0370 0,0017
d̂FT 0,1943 0,0267 0,0012 0,1891 0,0460 0,0021

d̂GPH 0,2309 0,1138 0,0051 0,1834 0,1294 0,0058
d̂sp 0,1936 0,0877 0,0039 0,1545 0,1027 0,0046

d̂
(0,7)
R -0,7 0,2045 0,0439 0,0020 0,3 0,1285 0,0531 0,0024

d̂
(0,8)
R 0,2583 0,0299 0,0013 0,0417 0,0452 0,0020
d̂FT 0,1963 0,0274 0,0012 0,1698 0,0544 0,0024

d̂GPH 0,2259 0,1253 0,0056 0,1824 0,1373 0,0061
d̂sp 0,1963 0,0977 0,0044 0,1521 0,1122 0,0050

d̂
(0,7)
R -0,5 0,2027 0,0436 0,0020 0,5 0,0510 0,0613 0,0027

d̂
(0,8)
R 0,2501 0,0285 0,0013 -0,1499 0,0580 0,0026
d̂FT 0,1931 0,0307 0,0014 0,1728 0,0873 0,0039

d̂GPH 0,2242 0,1223 0,0055 0,1177 0,1410 0,0063
d̂sp 0,1896 0,1026 0,0046 0,0964 0,1093 0,0049

d̂
(0,7)
R -0,3 0,1971 0,0472 0,0021 0,7 -0,1852 0,0824 0,0037

d̂
(0,8)
R 0,2382 0,0310 0,0014 -0,4410 0,0675 0,0030
d̂FT 0,1944 0,0335 0,0015 0,1228 0,1174 0,0053

d̂GPH 0,2027 0,1316 0,0059 -0,0800 0,1385 0,0062
d̂sp 0,1693 0,1057 0,0047 -0,0980 0,1020 0,0046

d̂
(0,7)
R -0,1 0,1852 0,0454 0,0020 0,9 -0,6411 0,1012 0,0045

d̂
(0,8)
R 0,2062 0,0319 0,0014 -0,7152 0,0774 0,0035
d̂FT 0,1890 0,0367 0,0016 -0,3278 0,2602 0,0116
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A Figura 5.4, a seguir, apresenta o box-plot das estimativas do parâmetro
d. Essa figura é uma representação gráfica dos resultados apresentados na
Tabela 5.20.

Figura 5.4: Box-Plot das estimativas do parâmetro d = 0, 2.

Observe que as estimativas obtidas pelos estimadores d̂GPH e d̂sp foram,
em média, próximas do verdadeiro valor de d, entretanto, com alta variabili-
dade. As estimativas obtidas pelos estimadores d̂

(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , apesar de menor

variabilidade, em média, não estiveram próximas de d = 0, 2, se distanciando
ainda mais, quando θ1 se aproxima de 1. As melhores estimativas foram
obtidas pelo estimador d̂FT . Neste caso, as estimativas também pioraram,
no sentido de que se distanciaram do verdadeiro valor d = 0, 2, quando θ1 se
aproxima de 1. Observe como os métodos d̂R e d̂FT são senśıveis quando θ1 se
aproxima de 1. Já os métodos d̂GPH e d̂sp sofrem menos com a aproximação
de θ1 à 1.
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Tabela 5.21: Estat́ısticas das estimativas do parâmetro θ1.

Método θ1 Média D.Padrão EQM θ1 Média D.Padrão EQM
d̂GPH -0,8899 0,0181 0,0004 0,1017 0,1461 0,0213
d̂sp -0,8953 0,0170 0,0003 0,0658 0,1201 0,0156

d̂
(0,7)
R -0,9 -0,8950 0,0153 0,0003 0,1 0,0710 0,0677 0,0041

d̂
(0,8)
R -0,8879 0,0158 0,0004 0,0481 0,0407 0,0043
d̂FT -0,8901 0,0200 0,0005 0,0888 0,0542 0,0031

d̂GPH -0,6831 0,0539 0,0032 0,2781 0,1446 0,0213
d̂sp -0,6986 0,0412 0,0017 0,2474 0,1164 0,0163

d̂
(0,7)
R -0,7 -0,6944 0,0291 0,0008 0,3 0,2196 0,0603 0,0101

d̂
(0,8)
R -0,6730 0,0269 0,0015 0,1194 0,0501 0,0351
d̂FT -0,6969 0,0253 0,0006 0,2656 0,0622 0,0050

d̂GPH -0,4810 0,0832 0,0073 0,4717 0,1477 0,0226
d̂sp -0,5000 0,0667 0,0044 0,4421 0,1220 0,0182

d̂
(0,7)
R -0,5 -0,4968 0,0382 0,0015 0,5 0,3301 0,0668 0,0333

d̂
(0,8)
R -0,4673 0,0328 0,0021 0,0644 0,0834 0,1967
d̂FT -0,5027 0,0323 0,0010 0,4671 0,0925 0,0096

d̂GPH -0,2771 0,1025 0,0110 0,6101 0,1403 0,0277
d̂sp -0,3056 0,0868 0,0075 0,5946 0,1105 0,2331

d̂
(0,7)
R -0,3 -0,3003 0,0470 0,0022 0,7 0,2512 0,1266 0,2174

d̂
(0,8)
R -0,2674 0,0390 0,0026 -0,1832 0,1544 0,8039
d̂FT -0,3032 0,0408 0,0017 0,6230 0,1115 0,0183

d̂GPH -0,0924 0,1300 0,0169 0,6612 0,1483 0,0790
d̂sp -0,1242 0,1036 0,0113 0,6503 0,1103 0,0745

d̂
(0,7)
R -0,1 -0,1097 0,0513 0,0027 0,9 -0,1807 0,2309 1,2211

d̂
(0,8)
R -0,0910 0,0394 0,0016 -0,3241 0,1945 1,5362
d̂FT -0,1070 0,0462 0,0022 0,3627 0,2760 0,3647

As Figuras E.1 a E.10, no Anexo E, apresentam o box-plot das estimati-
vas do parâmetro θ1, quando θ1 assume os valores indicados no ińıcio desta
seção. Estas estimativas foram obtidas após a série original ter sido diferenci-
ada pelos estimadores introduzidos no Caṕıtulo 3. Estas figuras representam
graficamente os resultados apresentados na Tabela 5.21.
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Caṕıtulo 6

Análise de Dados Reais

Neste caṕıtulo, aplicamos os testes portmanteau baseados nas estat́ısticas
QLB(·), QMT (·) e QPR(·), dadas, respectivamente, pelas expressões (4.29),
(4.30) e (4.33) aos modelos encontrados por Souza (2000) ao realizar um
estudo sobre uma série temporal que é a diferença entre outras duas, a saber:
“long: Yield on 20 year UK Gilts”; “short: 91 day UK Treasury Bill Rate”,
obtidas do livro Mills (1994).

As séries temporais “long” e “short” possuem 148 observações trimestrais
entre os anos 1952 a 1988. A Figura 6.1, a seguir, mostra a representação
gráfica destas duas séries.

Figura 6.1: Gráfico das séries temporais “long” e “short”.
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A série temporal “UK interest rate spread”, que é a diferença entre as
séries “long” e “short” é uma importante variável no estudo da estrutura
da taxa de juros (ver Mills (1994)). Esta série, cuja representação gráfica é
dada na Figura 6.2, a seguir, é composta de 148 observações com média 1,46
e desvio padrão 1,61.

Figura 6.2: Gráfico da série temporal “UK interest rate spread”.

Souza (2000) identifica os processos AR(1) e ARFIMA(1, d, 0) como a-
dequados para descrever a série “UK interest rate spread”. No processo de
identificação e estimação foram utilizadas as primeiras 140 observações, após
a extração da média da série.

Na Tabela 6.1, são dadas as estimativas dos parâmetros d e φ1 a partir
dos métodos propostos nas Seções 3.2 e 3.3. Entre parênteses aparecem as
estimativas obtidas por Souza (2000). Apesar de serem utilizados os mesmos
estimadores, em alguns casos, essas estimativas se diferem por estarmos con-
siderando diferentes valores para alguns parâmetros dos estimadores. Souza
(2000) utiliza o estimador de Robinson somente com g(n) = n0,5 e não com
g(n) = n0,7 e g(n) = n0,8 como utilizamos neste trabalho e denotamos, re-

spectivamente, por d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R . As estimativas obtidas por Souza (2000)

utilizando o estimador de Robinson com g(n) = n0,5 estão listadas entre

parênteses na coluna d̂
(0,7)
R .
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Tabela 6.1: Estimativas dos parâmetros para os modelos AR(1) e
ARFIMA (1, d, 0).

Estimativa ARFIMA(1, d, 0) AR(1)
d̂GPH d̂sp d̂

(0,7)
R d̂

(0,8)
R d̂FT

d̂ 0,4295 0,3127 0,4385 0,4576 0,1267 -
(0,427) (0,319) (0,699) - (0,131) -

φ̂1 0,5065 0,6201 0,4975 0,4784 0,7691 0,8496
(0,509) (0,613) (0,236) - (0,763) (0,848)

Observe que, na Tabela 6.1, as estimativas que obtemos estão próximas
das estimativas encontradas por Souza (2000). Como dissemos anterior-
mente, as pequenas variações que ocorrem se devem a diferentes valores
utilizados para o número de regressores para o estimador de Robinson (ver
Seção 3.2.3).

A Tabela 6.2, a seguir, apresenta as estat́ısticas de teste QLB(·), QMT (·) e
QPR(·), calculadas considerando m ∈ {5; 12; 24; 36; 48; 60; 72; 84; 96; 108},
para verificar a hipótese de independência dos reśıduos ao se ajustar o pro-
cesso AR(1), com φ1 = 0, 8496, à série temporal “UK interest rate spread”.

Tabela 6.2: Estat́ısticas de teste para o processo AR(1).

m QLB QMT QPR

5 1,0290 1,0322 0,4313
12 13,0222 11,9534 4,4937
24 28,7145 28,3023 15,7326
36 41,5169 37,1452 26,6520
48 49,3338 46,5074 35,3086
60 61,0945 59,2150 47,6453
72 70,1423 69,0977 69,2055
84 84,0767 75,9764 82,4731
96 94,6881 84,1451 80,2603
108 102,5523 96,1417 73,4744

A Tabela 6.3, a seguir, apresenta as estat́ısticas de teste QLB(·), QMT (·) e
QPR(·), obtidas dos reśıduos do ajuste do processo ARFIMA(1, d, 0) à série

78



temporal “UK interest rate spread”. Esse reśıduos foram calculados para
os casos em que φ1, dado na Tabela 6.1, foi estimado após diferenciarmos a
série pelos estimadores d̂GPH , d̂sp, d̂

(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , introduzidos no Caṕıtulo 3.

As estat́ısticas foram calculadas para verificar a hipótese de independência
dos reśıduos. Conforme a Observação (b), dada na página 49 deste trabalho,
devemos comparar as estat́ısticas dadas na Tabela 6.3 com os pontos cŕıticos
dados na Tabela 6.4. As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam os resultados análogos
para o caso em que estimamos os parâmetros do processo ARFIMA(1, d, 0)
pelo estimador de Fox e Taqqu (1986).

Tabela 6.3: Estat́ısticas de teste para o processo ARFIMA(1, d, 0).

m QLB QMT QPR QLB QMT QPR

d̂GPH d̂sp

5 1,4607 1,6368 0,8372 1,1812 1,2999 0,7148
12 13,5415 12,2625 5,5390 12,9550 11,7930 5,1111
24 30,4482 30,5083 16,7817 29,6738 29,9524 15,5288
36 41,2004 36,1780 28,8643 40,3055 35,9923 26,2613
48 48,8077 43,0327 38,5218 47,9902 42,9944 35,0336
60 59,8704 56,6450 51,5201 59,1407 56,5301 46,6920
72 70,9596 63,8145 75,7693 70,2181 63,7868 73,1096
84 84,4955 73,0942 80,0348 84,0673 73,2867 83,4445
96 97,7083 80,9560 75,5044 97,4056 81,1482 79,6878
108 103,8307 93,3754 67,6176 103,5392 93,9014 72,4507

d̂
(0,7)
R d̂

(0,8)
R

5 1,4771 1,6563 0,8391 1,5094 1,6946 0,8399
12 13,5948 12,3013 5,5713 13,7120 12,3850 5,6402
24 30,5247 30,5477 16,9202 30,6952 30,6304 17,2379
36 41,2889 36,1881 29,1622 41,4850 36,2105 29,8497
48 48,8860 43,0333 38,9206 49,0592 43,0344 39,8412
60 59,9441 56,6559 52,0877 60,1095 56,6814 53,4099
72 71,0295 63,8149 78,1827 71,1858 63,8167 77,4505
84 84,5506 73,0767 81,6321 84,6811 73,0397 80,3599
96 97,7477 80,9386 76,9225 97,8438 80,9027 75,4556
108 103,8684 93,3314 68,9879 103,9610 93,2400 67,3246

A Tabela 6.4, a seguir, apresenta os pontos cŕıticos das distribuições
de probabilidade Qui-quadrado e Gama - denotados, respectivamente, por
χ2

α; GL e G(g1, g2) para o ńıvel de significância α ∈ {0, 01; 0, 05; 0, 10}. A
coluna GL = m − (p + q) = m − 1, apresenta os graus de liberdade da
distribuição Qui-quadrado e as colunas g1 e g2, se referem aos valores dos
parâmetros da distribuição G(g1, g2), dados pela expressão (4.38), para os
correspondentes valores de m.
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Tabela 6.4: Pontos cŕıticos das distribuições de probabilidade Qui-quadra-
do e Gama.

m GL g1 g2 α χ2
α; GL G(g1, g2)

0,01 13,2768 7,2036
5 4 1,6667 0,8333 0,05 9,4878 5,0311

0,10 7,7795 4,0624
0,01 24,7254 13,4509

12 11 4,3043 0,7826 0,05 19,6752 10,4584
0,10 17,2750 9,0522
0,01 41,6384 22,3719

24 23 8,8085 0,7660 0,05 35,1725 18,5253
0,10 32,0069 16,6607
0,01 57,3421 30,5439

36 35 13,3099 0,7606 0,05 49,8019 26,0641
0,10 46,0588 23,8597
0,01 72,4433 38,3534

48 47 17,8105 0,7579 0,05 64,0011 33,3459
0,10 59,7743 30,8587
0,01 87,1657 45,9377

60 59 22,3109 0,7563 0,05 77,9305 40,4680
0,10 73,2789 37,7333
0,01 101,6370 53,3643

72 71 26,8112 0,7552 0,05 91,6670 47,4783
0,10 86,6291 44,5208
0,01 115,8908 60,6729

84 83 31,3114 0,7545 0,05 105,2643 54,4048
0,10 99,8746 51,2430
0,01 129,9864 67,8886

96 95 35,8115 0,7539 0,05 118,7490 61,2655
0,10 113,0323 57,9138
0,01 143,9530 75,0288

108 107 40,3116 0,7535 0,05 132,1420 68,0726
0,10 126,1184 64,5429

Observe que os valores das estat́ısticas QLB(·) e QMT (·), apresentadas
na Tabela 6.2, são sempre menores que os correspondentes pontos cŕıticos
da distribuição de probabilidade Qui-quadrado, dados na Tabela 6.4, sejam
quais forem os valores de m e de α. Isto nos leva a não rejeitar a hipótese
de que os reśıduos do ajuste de um processo AR(1), com φ1 = 0, 8496, sejam
independentes e, consequentemente, este processo é adequado para descrever
o comportamento da série “UK interest rate spread”. O mesmo acontece
para a estat́ıstica QPR(·) quando comparado com os correspondentes pon-
tos cŕıticos da distribuição de probabilidade Gama, para m ∈ {5; 12; 24} e
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α ∈ {0, 01; 0, 05; 0, 10}. Para m ∈ {36; 48; 108} os valores da estat́ıstica
QPR(·) são menores do que os correspondentes pontos cŕıticos da distribuição
de probabilidade Gama, somente quanto α = 0, 01. Isso significa que, para
um ńıvel de significância α = 0, 05 ou α = 0, 10, rejeitamos a hipótese de
que os reśıduos do ajuste do processo AR(1), com φ1 = 0, 8496, sejam inde-
pendentes e, consequentemente, este processo não é adequado para descrever
a série temporal em questão. Para m ∈ {60; 72; 84; 96} a estat́ıstica nos
leva a rejeitar a hipótese de independência dos reśıduos do ajuste do processo
AR(1), com φ1 = 0, 8496, seja qual for o ńıvel de confiança α.

No caso do ajuste do processo ARFIMA(1, d, 0), a comparação das es-
tat́ısticas QLB(·) e QMT (·), apresentadas na Tabela 6.3, com os correspon-
dentes pontos cŕıticos (dados na Tabela 6.1) nos levam a concluir que os
reśıduos deste ajuste são independentes, ou seja, o processo é adequado para
descrever a série, seja qual for o valor de m e do estimador de d utilizado.
Nessas mesmas tabelas comparamos a estat́ıstica QPR(·) com os correspon-
dentes pontos cŕıticos. Observe que, para determinados valores de m e de
α o valor da estat́ıstica é maior do que o do ponto cŕıtico, o que nos leva
a rejeitar a hipótese de adequação do processo ARFIMA(1, d, 0). Entre-
tanto, segundo os resultados de nossas simulações, esta estat́ıstica pode estar
rejeitando erroneamente este processo devido ao estimador que está sendo
utilizado e sua variabilidade (ver Tabelas 5.8 à 5.11).

A Tabela 6.5, a seguir, apresenta as estat́ısticas de teste QLB(·), QMT (·)
e QPR(·), obtidas dos reśıduos do ajuste do processo ARFIMA(1, d, 0) à
série considerada. Estes reśıduos foram calculados para o caso em que todos
parâmetros do processo ARFIMA(1, d, 0) foram estimados simultaneamente
pelo estimador de Fox e Taqqu (1986). As estat́ısticas foram calculadas
considerando os valores de m aqui estipulados para verificar a hipótese de
independência dos reśıduos. Baseado em nossos estudos simulados, essa é
a melhor situação a ser analisada, pois foi onde os ńıveis de significância
emṕıricos mais se aproximaram dos ńıveis nominais (veja Tabela 5.12).
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Tabela 6.5: Estat́ısticas de teste para o processo ARFIMA(1, d, 0).

m QLB QMT QPR

d̂FT

5 0,7418 0,7896 0,3329
12 12,4176 11.4719 4,3919
24 29,1582 29.2171 14,7337
36 40,1611 35,3928 25,1036
48 47,8874 42,9049 33,4796
60 59,0047 56,4651 44,6050
72 69,4774 63,8145 64,6556
84 83,7373 73,4191 77,0577
96 96,5616 81,2126 74,7786
108 102,5031 94,1772 68,2427

A Tabela 6.6, a seguir, apresenta os pontos cŕıticos das distribuições
de probabilidade Qui-quadrado e Gama - denotados, respectivamente, por
χ2

α; GL e G(g1, g2) - para os valores de m e α já estipulados. A coluna
GL = m−(p+q+1) = m−2, apresenta os graus de liberdade da distribuição
Qui-quadrado para os correspondentes valores de α e GL. As colunas g̃1 e g̃2

se referem aos valores dos parâmetros da distribuição G(g1, g2), dados pela
expressão (4.39), para os correspondentes valores de m.
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Tabela 6.6: Pontos cŕıticos das distribuições de probabilidade Qui-quadra-
do e Gama.

m GL g̃1 g̃2 α X2
α; GL G(g̃1, g̃2)

0,01 11,3451 3,0173
5 3 2,5000 2,5000 0,05 7,8147 2,2141

0,10 6,2514 1,8473
0,01 23,2098 11,2724

12 10 4,0276 0,8950 0,05 18,3071 8,7070
0,10 15,9872 7,5054
0,01 40,2894 20,6545

24 22 8,4717 0,8068 0,05 33,9244 17,0509
0,10 30,8133 15,3067
0,01 56,0609 28,9876

36 34 12,9586 0,7854 0,05 48,6024 24,6911
0,10 44,9031 22,5788
0,01 71,2014 36,8846

48 46 17,4527 0,7788 0,05 62,8296 32,0292
0,10 58,6405 29,6190
0,01 85,9502 44,5256

60 58 21,9494 0,7702 0,05 76,7778 39,1881
0,10 72,1598 36,5209
0,01 100,4408 51,9927

72 70 26,4473 0,7666 0,05 90,5279 46,2250
0,10 85,5206 43,3281
0,01 114,7095 59,3320

84 82 30,9458 0,7609 0,05 104,1358 53,1718
0,10 98,7745 50,0653
0,01 128,8170 66,5720

96 94 35,4447 0,7623 0,05 117,6290 60,0486
0,10 111,9387 56,7482
0,01 142,7935 73,7320

108 106 39,9439 0,7608 0,05 131,0290 66,8690
0,10 125,0303 63,3873

Observe que comparando os resultados apresentados nas Tabelas 6.5 e 6.6,
rejeitamos a hipótese de que os reśıduos do ajuste do processo ARFIMA(1, d,
0) à série temporal em questão são independentes para o caso da estat́ıstica
QPR(·), quando m ∈ {36; 48; 60; 72; 84; 96; 108}. Considerando as es-
tat́ısticas QLB(·) e QMT (·) não rejeitamos essa hipótese, sejam quais forem
os valores de m e de α.

Para verificar a adequação do processo AR(1) à série temporal em questão,
podemos realizar o teste baseado nas três estat́ısticas de teste (QLB(·), QMT (·)
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e QPR(·)), pois, conforme Peña e Rodŕıguez (2002), estas estat́ısticas são ade-
quadas para tal situação. Os resultados que encontramos nos levam a não re-
jeitar a hipótese nula. Baseado nos resultados das simulações apresentados no
Caṕıtulo 5, no intuito de verificar a adequação do processo ARFIMA(1, d, 0),
devemos realizar o teste de hipótese baseado nas estat́ısticas QLB(·) e QMT (·),
já que, como vimos, o teste baseado na estat́ıstica QPR(·) pode, com maior
probabilidade, rejeitar um processo adequado. Os resultados obtidos com
QLB(·) e QMT (·) nos levam a não rejeitar a hipótese nula. Em outras palavras,
para ambos os processos, não há ind́ıcios para rejeitarmos a hipótese de que
os reśıduos do ajuste destes processos à série temporal analisada sejam in-
dependentes. Lembramos que, somente a realização deste teste não garante
a adequação destes processos, faz-se necessário, ainda, um estudo para veri-
ficar a normalidade ou não destes reśıduos. No entanto, este não é o interesse
maior deste trabalho.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Trabalhos
Futuros

7.1 Conclusões

Com os resultados obtidos nas simulações apresentados no Caṕıtulo 5, con-
clúımos que os testes portmanteau baseados nas estat́ısticas QLB(·) e QMT (·)
podem ser utilizados para verificar a hipótese de independência dos reśıduos
do ajuste dos processos ARFIMA(p, d, q) à uma série temporal. Entretanto,
o teste baseado na estat́ıstica QPR(·) não se mostrou adequado, pois os ńıveis
de significância emṕıricos obtidos nesse caso foram sempre maiores dos que
os ńıveis de significância nominais. Isto pode ter ocorrido tendo em vista
que utilizamos a idéia heuŕıstica que t́ınhamos à respeito da distribuição
de probabilidade dessa estat́ıstica, nos processos ARFIMA(p, d, q). Como
mostramos no Anexo B, a distribuição de probabilidade da estat́ıstica QPR(·)
pode ser aproximada por uma distribuição G(g1, g2), com os parâmetros g1

e g2, dados pela expressão (4.38). Esta aproximação é verdadeira para um
processo ARIMA(p, d, q), como foi provado por Peña e Rodŕıguez (2002).
No entanto, para um processo ARFIMA(p, d, q) utilizamos, neste trabalho,
a aproximação para uma distribuição G(g̃1, g̃2), onde os parâmetros g̃1 e
g̃2 são dados pela expressão (4.39). Para a estat́ıstica de teste QMT (·) a
idéia heuŕıstica que apresentamos pareceu adequada, já que os ńıveis de sig-
nificância do teste baseado nessa estat́ıstica ficaram próximos dos ńıveis nom-
inais quando o estimador do parâmetro d utilizado foi d̂FT .

Os ńıveis de significância emṕıricos dos testes estão intimamente ligados
com a variabilidade dos estimadores dos parâmetros dos processos ARFIMA
(p, d, q). Portanto, como as estimativas do parâmetro d, obtidas pelo esti-
mador d̂FT , em geral, foram as mais próximas do verdadeiro valor de d, este
estimador deve ser utilizado, sempre que posśıvel. Ao utilizarmos os esti-
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madores d̂GPH , d̂sp, d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R poderemos rejeitar um modelo erroneamente,

já que seus ńıveis de significância emṕıricos, em geral, estiveram acima dos
ńıveis nominais. Entre os estimadores ditos semi-paramétricos que inclúımos
neste trabalho, o que se mostrou mais adequado foi d̂

(0,8)
R .

Nos três casos investigados (ARFIMA(0, d, 0), ARFIMA(1, d, 0) e AR
FIMA(0, d, 1)) os melhores resultados, no sentido de proximidade dos ńıveis
de significância emṕıricos e nominais, foram obtidos quando a série temporal
originalmente gerada foi diferenciada pela estimativa obtida pelo estimador
d̂FT , a não ser no processo ARFIMA(0, d, 1) quando θ1 = 0, 9, pois nesse
caso as estimativas obtidas por este estimador não foram adequadas (ver
Tabela 5.20 e Figura 5.4).

No estudo sobre a série temporal “UK interest rate spread”, conclúımos
que não há ind́ıcios para rejeitar a adequação desta série pelos processos
AR(1) e ARFIMA(1, d, 0). De acordo com os resultados que obtivemos, os
reśıduos do ajuste destes processos, à série temporal em questão, podem ser
considerados independentes.

7.2 Trabalhos Futuros

Algumas questões sobre os testes portmanteau baseados nas estat́ısticas QLB

(·), QMT (·) e QPR(·) para os procesos ARFIMA(p, d, q), ainda não respon-
didas neste trabalho, ficam como sugestões para futuros estudos, entre elas:

• estudar o comportamento do poder dos testes baseados nas estat́ısticas
QLB(·), QMT (·) e QPR(·), ou seja, estudar a probabilidade emṕırica de
rejeitar a hipótese nula de que o processo ajustado é adequado, dado
que o processo é inadequado (ver Definição 2.26);

• derivar matemáticamente as distribuições de probabilidade das estat́ıs-
ticas QMT (·) e QPR(·) para os processos ARFIMA(p, d, q), já que,
como descrevemos no Caṕıtulo 4, o que utilizamos neste trabalho, no
caso dos processos ARFIMA(p, d, q), é uma idéia heuŕıstica do que
nos parece acontecer, mas que nos resultados apresentados no Caṕıtulo
5, vimos que essa idéia não parece adequada quando utilizamos a es-
tat́ıstica QPR(·); e
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• estudar o comportamento dos testes portmanteau no domı́nio da fre-
qüência para os processos ARFIMA(p, d, q).
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ANEXO A

Apesar de não provarmos matematicamente verificamos, neste anexo, a va-
lidade para um determinado p fixo, a saber p = 2, da igualdade

∂
∂φj

(
∑p

i=0

∑p
j=0

∑
t φiφjXt−iXt−k−j)

∣∣∣
φ=φ̂

=
∑p

i=0 φiXt−iXt−k−j+

+
∑p

i=0 φiXt−jXt−k−i,
(A.1)

para j = 1, · · · , p.

Esta igualdade é utilizada para a obtenção da expressão (4.12) na Seção
4.1 deste trabalho.

A expressão do lado esquerdo de (A.1) quando p = 2 é dada por

∂
∂φj

(
∑2

i=0

∑2
j=0

∑
t φiφjXt−iXt−k−j) = ∂

∂φj
(φ0φ0XtXt−k + φ0φ1XtXt−k−1+

+φ0φ2XtXt−k−2+φ1φ0Xt−1Xt−k+φ1φ1Xt−1Xt−k−1+φ1φ2Xt−1Xt−k−2+

+φ2φ0Xt−2Xt−k + φ2φ1Xt−2Xt−k−1 + φ2φ2Xt−2Xt−k−2).

Então, para j = 0, temos que

∂
∂φ0

(
∑2

i=0

∑2
j=0

∑
t φiφjXt−iXt−k−j) = 2φ0XtXt−k + φ1XtXt−k−1+

+φ2XtXt−k−2 + φ1Xt−1Xt−k + φ2Xt−2Xt−k =

=
∑p

i=0 φiXt−iXt−k−0 +
∑p

i=0 φiXt−0Xt−k−i,

o que mostra a igualdade (A.1) quando p = 2 e j = 0.
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Para j = 1, temos que

∂
∂φ1

(
∑2

i=0

∑2
j=0

∑
t φiφjXt−iXt−k−j) = φ0XtXt−k−1 + φ0Xt−1Xt−k+

+2φ1Xt−1Xt−k−1 + φ2Xt−1Xt−k−2 + φ2Xt−2Xt−k−1 =

=
∑p

i=0 φiXt−iXt−k−1 +
∑p

i=0 φiXt−1Xt−k−i,

o que mostra a igualdade (A.1) quando p = 2 e j = 1.

Para j = 2, temos que

∂
∂φ2

(
∑2

i=0

∑2
j=0

∑
t φiφjXt−iXt−k−j) = φ0XtXt−k−2 + φ1Xt−1Xt−k−2+

+φ2Xt−2Xt−k + φ1Xt−2Xt−k−1 + 2φ2Xt−2Xt−k−2 =

=
∑p

i=0 φiXt−iXt−k−2 +
∑p

i=0 φiXt−2Xt−k−i.

o que mostra a igualdade (A.1) quando p = 2 e j = 2.
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ANEXO B

De acordo com o artigo Peña e Rodŕıguez (2002) (ver seção 3.2 deste artigo),
a distribuição de probabilidade de QPR(·) pode ser aproximada por uma
distribuição G(g1, g2), onde os parâmetros g1 e g2 são definidos por

g1 =
b

2
e g2 =

1

2a
,

com a e b dados por

a =

∑m
i=1 λ2

i∑m
i=1 λi

e b =
(
∑m

i=1 λi)
2

∑m
i=1 λ2

i

. (B.1)

No apêndice deste mesmo artigo está demonstrado que

m∑
i=1

λi =
m + 1

2
−(p+q) e

m∑
i=1

λ2
i =

1

6m
(m+1)(2m+1)−(p+q). (B.2)

Desta forma, esta distribuição tem média e variância dadas por

E(X) =
(m + 1)

2
− (p + q) e V ar(X) =

(m + 1)(2m + 1)

3m
− 2(p + q).

Assim, segue das expressões (B.1) e (B.2) que

a =
(m+1)(2m+1)

6m
− (p + q)

m+1
2
− (p + q)

e

b =

[
m+1

2
− (p + q)

]2

(m+1)(2m+1)
6m

− (p + q)
=

6m
[

m+1
2
− (p + q)

]2

(m + 1)(2m + 1)− 6m(p + q)
.
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Consequentemente,

g2 =
1

2a
=

m+1
2
− (p + q)

2
[

(m+1)(2m+1)
6m

− (p + q)
] =

(m+1)−2(p+q)
2

2
[

(m+1)(2m+1)−6m(p+q)
6m

] ⇔

⇔ g2 =
3m[(m + 1)− 2(p + q)]

2[(m + 1)(2m + 1)− 6m(p + q)]
, (B.3)

e

g1 =
b

2
=

3m
[

m+1
2
− (p + q)

]2

(m + 1)(2m + 1)− 6m(p + q)
=

3m
4

[(m + 1)− 2(p + q)]2

(m + 1)(2m + 1)− 6m(p + q)
⇔

⇔ g1 =
3m[(m + 1)− 2(p + q)]2

2[2(m + 1)(2m + 1)− 12m(p + q)]
. (B.4)

Com as expressões (B.3) e (B.4) observamos que

E(X) = g1

g2
= g1(g2)

−1 = 3m[(m+1)−2(p+q)]2

4[(m+1)(2m+1)−6m(p+q)]
2[(m+1)(2m+1)−6m(p+q)]

3m[(m+1)−2(p+q)]
=

= (m+1)−2(p+q)
2

= m+1
2
− (p + q).

e

V ar(X) = g1

g2
2

= g1(g2)
−2 = 3m[(m+1)−2(p+q)]2

4[(m+1)(2m+1)−6m(p+q)]

(
2[(m+1)(2m+1)−6m(p+q)]

3m[(m+1)−2(p+q)]

)2

=

= (m+1)(2m+1)−6m(p+q)
3m

= (m+1)(2m+1)
3m

− 2(p + q).

Portanto, isto comprova a informação dada no ińıcio deste anexo.
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ANEXO C

No Caṕıtulo 5, fizemos uma observação sobre a impossibilidade de se obter
computacionalmente a expansão binomial, dada pela expressão (3.2), e uti-
lizada na definição do processo ARFIMA(p, d, q). Um modelo alternativo
obtido, substituindo-se essa expansão binomial por ∇d

r(·), dada pela ex-
pressão (5.1) é uma solução aproximada deste problema.

Nesse anexo apresentamos um estudo sobre o filtro

∇d
r(1) =

∑r
k=0 (−1)k

(
d
k

)
=

∑r
k=0 (−1)k Γ(d+1)

Γ(k+1)Γ(d−k+1)

=
∑r

k=0
Γ(k−d)

Γ(−d)Γ(k+1)

utilizado na expressão (5.1). Desejamos verificar o quanto este filtro, que
é um truncamento da série numérica

∞∑

k=0

(−1)k

(
d
k

)
=

∞∑

k=0

Γ(d + 1)

Γ(k + 1)Γ(d− k + 1)
= 0

se aproxima da soma igual à zero.

A Tabela C.1, a seguir, apresenta o valor de ∇d
r(1) para diversos valores

de d ∈ [0, 2], para os casos em que r = 999 e r = 10000.
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Tabela C.1: Valores de ∇d
999(1) e ∇d

10000(1) para d ∈ [0, 2].

d ∇d
999(1) ∇d

10000(1) d ∇d
999(1) ∇d

10000(1)
0,00 1,00000000 1,00000000 1,05 -0,00003435 -0,00000306
0,05 0,68637630 0,61171700 1,10 -0,00004696 -0,00000373
0,10 0,46902650 0,37253930 1,15 -0,00004790 -0,00000339
0,15 0,31896530 0,22578900 1,20 -0,00004320 -0,00000272
0,20 0,21578160 0,13613150 1,25 -0,00003633 -0,00000204
0,25 0,14513890 0,08160412 1,30 -0,00002913 -0,00000145
0,30 0,09700425 0,04860728 1,35 -0,00002256 -0,00000100
0,35 0,06437497 0,02874804 1,40 -0,00001698 -0,00000068
0,40 0,04238097 0,01686718 1,45 -0,00001244 -0,00000042
0,45 0,02764813 0,00980654 1,50 -0,00000894 -0,00000028
0,50 0,01784796 0,00564186 1,55 -0,00000628 -0,00000019
0,55 0,01137969 0,00320585 1,60 -0,00000428 -0,00000009
0,60 0,00714848 0,00179472 1,65 -0,00000290 -0,00000010
0,65 0,00440910 0,00098653 1,70 -0,00000190 -0,00000008
0,70 0,00265679 0,00052977 1,75 -0,00000113 0,00000001
0,75 0,00155205 0,00027582 1,80 -0,00000073 -0,00000004
0,80 0,00086781 0,00013745 1,85 -0,00000041 -0,00000003
0,85 0,00045346 0,00006401 1,90 -0,00000021 -0,00000002
0,90 0,00020990 0,00002640 1,95 -0,00000008 -0,00000001
0,95 0,00007262 0,00000814 2,00 0,00000000 0,00000000
1,00 0,00000000 0,00000000

Como, neste trabalho, consideramos o tamanho amostral n = 1000,
tomamos como ponto de truncamento r = 999. Observe que para d = 0, 2 e
d = 0, 4 obtemos, respectivamente,

∇0,2
999(1) = 0, 21578160 e ∇0,4

999(1) = 0, 04238097,

que são valores que não estão próximos de zero. Isto implica que este trunca-
mento pode estar afetando negativamente nossos resultados. Observe ainda
que mesmo truncando esse somatório em r = 10000, que é um valor razoavel-
mente grande em termos computacionais,

∇0,2
10000(1) = 0, 13613150 e ∇0,4

10000(1) = 0, 01686718.

Baillie et al. (1996), utilizando r = 1000 e d = 0, 75, relata que também
encontrou ∇0,75

999 (1) = 0, 00155. Observamos que a utilização de r = 10000
implicaria em um tempo computacional maior na obtenção das simulações
realizadas neste trabalho.
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ANEXO D

As Figuras D.1 a D.10, a seguir, apresentam o box-plot das estimativas
do parâmetro φ1, quando φ1 ∈ {−0, 9; −0, 7; −0, 5; −0, 3; −0, 1; 0, 1; 0, 3;
0, 5; 0, 7; 0, 9}. Estas estimativas foram obtidas através da subrotina NSLSE
da biblioteca IMSL, após gerarmos 500 amostras do processo ARFIMA(1, d,
0), com d = 0, 2 e a série original ter sido diferenciada pelos estimadores intro-
duzidos no Caṕıtulo 3. Estas figuras representam graficamente os resultados
apresentados na Tabela 5.14. Observe que, apesar das escalas destes gráficos
serem diferentes devido aos diferentes valores reais de φ1 (representados por
uma linha horizontal), todas foram fixadas em φ1± 0, 6, para que o tamanho
das caixas nos gráficos não dessem uma falsa impressão de que em alguns
casos uma estimativa varia mais ou menos do que as outras. Os śımbolos
d̂GPH , d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT , abaixo de cada caixa nos gráficos, indicam que

as estimativas de φ1 foram obtidas após diferenciarmos a série temporal pelos
respectivos estimadores.

Figura D.1: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = −0, 9.

98



Figura D.2: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = −0, 7.

Figura D.3: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = −0, 5.
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Figura D.4: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = −0, 3.

Figura D.5: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = −0, 1.

Observe que, nas Figuras D.1 à D.5, para φ1 assumindo valores nega-
tivos, em geral, a variabilidade das estimativas aumenta à medida que φ1

aproxima-se de zero. Esta caracteŕıstica independe do estimador utilizado
para diferenciar a série temporal, a não quando foi utilizado d̂FT . Nesse
caso, a variabilidade das estimativa parece permanecer constante à medida
que φ1 se aproxima de zero. Em média, as estimativas estão próximas do
verdadeiro valor de φ1 (linha horizontal), entretanto, observe que, quando

a série temporal foi diferenciada pelos estimadores d̂
(0,7)
R e d̂

(0,8)
R , principal-

mente, as estimativas se afastam do verdadeiro valor de φ1 à medida que o
mesmo se aproxima de zero.
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Figura D.6: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = 0, 1.

Figura D.7: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = 0, 3.
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Figura D.8: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = 0, 5.

Figura D.9: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = 0, 7.
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Figura D.10: Box-Plot das estimativas do parâmetro φ1 = 0, 9.

Para φ1 assumindo valores positivos (ver Figuras D.6 à D.10), as esti-
mativas não sofrem tanta variabilidade, como para as situações em que φ1

assume valor negativo. Entretanto, à medida que φ1 se afasta de zero (ou
se aproxima do limite da não estacionariedade), em média, as estimativas se
afastam do verdadeiro valor de φ1, exceto no caso em que a série temporal
foi diferenciada pelo estimador d̂FT .
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ANEXO E

As Figuras E.1 a E.10, a seguir, apresentam o box-plot das estimativas
do parâmetro θ1, quando θ1 ∈ {−0, 9; −0, 7; −0, 5; −0, 3; −0, 1; 0, 1; 0, 3;
0, 5; 0, 7; 0, 9}. Estas estimativas foram obtidas através da subrotina NSLSE
da biblioteca IMSL, após gerarmos 500 amostras do processo ARFIMA(0, d,
1), com d = 0, 2 e a série original ter sido diferenciada pelos estimadores intro-
duzidos no Caṕıtulo 3. Estas figuras representam graficamente os resultados
apresentados na Tabela 5.21. Observe que, apesar das escalas destes gráficos
serem diferentes devido aos diferentes valores reais de θ1 (representados por
uma linha horizontal), todas foram fixadas em θ1± 0, 6, para que o tamanho
das caixas nos gráficos não dessem uma falsa impressão de que em alguns
casos uma estimativa varia mais ou menos do que as outras. Os śımbolos
d̂GPH , d̂sp, d̂

(0,7)
R , d̂

(0,8)
R e d̂FT , abaixo de cada caixa nos gráficos, indicam que

as estimativas de θ1 foram obtidas após diferenciarmos a série temporal pelos
respectivos estimadores.

Figura E.1: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = −0, 9.
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Figura E.2: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = −0, 7.

Figura E.3: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = −0, 5.
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Figura E.4: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = −0, 3.

Figura E.5: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = −0, 1.

Observe que, nas Figuras E.1 à E.5, para θ1 assumindo valores negativos,
em geral, a variabilidade das estimativas, aumenta à medida que θ1 aproxima-
se de zero. Sendo que quando foi utilizado para diferenciar a série temporal
os estimadores d̂

(0,8)
R e d̂FT , esse aumento na variabilidade é menor. Em

média, as estimativas estão muito próximas do verdadeiro valor de θ1 (linha
horizontal).
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Figura E.6: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = 0, 1.

Figura E.7: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = 0, 3.
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Figura E.8: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = 0, 5.

Figura E.9: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = 0, 7.
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Figura E.10: Box-Plot das estimativas do parâmetro θ1 = 0, 9.

Para θ1 assumindo valores positivos (ver Figuras E.6 à E.10), a variabili-
dade das estimativas de θ1 aumentam à medida que esse parâmetro se afasta
de zero (ou se aproxima de 1). Entretanto, para os estimadores d̂

(0,7)
R e d̂

(0,8)
R ,

em média, à medida que θ1 se afasta de zero, as estimativas se afastam do
verdadeiro valor de θ1 (linha horizontal). Quando θ1 = 0, 9 isto também
ocorre para todos os estimadores de d utilizados.
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ANEXO F

Apesar de não provarmos matematicamente verificamos, neste anexo, a va-
lidade da seguinte equivalência

∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k∑n

t=1 ε̂2
t

= 0 ⇔
∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−(k+i)∑n

t=1 ε̂2
t

= 0,

utilizada na demonstração da expressão (4.7).

Observe inicialmente que é preciso verificar a equivalência

∑

k≥0

ψ̂k

n∑
t=p+1

ε̂tε̂t−i−k = 0 ⇔
∑

k≥0

ψ̂k

n∑

t=k+1

ε̂tε̂t−i−k = 0, (F.1)

já que

∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k∑n

t=1 ε̂2
t

= 0 ⇔
∑

k≥0

ψ̂k

n∑
t=p+1

ε̂tε̂t−i−k = 0

e

∑

k≥0

ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−i−k∑n

t=1 ε̂2
t

= 0 ⇔
∑

k≥0

ψ̂k

n∑

t=k+1

ε̂tε̂t−i−k = 0.

Provaremos a expressão (F.1) para o valor p = 2. Neste caso 1 ≤ i ≤ 2.
Assim,

∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂3ε̂3−i + ε̂4ε̂4−i + · · ·+ ε̂nε̂n−i) + ψ̂1(ε̂3ε̂3−i−1+

+ε̂4ε̂4−i−1 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−1)+ ψ̂2(ε̂3ε̂3−i−2 + ε̂4ε̂4−i−2 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−2)+
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+ψ̂3(ε̂3ε̂3−i−3 + ε̂4ε̂4−i−3 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−3) + ψ̂4(ε̂3ε̂3−i−4 + ε̂4ε̂4−i−4+

+ · · ·+ ε̂nε̂n−i−4) + · · ·

e

∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂1ε̂1−i+ε̂2ε̂2−i+ε̂3ε̂3−i+ε̂4ε̂4−i+· · ·+ε̂nε̂n−i)+

+ψ̂1(ε̂2ε̂2−i−1 + ε̂3ε̂3−i−1 + ε̂4ε̂4−i−1 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−1) + ψ̂2(ε̂3ε̂3−i−2+

ε̂4ε̂4−i−2 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−2) + ψ̂3(ε̂4ε̂4−i−3 + ε̂5ε̂5−i−3 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−3)+

ψ̂4(ε̂5ε̂5−i−4 + ε̂6ε̂6−i−4 + · · ·+ ε̂nε̂n−i−4) + · · ·.

Se p = 2, 1 ≤ i ≤ 2. Então, quando i = 1,

∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂3ε̂2 + ε̂4ε̂3 + · · ·+ ε̂nε̂n−1) + ψ̂1(ε̂3ε̂1+

+ε̂4ε̂2 + · · ·+ ε̂nε̂n−2) + ψ̂2(ε̂3ε̂0 + ε̂4ε̂1 + · · ·+ ε̂nε̂n−3)+

+ψ̂3(ε̂3ε̂−1 + ε̂4ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−4) + ψ̂4(ε̂3ε̂−2 + ε̂4ε̂−1+

+ · · ·+ ε̂nε̂n−5) + · · ·

e

∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂1ε̂0 + ε̂2ε̂1 + ε̂3ε̂2 + ε̂4ε̂3 + · · ·+ ε̂nε̂n−1)+

+ψ̂1(ε̂2ε̂0 + ε̂3ε̂1 + ε̂4ε̂2 + · · ·+ ε̂nε̂n−2) + ψ̂2(ε̂3ε̂0+

ε̂4ε̂1 + · · ·+ ε̂nε̂n−3) + ψ̂3(ε̂4ε̂0 + ε̂5ε̂1 + · · ·+ ε̂nε̂n−4)+

ψ̂4(ε̂5ε̂0 + ε̂6ε̂1 + · · ·+ ε̂nε̂n−5) + · · ·.

Assim, como ε̂l = 0, l ≤ 0, então

∑

k≥0

ψ̂k

n∑

t=k+1

ε̂tε̂t−i−k =
∑

k≥0

ψ̂k

n∑
t=p+1

ε̂tε̂t−i−k = 0.

Quando i = 2,
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∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=p+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂3ε̂1 + ε̂4ε̂2 + · · ·+ ε̂nε̂n−2) + ψ̂1(ε̂3ε̂0+

+ε̂4ε̂1 + · · ·+ ε̂nε̂n−3) + ψ̂2(ε̂3ε̂−1 + ε̂4ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−4)+

+ψ̂3(ε̂3ε̂−2 + ε̂4ε̂−1 + · · ·+ ε̂nε̂n−5) + ψ̂4(ε̂3ε̂−3 + ε̂4ε̂−2+

+ · · ·+ ε̂nε̂n−6) + · · ·

e

∑
k≥0 ψ̂k

∑n
t=k+1 ε̂tε̂t−i−k = ψ̂0(ε̂1ε̂−1 + ε̂2ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−2)+

+ψ̂1(ε̂2ε̂−1 + ε̂3ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−3) + ψ̂2(ε̂3ε̂−1+

ε̂4ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−4) + ψ̂3(ε̂4ε̂−1 + ε̂5ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−5)+

ψ̂4(ε̂5ε̂−1 + ε̂6ε̂0 + · · ·+ ε̂nε̂n−6) + · · ·.

Analogamente, como ε̂l = 0, l ≤ 0, então

∑

k≥0

ψ̂k

n∑

t=k+1

ε̂tε̂t−i−k =
∑

k≥0

ψ̂k

n∑
t=p+1

ε̂tε̂t−i−k = 0.

conforme queŕıamos verificar.
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