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RESuUMO

Estudamos neste trabalho, o nivel de significancia empirico dos testes
portmanteau baseados nas estatisticas propostas por Ljung e Box (1978),
Monti (1994) e Pena e Rodriguez (2002) nos processos ARFIMA(p,d, q).
Consideramos o processo ARFIMA(p,d,q) nas situagoes adequadas para
representar séries temporais com caracteristicas de longa dependéncia. Para
estimar o parametro de diferenciacao d utilizamos os métodos de estimacao
propostos por Geweke e Porter-Hudak (1983), Reisen (1994), Robinson (1994)
e Fox e Taqqu (1983).

ABSTRACT

We studied in this work, the impirical significance level of portmanteau
tests based on statistics proposed by Ljung and Box (1978), Monti (1994)
and Pena and Rodriguez (2002) in ARFIM A(p, d, q) processes. We consid-
ered the ARFIM A(p,d, q) process for suitable cases to represent time series
with long memory property. To estimate the diferenciation parameter d, we
used the estimation methods proposed by Geweke and Porter-Hudak (1983),
Reisen (1994), Robinson (1994) and Fox and Taqqu (1983).
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Conforme Morettin e Toloi (1981), define-se uma série temporal como uma
seqliéncia de observacoes de um fenomeno ao longo do tempo. Por exemplo,
pode-se registrar as vendas mensais de uma empresa, o indice anual de in-
flacao de um pais, as temperaturas médias diarias de uma cidade, etc. Assim
cada uma dessas seqiiéncias de observagoes é uma série temporal.

O principal objetivo de se estudar uma série temporal é encontrar um
modelo matematico que nos possibilite fazer previsoes sobre os futuros va-
lores dessa série.Um dos modelos, amplamente utilizado com este objetivo, é
o proposto por G. E. P. Box e G. M. Jenkins na década de 70, que sugerem
descrever uma série temporal na forma de polinémios: sao os chamados mode-
los autoregressivo integrado média mdvel, denotado por ARIM A(p,d, q). Os
parametros p e ¢ sao, respectivamente, o nimero de termos autoregressivos
e média movel que os polinémios terao e d é o numero de diferencas inteiras
necessarias para tornar a série temporal estacionaria. A metodologia pro-
posta consiste em identificar (estimar) os valores desses parametros (ajustar)
e, posteriormente, analisar a adequacao desse ajuste através de uma analise
dos residuos, para verificar se as suposicoes inicialmente feitas, de que os erros
sao um ruido branco, continuam validas. Um dos procedimentos realizado
nessa etapa é utilizar um teste portmanteau para verificar a independéncia
dos residuos, que sao obtidos, substituindo os parametros no modelo previa-
mente identificado, pelos seus respectivos estimadores.

Com o objetivo de testar a adequagao do modelo identificado, Box e Pierce
(1970) propuseram uma estatistica de teste, posteriormente modificada por
Ljung e Box (1978). Estas estatisticas sao baseadas na funcao de autocor-
relagao residual e possuem uma distribuicao de probabilidade Qui-quadrado.
Monti (1994) propoe uma estatistica de teste, também com uma distribuicao
de probabilidade Qui-quadrado, mas baseada na funcao de autocorrelagao
parcial residual. Pena e Rodriguez (2002) propoem uma quarta estatistica
de teste baseada numa versao corrigida da funcao de autocorrelagao resi-



dual amostral que possue uma distribuicao de probabilidade aproximada a
distribuicao Gama. Os testes portmanteau que consideramos neste trabalho
sao realizados no dominio do tempo, ou seja, utilizando estatisticas baseadas
na funcao de autocorrelacao dos residuos. Também existem testes portman-
teau no dominio da frequéncia, utilizando estatisticas baseadas na funcao
densidade espectral (ver Priestley (1981)). Os testes portmanteau obtidos
desta forma nao serao tratados neste trabalho mas ficam como questoes para
serem estudadas posteriormente.

Longa dependéncia é uma caracteristica de certas séries temporais onde
valores observados em momentos distantes estao correlacionados. Essa ca-
racteristica, inicialmente identificada por Hurst (1956) em seus estudos sobre
a fertilidade as margens do Rio Nilo, tém sido identificada, também, em séries
de diferentes areas de aplicacao como Economia e Fisica, entre outras. Desde
entao, varios processos tém sido propostos afim de modelar este fenomeno.
Mandelbrot e Ness (1968) introduziram o fractional Brownian motion e o
fractional Gaussian noise process. Hosking (1981) introduziu uma genera-
lizagao do classico modelo ARIM A(p, d, q), o modelo fraciondrio autoregres-
sivo integrado média movel - denotado por ARFIM A(p,d, q). Nesse modelo,
o parametro d, que no modelo ARIM A(p, d, q) assumia somente valores in-
teiros, pode assumir também valores fracionarios. A mais importante carac-
teristica desse modelo é apresentar longa dependéncia quando o parametro
d € (0; 0,5), curta dependéncia quando d € (—0,5; 0) e dependéncia inter-
mediaria quando d € (0,5; 1).

Como o comportamento, nos processos ARFIM A(p, d, q), dos testes port-
manteau baseados nas estatisticas propostas por Monti (1994) e Pena e
Rodriguez (2002) nao foram ainda pesquisados, o objetivo deste trabalho
é exatamente verificar o nivel de significancia empirico destes testes nestes
processos. Esta analise sera feita através de simulagoes de Monte Carlo e
comparada com o mesmo teste baseado na estatistica proposta por Ljung e
Box (1978). Para isto consideramos que o parametro d é estimado por trés
estimadores semi-paramétricos, a saber: o estimador proposto por Geweke e
Porter-Hudak (1983) que escreve a fungao periodograma (um estimador nao
consistente da fungao densidade espectral) como uma equagao de regressao
linear simples. Esta equagao tem como um de seus parametros desconhecidos,
o parametro d, e entao, a partir dos estimadores de minimos quadrados dessa
regressao, encontra-se um estimador para d; o estimador proposto por Reisen
(1994) que utiliza a mesma idéia de Geweke e Porter-Hudak (1983), mas es-
timando a funcao densidade espectral pela funcao periodograma suavizado;
o estimador proposto por Robinson (1994) é baseado no logaritmo da razao
entre funcoes densidade espectral, obtidas através de diferentes freqiiéncias.
Além destes estimadores, estamos considerando aqui um estimador, dito
paramétrico, proposto por Fox e Taqqu (1986), que é um estimador de



maxima verossimilhanca aproximado.

No Capitulo 2 introduzimos os conceitos bésicos para a analise de uma
série temporal, assim como as defini¢oes dos processos ARM A(p, q) e ARI-
M A(p,d, q), além das nogoes béasicas sobre testes de hipdteses. No Capitulo 3
definimos o processo ARFIM A(p, d, q) e um caso particular deste, o processo
ARFIMA(0,d,0), além de suas principais propriedades e dos estimadores
de seus parametros. No Capitulo 4 apresentamos as estatisticas para o teste
portmanteau propostas por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978), Monti
(1994) e Pena e Rodriguez (2002) e os teoremas que garantem a distribuicao
de probabilidade destas estatisticas. No Capitulo 5 descrevemos todo o pro-
cesso de simulagao utilizado e seus resultados. No Capitulo 6 realizamos uma
analise com dados reais como uma aplicacao da teoria vista. No Capitulo 7
colocamos nossas conclusoes e propomos assuntos para trabalhos futuros que
envolvam essa linha de pesquisa.



Capitulo 2

ANALISE DE SERIES TEMPORAIS

Uma série temporal é um conjunto de observagoes geradas seqiiencialmente no
tempo. Se esse conjunto é continuo dizemos que a série temporal é continua
enquanto que se ele for discreto, a série temporal é dita ser discreta. Os
principais objetivos ao se analisar uma série temporal sdo: (a) investigar o
mecanismo gerador da série; (b) descrever o seu comportamento; (¢) procurar
periodicidades relevantes nos dados; ou (d) fazer previsoes de valores futuros.

Estudaremos neste capitulo as definicoes bésicas e necessarias para o es-
tudo de uma série temporal discreta, que é o alvo do nosso trabalho. Definire-
mos, também, os processos ARM A(p, q) e ARIM A(p, d, q), propostos por G.
E. P. Box e G. M. Jenkins.

2.1 CoONCEITOS BASsICOS

f—p

Figura 2.1: Processo Estocéstico



Definicao 2.1 Um processo estocdstico é uma familia de variaveis aleatorias
{ X }ier, todas elas definidas em um mesmo espago de probabilidade (2, .4, P),
sendo T # () um conjunto de indices. O conjunto de indices T pode ser:
N,Z,[0,00) ou R. Neste trabalho serdo considerados somente os processos
onde T=ZouT=A{1,---,n}.

Na Figura 2.1 observa-se um processo estocastico, que nada mais é do que
todas as possiveis trajetérias que poderiamos observar. O que chamamos de
série temporal é uma das trajetérias observadas (em destaque), dentre as
muitas possiveis.

A seguir daremos as definicées de fungoes de grande importancia na iden-
tificagao e estimacao de um modelo para uma dada série temporal.

Definicao 2.2 A funcao de distribuicao conjunta de um ntumero finito de
varidveis aleatérias { Xy, X,, -+, Xy, } da colecao {X;}ier é definida como

Fth,"',th (xtw e 7xtn) - P<Xt1 < Ly 7th < «Ttn>,
para todon € N— {0}, ¢, € T e z;, € R, para todoi =1,---,n.

Definicao 2.3 Seja {X;}ier um processo estocastico tal que Var(X;) < oo,
para todo t € T. A fungao de autocovariancia de {X;}ier - denotada por
vx(+,+) - é dada por

vx(r,s) = Cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs; — E(Xy))], rseT,
onde E(X;) representa a esperanca matemdtica da variavel aleatéria X;.

Definigao 2.4 Seja {X;};er um processo estocéstico tal que Var(X;) < oo,
para todo t € T. A fung¢do de autocorrelagio de {X;}er - denotada por
px(+,+) - é dada por

_ 7X<r7 5)
VVar(X,)\/Var(X,)’

px(r,s) r,s €T,

onde Var(X;) = vx(t,t) representa a variancia da variavel aleatéria X;.

Definigao 2.5 Sejam {X,;}ier e {Y;}ier dois processos estocésticos univari-
ados estaciondrios. A func¢ao de covariancia cruzada entre X; e Y; - denotada
por vxy(r,s) - é uma fungao do tempo (s — r) somente. Nesse caso,

vxv(r,s) = Cov(X,,Ys) = E[(X, — E(X,))(Ys; — E(Y))], rseT.



Definicao 2.6 A funcao de autocorrelacdao parcial de um processo estocastico
{Xi}ier de ordem k - denotada por ¢x(-,-) - é determinada pelo quociente
entre o determinante de duas matrizes de ordem k x k dada por

1 px(1) - px(k—=2) px(1)
px(1) 1 (k=) px(2)
=) pxk=2) - k(1) px(R)
R N T T
px(1) 1 o px(k=3) px(k—2)
px(k=1) px(k=2) - px(1) 1

As matrizes envolvidas na expressao (2.1) sdo formadas pela funcao de
autocorrelagao do processo {X;}ier de ordem j, para j € {0,1,---, k}.

Em um processo estocastico desejamos observar a propriedade de que
duas partes com igual intervalo de tempo exibem caracteristicas estatisticas
similares. Definiremos formalmente, a seguir, como reconhecer a presencga ou
nao dessa importante propriedade.

Definigao 2.7 Um processo estocdstico { X; et € dito ser fortemente esta-
ciondrio se as fungoes de distribuicdo conjunta de {X;,, Xy, -+, X4, } e
{ Xty 1hy Xigin, -, X4, 1n} sdo as mesmas, para todo n € N e para todo
ti,h,t;+h €T, para todoi=1,2,---,n.

Entretanto, essa é uma definicao demasiadamente exigente que na pratica
dificilmente ocorre, entao faz-se necessario uma definicao mais razoavel.

Definigao 2.8 Um processo estocastico { X }er € dito ser fracamente esta-
ciondrio ou simplesmente estaciondrio (como serd chamado daqui por diante)
se

(i) E(|X¢|?) < oo, para todo t € T;
(ii) E(X;) = p, uma constante independente de t;
(iii) yx(r,s) = yx(r +t,s + t), para quaisquer , s,t € T.

Consideraremos, daqui por diante, que T = Z.

Observagao: Em um processo estacionario as fungoes de autocorrelacao e
de autocorrelagao parcial possuem as seguintes propriedades:
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(b) vx(0) = Cov(Xy, X;) = Var(Xy), para todo t € Z;
(c) px(0) = 1;
(d) vx (k) = vx(—k), para todo k € N;
(e) px(k) = px(—k), para todo k € N;
(f) |vx (k)| < vx(0), para todo k € N;
(

<
g) lpx (k)| <1, para todo k € N.

Na préxima definicao veremos que a funcao densidade espectral de um pro-
cesso estocastico estacionario nada mais é do que a transformada de Fourier
da fungao de autocovariancia yx(-), quando esta for absolutamente conver-
gente.

Definigao 2.9 Seja { X}z um processo estocdstico estaciondrio com fungao
de autocovariancia yx(-) absolutamente convergente, isto é, > |yx (k)| < oo,
para todo k € Z. A funcao densidade espectral de {X,}iez - denotada por
fx(+) - é dada por

fx(w) = 5; 200 o vx(k)e*

— % [fyX(O) +23 77 x (k) cos(wk)], para todo w € [—m, 7],

onde foram utilizadas a igualdade dada em (d) na observagao anterior e as
propriedades trigonométricas para obtermos a segunda forma para fx(-).

O Teorema 2.1, a seguir, apresenta trés propriedades da funcao densidade
espectral de um processo estocastico estacionario.

Teorema 2.1 Seja {X;}iez um processo estocdstico estaciondrio com fun¢ao
de autocovariancia vx(-) absolutamente convergente. A funcdo densidade
espectral, dada pela Definicao 2.9, tem as sequintes propriedades:

o fx(w) € uma fungao real continua;

o fx(w)= fx(—w), para todo w € [—m, 7] e

o fx(w) >0, para todo w € [—m, 7).

Mais detalhes sobre a funcao densidade espectral e suas propriedades po-

dem ser encontrados em Brockwell e Davis (1991) e Wei (1990).

A seguir definimos os estimadores obtidos pelo método dos momentos (es-
timadores naturais), para a esperanca e para as fungoes de autocovariancia,
autocorrelacao, autocorrelacao parcial e densidade espectral de um processo
estocdstico estacionério { X }iez com



e E(X;) = p, para todo t € Z
e Var(X;) =02 paratodot € Z

o Cov(Xy, Xi—k) =7x(k), k€Z

considerando uma série temporal com n observacoes, X1, Xs, -+, X,,, obtida
a partir deste processo { X, }iez.

Definicao 2.10 Um estimador natural para a esperanca é a média amostral

dada por
— 1
X =— Xia

que é a média das n observagoes da série temporal {X,;}} ;.

Definicao 2.11 Um estimador natural para a fungao de autocovariancia é
a funcao de autocovariancia amostral dada por

n

W) == S (G- T (X k=), ke{01,n}

n..
i=k+1

Observacao: Na Definicao 2.11 o quociente n é preferivel ao quociente n—k,
apesar de assim obter-se um estimador viciado, porque desta forma yx(-) é
fungao definida nao negativa. O estimador baseado no quociente n — k tem
menor vicio mas maior variancia comparado com o estimador acima definido

(ver Wei (1990).
Definicao 2.12 A funcao de autocorrelacio amostral de ordem k é definida

por
Vx (k

px (k) = YX—(), para todo k€ {0,+£1,£2,--- £ (n—1)},
¥x(0)

onde §x(0) = 1 37" | (X; — X)? é a varidncia amostral do processo {X;}iez.

Definicao 2.13 A funcdo de autocorrelagao parcial amostral de ordem k
é obtida substituindo px(-) por px(-) nas duas matrizes que aparecem na
expressao (2.1).

Pela dificuldade de se calcular o determinante das matrizes resultantes da
substituigdo de px(-) por px(-), mencionada na Defini¢ao 2.13, utilizaremos
o seguinte método recursivo dado por Durbin (1960),

~

ox(1,1) = px(1),



bxthr 1 k1) = D 7 g Ox b PIonlk 274 D
1=3 "0 ox(k,5)px ()

Y

€

QBX(IC_FL]) :IéX(khy)_ggX(k—i_l?k—'_l) ﬁX(kak_j+1)7 ]e {17277k}

Definicao 2.14 Para um conjunto de n observagoes X, ---, X,, de um pro-
cesso { X, hez, a fungdo periodograma - denotada por I(-) - é definida como

I(w) = % [&X(O) + 22%((1{) cos(wk)], para todo w € [-m, 7. (2.2)

Apesar da funcao periodograma ser um estimador assintoticamente nao-
viciado, ela é inconsistente para a funcao densidade espectral fx(-). Defini-
mos entao, a seguir, um estimador consistente para fx(-).

Definigao 2.15 A func¢ao periodograma suavizado - denotada por fy(-) - é

definida como

1 n—1

fs(w) = o A(k)yx (k) cos(wk), para todo w € [—m, 7],
k=—(n—1)

onde A(+) é uma funcdo de ponderacao conhecida como janela espectral.

Diferentes formas da janela espectral A(-) sdo sugeridas na literatura de
séries temporais. Neste trabalho, utilizaremos somente a janela de Parzen
que é dada por

(1 _¢(k ? Ik[\3 u
1—-6(2) +6(5)° se |kl <3
_ 3
Ak) = 2(1 — %) , se 5 < |kl <w (2:3)
L 0, caso contrario,

onde u é definido como o ponto de truncamento desta janela. Neste trabalho,
consideramos u = n%?, onde n é o tamanho amostral.

Nas Segoes 2.2 e 2.3 introduziremos o processo ARM A(p,q) e ARIMA
(p,d,q), propostos por G. E. P. Box e G. M. Jenkins. Daremos antes, porém,
duas importantes defini¢goes no contexto que segue.

9



Definigao 2.16 O processo {&;}ez € dito ser um ruido branco com média
zero e variancia o2 - denotado por ; ~ WN(0,0?) - se e somente se

o2, k=0

E(e)) =0; Var(e) =E(e]) =07 e (k)= { 0, k0.

Definigao 2.17 O processo {¢; }icz é dito ser composto por varidveis aleatd-
rias independentes e identicamente distribuidas (v.a. iid.) - denotado por
g, ~ II1D(0,02) - se e somente se

E(e)=0 e Var(e) = E(e?) = o>

)

2.2 PROCESsOS ARM A(p, q)

Definimos nessa se¢ao o processo autoregressivo média movel para séries tem-
porais estacionarias, o qual inclui, como caso especial, o processo autore-
gressivo e o processo média movel. Definimos também, a funcao densidade
espectral deste processo.

Definigao 2.18 Sejam {X;}icz um processo estocdstico e {&; }ez 0 processo
ruido branco. Se {X;};ez satisfaz a equagao

O(B)(X; —pu) =0O(B)ey, tez, (2.4)
onde B ¢é o operador backward-shift, isto é, B*X; = X, 1, ®(-) e O(+) sdo
polinémios de ordem p e ¢ (inteiros), respectivamente, dados por

D(2) =1~ 12— pg2® — -+ — P2
e (2.5)
O(2) =1—012— 02> — -+ — 0,2,

onde ¢;,1 < i < p, e 8;,1 < j < g, sao constantes reais, entao diz-se
que {X;}iez € um processo autoregressivo média mdvel de ordem (p,q), com
média - denotado por ARM A(p, q).

Observagao: O processo autoregressivo de ordem p - denotado por AR(p) -
é um caso particular do processo (2.4) quando ©(B) = 1. Quando ®(B) =1
o processo é dito ser média mdvel de ordem q - denotado por M A(q).

Definigao 2.19 Um processo ARM A(p, q) é dito ser inversivel se existe uma
seqiiéncia de constantes 7; tais que

Z |Tj|l <00 e &= Z'/Tth_j, para todo t € Z.

j=0 j=0
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Estimar e fazer previsdes com o processo ARM A(p, q), dado por (2.4),
somente ¢é possivel quando ele for estacionario e inversivel e para garantirmos
que isso ocorra, ¢ necessario que as raizes das equagoes ¢(B) =0e O(B) =0
estejam fora do circulo unitario. Assume-se que essas equacoes nao possuem
raizes comuns (ver Brockwell e Davis (1991), §3.1).

O Teorema 2.2 a seguir apresenta a funcao densidade espectral dos pro-
cessos ARM A(p, q), cuja demonstragao pode ser encontrada em Brockwell e
Davis (1991).

Teorema 2.2 Considere { X, ez um processo ARMA(p,q) com média p =
0 (sem perda de generalidade), satisfazendo a equagao (2.4). Suponha que as
equacoes P(B) =0 e O(B) = 0, onde os polinomios ®(B) e ©(B) sdo dados
pela expressao (2.5), ndo possuem raizes em comum e NAo possuem raizes
dentro do circulo unitdrio. Entao, o processo {X;tiez tem fungao densidade
espectral dada por

—nm<w< . (2.6)

2.3 PROCESs0Os ARIM A(p,d, q)

Nesta secao definimos o processo autoregressivo integrado média mdovel para
séries temporais nao estaciondrias. Este modelo é uma forma mais geral do
processo ARM A(p, q) dado na Segao 2.3.

Definigao 2.20 Um processo estocéstico {X;}iez é dito ser um processo
autoregressivo integrado média mével de ordem (p,d,q), com média u - de-
notado por ARIMA (p,d, q) - se a diferenciacao V¢X, (d inteiro, d > 1, onde
V¢ = (1 - B)?) resultar em um processo ARM A(p, q). Este processo é dado
pela equacgao

d(B)(1 - B)H X, —pu) =0(B)ey, tez, (2.7)

onde ®(B) e O(B) sao os polinomios dados em (2.5) e {e}+ez é 0 processo
ruido branco. O parametro d é chamado parametro ou grau de diferenciagao.

Observacoes:

(a) Para que o modelo (2.7) seja estacionério e inversivel fazem-se neces-
sarias as mesmas exigéncias do modelo (2.4);
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(b) O processo ARMA(p,q) ¢ um caso especial do processo ARIMA
(p7 da Q)7 quandO d=0.

Maiores detalhes sobre os assuntos introduzidos nesse capitulo podem
ser encontrados em Morettin e Toloi (1985), Wei (1990), Brockwell e Davis
(1991) e Box et al. (1994).

2.4 TESTES DE HIPOTESES

Apresentamos nesta secao a teoria basica sobre os testes de hipoteses. Tes-
tar hipéteses tem como finalidade avaliar afirmagoes sobre alguma estatistica
populacional através de dados amostrais.

Para as defini¢oes a seguir, considere o vetor aleatorio continuo X =
(X1, X2,--+,X,), onde X tem fungao densidade de probabilidade f,, n €
© C R". Assume-se que a forma funcional de f, é conhecida, exceto pelo
parametro 7).

Definicao 2.21 Uma hipdtese paramétrica é uma afirmacao sobre um para-
metro 7. Definimos a hipdtese nula de um teste de hipéteses - denotada por
Hy - quando Hy : n € ©g C O e a hipdtese alternativa - denotada por H; -
quando H; : n € ©; = O — O,.

O problema de testar hipdteses pode ser descrito como segue: dada uma
amostra aleatéria X = (X, Xo, -+, X,,) queremos encontrar uma regra que
ird nos conduzir a uma decisao de rejeitar ou nao a hipotese nula Hy. Em
outras palavras, devemos particionar o espaco R™ em dois conjuntos disjuntos
C e C° tais que, se X € C, rejeita-se Hy : n € y, e se X € C° nao rejeita-
se Hy. Nao rejeitar Hy significa aceitar que X tenha fun¢ao densidade de
probabilidade dada por f,, n € ©.

Definicao 2.22 Suponha que X tenha funcao densidade de probabilidade
fns m € ©. Um subconjunto C' de R" tal que, se X € C, entao H, ¢ rejeitada
(com probabilidade 1), isto é,

C={X eR": Hy érejeitada},
¢é chamado de regidgo critica.

Em um teste de hipdteses pode-se cometer dois tipo de erros, definidos a
seguir.
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Definicao 2.23 Dado um teste de hipdteses qualquer, pode-se cometer o
erro de rejeitar Hy quando ela deveria ser aceita (pelo fato dela trazer a
verdadeira informagao sobre o parametro testado) - denotado por erro tipo I
- ou nao rejeitar Hy, quando ela é falsa - denotado por erro tipo I1.

Verdadeiro
Hy H,
Decisao H,| correto erro tipo II
H, | erro tipo 1 correto

A seguir, definimos o nivel de significancia de um teste de hipdteses,
que é a probabilidade maxima com a qual nos sujeitaremos a correr o risco
de cometer um erro do tipo I, ao testarmos uma hipdtese estabelecida. O
nivel de confianca, dado na Definicao 2.25, é a confianca que teremos, apds
fixarmos um nivel de significancia, de que, corretamente, rejeitaremos ou nao
a hipotese nula H,.

Definicao 2.24 Dado um teste de hipdteses qualquer, o nivel de significancia
do teste é dado por

« = nivel de significAncia = P(erro tipo 1) = P(rejeitar Hy/Hy é verdadeira).

Definicao 2.25 Dado um teste de hipoteses qualquer, se o nivel de sig-
nificancia do teste é a, entao o nivel de confian¢a do teste é dado por

1 — a = nivel de confianca = P(nao rejeitar Hy/Hy é verdadeira).

O poder do teste, dado na Definicao 2.26, é a probabilidade que teremos,
apos fixarmos a probabilidade de ocorrer o erro tipo II, de rejeitar a hipotese
nula Hy, quando ela for falsa. E, a seguir, definimos o que vem a ser um
teste de hipdteses com nivel de significancia a.

Definigao 2.26 Dado um teste de hipdteses qualquer, se 5 = P(erro tipo II),
entao o poder do teste é dado por

1 — 3 = poder do teste = P(rejeitar Hy/H, é falsa).
Definicao 2.27 Considere Hy : € O contra a alternativa H; : p € ©1. Se
E,p(X) <a, paratodon € O,
entao, ¢ é dito ser um teste de hipdteses com nivel de significancia .
A teoria completa sobre testes de hipdteses pode ser encontrada em Ro-

hatgi (1976).
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Capitulo 3

PROCESSOS ARFIMA(p,d, q)

Um processo ARM A(p, q) {X:}iez, dado pela expressao 2.4, é sempre dito
ser um processo de memoria curta, pois px(-) decresce rapidamente quando
k tende ao infinito. Entretanto, Hurst (1951) identifica em seus estudos em
hidrologia, séries com caracteristicas de longa dependéncia, que ¢é a presenca
de correlagao mesmo entre observacoes intercaladas por um longo periodo
de tempo. Desde entao, pesquisadores de diversas areas veém publicando
trabalhos relacionados com longa dependéncia.

Neste capitulo estendemos a classe dos processos ARIM A(p,d, q) a uma
outra denominada ARFIMA(p,d,q), “autoregressive fractionary integrated
moving average”, introduzido por Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981),
que apresenta propriedade de curta dependéncia quando d € (—0.5;0.0) e de
longa dependéncia quando d € (0.0;0.5). Esta classe é, na verdade, uma
generalizacao do processo ARIM A(p,d, q), onde agora d € R. No dominio
do tempo, processos com caracteristica de longa dependéncia, apresentam
fungoes de autocorrelagoes que decrescem lentamente e hiperbolicamente a
zero, isto é, px (k) ~ k?=1 (ver item (iv) do Teorema 3.1). No dominio da
freqiiéncia, esta caracteristica estd relacionada com o fato de que a funcao
densidade espectral tende a infinito quando a freqiiéncia se aproxima de zero,
isto 6, fx(w) ~ w2 (ver item (iii) do Teorema 3.1).

3.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES
Defini¢ao 3.1 Sejam {&;}4cz 0 processo ruido branco dado pela Definigao
2.16 e os polinémios ®(+) e O(+) dados pela expressao (2.5). Se {X; ez ¢ um

processo linear satisfazendo

(B)\VYX; —p) =0(B)ey, t€Z e dec(-0.5,0.5), (3.1)
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onde, para algum ntimero real d > —1, define-se o operador diferenca V¢ =
(1 — B)¢ como a expansao binomial,

vd:Z(Z) (B —1—ap- WD .

- , (3.2)
k>0

entdo {X;}iez é chamado de processo autoregressivo fracionariamente inte-
grado média movel de ordem (p,d, q), com média p, - denotado por ARFIM A
(p,d,q) - onde d é o parametro ou grau de diferencia¢ao.

Observacoes:
a) Na expressao (3.2) acima, a notacao d significa
k

d\ T'(d+1)
(k) T Tkt D(d—k+1)

onde I'(-) ¢ a fun¢do Gama definida por I'(k) = [[* 2" e ™ dz, k> 0;

(b) Um caso especial do processo ARFIMA(p,d,q) é quando p = ¢ = 0,
resultando no processo ARFIMA(0,d,0) que é representado por

ViX,=¢, tel. (3.3)

Os Teoremas 3.1 e 3.2 a seguir apresentam algumas propriedades para os
processos ARFIMA(0,d,0) e para os processos ARFIMA(p,d, q), respec-
tivamente. As demonstracgoes desses teoremas podem ser encontradas em
Hosking (1981), Brockwell e Davis (1991) e Cerezer (1999).

Teorema 3.1 Seja {X;}icz um processo ARFIMA(0,d,0) dado pela ez-
pressao (3.3). Entao:

(1) Quando d < 0.5, {X;}iez € um processo estaciondrio e tem representacao
média mdvel infinita (representagio MA) dada por

Xi=U(B)ey=> i,

k>0
onde
Ik +d)
L e
Lk + 1D)I(d)
Quando k — oo, 1y, ~ Iffl(—;)l.
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(ii) Quando d > —0.5, {X; ez € um processo inversivel e tem representacao
autoregressiva infinita (representa¢ao AR) dada por

H(B)Xt = Zﬂ—k’Xt—k’ = &¢,

k>0
onde
['(k—d)
T = .
['(k+1)I(—d)
Quando k — oo, T, ~ %.

(iii) Se d € (—0.5,0.5), a funcdo densidade espectral de {X;}iez € dada por

Ix(w) = [256n<§>]_2d, 0<w<m.

Quando w estd prozimo de 0, fx(w) ~ w™2e.

(iv) Sed € (—0.5,0.5), a fun¢do de autocovariancia de {X;}iez € dada por

__ (=DTd-2d) 2
vx(k)_F(k—d+1)F(1—k—d)05’ para todo k € N,

e a funcao de autocorrelacdo é dada por

T+ d)T(1—d)
CT(k—d+1)I(d)’

px (k) para todo k € N.

ra-d f2d-1

Quando k — oo, px (k) ~ N

(v) Sed € (—0.5,0.5), a fungdo de autocorrelagao parcial de {X,}iez € dada
por

d
dx(k, k) = T P todo k€ N—{0}.
Observagao: A fungao de autocorrelagao px (k) tém um decaimento hiperbé-
lico, quando k tende ao infinito e d > 0, enquanto a funcao densidade espec-
tral fx(-) é ilimitada nas freqiiéncias proximas de zero.

Teorema 3.2 Sejam {X,;}iez, um processo ARFIMA(p,d,q) definido pela
expressio (3.1) e d € (—0.5,0.5). Suponha que as equagoes ®(B) = 0 e
©(B) = 0 ndo possuem raizes em comum e que as suas raizes estao fora do
circulo unitdario. Entao,
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(1) o processo { X, }iez € estaciondrio e inversivel, com as representacoes AR
e M A dadas, respectivamente, por

Y mXi=e e Xp=) s

k>0 k>0

onde Yy, e T, sdo os coeficientes de B* na expansdo de
o(B)

VB =55

_ B o(B)
(1-B)¢ e I(B)= W(l - B)’,

~—

respectivamente.

(ii) considere que {X;}iez € ainda estaciondrio e inversivel. Seja Uy = (1 —
B)iX;. Entdao o processo {U;}iez, dado por ®(B)U; = ©(B)g;, é um
processo ARM A(p, q) com fungao densidade espectral fy(+) e funcao de
autocovariancia vy (-). Seja Yy = %Xt. Entao, {Y;}iez € um processo

ARFIMA(0,d,0) com func¢ao densidade espectral fy(-) e fun¢ao de

autocovariancia vy (), dados no Teorema 3.1. Entao,

(a) A funcao densidade espectral de { X} ez, fx (), € dada por

x(@) = fulwlivte) = ZOE A puen()] . 3

para todo w € [—m,7]. Quando w — 0, lim w?¥fx(w) existe e € finito.

(b) Seja px(-) a fungao de autocorrelagao do processo { X, }iez. Entao,
quando k — oo, lim k'~2px (k) existe e é finito.

Mais detalhes sobre processos de longa dependéncia podem ser encontra-
dos em Brockwell e Davis (1991) e Beran (1994).

O processo ARFIM A(p, d, q) definido neste capitulo serd o foco de nosso
trabalho. Na proxima secao estudamos alguns métodos de estimacao do
parametro d.

3.2 ESTIMADORES DOS PARAMETROS d

O objetivo deste trabalho é verificar o nivel de significancia empirico das di-
versas estatisticas de teste portmanteau, que serao apresentadas no Capitulo
6, através de simulagoes de Monte Carlo, para os processos ARFIM A(p, d, q).
Para isto, sera necessario estimar os parametros do modelo identificado, ou
seja, estimar d e os coeficientes dos polinomios ®(-) e ©(-) definidos na
expressao (2.5) do Capitulo 2. Apresentamos, entao, nesta se¢do, quatro
métodos para estimar o parametro d que sao:
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1. o método de regressao utilizando a funcao periodograma proposto por
Geweke e Porter-Hudak (1983);

2. o método de regressao utilizando a funcao periodograma suavizado pro-
posto por Reisen (1994);

3. o método baseado no logaritmo da razao entre funcoes densidade es-
pectral proposto por Robinson (1994);

4. o método de aproximagao da funcao de maxima verossimilhanca pro-
posto por Fox e Taqqu (1986).

Os trés primeiros métodos estimam somente o parametro d, enquanto que
o ultimo estima também, simultaneamente, os coeficientes dos polinomios
®(-) e ©(+). Quando forem utilizados os métodos 1, 2 e 3, esses polinomios
serao estimados através do estimador de maxima verossimilhanca dos pro-
cessos ARM A(p, q), que é dado na Secao 3.3.

3.2.1 KESTIMADOR CZGPH

Nesta secao apresentamos o procedimento, proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983), para encontrar o estimador do parametro d através do método
de regressao, utilizando a funcao periodograma. Este método baseia-se na
equacao que exibe a relagao entre as funcgoes densidade espectral de um
processo ARFIMA(p,d,q) e de um processo ARMA(p,q). Tal equagao é
reescrita de maneira que se assemelhe a uma equacao de regressao linear
simples. Todo o procedimento ¢ descrito a seguir.

Seja {Xi ez um processo ARFIMA(p,d,q), com d € (—0.5,0.5), dado
na Definicao 3.1. Este processo pode ser reescrito como

(1-B)X,=U, paratecZ,

onde {U; }ez é um processo ARM A(p, q) dado pela expressao (2.4). Entao
a funcado densidade espectral de {X;}ez dado pelo item (ii) do Teorema 3.2
pode ser reescrito mais oportunamente como

w

fx(w) = fu(w) [2 sen(E)]_Qd.

Tomando o logaritmo natural dos dois lados da expressao acima, temos

In fx(w) =In fy(w) —dln [2 sen(%)T.
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Adicionando e subtraindo In f;(0) e In I(w), onde I(+) é a fungao periodogra-
ma dada na Defini¢ao 2.14, e usando uma propriedade da fun¢ao logaritmica,
temos

InI(w) =1n fy(0) — dIn [2 sen(%))r +In []}Z((C(())H +In {f—;(?j)] (3.5)

Substituindo w pelas freqiiéncias de Fourier w; = %, je{0,1,---, %}
na expressao (3.5), temos

In () = In fir(0) — d1n |2 sen(%)r +ln {%ggﬂ +ln {%1 (3.6)

Considerando o limite méximo de j igual a g(n), o qual é escolhido de

9(n)

forma que — 0, quando n — 00 e para w; < Wy, onde wye,) € pe-

queno (neste trabalho g(n) = n%?), entdao o termo In ACTIN R desprezivel se
fu(0)

comparado com os outros termos de (3.6) (ver Reisen (1994)). Neste caso,
obtemos uma equagao aproximada para a expressao (3.6) dada por

InI(w;) = In fy(0) — d1n [2 sen(%)} "I [%] . (3

Observe que a expressao (3.7) é uma forma aproximada da equacao de
regressao linear simples dada por

yj ~ b1+ Bax; +e;, paratodo j=1,2,--- ,9(n),

onde y; = InI(w;), x; = In [2sen(%)]? ¢; = In [fi(t(uoi]))}’ By = —d, By =
(lnfU(O) - c) ec= E(ln [fic(?}uij))])

Com isso o estimador de d pelo método da fungao periodograma, proposto
por Geweke e Porter-Hudak (1983) - denotado por dgpy - utiliza a regressao

de minimos quadrados de y1,y2,*, Ygn) €M T1, T2, "+, Ty(n), ¢ dado por
g(n) (z; — Z)y;
. - Y
dGPH = - Jg(i) ’ — 2]7 (38>
j=1 (zj — @)
com

71'2

6 Zgg?(xj — )2

E(d,)=d e Var(d,) = :

onde T ¢é a média de z;.

O Teorema 3.3 a seguir, apresenta a distribuicao assintética de a?/p para
processos ARFIMA(p,d,q), quando d € (—0.5,0). A demonstracao do
mesmo, pode ser encontrada em Geweke e Porter-Hudak (1983).

19



Teorema 3.3 Seja { X, }iez um processo ARFIMA(p,d, q) dado pela Defini-
¢ao 3.1 comd € (—0.5,0) e I(-) a func¢do periodograma de {X;}iez dada pela
expressao (2.2), nas freqiéncias w; = %, para j € {0,---,%}. Seja ch
o estimador de d dado pela expressao (3.8) e suponha que g(n) = n" para

n

Entao, lim,,_,o d, = d. Se lim,_. % = 0 entao

algum k € (0,1) fixo (desta forma, RN quando n — oo e g(n) — 00).

dapy —d

VCLT(CZGPH)

e N(0,1),

2

onde Var(d,) = m

3.2.2 ESTIMADOR cZSp

No Capitulo 2, apés a Definicao 2.14 da funcao periodograma, observamos
que esta é um estimador nao-viciado, mas inconsistente para a funcao den-
sidade espectral de um processo. Reisen (1994) sugere, entao, substituir a
funcao periodograma, no estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak
(1983), dado na Segao 3.2.1, pela funcao periodograma suavizado fs(-), dada
na Defini¢ao 2.15, utilizando como janela espectral A(-), a janela de Parzen
(ver expressao (2.3)). Como observamos na Segao 2.1, a funcdo f,(-) é um
estimador nao viciado e consistente para a funcdo densidade espectral fx ()
de um processo {X; }ez estaciondrio.

Assim, substituindo a funcao periodograma pela funcao periodograma
suavizado na equagao (3.7) temos

In fs(w;) ~In fy(0) — dIn [2 sen(%)]2 +1In {%} (3.9)

Analogamente a expressao (3.7), a expressao (3.9) é uma forma aproxi-
mada da equagao de regressao linear simples, isto é,

yj ~ b1+ Bax; +e;, paratodo j=1,2,--- ,9(n),

onde y; = In fy(w;), ; = In [2 sen(F)]?, ¢; = In [f;(&))}, By = —d, By =
(lnfU(O) — c) ec= E(ln [%])

Assim, o estimador do parametro d pelo método da fungao periodograma
suavizado - denotado por d, - utiliza a regressao de minimos quadrados de
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Y1,Y2,, Yg(n) €N T1, T, ", Tg(n) € ¢ dado por

i E?(:nl) (z; — T)y;
) =12’
j=1 (z; — 7)

onde z ¢ a média de z;. Com

E(dy) =d e Var(dy)=0,53928

14
n Y0 (- 2)?

fS(Wj) :|

onde o valor 0,53928% ¢é a variancia assintotica de In [ = 1.
n Ix (wy)

Maiores detalhes podem ser encontrados em Reisen (1994).

3.2.3 ESTIMADOR dp

Robinson (1994) propde o estimador

dp =05 — ln{ Z;qg(n))},

2 Ing
onde ¢ € (0,1) e

R 1 g(n)
Flg(m) = = > 1(%)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

é o estimador da fungao de distribui¢ao do processo { X}z, dada por

Fx) = [ fxl) do

com fx(-) a funcdo densidade espectral de {X;}icz. Observamos que o es-
timador F(g(n)) dado pela expressio (3.12) é uma média da funcao peri-
odograma I(-) dada pela expressao (2.2). O estimador dg é obtido através
do logaritmo do quociente do estimador F() calculado sobre uma média da
funcao periodograma para dois valores diferentes de regressores: o numerador
é obtido através de g x g(n), enquanto que o denominador é obtido através

de g(n).

Sob certas condigoes de regularidade e assumindo que o processo {X; }ez

¢ linear com diferencas martingale e ainda que

—+M—>O, quando n — oo,

1
gn)  n
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Robinson (1994) mostra que vale a convergéncia em probabilidade

F(y(n) »

——~= — 1, quando n — oc.
F(g(n))

Neste trabalho, utilizamos g(n) € {0,7; 0,8} e as notagoes dﬁ;”” e CZS’B)
para representar os respectivos casos. Quando g(n) = 0,8, substituimos,
na expressao (3.12), I(-) pela fungao periodograma suavizado f(-), dada na
Definicao 2.15.

3.2.4 ESTIMADOR afFT

Os procedimentos de estimacao citados nas Segoes 3.2.1 a 3.2.3, estimam
somente o parametro d do processo ARFIMA(p,d,q). Para estimar os
parametros restantes do modelo se utiliza o estimador de méxima veros-
similhanga do processo ARM A(p,q), que é dado na Se¢ao 3.3. J& o es-
timador de méxima verossimilhanca do processo ARFIM A(p,d,q) estima
simultaneamente todos os parametros.

Sowell (1991,1992) apresenta o estimador de maxima verossimilhanga e-
xato, entretanto, é complicado obter computacionalmente esse estimador.
Propondo uma alternativa para esse problema, Fox e Taqqu (1986) utiliza a
proposta de Whittle (1951) para obter uma aproximagao para o método da
maxima verossimilhanca.

O procedimento para encontrar o estimador de méxima verossilhanca é
dado a seguir.

Seja {X;}ieny um processo estaciondrio Gaussiano, com média p > 0 e
funcao densidade espectral dada por

fx(win,0?) =0’ flwin), we[-m 7,

onde 02 > 0 (ndo precisa ser a variancia de X;), e f(-,n) é uma funcao da
forma
flwyn) = ]w]_a(”) G,(w), quando w — 0,

com 0 < a(n) < 1, G(w) uma funcdo que varia suavemente quando w — 0,
e n é o vetor dos parametros desconhecidos que desejamos estimar.

O método de méxima verossimilhanca estima 7 e o2
funcao

maximizando a

n rQ—1
fX(le"an;??aUz):( ! ) exp|:_ZSn—(77)Z:|’

2mo 2no?

com relagao a 7 e o2, onde Sn(n) ¢ a matriz de covariancia de Xy, -+, X, e
Z=(X—-X, -, X,—X) comX=L%" X,
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Como é complicado obter computacionalmente a inversa da matriz S,(n),
Fox e Taqqu (1986) utilizam a matriz A,(n) de ordem n X n, proposta por
Whittle (1951), para aproximar a inversa da matriz S,(n), onde o (j, k)-ésimo
elemento é dado por

1 " WS -
(Anlie = ag-el) = ) = o | e [fxlwin) ! d
2m)? J &
Assim, aplicar o método de maxima verossimilhanca aproximado de Whit-
tle (1951) para estimar 7 e o2 significa maximizar

1 " Z'A,(mZ
fX(le"'7Xn;7770—2) = (\/%O’) exXp |:_ Tﬁ?]? (313)

com relagdao a 1 e o2, Os valores de 1 e 0 que maximizam a equacio (3.13)
sao denominados estimadores de maxima verossimilhanga - denotados por 7,
e 62, respectivamente. Isto ¢ equivalente a escolher 7, que minimize

Z'A(n)Z

n

e fazer 62 = 02 (#,).

3.3 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
DE ®(B) E O(B)

Apdés identificar um modelo, ou seja, identificar p, d e ¢, a proxima etapa é

estimar os parametros desse modelo. Consideremos o processo ARM A(p, q),

dado pela expressao (2.4). Discutimos, nesta segdo, o procedimento para
se obter os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros ¢ =

(¢17"'a¢p)7 = E<Xt)v 0= (017""‘9(1) € 052 :]E(Ef).

3.3.1 EMYV CONDICIONAL
Para o processo ARM A(p, q) estacionario
Y=Y+ -+ oY+ H0e+ -+ 05, (3.14)

onde Y; = X; — e {e}4ez é um ruido branco com distribuicao de pro-
babilidade N(0,02), a fungao densidade de probabilidade conjunta de € =
(e1,--+,€n)" é dada por

1 n
2\ 2\—n/2 = 2
P(d(ﬁa%ea%) - (27“72) eXp{ 20’2 Zst} ’

€ t=1
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Reescrevendo a expressao (3.14) como
g =0gi 1+ + qut—q + Y — ¢1Y;f—1 - ¢pY;5—p7

podemos escrever a funcao de verossimilhanga dos parametros (¢, u, 0, 02).

Considere o vetor X = (Xi,---,X,)" e assuma a condi¢ao inicial X, =
(Xi—py -, X1, X0) € e = (61-¢,--+,6-1,80). O logaritmo natural da
funcao de verossimilhanga é dado por

in L.(6.p.0.0%) =~ In(2mo?) - 200, (3.15)

onde .
Su(, 11,0) = et (b, 11, 0| X, 6., X) (3.16)

t=1

¢é a funcao da soma de quadrados condicional.

As quantidades é, jLe 0 que maximizam a expressao (3.15), sdo chamadas
de estimadores de mdzima verossimilhanca condicional para os parametros
¢, | e 0, respectivamente.

Existem poucas alternativas para especificar as condicoes iniciais X, e ¢,.
Baseado nas suposicoes de que {X;}iez é um processo estacionério e {e; }iez
é um processo ruido branco Gaussiano com distribuigao N (0, 02), podemos

substituir os desconhecidos valores de X;, t =1 —p,---,—1,0, do vetor X,
pela média amostral X e os desconhecidos valores de g4, t =1—¢,---,—1,0,
do vetor e,, pelo valor esperado de {&; }1ez que é zero. Para o processo dado
pela expressao (3.14) podemos assumir que €, =€,_1 = -+ = €p_(q-1) =0 €

calcular €; para t > (p + 1) usando a expressao (3.14). Assim, a funcdo da
soma de quadrados condicional dada pela expressao (3.16) se torna

S*(¢7u7‘9) = Z 8?(¢7”70|X)7

t=p+1

que, segundo Wei (1990), é a forma usada pela maioria dos programas com-
putacionais.

Apoés obter os parametros estimados (ﬁ, iLe é, a estimativa 62 de o2 é
obtida da seguinte expressao

~2 S;(Q&ﬂ,é)

8:—7

9

~

onde g = n — (p+ ¢+ 1) é o nimero de termos usado na soma S, (¢, fi, 0)
menos o nimero de parametros estimados.
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3.3.2 EMYV INCONDICIONAL

Segundo Box et al. (1994), o método para selecionar valores iniciais para
X, e &, utilizado no procedimentos de EMV Condicional (ver Segao 3.3.1),
introduz vicio no modelo. Desta forma, estes autores sugerem a seguinte
funcao de verossimilhaga incondicional

L(¢p,p,0,02) = (2%03)_"/2 exp {—M} , (3.17)

2
207

onde S(¢, u,0) é a fun¢do soma de quadrados incondicional, dada por

n

S(6.11,0) = 3 [Eeil.n, 0. X)F (3.18)

t=—00

onde E(g|o, i, 0, X) é a esperanca condicional de ¢; dado ¢, pu, 0 e X.
Tomando o logaritmo natural em ambos os lados da expressao (3.17), temos

In L (6, 1,0, 0%) = =5 In(2mo?) - W (3.19)
UE

As quantidades é, L e 0 que maximizam a expressao (3.19) sdo chamados
de estimadores de mdxzima verossimilhanca incondicional para os parametros
¢, 1 e 0, respectivamente.

Na pratica, a expressao (3.18) é aproximada pela seguinte forma finita

n

S(d,p,0) = > [Bleilg, 1,60, X)),

t=—M

onde M é um inteiro suficientemente grande tal que
E(ths? 22 97 X) - IE’(‘th—l ’¢7 ey 9) X)

¢ menor do que um pequeno valor pré-determinado ¢, para t < —(M + 1).
Isto implica que E(X;|p, u, 0, X) ~ p e E(g|¢p, 1, 0, X) é negligencidvel para
t<—(M+1).

Apobs obter os parametros estimados qAﬁ, i e é, a estimativa 62 de o
obtida da seguinte expressao

2

c €
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Capitulo 4

ESTATISTICAS PARA O TESTE
PORTMANTEAU

Apo6s um modelo qualquer, como por exemplo, aqueles definidos no Capitulo
2, ter sido identificado e os parametros estimados, uma analise dos residuos
do ajuste desse modelo faz-se necessaria. Neste caso, é preciso verificar se as
suposicoes feitas inicialmente sobre os residuos estao ou nao satisfeitas apés
o ajuste do modelo. Isto é, deve-se verificar se, apds o ajuste, os residuos
estimados podem ser considerados um processo ruido branco. Uma das fer-
ramentas utilizadas é um teste de hipdteses para verificar se os residuos po-
dem ser considerados estatisticamente independentes: sao os chamados testes
portmanteau.

Definimos, neste capitulo, as estatisticas para o teste portmanteau pro-
postas por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978), Monti (1994) e Pena
e Rodriguez (2002), que estudaremos neste trabalho. FEsses artigos apre-
sentam as estatisticas de teste e suas respectivas distribuicoes de probabi-
lidade para o processo ARM A(p, q). Para o processo ARFIMA(p,d,q) as
estatisticas propostas por Monti (1994) e Penia e Rodriguez (2002) ainda nao
foram devidamente estudadas. Aqui neste capitulo, damos a idéia heuristica
sobre a distribuicao de probabilidade destas estatisticas para o processo
ARFIMA(p,d,q). O artigo Li e McLeod (1986) apresenta um teorema (dado
neste trabalho pelo Teorema 4.6) que nos permite encontrar a distribuigao
de probabilidade das estatisticas propostas por Box e Pierce (1970) e Ljung e
Box (1978) para o processo ARFIMA(p,d, q). O artigo Reisen et al. (2003)
apresenta um estudo sobre o comportamento do nivel de significancia dessas
duas ultimas estatisticas.

Utilizando a notacao dada na Secao 2.4, definimos a seguir as hipdteses
do teste portmanteau.

Definicao 4.1 Sejam Q@ =R, Qg ={x € R: 2 <0} e Q) = R — Q. Seja
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17 = p. 0 parametro a ser testado, onde p. é a funcao de autocorrelacao do
processo {&; }iez. O teste portmanteau é um teste com as seguintes hipé6teses:

Hy: p- <0 versus H;: p.>0.

Na se¢ao seguinte, derivamos a distribuicao de probabilidade dos residuos
do processo autoregressivo.

4.1 DISTRIBUICAO DOS RESIDUOS NO PROCESSO
AR

O processo geral AR(p), com média zero, dado pela expressao (2.4) quando
g =0, isto é,
®(B)X; =¢;, para te€Z, (4.1)

onde o polindmio ®(B) ¢é definido por (2.5) e {e4}1ez é um processo ruido
branco, pode ser expresso como um média moével de ordem infinita escrevendo

U(B) = o(B)" = 3 B

i>0

com Yy = 1, para obtermos

X =U(B)er =Y i e (4.2)

120

Da equagao ¥(B)®(B) = 1, mostra-se que os coeficientes v; e ¢;, para
cada ¢ € N, satisfazem a seguinte relacao

Wb :{ P1Yy1 + + P11 + Gy, v <D
! lewv—l + o+ ¢p¢v—pa v 2 b-

Entao, tomando v, = 0, para v < 0, temos
do=1 BBWL,=0, v#£0. (4.3)

Dada uma série temporal {X;}},, gerada pelo modelo (4.1) ou (4.2),
podemos definir

=X — 1 Xy — - — ¢pXt—p = (I)(B)Xt

cuja funcao de autocorrelacao de ordem k, utilizando o valor dos parametros
como verdadeiro para uma amostra de tamanho n, é dada por

Z?—k+1 Et€t—k
,O:(k) == (4.4)
Zt:1 £t
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Seja {£;}i-, os correspondentes residuos quando (4.1) é ajustado e o es-
timador de minimos quadrados de ¢ = (¢1,- -, ¢,)" ¢é obtido, isto é,

p
g =0B)X, =) biXii
=0

A correspondente funcao de autocorrelacao amostral de ordem k dos residuos

¢é dada por

pAA(k') — Z?:k-‘rl étét_k
) 216t

Sabe-se que os residuos {&;}}, satisfazem as condigoes de ortogonalidade

(4.5)

Z &X;—; =0, paratodoi=1,---,p. (4.6)
t=p+1
Como U(B) = & 1(B) = (1 — g B— ... — p,B°)7!, entdo X, = U(B)é,,

parat € {1,---,n}. Da expressao (4.6) temos que, para todoi =1,---,p,

n

Z &X;; =0 < i I (@(B)étfl) =0 <

t=p+1 t=p+1
g Z ét(Z&k@—i—k) =0 <« Z%&k Z Ei-i-k =0 &
t=p+1 k>0 k>0 t=p+l
N Z?f +1étét—i—k’ - ank 1 EtEt—(k+i)
And Q/}k — n_ A =0 = Z/Jk =kt R =0
kzzo >t Ei kzzo >t Ei
pela expressao (4.5) < Z Uepek+1) =0 &
k>0
& Y ups(k+i)+ Op(1/n) =0, (4.7)
k>0

onde a tltima equivaléncia decorre do fato de que ¥y, = ¥y + O,(1/n) ja
que z@k converge em probabilidade para v, quando n tende a infinito (ver
Box e Pierce (1970)). No Anexo F mostramos a validade da antepentltima
igualdade.

Observe que na equagao (4.7) estamos somando um nimero infinito de au-
tocorrelagoes de uma série finita. Entretanto, conforme Box e Pierce (1970),
como { X}z é um processo estaciondrio temos que ¢, — 0, quando k — oo;
e a menos que é = (ggl, S ép)’ esteja muito proximo ao limite da regiao de
nao estacionariedade, o decaimento de 1, é rapido de modo que essa soma
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em k pode geralmente ir até um valor muito menor do que n. Mais precisa-
mente, estamos assumindo que existe n € N tal que n > N e para cada n
existe uma seqiiéncia m,, tal que

(a) todo v; é da ordem de 1/y/n ou menor, para j > m, —p e
(b) arazdao m,/n é de ordem 1//n.

Entao, na discussao que segue, o erro cometido por se somar até k =
serd ignorado (escreveremos m no lugar de m,,); e (b) assegura que o efe1t0
de comparar somente os n— k termos somados no numerador de ps(-) quando
comparados com n termos do denominador pode também ser negligenciado.

O que faremos a seguir é obter uma expansao linear de p:(-) em termos
de pZ(*).

Lema 4.1 Considere p(-) a fun¢do de autocorrelagio do processo {€i}ier
dada pela expressao (4.4). Considere ainda ps(+) a fung¢ao de autocorrelagao
amostral dos residuos {€,}7_, dada pela ezpressio (4.5). Considere ¢; e ¢;,
1 <5 <p, os parametros reais e estimados do processo autoregressivo, dado
por (4.1), respectivamente. Entao,

pe(k) = i (k +Z wmw() (45)

3P o dipx (k—j—+i)
Y pipx (i)

para todo k =1,2,--- s, onde y_; =

Prova: Iniciamos observando que a raiz do erro quadratico médio de qgj,
1 < j < p, definido por {/E(¢, —@)2, é da ordem de 1/y/n, e pode-se

aproximar ps(+) pela expansao de Taylor de primeira ordem sobre ¢ = ngS, ou
seja,

(8 = 20+ D00, 605+ 0, (1), (4.9)

=1
onde 8, = 6’(;;(]“ s Observe que 8%],[2?:1 2] s 0, de forma que
n -1 a
5= — S 2| Lk 4.10
onde . .
Ck Zt k1 EtE—k = Zt:kJrl[(I)(B)XtH(I)(B)Xt*k] (4'11>

= Zt k+1z OZ (bi(letfithkfl;
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com ¢g = —1. Assim, da expressao (4.11), para k e j fixos, temos que

aik. . %(Zlkﬂ Z?:o f:o Zt ¢i¢lXt—iXt—k‘—l)’

il g=4 =

=i g (im0 20 2o i Xe—i Xk l)‘

=0

=D ki1 <Zf:o $iX—iXer—j + D 5o ¢ithth7k7i>

¢=0¢
=D ki1 ( S X i X+ 3, CgiXt—th—k—i>

= Z?:o bi Z?:kJrl Xt—iXt—k—j + Zf:o oF Z:L:k+]_ Xt—th—k—i

B

= Y XP g dilpx (b — i+ ) + pxc (b + i — ).
(4.12)
onde a pentltima igualdade decorre da Definicao 2.12. Para verificar a vali-

dade da terceira igualdade para um p fixo, ver Anexo A. Segue, das expressoes
(4.10) e (4.12) que

e fj@ xh—it )+ pxkrim (413
onde
& = (é(B)XJ (CI)(B)XJ = (Zf:o ﬁf;z‘Xt—z‘) (Z?:o ﬁngt—j) = "

=0 20 $:0; X1 X ;.

Portanto, da expressao (4.14), temos que

?:1 éf o Z?:l f:o ?:o G0 Xi—i X1 _ ?:0 ?:0 PiQ; Z?:l Xii X
2 2 - 2
Z?:l Xt Z?:l Xt Z?:l Xt

Zt 1€ - Et—l thithj
A = i =<
s RO



S =23 Gidipxli =) (.15

Substituindo o resultado da expressao (4.15) na expressao (4.13), obtemos
que

Sjk:_Zﬁ-’oc&[ﬁX( —itg)+px(kti=) (4.16)

OZ] Ogblgb]px(z _])
Vamos aproximar &-k substituindo ¢’s e py’s em (4.17) por ¢’s e px’s (0s
parametros e a funcao de autocorrelagdo do processo autoregressivo { X }4e7)
e denotaremos o resultado por ;. Isto é,

S0 o dilox(k—i+j) + px(k+1i—j)]
im0 2j—0 Pi0ipx (i — j) ‘

Agora aplicando a férmula de Bartlett’s (ver Bartlett (1946), equacao
(7)) temos que

S = —

(4.17)

px(k) = px(k) + 0(%)

e pela observagao feita no inicio dessa prova, ¢; = ¢; + O,(1/+/n). Portanto,

a 1
5jk‘ = 5jk + Op (%)7

0 que assegura que

pe(k) = pt(k +Z —¢)) ]k+0(> (4.18)

Utilizando a seguinte relagao recursiva, a qual é satisfeita pela funcao de
autocorrelacao de um processo autoregressivo, isto é,

px(v) —dipx(v—1) —... = dppx(v—p) = 2(B)px(v) =0, v=>1. (4.19)

Observe que podemos simplificar o numerador e o denominador da ex-
pressao (4.17) como segue, através do uso da expressao (4.19)

numerador de (4.17) =>7 dilpx(k —i+j) + px(k+i—j)| =

= dolpx(k +j) +px(k = j)] + dilox(k+j—1) +px(k—j+ )]+ +
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+plox(k+Jj—p)+px(k—j+p) =

= ¢opx(k+j)+d1px(k+j—1)+ -+ dppx(k+Jj—p) + dopx(k — j)+
+or1px(k—j+1)+ -+ dppx(k—j+p) =

= o dipx(k—j +1),

pois ®(B)px(k +7) =0, para k +j > 1e ¢y = —1, e ainda,

denominador de (4.17) = =Y ™" didipx (i — j) =
= — 0 Gildopx (i) + drpx (i = 1) + -+ + dppx (i — p)] =
— —{[#0x(0)+00010x (= 1)+ +d00ppx () | + | 1600x (1)+62px (0)+
++ didppx(—p + 1)} +oo [%%px(p) + Gpdrpx(p—1) + -+
+02px(0)] } = —~lpx(0) = drpx(1) =+ = ,px (p)] =
= 2o Gipx (i).

Entao, a expressao (4.17) pode ser reescrita como

Z?:o @PX(k —J+ 2)
221‘0:0 Gipx (Z) '

Portanto, d,, depende somente de (k — j), e definimos d;_; = 0,. Entao,

5jk -

P s diox(B) .
(a) do =Sy, m = b

R 3P S dipx (i) .
(b) Sek<j,v=k j<0€5“*—2fio¢ipx(i) =0;e

57: oi[P(B vti)]
() (B, = B GG =0, vz 1

Da expressao (4.9) e comparando os itens (a), (b) e (c) acima com os
correspondentes resultados em (4.3) para v, temos que 9, = 1, isto é,
Y = 0k—j = ;. Portanto, da expressao (4.18), concluimos que

pe(8) = 0 + 305 = oy + 0, (1), (4.20

j=1
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para todo k =1,2,---, m. Isto conclui a prova do Lema 4.1.
O

O Teorema 4.1 a seguir, demonstrado por Box e Pierce (1970), deriva as

distribuigoes de pf(-) e pe(-) do processo autoregressivo dado pela expressao
(4.1).

Teorema 4.1 Considere {X;}icz um processo autoregressivo dado pela ez-
pressao (4.1). Sejam pi(-) e pe(-) as fungoes de autocorrelagoes dos erros e
e dos residuos é;, respectivamente. Entao,

i~ (03]

1)~ N (0,111 - X571,

onde I é a matriz identidade de posto m —p, I — XX ' X" € uma matriz
idempotente de posto m —p e X = (X'X) com

1 0 ... 0
(e} 1 '
x=| ¥ 0 (4.21)
: : 1
Yt Ymz s Ve |

Prova: A forma matricial do resultado do Lema 4.1 é dada por
pe = pi+ X (46— 9), (4.22)

/
onde p; = (ﬁé(l), e ,ﬁé(m)> . Tomando a transposta da expressao (4.22)

e multiplicando ambos os lados da expressao resultante por XX !X’ onde
> = X'X, temos que

PXSTIX = p! XYTIX 4 (¢ — ) X'XRTLX, (4.23)
Da expressao (4.7) obtemos que

pLX =0,
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e, da transposta da expressao (4.22), obtemos que
(¢ —0)X' = pl— .
Assim, da expressao (4.23), temos que
0= p! XSX' 4 . — ot
Entao,
pe=p(I - XT'X'). (4.24)

Do artigo Anderson (1942) sabe-se que pX(-) é aproximadamente normal
para n moderadamente grande. O vetor da fungao de autocorrelagao dos
erros ¢ portanto aproximadamente uma transformacao linear de uma variavel
normal multivariada e entao é normalmente distribuida. Especificamente,

00~ x(0.11).

Da expressao (4.24), como

Var (ﬁg()) =Var (p:(')(f — Xz—lx')> =
= ([ - X2 X)(I - X2 1X'Y Var(pi()) — (I - X3 'X)LL

pois,

(I—XSIX)(I - XS'XY = (I - XS X1 — X(S7) X)) =
=1 — X(ZTYX — XSIX + XSIX/X (S X =
—I—-X(Z )X - XTIX + XSOIn(sly X =
=T X)X - XS IX + X(D )X =1 - X% 1X.

Entao,
1
pe(v) ~ N(O, —[I - Xz—lx’]).
n

Como a matriz I — XX 71X’ é idempotente de posto m — p, a distribuicao
de pz(+) tem uma singularidade p-dimensional.
O

O seguinte teorema propoe uma segunda derivagao para encontrar a dis-
tribuicao da funcao de autocorrelagao amostral dos residuos de um modelo
ARM A(p,q). Sua principal vantagem é que esta pode ser extendida para
situagoes mais gerais. A prova deste teorema pode ser encontrada em McLeod
(1978).
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Considere { X, }iez, {Vi}iez € {Us ez 0s processos estocasticos, com média
zero, dados, respectivamente, por

O(B)X, =0O(B)e;, PB)V,=—5 e ODBU, =¢.

Sejam {1; }ien € {7 }ien definidos através dos seguintes operadores inver-
SOS

U(B)=0(B)" =D B, (4.25)
(B) =0(B) " => mB, (4.26)

onde ¢, = m =0, para [ < 0.

Teorema 4.2 Considere p:(-) a funcdo de autocorrela¢io amostral dos resi-
duos {€:}1—,. Entao, a distribuicdo assintdtica de p:(-) é dada por

1
pe(+) ~ N(O, I- —XA—lX’), (4.27)
n

onde I € a matriz identidade de ordem m x m e a matriz A € dada por
A = (Agj)} =1 cujo (i,5)-€simo elemento € dado por

= (200 )

isto é, onde cada elemento (i,7) dessa matriz é a fun¢ao de autocovariancia
e fungdo de covariancia cruzada (ver Definicoes 2.3 e 2.5) A matriz X em
(4.27) € dada por X = ( —Vi; T ), onde os coeficientes 1; e m; sdo

dados, respectivamente, pelas expressoes (4.25) e (4.26).

Nas secoes seguintes discutiremos as estatisticas de teste portmanteau
Qpp, QL, QuT € Qpr propostas, respectivamente, por Box e Pierce (1970),
Ljung e Box (1978), Monti (1994) e Pena e Rodriguez (2002) e suas respec-
tivas distribuicoes de probabilidade.

4.2 ()pp DE BOX-PIERCE E (J;,p DE LJUNG-BOX

O artigo Box e Pierce (1970) propoe a seguinte estatistica para o teste port-

manteau
m

Qup(m) =n>_ pi(k), (4.28)

k=1
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onde p:(-) é definido por (4.5) e m é o numero de ordens da fungao de
autocorrelagao amostral dos residuos {£;}}"; a ser considerada no célculo da
estatistica.

O artigo Box e Pierce (1970) comprova, através de simulagoes de 50 séries
com tamanho amostral n = 200, a adequacao das aproximacoes utilizadas
na derivagao da distribuigao de probabilidade de pz(-) (ver Teorema 4.1)
e encontraram também que a Var(pe(-)) é super-estimada pelo fator (n +
2)/(n — k) o que causa uma discrepancia entre as médias tedrica e empirica
da estatistica Qpp(-). Diversos trabalhos discutem este problema, entre eles,
Davies et al. (1977) e Prothero e Wallis (1976). Ljung e Box (1978), visando
corrigir o problema apresentado por Qpp(-), propoe a seguinte estatistica de
teste

Qup(m) =n(n+2)Y (n—k) " pE(k), (4.29)

isto é, a estatistica Qpp(-) é a estatistica Qpp(-) definida na expressao (4.28)
incorporando o fator de corregao (n + 2)/(n — k). Estes autores concluem
que o teste baseado nessa estatistica providencia uma substancial melhora e
deve ser adequada a maioria das propostas praticas.

4.2.1 (@ppE Q1 NOS PROCESSOS AR, ARIMAE ARFIMA

Enunciaremos, nessa secao, os teoremas que indicam a distribuicao de pro-
babilidade das estatisticas definidas por (4.28) e (4.29) nos processos AR,
ARIMA e ARFIMA.

Teorema 4.3 Sejam {X;}iez um processo AR(p) dado pela expressao (4.1),
pz a funcao de autocorrelagao amostral dos residuos deste processo e as es-
tatisticas Qpp(-) e Qrp(-) como definidas em (4.28) e (4.29), respectiva-
mente. Se o modelo é corretamente identificado, entao as estatisticas Qpp(+)
e Qrp(:) sdo assintdticamente distribuidas como uma Qui-quadrado com
m — p graus de liberdade.

Prova: De acordo com o que vimos no Teorema 4.1, se o modelo é apro-
priado e os parametros de ®(B), definido em (2.5), sdo conhecidos, entao
o processo dos erros {&;},cz é formado por varidveis nao correlacionadas e
sua fungao de autocorrelagdo amotral p(-) é aproximadamente N (0, (1/n)I).
Assim n ) )" p*(k) e, consequentemente, n(n+2) >0 (n—k)~!p2* (k) pos-
suem distribuicao Qui-quadrado com m graus de liberdade. Se m é tomado
suficientemente grande, entao espera-se que as estatisticas (4.28) e (4.29) se-

jam distribuidas como uma Qui-quadrado com m — p graus de liberdade.
O
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O artigo Ljung e Box (1978) compara os testes baseados nas estatisticas
Qpp(-) e Qrp(-) para n € {50,100,200}, m € {10,20,30} em um processo
AR(1) com ¢; = 0,5. Este artigo mostra que os niveis de significancia
empiricos de Qpp(-) estdo mais préximos dos niveis de significincia nominais
do que os niveis de significancia empiricos de Qpp(-).

Apesar do resultado do Teorema 4.3 ser valido somente quando m é sufi-
cientemente grande, Ljung (1986), através de simulagoes de Monte Carlo, ve-
rifica o comportamento da estatistica Qgp(+), considerando m € {2, 3, 5, 10}
num processo AR(1) com ¢; € {0,40; 0,70; 0,80; 0,90; 0,99}. Este artigo
mostra que a distribuicao de probabilidade Qui-quadrado com m—p =m—1
graus de liberdade é adequada, a nao ser para os valores de ¢; proximos
dos limites de nao estacionariedade e nao invertibilidade. Para a estatistica
Qrs(+), considerando m € {2, 3, 5, 10, 20} num processo AR(1) com
¢1 € {0,40; 0,70; 0,90; 0,99}, Ljung (1986) conclui que a distribuigao
de probabilidade Qui-quadrado com m — p = m — 1 graus de liberdade pode
ser utilizada param =2 em = 3, se ¢; < 0,70. Para ¢; préximo a 1 o valor
de m deve ser maior.

A relagao (4.19), utilizada na prova do Lema 4.1, cujo resultado possibili-
tou a obtengao da distribuicao de p:(+) para o processo AR(p), nado é satisfeita
pelo processo M A(q), ou mais geralmente, pelo processo ARIM A(p,d,q).
Entretanto, uma importante propriedade desses processos, dado no seguinte
teorema, nos possibilita uma generalizacao. A demonstragao pode ser encon-
trada em Box e Pierce (1970), §5.1.

Teorema 4.4 Sejam {X;}iez 0 processo ARIM A(p,d, q), com média p =0,
dado pela expressao (2.7) e {Y,; } ez 0 processo AR(p+q), dado pela expressao
(4.1). Se ®(B)(1 — B)4X; = ©(B)e; e ®(B)O(B)Y; = &; sio processos es-
tocdsticos obtidos com o mesmo processo de ruido branco {&;}iez, entao os
residuos desses modelos e, consequentemente, as funcgoes de autocorrelagoes
amostrais dos residuos sao aprorimadamente as mesmas, quando estes sao
ajustados pelo estimador de minimos quadrados.

O Teorema 4.5, a seguir, determina a distribuicao assintética das es-
tatisticas Qpp () e Qrp(-) dadas pelas expressoes (4.28) e (4.29), respectiva-
mente, para o processo ARIM A(p,d, q). Sua demonstragao é uma aplicagao
dos Teoremas 4.3 e 4.4.

Teorema 4.5 Sejam {X;}iez 0 processo ARIM A(p,d, q), com média pn = 0,
dado pela expressio (2.7) e as estatisticas Qpp(-) € Qrp(-) como definidas
em (4.28) e (4.29), respectivamente. Se o modelo é corretamente identifi-
cado e ajustado pelo estimador de minimos quadrados, Qpp(-) € Qrp(-) sao
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assintoticamente distribuidas como uma Qui-quadrado com m — p — q graus
de liberdade.

Prova: Pelo Teorema 4.4 as fungoes de autocorrelacoes amostrais dos residuos
do processo { X, }1ez sdo aproximadamente as mesmas de um processo AR (p+
q). Entao, pelo Teorema 4.3, Qpp(+) e Qrp(+) possuem distribuigao assintdtica

Qui-quadrado com m — p — ¢ graus de liberdade.
O

O Teorema 4.6 apresentado por Li e McLeod (1986), e dado a seguir, pos-
sibilita identificar as distribuigoes de Qpp(-) € Qrp(-) no processo ARFIM A
(p,d,q). Sua demonstragao é uma extensao trivial do Teorema 4.2 que, con-
forme dito anteriormente, foi apresentado por McLeod (1978).

Teorema 4.6 Para algum m > 1 fivo, \/n{ps(1),...,pe(m)} € assintdti-
camente normal com média zero e matriz de covariancia I — XV 1X’, onde
pe(+) € a fungdo de autocorrelagdo dos residuos {€;}icz, definida em (4.4), 1
¢ a matriz identidade de ordem m x m, X é matriz de ordem (p+q+ 1) X
(p+q+1) dada por

X=(—d -0, K)
/
onde K = (1,%, ,%) e
Ve J
(5 1)
J
onde V,, é a matriz de informagao do processo ARMA em (¢1,---, dp,

017' o 76(1) eJ = [UV(0>7 o 77]V(p_ 1)77]U(0)7 o ’nU(q_ 1)]/ com
; "
WV(Z):Zm’ ¢ ”U(l):ZlJriJrl’
i>0 >0

onde, {Vi}iez, € {Ui hiey sao processos autoregressivos auziliares dados, respec-
tivamente, por ®(B)V, = —e; e O(B)U; = &, de forma que 0g,/0¢p; = V,_; e
ast/GQj = Ut—j-

Observacao: Pode ser mostrado que I — XV !X’ é aproximadamente idem-
potente com posto m — (p+q+ 1), para m suficientemente grande, e portanto
Qpp() e Qrp(+) sdo aproximadamente distribuidas como uma Qui-quadrado
com m — (p+ g+ 1) graus de liberdade.

Através de experimentos de Monte Carlo, o artigo Ljung e Box (1978)
observa que o teste baseado na estatistica Qpp(-) providencia substancial
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melhora, para pequenas amostras, quando comparado ao teste baseado na
estatistica Qpp(-), para o processo AR(1). Ljung (1986) verifica o uso de uma
distribuicao de probabilidade aproximada para o teste baseado na estatistica
Qrp(+), também para o processo AR(1). Li e McLeod (1986) mostram re-
sultado de Qr5(+) para o processo ARFIMA(0,d,0). O artigo Reisen et al.
(2003) faz uma comparacao dos niveis de significancia de Qpp(-) ¢ Qrp(-)
para os processos ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1),
considerando os estimadores dgpp, dsp, dr € dpr citados no Capitulo 3. Este
artigo conclui que o teste baseado na estatistica Q. p(+) é superior ao baseado
na estatistica Qpp(+), no sentido de que os niveis de significancia empiricos
do primeiro se aproximam mais dos niveis nominais do que o do segundo.
O comportamento de ambos os testes depende principalmente do processo,
dos valores dos parametros, do estimador do parametro d e do valor de m
considerados.

4.3 @7 DE MONTI

Monti (1994) propoe a seguinte estatistica de teste baseada na soma do
quadrado das fungoes de autocorrelagao parcial amostral dos residuos, dada
pela expressao

Qur(m) =n(n+2)) (n— 2(k, k), (4.30)
k=1

onde qgé(k, k) é a fungao de autocorrelagao parcial amostral dos residuos
{&,}7-, de ordem k, dada pela Defini¢ao 2.13.

A seguir, derivamos a distribuigao assintdtica da estatistica Qp7(+) dada
por (4.30).

Considere

¢(l (¢s(1 1) ¢s(2’ 2)7 T ¢€<l7 l)>/ (4'31>

o vetor das [ primeiras fungoes de autocorrela¢ao parcial dos erros {e; }ez.
Se pe(+) e ¢:(+, ) sao a funcao de autocorrelagao e a fungao de autocorrelagao
parcial dos erros {&;}icz, respectivamente, entdo o vetor ¢£f) definido pela
expressao (4.31) com componentes dados por (4.32) pode ser obtido pelo
algoritmo de Durbin (1960), dado na Definicao 2.13, através da seguinte
expressao

p(k) B pgk 1)/ T pgk—l)*

L= pt T p

¢e(k, k) = , 1<k<, (4.32)
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/ /
onde ' = (p(1), p-(2),++,pe(1)) s P = (pel), pe= 1), -+, pe(1)) e T
¢é a matriz Toeplitz de ordem k x k, tal que o (4, j)-ésimo elemento é dado por
Tiw(i,5) = pe(|i — j|). Entao, ¢z(-,-) pode ser obtido analogamente a ¢.(-,-),
substituindo as fungdes de autocorrela¢ao parcial amostral de {e;};cz pelas
fungoes de autocorrelagao parcial amostral de {&;}} ; em (4.32).

Através do Teorema 4.7, dado a seguir, Monti (1994) demonstra a dis-
tribuigao assintdtica de probabilidade da estatistica @y (-).

Teorema 4.7 Sejam {X;}iez 0 processo ARIMA(p,d,q), com média p =
0, dado pela expressio (2.7). Se o modelo é corretamente identificado, a
estatistica Qpr(+), definida pela expressao (4.30) € assistoticamente dis-
tribuida, como uma varidvel aleatoria com distribuicao de probabilidade Qui-
quadrado com m — p — q graus de liberdade.

Através de experimentos de Monte Carlo, Monti (1994) compara o nivel de
significancia e o poder dos testes baseados nas estatisticas Qrg(-) € Qur(-),
nos processos AR(1) e M A(1), considerando n = 100, m € {7,10,15,20}
e ¢1,01 € {0,1;0,4;0,7;0,9}. Este artigo mostra que a estatistica Qpr(+)
nao ¢ sensivel a mudancas no valor de m como acontece com Qrg(-). O
artigo Kwan e Wu (1997) investiga o comportamento da estatistica Qpp(+) e
Qur(+) quanto ao nivel de significancia empirico e o poder empirico destes
testes para pequenos tamanhos de amostra (n € {50,75,100}) e 2 < m < 20.
O artigo Kwan e Wu (1997) indica que o nivel de significancia empirico pode
ser afetado com os diferentes valores de m e que o poder empirico destas
estatisticas sao similares para determinados valores de m.

4.4 (Qppr DE PENA-RODRIGUEZ

O artigo Pena e Rodriguez (2002) propoe um teste portmanteau baseado em
uma nova estatistica de teste. As simulagoes de Monte Carlo mostram que,
dependendo do modelo e do tamanho amostral, este teste é mais poderoso do
que os propostos por Box e Pierce (1970), Ljung e Box (1978) e Monti (1994).
O teste é baseado na m-ésima raiz do determinante da m-ésima matriz de
autocorrelacao. A estatistica proposta é dada por

Qpr(m) = n[1 - ]Rm\l/m], (4.33)

onde |R,,| é o determinante da matriz R,, de ordem (m + 1) x (m + 1) das
fungoes de autocorrelagoes residuais amostrais, dada por
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1 Tt Ty

m 7"1 1 . e Tmfl
Rp=)e=1| . . . . |, (4.34)

’r‘m Tm—l o .. 1
onde 1, = ,/Z—f? pe(l), paral = 1,--- m, onde pz(-) é a fungao de autocor-

relagao amostral dos residuos {é;}},, definida pela expressao (4.5).

A distribuigao assintética da estatistica de teste é uma combinagao linear
da distribuicao x? e pode ser aproximada por uma distribuigao Gama (ver
Teorema 4.8).

Para a obtengao da estatistica Qpg(-), dada na expressao (4.33), é neces-
sario primeiro calcular o determinante da matriz R,,. Damos, a seguir, uma
expressao recursiva para o calculo deste determinante (ver expressao (4.37)
para o valor da m-ésima raiz do determinante de R,,), que serda de grande
utilidade nas aplicacoes e nas simulacgoes apresentadas no Capitulo 6. Ob-
serve que a expressao (4.34) pode ser reescrita através da seguinte expressao

recursiva ,
R 1 pm
m = m Y
rm R,
onde ™ = (ry,---,7,)" é o vetor das m primeiras componentes do vetor r

definido na expressao (4.34). E esta pode ser reescrita como o produto das
seguintes matrizes

r |1 rMRL T [ 1= R ) p(m) I 0

0 0 Ry_1 Lo

Usando as propriedades de determinante de uma matriz particionada e
lembrando que o determinante do produto de matrizes é o produto dos de-
terminantes das matrizes, da igualdade acima, temos que

m—1

0 Rm—l
R = [ R ] 1= 42], (4.35)

_ (m) 1 (m) (m)
|Rm| :‘ 1—r""'R T T

= |Rp_y| |1 —r(' R M| =
| ‘ m—1

onde A2 = r(m'R-1 () ¢ o quadrado do coeficiente de correlacdo miiltiplo
no ajuste linear de &, = Z;”zl bjér—; + us. Pelo uso recursivo da expressao
(4.35), temos que
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|Bm| = (11— 5n)lmll (1—A7)(1— A7 )!Rmzlz
=(1-A45)1 A= AL )[Ryl =+ =
=(1-A%)(1—-A% 1) (1—A2) | Ry | =
(1—A2)(1—A2 1) (1= AS)(1 = AD) [Ry|.
Entao, como |Ry| = 1, temos que
R =J(1— 47). (4.36)
i=1
Assim,
m 1/m
yRMUm—{[p1—H>Rg¢@ﬂ . (4.37)
i=1
Podemos obter uma segunda expressao para o céalculo de |R,,|"/™, obser-

vando que 1 — A? = SQR(1,i)/SQT onde SQR(1,4) ¢ a soma do quadrado
dos residuos na decomposicao ANOVA da regressao é; = Z 1 bjg—j+uge
SQT = Y77 | €7 é a soma dos quadrados total. Analogamente, 1— A2, =
SQR(1,i—1)/SQT. Desta forma,

1-A2  SQR(1,i)
1— A%, SQR(1,i—1)

1—¢(@ i),

onde ¢2(i,i) = [SQR(1,i — 1) — SQR(1,7)]/SQR(1,i — 1), i > 2, é o
(4,4)-ésimo coeficiente de autocorrelagao parcial do resfduos. Para i = 1,
$2(1,1) = A?. Assim, da expressao (4.37), temos que

B = (1= A} =AY (1 - AL )1 - A7) =

1-43) (4% ) (1-a2
= (1-AHe= gl (1 — ) (- 22| =

1) (1A%, ) (1=47,

= (1= A})(1 = 62(2,2)) -+ (1= $2(m,m)) |(1 - A2) -+
-2 =

= (1= AD(L— 62(2,2)) - (1= GEm, m))(1 — 4D [ -
. 8 xjgl 1;} [(1 — A% (1— A?n,Q)}

m—2

= (1= ADP(1 = 2(2,2)* - (1= §2(m — Lm — 1))?
(1= 2(m,m)[(1 = A2) -+ (1= 42, )| =
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= (1 - A1 = G2(2,2))* - (1 = $3m — 2,m — 2))?
(1= 2m = 1,m = 1)(1 = G2(m,m)) (1~ 42) -
"'(1—A3n—3) =

== (L= AN = g2(2,2)) - (1= G2(m — 2,m — 2))°
(1= ¢Z(m —1,m —1))*(1 = ¢Z(m,m))

= H:il(l - ég(l, i))m+1_iv

pois 1 — qgg(l, 1) = iﬁz = 1— A2, j4d que A2 ndo estd definido. Obtemos,
0

entdo a seguinte expressao alternativa para a expressao (4.37):

m . (m+1—i)/m
(Rl =TT |1 = 626.0)]
i=1
Observagao: Neste trabalho utilizamos a expressao (4.37) para o calculo de

O seguinte teorema determina a distribuigao assintética de Qpg(-). Sua
demonstracao pode ser encontrada em Pena e Rodriguez (2002).

Teorema 4.8 Seja {X;}iez 0 processo ARIM A(p,d,q), com média p = 0,
dado pela expressao (2.7). Se o modelo é corretamente identificado, a es-
tatistica Qpr(-) definida pela expressao (4.33), é assintoticamente distribuida
como Y " Nixi, onde X3, para 1 < i < m, sao varidveis aleatdrias Qui-
quadradas, com 1 grau de liberdade, independentes. Os valores reais X\;, para
1 <4 < m, sdo os autovalores da matriz (I — Y,,V.-1Y'YW,,, onde W,, é
uma matriz diagonal dada por

i1
Wy = diag(w(1). - wum),  com  wy,(i) = "=
m
parai=1,---,m. A matriz I € a matriz identidade de ordem m x m, V,, €

a matriz de informacao dos parametros ¢ e 0 e Y,, é uma matriz de ordem
m x (p+q), com elementos ¥; e 7; definidos por ®(B)~™' = > ¢ B’ e
OB)! = ijo T B

Observacgao: Pela dificuldade de se calcular os autovalores da matriz (I —
Y, V1Y YW, Pena e Rodriguez (2002) aproximam a distribuigdo exata de
Qpr(-), dada no Teorema 4.8, por uma distribuicio Gama - denotada por

G(g1,92). Os parametros g; e g sao dados por (ver segao 3.2 de Pena e
Rodriguez (2002))

3m[(m+1) —2(p + )]
22(m + 1)(2m + 1) — 12m(p + q)]

g1 =
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e (4.38)

3m[(m +1) — 2(p + q)]
2(m +1)2m +1) — 12m(p +q)’

(ver Anexo B para os cdlculos que obtém estes parametros).

g2 =

Observe que g; = 271 go[(m + 1) — 2(p + ¢)]. Entdo, a esperanga e a
variancia de G(g1, g2) sdo dados respectivamente, por

(m+1)

E(Q(QhQQ)) = % S e (p+9q)

(m+1)2m+1)—6m(p+q)

Var (G(o1.02)) = % = ; .

O artigo Penia e Rodrigues (2000) faz um estudo comparativo do nivel
de significancia, no processo AR(1), e do poder dos testes, nos processos
AR(1) e MA(1), baseados nas estatisticas Qrg(+), Qur(-) e Qpr(-), dadas,
respectivamente, pelas expressoes (4.29), (4.30) e (4.33). Este artigo mostra
a adequagao da aproximacao citada na observagao acima.

Observagao: A distribuicdo de probabilidade das estatisticas Qpr(-) e
Qpr(-) propostas, respectivamente, por Monti (1994) e Pena e Rodriguez
(2002) para os processos ARFIMA(p,d,q) ainda nao foram derivadas até
o presente momento. Aqui, neste trabalho, utilizamos uma idéia heuristica:
consideramos que a distribuicdo de probabilidade da estatistica Qpr(-) é
uma Qui-quadrado com m — (p + ¢ + 1) graus de liberdade, tendo em vista
que agora nestes processos temos mais um parametro a ser estimado além dos
parametros autoregressivos e médias méveis. Pela mesma razao, a estatistica
Qpr(-) tem uma distribuigao de probabilidade Gama com parametros §; e
g dados por

~ 3m[(m+1)—2(p+q+ 1))

N7 oR(m+ HEm+ 1) - 2m(p+ g + 1))
. (4.39)
Gy mlm+1) —2(p+q+ 1)

2m+1)2m+1)—12m(p+q+1)

Observe que os parametros §; e g Sa0 0S8 mesmos parametros g; e go
dados pela expressao (4.38), com a mudanga de que onde era p + ¢ naquela
expressao, consideramos agora p + q + 1.
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Capitulo 5

SIMULACOES E RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos o método de simulacao de um processo ARFI-
MA(p,d,q) e a estimagao dos seus parametros através dos diversos métodos
apresentados no Capitulo 3. Apds a realizacao dessas estimativas calculamos
as estatisticas de teste Qrp(-), Qur(:) e @pr(:), dadas, respectivamente,
pelas expressoes (4.29), (4.30) e (4.33) e obtemos o nivel de significancia
empirico dos testes baseados nestas estatistias. Apresentamos nas Secoes
5.1, 5.2 e 5.3 os resultados das simulagoes dos processos ARFIMA(0,d,0),
ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1), respectivamente. Apesar de intro-
duzirmos no Capitulo 4 a estatistica de teste Qpp(-), nao a incluiremos neste
trabalho porque um estudo semelhante ao que fizemos, comparando Qgp(+)
e Qrp(+) ja foi realizado por Reisen et al. (2003).

Os programas de simulagao foram desenvolvidos na linguaguem Fortran
Workstation 4.0 para gerar 500 amostras de tamanho n = 1000 de proces-
sos ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d,1). Utilizamos,

também, algumas subrotinas da biblioteca IMSL.

Observagao: Veja na Defini¢ao 3.1 do processo ARFIMA(p,d,q) que a
expansao binomial, dada pela expressao (3.2), é uma série numérica, o que
¢é impossivel de se obter computacionalmente. Para contornar esse problema
computacional, truncamos essa série em um valor limite » menor do que o
tamanho da amostra n, obtendo

vie =3 (i) o 51

Conforme Li e McLeod (1986), o “novo” modelo obtido é estacionério para
r > 0, pois as rafzes de V¥(B) = 0 estdo fora do circulo unitdrio (ver Henrici
(1974), pagina 462). Neste trabalho utilizamos r = 999. Baillie et al. (1996)
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também utilizam um valor de r dessa ordem.

Para simular amostras de um processo ARFIM A(p,d,q), utilizamos o
método descrito por Hosking (1982).

As etapas para a simulagao de amostras de tamanho n de um processo
ARFIMA(0,d,0) sao as seguintes:

I. Gerar, através da subrotina RNNOR, uma varidvel aleatéria N(0,1), com
n observagoes, para simular um processo ruido branco {¢ }iez dado na
Definigao 2.16;

I1. Calcular a funcao de autocorrelacao parcial através das equacoes
d . . .
Oy(t.t)=-— e ov(t.j)=dv(t—17) = dr(t:t)ov(t— 1.t~ ),
para j=1,2,---,t—1et=1,2,---,n, dadas por Hosking (1984);

III. Calcular a média e a variancia da variavel aleatoria Y; dadas por
t
mi= Y ox(t, )Xy e v =(1—ox(t,t) v,
j=1

onde vg=02=1,parat=1,2---,n—1;

IV. Gerar uma variavel aleatéria Y;, com distribuicao Normal com média
my e variancia vy, parat =1,2,---,n — 1.

Assim, obtemos uma amostra {Y;}}_; do processo ARFIM A(0,d,0) dado
por (1 — B)%Y; = &;. Uma série temporal (amostra) {X;}?, é obtida de um
processo ARFIM A(p,d,q) dado por ®(B)X; = O(B)Y;, se a seguinte etapa
é realizada apos as etapas [ a IV acima.

V. Gerar X; pela seguinte equacgao recursiva:
p q
Xi = Z¢X(j)Xt—j - Z@Yt—j +Y;, para t=1,---,n.
— —

Apés simular um processo ARFIM A(p, d, q), as seguintes etapas devem
ser realizados para se estimar os seus parametros com o objetivo de encon-
trar os residuos {&;}} 19 Posteriomente, desejamos calcular os niveis de
significancia empiricos das estatisticas Qrg(-), Qur(:) e Qpr(-), dadas, res-
pectivamente, pelas expressoes (4.29), (4.30) e (4.33), quando utilizamos os

) ou 409

estimadores dGPH, dsp, d (0.7 e dpr descritos no Capitulo 3.
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VI. Estimar o parametro de diferenciacao d através dos estimadores dAGPH,
chp, cigif’”, dﬁ?’s’ e aZFT, descritos no Capitulo 3. Quando utilizamos o
estimador proposto por Fox e Taqqu (1986) para obtermos os niveis
de significancia empiricos das estatisticas Qrg(+), Qur(-) e Qpr(:), a
etapa VIII, dada a seguir para estimar os coeficientes dos polinomios
®(-) e ©(-) nado ¢é realizada, pois este método obtém estas estimativas
simultaneamente ao estimar o parametro d;

VII. Diferenciar a série original para se obter {U; }7='" um processo ARM A
(p, q), isto é, calcular a seguinte expressao

999 A

1 d; .

Uy = Vi(B)X, =) ( k) (-1)*X,_, ie{GPH,sp,R,FT};
k=0

VIII. Estimar os coeficientes dos polinémios ®(-) e O(-), dados pela ex-
pressao (2.5), através da subrotina NSLSE.

Para obtermos o nivel de significancia empirico (erro tipo I) dos testes
baseados nas estatistica Qrg(-), Qur(:) e Qpr(-) realizamos as seguinte eta-
pas:

IX. Apés obter as estimativas do processo ARFIMA(p,d,q), estimar os
residuos é; através da expressao

¢ (B)
t— =, Y

O(B)

onde U, é a série diferenciada obtida na etapa VII;

~

X. Calcular Qrg(+), Qur(-) e Qpr(-) através de suas respectivas expressoes
(4.29), (4.30) e (4.33). Observe que, para o calculo de Qpg(:), ¢
necessario inverter matriz e multiplicar matriz por vetor. Para realizar
estes procedimentos foram utilizadas as subrotinas LINDS e MURRV
da biblioteca IMSL, respectivamente;

XI. Calcular os graus de liberdade da distribuicao de probabilidade de cada
estatistica. Quando a série temporal {X;}}, for diferenciada pelos es-
timadores cing, a?sp, dﬁ;”” e cfg’g), Qrs(-) e Qur(-) tém distribuigao
de probabilidade Qui-quadrado com m — (p + q) graus de liberdade e
Qpr(-) tem distribuigao de probabilidade G(g1, g2), com g1 e go dados
pela expressao (4.38) e quando a série temporal { X;}}-; foi diferenciada
pelo estimador d rry Qre(+) € Qur(+) tém distribuicdo de probabilidade
Qui-quadrado com m — (p+ ¢+ 1) graus de liberdade e Qpg(-) tem dis-
tribuicao de probabilidade G(¢1, g2), com ¢; e go dados pela expressao
(4.39);
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XII. Fixar um nivel de significancia empirico « (utilizamos, neste trabalho
a € {0,01;0,05;0,10}) e calcular o ponto critico para cada estatistica,
ou seja, o valor no qual nos baseamos para decidir se rejeitamos ou nao
a hipdtese nula Hy. A subrotina CHIIN fornece o ponto critico para
a distribuicao de probabilidade Qui-quadrado e a fungao GAMIN para
a distribuicao de probabilidade Gama. Estas duas subrotinas fazem
parte da biblioteca IMSL;

XIII. Como sabemos qual o verdadeiro processo que foi gerado (ARFIMA
(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) ou ARFIMA(0,d, 1)), podemos contar quan-
tas das 1000 amostras geradas foram rejeitadas erroneamente pelos
testes portmanteau baseado nas estatisticas Qrg(+), Qur(:) e Qpr(+),
isto é, calcular o nivel de significancia empirico dos testes quando a
série temporal foi diferenciada por depm:

XIV. Como descrevemos os procedimentos para obter o nivel de significancia
empirico dos testes quando a série temporal for diferenciada por de PH,
é necessario repetir as etapas VII-XIII outras 4 vezes para se obter o
nivel de significancia empirico dos testes quando a série temporal for
diferenciada por (isp, dﬁg“ , (fgg’& ed 1, observando que para este ultimo
estimador nao ¢ realizada a etapa VIII.

Observacoes:

(a) Para estimar os parametros do processo ARFIM A(p,d, q), as subroti-
nas mencionadas utilizam métodos numéricos de convergéncia. As amostras
para as quais esses limites de convergéncia nao foram atingidos, foram descar-
tadas.

(b) Como o estimador de Fox e Taqqu (1986) estima simultaneamente
todos os parametros do processo ARFIMA(p,d, q), as estatisticas Qpp(-) e
Qur(+) tém distribuicao de probabilidade Qui-quadrado com m — (p+¢+1)
graus de liberdade e Qpg(-) tem distribui¢ao de probabilidade Gama com
parametros dados pela expressao (4.39). Para obtermos as estimativas dos
coeficientes de ®(-) e ©(-) quando estimamos d através dos outros métodos
(depu, cisp, dgﬁ) e dg,s)) precisamos diferenciar a série (que foi gerada como
um processo ARFIM A(p,d, q)) obtendo um processo ARM A(p, q). Nestes
casos, as estatisticas Qrp(+) e Qur(+) tém distribuigdo de probabilidade Qui-
quadrado com m — (p + ¢) graus de liberdade e Qpg(-) tem distribuigao de
probabilidade Gama com parametros dados pela expressao (4.38).

Nas Secoes 5.1, 5.2, 5.3 a seguir, apresentamos resultados das simulagoes

dos processos ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1), res-

pectivamente.
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5.1 ARFIMA(0,d,0)

Nesta segao apresentamos os resultados das simulagoes do processo ARFI-
M A(0,d,0). Foram gerados processos com d = 0,2 e d = 0, 4.

Nas Tabelas 5.1 a 5.3, a seguir, apresentamos os niveis de significancia
empirico dos testes baseados nas estatisticas Qrp(+), Qur(:) e Qpr(-) dadas,
respectivamente, pelas expressoes (4.29), (4.30) e (4.33), para a € {0,01;
0,05; 0,10} e m € {2; 5; 10; 50; 100}. Na Tabela 5.1 estao os casos em
que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste capitulo,
foi diferenciada pelos estimadores OZGPH e chp. Na Tabela 5.2 estao os casos

em que a série foi diferenciada pelos estimadores cig)”) e cZES’S) e na Tabela 5.3

estao os casos em que a série foi diferenciada pelo estimador dpr, descritos no
Capitulo 3. Por questao de estética dividimos os resultados em trés tabelas.

Tabela 5.1: Nivel de significancia empirico dos testes baseados nas estatis-
ticas Qra(+), Qur(:) e Qpr(+) quando utilizados os métodos

dGPH (§] dsp.

a=0,01 a=0,05 a=0,10

Método | m || Qrp | Qur | Qrr || Qe | Qur | Qrr || Qs | Qur | Qprr

d=0,2

2 |[ 0,546 [ 0,552 | 0,564 || 0,634 | 0,632 | 0,638 || 0,684 | 0,682 | 0,682
5 10,512 | 0,520 | 0,558 || 0,590 | 0,596 | 0,638 || 0,662 | 0,668 | 0,682
deprr | 10 | 0,498 | 0,492 | 0,540 || 0,552 | 0,566 | 0,620 || 0,626 | 0,618 | 0,670
50 | 0,382 | 0,352 | 0,510 || 0,478 | 0,478 | 0,586 || 0,538 | 0,522 | 0,630
100 || 0,350 | 0,304 | 0,514 || 0,450 | 0,412 | 0,582 || 0,512 | 0,466 | 0,634

2 110,498 | 0,502 | 0,506 || 0,596 | 0,592 | 0,626 || 0,660 | 0,656 | 0,676
5 | 0472 | 0,470 | 0,518 || 0,568 | 0,554 | 0,608 || 0,614 | 0,616 | 0,650
dep 10 || 0,436 | 0,430 | 0,496 || 0,526 | 0,514 | 0,576 | 0,586 | 0,574 | 0,626
50 | 0,320 | 0,296 | 0,402 || 0,422 | 0,408 | 0,472 || 0,490 | 0,482 | 0,516
100 || 0,268 | 0,232 | 0,382 || 0,420 | 0,356 | 0,456 || 0,478 | 0,442 | 0,510

d=0,4

2 [[ 0,592 [ 0,594 [ 0,622 |[ 0,676 | 0,674 | 0,696 || 0,730 | 0,734 | 0,748
5 1 0,570 | 0,568 | 0,620 || 0,654 | 0,656 | 0,690 || 0,706 | 0,706 | 0,742
depm | 10 | 0,510 | 0,522 | 0,596 || 0,602 | 0,608 | 0,682 || 0,666 | 0,672 | 0,718
50 | 0,374 | 0,356 | 0,542 || 0,496 | 0,476 | 0,632 || 0,562 | 0,538 | 0,688
100 || 0,346 | 0,304 | 0,560 || 0,446 | 0,398 | 0,632 || 0,500 | 0,474 | 0,678

2 /0,494 | 0,494 | 0,520 || 0,604 | 0,604 | 0,628 || 0,670 | 0,666 | 0,666
5 |/ 0,468 | 0,468 | 0,518 || 0,582 | 0,580 | 0,614 || 0,640 | 0,636 | 0,670
dep 10 || 0,416 | 0,402 | 0,500 || 0,534 | 0,528 | 0,602 || 0,594 | 0,598 | 0,652
50 | 0,276 | 0,260 | 0,378 || 0,406 | 0,386 | 0,482 || 0,484 | 0,460 | 0,548
100 || 0,266 | 0,224 | 0,384 || 0,364 | 0,318 | 0,478 || 0,436 | 0,404 | 0,532
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Observe que, na Tabela 5.1, em nenhuma situacao os niveis de significancia
empiricos atingem os niveis de significancia nominais («)). Observe ainda que
os valores dos niveis de significancia empiricos estao sempre acima dos no-
minais em qualquer uma das trés estatisticas e para qualquer valor de m,
independente do valor de d.

Tabela 5.2: Nivel de significancia empirico dos testes baseados nas estatis-
ticas Qrp(+), Qur(-) e Qpr(:) quando utilizado o método dg
com g(n) =n%" e g(n) = n®%.

=001 a—=005 =010
Método | m || Qrp | Qur | Qrr || Qe | Qur | Qrr || Qup | Qur | Qpr
d=0,2

2 [ 0,154 [ 0,156 | 0,172 || 0,254 | 0,256 | 0,262 || 0,338 | 0,332 | 0,346
5 | 0,126 | 0,126 | 0,156 || 0,194 | 0,192 | 0,238 || 0,274 | 0,270 | 0,310
d®7 | 10 || 0,104 | 0,098 | 0,122 || 0,170 | 0,170 | 0,214 | 0,244 | 0,238 | 0,262
50 | 0,074 | 0,040 | 0,090 || 0,150 | 0,124 | 0,176 || 0,200 | 0,182 | 0,234
100 || 0,076 | 0,030 | 0,132 || 0,134 | 0,108 | 0,216 || 0,210 | 0,170 | 0,268
2 110,028 | 0,024 | 0,058 || 0,102 | 0,100 | 0,132 || 0,170 | 0,158 | 0,212
5 11 0,030 | 0,028 | 0,036 || 0,000 | 0,098 | 0,098 || 0,144 | 0,150 | 0,152
d®® | 10 | 0,028 | 0,022 | 0,030 || 0,094 | 0,090 | 0,094 || 0,148 | 0,154 | 0,150
50 | 0,012 | 0,010 | 0,026 || 0,080 | 0,066 | 0,084 || 0,140 | 0,126 | 0,144
100 || 0,024 | 0,010 | 0,096 || 0,098 | 0,062 | 0,170 || 0,154 | 0,124 | 0,232
d=0,4
2 110,368 ] 0,350 | 0,382 || 0,524 | 0,518 | 0,540 || 0,612 | 0,608 | 0,616
5 110,344 | 0,296 | 0,376 || 0,480 | 0,452 | 0,520 || 0,564 | 0,544 | 0,592
d®7 | 10 || 0,278 | 0,240 | 0,316 || 0,424 | 0,376 | 0,462 || 0,520 | 0,486 | 0,548
50 | 0,184 | 0,118 | 0,120 || 0,318 | 0,236 | 0,218 || 0,412 | 0,314 | 0,272
100 || 0,188 | 0,068 | 0,062 || 0,306 | 0,168 | 0,122 || 0,384 | 0,270 | 0,186
2 [ 0,254 | 0,232 | 0,272 || 0,456 | 0,440 | 0,484 || 0,594 | 0,576 | 0,596
5 110,202 | 0,170 | 0,252 || 0,402 | 0,362 | 0,434 || 0,506 | 0,480 | 0,552
d¥® 1 10 || 0,168 | 0,142 | 0,184 || 0,318 | 0,282 | 0,358 || 0,418 | 0,386 | 0,472
50 | 0,102 | 0,054 | 0,050 || 0,236 | 0,168 | 0,116 || 0,336 | 0,254 | 0,196
100 || 0,118 | 0,038 | 0,032 || 0,218 | 0,126 | 0,080 || 0,302 | 0,204 | 0,126

Na Tabela 5.2, quando a série foi diferenciada pelo estimador cfg;?’ﬂ na
etapa VII, os niveis de significancia empiricos se apresentam mais baixos do
que na Tabela 5.1. Quando a série foi diferenciada por ciﬁij’g) os niveis de
significancia empiricos sao ainda mais baixos do que quando a série foi difer-
enciada por dAgg’7 , mas poucos casos atingem os niveis nominais desejados, in-

dependente do tamanho de m. Observe também que, nas trés estatisticas, os
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niveis empiricos diminuem quando m aumenta e estes, em geral, sao menores
para Qrp(-). Uma questao que fica como sugestao para proximos trabalhos
é investigar se aumentando o valor de g(n) os niveis empiricos diminuiriam
mais.

Tabela 5.3: Nivel de significancia empirico dos testes baseados nas estatis-
ticas Qrp(+), Qur(:) e Qpr(+) quando utilizado o método

dFT-
o =001 2 =005 a=0,10
Método | m || Qe | Qur | Qrr || Qe | Qur | Qrr || Qs | Qur | Qrr
d=0,2

2 | 0,018 [ 0,016 | 0,028 |[ 0,054 | 0,060 | 0,102 [ 0,114 | 0,116 | 0,172
5 || 0,012 | 0,016 | 0,024 || 0,058 | 0,056 | 0,056 || 0,122 | 0,120 | 0,108
10 || 0,014 | 0,012 | 0,024 || 0,056 | 0,060 | 0,042 || 0,100 | 0,106 | 0,112
50 || 0,010 | 0,004 | 0,024 || 0,068 | 0,050 | 0,090 || 0,108 | 0,096 | 0,154

100 || 0,020 | 0,008 | 0,118 || 0,078 | 0,060 | 0,212 || 0,138 | 0,114 | 0,266

dpr d=0,4

2 |/ 0,008 [ 0,008 | 0,022 || 0,050 | 0,052 | 0,098 || 0,112 | 0,110 | 0,172
5 | 0,016 | 0,014 | 0,024 || 0,062 | 0,064 | 0,068 || 0,110 | 0,108 | 0,120
10 || 0,012 | 0,016 | 0,014 || 0,062 | 0,064 | 0,062 || 0,108 | 0,106 | 0,112
50 | 0,024 | 0,018 | 0,024 || 0,064 | 0,048 | 0,078 || 0,132 | 0,112 | 0,136
100 || 0,032 | 0,010 | 0,096 || 0,092 | 0,054 | 0,162 || 0,144 | 0,114 | 0,212

A Tabela 5.3, onde os niveis empiricos foram obtidos apds diferenciarmos
a série original pela estimativa obtida por JFT, é a que apresenta os niveis
de significancia empiricos mais préximos dos niveis nominais para as trés es-
tatisticas de teste. Entretanto, para a estatistica @ pg(-), os niveis empiricos
estao um pouco acima dos niveis nominais.

Quando a série original foi diferenciada pelos estimadores de: PH, a?sp, dﬁg’”
e ng),s) (ver Tabelas 5.1 e 5.2) os niveis de significancia nominais diminuem a
medida que m aumenta, sendo que a estatistica Qpgr(-) é a que menos sofre
com essa mudanca. No caso da Tabela 5.3, os niveis de significancia nominais
das estatisticas Qrp(-) e Qpr(-) aumentam a medida que m aumenta, sendo
que Qpr(:) é a que mais sofre, enquanto que para a estatistica Qpr(-) 0s
niveis mudam pouco com o crescimento do valor de m.

Com o intuito de mostrarmos as caracteristicas das estimativas de cada
uma das estatisticas Qrp(+), Qur(:) e @pr(:) calculamos a média, o desvio
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padrao e o erro quadratico médio. Nas Tabelas 5.4 a 5.6, a seguir, compara-
mos a média empirica com o valor esperado tedrico (V.E.) da distribuigao
de probabilidade das estatisticas Qr5(+), Qur(-) e @pr(+), respectivamente.
Apresentamos também o desvio padrao (D.Padrao) e o erro quadrético médio
(EQM), obtidos quando diferenciamos a série original pelos estimadores des-
critos no Capitulo 3.

Tabela 5.4: Estatisticas das estimativas de Qrp(-).

d=0,2 d=0,4

Método | V.E. | Média | D.Padrao EQM Média | D.Padrao EQM

2 32,57 64,90 5250,86 42,44 125,06 17376,92
5 47,12 106,15 13446,69 69,54 268,45 76702,47
dapn 10 59,31 144,02 24193,95 || 101,47 480,68 240811,20
50 113,92 264,94 82981,60 || 279,41 | 1883,72 3619164,00
100 || 178,49 375,86 172779,50 || 485,41 | 3541,58 | 12752930,00

2 26,13 52,54 3427,18 || 27,33 59,62 4272,25
5 38,10 80,23 7861,31 | 42,16 | 104,39 12620,35
dsp 10 || 47,39 97,04 11625,96 || 57,10 | 154,59 27065,96

50 || 91,52 | 110,89 | 20612,17 || 134,11 | 400,36 177847,30
100 || 149,13 | 136,65 | 40815,09 || 225,69 | 675,30 | 505869,50

2 5,18 7,27 77,48 9,63 10,02 185,47
5 7,85 7,82 119,64 14,08 11,70 323,92
a7 10 || 12,95 9,14 245,93 19,95 13,91 575,25
50 | 54,48 16,32 3212,63 || 65,05 31,92 5196,52
100 || 105,47 | 22,28 1157767 || 120,42 | 52,43 17147,59
2 2,57 2,70 12,92 6,61 5,12 64,63
5 5,53 3,93 43,82 10,82 7,14 159,41
A 10 || 10,68 5,35 138,46 16,57 9,03 359,81
50 | 51,36 10,66 2730,57 || 60,28 25,76 4248,13
100 || 101,87 | 15,91 10589,61 || 114,30 | 42,06 14738,67
1 1,26 1,51 3,39 1,23 1,48 2,89
4 4,17 2,97 24,50 4,22 2,95 23,26
dpr 9 9,13 4,41 99,27 9,12 4,57 96,95
49 | 49,62 10,04 2543,07 || 49,79 11,69 2576,17
99 | 99,97 15,37 10189,31 || 100,84 | 17,99 10410,97

Observe que, na Tabela 5.4, quando a serle f01 diferenciada pelos esti-
mativas obtidas pelos estimadores d(;p H, dsp e d ) as médias empiricas das
estimativas de Qp(-) ndo ficaram préximas dos valores esperados. Quando
foi utilizado a estimativa obtida por dﬁfg’g) a média empirica se aproximou do
valor esperado, somente quando d = 0, 2. Somente para o caso em que foi uti-
lizada a estimativa obtida por d rr, @ média empirica se aproximou do valor
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esperado independente do valor de d. Observe ainda que o desvio padrao e
o erro quadratico médio das estimativas de Qg (A) Sa0 sempre menores no
caso em que foi utilizado a estimativa obtida por dgr, independente do valor
de d.

Tabela 5.5: Estatisticas das estimativas de Qur(+).

d=0,2 d=0,4
Método | V.E. || Média | D.Padrao EQM Média | D.Padrao EQM
2 28,65 47,95 3104,12 34,98 78,68 7374,45
5 35,29 52,07 3936,68 42,21 84,87 8936,47
depr 10 41,38 53,21 452211 48,71 87,11 9906,91
50 81,86 55,50 9741,79 89,23 89,81 15940,07
100 || 132,12 57,03 20648,78 || 139,73 89,26 27364,29
2 22,62 39,30 2044,16 23,34 43,84 244458
5 28,21 42,17 2559,37 29,35 48,91 3225,05
dsp 10 33,76 42,81 2955,09 35,12 50,82 3782,33
50 73,81 44,11 7359,92 75,32 53,75 8497,10
100 || 124,06 45,75 17430,98 || 125,83 53,96 18638,57

2 5,00 6,71 67,07 8,95 8,86 151,51
5 7,67 7,22 107,80 | 12,73 9,41 240,47
a7 10 | 12,71 8,22 22398 || 18,06 10,53 422 53

50 | 53,46 12,69 299745 | 58,86 14,70 3632,75
100 || 103,64 | 16,81 | 1098145 | 109,39 | 17,77 | 12193,90

2 2,56 2.73 12,99 6,31 475 57,38
5 5,55 3,96 44,33 10,14 6,10 132,04
d®® | 10 || 10,67 5,24 137,14 || 15,39 7,43 279,75

50 || 51,25 10,13 2708,17 || 56,02 12,40 3247,01
100 || 101,38 | 14,34 | 10443,45 | 106,52 | 15,84 | 11512,63

1 1,27 1,54 3,50 1,23 1,47 2,84
4 4,20 2,99 24,92 4,23 2,92 23,15
dpr 9 9,19 4,38 100,05 9,11 4,50 96,16

49 49,75 9,70 2548,75 49,28 10,24 2493,86
99 99,89 14,07 10135,97 || 99,68 14,19 10056,87

Analogamente ao que ocorreu para as estimativas de Qpp(+) (ver Tabela
5.3), para as estimativas de Q7 (+) as médias empiricas se aproximaram dos
valores esperados somente quando foram utilizadas as estimativas obtidas
por dpr e cig’s) quando d = 0,2. Novamente, as estimativas da estatistica
de teste, agora Qur(-), apresentaram menor desvio padrao e menor erro
quadratico médio quando a série foi diferenciada pela estimativa obtida por

dFT‘
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Tabela 5.6: Estatisticas das estimativas de Qpg(-).

d=0,2 d=0,4

Método | V.E. | Média | D.Padrao EQM Média | D.Padrao EQM
1,5 25,65 44,23 2599,88 31,32 71,58 6069,42
3,0 30,22 47,24 3128,40 36,09 74,48 6809,69
depn 5,9 34,98 49,30 3635,01 41,19 76,24 7464,10
25,5 || 65,58 62,54 8177,93 73,39 83,77 12330,10
50,5 || 107,90 95,60 20722,24 || 121,39 123,82 29938,53
1,5 20,30 36,50 1733,86 20,82 39,61 1982,94
3,0 23,96 38,75 2063,02 24,63 43,06 2437,28
dsp 5,5 27,81 40,03 2361,68 28,68 45,17 2835,84
25,5 || 50,89 44,20 4519,29 52,28 49,29 5115,85
50,5 || 80,81 56,64 9699,82 82,44 57,40 10018,13

15 || 4,29 6,31 56,52 777 7.99 117,90
30 | 5,76 6,60 74,44 9,91 8,55 163,25
d®7 | 55 || 8,03 6,93 109,22 || 12,49 8,87 224,76
25,5 || 28,30 9,52 879,94 || 29,80 10,57 975,76
50,5 || 55,40 15,06 | 3273,82 | 50,65 12,85 | 2689,32
15 || 221 2,52 10,36 5,45 4,46 45,39
30 | 347 2,81 18,59 7,38 4,82 71,88
d9® | 55 || 593 3,45 44,73 9,98 5,50 122,01
25,5 | 26,05 6,36 715,27 || 27,44 7,88 793,26
50,5 | 53,00 13,11 2969,44 || 48,74 11,13 | 2460,49
05 | 082 0,96 1,31 0,82 0,96 1,10
20 | 2,23 1,71 7,01 2,24 1,72 6,36
der | 45 | 4,66 2,59 26,65 4,66 2,55 24,62
245 || 2545 6,53 680,25 || 24,74 6,42 633,62

49,5 || 53,83 12,96 3043,79 51,31 12,53 2748,53

Os resultados apresentados na Tabela 5.6 mostram que também para as
estimativas de Qpgr(-) as médias empiricas estao préximas dos valores es-
perados nos casos em que a série foi diferenciada por ciFT, independente do
valor esperado e do valor de d. O mesmo pode ser dito quando a série foi
diferenciada por dﬁg’g’ ed=0,2. Quando d = 0,4 estes valores estiveram
préximos somente quando o valor esperado é igual 25,5 ou 50, 5. Os menores
valores para o desvio padrao e para o erro quadratico médio foram obtidos
quando utilizamos dpr, a nao ser quando o valor esperado é 49, 5.

Os resultados das Tabelas 5.4 a 5.6 refletem aqueles obtidos nas Tabelas
5.1 a 5.3. Observe que, tanto para d = 0, 2 quanto para d = 0,4, para as trés
estatisticas (Qrp(+), @ur(:) e Qpr(+)), as médias empiricas estdo proximas
do valor esperado de suas distribui%éss de probabilidade somente quando a

A

série original foi diferenciada por d,™ e chT. Entretanto, para o caso CZS’S)
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o desvio padrao é maior do que para o caso drpr, 0 que levou os niveis de
significancia empiricos daquele caso nao se aproximarem tanto dos IllVelS
nominais como neste. Quando a série foi diferenciada por dGPH, dsp e d

as médias empiricas nao se aproximaram do valor esperado das respectlvas
distribuicoes de probabilidade.

Objetivando explicar os resultados apresentados nas Tabelas 5.1 a 5.3
calculamos a média, o desvio padrao e o erro quadratico médio (EQM) das
estimativas do parametro d obtidas pelos estimadores que introduzimos no
Capitulo 3. A Tabela 5.7, a seguir, apresenta estas estatisticas.

Tabela 5.7: Estatisticas das estimativas do parametro d.

d=0,2 d=0,4
Método || Média | D.Padrao | EQM || Média | D.Padrao | EQM
depr || 0,1915 | 0,1373 | 0,0189 || 0,4072 | 0,1455 | 0,0212
dy, |/ 0,1630 | 0,1115 | 0,0138 || 0,3763 | 0,1123 | 0,0132
d¥7 11 0,1818 | 0,0478 | 0,0026 || 0,3392 | 0,0357 | 0,0050
d¥® 11 0,1846 | 10,0340 | 0,0014 || 0,3473 | 10,0276 | 0,0035
der || 0,1960 | 0,0266 | 0,0007 || 0,3970 | 0,0268 | 0,0007

Em média, todos os estimadores obtiveram boas estimativas, sendo que,
tanto para d = 0,2 quanto para d = 0,4, dpr obteve as melhores estimati-
vas com menores desvio padrao e vicio. Este resultado esta de acordo com
outros trabalhos que verificam o comportamento deste estimador no pro-
cesso ARFIMA(0,d,0) (ver Souza (2000)). As estimativas com maior erro
quadratico médio foram obtidas por CZGPH, para os dois valores de d investi-
gados.

As Figuras 5.1 e 5.2, a seguir, mostram o box-plot das estimativas dos
estimadores do parametro d, obtidas a partir do processo ARFIMA (0,d,0)
quando d = 0,2 e d = 0,4, respectivamente. Observe que, em ambos o0s
casos, as estimativas obtidas por ciFT estao mais conoentradas em torno do

verdadeiro valor de d, seguido pelas estimativas obtidas por d (0.8) d(o 7), cfsp
e dGPH Entretanto, em média, as estimativas obtidas por dGPH estao mais
préximas do verdadeiro valor de d do que as obtidas por dsp
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Figura 5.1: Box-Plot das estimativas do parametro d = 0, 2.

00

dopsr dy A0 d0® dpy

Figura 5.2: Box-Plot das estimativas do parametro d = 0, 4.

Observe, nas Figuras 5.1 e 5.2 e nas Tabelas 5.1 a 5.3, a relacao existente
entre a variabilidade dos estimadores e os niveis de significancia empiricos
obtidos quando os diferentes métodos foram utilizados. No caso do esti-
mador CZFT, que teve a menor variabilidade das estimativas de d e o menor
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erro quadratico médio (ver Figuras 5.1 e 5.2), foi onde ocorreram os melhores
resultados. Ja no caso do estimador cZG pH, onde ocorreu a maior variabilidade
e maior erro quadratico médio, obtivemos os piores resultados. Nos casos dos
estimadores dﬁg’” e dg’g), quando d = 0,4 as estimativas de d, em média, nao
foram tao boas quanto para d = 0,2 ocasionando niveis empiricos maiores
quando d = 0, 4.

Observamos que, com os resultados desta secao, os niveis de significancia
dos testes baseados nas estatisticas Qrg(+), Qur(-) e Qpr(+) estao relaciona-
dos com a variabilidade dos métodos de estimacao do parametro d que esta
sendo utilizado. Somente o estimador dps se mostrou adequado, ja que a
variabilidade dos outros estimadores pode nos levar a rejeitar um modelo
que pode ser adequado.

5.2 ARFIMA(L,d,0)

Nesta se¢ao apresentamos os resultados das simulagoes do processo ARFIM A
(1,d,0). Foram gerados processos com d = 0,2 e ¢; € {—0,9; —0,7; —0,5;
-0,3; —=0,1; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9}.

Nas Tabelas 5.8 a 5.12, a seguir, apresentamos os niveis de significancia
empirico dos testes baseados nas estatisticas Qrg(+), Qur(-) e Qpr(:) para
a € {0,01; 0,05; 0,10} e m € {5; 10; 50; 100}. E estamos considerando os
casos em que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste
capitulo, foi diferenciada pelos estimadores JGPH, a?sp, 0252’7), CZ%?’S) e CZFT,
descritos no Capitulo 3.
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Tabela 5.8: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dgpy, quando d = 0, 2.

o =0,01 a=0,05 a=0,10

m (bl QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QAIT QPR

0,9 | 0,508 | 0,512 | 0,600 || 0,628 | 0,624 | 0,684 || 0,672 | 0,684 | 0,742
0,7 | 0,466 | 0,480 | 0,550 || 0,576 | 0,586 | 0,644 | 0,650 | 0,656 | 0,688
0,5 | 0,456 | 0,466 | 0,526 || 0,544 | 0,552 | 0,598 | 0,602 | 0,610 | 0,670
0,310,392 | 0,396 | 0,440 || 0,486 | 0,494 | 0,560 | 0,570 | 0,576 | 0,608
5 |/ -0,1 | 0,310 | 0,320 | 0,346 || 0,412 | 0,418 | 0,444 | 0,488 | 0,488 | 0,546
0,1 | 0,250 | 0,254 | 0,270 || 0,350 | 0,366 | 0,366 || 0,452 | 0,456 | 0,458
0,3 | 0,098 | 0,102 | 0,104 || 0,186 | 0,202 | 0,204 || 0,298 | 0,302 | 0,302
0,5 | 0,028 | 0,040 | 0,044 || 0,108 | 0,108 | 0,122 || 0,182 | 0,188 | 0,192
0,7 | 0,038 | 0,038 | 0,062 || 0,116 | 0,118 | 0,144 | 0,174 | 0,174 | 0,208
0,9 | 0,318 | 0,350 | 0,478 || 0,540 | 0,554 | 0,656 || 0,662 | 0,678 | 0,748

0,9 | 0,460 | 0,472 | 0,562 || 0,556 | 0,564 | 0,654 || 0,612 | 0,630 | 0,710
0,7 | 0,428 | 0,434 | 0,516 || 0,520 | 0,524 | 0,612 | 0,580 | 0,590 | 0,670
0,5 | 0,404 | 0,416 | 0,498 || 0,508 | 0,514 | 0,582 | 0,564 | 0,584 | 0,626
0,3 | 0,346 | 0,370 | 0,432 || 0,466 | 0,474 | 0,524 | 0,524 | 0,528 | 0,588
10 || -0,1 | 0,262 | 0,272 | 0,338 | 0,374 | 0,382 | 0,448 || 0,448 | 0,464 | 0,516
0,1 | 0,210 | 0,228 | 0,284 || 0,332 | 0,334 | 0,376 || 0,416 | 0,424 | 0,456
0,3 | 0,112 | 0,116 | 0,126 || 0,192 | 0,188 | 0,226 || 0,260 | 0,254 | 0,304
0,5 | 0,040 | 0,048 | 0,048 || 0,108 | 0,120 | 0,124 || 0,168 | 0,180 | 0,190
0,7 | 0,040 | 0,036 | 0,046 || 0,092 | 0,094 | 0,108 || 0,174 | 0,184 | 0,206
0,9 | 0,240 | 0,246 | 0,392 || 0,428 | 0,438 | 0,600 || 0,564 | 0,586 | 0,678

0,9 | 0,308 | 0,302 | 0,472 || 0,420 | 0,414 | 0,548 | 0,480 | 0,474 | 0,596
0,71 0,278 | 0,290 | 0,484 || 0,384 | 0,404 | 0,572 | 0,470 | 0,466 | 0,626
0,5 | 0,258 | 0,248 | 0,462 || 0,384 | 0,380 | 0,552 | 0,460 | 0,472 | 0,606
0,3 | 0,228 | 0,212 | 0,396 || 0,336 | 0,330 | 0,504 | 0,416 | 0,412 | 0,548
50 || -0,1 | 0,150 | 0,136 | 0,302 || 0,224 | 0,218 | 0,404 | 0,286 | 0,288 | 0,468
0,1 | 0,112 | 0,102 | 0,280 || 0,192 | 0,180 | 0,370 || 0,284 | 0,288 | 0,434
0,3 | 0,050 | 0,056 | 0,188 || 0,134 | 0,124 | 0,278 || 0,206 | 0,204 | 0,332
0,5 | 0,032 | 0,020 | 0,130 || 0,082 | 0,080 | 0,232 || 0,144 | 0,152 | 0,296
0,7 | 0,024 | 0,014 | 0,114 || 0,082 | 0,088 | 0,218 || 0,140 | 0,144 | 0,304
0,9 | 0,114 | 0,084 | 0,172 || 0,264 | 0,226 | 0,348 || 0,368 | 0,352 | 0,458

20,9 | 0,280 | 0,222 | 0,478 || 0,378 | 0,344 | 0,544 || 0,464 | 0,422 | 0,594
0,7 | 0,232 | 0,230 | 0,504 || 0,340 | 0,334 | 0,580 || 0,408 | 0,410 | 0,618
0,5 | 0,230 | 0,190 | 0,472 || 0,328 | 0,296 | 0,554 | 0,400 | 0,386 | 0,594
0,3 | 0,190 | 0,160 | 0,430 || 0,292 | 0,276 | 0,508 | 0,370 | 0,354 | 0,558
100 || -0,1 | 0,122 | 0,100 | 0,362 || 0,202 | 0,168 | 0,452 | 0,296 | 0,244 | 0,508
0,1 | 0,098 | 0,066 | 0,336 || 0,180 | 0,150 | 0,406 || 0,242 | 0,232 | 0,454
0,3 | 0,044 | 0,034 | 0,272 || 0,136 | 0,114 | 0,340 | 0,218 | 0,170 | 0,396
0,5 | 0,034 | 0,014 | 0,244 || 0,076 | 0,054 | 0,334 | 0,132 | 0,102 | 0,402
0,7 | 0,018 | 0,012 | 0,236 || 0,080 | 0,054 | 0,358 | 0,132 | 0,120 | 0,452
0,9 | 0,094 | 0,054 | 0,340 || 0,210 | 0,176 | 0,508 | 0,314 | 0,282 | 0,614
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Tabela 5.9: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg,, quando d = 0, 2.

o =0,01 a=0,05 a=0,10

m (bl QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QAIT QPR

0,9 | 0,476 | 0,472 | 0,572 || 0,594 | 0,596 | 0,670 || 0,656 | 0,660 | 0,722
0,7 | 0,402 | 0,396 | 0,478 | 0,516 | 0,512 | 0,564 || 0,570 | 0,570 | 0,614
0,5 | 0,380 | 0,384 | 0,444 || 0,496 | 0,482 | 0,542 | 0,546 | 0,554 | 0,588
0,310,274 | 0,280 | 0,352 || 0,448 | 0,446 | 0,486 | 0,524 | 0,520 | 0,552
5 |/ -0,1 10,232 | 0,226 | 0,244 || 0,332 | 0,328 | 0,368 | 0,402 | 0,404 | 0,434
0,1 | 0,178 | 0,184 | 0,194 || 0,300 | 0,302 | 0,316 || 0,382 | 0,384 | 0,388
0,3 | 0,058 | 0,066 | 0,054 || 0,148 | 0,154 | 0,146 || 0,226 | 0,228 | 0,244
0,5 | 0,018 | 0,014 | 0,026 || 0,074 | 0,074 | 0,084 || 0,124 | 0,126 | 0,150
0,7 | 0,038 | 0,034 | 0,054 || 0,102 | 0,102 | 0,122 || 0,162 | 0,154 | 0,204
0,9 | 0,274 | 0,300 | 0,442 || 0,486 | 0,514 | 0,642 || 0,618 | 0,622 | 0,706

0,0 | 0,394 | 0,394 | 0,520 || 0,512 | 0,522 | 0,616 || 0,592 | 0,586 | 0,672
0,7 | 0,346 | 0,352 | 0,440 || 0,460 | 0,472 | 0,542 | 0,530 | 0,540 | 0,598
0,5 | 0,346 | 0,340 | 0,418 || 0,432 | 0,430 | 0,502 | 0,504 | 0,504 | 0,572
0,3 | 0,256 | 0,260 | 0,326 || 0,376 | 0,374 | 0,466 || 0,472 | 0,456 | 0,530
10 || -0,1 | 0,212 | 0,198 | 0,240 | 0,308 | 0,296 | 0,344 || 0,364 | 0,362 | 0,422
0,1 | 0,154 | 0,160 | 0,200 || 0,284 | 0,274 | 0,320 || 0,354 | 0,356 | 0,404
0,3 | 0,068 | 0,074 | 0,080 || 0,166 | 0,168 | 0,186 || 0,226 | 0,226 | 0,248
0,5 | 0,018 | 0,022 | 0,022 || 0,082 | 0,078 | 0,094 | 0,128 | 0,130 | 0,138
0,7 | 0,030 | 0,028 | 0,048 || 0,086 | 0,088 | 0,102 || 0,142 | 0,146 | 0,170
0,9 | 0,214 | 0,218 | 0,360 || 0,392 | 0,404 | 0,552 || 0,540 | 0,532 | 0,658

0,9 | 0,276 | 0,234 | 0,384 || 0,368 | 0,356 | 0,472 || 0,430 | 0,428 | 0,522
0,710,222 | 0,204 | 0,324 || 0,322 | 0,298 | 0,422 | 0,394 | 0,380 | 0,480
0,5 | 0,228 | 0,198 | 0,320 || 0,318 | 0,292 | 0,394 | 0,380 | 0,370 | 0,470
0,3 | 0,178 | 0,158 | 0,262 || 0,282 | 0,230 | 0,364 | 0,340 | 0,328 | 0,436
50 || -0,1 | 0,100 | 0,084 | 0,164 || 0,166 | 0,160 | 0,246 | 0,250 | 0,240 | 0,304
0,1 | 0,074 | 0,054 | 0,132 || 0,160 | 0,144 | 0,230 || 0,224 | 0,212 | 0,308
0,3 | 0,034 | 0,020 | 0,100 || 0,110 | 0,098 | 0,174 || 0,186 | 0,176 | 0,230
0,5 | 0,020 | 0,010 | 0,062 || 0,070 | 0,064 | 0,140 || 0,120 | 0,112 | 0,182
0,7 | 0,028 | 0,008 | 0,064 || 0,072 | 0,070 | 0,150 || 0,118 | 0,116 | 0,236
0,9 | 0,088 | 0,066 | 0,132 || 0,232 | 0,206 | 0,284 || 0,334 | 0,312 | 0,402

-0,9 | 0,234 | 0,176 | 0,338 || 0,330 | 0,282 | 0,430 || 0,408 | 0,360 | 0,472
-0,7 | 0,186 | 0,132 | 0,310 || 0,288 | 0,236 | 0,396 || 0,354 | 0,326 | 0,446
-0,5 | 0,180 | 0,124 | 0,274 || 0,282 | 0,226 | 0,376 || 0,350 | 0,296 | 0,442
-0,3 | 0,166 | 0,110 | 0,270 | 0,258 | 0,200 | 0,354 || 0,312 | 0,278 | 0,400
100 | -0,1 | 0,102 | 0,058 | 0,172 || 0,166 | 0,128 | 0,254 | 0,246 | 0,198 | 0,314
0,1 | 0,066 | 0,044 | 0,160 | 0,128 | 0,098 | 0,248 || 0,208 | 0,168 | 0,306
0,3 | 0,038 | 0,022 | 0,136 || 0,106 | 0,076 | 0,222 || 0,174 | 0,134 | 0,260
0,5 | 0,026 | 0,012 | 0,102 || 0,070 | 0,042 | 0,178 || 0,116 | 0,094 | 0,232
0,7 | 0,012 | 0,012 | 0,114 | 0,068 | 0,052 | 0,232 || 0,124 | 0,094 | 0,302
0,9 | 0,078 | 0,042 | 0,234 || 0,180 | 0,148 | 0,420 || 0,280 | 0,258 | 0,524
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Tabela 5.10: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg’n, quando d = 0, 2.

a=0,01 a=0,05 a=0,10

m ¢1 | Qe | Qur | Qrr || QB | Qur | QPR | QLB | QMT | QPR

20,9 | 0,240 | 0,222 | 0,352 || 0,370 | 0,348 | 0,456 || 0,454 | 0,448 | 0,550
0,7 | 0,126 | 0,126 | 0,206 || 0,238 | 0,232 | 0,316 | 0,338 | 0,330 | 0,382
0,5 | 0,102 | 0,094 | 0,144 || 0,200 | 0,198 | 0,264 || 0,268 | 0,270 | 0,346
0,3 | 0,052 | 0,052 | 0,094 || 0,150 | 0,146 | 0,198 || 0,228 | 0,224 | 0,280
5 | -0,1 | 0,026 | 0,020 | 0,028 || 0,058 | 0,062 | 0,096 || 0,100 | 0,102 | 0,156
0,1 | 0,018 | 0,018 | 0,016 || 0,046 | 0,050 | 0,068 || 0,086 | 0,090 | 0,106
0,3 | 0,004 | 0,004 | 0,006 || 0,038 | 0,040 | 0,056 || 0,084 | 0,080 | 0,096
0,5 | 0,004 | 0,006 | 0,012 || 0,038 | 0,036 | 0,058 || 0,078 | 0,074 | 0,108
0,7 | 0,014 | 0,018 | 0,038 || 0,076 | 0,076 | 0,094 || 0,120 | 0,122 | 0,158
0,9 | 0,388 | 0,414 | 0,584 || 0,660 | 0,682 | 0,780 || 0,770 | 0,780 | 0,846

20,9 | 0,188 | 0,174 | 0,258 || 0,304 | 0,286 | 0,370 || 0,368 | 0,370 | 0,446
0,7 | 0,120 | 0,110 | 0,150 || 0,200 | 0,192 | 0,246 || 0,288 | 0,294 | 0,306
0,5 | 0,080 | 0,076 | 0,108 || 0,156 | 0,150 | 0,200 || 0,240 | 0,234 | 0,264
0,3 | 0,056 | 0,052 | 0,064 || 0,134 | 0,128 | 0,144 || 0,204 | 0,204 | 0,226
10 || -0,1 | 0,022 | 0,016 | 0,026 || 0,064 | 0,062 | 0,068 | 0,104 | 0,112 | 0,106
0,1 | 0,014 | 0,012 | 0,022 || 0,064 | 0,052 | 0,066 | 0,098 | 0,092 | 0,110
0,3 | 0,004 | 0,004 | 0,006 || 0,044 | 0,036 | 0,052 | 0,094 | 0,080 | 0,102
0,5 | 0,010 | 0,010 | 0,008 || 0,044 | 0,042 | 0,052 | 0,082 | 0,088 | 0,086
0,7 | 0,024 | 0,016 | 0,022 || 0,068 | 0,068 | 0,076 | 0,150 | 0,148 | 0,150
0,9 | 0,298 | 0,310 | 0,480 || 0,520 | 0,526 | 0,704 | 0,668 | 0,676 | 0,806

20,9 | 0,110 | 0,078 | 0,090 || 0,190 | 0,146 | 0,170 || 0,252 | 0,228 | 0,228
0,7 | 0,086 | 0,064 | 0,070 || 0,170 | 0,150 | 0,142 | 0,236 | 0,222 | 0,200
0,5 | 0,068 | 0,040 | 0,048 || 0,132 | 0,100 | 0,104 | 0,196 | 0,176 | 0,154
0,3 | 0,048 | 0,030 | 0,052 || 0,118 | 0,096 | 0,122 | 0,190 | 0,168 | 0,170
50 || -0,1 | 0,022 | 0,012 | 0,014 || 0,056 | 0,060 | 0,052 | 0,092 | 0,092 | 0,094
0,1 | 0,022 | 0,018 | 0,042 || 0,046 | 0,046 | 0,100 | 0,106 | 0,112 | 0,156
0,3 | 0,006 | 0,000 | 0,058 || 0,054 | 0,050 | 0,122 || 0,096 | 0,108 | 0,178
0,5 | 0,014 | 0,004 | 0,100 || 0,056 | 0,058 | 0,224 | 0,112 | 0,102 | 0,288
0,7 | 0,024 | 0,014 | 0,174 | 0,094 | 0,092 | 0,324 | 0,154 | 0,168 | 0,440
0,9 | 0,134 | 0,118 | 0,234 || 0,308 | 0,274 | 0,424 || 0,438 | 0,424 | 0,532

0,9 | 0,100 | 0,056 | 0,078 || 0,178 | 0,114 | 0,144 || 0,228 | 0,176 | 0,214
0,7 | 0,070 | 0,038 | 0,078 || 0,138 | 0,108 | 0,126 | 0,200 | 0,174 | 0,182
0,5 | 0,068 | 0,024 | 0,050 || 0,138 | 0,080 | 0,124 | 0,186 | 0,146 | 0,158
0,3 | 0,062 | 0,028 | 0,078 || 0,122 | 0,100 | 0,146 | 0,188 | 0,146 | 0,198
100 || -0,1 | 0,016 | 0,006 | 0,056 | 0,062 | 0,044 | 0,128 || 0,120 | 0,102 | 0,170
0,1 | 0,020 | 0,008 | 0,110 || 0,072 | 0,046 | 0,182 || 0,112 | 0,098 | 0,246
0,3 | 0,018 | 0,010 | 0,164 || 0,060 | 0,040 | 0,256 || 0,106 | 0,090 | 0,322
0,5 | 0,018 | 0,006 | 0,280 || 0,046 | 0,028 | 0,424 || 0,108 | 0,090 | 0,502
0,7 | 0,020 | 0,018 | 0,474 || 0,084 | 0,070 | 0,650 || 0,140 | 0,122 | 0,722
0,9 | 0,112 | 0,064 | 0,366 || 0,246 | 0,214 | 0,526 || 0,370 | 0,330 | 0,626
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Tabela 5.11: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg’s), quando d = 0, 2.

a=0,01 a=0,05 a=0,10

m ¢1 | Qe | Qur | Qrr || QB | Qur | QPR | QLB | QMT | QPR

0,9 | 0,028 | 0,894 | 0,976 || 0,990 | 0,084 | 0,998 | 0,996 | 0,992 | 1.000
0,7 0,828 | 0,784 | 0,914 || 0,952 | 0,942 | 0,982 | 0,980 | 0,976 | 0,992
0,5 | 0,582 | 0,538 | 0,708 || 0,804 | 0,774 | 0,914 | 0,914 | 0,890 | 0,958
0,3 | 0,178 | 0,160 | 0,210 || 0,406 | 0,374 | 0,466 | 0,554 | 0,524 | 0,632
5 |/ -0,1 | 0,010 | 0,010 | 0,002 || 0,054 | 0,052 | 0,034 || 0,090 | 0,090 | 0,084
0,1 | 0,010 | 0,006 | 0,008 || 0,040 | 0,040 | 0,026 || 0,074 | 0,074 | 0,050
0,3 | 0,020 | 0,020 | 0,016 || 0,098 | 0,100 | 0,082 || 0,190 | 0,190 | 0,174
0,5 | 0,026 | 0,026 | 0,026 || 0,106 | 0,112 | 0,098 || 0,192 | 0,192 | 0,170
0,7 | 0,022 | 0,024 | 0,038 || 0,094 | 0,088 | 0,096 || 0,152 | 0,146 | 0,166
0,9 | 0,422 | 0,466 | 0,614 || 0,696 | 0,724 | 0,800 || 0,790 | 0,810 | 0,862

70,9 | 0,854 | 0,788 | 0,928 |[ 0,956 | 0,020 | 0,984 || 0,974 | 0,962 | 0,992
0,7 | 0,748 | 0,646 | 0,820 || 0,882 | 0,844 | 0,950 || 0,940 | 0,916 | 0,972
0,5 | 0,522 | 0,394 | 0,594 || 0,724 | 0,642 | 0,810 || 0,842 | 0,784 | 0,888
0,3 | 0,190 | 0,140 | 0,180 | 0,344 | 0,302 | 0,376 || 0,478 | 0,424 | 0,504
10 | -0,1 | 0,012 | 0,010 | 0,012 | 0,062 | 0,044 | 0,042 || 0,126 | 0,128 | 0,084
0,1 | 0,008 | 0,008 | 0,008 || 0,046 | 0,046 | 0,044 | 0,090 | 0,098 | 0,086
0,3 | 0,022 | 0,024 | 0,040 || 0,100 | 0,102 | 0,128 | 0,156 | 0,170 | 0,212
0,5 | 0,024 | 0,038 | 0,048 | 0,104 | 0,134 | 0,140 | 0,222 | 0,242 | 0,248
0,7 | 0,034 | 0,022 | 0,030 | 0,138 | 0,138 | 0,118 | 0,216 | 0,228 | 0,222
0,9 | 0,322 | 0,334 | 0,520 || 0,566 | 0,564 | 0,730 | 0,690 | 0,702 | 0,828

0,9 | 0,640 | 0,442 | 0,540 || 0,772 | 0,628 | 0,694 | 0,836 | 0,716 | 0,792
0,7 | 0,522 | 0,338 | 0,408 || 0,694 | 0,546 | 0,562 | 0,778 | 0,666 | 0,662
0,5 | 0,302 | 0,172 | 0,186 || 0,470 | 0,338 | 0,316 | 0,588 | 0,464 | 0,416
0,3 | 0,134 | 0,056 | 0,048 || 0,256 | 0,172 | 0,134 | 0,334 | 0,284 | 0,222
50 || -0,1 | 0,014 | 0,012 | 0,010 || 0,050 | 0,048 | 0,034 | 0,094 | 0,094 | 0,064
0,1 | 0,018 | 0,012 | 0,064 || 0,048 | 0,044 | 0,144 || 0,092 | 0,098 | 0,198
0,3 | 0,012 | 0,010 | 0,176 || 0,070 | 0,082 | 0,360 || 0,134 | 0,144 | 0,462
0,5 | 0,026 | 0,022 | 0,374 || 0,090 | 0,116 | 0,554 || 0,176 | 0,200 | 0,658
0,7 | 0,034 | 0,030 | 0,360 || 0,118 | 0,142 | 0,540 || 0,198 | 0,228 | 0,632
0,9 | 0,158 | 0,128 | 0,262 || 0,338 | 0,294 | 0,456 || 0,460 | 0,454 | 0,564

0,9 | 0,542 | 0,266 | 0,244 || 0,692 | 0,482 | 0,410 || 0,760 | 0,600 | 0,506
0,7 | 0,432 | 0,200 | 0,174 || 0,614 | 0,398 | 0,302 || 0,700 | 0,520 | 0,382
0,5 | 0,252 | 0,100 | 0,062 || 0,380 | 0,232 | 0,130 | 0,470 | 0,328 | 0,192
0,3 | 0,124 | 0,058 | 0,040 || 0,238 | 0,130 | 0,090 | 0,324 | 0,204 | 0,126
100 || -0,1 | 0,022 | 0,008 | 0,028 | 0,068 | 0,046 | 0,066 || 0,128 | 0,116 | 0,110
0,1 | 0,016 | 0,008 | 0,164 || 0,066 | 0,050 | 0,278 || 0,110 | 0,096 | 0,356
0,3 | 0,026 | 0,012 | 0,462 || 0,084 | 0,064 | 0,598 || 0,144 | 0,124 | 0,692
0,5 | 0,022 | 0,012 | 0,744 || 0,084 | 0,076 | 0,862 || 0,158 | 0,144 | 0,916
0,7 | 0,022 | 0,028 | 0,746 || 0,108 | 0,094 | 0,838 || 0,168 | 0,182 | 0,886
0,9 | 0,124 | 0,078 | 0,398 || 0,268 | 0,230 | 0,568 || 0,394 | 0,358 | 0,658
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Tabela 5.12: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dpr, quando d = 0, 2.

o =0,01 a=0,05 a=0,10

m (bl QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB QAIT QPR

70,9 | 0,088 | 0,088 | 0,238 || 0,132 | 0,126 | 0,408 | 0,198 | 0,196 | 0,506
0,7 | 0,012 | 0,012 | 0,148 || 0,072 | 0,076 | 0,262 | 0,126 | 0,138 | 0,334
0,5 | 0,004 | 0,004 | 0,090 || 0,042 | 0,044 | 0,202 || 0,112 | 0,116 | 0,276
0,3 | 0,006 | 0,006 | 0,106 || 0,062 | 0,062 | 0,196 | 0,124 | 0,132 | 0,274
5 | -0,1 | 0,012 | 0,010 | 0,094 || 0,034 | 0,036 | 0,198 | 0,102 | 0,100 | 0,276
0,1 | 0,016 | 0,018 | 0,140 || 0,062 | 0,064 | 0,268 || 0,132 | 0,130 | 0,352
0,3 | 0,030 | 0,030 | 0,190 || 0,086 | 0,084 | 0,312 || 0,162 | 0,162 | 0,380
0,5 | 0,012 | 0,010 | 0,206 || 0,076 | 0,074 | 0,346 || 0,144 | 0,148 | 0,410
0,7 | 0,024 | 0,020 | 0,198 || 0,088 | 0,094 | 0,342 || 0,158 | 0,160 | 0,430
0,9 | 0,008 | 0,008 | 0,014 || 0,038 | 0,034 | 0,036 || 0,052 | 0,052 | 0,070

20,9 | 0,090 | 0,090 | 0,104 || 0,130 | 0,126 | 0,166 || 0,174 | 0,182 | 0,242
0,7 | 0,012 | 0,018 | 0,028 || 0,062 | 0,062 | 0,098 || 0,120 | 0,128 | 0,164
0,5 | 0,008 | 0,008 | 0,016 || 0,042 | 0,056 | 0,062 || 0,102 | 0,100 | 0,124
0,3 | 0,014 | 0,018 | 0,020 || 0,056 | 0,056 | 0,074 || 0,112 | 0,108 | 0,146
10 || -0,1 | 0,006 | 0,008 | 0,016 || 0,034 | 0,040 | 0,054 | 0,084 | 0,102 | 0,108
0,1 | 0,008 | 0,010 | 0,020 || 0,054 | 0,054 | 0,094 | 0,110 | 0,110 | 0,148
0,3 | 0,022 | 0,024 | 0,032 || 0,086 | 0,078 | 0,124 | 0,146 | 0,144 | 0,194
0,5 | 0,012 | 0,012 | 0,028 || 0,044 | 0,046 | 0,112 || 0,092 | 0,108 | 0,160
0,7 | 0,018 | 0,014 | 0,034 || 0,060 | 0,058 | 0,116 | 0,130 | 0,128 | 0,198
0,9 | 0,004 | 0,006 | 0,008 || 0,024 | 0,030 | 0,036 || 0,064 | 0,070 | 0,066

~0,9 | 0,094 | 0,088 | 0,106 || 0,118 | 0,118 | 0,176 || 0,160 | 0,148 | 0,240
0,7 | 0,018 | 0,014 | 0,054 || 0,068 | 0,068 | 0,114 || 0,120 | 0,128 | 0,156
0,5 | 0,020 | 0,012 | 0,028 || 0,062 | 0,054 | 0,074 || 0,104 | 0,098 | 0,142
0,3 | 0,016 | 0,010 | 0,030 || 0,072 | 0,052 | 0,098 || 0,132 | 0,124 | 0,156
50 || -0,1 | 0,010 | 0,008 | 0,020 || 0,042 | 0,036 | 0,050 || 0,072 | 0,080 | 0,096
0,1 | 0,018 | 0,012 | 0,018 || 0,048 | 0,054 | 0,076 | 0,112 | 0,108 | 0,128
0,3 | 0,014 | 0,006 | 0,034 || 0,084 | 0,068 | 0,080 | 0,136 | 0,134 | 0,140
0,5 | 0,016 | 0,008 | 0,024 || 0,062 | 0,062 | 0,068 | 0,116 | 0,104 | 0,116
0,7 | 0,014 | 0,002 | 0,036 || 0,070 | 0,062 | 0,120 | 0,110 | 0,116 | 0,202
0,9 | 0,012 | 0,002 | 0,012 || 0,050 | 0,038 | 0,064 | 0,100 | 0,084 | 0,132

20,9 | 0,008 | 0,084 | 0,174 || 0,146 | 0,122 | 0,268 || 0,184 | 0,162 | 0,364
0,7 | 0,020 | 0,010 | 0,100 || 0,058 | 0,036 | 0,174 | 0,116 | 0,112 | 0,226
0,5 | 0,022 | 0,010 | 0,074 || 0,058 | 0,048 | 0,154 | 0,102 | 0,092 | 0,200
0,3 | 0,032 | 0,016 | 0,088 || 0,082 | 0,068 | 0,170 || 0,146 | 0,114 | 0,232
100 || -0,1 | 0,006 | 0,006 | 0,058 || 0,050 | 0,030 | 0,138 || 0,112 | 0,100 | 0,186
0,1 | 0,018 | 0,010 | 0,066 || 0,074 | 0,052 | 0,150 || 0,116 | 0,098 | 0,204
0,3 | 0,030 | 0,016 | 0,058 || 0,082 | 0,058 | 0,120 | 0,136 | 0,118 | 0,176
0,5 | 0,020 | 0,008 | 0,028 || 0,064 | 0,040 | 0,070 || 0,126 | 0,100 | 0,102
0,7 | 0,010 | 0,008 | 0,090 || 0,064 | 0,050 | 0,178 || 0,122 | 0,100 | 0,254
0,9 | 0,016 | 0,006 | 0,098 || 0,060 | 0,036 | 0,190 || 0,118 | 0,082 | 0,268
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As Tabelas 5.8 a 5.12 mostram o que ocorreu com os niveis de significancia
empiricos com a inclusao de um termo autoregressivo. Nos casos em que a
série foi diferenciada pelos estimadores cZGPH e cfsp estes niveis estao acima
dos niveis de significancia nominais (ver Tabelas 5.8 e 5.9, respectivamente)
como aconteceu no processo ARFIMA(0,d,0) (ver Tabela 5.1). Quando a
série foi diferenciada pelos estimadores ngi) e dgg’g) (ver Tabelas 5.10 e 5.11,
respectivamente) quanto mais préximo dos limites da nao estacionaridade
de ¢, maiores estao os niveis empiricos, distanciando-se dos niveis nominais.
Como no processo ARFIMA(0,d,0), no processo ARFIMA(1,d,0), quando
a série foi diferenciada por dpr (ver Tabela 5.12), os niveis empiricos se ap-
resentam mais proximos dos niveis nominais desejados. Para a estatistica
Q@ pr(+) ocorreram niveis empiricos maiores e mais distantes dos niveis nomi-
nais do que para as estatisticas Qrp(:) € Qur(-).

A Tabela 5.13, a seguir, apresenta a média, o desvio padrao e o erro
quadratico médio das estimativas do parametro d do processo ARFIMA(1,d,
0), obtidas pelos estimadores introduzidos no Capitulo 3. Consideramos os
caros em em que ¢; € {—0,9; —0,7; —0,5; —0,3; —0,1; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7;
0,9}.
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Tabela 5.13: Estatisticas das estimativas do parametro d = 0, 2.

Método || ¢1 | Média | D.Padrao | EQM || ¢1 | Média | D.Padrao | EQM
depH 0,1923 0,1271 0,0162 0,1973 0,1420 0,0201
a?sp 0,1657 0,1033 0,0118 0,1633 0,1123 0,0139
352’7) -0,9 | 0,1529 0,0538 0,0051 || 0,1 | 0,1850 0,0494 0,0027
45278) 0,0793 0,0386 0,0161 0,2116 0,0302 0,0010
dpr 0,1503 0,1911 0,0389 0,1775 0,0478 0,0028
dcpu 0,2017 0,1341 0,0180 0,2077 0,1375 0,0189
cfsp 0,1714 0,1033 0,0115 0,1770 0,1115 0,0129
dﬁg” -0,7 | 0,1613 0,0515 0,0041 || 0,3 | 0,2186 0,0460 0,0025
Jgg,s) 0,0880 0,0423 0,0143 0,2845 0,0261 0,0078
drr 0,1958 0,0324 0,0011 0,1540 0,1291 0,0187
depr 0,2073 0,1379 0,0190 0,2206 0,1399 0,0200
onp 0,1751 0,1094 0,0126 0,1880 0,1124 0,0128
dAggj) -0,5 | 0,1620 0,0513 0,0041 || 0,5 | 0,2755 0,0352 0,0069
Jﬁg’g) 0,0988 0,0428 0,0121 0,3634 0,0181 0,0270
dpr 0,1932 0,0338 0,0012 0,1454 0,1089 0,0148
dopy 0,2004 0,1397 0,0195 0,2527 0,1375 0,0217
cfsp 0,1666 0,1101 0,0132 0,2173 0,1107 0,0125
Jﬁg’” -0,3 | 0,1619 0,0517 0,0041 || 0,7 | 0,3653 0,0260 0,0280
0252’8) 0,1188 0,0413 0,0083 0,4363 0,0103 0,0559
drr 0,1888 0,0361 0,0014 0,1716 0,0926 0,0094
daph 0,2012 0,1314 0,0172 0,4495 0,1354 0,0805
dAsp 0,1703 0,1041 0,0117 0,4144 0,1109 0,0583
cfg%j) -0,1 | 0,1740 0,0469 0,0029 || 0,9 | 0,4676 0,0085 0,0717
852’8) 0,1581 0,0352 0,0030 0,4867 0,0031 0,0822
drr 0,1869 0,0367 0,0015 0,2014 0,0541 0,0029

A Figura 5.3, a seguir, apresenta o box-plot das estimativas do parametro
d. Essa figura é uma representacao grafica dos resultados apresentados na
Tabela 5.13.
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Figura 5.3: Box-Plot das estimativas do parametro d = 0, 2.

Na grande maioria dos casos as melhores estimativas do parametro d, em
média, foram obtidas pelos estimadores dGPH e dFT, entretanto a variabili-
dade do primeiro é sempre mais alta. Isto explica o fato, de que nesse caso,
os niveis de significancia empiricos dos testes sao mais altos do que os niveis
nominais (ver Tabela 5.8). O mesmo acontece para o caso em que a série
original foi diferenciada pelo estimador dy, (ver Tabela 5.9). As estimativas

(0,7 (0,8 (1 ~ L.
) e d ), em média, nao foram proximas do

obtidas pelos estimadores d
verdadeiro valor de d, por isso, em poucos casos os niveis empiricos se apro-

ximaram dos niveis nominais (ver Tabelas 5.10 e 5.11).

A Tabela 5.14, a seguir, mostra a média, o desvio padrao e o erro quadra-
tico médio das estimativas do parametro ¢; do processo ARFIMA(1,0.2,
0), para os mesmos valores de ¢; considerados neste estudo. Estas estima-
tivas foram obtidas apds diferenciarmos a série originalmente gerada, pelos
estimadores introduzidos no Capitulo 3.
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Tabela 5.14: Estatisticas das estimativas do parametro ¢;.
Método || ¢ Média | D.Padrao | EQM || ¢1 | Média | D.Padrao | EQM
dAGPH -0,8938 0,0277 0,0008 0,1152 0,1597 0,0257
a?sp -0,8914 0,0236 0,0006 0,1461 0,1308 0,0192
d®7 |l -0,9 | -0,8919 | 0,0183 | 0,0004 || 0,1 | 0,136 | 0,0596 | 0,0037
d® 20,8780 | 10,0188 | 0,0008 0,0850 | 0,3708 | 0,0016
JFT -0,8906 0,1874 0,0351 0,1197 0,0592 0,0039
depw 20,6865 | 0,0732 | 0,0055 0,2068 | 0,1478 | 0,0218
dsp 20,6794 | 0,0538 | 0,0033 0,3272 | 0,1249 | 0,0163
d7 |l 20,7 [ -0,6810 | 0,0344 | 0,0015 || 0,3 | 0,2773 | 10,0534 | 0,0034
d® 20,6438 | 0,0342 | 0,0043 0,2102 | 0,0331 | 0,0092
dpr 20,7010 | 0,0536 | 0,0029 0,3421 | 0,1297 | 0,0186
dapn 20,4859 | 0,1076 | 0,0118 04774 | 0,1427 | 0,0208
dsp 20,4723 | 0,0869 | 0,0083 0,5510 | 0,1166 | 0,0137
d®7 |05 | -0,4738 | 0,0469 | 0,0029 || 0,5 | 0,4208 | 10,0434 | 0,0081
dyy® 20,4262 | 0,0432 | 0,0073 0,3344 | 0,0285 | 0,0282
dpr 20,4944 | 0,0350 | 0,0013 0,5468 | 0,1100 | 0,0143
depru -0,2762 0,1386 0,0197 0,6408 0,1245 0,0190
dsp -0,2552 0,1086 0,0138 0,6749 0,1002 0,0106
d7 1l 0,3 | -0,2616 | 0,0560 | 0,0046 || 0,7 | 0,5425 | 10,0337 | 0,0260
d® 20,2224 | 0,0474 | 0,0083 0,4740 | 0,0263 | 0,0518
dpr 20,2862 | 0,0427 | 0,0020 0,7138 | 0,0822 | 0,0070
dapH -0,0794 0,1427 0,0208 0,7078 0,1193 0,0511
dAsp -0,0559 0,1176 0,0156 0,7427 0,0920 0,0332
d®7 |l -0,1 | -0,0699 | 0,0545 | 0,0039 | 0,9 | 0,7060 | 0,0241 | 0,0382
d@® 20,0547 | 0,0444 | 0,0040 0,6876 | 10,0260 | 0,0458
dpr 20,0837 | 0,0480 | 0,0026 0,8925 | 0,0353 | 0,0013

As Figuras D.1 a D.10, no Anexo D, apresentam o box-plot das estimati-
vas do parametro ¢, quando ¢; assume os valores indicados no inicio desta
secao. Estas estimativas foram obtidas apds a série original ter sido diferenci-
ada pelos estimadores introduzidos no Capitulo 3. Estas figuras representam

graficamente os resultados apresentados na Tabela 5.14.

Observe que as estimativas do parametro ¢, em média, foram proximas
do verdadeiro valor. Entretanto, para as estimativas obtidas quando a série
foi diferenciada pelo estimador dgr o desvio padrao e o erro quadratico médio

foram menores, a nao ser para o caso em que ¢; = —0,9.
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5.3 ARFIMA(0,d,1)

Nesta se¢ao apresentamos os resultados das simulagoes do processo ARFIM A
(0,d,1). Foram gerados processos com d = 0,2 e 6; € {—0,9; —0,7; —0,5;
-0,3; —0,1; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9}.

Nas Tabelas 5.15 a 5.19, a seguir, apresentamos os niveis de significancia
empirico dos testes baseados nas estatisticas Qrg(+), Qur(-) e Qpr(:) para
a € {0,01; 0,05; 0,10} e m € {5; 10; 50; 100}. E estamos considerando os
casos em que a série originalmente gerada pelo procedimento descrito neste
capitulo, foi diferenciada pelos estimadores JGPH, a?sp, ciﬁfj’”, c;l%?’g) e cZFT,
descritos no Capitulo 3.
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Tabela 5.15: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dgpy, quando d = 0, 2.

a=0,01 a=20,05 a=0,10

m 91 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB Q]VIT QPR

0,9 | 0,322 | 0,348 | 0,450 || 0,460 | 0,470 | 0,552 || 0,546 | 0,548 | 0,628
0,7 | 0,398 | 0,412 | 0,492 || 0,520 | 0,524 | 0,566 || 0,570 | 0,578 | 0,622
0,5 | 0,414 | 0,418 | 0,482 || 0,522 | 0,526 | 0,572 || 0,600 | 0,596 | 0,638
0,3 | 0,358 | 0,374 | 0,430 || 0,496 | 0,506 | 0,538 || 0,552 | 0,560 | 0,594
50 | -0,1 | 0,302 | 0,304 | 0,354 || 0,450 | 0,442 | 0,498 || 0,524 | 0,522 | 0,542
0,1 | 0,208 | 0,212 | 0,256 || 0,336 | 0,340 | 0,360 || 0,428 | 0,420 | 0,440
0,3 | 0,146 | 0,142 | 0,142 || 0,264 | 0,256 | 0,260 || 0,342 | 0,338 | 0,316
0,5 | 0,068 | 0,068 | 0,054 || 0,130 | 0,136 | 0,110 || 0,180 | 0,182 | 0,188
0,7 | 0,032 | 0,030 | 0,040 || 0,090 | 0,088 | 0,110 || 0,148 | 0,146 | 0,180
0,9 | 0,266 | 0,258 | 0,342 || 0,444 | 0,444 | 0,540 || 0,554 | 0,556 | 0,630

0,0 | 0,262 | 0,286 | 0,410 || 0,378 | 0,390 | 0,508 || 0,456 | 0,472 | 0,572
0,7 | 0,354 | 0,370 | 0,456 || 0,450 | 0,458 | 0,540 || 0,522 | 0,546 | 0,590
0,5 | 0,342 | 0,374 | 0,452 || 0,456 | 0,464 | 0,552 || 0,538 | 0,548 | 0,602
0,3 | 0,310 | 0,324 | 0,424 || 0,448 | 0,458 | 0,526 || 0,538 | 0,542 | 0,592
10,0 | -0,1 | 0,260 | 0,272 | 0,346 || 0,392 | 0,392 | 0,460 || 0,448 | 0,456 | 0,524
0,1 | 0,206 | 0,200 | 0,258 || 0,312 | 0,318 | 0,374 || 0,384 | 0,394 | 0,446
0,3 | 0,152 | 0,146 | 0,142 || 0,238 | 0,244 | 0,280 || 0,330 | 0,324 | 0,364
0,5 | 0,080 | 0,072 | 0,066 || 0,152 | 0,150 | 0,138 || 0,220 | 0,216 | 0,212
0,7 | 0,044 | 0,048 | 0,046 || 0,108 | 0,104 | 0,102 || 0,158 | 0,164 | 0,180
0,9 | 0,200 | 0,200 | 0,350 || 0,400 | 0,406 | 0,524 || 0,520 | 0,520 | 0,630

0,0 | 0,126 | 0,150 | 0,364 || 0,226 | 0,236 | 0,476 | 0,300 | 0,296 | 0,536
0,7 | 0,218 | 0,212 | 0,404 || 0,310 | 0,314 | 0,518 || 0,406 | 0,402 | 0,562
0,5 | 0,206 | 0,208 | 0,408 || 0,314 | 0,298 | 0,500 || 0,378 | 0,370 | 0,556
0,3 | 0,180 | 0,184 | 0,384 || 0,272 | 0,280 | 0,466 || 0,364 | 0,340 | 0,530
50,0 | -0,1 | 0,162 | 0,148 | 0,324 || 0,244 | 0,244 | 0,418 | 0,346 | 0,322 | 0,484
0,1 | 0,146 | 0,114 | 0,288 | 0,234 | 0,224 | 0,382 || 0,320 | 0,290 | 0,456
0,3 | 0,084 | 0,070 | 0,140 || 0,158 | 0,136 | 0,250 || 0,226 | 0,200 | 0,336
0,5 | 0,060 | 0,034 | 0,070 || 0,116 | 0,090 | 0,138 || 0,176 | 0,154 | 0,196
0,7 | 0,054 | 0,038 | 0,044 || 0,104 | 0,084 | 0,096 || 0,168 | 0,150 | 0,150
0,9 | 0,200 | 0,200 | 0,350 || 0,400 | 0,406 | 0,524 || 0,520 | 0,520 | 0,630

-0,9 | 0,108 | 0,098 | 0,426 || 0,208 | 0,192 | 0,508 || 0,264 | 0,252 | 0,562
-0,7 | 0,194 | 0,162 | 0,442 || 0,302 | 0,244 | 0,524 || 0,358 | 0,328 | 0,564
-0,5 | 0,176 | 0,130 | 0,428 || 0,262 | 0,228 | 0,512 || 0,328 | 0,294 | 0,556
-0,3 | 0,140 | 0,112 | 0,428 || 0,258 | 0,226 | 0,498 || 0,338 | 0,298 | 0,550
100,0 || -0,1 | 0,146 | 0,102 | 0,360 || 0,228 | 0,188 | 0,444 || 0,280 | 0,268 | 0,500
0,1 | 0,128 | 0,088 | 0,346 || 0,216 | 0,168 | 0,452 || 0,280 | 0,254 | 0,514
0,3 | 0,078 | 0,050 | 0,218 | 0,138 | 0,102 | 0,326 || 0,208 | 0,174 | 0,392
0,5 | 0,056 | 0,030 | 0,136 | 0,122 | 0,088 | 0,230 || 0,204 | 0,154 | 0,314
0,7 | 0,068 | 0,040 | 0,074 || 0,130 | 0,092 | 0,136 || 0,188 | 0,140 | 0,202
0,9 | 0,140 | 0,088 | 0,220 || 0,272 | 0,200 | 0,344 || 0,332 | 0,284 | 0,438
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Tabela 5.16: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg,, quando d = 0, 2.

a=0,01 a=20,05 a=0,10

m 91 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB Q]VIT QPR

0,0 | 0,236 | 0,238 | 0,324 || 0,358 | 0,354 | 0,470 | 0,442 | 0,436 | 0,528
0,7 | 0,320 | 0,318 | 0,384 || 0,428 | 0,432 | 0,520 || 0,528 | 0,536 | 0,568
0,5 | 0,316 | 0,324 | 0,372 || 0,414 | 0,418 | 0,468 | 0,486 | 0,484 | 0,532
0,3 | 0,282 | 0,296 | 0,324 || 0,402 | 0,400 | 0,454 || 0,484 | 0,486 | 0,534
50 || -0,1 | 0,260 | 0,250 | 0,288 || 0,366 | 0,374 | 0,380 || 0,428 | 0,434 | 0,450
0,1 | 0,216 | 0,216 | 0,236 || 0,310 | 0,314 | 0,332 || 0,400 | 0,396 | 0,408
0,3 | 0,146 | 0,146 | 0,138 || 0,222 | 0,214 | 0,222 || 0,294 | 0,288 | 0,280
0,5 | 0,052 | 0,050 | 0,038 || 0,124 | 0,130 | 0,112 || 0,174 | 0,180 | 0,162
0,7 | 0,020 | 0,016 | 0,022 || 0,066 | 0,066 | 0,070 || 0,112 | 0,120 | 0,138
0,9 | 0,312 | 0,296 | 0,400 || 0,528 | 0,526 | 0,604 || 0,632 | 0,630 | 0,692

0,0 | 0,176 | 0,182 | 0,284 || 0,296 | 0,283 | 0,396 | 0,388 | 0,376 | 0,468
0,7 | 0,254 | 0,254 | 0,342 || 0,374 | 0,350 | 0,476 || 0,466 | 0,474 | 0,536
0,5 | 0,256 | 0,258 | 0,360 || 0,374 | 0,376 | 0,440 || 0,446 | 0,448 | 0,508
0,3 0,274 | 0,264 | 0,330 || 0,376 | 0,362 | 0,428 | 0,448 | 0,440 | 0,502
10,0 | -0,1 | 0,230 | 0,212 | 0,278 || 0,322 | 0,324 | 0,368 || 0,386 | 0,386 | 0,436
0,1 | 0,194 | 0,192 | 0,238 || 0,294 | 0,284 | 0,326 || 0,354 | 0,348 | 0,398
0,3 | 0,118 | 0,112 | 0,158 || 0,228 | 0,230 | 0,220 || 0,294 | 0,288 | 0,304
0,5 | 0,060 | 0,054 | 0,054 || 0,120 | 0,120 | 0,124 || 0,224 | 0,210 | 0,190
0,7 | 0,024 | 0,030 | 0,024 || 0,074 | 0,082 | 0,068 || 0,132 | 0,136 | 0,140
0,9 | 0,220 | 0,208 | 0,404 || 0,430 | 0,430 | 0,574 || 0,546 | 0,548 | 0,674

0,9 | 0,064 | 0,054 | 0,200 || 0,156 | 0,134 | 0,284 || 0,228 | 0,206 | 0,342
0,7 | 0,118 | 0,110 | 0,234 || 0,236 | 0,204 | 0,344 || 0,296 | 0,290 | 0,402
0,5 | 0,148 | 0,126 | 0,282 || 0,230 | 0,228 | 0,386 || 0,292 | 0,202 | 0,438
0,3 | 0,152 | 0,140 | 0,244 || 0,236 | 0,216 | 0,322 || 0,312 | 0,284 | 0,404
50,0 | -0,1 | 0,142 | 0,120 | 0,194 || 0,218 | 0,202 | 0,286 | 0,274 | 0,264 | 0,350
0,1 | 0,148 | 0,106 | 0,186 | 0,222 | 0,196 | 0,260 || 0,292 | 0,266 | 0,324
0,3 | 0,086 | 0,062 | 0,090 || 0,140 | 0,136 | 0,162 || 0,194 | 0,168 | 0,224
0,5 | 0,040 | 0,030 | 0,036 || 0,114 | 0,080 | 0,078 || 0,168 | 0,150 | 0,124
0,7 | 0,038 | 0,028 | 0,030 || 0,086 | 0,074 | 0,068 || 0,138 | 0,132 | 0,112
0,9 | 0,130 | 0,104 | 0,314 || 0,266 | 0,240 | 0,468 || 0,368 | 0,344 | 0,550

20,9 | 0,080 | 0,038 | 0,224 || 0,164 | 0,118 | 0,294 || 0,206 | 0,186 | 0,344
0,7 | 0,118 | 0,082 | 0,246 || 0,218 | 0,166 | 0,336 || 0,288 | 0,216 | 0,388
0,5 | 0,122 | 0,062 | 0,260 || 0,218 | 0,156 | 0,348 || 0,278 | 0,236 | 0,406
0,3 | 0,132 | 0,092 | 0,236 || 0,206 | 0,172 | 0,328 || 0,290 | 0,252 | 0,384
100,0 | -0,1 | 0,124 | 0,086 | 0,212 || 0,180 | 0,162 | 0,290 || 0,264 | 0,222 | 0,344
0,1 | 0,144 | 0,086 | 0,180 || 0,202 | 0,150 | 0,276 || 0,266 | 0,222 | 0,328
0,3 | 0,074 | 0,042 | 0,084 || 0,126 | 0,090 | 0,166 || 0,172 | 0,146 | 0,234
0,5 | 0,042 | 0,018 | 0,036 || 0,092 | 0,058 | 0,092 || 0,166 | 0,118 | 0,152
0,7 | 0,056 | 0,026 | 0,036 || 0,108 | 0,080 | 0,066 || 0,178 | 0,126 | 0,132
0,9 | 0,130 | 0,080 | 0,224 || 0,254 | 0,200 | 0,348 || 0,344 | 0,260 | 0,440
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Tabela 5.17: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg’n, quando d = 0, 2.

a=10,01 a=0,05 a=0,10

m 01 | Qe | Qur | Qrr || Qe | Qur | QpPr || QLB | QuT | QPR

0,0 | 0,062 | 0,062 | 0,118 || 0,140 | 0,132 | 0,254 || 0,216 | 0,218 | 0,334
0,7 | 0,046 | 0,046 | 0,108 || 0,118 | 0,136 | 0,220 || 0,190 | 0,198 | 0,300
20,5 | 0,038 | 0,034 | 0,066 || 0,088 | 0,094 | 0,152 || 0,140 | 0,148 | 0,216
0,3 | 0,032 | 0,034 | 0,052 || 0,082 | 0,080 | 0,116 || 0,134 | 0,130 | 0,176
50 | -0,1 | 0,024 | 0,024 | 0,042 || 0,072 | 0,070 | 0,096 || 0,130 | 0,132 | 0,138
0,1 | 0,022 | 0,020 | 0,032 || 0,056 | 0,058 | 0,082 || 0,116 | 0,110 | 0,134
0,3 | 0,012 | 0,012 | 0,024 || 0,090 | 0,092 | 0,002 || 0,140 | 0,144 | 0,158
0,5 | 0,084 | 0,088 | 0,064 || 0,224 | 0,222 | 0,180 || 0,330 | 0,332 | 0,284
0,7 | 0,544 | 0,544 | 0,438 || 0,710 | 0,712 | 0,588 || 0,792 | 0,800 | 0,682
0,9 | 0,954 | 0,954 | 0,946 || 0,964 | 0,964 | 0,960 || 0,970 | 0,970 | 0,966

20,9 | 0,040 | 0,036 | 0,094 || 0,002 | 0,084 | 0,178 || 0,162 | 0,166 | 0,260
0,7 | 0,038 | 0,036 | 0,070 || 0,092 | 0,092 | 0,164 || 0,172 | 0,182 | 0,244
0,5 | 0,022 | 0,024 | 0,050 || 0,092 | 0,080 | 0,102 || 0,126 | 0,126 | 0,160
0,3 | 0,022 | 0,026 | 0,034 || 0,072 | 0,068 | 0,096 || 0,126 | 0,134 | 0,160
10,0 || -0,1 | 0,022 | 0,022 | 0,036 || 0,062 | 0,062 | 0,080 || 0,108 | 0,112 | 0,122
0,1 | 0,026 | 0,026 | 0,026 || 0,078 | 0,082 | 0,072 || 0,118 | 0,118 | 0,122
0,3 | 0,024 | 0,016 | 0,018 || 0,088 | 0,090 | 0,076 || 0,162 | 0,160 | 0,150
0,5 | 0,172 | 0,142 | 0,092 || 0,348 | 0,314 | 0,252 || 0,440 | 0,418 | 0,368
0,7 | 0,782 | 0,746 | 0,666 || 0,852 | 0,838 | 0,812 || 0,906 | 0,902 | 0,896
0,9 | 0,978 | 0,978 | 0,968 || 0,982 | 0,982 | 0,978 || 0,984 | 0,982 | 0,982

20,9 | 0,018 | 0,008 | 0,050 || 0,064 | 0,044 | 0,142 || 0,098 | 0,090 | 0,208
0,7 | 0,012 | 0,006 | 0,062 || 0,076 | 0,070 | 0,142 || 0,126 | 0,132 | 0,218
0,5 | 0,014 | 0,008 | 0,040 || 0,046 | 0,040 | 0,102 || 0,080 | 0,090 | 0,150
0,3 | 0,024 | 0,014 | 0,040 || 0,074 | 0,066 | 0,096 || 0,120 | 0,114 | 0,154
50,0 || -0,1 | 0,022 | 0,018 | 0,030 | 0,064 | 0,048 | 0,084 || 0,102 | 0,092 | 0,118
0,1 | 0,020 | 0,014 | 0,012 || 0,078 | 0,066 | 0,064 || 0,132 | 0,110 | 0,126
0,3 | 0,040 | 0,014 | 0,014 || 0,096 | 0,072 | 0,046 || 0,164 | 0,132 | 0,088
0,5 | 0,180 | 0,082 | 0,064 || 0,306 | 0,188 | 0,136 || 0,396 | 0,286 | 0,194
0,7 | 0,798 | 0,608 | 0,632 || 0,858 | 0,736 | 0,732 || 0,882 | 0,810 | 0,788
0,9 | 0,988 | 0,974 | 0,976 || 0,992 | 0,986 | 0,980 || 0,992 | 0,988 | 0,984

0,0 | 0,032 | 0,018 | 0,134 || 0,100 | 0,058 | 0,200 || 0,142 | 0,116 | 0,260
0,7 | 0,036 | 0,014 | 0,124 || 0,084 | 0,058 | 0,220 || 0,126 | 0,104 | 0,280
0,5 | 0,018 | 0,004 | 0,092 || 0,064 | 0,030 | 0,164 || 0,098 | 0,092 | 0,228
0,3 | 0,022 | 0,016 | 0,110 || 0,068 | 0,058 | 0,194 || 0,114 | 0,114 | 0,244
100,0 | -0,1 | 0,026 | 0,016 | 0,076 || 0,052 | 0,044 | 0,154 || 0,108 | 0,082 | 0,196
0,1 | 0,024 | 0,014 | 0,064 || 0,066 | 0,048 | 0,122 || 0,118 | 0,100 | 0,174
0,3 | 0,040 | 0,006 | 0,026 || 0,080 | 0,050 | 0,062 || 0,156 | 0,116 | 0,108
0,5 | 0,156 | 0,050 | 0,032 || 0,262 | 0,142 | 0,072 || 0,352 | 0,210 | 0,090
0,7 | 0,766 | 0,496 | 0,438 || 0,834 | 0,612 | 0,524 || 0,858 | 0,706 | 0,606
0,9 | 0,988 | 0,954 | 0,952 || 0,992 | 0,972 | 0,968 || 0,992 | 0,984 | 0,974
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Tabela 5.18: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dg’s), quando d = 0, 2.

a=10,01 a=0,05 a=0,10

m 01 | Qe | Qur | Qrr || Qe | Qur | QpPr || QLB | QuT | QPR

0,0 | 0,008 | 0,108 | 0,242 || 0,242 | 0,266 | 0,510 || 0,384 | 0,416 | 0,648
0,7 | 0,070 | 0,070 | 0,174 || 0,192 | 0,198 | 0,358 || 0,304 | 0,324 | 0,504
0,5 | 0,028 | 0,026 | 0,060 || 0,094 | 0,090 | 0,190 || 0,182 | 0,192 | 0,312
0,3 | 0,016 | 0,016 | 0,022 || 0,068 | 0,070 | 0,070 || 0,130 | 0,124 | 0,140
50 | -0,1 | 0,008 | 0,006 | 0,004 | 0,034 | 0,038 | 0,020 || 0,070 | 0,072 | 0,044
0,1 | 0,028 | 0,024 | 0,012 || 0,076 | 0,072 | 0,062 || 0,140 | 0,140 | 0,096
0,3 | 0,366 | 0,344 | 0,340 || 0,614 | 0,606 | 0,640 || 0,734 | 0,728 | 0,738
0,5 | 0,984 | 0,984 | 0,986 || 0,994 | 0,992 | 0,996 || 0,996 | 0,996 | 0,998
0,7 | 0,998 | 0,998 | 0,998 || 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000
0,9 | 0,996 | 0,996 | 0,996 || 0,998 | 0,998 | 0,996 || 0,998 | 0,998 | 0,998

20,9 | 0,050 | 0,060 | 0,194 || 0,182 | 0,206 | 0,418 || 0,304 | 0,330 | 0,548
0,7 | 0,052 | 0,056 | 0,162 || 0,150 | 0,152 | 0,308 || 0,250 | 0,262 | 0,442
0,5 | 0,026 | 0,030 | 0,056 || 0,082 | 0,078 | 0,158 || 0,146 | 0,154 | 0,274
0,3 | 0,014 | 0,016 | 0,036 || 0,072 | 0,076 | 0,104 || 0,128 | 0,130 | 0,164
10,0 || -0,1 | 0,010 | 0,008 | 0,012 || 0,044 | 0,044 | 0,034 || 0,070 | 0,076 | 0,070
0,1 | 0,028 | 0,024 | 0,016 || 0,088 | 0,086 | 0,076 || 0,152 | 0,136 | 0,122
0,3 | 0,418 | 0,342 | 0,394 | 0,606 | 0,544 | 0,616 || 0,690 | 0,656 | 0,726
0,5 | 0,988 | 0,982 | 0,984 | 0,992 | 0,092 | 0,994 || 0,994 | 0,994 | 0,996
0,7 | 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000
0,9 | 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000

20,9 | 0,024 | 0,010 | 0,310 || 0,080 | 0,076 | 0,470 || 0,150 | 0,134 | 0,586
0,7 | 0,020 | 0,018 | 0,268 || 0,108 | 0,084 | 0,460 || 0,186 | 0,168 | 0,586
0,5 | 0,008 | 0,004 | 0,158 || 0,046 | 0,046 | 0,318 || 0,110 | 0,104 | 0,412
0,3 | 0,012 | 0,014 | 0,102 || 0,056 | 0,058 | 0,210 || 0,106 | 0,100 | 0,306
50,0 || -0,1 | 0,012 | 0,006 | 0,044 | 0,050 | 0,040 | 0,098 || 0,094 | 0,078 | 0,140
0,1 | 0,026 | 0,010 | 0,008 || 0,090 | 0,066 | 0,042 || 0,166 | 0,132 | 0,094
0,3 | 0,324 | 0,144 | 0,146 || 0,464 | 0,330 | 0,284 || 0,562 | 0,430 | 0,370
0,5 | 0,974 | 0,918 | 0,930 || 0,988 | 0,958 | 0,966 || 0,990 | 0,978 | 0,974
0,7 | 1,000 | 0,998 | 1,000 || 1,000 | 0,998 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000
0,9 | 1,000 | 0,998 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000 || 1,000 | 1,000 | 1,000

20,0 | 0,038 | 0,020 | 0,498 || 0,116 | 0,072 | 0,638 || 0,176 | 0,150 | 0,724
0,7 | 0,034 | 0,018 | 0,488 || 0,106 | 0,082 | 0,664 || 0,174 | 0,140 | 0,738
0,5 | 0,012 | 0,004 | 0,344 || 0,058 | 0,034 | 0,502 || 0,122 | 0,100 | 0,580
0,3 | 0,014 | 0,010 | 0,230 || 0,074 | 0,052 | 0,368 || 0,110 | 0,104 | 0,474
100,0 | -0,1 | 0,018 | 0,008 | 0,102 || 0,040 | 0,036 | 0,194 || 0,078 | 0,070 | 0,250
0,1 | 0,034 | 0,010 | 0,042 || 0,082 | 0,050 | 0,080 || 0,140 | 0,096 | 0,116
0,3 | 0,266 | 0,096 | 0,074 || 0,394 | 0,220 | 0,108 || 0,512 | 0,338 | 0,158
0,5 | 0,952 | 0,818 | 0,814 || 0,976 | 0,910 | 0,886 || 0,984 | 0,948 | 0,906
0,7 | 1,000 | 0,994 | 0,994 || 1,000 | 1,000 | 0,998 || 1,000 | 1,000 | 0,998
0,9 | 1,000 | 0,994 | 0,998 || 1,000 | 0,998 | 0,998 || 1,000 | 0,998 | 1,000
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Tabela 5.19: Nivel de significancia empirico dos testes, utilizando o esti-
mador dpr, quando d = 0, 2.

a=0,01 a=20,05 a=0,10

m 91 QLB QMT QPR QLB QMT QPR QLB Q]VIT QPR

20,9 | 0,008 | 0,008 | 0,146 || 0,064 | 0,068 | 0,280 || 0,126 | 0,122 | 0,354
0,7 | 0,012 | 0,012 | 0,102 || 0,054 | 0,060 | 0,224 || 0,118 | 0,122 | 0,316
-0,5 | 0,008 | 0,008 | 0,080 || 0,040 | 0,040 | 0,168 || 0,082 | 0,086 | 0,228
0,3 | 0,014 | 0,014 | 0,094 || 0,056 | 0,058 | 0,194 || 0,112 | 0,122 | 0,272
50 | -0,1 | 0,014 | 0,014 | 0,098 || 0,062 | 0,068 | 0,200 || 0,114 | 0,110 | 0,278
0,1 | 0,020 | 0,018 | 0,124 || 0,062 | 0,062 | 0,210 || 0,106 | 0,108 | 0,316
0,3 | 0,010 | 0,008 | 0,156 || 0,064 | 0,064 | 0,280 || 0,140 | 0,146 | 0,386
0,5 | 0,024 | 0,026 | 0,194 || 0,078 | 0,086 | 0,326 || 0,174 | 0,160 | 0,404
0,7 | 0,012 | 0,014 | 0,164 || 0,072 | 0,074 | 0,306 || 0,128 | 0,130 | 0,386
0,9 | 0,472 | 0,462 | 0,650 || 0,580 | 0,570 | 0,742 || 0,638 | 0,630 | 0,776

~0,9 | 0,000 | 0,004 | 0,030 || 0,044 | 0,042 | 0,070 || 0,100 | 0,102 | 0,154
0,7 | 0,012 | 0,014 | 0,020 || 0,050 | 0,044 | 0,074 || 0,116 | 0,118 | 0,154
0,5 | 0,010 | 0,010 | 0,016 || 0,044 | 0,046 | 0,042 || 0,074 | 0,080 | 0,108
0,3 | 0,014 | 0,014 | 0,010 || 0,046 | 0,048 | 0,072 || 0,102 | 0,102 | 0,124
10,0 || -0,1 | 0,008 | 0,008 | 0,018 || 0,052 | 0,054 | 0,074 || 0,098 | 0,104 | 0,134
0,1 | 0,014 | 0,020 | 0,022 || 0,068 | 0,070 | 0,080 || 0,004 | 0,100 | 0,132
0,3 | 0,004 | 0,002 | 0,014 || 0,056 | 0,054 | 0,084 || 0,114 | 0,126 | 0,180
0,5 | 0,014 | 0,010 | 0,030 || 0,058 | 0,058 | 0,112 || 0,132 | 0,132 | 0,190
0,7 | 0,024 | 0,024 | 0,032 || 0,066 | 0,068 | 0,118 || 0,136 | 0,132 | 0,194
0,9 | 0,578 | 0,578 | 0,590 || 0,664 | 0,662 | 0,676 || 0,706 | 0,702 | 0,724

-0, | 0,004 | 0,004 | 0,012 || 0,030 | 0,030 | 0,036 || 0,064 | 0,060 | 0,102
0,7 | 0,010 | 0,008 | 0,024 || 0,050 | 0,036 | 0,074 || 0,098 | 0,086 | 0,126
0,5 | 0,006 | 0,002 | 0,004 || 0,032 | 0,036 | 0,038 || 0,074 | 0,076 | 0,088
0,3 | 0,010 | 0,014 | 0,018 || 0,056 | 0,054 | 0,062 || 0,098 | 0,098 | 0,098
50,0 || -0,1 | 0,014 | 0,012 | 0,024 | 0,058 | 0,044 | 0,070 || 0,092 | 0,090 | 0,106
0,1 | 0,010 | 0,008 | 0,008 || 0,060 | 0,054 | 0,082 || 0,126 | 0,110 | 0,150
0,3 | 0,010 | 0,008 | 0,018 || 0,052 | 0,050 | 0,054 || 0,110 | 0,102 | 0,100
0,5 | 0,014 | 0,006 | 0,018 || 0,050 | 0,046 | 0,066 || 0,104 | 0,096 | 0,108
0,7 | 0,026 | 0,024 | 0,028 || 0,088 | 0,058 | 0,072 || 0,142 | 0,132 | 0,124
0,9 | 0,666 | 0,596 | 0,588 || 0,708 | 0,670 | 0,670 || 0,740 | 0,712 | 0,710

20,9 | 0,014 | 0,016 | 0,030 || 0,072 | 0,044 | 0,092 |[ 0,114 | 0,088 | 0,152
0,7 | 0,020 | 0,008 | 0,046 || 0,074 | 0,054 | 0,110 || 0,106 | 0,102 | 0,184
0,5 | 0,004 | 0,004 | 0,030 || 0,050 | 0,020 | 0,100 || 0,086 | 0,070 | 0,130
0,3 | 0,014 | 0,010 | 0,058 || 0,060 | 0,050 | 0,116 || 0,104 | 0,098 | 0,164
100,0 || -0,1 | 0,016 | 0,012 | 0,064 || 0,048 | 0,040 | 0,120 || 0,090 | 0,084 | 0,174
0,1 | 0,018 | 0,006 | 0,064 || 0,062 | 0,046 | 0,132 || 0,100 | 0,094 | 0,198
0,3 | 0,020 | 0,006 | 0,048 || 0,050 | 0,034 | 0,108 || 0,108 | 0,098 | 0,152
0,5 | 0,012 | 0,000 | 0,034 || 0,054 | 0,042 | 0,098 || 0,116 | 0,086 | 0,158
0,7 | 0,044 | 0,022 | 0,042 || 0,108 | 0,074 | 0,098 || 0,170 | 0,128 | 0,158
0,9 | 0,660 | 0,540 | 0,508 | 0,702 | 0,634 | 0,576 || 0,724 | 0,674 | 0,616
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Novamente, como nos processos ARFIMA(0,d,0) e ARFIMA(1,d,0),
no processo ARFIMA(0,d, 1) os niveis de significancia empiricos se aproxi-
maram dos niveis nominais, somente quando a série original foi diferenciada
pelo estimador dpr. Neste caso, o nivel empirico do teste baseado na es-
tatistica Qpgr(+) é mais alto do que os niveis empiricos dos testes baseados

nas estatisticas Qrp(+) € Qur(-).

A Tabela 5.20, a seguir, apresenta a média, o desvio padrao e o erro
quadrético médio das estimativas do parametro d do processo ARFIM A(0, d,
1), obtidas pelos estimadores introduzidos no Capitulo 3 quando ¢; assume
os valores ja mencionados no inicio desta secao.

Tabela 5.20: Estatisticas das estimativas do parametro d = 0, 2.

Método 0, | Média | D.Padrao | EQM 0, | Média | D.Padrao | EQM
depw 0,2414 | 0,0853 | 0,0038 0,2013 | 0,1360 | 0,0061
dep 0,2012 | 0,0734 | 0,0033 0,1666 | 0,1114 | 0,0050
d¥7 109 | 0,2032 | 00438 | 0,0020 || 0,1 | 0,1721 | 0,511 | 0,0023
d® 0,2556 | 0,0297 | 0,0013 0,1511 | 0,0370 | 0,0017
dpr 0,1943 | 0,0267 | 0,0012 0,1801 | 0,0460 | 0,0021
depm 0,2309 | 0,1138 | 0,0051 0,1834 | 0,1294 | 0,0058
dsp 0,1936 | 0,0877 | 0,0039 0,1545 | 0,1027 | 0,0046
d®7 10,7 [ 02045 | 0,0439 | 0,0020 || 0,3 | 0,1285 | 0,0531 | 0,0024
d@® 0,2583 | 0,0299 | 0,0013 0,0417 | 0,0452 | 0,0020
dpr 0,1963 | 0,0274 | 0,0012 0,1608 | 0,0544 | 0,0024
depm 0,2259 | 0,1253 | 0,0056 0,1824 | 0,1373 | 0,0061
dsp 0,1963 | 0,0977 | 0,0044 0,1521 | 0,1122 | 0,0050
d97 | -05 | 0,2027 | 00436 | 0,0020 | 0,5| 0,0510 | 0,0613 | 0,0027
Ao 0,2501 | 0,0285 | 0,0013 -0,1499 | 0,0580 | 0,0026
dpr 0,1931 | 0,0307 | 0,0014 0,1728 | 10,0873 | 0,0039
depu 0,2242 | 0,1223 | 0,0055 0,1177 | 0,1410 | 0,0063
dsp 0,1806 | 0,1026 | 0,0046 0,0064 | 0,1093 | 0,0049
d®7 103 [ 01971 | 0,472 | 0,0021 || 0,7 | -0,1852 | 10,0824 | 0,0037
d@® 0,2382 | 0,0310 | 0,0014 -0,4410 | 0,0675 | 0,0030
dpr 0,1944 | 0,0335 | 0,0015 0,1228 | 0,1174 | 0,0053
dep 0,2027 | 0,1316 | 0,0059 -0,0800 | 0,1385 | 0,0062
dsp 0,1603 | 0,1057 | 0,0047 -0,0980 | 0,1020 | 0,0046
d®7 |l -0,1 | 0,852 | 0,0454 | 0,0020 || 0,9 | -0,6411 | 0,1012 | 0,0045
Ao 0,2062 | 0,0319 | 0,0014 20,7152 | 0,0774 | 0,0035
dpr 0,180 | 0,0367 | 0,0016 10,3278 | 0,2602 | 0,0116
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A Figura 5.4, a seguir, apresenta o box-plot das estimativas do parametro
d. Essa figura é uma representacao grafica dos resultados apresentados na
Tabela 5.20.

09 r 03
X = |08

oL HH il ﬂwlélir W bl

TH e

&\GPH cfsp dl\(}gj) CEKRO’S) (iFT

Figura 5.4: Box-Plot das estimativas do parametro d = 0, 2.

Observe que as estimativas obtidas pelos estimadores dapi e dsp foram,
em média, proximas do verdadeiro valor de d, entretanto, com alta variabili-
dade. As estimativas obtidas pelos estimadores d 07 ¢ d 08) , apesar de menor
variabilidade, em média, nao estiveram proximas de d= 0, 2, se distanciando
ainda mais, quando #; se aproxima de 1. As melhores estimativas foram
obtidas pelo estimador dpr. Neste caso, as estimativas também pioraram,
no sentido de que se distanciaram do verdadeiro valor d = 0, 2, quando 6; se
aproxima de 1. Observe como 08 metodos d Re de sao sensiveis quando #; se
aproxima de 1. Ja os métodos dG P e d sp sofrem menos com a aproximacao
de 6; a 1.
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Tabela 5.21: Estatisticas das estimativas do parametro 6,.

Método 01 Média | D.Padrao | EQM f#1 | Média | D.Padrao | EQM
dapH -0,8899 0,0181 0,0004 0,1017 0,1461 0,0213
dASp -0,8953 0,0170 0,0003 0,0658 0,1201 0,0156
JES’” -0,9 | -0,8950 0,0153 0,0003 || 0,1 | 0,0710 0,0677 0,0041
(fg’g) -0,8879 0,0158 0,0004 0,0481 0,0407 0,0043
drr -0,8901 0,0200 0,0005 0,0888 0,0542 0,0031
dopy -0,6831 0,0539 0,0032 0,2781 0,1446 0,0213
cZS,, -0,6986 0,0412 0,0017 0,2474 0,1164 0,0163
dﬁg” -0,7 | -0,6944 0,0291 0,0008 || 0,3 | 0,2196 0,0603 0,0101
(fgg’g) -0,6730 0,0269 0,0015 0,1194 0,0501 0,0351
drr -0,6969 0,0253 0,0006 0,2656 0,0622 0,0050
depH -0,4810 0,0832 0,0073 0,4717 0,1477 0,0226
a?sp -0,5000 0,0667 0,0044 0,4421 0,1220 0,0182
J}?’” -0,5 | -0,4968 0,0382 0,0015 || 0,5 | 0,3301 0,0668 0,0333
Jﬁg’s) -0,4673 0,0328 0,0021 0,0644 0,0834 0,1967
dpr -0,5027 0,0323 0,0010 0,4671 0,0925 0,0096
dopy -0,2771 0,1025 0,0110 0,6101 0,1403 0,0277
Jsp -0,3056 0,0868 0,0075 0,5946 0,1105 0,2331
dglﬂ -0,3 | -0,3003 0,0470 0,0022 || 0,7 | 0,2512 0,1266 0,2174
Cigg,s) -0,2674 0,0390 0,0026 -0,1832 0,1544 0,8039
drr -0,3032 0,0408 0,0017 0,6230 0,1115 0,0183
darn -0,0924 0,1300 0,0169 0,6612 0,1483 0,0790
onp -0,1242 0,1036 0,0113 0,6503 0,1103 0,0745
dAggj) -0,1 | -0,1097 0,0513 0,0027 || 0,9 | -0,1807 0,2309 1,2211
Jﬁ;”é‘) -0,0910 0,0394 0,0016 -0,3241 0,1945 1,5362
drr -0,1070 0,0462 0,0022 0,3627 0,2760 0,3647

As Figuras E.1 a E.10, no Anexo E, apresentam o box-plot das estimati-
vas do parametro 61, quando 6; assume os valores indicados no inicio desta
secao. Estas estimativas foram obtidas apds a série original ter sido diferenci-
ada pelos estimadores introduzidos no Capitulo 3. Estas figuras representam
graficamente os resultados apresentados na Tabela 5.21.
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Capitulo 6

ANALISE DE DADOS REAIS

Neste capitulo, aplicamos os testes portmanteau baseados nas estatisticas
Qre(+), Qur() e Qpr(+), dadas, respectivamente, pelas expressoes (4.29),
(4.30) e (4.33) aos modelos encontrados por Souza (2000) ao realizar um
estudo sobre uma série temporal que ¢ a diferenga entre outras duas, a saber:
“long: Yield on 20 year UK Gilts”; “short: 91 day UK Treasury Bill Rate”,
obtidas do livro Mills (1994).

As séries temporais “long” e “short” possuem 148 observacoes trimestrais
entre os anos 1952 a 1988. A Figura 6.1, a seguir, mostra a representacao
grafica destas duas séries.
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Figura 6.1: Grafico das séries temporais “long” e “short”.
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A série temporal “UK interest rate spread”, que é a diferenca entre as
séries “long” e “short” é uma importante varidvel no estudo da estrutura
da taxa de juros (ver Mills (1994)). Esta série, cuja representagao grafica é
dada na Figura 6.2, a seguir, é composta de 148 observagoes com média 1,46
e desvio padrao 1,61.

Trimestre

Figura 6.2: Grafico da série temporal “UK interest rate spread”.

Souza (2000) identifica os processos AR(1) e ARFIMA(1,d,0) como a-
dequados para descrever a série “UK interest rate spread”. No processo de
identificacao e estimacao foram utilizadas as primeiras 140 observagoes, apés
a extracao da média da série.

Na Tabela 6.1, sao dadas as estimativas dos parametros d e ¢; a partir
dos métodos propostos nas Secoes 3.2 e 3.3. Entre parénteses aparecem as
estimativas obtidas por Souza (2000). Apesar de serem utilizados os mesmos
estimadores, em alguns casos, essas estimativas se diferem por estarmos con-
siderando diferentes valores para alguns parametros dos estimadores. Souza
(2000) utiliza o estimador de Robinson somente com g(n) = n®® e nao com
g(n) = n%" e g(n) = n®® como utilizamos neste trabalho e denotamos, re-
spectivamente, por cZ;Ej’” e nggg). As estimativas obtidas por Souza (2000)
utilizando o estimador de Robinson com g(n) = n%5 estdo listadas entre
parénteses na coluna dﬁ?”.
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Tabela 6.1: Estimativas dos parametros para os modelos AR(1) e
ARFIMA (1,d,0).

Estimativa ARFIMA(1,d,0) AR(1)
dern dgp dﬁg"?) JES’S) drr
d 0,4295 | 0,3127 | 0,4385 | 0,4576 | 0,1267 -
(0,427) | (0,319) | (0,699) - (0,131) -
Py 0,5065 | 0,6201 | 0,4975 | 0,4784 | 0,7691 | 0,8496
(0,509) | (0,613) | (0,236) - (0,763) | (0,848)

Observe que, na Tabela 6.1, as estimativas que obtemos estao proximas
das estimativas encontradas por Souza (2000). Como dissemos anterior-
mente, as pequenas variagoes que ocorrem se devem a diferentes valores
utilizados para o nimero de regressores para o estimador de Robinson (ver
Se¢ao 3.2.3).

A Tabela 6.2, a seguir, apresenta as estatisticas de teste Qrp(-), Qur(:) e
Qpr(+), calculadas considerando m € {5; 12; 24; 36; 48; 60; 72; 84; 96; 108},
para verificar a hipotese de independéncia dos residuos ao se ajustar o pro-
cesso AR(1), com ¢; = 0,8496, a série temporal “UK interest rate spread”.

Tabela 6.2: Estatisticas de teste para o processo AR(1).

m QLB Qumr Qprr

5 1,0290 1,0322 0,4313
12 | 13,0222 | 11,9534 | 4,4937
24 || 28,7145 | 28,3023 | 15,7326
36 41,5169 | 37,1452 | 26,6520
48 | 49,3338 | 46,5074 | 35,3086
60 61,0945 | 59,2150 | 47,6453
72 70,1423 | 69,0977 | 69,2055
84 84,0767 | 75,9764 | 82,4731
96 94,6881 | 84,1451 | 80,2603
108 || 102,5523 | 96,1417 | 73,4744

A Tabela 6.3, a seguir, apresenta as estatisticas de teste Qpp(+), Qur(-) €
Qpr(-), obtidas dos residuos do ajuste do processo ARFIMA(1,d,0) a série
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temporal “UK interest rate spread”. Esse residuos foram calculados para
os casos em que ¢, dado na Tabela 6.1, foi estimado apés diferenciarmos a
série pelos estimadores dng, dsp, d 07) e d(o ) , introduzidos no Capitulo 3.
As estatisticas foram calculadas para ver1ﬁcar a hipdtese de independéncia
dos residuos. Conforme a Observagao (b), dada na pagina 49 deste trabalho,
devemos comparar as estatisticas dadas na Tabela 6.3 com os pontos criticos
dados na Tabela 6.4. As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam os resultados analogos
para o caso em que estimamos os parametros do processo ARFIMA(1,d,0)
pelo estimador de Fox e Taqqu (1986).

Tabela 6.3: Estatisticas de teste para o processo ARFIMA(1,d,0).

m Quz | Qur | Qrr Qe | Qur | Qrr
dGPH dsp

5 1,4607 1,6368 0,8372 1,1812 1,2999 0,7148
12 || 13,5415 | 12,2625 | 55390 || 12,9550 | 11,7930 | 5,1111
24 30,4482 | 30,5083 | 16,7817 || 29,6738 | 29,9524 | 15,5288
36 41,2004 | 36,1780 | 28,8643 40,3055 | 35,9923 | 26,2613
48 48,8077 | 43,0327 | 38,5218 || 47,9902 | 42,9944 | 35,0336
60 59,8704 | 56,6450 | 51,5201 59,1407 | 56,5301 | 46,6920
72 70,9596 | 63,8145 | 75,7693 || 70,2181 | 63,7868 | 73,1096
84 84,4955 | 73,0942 | 80,0348 || 84,0673 | 73,2867 | 83,4445
96 || 97,7083 | 80,9560 | 75,5044 || 97,4056 | 81,1482 | 79,6878
108 || 103,8307 | 93,3754 | 67,6176 | 103,5392 | 93,9014 | 72,4507
0T 709

R R

5 1,4771 1,6563 0,8391 1,5094 1,6946 0,8399
12 || 13,5948 | 12,3013 | 5,5713 | 13,7120 | 12,3850 | 5,6402
24 30,5247 | 30,5477 | 16,9202 30,6952 | 30,6304 | 17,2379
36 41,2889 | 36,1881 | 29,1622 || 41,4850 | 36,2105 | 29,8497
48 48,8860 | 43,0333 | 38,9206 || 49,0592 | 43,0344 | 39,8412
60 59,9441 | 56,6559 | 52,0877 || 60,1095 | 56,6814 | 53,4099
72 71,0295 | 63,8149 | 78,1827 || 71,1858 | 63,8167 | 77,4505
84 || 84,5506 | 73,0767 | 81,6321 || 84,6811 | 73,0397 | 80,3599
96 | 97,7477 | 80,9386 | 76,9225 || 97,8438 | 80,9027 | 75,4556
108 || 103,8684 | 93,3314 | 68,9879 || 103,9610 | 93,2400 | 67,3246

A Tabela 6.4, a seguir, apresenta os pontos criticos das distribuigoes
de probabilidade Qui-quadrado e Gama - denotados, respectivamente, por
X2 ar € G(g1,92) para o nivel de significancia a € {0,01; 0,05; 0,10}. A
coluna GL = m — (p + q) = m — 1, apresenta os graus de liberdade da
distribuicao Qui-quadrado e as colunas g; e go, se referem aos valores dos
parametros da distribuigao G(g1,¢2), dados pela expressao (4.38), para os
correspondentes valores de m.

79



Tabela 6.4: Pontos criticos das distribuicoes de probabilidade Qui-quadra-
do e Gama.

m | GL 91 92 o o gr | 9(91,92)
0,01 || 13,2768 | 17,2036
5 | 4 | 1,6667 | 0,8333 | 0,05 | 94878 | 50311
0,10 | 77795 | 4,0624
0,01 || 24,7254 | 13,4509
12 | 11 | 4,3043 | 0,7826 | 0,05 | 19,6752 | 10,4584
0,10 | 17,2750 | 9,0522
0,01 || 41,6384 | 22,3719
24 | 23 | 88085 | 0,7660 | 0,05 | 35,1725 | 18,5253
0,10 | 32,0069 | 16,6607
0,01 || 57,3421 | 30,5439
36 | 35 | 13,3099 | 0,7606 | 0,05 | 49,8019 | 26,0641
0,10 | 46,0588 | 23,8597
0,01 || 72,4433 | 38,3534
48 | 47 | 17,8105 | 0,7579 | 0,05 | 64,0011 | 33,3459
0,10 | 59,7743 | 30,8587
0,01 || 87,1657 | 45,9377
60 | 59 | 22,3109 | 0,7563 | 0,05 | 77,9305 | 40,4680
0,10 | 73,2789 | 37,7333
0,01 || 101,6370 | 53,3643
72 | 71 | 26,8112 | 0,7552 | 0,05 | 91,6670 | 47,4783
0,10 | 86,6291 | 44,5208
0,01 || 115,8908 | 60,6729
84 | 83 | 31,3114 | 0,7545 | 0,05 | 105,2643 | 54,4048
0,10 | 99,8746 | 51,2430
0,01 || 129,9864 | 67,3386
96 | 95 | 35,8115 | 0,7539 | 0,05 | 118,7490 | 61,2655
0,10 | 113,0323 | 57,9138
0,01 || 143,9530 | 75,0288
108 | 107 | 40,3116 | 0,7535 | 0,05 || 132,1420 | 68,0726
0,10 | 126,1184 | 64,5429

Observe que os valores das estatisticas Qrp(-) e Qur(:), apresentadas
na Tabela 6.2, sao sempre menores que os correspondentes pontos criticos
da distribui¢ao de probabilidade Qui-quadrado, dados na Tabela 6.4, sejam
quais forem os valores de m e de «. Isto nos leva a nao rejeitar a hipotese
de que os residuos do ajuste de um processo AR(1), com ¢; = 0, 8496, sejam
independentes e, consequentemente, este processo é adequado para descrever
o comportamento da série “UK interest rate spread”. O mesmo acontece
para a estatistica Qpgr(-) quando comparado com os correspondentes pon-
tos criticos da distribui¢ao de probabilidade Gama, para m € {5; 12; 24} e
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a € {0,01; 0,05; 0,10}. Para m € {36; 48; 108} os valores da estatistica
Qpr(-) sdo menores do que os correspondentes pontos criticos da distribuigao
de probabilidade Gama, somente quanto o = 0,01. Isso significa que, para
um nivel de significancia a = 0,05 ou a = 0, 10, rejeitamos a hipdtese de
que os residuos do ajuste do processo AR(1), com ¢; = 0,8496, sejam inde-
pendentes e, consequentemente, este processo nao ¢ adequado para descrever
a série temporal em questao. Para m € {60; 72; 84; 96} a estatistica nos
leva a rejeitar a hipétese de independéncia dos residuos do ajuste do processo
AR(1), com ¢; = 0, 8496, seja qual for o nivel de confianca «.

No caso do ajuste do processo ARFIMA(1,d,0), a comparacao das es-
tatisticas Qrp(-) e Qur(-), apresentadas na Tabela 6.3, com os correspon-
dentes pontos criticos (dados na Tabela 6.1) nos levam a concluir que os
residuos deste ajuste sao independentes, ou seja, o processo ¢ adequado para
descrever a série, seja qual for o valor de m e do estimador de d utilizado.
Nessas mesmas tabelas comparamos a estatistica Qpg(+) com os correspon-
dentes pontos criticos. Observe que, para determinados valores de m e de
a o valor da estatistica é maior do que o do ponto critico, o que nos leva
a rejeitar a hipétese de adequagdo do processo ARFIMA(1,d,0). Entre-
tanto, segundo os resultados de nossas simulagoes, esta estatistica pode estar
rejeitando erroneamente este processo devido ao estimador que estd sendo
utilizado e sua variabilidade (ver Tabelas 5.8 a 5.11).

A Tabela 6.5, a seguir, apresenta as estatisticas de teste Qrp(-), Qur(*)
e Qpr(-), obtidas dos residuos do ajuste do processo ARFIMA(1,d,0) a
série considerada. Estes residuos foram calculados para o caso em que todos
parametros do processo ARFIM A(1,d,0) foram estimados simultaneamente
pelo estimador de Fox e Taqqu (1986). As estatisticas foram calculadas
considerando os valores de m aqui estipulados para verificar a hipdtese de
independéncia dos residuos. Baseado em nossos estudos simulados, essa é
a melhor situagao a ser analisada, pois foi onde os niveis de significancia
empiricos mais se aproximaram dos niveis nominais (veja Tabela 5.12).
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Tabela 6.5: Estatisticas de teste para o processo ARFIMA(1,d,0).

m QLB \ QumT \ QPR
drr

) 0,7418 0,7896 | 0,3329
12 12,4176 | 11.4719 | 4,3919
24 29,1582 | 29.2171 | 14,7337
36 40,1611 | 35,3928 | 25,1036
48 47,8874 | 42,9049 | 33,4796
60 59,0047 | 56,4651 | 44,6050
72 69,4774 | 63,8145 | 64,6556
84 83,7373 | 73,4191 | 77,0577
96 96,5616 | 81,2126 | 74,7786
108 || 102,5031 | 94,1772 | 68,2427

A Tabela 6.6, a seguir, apresenta os pontos criticos das distribuicoes
de probabilidade Qui-quadrado e Gama - denotados, respectivamente, por
Xi; oL © G(g1,92) - para os valores de m e « ja estipulados. A coluna
GL =m—(p+q+1) = m—2, apresenta os graus de liberdade da distribuigao
Qui-quadrado para os correspondentes valores de o e GL. As colunas g; e g
se referem aos valores dos parametros da distribuigao G(g1, g2), dados pela
expressao (4.39), para os correspondentes valores de m.
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Tabela 6.6: Pontos criticos das distribuicoes de probabilidade Qui-quadra-
do e Gama.

m GL g1 g2 « XZ GL g(§17§2)
0,01 11,3451 3,0173
5} 3 2,5000 | 2,5000 | 0,05 7,8147 2,2141
010 | 62514 | 1,8473
0,01 23,2098 11,2724
12 10 4,0276 | 0,8950 | 0,05 18,3071 8,7070
0,10 15,9872 7,5054
0,01 40,2894 20,6545
24 22 8,4717 | 0,8068 | 0,05 33,9244 17,0509
0,10 30,8133 15,3067
0,01 || 56,0600 | 28,0876
36 34 | 12,9586 | 0,7854 | 0,05 || 48,6024 24,6911
0,10 44,9031 22,5788
0,01 71,2014 36,8846
48 46 | 17,4527 | 0,7788 | 0,05 || 62,8296 32,0292
0,10 58,6405 29,6190
0,01 85,9502 | 44,5256
60 58 | 21,9494 | 0,7702 | 0,05 76,7778 39,1881
0,10 72,1598 36,5209
0,01 || 100,4408 | 51,9927
72 70 | 26,4473 | 0,7666 | 0,05 || 90,5279 | 46,2250
0,10 || 85,5206 | 43,3281
0,01 || 114,7095 | 59,3320
84 82 | 30,9458 | 0,7609 | 0,05 || 104,1358 | 53,1718
0,10 || 98,7745 50,0653
0,01 || 128,8170 | 66,5720
96 94 | 35,4447 | 0,7623 | 0,05 || 117,6290 | 60,0486
0,10 || 111,9387 | 56,7482
0,01 || 142,7935 | 73,7320
108 | 106 | 39,9439 | 0,7608 | 0,05 || 131,0290 | 66,8690
0,10 || 125,0303 | 63,3873

Observe que comparando os resultados apresentados nas Tabelas 6.5 e 6.6,
rejeitamos a hipétese de que os residuos do ajuste do processo ARFIMA(1,d,
0) a série temporal em questao sao independentes para o caso da estatistica
Qpr(+), quando m € {36; 48; 60; 72; 84; 96; 108}. Considerando as es-
tatisticas Qrp(-) e Qur(-) nao rejeitamos essa hipdtese, sejam quais forem
os valores de m e de a.

Para verificar a adequacao do processo AR(1) a série temporal em questao,
podemos realizar o teste baseado nas trés estatisticas de teste (Qrp(+), Qur(+)
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e Qpr(+)), pois, conforme Pena e Rodriguez (2002), estas estatisticas sao ade-
quadas para tal situacao. Os resultados que encontramos nos levam a nao re-
jeitar a hipotese nula. Baseado nos resultados das simulagoes apresentados no
Capitulo 5, no intuito de verificar a adequacao do processo ARFIMA(1,d,0),
devemos realizar o teste de hipdtese baseado nas estatisticas Qrp(+) e Qur(+),
j& que, como vimos, o teste baseado na estatistica Qpgr(-) pode, com maior
probabilidade, rejeitar um processo adequado. Os resultados obtidos com
Qra(+) e Qurr(+) nos levam a nao rejeitar a hipétese nula. Em outras palavras,
para ambos os processos, nao ha indicios para rejeitarmos a hipotese de que
os residuos do ajuste destes processos a série temporal analisada sejam in-
dependentes. Lembramos que, somente a realizacao deste teste nao garante
a adequacao destes processos, faz-se necessario, ainda, um estudo para veri-
ficar a normalidade ou nao destes residuos. No entanto, este nao é o interesse
maior deste trabalho.
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Capitulo 7

CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

7.1 CONCLUSOES

Com os resultados obtidos nas simulacoes apresentados no Capitulo 5, con-
cluimos que os testes portmanteau baseados nas estatisticas Qrz(-) e Qur(+)
podem ser utilizados para verificar a hipotese de independéncia dos residuos
do ajuste dos processos ARFIMA(p,d, q) a uma série temporal. Entretanto,
o teste baseado na estatistica Qpg(-) ndo se mostrou adequado, pois os niveis
de significancia empiricos obtidos nesse caso foram sempre maiores dos que
os niveis de significancia nominais. Isto pode ter ocorrido tendo em vista
que utilizamos a idéia heuristica que tinhamos a respeito da distribuicao
de probabilidade dessa estatistica, nos processos ARFIM A(p,d,q). Como
mostramos no Anexo B, a distribui¢ao de probabilidade da estatistica Qpg(+)
pode ser aproximada por uma distribuicdo G(g1,¢92), com os parametros g;
e ¢o, dados pela expressao (4.38). Esta aproximacao é verdadeira para um
processo ARIM A(p,d,q), como foi provado por Pena e Rodriguez (2002).
No entanto, para um processo ARFIMA(p,d, q) utilizamos, neste trabalho,
a aproximagcao para uma distribuicao G(gi, g2), onde os parametros §; e
g2 sado dados pela expressao (4.39). Para a estatistica de teste Qur(-) a
idéia heuristica que apresentamos pareceu adequada, ja que os niveis de sig-
nificancia do teste baseado nessa estatistica ficaram proximos dos niveis nom-
inais quando o estimador do parametro d utilizado foi dpr.

Os niveis de significancia empiricos dos testes estao intimamente ligados
com a variabilidade dos estimadores dos parametros dos processos ARFIM A
(p,d,q). Portanto, como as estimativas do parametro d, obtidas pelo esti-
mador d rr, em geral, foram as mais préximas do verdadeiro valor de d, este
estimador deve ser utilizado, sempre que possivel. Ao utilizarmos os esti-
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5 5 50,7 - 50,8 .
madores dgpp, dsp, d% ) e dg% ) poderemos rejeitar um modelo erroneamente,
ja que seus niveis de significancia empiricos, em geral, estiveram acima dos
niveis nominais. Entre os estimadores ditos semi-paramétricos que incluimos
: - 5(0,8)
neste trabalho, o que se mostrou mais adequado foi d;"™".

Nos trés casos investigados (ARFIMA(0,d,0), ARFIMA(1,d,0) e AR
FIMA(0,d, 1)) os melhores resultados, no sentido de proximidade dos niveis
de significancia empiricos e nominais, foram obtidos quando a série temporal
originalmente gerada foi diferenciada pela estimativa obtida pelo estimador
CZFT, a nao ser no processo ARFIMA(0,d,1) quando ¢; = 0,9, pois nesse
caso as estimativas obtidas por este estimador nao foram adequadas (ver
Tabela 5.20 e Figura 5.4).

No estudo sobre a série temporal “UK interest rate spread”, concluimos
que nao ha indicios para rejeitar a adequagao desta série pelos processos
AR(1) e ARFIMA(1,d,0). De acordo com os resultados que obtivemos, os
residuos do ajuste destes processos, a série temporal em questao, podem ser
considerados independentes.

7.2 TRABALHOS FUTUROS

Algumas questoes sobre os testes portmanteau baseados nas estatisticas Qrp
(+), Qur () e Qpr(-) para os procesos ARFIMA(p,d, q), ainda nao respon-
didas neste trabalho, ficam como sugestoes para futuros estudos, entre elas:

e estudar o comportamento do poder dos testes baseados nas estatisticas
Qrs(-), Qur(-) e @pr(+), ou seja, estudar a probabilidade empirica de
rejeitar a hipotese nula de que o processo ajustado é adequado, dado
que o processo ¢ inadequado (ver Defini¢ao 2.26);

e derivar matematicamente as distribuicoes de probabilidade das estatis-
ticas Qur(-) e Qpr(-) para os processos ARFIMA(p,d,q), ja que,
como descrevemos no Capitulo 4, o que utilizamos neste trabalho, no
caso dos processos ARFIMA(p,d,q), é uma idéia heuristica do que
nos parece acontecer, mas que nos resultados apresentados no Capitulo
5, vimos que essa idéia nao parece adequada quando utilizamos a es-
tatistica Qpgr(+); e
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e estudar o comportamento dos testes portmanteau no dominio da fre-
qiiéncia para os processos ARFIMA(p,d, q).
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ANEXO A

Apesar de nao provarmos matematicamente verificamos, neste anexo, a va-
lidade para um determinado p fixo, a saber p = 2, da igualdade

a%j( im0 2 =0 24 00 XiiXiok—g)| = Dlig GiXiiXopt (A1)
+ Zf:o GiXe—j Xi—k—i,

paraj =1,---,p.

Esta igualdade é utilizada para a obtengao da expressao (4.12) na Segao
4.1 deste trabalho.

A expressao do lado esquerdo de (A.1) quando p = 2 é dada por

8%(2?:0 Zizo > 00X i X k) = a%j(ﬁboﬁboXtXt—k + P01 Xe Xy 1+
F 0P Xe Xi—k—2+ 9100 X1 Xy g +0101 X1 Xy k1 + 0102 X1 Xy o+
+ 020 X120 Xij + P21 X2 Xy o1 + D202 Xy 2 Xy j—2).

Entao, para 7 = 0, temos que

3%0(2?20 Z?:o > 0i0i X iXik—j) = 200X Xyt + 01X Xy g1+
02 Xy Xy ko + 01 Xp 1 Xy g+ 02Xy 2 Xy =
=30 00X i X po+ D0 o PiXi—0Xi—p—i,

o que mostra a igualdade (A.1) quando p =2e j = 0.
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Para 7 = 1, temos que
3%1(2?:0 Z?:o 2100 Xi—iXi—k—j) = o XiXi—p-1 + P X1 Xyp+
F201 X 1 Xy o1+ 02 Xi 1 Xy k2 + 02Xy 2 Xy g1 =
=200 PiXemiXemho1 + 2000 i X1 X,
o que mostra a igualdade (A.1) quando p =2e j = 1.
Para 7 = 2, temos que
3%2(2?:0 Z?:o 2100 Xi-iXik—j) = o XiXi—p—2 + 1 X1 Xy g2t
oo X o Xy k + 01X 0 Xy k1 + 202X 0 Xy 0 =
= Z?ZO O X i Xy p—2 + Zfzo O X2 Xi p—i.

o que mostra a igualdade (A.1) quando p=2e j = 2.
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ANEXO B

De acordo com o artigo Penia e Rodriguez (2002) (ver segao 3.2 deste artigo),
a distribuicdo de probabilidade de Qpgr(-) pode ser aproximada por uma
distribuicao G(g1, g2), onde os parametros g; e go sao definidos por

b 1
g1 = 9 € g2 = 2@7
com a e b dados por
N2 )2
a = 2i1 X e b= M (B.1)

Zﬁl Ai Zznil )‘12 .
No apéndice deste mesmo artigo estda demonstrado que

ZA m—“—(p+q) e ZV —(m+1)(2m+1)—(p+q). (B2)

Desta forma, esta distribuicao tem média e variancia dadas por

m+1 m+1)(2m+1
) =" i) e Ve = PENERED o)
Assim, segue das expressoes (B.1) e (B.2) que
. (erl%ErQLerl) . (p + q)
2t = (p+a)
2 2
[m+1 _ (p + q)] 6m[m+l _ (p+ Q)]

b= = .
%_@4_@ (m+1)2m+1) —6m(p+q)
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Consequentemente,

- 1 B mTJrl _ (p+q) B (m+1);2(p+q) -
y = — = _

2 2|:(m+1();$im+1) _ 4+ q)] 2|:(m+1)(2mg:n)f6m(p+Q)i|

3 1) -2
o gy = m[(m +1) (p+q) 7 (B.3)
2[(m+1)2m+1) — 6m(p + q)]
(§]
m+1 2

b sm|# —(p+g) B m+1) =20+ )]

Ny T m+D)C2m+ 1) —6mp+q)  (m+1)2m+1)—6mp+q)

3m[(m +1) = 2(p + ¢)]

T T Rmr e 1) - 2+ )] (B4)
Com as expressoes (B.3) e (B.4) observamos que
EC) = & = o) = iRy e
_ (m+1);2(p+q) _ m;—l _ (p+ q).
e
Var(X) = % = 91(02) 7 = qris o omoray (2[(%1[)(%51—?2?%@])2 =

m+1)(2m—+1)—6m m—+1)(2m+1
— () —omlpre) _ (mtD@mtD) 9, 4 o)

Portanto, isto comprova a informacgao dada no inicio deste anexo.
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ANEXO C

No Capitulo 5, fizemos uma observacao sobre a impossibilidade de se obter
computacionalmente a expansao binomial, dada pela expressao (3.2), e uti-
lizada na definicao do processo ARFIMA(p,d,q). Um modelo alternativo
obtido, substituindo-se essa expansao binomial por V¢(-), dada pela ex-
pressao (5.1) é uma solugao aproximada deste problema.

Nesse anexo apresentamos um estudo sobre o filtro
d
d _ r k _ T k I'(d+1)
VI = Tio (0 (3) = Thco 0 i

o Z'I’ I'(k—d)
— Zik=0 T(—d)[(k+1)
utilizado na expressao (5.1). Desejamos verificar o quanto este filtro, que
¢ um truncamento da série numérica

- d\ < I'(d+1) B
kZ:: (=1)" (k:) =2 Tt Od—Fkt1) "

0 k=0

se aproxima da soma igual a zero.

A Tabela C.1, a seguir, apresenta o valor de V%(1) para diversos valores
de d € [0, 2], para os casos em que r = 999 e r = 10000.
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Tabela C.1: Valores de V(1) e Vy00(1) para d € [0, 2].

[ d | Vi) [ Vieo®) [ d | Vi) | Vi) |
0,00 | 1,00000000 | 1,00000000 || 1,05 | -0,00003435 | -0,00000306
0,05 | 0,68637630 | 0,61171700 || 1,10 | -0,00004696 | -0,00000373
0,10 | 0,46902650 | 0,37253930 || 1,15 | -0,00004790 | -0,00000339
0,15 | 0,31896530 | 0,22578900 || 1,20 | -0,00004320 | -0,00000272
0,20 | 0,21578160 | 0,13613150 || 1,25 | -0,00003633 | -0,00000204
0,25 | 0,14513890 | 0,08160412 || 1,30 | -0,00002913 | -0,00000145
0,30 | 0,09700425 | 0,04860728 || 1,35 | -0,00002256 | -0,00000100
0,35 | 0,06437497 | 0,02874804 || 1,40 | -0,00001698 | -0,00000068
0,40 | 0,04238097 | 0,01686718 || 1,45 | -0,00001244 | -0,00000042
0,45 | 0,02764813 | 0,00980654 || 1,50 | -0,00000894 | -0,00000028
0,50 | 0,01784796 | 0,00564186 || 1,55 | -0,00000628 | -0,00000019
0,55 | 0,01137969 | 0,00320585 || 1,60 | -0,00000428 | -0,00000009
0,60 | 0,00714848 | 0,00179472 || 1,65 | -0,00000290 | -0,00000010
0,65 | 0,00440910 | 0,00098653 || 1,70 | -0,00000190 | -0,00000008
0,70 | 0,00265679 | 0,00052977 || 1,75 | -0,00000113 | 0,00000001
0,75 | 0,00155205 | 0,00027582 || 1,80 | -0,00000073 | -0,00000004
0,80 | 0,00086781 | 0,00013745 || 1,85 | -0,00000041 | -0,00000003
0,85 | 0,00045346 | 0,00006401 || 1,90 | -0,00000021 | -0,00000002
0,90 | 0,00020990 | 0,00002640 || 1,95 | -0,00000008 | -0,00000001
0,95 | 0,00007262 | 0,00000814 || 2,00 | 0,00000000 | 0,00000000
1,00 | 0,00000000 | 0,00000000

Como, neste trabalho, consideramos o tamanho amostral n = 1000,
tomamos como ponto de truncamento r = 999. Observe que para d = 0,2 e
d = 0,4 obtemos, respectivamente,

Vom(1) = 0,21578160 e  Vgyo(1) = 0,04238097,
que sao valores que nao estao préximos de zero. Isto implica que este trunca-
mento pode estar afetando negativamente nossos resultados. Observe ainda

que mesmo truncando esse somatério em r = 10000, que é um valor razoavel-
mente grande em termos computacionais,

V02 (1) =0,13613150 e V% (1) = 0,01686718.

Baillie et al. (1996), utilizando r = 1000 e d = 0, 75, relata que também
encontrou Vg (1) = 0,00155. Observamos que a utilizacio de r = 10000
implicaria em um tempo computacional maior na obtencao das simulacoes
realizadas neste trabalho.
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ANEXO D

As Figuras D.1 a D.10, a seguir, apresentam o box-plot das estimativas
do parametro ¢, quando ¢; € {-0,9; —0,7; —0,5; —0,3; —0,1; 0,1; 0,3;
0,5; 0,7; 0,9}. Estas estimativas foram obtidas através da subrotina NSLSE
da biblioteca IMSL, ap6s gerarmos 500 amostras do processo ARFIM A(1,d,
0), com d = 0, 2 e a série original ter sido diferenciada pelos estimadores intro-
duzidos no Capitulo 3. Estas figuras representam graficamente os resultados
apresentados na Tabela 5.14. Observe que, apesar das escalas destes graficos
serem diferentes devido aos diferentes valores reais de ¢, (representados por
uma linha horizontal), todas foram fixadas em ¢; + 0, 6, para que o tamanho
das caixas nos graficos nao dessem uma falsa impressao de que em alguns
casos uma estimativa varia mais ou menos do que as outras. Os simbolos
d(;pH, dsp, d ©.1) d§§ 8) o dFT, abaixo de cada caixa nos graficos, indicam que
as estimativas de ¢, foram obtidas apods diferenciarmos a série temporal pelos
respectivos estimadores.
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Figura D.1: Box-Plot das estimativas do parametro ¢, = —0,9.
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Figura D.2: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = —0,7.
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Figura D.3: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = —0, 5.
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Figura D.4: Box-Plot das estimativas do parametro ¢, = —0, 3.
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Figura D.5: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = —0, 1.

Observe que, nas Figuras D.1 a D.5, para ¢; assumindo valores nega-
tivos, em geral, a variabilidade das estimativas aumenta a medida que ¢,
aproxima-se de zero. Esta caracteristica independe do estimador utilizado
para diferenciar a série temporal, a nao quando foi utilizado dpr. Nesse
caso, a variabilidade das estimativa parece permanecer constante a medida
que ¢; se aproxima de zero. Em média, as estimativas estao préximas do
verdadeiro valor de ¢; (linha horizontal), entretanto, observe que, quando
a série temporal foi diferenciada pelos estimadores 625;)’7) e cig’s), principal-
mente, as estimativas se afastam do verdadeiro valor de ¢; a medida que o
mesmo se aproxima de zero.
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Figura D.6: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0, 1.
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Figura D.7: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0, 3.
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Figura D.8: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0, 5.
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Figura D.9: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0, 7.
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Figura D.10: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0,9.

Para ¢; assumindo valores positivos (ver Figuras D.6 a D.10), as esti-
mativas nao sofrem tanta variabilidade, como para as situacoes em que ¢,
assume valor negativo. Entretanto, a medida que ¢, se afasta de zero (ou
se aproxima do limite da nao estacionariedade), em média, as estimativas se
afastam do verdadeiro valor de ¢, exceto no caso em que a série temporal
foi diferenciada pelo estimador d FT.
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ANEXO E

As Figuras E.1 a E.10, a seguir, apresentam o box-plot das estimativas
do parametro 6y, quando 6, € {-0,9; —0,7; —0,5; —0,3; —0,1; 0,1; 0,3;
0,5; 0,7; 0,9}. Estas estimativas foram obtidas através da subrotina NSLSE
da biblioteca IMSL, ap6s gerarmos 500 amostras do processo ARFIM A(0, d,
1), com d = 0,2 e a série original ter sido diferenciada pelos estimadores intro-
duzidos no Capitulo 3. Estas figuras representam graficamente os resultados
apresentados na Tabela 5.21. Observe que, apesar das escalas destes graficos
serem diferentes devido aos diferentes valores reais de 6; (representados por
uma linha horizontal), todas foram fixadas em 6; = 0,6, para que o tamanho
das caixas nos graficos nao dessem uma falsa impressao de que em alguns
casos uma estimativa varia mais ou menos do que as outras. Os simbolos
d(;pH, dsp, d ©.1) d§§ 8) o dFT, abaixo de cada caixa nos graficos, indicam que
as estimativas de 0, foram obtidas apds diferenciarmos a série temporal pelos
respectivos estimadores.
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Figura E.1: Box-Plot das estimativas do parametro ¢#; = —0,9.
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Figura E.2: Box-Plot das estimativas do parametro ¢, = —0, 7.
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Figura E.3: Box-Plot das estimativas do parametro 6, = —0, 5.
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Figura E.4: Box-Plot das estimativas do parametro ¢, = —0, 3.
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Figura E.5: Box-Plot das estimativas do parametro 6, = —0, 1.

Observe que, nas Figuras E.1 a E.5, para #; assumindo valores negativos,
em geral, a variabilidade das estimativas, aumenta a medida que #; aproxima-
se de zero. Sendo que quando foi utilizado para diferenciar a série temporal

: 08) 5 Y :
os estimadores dyp"™ e dpr, esse aumento na variabilidade é menor. Em
média, as estimativas estdo muito proximas do verdadeiro valor de #; (linha
horizontal).
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Figura E.6: Box-Plot das estimativas do parametro 6, = 0, 1.
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Figura E.7: Box-Plot das estimativas do parametro 6; = 0, 3.
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Figura E.8: Box-Plot das estimativas do parametro 6, = 0, 5.
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Figura E.9: Box-Plot das estimativas do parametro ¢, = 0, 7.
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Figura E.10: Box-Plot das estimativas do parametro ¢; = 0, 9.

Para 6, assumindo valores positivos (ver Figuras E.6 a E.10), a variabili-
dade das estimativas de #; aumentam a medida que esse parametro se afasta
de zero (ou se aproxima de 1). Entretanto, para os estimadores CZE_EL”) e dﬁ;”g),
em média, a medida que 0; se afasta de zero, as estimativas se afastam do
verdadeiro valor de #; (linha horizontal). Quando ¢, = 0,9 isto também

ocorre para todos os estimadores de d utilizados.
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ANEXO F

Apesar de nao provarmos matematicamente verificamos, neste anexo, a va-

lidade da seguinte equivaléncia

> Ei€i—ik > Et€t— (ki)

0 t=p+1 —i= N t=k+1 “t<t—(k+i

§ ¢k S =0 < E ka ) =0,
k>0 1=1t k>0 t=1°Ct

utilizada na demonstracao da expressao (4.7).

Observe inicialmente que é preciso verificar a equivaléncia

n n
Z@Z)kz Z €€k =0 <= Z@Ek Z Et€i—i—k = 0,

k>0 t=p+l k>0 t=k+1
ja que
n A A n
. Et€i_i_ R
Et:p+1 tet—i k AA
§ ¢k n a2 =0 <« § 77ij E E€i—i—k =0
k>0 t=1+1 k>0  t=p+1
e

n A A n
A — Et€t—i—k ~ ~ A
Z Yy, Zt_kH =0 & Z Py, Z EtEr—i—t = 0.

Dot E7
k>0 t=1"t k>0 t=k+1

(F.1)

Provaremos a expressao (F.1) para o valor p = 2. Neste caso 1 < i < 2.

Assim,

D ko0 Uk D opmpi Etbimiok = Yo(Eaéai + Eubai + -+ Enéni) +1(Eaéziat

~

ey i1t HEnfnmic1) FUa(E3€s i+ Es€s ot -+ Enfn_ica)t+
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Fis(Es€smims + Eabaima + o F Enfnsia) + Va(Eaamia + Eabaiiat
+"'+énén—i—4>+"'

e

Zkzo &k Z?:kﬂ Et€i—ick = 1&0(@1514+§2527i+53é37i+54544+' cFEnén_i)t+
+1;1(52§2—i—1 €383 i1 FEufui1 + o Endnin1) 1&2(5353—1'—24‘
Eabaia+ -+ Enfniza) + Vs(Babuciog + Esfo i+ + Enfuig)+
7;4(5555474 + E6€6—i—a -+ Enfpia) .

Sep=2,1<1i<2 Entao, quando i =1,

> k>0 by Diepy1 ik = Vo(E3éa + Eaés + - + Enénr) + 1 (Esér+
FEybo o Enfan) T Ua(BsBo + EaEL o Enfns)t
by (€361 4 4o+ -+ + Enfna) + Va(Esb g + Eaf 1t
+...+§nén_5)+...

e

D k>0 i Dot Etick = Do(E180 + af1 + Eséa + Eabs + - + Enéur)+
0y (€060 + €381 + E4ba + - + Enbn2) + Pa(Eséot
E4é1 4+ Enfnis) T Us(Eabo + Esér 4 - -+ Enbna)+
a(Eséo + 8661 + -+ + Enfns) + -

Assim, como £, =0, [ < 0, entao

n n
Z¢k Z Et€i—i—k = Zwk Z €€—i—r = 0.

k>0 t=k+1 k>0 t=p+1

Quando i = 2,
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S km0 Uk St Etétmick = Vo(E3é1 + Eaéa + -+ + Enfnoa) + U1 (Eséot
FE4EL 4 -+ Enfaos) + Ua(E38 1 + Eso+ - + Enfna)+
+7ﬁ3(535—2 +EE 1+ FEnlns) + @/}4(535—3 + E4€_o+
+"‘+énén—6)+"‘

(&

D k>0 D Yot Etik = Vo(E16_1 + E0fo 4 -+ - + Enéps)+
+1/;1(52571 + 360+ -+ Enéns) + 7;2(535714-

E180+ -+ Enfnoa) + U3(Eaf 1 + Esbo + - + Enéns)+
77/34(5%5—1 +E6éo+ -+ Enfng) + .

Analogamente, como &, = 0, [ < 0, entao

n n
Zd}k Z étét—i—k = Zwk Z étét—i—k =0.

k>0  t=k+1 k>0 t=p+l

conforme queriamos verificar.
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