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Resumo
O formalismo de Fock-Tani é um métodos de primeiros prinćıpios para obtenção de

interações hádron-hádron efetivas a partir do Hamiltoniano microscópico, tendo sido
usado no estudo de interações méson-méson, bárion-bárion e decaimentos de mésons.
Neste trabalho estendemos o formalismo de Fock-Tani, originalmente desenvolvido para
mapear estados de part́ıcula-única de mésons ou de bárions compostos em estados de
part́ıculas ideais, para incluir o mapeamento de um sistema misto méson-bárion com
troca de constituintes. Como uma aplicação do novo formalismo estudaremos os pro-
cessos Káon-Núcleon, que no contexto do Hamiltoniano microscópico de quarks com
troca de um glúon, terá uma contribuição de espalhamento e outra de aniquilação de
quarks. Será mostrada a validade da aproximação de Born para o presente estudo e serão
calculadas as seções de choque total dos sistemas.



Abstract

The Fock-Tani formalism is a first principle method to obtain effective hadron-hadron
interactions from microscopic Hamiltonians, derived for meson-meson or baryon-baryon
scattering and mesons decays. In this study we extend the traditional Fock-Tani for-
malism, originally developed to map composite meson or baryon single-particle states
on ideal particle states, to include a mixed composite meson-baryon system onto system
of ideal particles. From this calculation we obtain an effective meson-baryon interac-
tion with constituent interchange. As an exemple of the new formalism we shall study
the Kaon-Nucleon process, which in the context of the microscopic quark one-gluon ex-
change Hamiltonian, will have a quark scattering constribution and a quark annihilation
term. We will show the validation of Born approximation for the present study and shall
calculate the total cross-sections of this system.
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Comunicado à Imprensa

O átomo é uma estrutura que forma a matéria, composto por três part́ıculas su-
batômicas principais: elétrons, prótons e nêutrons. Na década de 1960 se entendeu que
os prótons e os nêutrons não eram part́ıculas fundamentais e sim constitúıdos por outras
part́ıculas ainda menores, denominados de quarks pelo f́ısico Murray Gell- Mann. Na
f́ısica de part́ıculas, em especial no Modelo de Quarks, considera-se que há seis quarks:
up(u), down(d), strange(s), charm(c), bottom(b) e top (t) e grande parte das part́ıculas
observadas fisicamente até agora são combinações de três quarks (bárions) ou um par
quark-antiquark (mésons), mais um número arbitrário de par quark-antiquark e glúons,
que são as part́ıculas intermediadoras das forças fortes.

Neste trabalho será mostrado a interação de um méson com um bárion através da
troca de um quark, resultando em outro par méson-bárion, como mostra a figura. Em
especial, falaremos dos canais K− + N , mostrando a construção do Hamiltoniano que
representa esse sistema, as contribuições relevantes do potenciais de troca e de aniquilação
e a validade da aproximação de Born para a Matriz-T.

Fig. 0.1: Interação K− +N → meson+ barion com a emissão de um glúon
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6.4 Parâmetros spin-sabor-cor pra troca de um glúon; todos ω dir
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Capı́tulo 1
Introdução

A f́ısica de mésons e o estudo da interação forte estão profundamente conectados desde
o advento do méson π, introduzido teoricamente por Yukawa (1935)[1] e detectado ex-
perimentalmente por Lattes, Occhialini e Powell (1947) [2].

A teoria fundamental das interações fortes é a Cromodinâmica Quântica, uma te-
oria de campos de calibre, não-abeliana e que descreve as interações entre quarks e
glúons. É tradicional, inclusive na comunidade brasileira de F́ısica Hadrônica, Part́ıculas
Elementares e Teoria Quântica de Campos, referir-se a esta teoria pela sigla inglesa
QCD associada à expressão Quantum Chromodynamics. O mesmo ocorre para a Eletro-
dinâmica Quântica, cuja a sigla em inglês é QED (Quantum Electrodynamics). Nesta
tese adotaremos estas convenções.

Murray Gell-Mann, George Zweig e Yuval Ne’eman [3],[4] propuseram em 1964 um es-
quema de classificação e ordenamento da, já então extraordinária, quantidade de bárions
e mésons conhecidos na natureza, denominado de Método dos Octetos (Eightfold Way).
Este método, baseado na teoria matemática do grupo de simetria SU(3) (o S significa
Special, o U significa Unitary e o três designando a quantidade de elementos básicos da
teoria), tinha como propósito descrever a estrutura intŕınseca das part́ıculas fortemente
interagentes em termos de entidades fundamentais, os blocos elementares de construção
de mésons e bárions.

A cor, como uma carga possuindo três valores posśıves foi proposta em 1964 por O. W.
Greenberg [5] e como uma simetria de calibre em 1965 por Moo-Young Han e Yoichiro
Nambu [6]. Os quarks poderiam possuir uma das três cores fundamentais, vermelho,
verde e azul e as suas antipart́ıculas, os antiquarks, as anticores antivermelha (ou ciano),
antiverde (ou magenta) e antiazul (ou amarelo). Estas designações são utilizadas para
caracterizar o fato de que, devido ao confinamento, a propriedade da cor não é observada
quando mésons e bárions são tratados como part́ıculas elementares. Similarmente à cor
branca, formada pelas três cores fundamentais do espectro eletromagnético, as cores de
três quarks, formando um bárion elementar, ou de um par quark-antiquark, formando
um méson elementar, se recombinariam originando uma cor neutra para os bárions e os
mésons.

Desta forma, no chamadoModelo de Quarks, considera-se que há seis quarks, também
chamados de sabores de quarks: up(u), down(d), strange(s), charm(c), bottom(b) e top
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(t). Os quarks leves (u, d, s) podem ser identificados como os três estados fundamentais
na representação de SU(3). O sabor SU(3) pode ser interpretado como um grupo de si-
metria de interações fundamentais. Grande parte das part́ıculas observadas fisicamente
até agora são combinações de três quarks (bárions) ou um par quark-antiquark (mésons),
mais um número arbitrário de par quark-antiquark e glúons. As simetrias dos hádrons
são ligadas à conservação dos números quânticos, como número bariônico, isospin, hi-
percarga, carga, entre outros. Isso significa que é imposśıvel destruir ou criar um quark
simples, mas podemos aniquiliar ou criar um par quark-antiquark [7].

A QCD é a teoria fundamental da interação forte. A interação forte em ńıvel sub-
nuclear, envolvendo portanto cargas de cor, é uma das quatro interações fundamentais
encontradas na natureza juntamente com as interações gravitacional, fraca e eletro-
magnética. A QCD prediz que a interação forte apresenta, adicionalmente ao confi-
namento, uma caracteŕıstica única na natureza, a chamada liberdade assintótica. Esta
predição da QCD, experimentalmente confirmada, indica que os quarks são assintoti-
camente livres (para grandes valores de momentum transferidos ou, equivalentemente,
quando muito próximos uns dos outros). Este fato permitiu o uso de técnicas perturba-
tivas para testar a teoria neste limite [7].

Na literatura, há uma grande variedade de técnicas de mapeamento usadas na f́ısica
nuclear para tratar oscilações coletivas do núcleo. Apesar de existirem há muito tempo,
apenas no fina da década de 1980 essas técnicas começaram a ser usadas na f́ısica
hadrônica, em particular nos modelos constituintes de quarks. Os primeiros a apli-
carem essas técnicas na f́ısica hadrônica foram Zhu et. al. [8] e Pittel et. al. [9]. Zhu
et. al. utilizaram a Representação de Part́ıculas Compostas (do inglês Composite Par-
ticle Representation - CPR), desenvolvida no contexto da f́ısica nuclear por Wu, Feng
e colaboradores [10], para estudar o espectro do bárion no Modelo de Quark Não - Re-
lativ́ıstico. Já Pittel et. al. utilizaram o mapeamento Dyson [11] a fim de obter uma
interação hádron-hádron efetiva a partir de um Modelo de Quark esquemático.

O estudo teórico da interação hádron-hádron, em termos dos graus de liberdade dos
quarks, constitui um problema de muitos corpos extremamente complicado, no qual
part́ıculas compostas (hádrons) e constituintes (quarks e glúons) estão simultaneamente
presentes.

A fim de obter uma representação na qual part́ıculas compostas sejam descritas
por operadores de aniquilação e criação que satisfaçam as relações de Bose ou Fermi
(comutação ou anticomutação) muitos métodos diferentes [12]-[16] foram desenvolvidos
dentre os quais podemos citar

1. Diagramas de troca de linha de quarks (Quark Born Diagram Formalism - QBD)[17]-
[19],

2. Método do Grupo Ressonante (Resonating Group Method- RGM) [20],

3. Formalismo de Fock-Tani [21].

Desses métodos, Fock-Tani mostrou-se o mais simples e mais facilmente generalizado
[22]. A ideia básica desse método é uma mudança de representação entre o espaço de
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Fock e um espaço ideal e remonta de uma publicação de S. Tani de 1960 [23], mas abor-
dagens semelhantes para diferentes problemas haviam sido desenvolvidas anteriormente
por Bohm e Pines [24], Dysor, e outros [25].

Desenvolvido independentemente por Girardeau e Vorob’ev e Khomkin e continu-
amente melhorado por décadas, a representação de Fock-Tani - nomeado assim por
Girardeau - tem sido usado em diversas áreas da f́ısica atômica e foi particularmente
relevante para a construção de Hamiltonianos hadrônicos eficazes no contexto de teorias
de campo efetivas, uma vez que implementa em certo sentido o método “quasipart́ıculas”
de Weinberg. [26]

Na abordagem de quase-part́ıculas de Weinberg, os estados ligados são redescritos por
part́ıculas elementares e, para não mudar a f́ısica do problema, o potencial é modificado
de tal forma que não pode mais produzir esses estados ligados. Na representação de Fock-
Tani, como resultado da transformação do Hamiltoniano, as interações quark-quark se
tornam ”mais fracas”, no sentido de que descrevem apenas processos de dispersão de
quarks-quarks e não podem produzir os hádrons como estados ligados. A caracteŕıstica
interessante da representação de Fock-Tani é que a mudança do potencial é o resultado
da transformação unitária que implementa o mapeamento de hádrons compostos em
hádrons elementares, enquanto na abordagem de Weinberg há alguma liberdade em
como o potencial é modificado.

Das vantagens de se usar Fock-Tani podemos citar que [21]:

1. Pode ser naturalmente estendido a sistemas compostos com qualquer número de
constituintes, não apenas pares ou triplas de férmions,

2. Sistemas contendo simultaneamente mésons e bárions, podem ser naturalmente
tratados de forma unificada.

Por muito tempo, os káons atráıram a atenção de f́ısicos nucleares devido a sua estra-
nheza - um número quântico conservado em interações fortes. Para entender bem o papel
dos káons na estrutura nuclear é necessário conhecer o seu mecanismo de interação com
o núcleo. Cada incerteza na descrição teórica implica em incertezas na interpretação
dos resultados. Visto que cada modelo teórico para interações káon-núcleon parte de
interações livres e depois adicionam-se correções, um conhecimento preciso da interação
livre é essencial [27]. O espalhamento káon-núcleon (KN) despertou particular interesse
no passado, de forma que muitos trabalhos foram dedicados a esse estudo [28] - [35].
Barnes e Swanson [29] usaram o diagrama de Quark-Born (QBD) para obter as ampli-
tudes de espalhamento KN. Posteriormente, Black [31] utilizou a aproximação de Born
para investigar o espalhamento KN mais extensamente.

O espalhamento KN em baixas energias (abaixo de 300 MeV/c) pode ser descrito
satisfatoriamente porque, nessa região de energia, a seção de choque do KN não é domi-
nado por ressonâncias (como Λ(1405) e Λ(1670)), porém isso muda ao aumentarmos a
energia de espalhamento [27].

Nesse trabalho introduziremos um potencial méson-bárion utilizando o formalismo de
Fock-Tani adaptado [30], [36]-[38]. No caṕıtulo 2, faremos uma breve revisão sobre a Ele-
trodinâmica Quântica, a Cromodinâmica Quântica no Calibre de Coulomb e o Potencial
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de Fermi-Breit. No caṕıtulo 3, faremos uma revisão sobre a Equação de Lippmann-
Schwinger, a Matriz-T de Transição, Expansão em Ondas Parciais e a Aproximação de
Born. No caṕıtulo 4 faremos uma revisão sobre o formalismo de Fock-Tani e, em seguida,
mostraremos a transformação de Fock-Tani para mésons e para bárions. No caṕıtulo 5
construiremos o Hamiltoniano de Fock-Tani para o sistema misto através do Potencial
Méson - Bárion de Troca e de Aniquilação. O caṕıtulo 6 será destinado ao cálculo da
seção de choque total, aplicado ao sistema Káon-Núcleon, e a validade da Aproximação
de Born. O caṕıtulo 7 será de conclusões e perspectivas futuras. Esse trabalho também
conta com 5 apêndices. No apêndice A mostraremos o cálculo detalhado para a obtenção
dos termos de corrente de aniquilação, essenciais para o desenvolvimento do nosso po-
tencial. No apêndice B mostraremos o cálculo do operador Oα. No apêndice C são
mostradas em detalhes as funções de onda dos mésons e dos bárions. No apêndice D são
mostrados os detalhes para o cálculo da parte espacial do potencial Vmb. No apêndice E,
o cálculo da parte de spin-sabor-cor do potencial Vmb.



Capı́tulo 2
Revisão da literatura: A QCD e a F́ısica de
Hádrons

2.1 Eletrodinâmica Quântica: exemplo de teoria de

calibre

2.1.1 A teoria clássica e quântica

A teoria eletromagnética clássica de Maxwell unifica os fenômenos elétricos e magnéticos
num conjunto sintético de quatro equações fundamentais. Estas equações denominadas
de equações de Maxwell são representadas, na literatura, em diferentes sistemas de uni-
dades. No sistema de unidades de Heaviside-Lorentz, por exemplo, elas são dadas pelas
seguintes equações:

~∇ · ~E = ρ (2.1)

~∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
=

1

c
~J (2.2)

~∇ · ~B = 0 (2.3)

~∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0 (2.4)

onde ~E e ~B são os campos elétrico e magnético, ~J a densidade de corrente elétrica
e ρ a densidade de carga elétrica. As equações (2.1) e (2.2) constituem o par não-
homogêneo das equações de Maxwell e refletem a conservação da carga elétrica. Se
tomarmos a derivada temporal da equação (2.1), o divergente da equação (2.2) e somar
os dois resultados chegaremos em

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0 (2.5)
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que é nada mais do que a equação da continuidade. As equações de Maxwell podem ser
escritas na forma covariante, (tomando c = 1) como

∂µF
µν = jν (2.6)

∂µ
∗F µν = 0 (2.7)

onde jν = (ρ, ~J ); F µν o tensor de campo eletromagnético

F µν =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0






. (2.8)

e ∗F µν o dual a F µν definido por

∗ F µν =
1

2
ǫµνσρFσρ. (2.9)

Os campos elétrico e magnético são definidos de maneira formal a partir de (2.8)

F 0i = −Ei

F ij = −ǫijkBk, (2.10)

onde ǫµνσρ é totalmente antissimétrico com ǫ0123 = 1. O tensor de campo F µν pode ser
relacionado com um quadrivetor potencial Aµ por

F µν = ∂µAν − ∂ν Aµ. (2.11)

Assim vemos que combinando as equações (2.10) e (2.11), o campo elétrico fica

Ei = −F 0i = −
[
∂0Ai − ∂iA0

]
= −∂0Ai + ∂iA0 , (2.12)

ou seja, em termos vetoriais1

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ . (2.13)

A partir do tensor de campo eletromagnético, (2.11) pode-se também obter

~B = ~∇× ~A . (2.14)

1 Lembrando a notação relativ́ıstica usual:

xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (t, x, y, z) = (t, ~x) ; xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (t,−x,−y,−z) = (t,−~x)

∂µ =

(
∂

∂x0
,

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)

≡
(

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

=

(
∂

∂t
, ~∇
)

∂µ =

(
∂

∂x0

,
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂x3

)

≡
(

∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z

)

=

(
∂

∂t
,−~∇

)
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Se forem realizadas as seguintes mudanças

φ→ φ− ∂θ

∂t
; ~A→ ~A+ ~∇ θ , (2.15)

os campos ~E e ~B definidos em (2.13) e (2.14) permanecem invariantes. Esta mudança é
chamada de transformação de calibre e uma teoria com esta caracteŕıstica é denominada
de teoria de calibre (gauge theory, em inglês). Portanto, as chamadas teorias de campo de
calibre são um tipo particular das teorias de campo baseadas no prinćıpio de invariância
de calibre.

A versão quântica do eletromagnetismo é conhecida como a Eletrodinâmica Quântica
(QED) e de acordo com o prinćıpio da variacional, as equações de campo são obtidas a
partir da equações de Euler-Lagrange, através de uma densidade lagrangiana adequada
dada por

LQED = Lem + Lmat + Lint (2.16)

onde

Lem = −1

4
F µνFµν ; Lmat = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ ; Lint = −jµAµ

(2.17)

com

jµ = e ψ̄ γµ ψ . (2.18)

Vemos que essa lagrangiana é invariante frente a uma mudança de fase do campo ψ do
tipo

ψ → e−iθ ψ ; ψ̄ → eiθ ψ̄ (2.19)

onde θ é uma constante real. Essa mudança é chamada de transformação de calibre
abeliana global, desde que o parâmetro θ permaneça constante. Esta invariância assegura
a conservação da corrente, isto é, (2.18) satisfaz

∂µ j
µ = 0 (2.20)

tal que a carga

Q = e

∫

d3xψ†(x)ψ(x) (2.21)

seja conservada. A densidade lagrangiana (2.16) pode ser reescrita introduzindo o con-
ceito de derivada covariante, por através do chamado acoplamento mı́nimo, isto é,

∂µ → Dµ = ∂µ + i eAµ . (2.22)

Assim (2.16) fica

LQED = −1

4
F µνFµν + ψ̄ (iγµDµ −m)ψ . (2.23)
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Agora, se o parâmetro θ for função de x, (2.23) ainda será invariante frente a mudança
de fase local

ψ → e−iθ(x) ψ ; ψ̄ → eiθ(x) ψ̄ (2.24)

se Aµ for transformado ao mesmo tempo de uma maneira apropriada:

Aµ → Aµ +
1

e
∂µθ (2.25)

o que implica

Dµ ψ(x) → e−iθ(x)Dµ ψ(x) . (2.26)

Assim, esta transformação com θ(x) é chamada de transformação de calibre abeliana
local e a densidade lagrangiana da QED dada por (2.23) é invariante frente à esta trans-
formação.

Podemos, a partir da densidade lagrangiana (2.16), obter uma respectiva densidade
hamiltoniana, lembrando que

Πµ ≡ δL
δ (∂0Aµ)

= Fµ 0 (2.27)

chamado de “momento canonicamente conjugado”, assim a parte eletromagnética fica

Hem = Πµ ∂0A
µ − Lem = Fµ 0 ∂0A

µ +
1

4
F µνFµν = − ~E · ∂0 ~A− 1

2
(E2 −B2)(2.28)

mas por (2.12)

∂0 ~A = − ~E − ~∇A0 (2.29)

a (2.28) pode ser escrita como

Hem = − ~E ·
(

− ~E − ~∇A0
)

− 1

2
(E2 −B2) = ~E · ~∇A0 +

1

2
(E2 + B2) . (2.30)

A expressão (2.30) é uma densidade hamiltoniana que será integrada em todo o espaço,
portanto pode-se realizar uma integração por partes no primeiro termo, resultando em
−A0 (~∇ · ~E). Usando a Lei de Gauss (2.1) obtemos

Hem =
1

2
(E2 + B2)− ρA0 . (2.31)

A parte de interação é Hint = −Lint, o que resulta numa densidade hamiltoniana total
dada por

HQED =
1

2
(E2 +B2)− ρA0 + jµA

µ +Hmat (2.32)

mas jµA
µ = ρA0 − ~J · ~A, ou seja,

HQED =

∫

d3xHQED =

∫

d3x

[
1

2
(E2 + B2)− ~J · ~A+Hmat

]

. (2.33)
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2.1.2 O calibre de Coulomb

A invariância de calibre introduz uma complicação para se quantizar a teoria. A tentativa
mais ingênua de conciliar a invariância de calibre e a quantização da teoria de Maxwell
acaba falhando: partindo do comutador

[Aµ(~x, t),Πν(~y, t)] = i gµν δ
3(~x− ~y) , (2.34)

no caso µ = ν = 0 obtemos

[A0(~x, t),Π0(~y, t)] = i δ3(~x− ~y) , (2.35)

no entanto, da equação (2.27), vemos que

Π0(~y, t) = F00 = 0 (2.36)

o que é inconsistente com a relação de comutação (2.34). Devido à arbitrariedade do
potencial Aµ(~x, t), que se reflete na forma de escrever Lem em (2.17), não é posśıvel
aplicar o procedimento de quantização canônica diretamente a Aµ. Por outro lado, o que
pode ser feito é escolher um determinado calibre, de tal forma a impor uma condição
sobre Aµ e então usar os métodos de quantização canônica neste calibre espećıfico. Em
prinćıpio uma densidade lagrangiana modificada poderia resolver este problema, fixando
o calibre da seguinte forma

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ)

2 . (2.37)

Pelo fato do calibre estar fixado, a teoria não é mais invariante de calibre. Entretanto, as
predições da teoria não deveriam depender deste parâmetro ξ e portanto o valor assumido
é irrelevante, por exemplo poderia ser fixado em ξ = 1 (calibre de Feymann) ou ξ → 0
(calibre de Landau). Desta forma o problema descrito em (2.36) desaparece

Πµ = Fµ 0 −
1

ξ
gµ 0(∂

νAν) . (2.38)

Nesta tese vamos trabalhar no calibre de Coulomb:

~∇ · ~A = 0 . (2.39)

Da equação (2.6) temos para ν = 0

∂µF
µ 0 = j0 , (2.40)

ou seja,

−∇2A0 − ∂0 (~∇ · ~A) = ρ . (2.41)

Agora usando a condição de Coulomb, eq. (2.39), a equação anterior se reduz a

∇2A0 = −ρ , (2.42)
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é uma equação de Poisson com solução geral dada por

A0(~x) =
1

4π

∫

d3y
ρ(~y)

|~x− ~y| . (2.43)

Este é o potencial instantâneo de Coulomb, fornecendo o valor de A0 num tempo t
para uma determinada distribuição de carga ρ. Os graus de liberdade restantes Ai, com
i = 1, 2, 3, estão sujeitos a condição (2.39). Podemos escrever (2.43) como uma integral
no espaço de momento, lembrando que

1

4π |~x− ~y | =
1

(2π)3

∫

d3q
ei~q·(~x−~y)

q2

ρ(~y) =
1

(2π)3

∫

d3p d3p′ ρ(~p ′, ~p ) ei~y·(~p−~p ′) . (2.44)

A escolha de ρ ser não-local no espaço de momento é para uma necessidade futura.
Substituindo as definições de (2.44) em (2.43), obtemos

A0(~x) =
1

(2π)3

∫

d3q d3p
ρ(~p− ~q, ~p )

q2
ei~q·~x . (2.45)

No calibre de Coulomb separamos os campos em suas componentes transversais (⊥) e
longitudinais (||) da seguinte forma

~E = ~E⊥ + ~E|| (2.46)

onde ~E⊥ e ~E|| satisfazem

~∇ · ~E⊥ = 0 ; ~∇ · ~E|| = ρ ; ~∇× ~E|| = 0 . (2.47)

Destas condições obtemos

~∇× ~E = ~∇× (−~∇A0 − ∂0 ~A) = −~∇× (∂0 ~A)

~∇ · ~E = ~∇ · (−~∇A0 − ∂0 ~A) = −~∇ · (~∇A0) (2.48)

mas o lado esquerdo de (2.48) fornece ~∇ × ~E = ~∇ × ~E⊥ e ~∇ · ~E = ~∇ · ~E|| de onde
concluimos que

~E|| = −~∇A0 ; ~E⊥ = −∂0 ~A⊥ . (2.49)

A integral espacial em (2.33) do campo elétrico pode ser reescrito

∫

d3xE2 =

∫

d3x
[
E2

⊥ + E2
||
]
=

∫

d3x
[

E2
⊥ + (~∇A0) · (~∇A0)

]

=

∫

d3x
[
E2

⊥ − (∇2A0)A0
]
=

∫

d3x
[
E2

⊥ + ρA0
]
. (2.50)
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Portanto,

HQED =
1

2

∫

d3x
[
B2 + E2

⊥
]
+

∫

d3x

[
1

2
ρA0 − ~J · ~A⊥

]

+Hmat , (2.51)

onde vemos, em (2.51), o aparecimento do termo envolvendo ~A⊥, pela razão mostrada
na condição (2.49). Agora, o termo 1

2
ρA0 pode ser escrito de outra forma usando as

definições (2.44) e (2.45)

1

2

∫

d3x ρ(~x)A0(~x) =
1

2

∫

d3x d3y
ρ(~x ) ρ(~y )

4π|~x− ~y| =
1

2

∫
d3q d3p d3p ′

(2π)3
ρ(~p+ ~q, ~p )ρ(~p ′ − ~q, ~p ′ )

q2
.

(2.52)

O termo ~J · ~A⊥ de (2.51) pode também ser reescrito, lembrando a definiçao de ~A⊥

~A⊥(~x) =
1

4π

∫

d3y
~J⊥(~y)

|~x− ~y| . (2.53)

Assim, considerando ~J = ~J|| + ~J⊥

∫

d3x ~J(~x) · ~A⊥(~x) =
1

4π

∫

d3x d3y
~J⊥(~x) · ~J⊥(~y)

|~x− ~y| . (2.54)

Semelhante à definição usada para ρ em (2.44) podemos escrever ~J⊥ como

~J⊥(~x) =
1

(2π)3

∫

d3p d3p′ ~J⊥(~p
′, ~p ) ei~x·(~p−~p ′) , (2.55)

resultando em

∫

d3x ~J(~x) · ~A⊥(~x) =

∫
d3q d3p d3p ′

(2π)3

~J⊥(~p+ ~q, ~p ) · ~J⊥(~p ′ − ~q, ~p ′ )

q2
. (2.56)

Agora, podemos deduzir uma identidade vetorial que será usada para reescrever (2.56).
Sejam dois vetores genéricos ~v = vx ı̂ + vy ̂ + vz k̂ e ~v ′ = v ′

x ı̂ + v ′
y ̂ + v ′

z k̂. Considerando
as direções (x, y) como transversais e a direção z como longitudinal, podemos definir

~v⊥ = vx ı̂ + vy ̂ ; ~v|| = vz k̂

~v ′
⊥ = v ′

x ı̂ + v ′
y ̂ ; ~v ′

|| = v ′
z k̂ . (2.57)

Desta forma o produto escalar entre os vetores de (2.57), fica

~v · ~v ′ = ~v⊥ · ~v ′
⊥ + v|| v

′
|| , (2.58)

mas podemos escrever v|| = ~v · k̂ e v ′
|| = ~v ′ · k̂, obtendo assim a identidade na sua forma

final

~v⊥ · ~v ′
⊥ = ~v · ~v ′ − (~v · k̂)(~v ′ · k̂) . (2.59)
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Usando a identidade (2.59) em (2.56), obtemos

∫

d3x ~J(~x) · ~A⊥(~x) =

∫
d3q d3p d3p ′

(2π)3

~J(~p+ ~q, ~p ) · ~J(~p ′ − ~q, ~p ′ )

q2

= −
∫

d3q d3p d3p ′

(2π)3

[

~J(~p+ ~q, ~p ) · q̂
] [

~J(~p ′ − ~q, ~p ′ ) · q̂
]

q2
.(2.60)

Substituindo (2.52) e (2.60) em (2.51), encontramos o HQED na sua forma final [39]

HQED =
1

2

∫

d3x
[
B2 + E2

⊥
]
+Hmat +

1

2

∫
d3q d3p d3p ′

(2π)3
ρ(~p+ ~q, ~p )ρ(~p ′ − ~q, ~p ′ )

q2

−
∫

d3q d3p d3p ′

(2π)3

~J(~p+ ~q, ~p ) · ~J(~p ′ − ~q, ~p ′ )

q2

+

∫
d3q d3p d3p ′

(2π)3

[

~J(~p+ ~q, ~p ) · ~q
] [

~J(~p ′ − ~q, ~p ′ ) · ~q
]

q4
. (2.61)

O termo Coulombiano de (2.61) pode ser estudado usando uma forma conhecida para ρ

ρ(~x) =
∑

i

ei δ(~x− ~xi) , (2.62)

assim, encontramos

1

2

∫

d3x d3y
ρ(~x ) ρ(~y )

4π|~x− ~y| =
∑

i>j

eiej
4π|~xi − ~xj|

+
1

2

∑

i

e2i
4π|~xi − ~xi|

. (2.63)

O último termo é infinito e representa a interação de uma part́ıcula carregada com ela
mesma. Normalmente este termo é desprezado, pelo fato de se considerar a interação
entre part́ıculas distintas situadas em pontos diferentes.

2.2 Cromodinâmica Quântica

A Cromodinâmica Quântica (QCD) baseia-se no postulado de simetria local (invariância
de calibre) SU(3) associada à carga de cor; a sua densidade lagrangiana é dada por

L = −1

4
F aµνF a

µν + ψ̄ξ(i γ
µDµ −m)ψξ (2.64)

onde há soma sobre ı́ndice repetido, ψξ(x) é o campo de quarks, ξ ≡ (f, s, c) é uma
notação compacta que representa um ı́ndice coletivo de sabor, spin e cor respectivamente;
γµ são as matrizes de Dirac e m a matriz de massa dos quarks. O tensor de campo F a

µν

e a derivada covariante Dµ são dados por

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂ν A

a
µ − g fabcAb

µA
c
ν (2.65)

Dµ = ∂µ + i g
λa

2
Aa

µ . (2.66)
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Esta é uma teoria de Yang-Mills (TYM), também chamada de teoria de calibre não-
abeliana e que estende a álgebra do grupo U(1) da teoria eletromagnética (TEM). Na
TEM as cargas elétricas Q obedecem uma álgebra comutativa, caracteŕıstica do grupo
U(1) que as descreve. A extensão realizada pela TYM adota uma álgebra não-comutativa
do grupo de simetria. Neste sentido, um campo de Yang-Mills Aa

µ(x) e um campo
espinorial ψ(x) se transformam usualmente sob uma representação irredut́ıvel do grupo
SU(2) ou do SU(3). Pode-se, como ocorre na eletrodinâmica, definir um “momento
canonicamente conjugado”Πa

µ dado por

Πa
µ ≡ δL

δ (∂0Aaµ)
= F a

µ 0 (2.67)

e proceder numa tentativa de conciliar a invariância de calibre e a quantização da teoria
partindo novamente do comutador

[
Aa

µ(~x, t),Π
b
ν(~y, t)

]
= i δab gµν δ

3(~x− ~y) , (2.68)

no caso µ = ν = 0 obtemos

[
Aa

0(~x, t),Π
b
0(~y, t)

]
= i δabδ3(~x− ~y) , (2.69)

no entanto, da equação (2.67), vemos que

Πb
0(~y, t) = F b

00 = 0 (2.70)

o que é inconsistente com a relação de comutação (2.69). Novamente podemos defi-
nir, como na QED, uma densidade lagrangiana modificada para resolver este problema,
fixando o calibre

L = −1

4
F a
µν F

aµν − 1

2ξ
(∂µAa

µ)
2 . (2.71)

Como foi discutido na eletrodinâmica quântica, pelo fato do calibre estar fixado, a teoria
não é mais invariante de calibre e aqui também as predições da teoria não deveriam
depender deste parâmetro ξ e portanto o valor assumido é irrelevante, por exemplo
poderia ser fixado em ξ = 1 (calibre de Feyman) ou ξ → 0 (calibre de Landau). Desta
forma o problema descrito em (2.70) desaparece

Πa
µ = F a

µ 0 −
1

ξ
gµ 0(∂

νAa
ν) . (2.72)

Em teorias abelianas como a QED este procedimento permite uma quantização consis-
tente. No entanto, em teorias não-abelianas como a QCD outro problema aparece, ao
realizar cálculos perturbativos de um loop para a autoenergia Πab

µν(q) do glúon, como da
figura (2.1). Utilizando uma lagrangiana como a descrita em (2.71), é posśıvel mostrar
que Πab

µν(q) não satisfaz a condição de invariância de calibre

qµ Πab
µν(q) = 0 . (2.73)
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Fig. 2.1: Diagrama: loop para a autoenergia

Este problema nas teorias não-abelianas foi primeiro notado por Feynman no con-
texto da quantização do campo gravitacional. Um método “heuŕıstico”para resolver essa
dificuldade foi sugerido por Feynman e posteriormente desenvolvido por DeWitt [40].
Depois este método foi reformulado por Faddeev e Popov de uma maneira unificada,
quantizando o sistema por integrais de caminho. O método consiste na introdução de
novos campos fict́ıcios chamados de “Fantasma de Faddeev-Popov”. O campo fantasma
é um campo escalar com uma propriedade fermiônica, isto é, ele se constitui num campo
escalar com uma álgebra anticomutante. A regra para a inclusão da contribuição do
fantasma é adicioná-lo a todo diagrama de loop do campo de calibre. Como é visto na
figura (2.2), a linha pontilhada denota o loop no fantasma [7].

Fig. 2.2: Diagrama: loop no fantasma

A descrição da f́ısica de hádrons a partir da QCD não é trivial, pois no regime de
energia onde existem os estados ligados de hádrons a QCD é não-perturbativa. Por-
tanto, há uma necessidade de se procurar por outras simetrias ou outros aspectos não
necessariamente ligados à expansão de uma série perturbativa. Por exemplo, pode-se
mostrar que a densidade lagrangiana da QCD de 3 sabores (2.64) no chamado limite
quiral, isto é, mu = md = ms = 0, possui uma invariância global do tipo U(3)L ⊗U(3)R,
onde L representa esquerdo (left) e R direito (right). Este grupo de simetria pode ser
decomposto em componentes vetoriais e axiais obtendo

U(3)L ⊗ U(3)R ≡ SU(3)V ⊗ SU(3)A ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A. (2.74)

A simetria U(1)A é quebrada no processo de quantização, não sendo portanto uma sime-
tria da respectiva teoria quântica [41], [42]. Acredita-se que a simetria quiral é esponta-
neamente quebrada como

U(3)L ⊗ U(3)R/U(1)A −→ SU(3)V ⊗ U(1)V (2.75)

com o aparecimento de oito bósons de Goldstone, sem massa, que formam o octeto

pseudoescalar de mésons: π0, π±, η,K0,K
0
,K±. A simetria SU(3)V corresponde à con-

servação do isospin e da estranheza, nas interações fortes, enquanto que a simetria U(1)V
está relacionada com a conservação do número bariônico. Entre as propriedades mais
importantes da QCD de baixa energia estão a quebra dinâmica da simetria quiral e o
confinamento da cor.
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2.2.1 O calibre de Coulomb de cor

Os êxitos do modelo de quarks da década de 1960 levou diretamente para o desenvol-
vimento da QCD no ińıcio de 1970. A caracteŕıstica central das primeiras versões do
modelo de quarks foi a utilização de quarks constituintes como os graus de liberdade
relevantes dos campos de matéria. Embora o advento da QCD tem desfiado os detalhes
do modelo, os quarks constituintes leves têm se tornado um padrão e a troca de um
glúon é normalmente usada para descrever a dinâmica de curto alcance.

A QCD também indica onde o modelo de quarks pode falhar. A versão canônica
não-relativ́ıstica, depende de um potencial para a descrição da dinâmica de quarks e,
portanto, negligencia o efeito de muitos corpos da QCD. Relacionado a estes aspectos
está a questão da confiabilidade das aproximações não-relativ́ısticas, a importância dos
decaimentos hadrônicos, e a natureza quiral do ṕıon, sendo que estes dois últimos depen-
dem do comportamento não-perturbativo do glúon e são cruciais para o desenvolvimento
de modelos robustos de QCD.

Para entender o espectro de massa hadrônico a partir da QCD bem como as pro-
priedades de interação entre os hádrons, é necessário saber algo sobre a força de longo
alcance responsável pelo confinamento dos quarks nos mésons e bárions. No entanto, não
existe nenhuma descrição completamente satisfatória para esta região da QCD. Algumas
informações podem ser extráıdas diretamente da formulação da QCD na rede. Nesta
formulação, os quarks estão localizados nos śıtios de uma rede do espaço-tempo, e os
campos de calibre são associados às ligações entre śıtios vizinhos. As simetrias de calibre
do modelo são as rotações independentes do SU(3) nos śıtios da rede. Apesar de em
prinćıpio não haver dificuldade em calcular qualquer propriedade hadrônica usando esta
técnica, a limitação é de ordem computacional que impõe restrições ao uso de redes de
tamanhos realistas.

A abordagem hamiltoniana no calibre de Coulomb é apropriada para um exame do
problema de estado ligado, porque os métodos familiares da Mecânica Quântica podem
ser empregados e porque todos os graus de liberdade são f́ısicos. Além disso, um potencial
independente do tempo existe e que permite a construção de estados ligados em um
espaço de Fock fixo.

Uma forma de verificar que a QCD generaliza a teoria eletromagnética é obter as
respectivas equações de Maxwell de cor. Para tanto, podemos calcular as equações de
movimento para os campos, a partir de (2.64), usando a equação de Euler-Lagrange,
obtendo

∂µ F
aµν − g fabc Ab

µ F
c µν = g Jaµ , (2.76)

onde foi definida a corrente fermiônica como

Jaµ = ψ̄ γµ
λa

2
ψ . (2.77)

A eq. (2.76) pode ser escrita de outra forma (trocando os ı́ndices mudos b↔ c)

δab∂µ F
b µν + g fabc Ac

µ F
b µν = g Jaµ , (2.78)
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ou seja

[
δab∂µ + g fabc Ac

µ

]
F b µν = g Jaµ . (2.79)

Podemos definir a seguinte derivada

D ab
µ ≡ δab ∂µ + g fabc Ac

µ (2.80)

Assim (2.76) fica

D ab
µ F b µν = g Ja ν (2.81)

que é a forma covariante da equação de Maxwell de cor. Partindo da definição de F a
µν

em (2.65) vamos encontrar uma expressão para os campos cromoelétrico ~Ea e cromo-

magnético ~Ba, lembrando que

Aaµ = (A0 a, ~Aa) ; Jaµ = (ρaq , ~J
a) . (2.82)

Podemos fazer a identificação dos campos ~Ea e ~Ba com o tensor F a
µν de forma similar ao

eletromagnetismo.

E a i = −F a 0 i

B a i = −1

2
ǫijk F a

j k ou F a ij = −ǫijk B a
k (2.83)

assim

E a i = −
[
∂0Aa i − ∂iAa 0 − g fabcAb 0Ac i

]
= −

[
∂Aa i

∂t
− ∂ A0 a

∂xi
− g fabcA0 bAc i

]

(2.84)

ou na forma vetorial

~E a = −∂
~Aa

∂t
− ~∇A0 a + g fabcA0 b ~A c (2.85)

Para o campo magnético de cor Ba
µ temos

B a i = −1

2
ǫijk F a

j k = −1

2
ǫijk

[
∂ j A

a
k − ∂ k A

a
j − g fabcAb

j A
c
k

]

= −1

2
ǫijk ∂ j A

a
k +

1

2
ǫijk ∂ k A

a
j +

1

2
ǫijk g fabcAb

j A
c
k

= −1

2
ǫijk ∂ j A

a
k +

1

2
ǫikj ∂ j A

a
k +

1

2
ǫijk g fabcAb

j A
c
k

= −ǫijk ∂ j A
a
k +

1

2
g fabc ǫijk Ab

j A
c
k (2.86)

ou na forma vetorial

~B a = ~∇ × ~A a +
1

2
g fabc ~A b × ~A c (2.87)



Caṕıtulo 2. Revisão da literatura: A QCD e a F́ısica de Hádrons 21

Podemos reescrever a derivada Dab
µ de (2.80) na forma não-covariante

Dab
0 =⇒ ∂ ab

t = δab
∂

∂ t
+ g fabc A0 c (2.88)

Dab
j =⇒ ~D ab = δab ~∇− g fabc ~Ac . (2.89)

Voltando à eq. de Maxwell de cor (2.76), vamos abrir esta expressão: considerando ν = 0

D ab
µ F b µ 0 = D ab

0 F b 0 0
︸ ︷︷ ︸

=0

+D ab
j F b j 0 = g Ja 0 (2.90)

ou ainda, a ”Lei de Gauss”para o campo elétrico de cor fica

~D ab · ~E b = g ρ a
q . (2.91)

Muitas vezes é conveniente isolar a derivada usual ~∇ na lei de Gauss, obtendo

~∇ · ~E a = g ρaq + g fabc ~Eb · ~Ac . (2.92)

Assim como no caso eletromagnético, no calibre de Coulomb

~∇ · ~Aa = 0 (2.93)

e separamos o campo ~Ea em suas componentes transversais (⊥) e longitudinais (||) de
forma análoga

~Ea =

(

1− ~∇ 1

∇2
~∇ ·
)

~Ea +

(

~∇ 1

∇2
~∇·
)

~Ea (2.94)

onde

~Ea
⊥ =

(

1− ~∇ 1

∇2
~∇ ·
)

~Ea ; ~Ea
|| =

(

~∇ 1

∇2
~∇·
)

~Ea = −~∇φa . (2.95)

Pelas definições (2.95) é trivial verificar que as componentes ~Ea
⊥ e ~Ea

|| satisfazem

~∇ · ~Ea
⊥ = 0 ; ~∇× ~Ea

|| = 0 . (2.96)

A lei de Gauss em (2.91) pode ser reescrita

~Dab · ~Eb
⊥ −

(

~Dab · ~∇
)

φb = g ρ a
q , (2.97)

mas

~Dab · ~Eb
⊥ =

(

δab ~∇− g fabc ~Ac
)

· ~Eb
⊥ = −g fabc ~Eb

⊥ · ~Ac ≡ −g ρag (2.98)

onde foi usado a condição ~∇ · ~Ea
⊥ = 0 e

ρag = fabc ~Eb
⊥ · ~Ac , (2.99)
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assim (2.97) fica

−
(

~Dab · ~∇
)

φb = g ρ a , (2.100)

com ρa = ρaq+ρ
a
g é a densidade total de carga de cor e ρag de (2.99) é a densidade de carga

de cor dos glúons transversos. A equação de movimento para a componente longitudinal
do campo elétrico é

~∇ · ~Ea = ~∇ · ~Ea
||

= ~∇ ·
[(

~∇ 1

∇2
~∇·
)

~Ea

]

= ~∇ ·
[(

~∇ 1

∇2
~∇
)

·
(

−∂
~Aa

∂t
− ~∇A0 a + g fabcA0 b ~A c

)]

= −~∇ ·
(

δab~∇− g fabc ~Ac
)

A0 b = −~∇ · ~DabA0 b , (2.101)

mas sabemos por (2.95) que ~Ea
|| = −~∇φa , assim comparando com (2.101) encontramos

~∇ · ~DabA0 b = ∇2φa . (2.102)

Combinando as equações (2.100) e (2.102), podemos obter uma solução formal para A0 b

A0 b =
1

~∇ · ~D
(−∇2)

1

~∇ · ~D
g ρa , (2.103)

De uma forma similar o campo transverso pode ser escrito

~Πa ≡ ~E⊥ = ∂0 ~A+ g

(

1− ~∇ 1

∇2
~∇·
)

fabcA0 b ~Ac . (2.104)

Após a quantização canônica, o campo transverso ~Πa se torna o momento canonicamente
conjugado ao vetor potencial ~A transverso. A formulação Hamiltoniana no calibre de
Coulomb foi amplamente estudada na literatura e a obtenção do respectivo Hamiltoniano
é conhecido e bastante elaborado [43]. A seguir vamos apenas escrever estas expressões.
A interação não-abeliana instantânea de Coulomb é

HC =
1

2

∫

d3xd3y ρa(~x)Kab(~x, ~y; ~A)ρ
b(~y), (2.105)

onde

Kab(~x, ~y; ~A) ≡ 〈~x, a| g

~∇ · ~D
(−∇2)

g

~∇ · ~D
|~y, b〉, (2.106)

e a densidade total de carga de cor é

ρa(~x) = ρag(~x) + ρaq(~x) = fabc ~Ab(~x) · ~Πc(~x) + ψ†(~x)
λa

2
ψ(~x). (2.107)

A forma final para o Hamiltoniano da QCD fica

H = Hq +Hg +Hqg +HC , (2.108)
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onde

Hq =

∫

d3xψ†
(

−i~α · ~∇+ βm
)

ψ,

Hg =
1

2

∫

d3x
(

J −1/2~ΠJ · ~ΠJ −1/2 + ~B · ~B
)

,

Hqg = −g
∫

d3xψ†~α · ~Aψ,

HC =
1

2

∫

d3xd3yJ −1/2ρa(x)J 1/2Kab(~x, ~y; ~A)J 1/2ρb(y)J −1/2 , (2.109)

com J sendo o determinante de Faddeev-Popov dado por

J = det(~∇ · ~D) . (2.110)

Uma dedução rigorosa do Hamiltoniano quântico não-abeliano no calibre de Coulomb
foi dada por Schwinger [44] e Christ e Lee [45], enquanto Zwanziger mostrou como obter
o este Hamiltoniano com a regularização na rede [46]. O Hamiltoniano quântico pode
ser obtido transformando o Hamiltoniano canônico no calibre A0 = 0 para o calibre de
Coulomb.

2.3 O Potencial de Fermi-Breit

Como foi discutido nas seções anteriores, do ponto de vista histórico, o modelo de
quarks precedeu ao desenvolvimento da QCD e da ideia de glúons. A descoberta da
simetria SU(3) dos bárions e mésons abriu o caminho para criar o modelo de quarks,
cuja versão mais simples foi a de um modelo não relativ́ıstico (sem cor) introduzido para
explicar os números quânticos do espectro bariônico e mesônico de baixa energia [3], [4].
Este modelo foi estendido para tratar de todas as posśıveis propriedades dos hádrons
utilizando-se das hipóteses dinâmicas mais simples [47]. Os resultados obtidos para a
aniquilação núcleon-antinúcleon, splittings de massa dos hádrons, propriedades eletro-
magnéticas e etc estavam, surpreendentemente, em boa concordância com os resultados
da espectroscopia hadrônica. O grau de liberdade de cor foi introduzido em modelos de
quarks fenomenológicos em 1973 [48].

Após a introdução dos conceitos de liberdade assintótica e confinamento nas teorias
de calibre não-abelianas, A. De Rújula, H. Georgi e S. L. Glashow (DGG) propuseram
[49] introduzir ideias da QCD no modelo de quarks. Eles atribúıram a dependência em
spin da interação de dois corpos à parte dependente de spin da interação de troca de um
glúon. Isto explicou pela primeira vez o sinal do splitting hiperfino, isto é, porque a ∆ é
mais pesada que o núcleon e relacionou as respectivas magnitudes do splitting hiperfino
às massas dos quarks.

As principais hipóteses deste modelo são:

1. Numa primeira aproximação, os hádrons podem ser classificados em multipletos de
SU(6).
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2. Os quarks são confinados por forças de longo alcance invariantes por SU(3)⊗SU(2),
sendo que a simetria SU(3) é quebrada via mu = md 6= ms.

3. Liberdade assintótica na QCD para obtenção de potencial dependente de spin
através da redução não relativ́ıstica do diagrama correspondente à troca de um
glúon, analogamente à obtenção do potencial de Fermi-Breit, no caso Coulombiano.

O Hamiltoniano do modelo de quarks neste contexto pode ser descrito por duas partes:
uma que usualmente é chamada de hiperfina e a outra responsável pelo confinamento

H = Hhip +Hconf . (2.111)

A partir da parte hiperfina vamos obter o potencial de Fermi-Breit de interação entre
quarks, inspirado no Hamiltoniano da QED no calibre de Coulomb (2.61):

Hhip = Tqq + Vqq (2.112)

onde

Tqq =

∫

d3x ψ†(~x)
[

−i~α · ~∇+ βm
]

ψ(~x)

Vqq =
1

2
Fa · Fa

∫

d3x d3y Jµ(~x) Dµν(~x− ~y) Jν(~y) (2.113)

onde Fa ≡ λa/2, Jµ(x) = ψ(x)γµψ(x), Dµν é o potencial de troca de um glúon e ψ(x)
é o campo de Dirac para os quarks. Para Hhip ser o análogo ao calibre de Coulomb de
(2.61), escreveremos o potencial de troca de um glúon da seguinte forma

D00(~q) = −4π αs

q2
; D0i(~q) = 0 ; Dij(~q) =

4π αs

q2

(

δij −
qiqj
q2

)

.

(2.114)

O campo de quarks pode ser expandido por

ψ(~x) =
1

(2π)3/2

∫

d3p ei~p·~x
∑

s

[
us(~p )qs(~p ) + vs(−~p )q†s(−~p )

]
(2.115)

onde apenas o ı́ndice de spin é mostrado explicitamente; q†, q são os operadores de criação
e destruição de quarks e q†, q são os operadores de criação e destruição de anti-quarks
respectivamente, obedecendo às seguintes relações de anticomutação

{qfsc(~p), qf ′s′c′(~p
′)} =

{
qfsc(~p ), qf ′s′c′(~p

′)
}
= 0 ,

{

qfsc(~p ), q
†
f ′s′c′(~p

′)
}

=
{

qfsc(~p ), q
†
f ′s′c′(~p

′)
}

= δf f ′ δs s′ δc c′ δ(~p− ~p ′). (2.116)

Os espinores de (2.115) são

us(~p ) =

(
f(~p) χs

g(~p)~σ · ~p χs

)

; vs(~p ) =

(
g(~p)~σ · ~p χc

s

f(~p)χc
s

)

(2.117)
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com

f(~p) =

√

Ep +m

2Ep

; g(~p) =
1

Ep +m

√

Ep +m

2Ep

(2.118)

e Ep =
√

p2 +m2 e o espinor de Pauli definido por χc
s = −iσ2χ∗

s, sendo normalizado da
seguinte forma

χ∗
sχs′ = χc ∗

s χ
c
s′ = δs s′ . (2.119)

A densidade de corrente de (2.113) pode ser escrita como

Jµ(~x ) = ψ†(~x )γ0γµ ψ(~x )

=
1

(2π)3

∫

d3p d3p′ ei~x ·(~p−~p ′ )
∑

ss′

[

u†s′(~p
′) γ0γµ us(~p ) q

†
s′(~p

′)qs(~p )

+ u†s′(~p
′) γ0γµ vs(−~p ) q†s′(~p ′)q†s(−~p )

+ v†s′(−~p ′) γ0γµ us(~p ) qs′(−~p ′)qs(~p )

+v†s′(−~p ′) γ0γµ vs(−~p ) qs′(−~p ′)q†s(−~p )
]

. (2.120)

Vamos nos concentrar, momentaneamente, apenas na parte que envolve quarks em
(2.120), pelo fato da parte de antiquarks ter um resultado similar, isto é,

Jµ(~x ) → 1

(2π)3

∫

d3p d3p′ ei~x ·(~p−~p ′ )
∑

ss′

u†s′(~p
′) γ0γµ us(~p ) q

†
s′(~p

′)qs(~p )

=
1

(2π)3

∫

d3p d3p′ ei~x ·(~p−~p ′ )
∑

ss′

Jµ
s s′(~p

′, ~p ) q†s′(~p
′)qs(~p ) (2.121)

e também

Dµν(~x− ~y) =

∫

d3p ei~p·(~x−~y)Dµν(~p). (2.122)

O potencial de interação de (2.113), considerando apenas a interação quark-quark e o
fato D0i(~p) = 0 em (2.114), resulta em

Vqq =
1

2

∑

a

Fa · Fa
∑

sn,im

∫

d3p1 . . . d
3p4 δ(~p1 − ~p2 + ~p3 − ~p4) δf1f2δf3f4

×
[
J0
I1I2

(~p1, ~p2)D00(~p1 − ~p2)J
0
I3I4

(~p3, ~p4)

+J i
I1I2

(~p1, ~p2)Dij(~p1 − ~p2)J
j
I3I4

(~p3, ~p4)
]
q†I1(~p1)qI2(~p2)q

†
I3
(~p3)qI4(~p4)(2.123)

com I ≡ (f, s) ou escrevendo (2.123) em ordenamento normal:

Vqq = −1

2

∑

a,sn,im

Fa · Fa

∫

d3p1 . . . d
3p4 δ(~p1 − ~p2 + ~p3 − ~p4) δf1f2δf3f4

×
[
J0
I1I2

(~p1, ~p2)D00(~p1 − ~p2)J
0
I3I4

(~p3, ~p4)

+J i
I1I2

(~p1, ~p2)Dij(~p1 − ~p2)J
j
I3I4

(~p3, ~p4)
]
q†I1(~p1)q

†
I3
(~p3)qI2(~p2)qI4(~p4) .(2.124)
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A expressão (2.124) pode ser reescrita fazendo ~q = ~p1− ~p2, ~p2 → ~p, ~p4 → ~p ′ e integrando
em ~p3, obtemos

Vqq = −1

2

∑

a,sn,im

Fa · Fa

∫

d3q d3p d3p ′ δf1f2δf3f4

×
[
J0
I1I2

(~p+ ~q, ~p )D00(~q )J
0
I3I4

(~p ′ − ~q, ~p ′) + J i
I1I2

(~p+ ~q, ~p )Dij(~q )J
j
I3I4

(~p ′ − ~q, ~p ′)
]

×q†I1(~p+ ~q)q†I3(~p
′ − ~q)qI2(~p )qI4(~p

′) . (2.125)

Usando o restante da definição do potencial D00 e Dij de (2.114) em (2.125) obtemos

Vqq = −1

2

∑

a,sn,im

Fa · Fa

∫

d3q d3p d3p ′ δf1f2δf3f4

×
[

−4π αs

q2
J0
I1I2

(~p+ ~q, ~p )J0
I3I4

(~p ′ − ~q, ~p ′) +
4π αs

q2
~JI1I2(~p+ ~q, ~p ) · ~JI3I4(~p ′ − ~q, ~p ′)

−4π αs

q4
[ ~JI1I2(~p+ ~q, ~p ) · ~q ] [ ~JI3I4(~p ′ − ~q, ~p ′) · ~q ]

]

×q†I1(~p+ ~q)q†I3(~p
′ − ~q)qI2(~p )qI4(~p

′) . (2.126)

Vamos introduzir a seguinte notação

f1 = f(~p1) ; g1 = g(~p1) ; etc... (2.127)

Assim,

J0
s1s2

(~p1, ~p2) = u†s1(~p1)γ
0γ0 us2(~p2) = f1f2 δs1s2 + g1g2χ

†
s1
(~σ · ~p1)(~σ · ~p2)χs2

J i
s1s2

(~p1, ~p2) = u†s1(~p1)γ
0γi us2(~p2) = f1g2χ

†
s1
σi (~σ · ~p2)χs2 + f2g1χ

†
s1
(~σ · ~p1) σiχs2 .

(2.128)

Para obter o respectivo Hamiltoniano não-relativ́ıstico o operador de quarks ψ(~x) precisa
ser escrito em termos de uma expansão em potências do momento ~p:

f(~p) ≃ 1− p2

8m
; g(~p) ≃ 1

2m
. (2.129)

Após as respectivas substituições e algumas manipulações algébricas, obtemos o potencial
de Fermi-Breit de troca de um glúon que escreveremos na notação usual

V OGEP
qq =

αs

r
− αs

2mimj

(
~pi · ~pj
r

+
~r · (~r · ~pi)~pj

r3

)

− παs

2
δ3(~r)

(
1

m2
i

+
1

m2
j

)

− αs

2r3

{
1

m2
i

~Li · ~Si −
1

m2
j

~Lj · ~Sj +
1

mimj

[

2 ~Li · ~Sj − 2 ~Lj · ~Si

]}

− αs

mimj

{

8π

3
~Si · ~Sj δ(~r) +

1

r3

[

3(~Si · ~r)(~Sj · ~r)
r2

− ~Si · ~Sj

]}

(2.130)
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onde ri, pi, mi, são a posição, momento e massa do i-ésimo quark, ~S = 1
2
~σ e ~L = ~r×~p é o

momento angular. No potencial de Fermi-Breit destacamos alguns pontos importantes.
A força spin-spin

Vss(~r) = − 8παs

3mimj

~Si · ~Sj δ(~r) (2.131)

que é responsável por uma categoria muito importante de splittings como, por exemplo,
o splitting de massa ∆−N nos bárions e ρ− π e K∗ −K nos mésons. A força da forma

VSO(~r) ∼ ~L · ~S (2.132)

é chamada de spin-órbita e descreve, no modelo de quarks, o splitting L − S. O
espaçamento não-uniforme dos ńıveis L = 1 e S = 1 pode ser compreendido se pen-
sarmos em termos de um potencial tensorial do tipo

VT (~r) ∼
3(~Si · ~r)(~Sj · ~r)

r2
− ~Si · ~Sj. (2.133)

Para propósitos futuros, pode-se utilizar a convenção de soma, agora incluindo ı́ndices
cont́ınuos, na expressão para Vqq de (2.124) para escrever

Vqq(µν; σρ) ≡ − δ(~pµ + ~pν − ~pρ − ~pσ) δfµfρδfνfσ Fa · Fa V OGEP
qq (µν; σρ) (2.134)

onde o termo V OGEP
qq é de troca de um glúon dado por

V OGEP
qq (µν; σρ) ≡

[

J0
IµIρ(~pµ, ~pρ)D00(~pµ − ~pρ)J

0
IνIσ(~pν , ~pσ)

+J i
IµIρ(~pµ, ~pρ)Dij(~pµ − ~pρ)J

j
IνIσ

(~pν , ~pσ)
]

. (2.135)

Podemos escrever, V em (2.124), numa forma simples e compacta

Vqq =
1

2
Vqq(µν; σρ) q

†
µq

†
νqρqσ (2.136)

onde os ı́ndices µ, ν, . . . representam momento, spin, sabor e cor. Assim, o Hamiltoniano
Hhip completo do modelo escrito em segunda quantização fica

Hhip = T (µ) q†µqµ + T (ν) q̄†ν q̄ν +
1

2
Vqq (µν; σρ) q

†
µq

†
νqρqσ

+
1

2
Vq̄q̄ (µν; σρ) q̄

†
µq̄

†
ν q̄ρq̄σ + Vqq̄ (µν; σρ) q

†
µq̄

†
ν q̄ρqσ . (2.137)



Capı́tulo 3
Revisão da literatura: Teoria de
Espalhamento

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão da teoria formal de espalhamento, seguindo o
texto e a notação de [50]. Este assunto será central no estudo a ser desenvolvido nesta
tese. Na dedução a ser apresentada vamos manter o ~, sendo que no restante da tese
usamos a convenção das unidades naturais: ~ = c = 1.

3.1 A Equação de Lippmann-Schwinger

A teoria de espalhamento, que será revisada nesta seção, tem como ponto de partida o
operador Hamiltoniano H definido por

H = H0 + V (R) (3.1)

onde a parte livre é H0 = P 2/2m e V (R) é o potencial, função do operador de posição
R. As forças se anulam para r → ∞, ficando exclúıdos potenciais tais como o potencial
periódico, sujeito à condição

lim
r→∞

V (r) −→ 0 . (3.2)

O problema que queremos estudar está brevemente resumido na figura (3.1) e consiste
em resolver a seguinte equação de Schrödinger

(E −H0) |~k+ 〉 = V |~k+ 〉 , (3.3)

o ket |~k+ 〉 corresponde a uma solução de espalhamento de onda emergente (“outgoing
scattered waves”). A solução formal de (3.3) pode ser escrita como

|~k+ 〉 = |~k 〉+ 1

E −H0

V |~k+ 〉 (3.4)

onde |~k 〉 corresponde à onda incidente e satisfaz a equação livre

(E −H0) |~k 〉 = 0 . (3.5)



Caṕıtulo 3. Revisão da literatura: Teoria de Espalhamento 29

~k

V (r)

z

~k′

θ

Onda plana
incidente

Onda esférica
espalhada Detector

Fig. 3.1: Espalhamento de uma onda plana

Pelo fato do espectro de H0 ser cont́ınuo a equação (3.4) diverge quando H0 = E. Uma
forma de tratar este problema consiste em definir um resolventeG0(E) no plano complexo

G±
0 (E) = lim

ǫ→0+
G0(E ± iǫ) = lim

ǫ→0+
(E −H0 ± iǫ)−1 . (3.6)

Quando a integração, no plano complexo, fecha o contorno pela parte positiva (negativa)
do eixo imaginário isto corresponde a uma onda espalhada emergente (imergente), assim
obtemos

|~k±〉 = |~k 〉+G±
0 (E)V |~k±〉 (3.7)

que é a equação de Lippmann-Schwinger (LS). Esta equação pode ser projetada no estado

de posição |~r 〉. Vamos trabalhar com a solução |~k+ 〉

〈~r |~k+ 〉 = 〈~r |~k 〉+
∫

d~r ′ 〈~r |G+
0 (E)|~r ′ 〉 〈~r ′|V (R) |~k+ 〉 . (3.8)

Definindo

ψ+
~k
(~r ) ≡ 〈~r |~k+ 〉 ; φ~k (~r ) ≡ 〈~r |~k 〉 = ei

~k ·~r

(2π)3/2
(3.9)

e também

G±
k (~r , ~r

′) ≡ ~
2

2m
〈~r |G±

0 (E)|~r ′ 〉 = − e± i k |~r−~r ′|

4π|~r − ~r ′| (3.10)
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com k =
√

2mE/~2. Esta última expressão em (3.10) é obtida após a integração no
plano complexo. Assim a solução de espalhamento de onda emergente resulta

ψ+
~k
(~r ) =

ei
~k ·~r

(2π)3/2
− 1

4π

∫

d~r ′ e
i k |~r−~r ′|

|~r − ~r ′| U(r′)ψ+
~k
(~r ′) (3.11)

onde U(r) = (2m/~2)V (r). A forma assintótica de (3.11), quando r ≫ r′, fica

ψ+
~k
(~r ) ∼ ei

~k ·~r

(2π)3/2
− ei k r

4π r

∫

d~r ′ e−i~k ′·~r ′

U(r′)ψ+
~k
(~r ′)

=
1

(2π)3/2

[

ei
~k ·~r − ei k r

r

(2π)3/2

4π

∫

d~r ′ e−i~k ′·~r ′

U(r′)ψ+
~k
(~r ′)

]

(3.12)

com k′ = k r̂ e |~k | = |~k ′|. A equação (3.12) pode ser reescrita como

ψ+
~k
(~r ) ∼ 1

(2π)3/2

[

ei
~k ·~r + f(~k ′, ~k )

ei k r

r

]

(3.13)

onde f(~k ′, ~k ) é chamada de amplitude de espalhamento, dada por

f(~k ′, ~k ) = −4π2m

~2

∫

d~r ′ φ~k ′(~r
′)V (r′)ψ+

~k
(~r ′) . (3.14)

Na obtenção de (3.14) foi usada a definição de φ~k (~r ) e ψ
+
~k
(~r ′) de (3.9) e pode ser escrita

como

f(~k ′, ~k ) = −4π2m

~2
〈~k ′|V |~k+ 〉 . (3.15)

3.2 A matriz-T de transição

Voltamos para a equação de Lippmann-Schwinger (3.7), desta vez sendo escrita da se-
guinte forma

|~k±〉 = Ω±(E)|~k 〉 (3.16)

onde Ω±(E), chamado de operador de onda de Möller, é dado por

Ω±(E) =
[
I −G±

0 (E)V
]−1

. (3.17)

Este operador pode ser escrito de uma forma alternativa, introduzindo a função de Green
total, isto é, envolvendo o Hamiltoniano completo H

G±(E) = (E −H ± iǫ)−1 . (3.18)

Dois operadores arbitrários e não singulares, A e B, podem ser invertidos obtendo as
seguintes identidades relacionadas às diferenças dos inversos

1

A
− 1

B
=







1
A
(B − A) 1

B
, (forma 1)

1
B
(B − A) 1

A
, (forma 2) .

(3.19)
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Assim usando as identidades enunciadas em (3.19) e também as definições (3.6) e (3.18)
para G±

0 (E) e G
±(E), respectivamente, obtemos duas formas equivalentes para G±(E),

G±(E) = G±
0 (E) +G±(E)V G±

0 (E) (3.20a)

G±(E) = G±
0 (E) +G±

0 (E)V G±(E) . (3.20b)

Uma relação fácil de provar como verdadeira, usando (3.20a), é a seguinte equação
[
I +G±(E)V

] [
I −G±

0 (E)V
]
= I . (3.21)

Esta equação podemos multiplicar à direita pela definição de Ω±(E), dada em (3.17) e
obter a sua representação alternativa em termo da função de Green completa G±(E)

Ω±(E) = I +G±(E)V . (3.22)

Pode-se definir o operador de transição T como

T (E) ≡ V Ω+(E) . (3.23)

Esta definição pode ser combinada com o resultado (3.22) para obter o operador T em
termos do potencial

T (E) = V + V G+(E)V . (3.24)

A chamada matriz-T é obtida pelo sandúıche do operador T entre estados do momento
~k , ou seja,

TE(~k
′, ~k ) = 〈~k ′|T (E)|~k 〉 , (3.25)

mas pela definição (3.23), temos

TE(~k
′, ~k ) = 〈~k ′|V Ω+(E) |~k 〉 = 〈~k ′|V |~k+ 〉 (3.26)

onde foi usado a equação (3.16). Na seção anterior foi mostrado a relação (3.15) que

envolvia a amplitude de espalhamento f(~k ′, ~k ). Este resultado pode agora ser combinada

com TE(~k
′, ~k ) fornecendo uma expressão central para a teoria de espalhamento

TE(~k
′, ~k ) = − ~

2

4π2m
f(~k ′, ~k ) . (3.27)

O passo seguinte, muito importante, consiste em encontrar uma equação integral que
permite calcular diretamente T (E), sem ter que passar primeiro pela determinação do

estado |~k+ 〉. Isto significa ter uma forma equivalente da equação de LS, sem referência

ao estado |~k+ 〉, para tanto pode-se substituir as Eqs. (3.20a) e (3.20b) em (3.24) e após
alguma manipulação encontramos

T (E) = V + T (E)G+
0 (E)V (3.28a)

T (E) = V + V G+
0 (E)T (E) . (3.28b)
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A respectiva matriz-T resulta do sandúıche em estados de momento |~k 〉 de (3.28a) ou
(3.28b). Por exemplo, se a opção for a Eq. (3.28b), então temos

TE(~k,~k
′) = V (~k,~k′) +

∫

d~k′′ V (~k,~k′′)
1

E −H0(k′ ′) + i ǫ
TE(~k

′′, ~k′) . (3.29)

Podemos agora definir o operador de espalhamento S, cujos elementos de matriz entre
estados de part́ıcula livre definem a chamada matriz-S, ou seja,

S(~k ,~k ′) = 〈~k |S |~k ′ 〉 ≡ 〈~k − |~k ′+ 〉 . (3.30)

A relação entre a matriz-S e a matriz-T pode ser estabelecida partindo da própria
equação LS (3.16), para inicialmente mostrar

〈~k − | = 〈~k + |+ 〈~k |V
[
G+(E)−G−(E)

]
, (3.31)

aqui foi usado o fato de [G±(E)]† = G∓(E). Multiplicando a Eq. (3.31) à direita por

|~k ′+ 〉, temos

〈~k − |~k ′+ 〉 = 〈~k |~k ′ 〉+ 〈~k |V
[
G+(E)−G−(E)

]
|~k ′+ 〉 . (3.32)

Considerando H|~k ′+ 〉 = E ′|~k ′+ 〉, podemos avaliar o segundo termo de (3.32):

[
G+(E)−G−(E)

]
|~k ′+ 〉 =

[
1

E − E ′ + iǫ
− 1

E − E ′ − iǫ

]

|~k ′+ 〉 , (3.33)

mas sabemos

1

E − E ′ + iǫ
= P

(
1

E − E ′

)

− iπδ(E − E ′) (3.34)

onde P(. . .) é o valor principal da expressão, observando que 〈~k |~k ′ 〉 = δ(~k − ~k ′) e
usando (3.26), obtemos

〈~k |S |~k ′ 〉 = δ(~k − ~k ′)− 2π i δ(E − E ′) 〈~k |T (E) |~k ′ 〉 . (3.35)

Como um último resultado, das definições (3.16) e (3.30), encontramos uma forma para
o operador S em termos dos operadores de onda de Möller

S = Ω−†(E) Ω+(E) . (3.36)

3.3 Expansão em Ondas Parciais

A corrente de probabilidade é dada pela definição usual da Mecânica Quântica

~j =
~

2mi

[

ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗
]

=
~

m
Im
[

ψ∗~∇ψ
]

. (3.37)
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A partir desta definição, uma onda plana na região assintótica dada por (3.13) que se
propaga com velocidade v, por exemplo na direção z, tem como corrente incidente jinc e
corrente espalhada jesp dadas por

jinc = v ; jesp =
v

r2
|f |2 . (3.38)

Como é visto na figura (3.1), se a part́ıcula espalhada for medida, num ângulo θ em
relação à direção do feixe incidente, por um detector de área diferencial da e colocado a
uma distância r, o ângulo sólido subentendido é dΩ = da/r2. O número de part́ıculas
detectadas por unidade de tempo fica

dNeps

dt
= jesp da = jesp r

2 dΩ . (3.39)

O número de part́ıculas espalhadas no ângulo sólido dΩ no ângulo θ, dividido pelo fluxo
incidente define a chamada seção de choque diferencial

dσ

dΩ
dΩ =

1

jins

dNeps

dt
, (3.40)

ou seja

dσ

dΩ
= |f |2 . (3.41)

Podemos escrever a função de onda como a soma sobre as componentes de momento
angular l, ou seja, sobre as respectivas ondas parciais

ψ(r, θ) =
∞∑

l=0

al
ul(r)

r
Yl0(θ) , (3.42)

onde Yl0(θ) é o harmônico esférico Ylm(θ, φ) que independe de φ e está relacionado com
o polinômio de Legendre

Yl0(θ) =

√

2l + 1

4π
Pl(cos θ) . (3.43)

Assintoticamente o potencial induz um deslocamento de fase δl na função de onda radial
ul(r)

ul(r) −→
r→∞

cl sen

(

k r − lπ

2
+ δl

)

(3.44)

e resulta numa função de onda total

ψ(r, θ) −→
r→∞

∞∑

l=0

a′l Yl0(θ)
sen
(
k r − lπ

2
+ δl

)

kr
. (3.45)
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Esta função de onda pode ser comparada à função de onda assintótica (3.13) resultando

eik z + f(θ)
ei k r

r
=

∞∑

l=0

a′l Yl0(θ)
sen
(
k r − lπ

2
+ δl

)

kr
, (3.46)

onde após várias manipulações encontramos a amplitude de espalhamento em termos do
deslocamento de fase

f(θ) =

√
4π

k

∞∑

l=0

√
2l + 1 ei δl sen δl Yl0(θ) (3.47)

ou ainda

f(θ) =
∞∑

l=0

(2l + 1) fl Pl(cos θ) (3.48)

com

fl =
ei δl

k
senδl . (3.49)

Usando (3.47) na expressão para a seção de choque diferencial (3.41) obtemos, após a
integração, a seção de choque elástica

σel =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sen2δl = 4π
∞∑

l=0

(2l + 1) |fl|2 . (3.50)

Agora, a matriz-S decomposta em ondas parciais está relacionada com a amplitude de
espalhamento fl por

Sl = 1 + 2 i k fl (3.51)

e com o deslocamento de fase por

Sl = e2 i δl . (3.52)

A relação entre as matrizes S e T dadas em (3.35) pode também ser representada em
ondas parciais

Sl = 1− 2π i Tl . (3.53)

Combinando (3.51) e (3.53) encontramos uma relação, na expansão em ondas parciais,
entre a amplitude de espalhamento fl e a matriz-T

fl = −π
k
Tl . (3.54)

Em muitas situações práticas de cálculos se faz necessária uma relação entre o desloca-
mento de fase δl e a matriz-T . A equação (3.52) pode ser escrita como

Sl = cos 2δl + i sen 2δl (3.55)
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e da mesma forma Tl = TR
l + i T I

l . Colocando esta expressão para Tl e (3.55) em (3.53)
é possivel separar a parte real e imaginária, obtendo

1− cos 2δl = −2π T I
l ; sen 2δl = −2π TR

l . (3.56)

Usando identidades trigonométricas podemos reescrever o lado esquerdo de (3.56)

2 sen2 δl = −2π T I
l ; 2 cos δl sen δl = −2π TR

l . (3.57)

Fazendo a razão destas expressões encontramos

tan δl =
T I
l

TR
l

. (3.58)

Resumindo, a estratégia de cálculo consiste na seguinte sequência de passos

1. Primeiro é definido o potencial V do respectivo problema.

2. Usando a Eq. (3.29) determina-se a matriz-T . Este é um problema delicado, pois
esta é uma equação integral onde T aparece em ambos os lados da equação. Esta
situação pode ser contornada se olharmos para a Eq. (3.28b), vemos que ela pode

ser escrita numa forma alternativa: T (E) =
[
1− V G+

0 (E)
]−1

V . Esta equação,

então é avaliada entre os estados de momento ~k e ~k ′. Existem vários métodos
conhecidos na literatura para tratar este problema [51].

3. Com a matriz-T determinada, calcula-se δl usando a Eq. (3.58).

4. O conhecimento do deslocamento de fase δl permite obter a seção de choque usando
a equação (3.50).

3.4 A Aproximação de Born

Como foi apresentado na seção anterior, na equação de Lippmann-Schwinger aparece, no
lado direito, o ket |~k+ 〉 desconhecido:

|~k+ 〉 = |~k 〉+G+
0 (E)V (R)|~k+ 〉 (3.59)

o que resulta num aspecto não-trivial no momento de integrar esta equação. Uma apro-
ximação muito usada, porém mais grosseira para |~k+ 〉 consiste em escrever

|~k+ 〉 ≈ |~k 〉 . (3.60)

Esta aproximação é razoável quando o potencial é pequeno, desta forma a matriz-T fica

TE(~k
′, ~k ) = 〈~k ′|T (E) |~k 〉 = 〈~k ′|V |~k+ 〉 ≈ 〈~k ′|V |~k 〉 . (3.61)

A equação (3.60) ou (3.61) é chamada de aproximação de Born (de primeira ordem). A

validade desta aproximação reside na equação (3.60), ou seja, no quanto |~k+ 〉 não difere

de |~k 〉. Em outras palavras a distorção da onda incidente deve ser pequena. Muitas vezes
a qualidade da aproximação é testada avaliando uma equação que envolve o potencial,
do tipo

∣
∣
∣
∣

2m

~2

1

4π

∫

d~x
ei k r

r
V (~x) ei

~k· ~x
∣
∣
∣
∣
≪ 1 . (3.62)
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3.4.1 Variáveis de Mandelstam

Nesta seção vamos trabalhar em unidades naturais, isto é, ~ = c = 1. Vamos considerar
o seguinte processo de espalhamento, que pode ser visto na figura (3.2),

A+ B → C +D ,

descritos pelos seguintes quadrivetores de momento

pi = (Ei, ~pi ) ; com i = A,B,C,D . (3.63)

As variáveis de Mandelstam são definidas pelas seguintes quantidades invariantes

s = (pA + pB)
2 = (pC + pD)

2

t = (pA − pC)
2 = (pB − pD)

2

u = (pA − pD)
2 = (pB − pC)

2 (3.64)

ou de forma aberta

s = (EA + EB)
2 − (~pA + ~pB)

2 = (EC + ED)
2 − (~pC + ~pD)

2

t = (EA − EC)
2 − (~pA − ~pC)

2 = (EB − ED)
2 − (~pB − ~pD)

2

u = (EA − ED)
2 − (~pA − ~pD)

2 = (EB − EC)
2 − (~pB − ~pC)

2 . (3.65)

Quando avaliadas no centro de massa, a parte espacial de (3.63) fica

~pA = −~pB = ~p ; ~pC = −~pD = ~p ′ . (3.66)

Encontramos para a variável s:

s = (EC + ED)
2 = (EA + EB)

2 (3.67)

com E2
A(B) = p2 +m2

A(B) e E
2
C(D) = p′ 2 +m2

C(D). Resolvendo a expressão de s para p2 ou

p ′ 2, obtemos

p2(s) =
f(s,mA,mB)

4s
; p ′ 2(s) =

f(s,mC ,mD)

4s
, (3.68)

onde

f(s,mi,mj) = (s−m2
i −m2

j)
2 − 4m2

im
2
j . (3.69)

Definindo z = cos θ, podemos escrever o produto escalar entre os vetores ~p e ~p ′

~p · ~p ′ = |~p||~p ′| cos θ = |~p||~p ′|z . (3.70)

Combinando (3.68) e (3.69) em (3.70), encontramos

~p · ~p ′ =
z

4s

√

f(s,mA,mB)f(s,mC ,mD) . (3.71)

A relação entre o plab e p do centro de massa é

plab = p(s)

√
s

mB

(3.72)
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PA

PDPB

PC

Fig. 3.2: Variáveis de Mandelstam

3.4.2 Seção de choque na Aproximação de Born

Na aproximação de Born o elemento de matriz (3.35) entre os estados iniciais e finais
resulta na seguinte matriz-S

Sfi = δfi − 2π i δ(Ef − Ei) Vfi , (3.73)

com Vfi = 〈f |V |i〉. Se o potencial apresentar invariância translacional podemos escrever
Vfi em (3.73) como

Vfi = δ(~Pf − ~Pi)hfi (3.74)

onde hfi é a nova amplitude de espalhamento. Esta amplitude pode ser relacionada com
a seção de choque no referencial do centro de massa. Partindo da definição apresentada
no Particle Data Group [52]

dσ

dΩ
=

1

64π2s

|~p ′|
| ~p | |M|2 (3.75)

onde M é amplitude invariante de Feynman, |~p| e |~p ′| são os módulos dos momentos
do estado inicial e final. Agora, se definirmos z = cos θ, podemos então escrever dΩ =
2π dθ sin θ = −2π dz, após a integração de (3.75) em z:

σ(s) =
1

32πs

|~p ′|
| ~p |

∫ +1

−1

dz |M|2 . (3.76)
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A amplitude invariante M está relacionada à amplitude hfi por (ver [18]):

M = 4 (2π)3
√

EAEBECED hfi . (3.77)

Inserindo (3.77) em (3.76) obtemos

σ(s) = 32π5 µAB µCD
|~p ′|
| ~p |

∫ +1

−1

dz |hfi|2 (3.78)

onde µAB = EAEB(EA + EB)
−1, |~p ′| = p′(s), | ~p | = p(s), definido em (3.68)-(3.69) e

hfi = hfi(s, z). Caso seja necessário estudar o problema no referencial do laboratório,
pode-se parametrizar a seção de choque com a relação (3.72).



Capı́tulo 4
Revisão da literatura: O formalismo de
Fock-Tani

Neste caṕıtulo iremos descrever o formalismo de Fock-Tani, cuja ideia consiste em efe-
tuar uma troca de representação tal que os operadores associados às part́ıculas compos-
tas sejam reescritos em termos de operadores que satisfazem relações de anticomutação
canônicas.

Partindo da representação do sistema no espaço de Fock, usando operadores de
criação e aniquilação para as part́ıculas constituintes elementares, consideramos um sis-
tema contendo quarks e antiquarks que podem formar estados ligados (mésons e bárions
compostos). Nesta representação, os estados de um méson (bárion) podem ser cons-
trúıdos a partir de operadores de criação de mésons (bárions), os quais podem ser defini-
dos em termos de combinações lineares de produtos de operadores de criação de quarks e
antiquarks. Vamos usar a argumentação apresentada nas teses de estudo de mésons e de
bárions nos trabalho de doutorado de Sérgio Szpigel (USP/1995) [53] e Dimiter Hadjimi-
chef (IFT/1995) [54], respectivamente e a notação apresentada na dissertação de estudo
de mésons-bárions no trabalho de mestrado de Bruna C. Folador [55](UFRGS/2015).

4.1 A representação de Fock-Tani

Vamos considerar o estado de um méson composto por um quark e um antiquark. O
vetor de estado |α > no espaço de Fock, F , que descreve esse méson pode ser escrito
como [55]:

|α>=M †
α|0> , (4.1)

onde M †
α é o operador de criação de um méson composto no estado α e |0> é o estado

de vácuo, definido por:
qµ|0>= q̄ν |0>= 0, (4.2)

e o operador M †
α:

M †
α = Φµν

α q
†
µq̄

†
ν , (4.3)
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onde Φµν
α é a função de onda do méson. O ı́ndice α representa de uma maneira compacta

os números quânticos do méson: α = {espacial, spin, isospin}. Os ı́ndices µ e ν identi-
ficam os números quânticos dos quarks e antiquarks: µ, ν = {espacial, spin, sabor, cor}.
Usamos a convenção de soma impĺıcita nos ı́ndices repetidos. É conveniente trabalhar
com funções de onda ortonormalizadas:

<α|β>= Φ∗µν
α Φµν

β = δαβ . (4.4)

Os operadores de quark e antiquark satisfazem relações de anticomutação canônicas,

{qµ, qν} = {qµ, q̄ν} = {q̄µ, q̄ν} = {qµ, q̄†ν} = 0 ,

{qµ, q†ν} = {q̄µ, q̄†ν} = δµν . (4.5)

Utilizando estas relações de anticomutação, juntamente com a condição de ortonorma-
lização apresentada na equação (4.4), obtemos as relações de comutação para os opera-
dores de mésons compostos

[Mα,Mβ] = 0 , [Mα,M
†
β] = δαβ −Dαβ , (4.6)

onde
Dαβ = Φ∗µν

α Φµσ
β q̄†σq̄ν + Φ∗µν

α Φρν
β q

†
ρqµ . (4.7)

Adicionalmente, temos

[qµ,Mα] = [q̄ν ,Mα] = 0 ,

[qµ,M
†
α] = Φµν

α q̄
†
ν ,

[q̄ν ,M
†
α] = −Φµν

α q
†
µ . (4.8)

O termo Dαβ apresentado em (4.7) e que aparece na relação não canônica (4.6) é uma
manifestação da natureza composta e da estrutura interna dos mésons. A presença deste
termo é indicativo do alto ńıvel de complexidade que surge no tratamento de problemas
em que os graus de liberdade internos dos mésons não podem ser desprezados, pois
as técnicas usuais da teoria de campos, tais como a utilização de funções de Green,
do teorema de Wick, entre outros, aplicam-se a operadores que satisfazem relações de
comutação (ou anticomutação) canônicas. Analogamente, o fato de que os comutadores
[qµ,M

†
α] e [q̄ν ,M

†
α] não se anulam, expressa a dependência cinemática entre o operador

de méson e os operadores de quark e antiquark. Assim, os operadores de méson, Mα e
M †

α, não são variáveis dinâmicas convenientes.
A ideia do método Fock-Tani é fazer uma mudança de representação, de forma que

os operadores das part́ıculas compostas sejam redescritos por operadores que satisfazem
relações de comutação canônicas. Naturalmente, as complicações da natureza composta
dos mésons aparecerão em algum outro ponto do formalismo. A mudança de repre-
sentação é realizada por meio de um operador unitário, U , de modo que os estados de
um méson composto sejam redescritos por estados de um méson ideal, descritos por
operadores de part́ıculas “ideais”, mα e m†

α [53].
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Seja |Ω> um vetor de estado arbitrário e O um operador arbitrário, ambos expressos
em termos dos operadores de quark e antiquark, q, q†, q̄, q̄†, da representação de Fock
original e |Ω) e OFT as quantidades correspondentes na nova representação:

|Ω>−→ |Ω) = U−1|Ω>,
O −→ OFT = U−1OU . (4.9)

Uma vez que o operador U é unitário, os produtos escalares e os elementos de matriz
são preservados sob a mudança de representação:

<Ω|Ω>= (Ω|Ω),
<Ω|O|Ω>= (Ω|OFT|Ω) . (4.10)

Note-se que na nova representação os estados são representados por “bras”e “kets”circulares
ao invés de angulares.

Dessa forma, se |α > é um estado de um méson, ele será redescrito por um méson
elementar (“ideal”) sob a transformação

|α>−→ U−1|α>≡ |α) = m†
α|0) , (4.11)

onde os operadores de méson “ideal”, m†
α e mα, satisfazem, por definição, relações de

comutação canônicas

[mα,mβ] = 0 ,
[

mα,m
†
β

]

= δαβ , (4.12)

e são cinematicamente independentes dos operadores de quark e antiquark

[qµ,mα] =
[
qµ,m

†
α

]
= [q̄ν ,mα] =

[
q̄ν ,m

†
α

]
= 0 . (4.13)

O estado |0) é o vácuo para os graus de liberdade de quarks, antiquarks e mésons ”ide-
ais”na nova representação.

De forma análoga aos mésons, a forma expĺıcita do operador de criação de bárions
B†

α é dada por [55]

B†
α =

1√
6
Ψµ1µ2µ3

α q†µ1
q†µ2
q†µ3
, (4.14)

com a normalização da função de onda dada por

〈α|β〉 = Ψ∗µ1µ2µ3

α Ψµ1µ2µ3

β = δαβ . (4.15)

E o vetor de estado que descreve esse bárion

|α〉 = B†
α|0〉 (4.16)
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onde |0〉 é o estado de vácuo (sem quarks). Usando as relações de anticomutação entre
os quarks (4.5) pode-se mostrar que o operador Bα obedece as seguintes relações de
anticomutação

{Bα, Bβ} = 0

{Bα, B
†
β} = δαβ −∆αβ (4.17)

onde

∆αβ = 3Ψ∗µ1µ2µ3

α Ψµ1µ2ν3
β q†ν3qµ3

− 3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

α Ψµ1ν2ν3
β q†ν3q

†
ν2
qµ2
qµ3

. (4.18)

A presença do operador ∆αβ na relação de anticomutação revela a natureza composta
dos operadores de bárions. Outras relações importantes são as seguintes

{qµ, Bα} = 0

{qµ, B†
α} =

√

3

2
Ψµµ2µ3

α q†µ2
q†µ3
. (4.19)

Em {qµ, B†
α} também vemos a interferência da estrutura interna do bárion, revelando a

falta de independência cinemática entre o operador de bárion e o de quarks.
Podemos ver a troca de representação de Fock para Fock-Tani, dos mésons e dos

bárions nas tabelas 4.1 e 4.2, respectivamente, onde a representação da manifestação da
natureza composta e da estrutura dos mésons é dado por Dαβ e a dos bárions por ∆αβ.

Fock Fock-Tani

|α>=M †
α|0> |α) = m†

α|0)

[Mα,Mβ] = 0 [mα,mβ] = 0

[Mα,M
†
β] = δαβ −Dαβ [mα,m

†
β] = δαβ

[qµ,Mα] = [q̄ν ,Mα] = 0 [qµ,mα] = [q̄ν ,mα] = 0

[qµ,M
†
α] = Φµν

α q̄
†
ν [qµ,m

†
α] = 0

[q̄ν ,M
†
α] = −Φµν

α q
†
µ [q̄ν ,m

†
α] = 0

Tab. 4.1: Representação dos operadores de mésons no espaço de Fock e no espaço de
Fock-Tani.

O operador unitário U é constrúıdo expandindo-se o espaço de Fock original de modo
que os estados de méson “ideal” sejam inclúıdos. Consideremos o espaço de Fock f́ısico,
indicado por F . Esse é o espaço de estados gerado por todas as combinações lineares de
estados constrúıdos de operadores de quark e antiquark,

q†µ1
· · · q†µl

q̄†ν1 · · · q̄
†
νm |0> , (4.20)
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Fock Fock-Tani

|α〉 = B†
α|0〉 |α) = b†α|0)

{Bα, Bβ} = 0 {bα, bβ} = 0

{Bα, B
†
β} = δαβ −∆αβ {bα, b†β} = δαβ

{qµ, Bα} = 0 {qµ, bα} = 0

{qµ, B†
α} =

√
3
2
Ψµµ2µ3

α q†µ2
q†µ3

{qµ, b†α} = 0

Tab. 4.2: Representação dos operadores de bárions no espaço de Fock e no espaço de
Fock-Tani.

com l e m arbitrários. Definimos um espaço de Hilbert M, o espaço de mésons ideais,
independente do espaço de Fock f́ısico F , como o espaço gerado por todas as combinações
lineares de estados constrúıdos de operadores de méson “ideal”,

m†
α1

· · ·m†
αn
|0)M , (4.21)

onde |0)M é o vácuo de M, definido por

mα|0)M = 0 . (4.22)

Agora, define-se um novo espaço de Hilbert, chamado “espaço de estados ideais”,
como o produto direto dos espaços de Fock f́ısico F e de mésons ideais M,

I = F ⊗M. (4.23)

As relações de comutação (4.6)-(4.8), inicialmente definidas em F , e de (4.12), inicial-
mente definidas em M, são válidas também em I. Por definição, os operadores de quark
e de méson ideal são cinematicamente independentes e, portanto, também satisfazem a
equação (4.13) em I.

O vácuo de I é dado pelo produto direto dos vácuos de M e F ,

|0) ≡ |0> ⊗|0)M . (4.24)

Dessa forma, |0) é o vácuo dos graus de liberdade de quarks, antiquarks e mésons ideais:

qµ|0) = q̄ν |0) = mα|0) = 0 . (4.25)

Os operadores de quarks atuam em |0 > e os operadores de mésons ideais atuam em
|0)M na equação (4.24).

Estabelecemos, então, uma correspondência um-para-um entre os estados do espaço
de Fock f́ısico F e os estados de um sub-espaço de I. Em I, existe um sub-espaço I0 que
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é isomórfico ao espaço de Fock original F e consiste dos estados |Ω>∈ F sem mésons
ideais,

mα|Ω>= 0 ∀ α , ou Nm|Ω>= 0 , (4.26)

onde Nm é o operador número total de mésons ideais

Nm =
∑

α

m†
αmα . (4.27)

A equação (4.26) passa a ser um v́ınculo a ser satisfeito pelos estados permitidos em I.
A equação de v́ınculo, ou condição subsidiária, exige que em I0 os mésons ideais

sejam modos redundantes, ou seja, correspondam a estados totalmente desocupados.
Essa condição é necessária para evitar múltipla contagem de graus de liberdade.

O operador U , que realiza a transformação (4.9), é dado explicitamente por [56]:

U = exp
(

−π
2
F
)

, (4.28)

onde F , o gerador da transformação, é dado por:

F =
∑

α

(
m†

αMα −M †
αmα

)
. (4.29)

Fazendo uso da definição da exponencial de um operador como uma série de potências
e aplicando o gerador da transformação sucessivamente emM †

α|0), podemos verificar que:

U−1M †
α|0) = cos

π

2
M †

α|0) + sin
π

2
m†

α|0)

= m†
α|0). (4.30)

O operador unitário U atua sobre estados de I e não pode ser definido em F . Con-
tudo, U está definido em I0, que é isomórfico a F . Definimos, então, o espaço de
Fock-Tani FFT como o espaço imagem de I0:

FFT = U−1I0 . (4.31)

Assim, o espaço FFT é o sub-espaço de I cujos vetores de estado |Ω) na nova representação
estão relacionados aos vetores de estado de I0 por

|Ω>= U |Ω) ⇒ |Ω) = U−1|Ω> . (4.32)

Qualquer cálculo efetuado no espaço f́ısico F é equivalente ao cálculo no espaço de
Fock-Tani. Para dois estados quaisquer, |Ω > e |Ω′ > e qualquer observável O em F ,
temos

<Ω|O|Ω′>= (Ω|U−1OU |Ω′) = (Ω|OFT|Ω′) . (4.33)

É claro que em FFT a condição que garante que não há dupla contagem:

U−1mαU |Ω) = 0, (4.34)
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deve sempre ser satisfeita.
A vantagem de trabalhar em FFT é que neste espaço todos os operadores de criação

e aniquilação satisfazem relações de (anti)comutação canônicas. No entanto, a natureza
composta dos mésons aparecerá em outro lugar. Os operadores transformados,

OFT = U−1OU, (4.35)

dão origem a séries infinitas que fisicamente representam, de algum modo, uma expansão
na densidade do sistema. O método será eficiente para cálculos práticos se forem ne-
cessários poucos termos da série para descrever as interações entre os mésons e os quarks.
A obtenção de forças efetivas de muitos corpos entre os mésons requer uma expansão
até altas ordens na função de onda do méson. No entanto, interações efetivas entre dois
mésons podem ser obtidas em ordem relativamente baixa.

Outra complicação potencial relaciona-se com a condição subsidiária. Em proble-
mas envolvendo muitos mésons deve-se tomar cuidado para não violar esse v́ınculo.
Para um estado contendo vários mésons compostos, |α1, · · · , αn >= M †

α1
· · ·M †

αn
|0),

a transformação através do operador U não resulta, em geral, em um estado produto
de mésons ideais, pois U−1M †

αU difere de m†
α por uma série infinita contendo opera-

dores de quarks. No entanto, é posśıvel mostrar que um estado em FFT da forma
|α1, · · · , αn) = m†

α1
· · ·m†

αn
|0) satisfaz a condição subsidiária Eq. (4.34) e, portanto,

é um estado f́ısico. A imagem deste estado em I0 é um estado complicado contendo
quarks, antiquarks e mésons. Para processos de espalhamento, a matriz-S é definida em
termos de estados assintóticos, os quais, por definição, não se superpõem, de forma que
podemos escrever:

|α1, · · · , αn>→ U−1|α1, · · · , αn> = |α1, · · · , αn)

= m†
α1

· · ·m†
αn
|0) . (4.36)

Portanto, para estados assintóticos, a condição subsidiária é trivialmente satisfeita.

4.2 A Transformação de Fock-Tani para Mésons

Os operadores básicos de um determinado modelo, tais como o operador Hamiltoniano
e correntes eletromagnéticas, são expressos em termos de operadores de quark e anti-
quark. Dessa forma, para obtermos os operadores do modelo na nova representação,
necessitamos dos operadores de quark e antiquark transformados [53]:

qFT = U−1qU

q̄FT = U−1q̄U . (4.37)

Os operadores de criação são obtidos de forma análoga, tomando o conjugado Hermitiano
de (4.37) e lembrando que U−1 = U †.

Os cálculos dessas expressões, pelo método de multicomutadores, são bastante com-
plicado, envolvendo séries infinitas e não podem, em geral, ser expressos numa forma
fechada. No entanto, as transformações podem ser obtidas iterativamente através do
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método de “equações de movimento”, sugerido por Girardeau [56]. Para qualquer ope-
rador O, define-se:

O(t) = exp (−θF )O exp (θF ) , (4.38)

onde θ é um parâmetro real e representa um ângulo de rotação no espaço de Hilbert
(como será visto a seguir).

Diferenciando a expressão acima com relação a θ, obtemos a equação de movimento
para o operador O:

dO(θ)

dθ
= [O(θ), F ] , (4.39)

com a “condição inicial”:
O(θ = 0) = O . (4.40)

Os operadores transformados de Fock-Tani são obtidos das soluções das equações (4.39-
4.40) para θ = −π

2
:

OFT = U−1OU = O(−π/2) . (4.41)

Deste modo, usando (4.39) e o gerador da transformação dado em (4.29), obtemos as
equações de movimento para os operadores de quarks e antiquarks:

dqµ(θ)

dθ
= [qµ(θ), F ]

= −δµµ1
Φµ1ν

α q̄†ν(θ)mα(θ) , (4.42)

e

dq̄ν(θ)

dθ
= [q̄ν(θ), F ]

= δνν1Φ
µν1
α q†µ(θ)mα(θ) . (4.43)

Uma vez que as equações de movimento para q e q̄ envolvem mα(θ), é necessário obter
a equação de movimento para mα(θ):

dmα(θ)

dθ
= [mα(θ), F ]

= Mα(θ) . (4.44)

Da mesma forma,

dMα(θ)

dθ
= [Mα(θ), F ]

= − [δαβ −Dαβ(θ)]mβ(θ) . (4.45)

As equações (4.42)-(4.45), juntamente com suas Hermitianas conjugadas, formam um
conjunto de equações diferenciais não-lineares acopladas, tão dif́ıceis de resolver quanto as
expressões obtidas pela técnica de multicomutadores. No entanto essas equações podem
ser resolvidas de maneira direta por iteração.
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Partindo de uma aproximação de ordem zero, onde é desprezada a superposição dos
mésons, coletamos os termos de mesma ordem na função de onda do estado ligado, Φα

e Φ∗
α. Dessa forma, escrevemos os operadores como uma expansão

qµ(θ) =
∞∑

i=0

q(i)µ (θ) , q̄µ(θ) =
∞∑

i=0

q̄(i)µ (θ) ,

mα(θ) =
∞∑

i=0

m(i)
α (θ) , Mα(θ) =

∞∑

i=0

M (i)
α (θ) , (4.46)

onde (i) indica a ordem nas funções de onda. Para que se tenha uma contagem de
potências consistente, as funções de onda impĺıcitas nos operadores Mα e M †

α via (4.3),
não devem entrar na contagem. Desta forma, a expansão de (4.46) pode ser entendida
como uma expansão na densidade do sistema.

Assim, as equações de movimento em ordem zero nas funções de onda são obtidas
desprezando-se os termos Dαβ(θ) e Φα nas equações (4.42)-(4.45):

dq
(0)
µ (θ)

dθ
= 0 ,

dq̄
(0)
ν (θ)

dθ
= 0 ,

dM
(0)
α (θ)

dθ
= −m(0)

α (θ) ,

dm
(0)
α (θ)

dθ
=M (0)

α (θ) . (4.47)

Usando as condições iniciais (4.40), as soluções resultam em

q(0)µ (θ) = qµ ,

q̄(0)ν (θ) = q̄ν ,

m(0)
α (θ) = mα cos θ +Mα sin θ ,

M (0)
α (θ) =Mα cos θ −mα sin θ . (4.48)

Deve-se notar que as condições iniciais foram impostas sobre o termo de ordem zero na
expansão de (4.46). Assim, para que esta expansão seja consistente com (4.40), devemos
ter como condições iniciais para os termos de ordem ≥ 1 que:

q(i)µ (θ = 0) = q̄(i)µ (θ = 0) = m(i)
α (θ = 0) =M (i)

α (θ = 0) = 0 , para i ≥ 1 . (4.49)

Uma vez que o termo Dαβ não contribui para as equações de movimento de primeira
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ordem, obtemos

dq
(1)
µ (θ)

dθ
= −δµµ1

Φµ1ν1
α q̄†(0)ν1

(θ)m(0)
α (θ) ,

dq̄
(1)
ν (θ)

dθ
= δνν1Φ

µ1ν1
α q†(0)µ1

(θ)m(0)
α (θ) ,

dM
(1)
α (θ)

dθ
= −m(1)

α (θ) ,

dm
(1)
α (θ)

dθ
=M (1)

α (θ) . (4.50)

Com as condições iniciais da equação (4.49) e a condição em θ = −π/2, obtemos:

q(1)µ (θ) = −δµµ1
Φµ1ν1

α q̄†ν1 [mα sin θ +Mα (1− cos θ)] ,

q̄(1)ν (θ) = δνν1Φ
µ1ν1
α q†µ1

[mα sin θ +Mα (1− cos θ)] ,

m(1)
α (θ) = 0 ,

M (1)
α (θ) = 0 . (4.51)

Esse processo iterativo pode ser estendido diretamente até ordens mais altas. No
entanto, as soluções de segunda ordem em diante darão origem a termos seculares, isto
é, termos que envolvem polinômios em θ, além de funções trigonométricas em θ. En-
tre outros problemas, os termos seculares introduzem as familiares discrepâncias “post-
prior” [57], [58] na análise de processos de espalhamento e processos reativos. A origem
dos termos seculares está na assimetria das equações de movimento para mα eMα, (4.44)
e (4.45), e a simetria é quebrada pelo termo Dαβ.

Este problema foi resolvido por Girardeau e Straton [59]. A solução consiste em adi-
cionar a F um termo dependente de Dαβ de modo que as equações tornem-se simétricas.
Seguimos, aqui, o procedimento de Lo e Girardeau [58], que embora seja equivalente
ao procedimento de Girardeau e Straton, é mais elegante e sistemático. O gerador da
transformação é definido como

F =
∑

α

(
m†

αOα −O†
αmα

)
, (4.52)

onde o operador Oα é uma função somente dos operadores de quark e antiquark, escolhido
de tal forma que satisfaça relações de comutação canônicas, ou seja:

[Oα, Oβ] = 0 ,

[Oα, O
†
β] = δαβ . (4.53)

Isto leva a equações de movimento simétricas para mα e Oα em todas as ordens nas
funções de onda de estado ligado Φα e Φ∗

α:

dmα(θ)

dθ
= [mα(θ), F ] = Oα(θ) ,

dOα(θ)

dθ
= [Oα(θ), F ] = −mα(θ) . (4.54)
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As soluções destas equações

mα(θ) = Oα sin θ +mα cos θ ,

Oα(θ) = Oα cos θ −mα sin θ , (4.55)

contêm somente funções trigonométricas de θ. Não é dif́ıcil mostrar que isto elimina
também os termos seculares dos operadores de quark e antiquark.

O operador Oα também é determinado iterativamente, ou seja, ordem a ordem em
Φα e Φ∗

α, de modo que Oα pode ser expandido como

Oα(θ) =
∞∑

i=0

O(i)
α (θ) , (4.56)

onde, novamente, (i) indica a ordem considerada em Φα e Φ∗
α. O termo de ordem zero é

trivialmente dado por:
O(0)

α =Mα , (4.57)

que certamente satisfaz a Eq. (4.53), em ordem zero, e reproduz os resultados originais
para primeira e segunda ordem. O termo seguinte é o de segunda ordem:

Oα =Mα +O(2)
α , (4.58)

onde O
(2)
α deve ser escolhido de forma que

[

Oα, O
†
β

]

= δαβ +O(Φ3) . (4.59)

A escolha apropriada é:

O(2)
α =

1

2
∆αβMβ. (4.60)

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos o operador de terceira ordem,

O(3)
α = −1

2
M †

β[∆βγ,Mα]Mγ . (4.61)

Assim, até terceira ordem, verifica-se que o operador Oα é dado por:

Oα =Mα +
1

2
∆αβMβ +

1

2
M †

β[∆βγ,Mα]Mγ . (4.62)

É fácil mostrar usando estas relações que:

[Oα, Oβ] = O(Φ4)

[Oα, O
†
β] = δαβ +O(Φ4) , (4.63)

O cálculo detalhado do operador Oα é descrito no Apêndice B.
É importante observar que a equação de v́ınculo para a transformação de Fock-Tani

com o novo gerador resulta em

Oα|Ω) = 0 , ∀ α . (4.64)
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Dessa forma, para estados no sub-espaço FFT do tipo:

|α1, · · · , αn) = m†
α1

· · ·m†
αn
|0), (4.65)

a condição subsidiária (4.34) é trivialmente satisfeita, uma vez que Oα é função somente
de operadores de quark e antiquark e, portanto, comuta com m†

α. Também, temos que
impor que Oα aniquila o vácuo:

Oα|0) = 0 , ∀α (4.66)

Esta é uma condição necessária a ser imposta sobre Oα para que o vácuo permaneça
invariante sob a transformação Fock-Tani, pois somente assim teremos:

F |0) = 0 ⇒ U |0) = |0) , (4.67)

Esta é uma propriedade extremamente importante para que possamos realizar os cálculos
no espaço FFT. Assim, supõe-se que O

(i)
α , i > 0, possa sempre ser constrúıdo como um

produto ordenado normalmente contendo sempre um operador de aniquilação na direita.
Além disso, pode-se notar que

M †
α|0) = O†

α|0) , (4.68)

o que até terceira ordem segue imediatamente de (4.64). De acordo com as observações
acima, espera-se que esse resultado mantenha-se em qualquer ordem. Assim, a trans-
formação Fock-Tani sobre um estado contendo um único méson composto pode ser escrita
como

U−1M †
α|0) = U−1O†

α|0) = U−1O†
αU |0)

= m†
α|0) (4.69)

de modo que a transformação de Fock-Tani com o novo gerador mantém o significado
f́ısico da transformação original, dada pelo gerador definido em (4.29).

As equações de movimento de segunda ordem para mα e Oα com a transformação de
Fock-Tani generalizada são dadas por

dm
(2)
α (θ)

dθ
= O(2)

α (θ) ,

dO
(2)
α (θ)

dθ
= −m(2)

α (θ) . (4.70)

Ao considerarmos as equações de movimento para os operadores q e q̄, temos que
incluir as contribuições adicionais que resultam da mudança do gerador da transformação.
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Assim, temos:

dq
(2)
µ (θ)

dθ
= −δµµ1

[

Φµ1ν1
α q̄†(1)ν1

(θ)m(0)
α (θ) +

1

2
Φ∗µ2ν1

α Φµ1ν1
γ m†(0)

α (θ)q(0)µ2
(θ)M (0)

γ (θ)

− 1

2
Φ∗µ2ν1

γ Φµν1
α M †(0)

γ (θ)q(0)µ2
(θ)m(0)

α (θ)

]

,

dq̄
(2)
ν (θ)

dθ
= δνν1

[

Φµ1ν1
α q†(1)µ1

(θ)m(0)
α (θ) +

1

2
Φ∗µ1ν2

α Φµ1ν1
γ m†(0)

α (θ)M (0)
γ (θ)q̄(0)ν2

(θ)

− 1

2
Φ∗µ1ν2

α Φµ1ν1
γ M †(0)

α (θ)m(0)
γ (θ)q̄(0)ν2

(θ)

]

. (4.71)

As condições iniciais para O
(i)
α (θ) são dadas por

O(i)
α (θ = 0) = O(i)

α ∀ i (4.72)

Assim, temos O
(2)
α (θ = 0) = 1

2
∆αβMβ e, integrando as equações (4.70)-(4.71) obtemos

m(2)
α (θ) =

1

2
∆αβMβ sin θ ,

O(2)
α (θ) =

1

2
∆αβMβ cos θ ,

q(2)µ (θ) = δµµ1

1

2
Φ∗µ2ν1

α Φµ1ν1
β

[
m†

αMβ sin θ cos θ −m†
αmβ sin

2 θ −M †
αMβ(2− 2 cos θ

− sin2 θ)−M †
αmβ (2 sin θ − sin θ cos θ)

]
qµ2

q̄(2)ν (θ) = δνν1
1

2
Φ∗µ1ν2

α Φµ1ν1
β

[
m†

αMβ sin θ cos θ −m†
αmβ sin

2 θ −M †
αMβ(2− 2 cos θ

− sin2 θ)−M †
αmβ (2 sin θ − sin θ cos θ)

]
q̄ν2 . (4.73)

4.3 A Transformação de Fock-Tani para Bárions

Utilizando novamente o método de “equações de movimento” de Girardeau [56], obtemos
a equação de movimento de quarks dos bárions [54]:

dqµ(θ)

dθ
= −

√

3

2
Ψµµ2µ3

α q†µ2
(θ)q†µ3

(θ)bα(θ) (4.74)

Como a equação de movimento para q envolve bα(θ), precisamos obter a equação de
movimento para bα(θ):

dbα(θ)

dθ
= Bα(θ)

dBα(θ)

dθ
= −[δαβ +∆αβ(θ)] bβ(θ)

(4.75)
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As equações (4.75) constituem um sistema de equações diferenciais não - lineares
acopladas. Uma forma sistemática de efetuar a sua resolução consiste em fazer uma
expansão dos operadores transformados em potências da função de onda, isto é,

Bα(θ) =
∞∑

i=1

B(i)
α (θ)

bα(θ) =
∞∑

i=1

b(i)α (θ)

qµ(θ) =
∞∑

i=1

q(i)µ (θ). (4.76)

Estas expansões não são de potências do parâmetro θ, que assume o valor θ = −π/2,
mas de potências da densidade do sistema. Desta forma as equações de ordem zero são

dB
(0)
α (θ)

dθ
= −b(0)α (θ) , (4.77)

db
(0)
α (θ)

dθ
= B(0)

α (θ) , (4.78)

dq
(0)
µ (θ)

dθ
= 0 . (4.79)

O termo proporcional a ∆αβ foi desprezado em (4.77) por ser de segunda ordem em Ψ
e portanto não contribuir. Também na equação (4.79) o lado direito foi tomado igual
a zero porque no lado direito de (4.74) temos uma função de onda multiplicando os
operadores. A solução de (4.79) é trivial

q (0)
µ (θ) = cte, (4.80)

e pela condição “inicial” (4.40) encontramos

q (0)
µ (θ) = qµ

b (0)α (θ) = Bα sin θ + bα cos θ

B (0)
α (θ) = Bα cos θ − bα sin θ. (4.81)

As equações de primeira ordem, isto é, aquelas equações que contêm potências da
função de onda até a primeira ordem, são dadas por

dB
(1)
α (θ)

dθ
= −b(1)α (θ) (4.82)

db
(1)
α (θ)

dθ
= B(1)

α (θ) (4.83)

dq
(1)
µ (θ)

dθ
= −

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q† (0)µ2
(θ)q† (0)µ3

(θ)b
(0)
β (θ). (4.84)
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Novamente o termo proporcional a ∆αβ foi desprezado em (4.82) por ser de segunda
ordem em Ψ e portanto não contribuir. Desta vez, no entanto, o lado direito de (4.84)
não foi tomado igual a zero por ser efetivamente de primeira ordem.

Como as condições “iniciais” já foram usadas nas soluções de ordem zero devemos,
então ter que

B(i)
α (0) = b(i)α (0) = q(i)µ (0) = 0 para i ≥ 1. (4.85)

Assim encontramos que

B(1)
α (θ) = 0 (4.86)

b(1)α (θ) = 0 (4.87)

q (1)
µ (θ) = −

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
q†µ3

∫ t

0

dθ′ b
(0)
β (θ′)

= −
√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
q†µ3

[bβ sin θ + Bβ(1− cos θ)]. (4.88)

A obtenção dos operadores de segunda ordem segue o mesmo procedimento na contagem
de potências nas equações de movimento e, assim como para os mésons, dá origem a
termos seculares. Nesse caso, também adicionaremos a F um termo dependente de
∆αβ de modo que as equações tornem-se simétricas, de forma que o novo gerador fica
formalmente igual ao antigo apenas com a substituição de Bα por Oα, ou seja,

F = b†αOα −O†
α bα, (4.89)

tal que

O(0)
α ≡ Bα. (4.90)

Impomos que o novo operador Oα, que substitui ao operador de bárions composto, deva
obedecer relações canônicas de anticomutação

{Oα, O
†
β} = δαβ. (4.91)

A construção deste anticomutador é feita de maneira iterativa. Em ordem mais baixa a
anticomutação de Oα resulta em

{O(0)
α , O

† (0)
β } = {Bα, B

†
β} = δαβ −∆αβ. (4.92)

Para cancelar o termo operatorial ∆αβ e garantir que o anticomutador seja canônico até

segunda ordem, soma-se a O
(0)
α um termo com uma estrutura adequada, isto é,

Oα ≡ Bα +
1

2
∆αβ Bβ. (4.93)

Vemos que, até terceira ordem, o operador Oα é dado por:

Oα ≡ Bα +
1

2
∆αβ Bβ + a2B

†
β [∆βγ, Bα]Bγ (4.94)
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A nova transformação de Fock-Tani fica

U(θ) = exp (tF ) (4.95)

de tal maneira que as respectivas equações de movimento resultam em

dOα(θ)

dθ
= [Oα(θ), F (θ)] (4.96)

dbα(θ)

dθ
= [bα(θ), F (θ)] (4.97)

dqµ(θ)

dθ
= [qµ(θ), F (θ)] (4.98)

Uma das grandes vantagens da formulação generalizada começa a aparecer na resolução
destas equações de movimento. As equações (4.96) e (4.97) são

dOα(θ)

dθ
= −bα(θ) (4.99)

dbα(θ)

dθ
= Oα(θ) (4.100)

que podem ser integradas sem problemas resultando em

Oα(θ) = Oα cos θ − bα sin θ (4.101)

bα(θ) = Oα sin θ + bα cos θ. (4.102)

Nesta formulação generalizada vemos que operadores transformados possuem a proprie-
dade de uma rotação no espaço dos operadores. Na formulação “restrita”, isto é, com o
gerador igual a F0 são apenas os operadores de ordem zero que constituem uma rotação.
Estas equações podem ser escritas ordem a ordem

O(0)
α (θ) = Bα cos θ − bα sin θ

O(1)
α (θ) = 0

O(2)
α (θ) =

1

2
∆αγBγ cos θ

O(3)
α (θ) = −1

2
B†

γ [∆γρ, Bα]Bρ cos θ (4.103)

e

b(0)α (θ) = Bα sin θ + bα cos θ

b(1)α (θ) = 0

b(2)α (θ) =
1

2
∆αγBγ sin θ

b(3)α (θ) = −1

2
B†

γ[∆γρ, Bα]Bρ sin θ (4.104)
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A simplicidade das equações para Oα e bα não se reflete na equação para o operador de
quarks. A sua equação de movimento até terceira ordem é dada por

dqµ(θ)

dθ
= −

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
(θ)q†µ3

(θ)bβ(θ)

− 3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1µ2µ
β

[
b†γ(θ)qµ3

(θ)Bβ(θ)−B†
γ(θ)qµ3

(θ)bβ(θ)
]

+
3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1ν2µ
β

[
b†γ(θ)q

†
ν2
(θ)qµ2

(θ)qµ3
(θ)Bβ(θ) −B†

γ(θ)q
†
ν2
(θ)qµ2

(θ)qµ3
(θ)bβ(θ)

]

− 1

2

√

3

2
Ψµµ2µ3

γ q†µ2
(θ)q†µ3

(θ)Dγβ(θ)bβ(θ)

+
3

2

√

3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψ∗ν1ν2ν3
ρ Ψν1µµ3

β b†γ(θ)B
†
ρ(θ)qµ1

(θ)qµ2
(θ)qν2(θ)qν3(θ)Bβ(θ)

− 3

√

3

2

[

Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1µ2ν3
ρ Ψµν2µ3

β +
1

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµµ2µ3

ρ Ψµ1ν2ν3
β

−Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµµ2ν3
ρ Ψµ1ν2µ3

β − 1

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1ν2ν3
ρ Ψµµ2µ3

β

]

B†
γ(θ)q

†
ν3
(θ)q†ν2(θ)Bρ(θ)bβ(θ)

+ 3

√

3

2

[
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1ν2ν3
ρ Ψν1µµ3

β −Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1µν3
ρ Ψν1ν2µ3

β

]

× B†
γ(θ)q

†
ν3
(θ)q†ν2(θ)q

†
ν1
(θ)qµ2

(θ)Bρ(θ)bβ(θ). (4.105)

Uma equação de primeira ordem pode ser obtida de (4.105), desprezando os termos que
possuem potências mais altas da função de onda

dq
(1)
µ (θ)

dθ
= −

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†(0)µ2
(θ)q†(0)µ3

(θ)b
(0)
β (θ). (4.106)

A resolução de (4.106) é igual a (4.84), no entanto neste ponto podemos apresentar uma
maneira alternativa de resolver esta equação. Substitúımos (4.81) e (4.100) em (4.106),
obtendo

dq
(1)
µ (θ)

dθ
=

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
q†µ3

dO
(0)
β (θ)

dθ
. (4.107)

No lado direito de (4.107) vemos a presença de uma derivada total que por sua vez possui
uma solução simples

q(1)µ (θ) =

√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
q†µ3

[

O
(0)
β (θ)−O

(0)
β (0)

]

= −
√

3

2
Ψµµ2µ3

β q†µ2
q†µ3

[

bβ sin θ + Bβ(1− cos θ)
]

(4.108)

Esta propriedade, a de sempre encontrar uma derivada total no lado direito das equações
de movimento, constituiu um aspecto novo do formalismo de Fock-Tani descoberto por
D. Hadjimichef [54]. Ela auxiliou na resolução das equações de movimento para os
operadores de quarks de ordens mais altas.
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A equação em segunda ordem é

dq
(2)
µ (θ)

dθ
= −

√

3

2
Ψµµ2µ3

β

[
q†(0)µ2

(θ)q†(1)µ3
(θ) + q†(1)µ2

(θ)q†(0)µ3
(θ)
]
b
(0)
β (θ)

− 3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1µ2µ
β

[

b†(0)γ (θ)q(0)µ3
(θ)B

(0)
β (θ)− B†(0)

γ (θ)q(0)µ3
(θ)b

(0)
β (θ)

]

+
3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1ν2µ
β

[

b†(0)γ (θ)q†(0)ν2
(θ)q(0)µ2

(θ)q(0)µ3
(θ)B

(0)
β (θ)

−B†(0)
γ (θ)q†(0)ν2

(θ)q(0)µ2
(θ)q(0)µ3

(θ)b
(0)
β (θ)

]

(4.109)

A integração de (4.109) resulta em

q(2)µ (θ) =
3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1µ2µ
β

[
−b†γqµ3

Bβ sin θ cos θ + b†γqµ3
bβ sin

2 θ

+2B†
γqµ3

Bβ(1− cos θ − 1

2
sin2 θ) + 2B†

γqµ3
bβ(sin θ −

1

2
sin θ cos θ)

]

− 3

2
Ψ∗µ1µ2µ3

γ Ψµ1ν2µ
β

[
−b†γq†ν2qµ2

qµ3
Bβ sin θ cos θ + b†γq

†
ν2
qµ2
qµ3
bβ sin

2 θ

+2B†
γq

†
ν2
qµ2
qµ3
Bβ(1− cos θ − 1

2
sin2 θ) + 2B†

γq
†
ν2
qµ2
qµ3
bβ(sin θ −

1

2
sin θ cos θ)

]

,

(4.110)

onde vemos que esta transformação generalizada efetivamente cancela os termos secula-
res.



Capı́tulo 5
A nova transformação e o Hamiltoniano de
Fock-Tani

Neste caṕıtulo introduziremos o Hamiltoniano de Fock-Tani, obtido através dos poten-
ciais de troca e de aniquilação de quarks com emissão de um glúon. No caṕıtulo 2 vimos
como a QED e a QCD se assemelham matematicamente. Uma alternativa a essas duas
representações é o Modelo de Quarks o qual retém os detalhes da QCD porém é mais
simples e rápido e cuja interação dos hádrons se dá na forma de um potencial. Mas as
energias utilizadas em nosso estudo estão na escala não-perturbativa, e dessa forma a
QCD torna-se complexa pois necessitariamos utilizar QCD na rede. Assim, dos métodos
existentes para interações hádron-hádron, Fock-Tani se mostrou o melhor devido a sua
ideia básica de mudança de representação.

Através do Modelo de Quarks, obtivemos o Hamiltoniano Microscópico, a partir do
qual estenderemos as transformações de Fock-Tani para mésons e bárions que, separada-
mente, descrevem com êxito as interações méson-méson e bárion-bárion, como mostrado
no Caṕıtulo 4, a fim de obtermos o Hamiltoniano de Fock-Tani, que será primordial para
encontrarmos o Potencial de Interação Méson-Bárion Vmb.

Para definir a nova transformação U , aplicada a méson-bárion, as condições (4.9) e
(4.10) devem ser satisfeitas.

O operador unitário méson-bárion é definido por

U(θ, θ′) = UM(θ)UB(θ
′), (5.1)

de forma que os operadores transformados sejam

Oα(θ, θ
′) = U−1(θ, θ′)Oα U(θ, θ′) . (5.2)

Usando a técnica das equações de movimento, o operadorOα em (5.2) resulta na expansão
em potências das funções de onda

Oα(θ, θ
′) =

∑

ij

O(i,j)(θ, θ′) , (5.3)

Onde i e j são relacionados às ordens do méson e do bárion, em potências das funções
de onda, respectivamente. Por exemplo, o operador O(2,1) é de segunda ordem na função
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de onda do méson e de primeira ordem na função de onda do bárion. Para obter os
operadores transformados, vamos usar θ = θ′ = −π/2. Nesse novo mapeamento, devemos
apresentar os operadores quark e antiquarks transformados, mantendo apenas os termos
mα e bα que são relevantes para nossos operadores ideais.

A partir de agora usaremos a notação q(a,b) na qual “a” representa os mésons e “b”
os bárions. Em ordem zero q

(0,0)
µ = qµ e q̄

(0,0)
ν = qν . Em primeira ordem temos

q(1,0)µ = q(1)µ ;

q̄(1,0)ν = q̄(1)ν ;

q(0,1)µ = q(1)µ . (5.4)

Os operadores de segunda ordem, como o q̄
(1,1)
ν , são obtidos pela simples substituição do

bárion transformado q
(1)
µ dado por (4.108) no méson transformado q̄

(1)
ν dado por (4.51),

resultando em

q̄ (1,1)
ν = −

√

3

2
Φµ′ν

α Ψ∗µ′µ2µ3

β b†β mαqµ3
qµ2

(5.5)

enquanto que q̄
(1,2)
ν pode ser obtido pela substituição do bárion transformado q

(2)
µ , obtido

em (4.110), no méson transformado q̄
(1)
ν de (4.51), resultando em

q̄ (1,2)
ν = −3

2
Φµ′ν

α Ψ∗µ′µ2µ3

β Ψµ1µ2µ3

γ b†β q
†
µ1
bγmα . (5.6)

Pelo mesmo procedimento, obtemos

q (2,1)
µ = −

√

3

8
Φµν′

α Φ∗µ′ν′

β Ψµ′µ2µ3

γ q†µ2
q†µ3

m†
βbγmα (5.7)

e

q(2,2)µ = −3

4
Φµν′

α Φ∗µ′ν′

β Ψµµ2µ3

γ Ψ∗µ1µ2µ3

δ b†δm
†
βbγmαqµ1

(5.8)

O Hamiltoniano transformado de Fock-Tani H descreve todos os posśıveis processos
f́ısicos envolvendo mésons, bárions e quarks, cuja estrutura geral é

H = Hq +Hm +Hb +Hmq +Hbq +Hmb, (5.9)

onde o primeiro termo envolve apenas operadores de quarks, o segundo e terceiro termos
envolvem apenas operadores de mésons e bárions ideais, o termo Hmq envolve operadores
de mésons e quarks, enquantoHbq envolve operadores de bárions e quarks, o último termo
Hmb representa a interação méson-bárion.

Na estrutra de H há termos de ordem mais alta, em função das funções de onda,
que fornecem correções do estado-fundamental em ordem mais baixa. As quantidades
básicas para essas correções são chamadas de kerneis de estados ligados e definidas como

∆M(ρτ ;λν) = Φρτ
α Φ∗λν

α ,

∆B(µ1µ2µ3; ν1ν2ν3) = Ψµ1µ2µ3

α Ψ∗ν1ν2ν3
α (5.10)
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Uma propriedade importande do kernel do estado fundamental é

∆M(µν; σρ)Φσρ
α = Φµν

α ,

∆B(µ1µ2µ3; ν1ν2ν3)Ψ
ν1ν2ν3
α = Ψµ1µ2µ3

α (5.11)

que está de acordo com a ortonormalização das funções de onda, dadas por

Φ∗µν
α Φµν

β = δαβ ; Ψ∗µ1µ2µ3

α Ψµ1µ2µ3

β = δαβ . (5.12)

O significado f́ısico das correções dos estados ligados é modificar a interação fundamental
dos quarks. Considere, por exemplo, o Hamiltoniano microscópico quark-antiquark da
equação (2.137)

H2q = T (µ) q†µqµ + T (ν) q̄†ν q̄ν + Vqq̄(µν; σρ)q
†
µq̄

†
ν q̄ρqσ

+
1

2
Vqq(µν; σρ)q

†
µq

†
νqρqσ +

1

2
Vq̄q̄(µν; σρ)q̄

†
µq̄

†
ν q̄ρq̄σ. (5.13)

Na presente formulação os únicos estados ligados são qq̄ para os mésons e o estado de três
quarks qqq para os bárions, o que implica que o termo Vqq̄ de (5.13) é responsável pela
ligação dos mésons enquanto que o termo Vqq é diretamente relacionado com o estado
ligado dos bárions.

A transformação do Hamiltoniano (5.13), H = U−1H2q U , é implementada pela trans-
formação dos operadores de quark e antiquark da equação (5.13), onde uma estrutura
similar a da equação (5.9) é obtida. No espaço livre, a função de onda Φ do méson da
equação (4.3) satisfaz a seguinte equação de Schrödinger

HM(µν; σρ)Φσρ
α = ǫM[α]Φ

µν
[α], (5.14)

onde HM(µν; σρ) é a matriz Hamiltoniana

HM(µν; σρ) = δµ[σ]δν[ρ] [T ([σ]) + T ([ρ])] + Vqq̄(µν; σρ),

ǫM[α] é a energia total do méson. Não há soma sobre ı́ndices repetidos dentro dos colchetes.
A equação de autovalores equivalentes para a função de onda Ψ do bárion é

HB(µν; σρ)Ψ
σρλ
α = ǫB[α]Ψ

µνλ
[α] , (5.15)

onde a matriz Hamiltoniana HB(µν; σρ) é dada por

HB(µν, σρ) = 3 [ δ[µ]σδνρ T ([µ]) + Vqq(µν; σρ) ] ,

ǫBα é a energia total do bárion.
Em ordem mais baixa, o Hamiltoniano efetivo de quark Hq tem a estrutura idêntica

do Hamiltoniano microscópico de quark, (5.13), exceto que os termos correspondentes as
interações quark-antiquark e quark-quark são modificados como mostraremos a seguir.

Coletando o termo

q† (0,0)µ q̄† (0,0)ν q̄(0,0)ρ q(0,0)σ
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com os termos apropriados da expansão das partes cinéticas de primeira ordem do méson

q† (1,0)µ q(0,0)µ ; q̄† (1,0)ν q̄(0,0)ν

combinados com

q† (1,0)µ q̄† (0,0)ν q̄(0,0)ρ q(0,0)σ

e seus hermitianos conjugados, juntamente com os termos de segunda ordem

q† (1,0)µ q(1,0)µ ; q̄† (1,0)ν q̄(1,0)ν ; q† (1,0)µ q̄† (0,0)ν q̄(0,0)ρ q(1,0)σ ,

obtemos o kernel do quark-antiquark dado por

Vqq̄ = [Vqq̄ −HM ∆M −∆M HM +∆M HM ∆M ] ,

onde Vqq̄ ≡ Vqq̄(µν; σρ) e a contração (nos ı́ndices de quark e antiquark)

HM ∆M ≡ HM(µν; τξ)∆M(τξ; σρ). (5.16)

No caso em que Φ é solução da equação (5.14), o novo termo de interação quark-antiquark
fica

Vqq̄(µν; σρ) = Vqq̄(µν; σρ)−
∑

α

ǫMα Φ∗µν
α Φσρ

α . (5.17)

O processo para a interação quark-quark na nova representação é análogo. Coletamos
os termos de ordem um da transformação de energia cinética do bárion

q† (0,0)µ q(0,1)µ ; q† (0,1)µ q(0,1)µ ,

e

q† (0,1)µ q† (0,0)ν q(0,0)ρ q(0,0)σ ; q† (0,1)µ q† (0,0)ν q(0,0)ρ q(0,1)σ ,

da transformação do potencial. Isso nos leva a nova interação quark-quark

Vqq =
1

2
Vqq(µν; σρ) q

†
µq

†
νqρqσ −

∑

α

ǫBα B
†
αBα . (5.18)

Os novos Vqq̄ e Vqq são potenciais fracos, modificados de forma que nenhum estado-ligado
seja formado. Esse resultado é exatamente o mesmo do método de quasipart́ıculas de
Weinberg [60], onde os estados ligados são descritos por part́ıculas ideais. Coletando
outro conjunto de termos, dentre o Hamiltoniano bárion-quark de Hbq em (5.9), um
termo único de separação de bárions aparece

Hb→qqq = V (µ1 µ2 µ3 ;α) q
†
µ1
q†µ2
q†µ3
bβ , (5.19)

onde

V (µ1 µ2 µ3 ;α) =
1√
6

[
HB(µ1µ2; σρ)Ψ

σρµ3

β −HB(µν; σρ)Ψ
σρτ3
β ∆B(µ1µ2µ3;µντ3)

]
.

Usando o fato de que Ψ é autovalor deHB, pode-se demonstrar que o kernel V (µ1 µ2 µ3 ;α) =
0 em (5.19), de forma que a quebra espontânea no espaço livre não é posśıvel. No setor
Hmq quark-méson da equação (5.9) um termo similar Hm→qq̄ aparece relacionado com a
quebra do méson. Novamente, se Φ é a solução da equação (5.14), Hm→qq̄ = 0, assegura
a estabilidade do méson contra a quebra espontânea.
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5.1 O Potencial Méson-Bárion

Nosso objetivo principal é a interação efetiva méson-bárionHmb composta pelos seguintes
termos

Hmb = T intra + V intra + V dir + V inter (5.20)

onde os termos V inter, V intra e V dir representam as trocas de glúons com troca quarks
(os dois primeiros) e sem troca de quarks (direto). As contribuições relevantes para os
termos com troca de glúons são dadas por Vqq e Vqq̄ da equação (5.13) e são combinações

das funções de onda até quarta ordem. É preciso transformar 1
2
q†µq

†
νqρqσ e q†µq̄

†
ν q̄ρqσ em

termos da estrutura do operador. Após realizar o ordenamento normal dos operadores
de quarks e antiquarks, os operadores ideais de cada termo m†

α b
†
β mγ bδ foram omitidos,

e as posśıveis combinações estão listadas a seguir. A primeira combinação posśıvel é

V1 + V ′
1 =

1

2

[
q† (1,0)µ q† (0,1)ν q(1,0)ρ q(0,1)σ + q† (0,1)µ q† (1,0)ν q(0,1)ρ q(1,0)σ

]

+
1

2

[
q† (1,0)µ q† (0,1)ν q(0,1)ρ q(1,0)σ + q† (0,1)µ q† (1,0)ν q(1,0)ρ q(0,1)σ

]
(5.21)

com

V1 = −3Φ∗µν2
α Ψ∗νµ2µ3

β Φρν2
γ Ψσµ2µ3

δ ; V ′
1 = +3Φ∗νν2

α Ψ∗µµ2µ3

β Φρν2
γ Ψσµ2µ3

δ (5.22)

onde V1 é o termo de troca de quarks, enquanto que V ′
1 é o termo direto de quarks.

A próxima contribuição é

V3 + V ′
3 =

1

2
q† (2,1)µ q† (0,0)ν q(0,0)ρ q(0,1)σ +

1

2
q† (0,1)µ q† (0,0)ν q(0,0)ρ q(2,1)σ (5.23)

com

V3 = −3Φ∗µν2
α Ψ∗µ1νµ3

β Φµ1ν2
γ Ψσρµ3

δ ; V ′
3 = −3Φ∗µ1ν1

α Ψ∗µνµ3

β Φσν1
γ Ψµ1ρµ3

δ (5.24)

Novamente, o termo V3 é o termo de troca de quarks, enquanto que V ′
3 representa o

termo de troca de glúon em um hádron.
A transformação do termo q†µq̄

†
ν q̄ρqσ tem como primeira possibilidade

V4 + V ′
4 = q† (0,1)µ q̄† (1,0)ν q̄(1,0)ρ q(0,1)σ (5.25)

com

V4 = −6Φ∗ν1ν
α Ψ∗µ1µµ3

β Φµ1ρ
γ Ψν1σµ3

δ ; V ′
4 = 3Φ∗µ1ν

α Ψ∗µµ2µ3

β Φµ1ρ
γ Ψσµ2µ3

δ (5.26)

onde V ′
4 é o termo direto de quark-antiquark enquanto que V4 é o termo de troca de

quarks.
E, finalmente

V2 + V ′
2 = q† (0,1)µ q̄† (1,1)ν q̄(0,0)ρ q(1,0)σ + q† (1,0)µ q̄† (0,0)ν q̄(1,1)ρ q(0,1)σ (5.27)
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com

V2 = −3Φ∗µν2
α Ψ∗µ1νµ3

β Φµ1ν2
γ Ψσρµ3

δ ; V ′
2 = −3Φ∗µ1ν1

α Ψ∗µνµ3

β Φσν1
γ Ψµ1ρµ3

δ (5.28)

onde V2 é o termo de troca de quarks e V ′
2 representa o termo de troca de glúon em um

hádron.
Assim, podemos escrever [61]

V inter = V inter(αβ; δγ)m†
α b

†
β mγ bδ (5.29)

Onde o kernel de (5.29) tem a seguinte forma

V inter(αβ; δγ) =
4∑

i=1

Vi(αβ; δγ) (5.30)

E cada termo de (5.30) é dado por

V1(αβ; δγ) = −3Vqq(µν; σρ) Φ
∗µν2
α Ψ∗νµ2µ3

β Φρν2
γ Ψσµ2µ3

δ

V2(αβ; δγ) = −3Vqq(µν; σρ) Φ
∗µ1ν
α Ψ∗µµ2µ3

β Φσρ
γ Ψµ1µ2µ3

δ

V3(αβ; δγ) = −3Vqq(µν; σρ) Φ
∗µν2
α Ψ∗µ1νµ3

β Φµ1ν2
γ Ψσρµ3

δ

V4(αβ; δγ) = −6Vqq(µν; σρ) Φ
∗ν1ν
α Ψ∗µ1µµ3

β Φµ1ρ
γ Ψν1σµ3

δ .

A representação das amplitudes de (5.30) pode ser vista na Figura 5.1.

A troca de glúon em um hádron aparece em V intra,

V intra = −
[

3HM (µν; σρ) Φ∗µ1ν
α Ψ∗µµ2µ3

β Φσρ
γ Ψµ1µ2µ3

δ +HB (µν; σρ) Φ∗µ1τ
α Ψ∗µνµ3

β Φµ3τ
γ Ψµ1σρ

δ

+HB (µν; σρ) Φ∗µτ
α Ψ∗µ1νµ3

β Φµ1τ
γ Ψσρµ3

δ −HB (µν; σρ) Φ∗µ1τ
α Ψ∗µνµ3

β Φρτ
γ Ψµ1σµ3

δ

]
m†

α b
†
β mγ bδ .

(5.31)

E o termo direto sem troca de quarks V dir

V dir =
[
3Vqq(µν; σρ)Φ

∗νν2
α Ψ∗µµ2µ3

β Φρν2
γ Ψσµ2µ3

δ + 3Vqq̄(µν; σρ)Φ
∗µ1ν
α Ψ∗µµ2µ3

β Φµ1ρ
γ Ψσµ2µ3

δ

]
m†

α b
†
β mγ bδ .

(5.32)

A parte cinética efetiva T intra é dada por

T intra =
[

δβδ Φ
∗µν
α HM (µν; σρ) Φσρ

γ + δαγ Ψ
∗µνµ3

β HB (µν; σρ) Ψσρµ3

δ

]

m†
α b

†
β mγ bδ .

(5.33)

Agora, considerando (5.14) e (5.15), os kerneis T intra e V intra se reduzem a

T intra + V intra =
(
ǫM[γ] + ǫB[δ]

)
N(αβ; γδ) , (5.34)
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V1 V2

V3 V4

Fig. 5.1: Diagramas de espalhamento V1, V2, V3 e V4 respectivamente

onde N(αβ; γδ) é dado por

N(αβ; γδ) = δβδ δαγ −NE(αβ; γδ) (5.35)

com NE(αβ; γδ) = 3Φ∗µτ
α Ψ∗µ1νµ3

β Φµ1τ
γ Ψµνµ3

δ . A interação efetiva méson-bárion (5.20)
torna-se,

Hmb = Vmb +
(
ǫM[γ] + ǫB[δ]

)
N (5.36)

onde Vmb = V dir + V inter.
Inspirados inicialmente nos trabalhos de Barnes e Swanson [18], [19], nossos cálculos

levavam em consideração apenas a parte de troca de quarks. Após algumas simulações
percebemos que, para interações de curto alcance, como a de nosso estudo, a aniquilação
deveria ser inclúıda.

Assim, a partir da equação (5.20), vemos que as contribuições relevantes para os ter-
mos de aniquilação são dadas por Vqq̄ da equação (5.13) e são combinações das funções de
onda até quarta ordem. Após transformar 1

2
q†µq

†
νqρqσ e q†µq̄

†
ν q̄ρqσ em termos da estrutura

do operador e realizar o ordenamento normal dos operadores de quarks e antiquarks,
obtivemos as posśıveis combinações [62]:
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V dir V 2 V 4

Fig. 5.2: Diagramas de aniquilação Vdirect, V2 e V4 respectivamente

Vdir1(αβ; δγ) = +3V Ann
qq (µν; σρ) Φ∗νν2

α Ψ∗µµ2µ3

β Φρν2
γ Ψσµ2µ3

δ

Vdirect(αβ; δγ) = −3V Ann
qq (µν; σρ) Φ∗ν1ν

α Ψ∗µµ2µ3

β Φν1ρ
γ Ψσµ2µ3

δ

V2(αβ; δγ) = −3V Ann
qq (µν; σρ) Φ∗µ1ν

α Ψ∗µµ2µ3

β Φσρ
γ Ψµ1µ2µ3

δ

V4(αβ; δγ) = −6V Ann
qq (µν; σρ) Φ∗ν1ν

α Ψ∗µ1µµ3

β Φµ1ρ
γ Ψν1σµ3

δ . (5.37)

Ao analisar as equações de aniquilação acima, vimos que a parte de cor do termo
Vdir1 é nula, utilizaremos portanto apenas as demais equações, cuja representação das
amplitudes de aniquilação pode ser vista na figura 5.2.

Dessa forma, a interação microscópica de nosso estudo resulta em dois potenciais de
interação: espalhamento e aniquilação. O potencial quark-quark é definido por

Vqq =
∑

aij

[

V hyper
ij + V conf

ij

]

(T a
i · T a

j ) (5.38)

E o potencial entre um quark e um antiquark é dado por

Vqq̄ =
∑

aij

[

V hyper
ij + V conf

ij

]

(T a
i · T̂ a

j ) ; V qq̄ =
∑

aij

[

V ann
ij + V conf

ij

]

(T a
i T̂ a

j )

(5.39)

onde T a ≡ λa/2 é a matriz de cor para quarks e T a ≡ −(λT )a/2 é a matriz de antiquarks.

V hyper
ij =

αs

rij
− 8αs

3
√
πmimj

a3ss e
−a2ss r2ij(~Si · ~Sj) ; V conf

ij = − 3

4
b rij

V ann
ij =

[

−4αs

rij
+

4παs

mimj

δ(~rij)

]

~Sc †
i · ~Sc

j . (5.40)

O potencial de aniquilação V ann
ij é a parte inédita do nosso estudo e os detalhes de sua

obtenção estão no Apêndice A. A interação hiperfina V hyper
ij contém os termos de cor de

Coulomb e o Spin-Spin com um fator gaussiano parametrizado por ass. Os operadores
de spin são definidos como ~Sij = χ†

si
~σ/2χsj onde ~Sc

ij = χc†
si
~σ/2χsj ; χs é o spinor de

Pauli e χc
s = σ1 χs .
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A troca de um méson é a parte de longo alcance da interação e será descrita pelo
potencial microscópico de Yukawa tanto para quark-quark quanto para quark-antiquark
[63]-[65]

Vij =
g2mq

3

e−µ rij

rij
. (5.41)

Esse potencial possui ainda um acoplamento méson quark g2mq e um fator global δµσ δνρ

que substitui o fator de cor do glúon ~Ti · ~Tj.



Capı́tulo 6
O Sistema Káon-Núcleon

Neste caṕıtulo vamos apresentar a outra parte inédita do nosso trabalho: utilizando
como descrição microscópica o potencial de interação entre quarks e antiquarks obtido
em caṕıtulos anteriores, ele será introduzido no Hamiltoniano de Fock-Tani obtido no
Caṕıtulo 5, deduzido a partir da nova transformação de Fock-Tani composta para um sis-
tema méson-bárion. Como aplicação espećıfica será considerado o sistema káon-núcleon
(KN), calculando seção de choque total do espalhamento e comparando com dados ex-
perimentais. Em particular estudaremos os seguintes processos

K− + p → K− + p ; K̄0 + n

→ π− + Σ+ ; π+ + Σ− ; π0 + Σ0

→ π0 + Λ ; π0 + Λ(1405)

→ K0 + Ξ0 ; K+ + Ξ− ; K+ + Ξ−(1700)

→ K0(890) + Ξ0 ; K0 + Ξ0(1700)

→ η + Λ (6.1)

Fazendo uma conexão com a discussão desenvolvida no Caṕıtulo 3, podemos considerar
o espalhamento genérico de duas part́ıculas como sendo descrito seguinte processo

γ + δ → α + β. (6.2)

A amplitude de espalhamento exata para esse processo é dada pelos elementos da matriz-
T na representação Fock-Tani [53],

Tfi(z) = ( f |TFT (z)|i ) , (6.3)

onde

|f ) = |αβ ) = m†
αb

†
β|0 ) ; |i ) = |γδ ) = m†

γb
†
δ|0 ) (6.4)

são, respectivamente, os estados assintóticos final e inicial, que são auto-estados de T
(0)
m , e

TFT (z) é o operador de transição na representação de Fock-Tani. Como visto no Caṕıtulo
3, este operador satisfaz uma equação do tipo Lippmann-Schwinger,

TFT (z) = VFT + VFT G0(z)TFT (z) , (6.5)
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onde VFT é o termo de interação do Hamiltoniano de Fock-Tani e G0(z) é o propagador
livre do méson e do bárion, dado por,

G0(z) = (z − T (0))
−1
. (6.6)

onde T (0) corresponde ao termo de part́ıcula única do Hamiltoniano transformado,

T (0) =
∑

µ

T (µ)q†µqµ +
∑

ν

T (ν)q̄†ν q̄ν +
∑

αβ

T (α; β)m†
αmβ +

∑

αβ

T (α; β)b†αbβ . (6.7)

Conhecendo o potencial VFT , em prinćıpio usando a equação (6.5) determina-se a matriz-
T . Como foi comentado no Caṕıtulo 3, este é um problema delicado, pois esta é uma
equação integral, que pode ser escrita numa forma alternativa

TFT =
[
1− VFT G

+
0 (E)

]−1
VFT , (6.8)

evidenciando um pólo no denominador, durante a integração complexa. Na aproximação
de Born de primeira ordem este problema é evitado, porém surge a dúvida quanto a
posśıvel invalidade da própria aproximação. Portanto, é necessário verificar se esta apro-
ximação está correta. No nosso estudo encontraremos processos em canais elásticos e
inelásticos. O procedimento que iremos adotar é o de comparar a seção de choque total
elástica resolvendo o problema completo com a da aproximação de Born. Vamos mostrar
detalhes deste procedimento na próxima seção.

6.1 Validade da Aproximação de Born

Nesta seção vamos estudar validade da aproximação de Born. O elemento da matriz-T,
na representação Fock-Tani, em primeira ordem na aproximação de Born, é dado por:

Tfi = Vmb(αβ; γδ) ≡ (αβ|Vmb|γδ ) . (6.9)

Devido à invariância translacional do nosso potencial é posśıvel escrever Vmb na forma

Vmb(αβ; δγ) = δ(Pf − Pi)hfi , (6.10)

através da qual, podemos obter a equação (3.78)

σ(s) = 32π5 µAB µCD
|~p ′|
| ~p |

∫ +1

−1

dz |hfi|2 (6.11)

onde µAB = EAEB(EA + EB)
−1, |~p ′| = p′(s), | ~p | = p(s), definido em (3.68)-(3.69)

e hfi = hfi(s, z). Estas equações constituem a essência do cálculo que pretendemos
realizar, tanto para os canais elásticos quanto para inelásticos. Em resumo o modelo de
quarks microscópico tem duas partes (1) parte de troca de um glúon (OGEP) e (2) troca
de um méson sigma acoplado aos quarks (“Quark Meson Coupling”)

As contribuições dos termos do potencial de troca de um glúon são :
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1. Spin-spin

2. Coulomb

3. Confinamento

4. Aniquilação spin-spin

5. Aniquilação coulomb spin

Onde os termos (1)-(3) contribuem em interações quark-quark e quark-antiquark
sem aniquilação e os termos (3)-(6) contribuem para as interações de aniquilação. Para
o presente estudo utilizamos interações de contato.

Para testar a validade das equações (6.9)-(6.11), vamos comparar com o resultado
exato obtido usando o código “LIPS” cedido pelo prof. Lauro Tomio (IFT-UNESP) que
resolve a equação de Lippmann-Schwinger para canais elásticos. O código é baseado num
método apresentado na referência [51] e será brevemente revisado a seguir.

De acordo com esta referência, o esquema geral para se construir uma classe de
equações auxiliares não-singulares começa introduzindo um função de subtração γ(k, q),
bem comportada na variável q e parametricamente dependente de um certo ponto k ≥ 0
de subtração, satisfazendo a restrição γ(k, k) = 1. Assim a matriz-T, da equação (3.29),
pode ser reescrita da seguinte forma (como é demonstrado em detalhe em [51]):

Ts(q, q
′) = V (q, q′) + V (q, k)

2

π

∫
dp p2

s− p2
γ(k, p)Ts(p, q

′) +

∫

dpAs(q, p; k)Ts(p, q
′) ,

(6.12)

onde

As(q, p; k) =
2

π
p2 [V (q, p)− V (q, k)γ(k, p) ]

1

s− p2
. (6.13)

Devido à restrição γ(k, k) = 1, o kernel As(q, p; k) não é singular no ponto p = k se
s = k2. O código do prof. Tomio integra a equação (6.12) usando esta estratégia e
calcula o deslocamento de fase δl, usando (3.58), ou seja, a equação

tan δl =
T I
l

TR
l

(6.14)

e depois a seção de choque elástica total da l−ésima onda parcial, usando (3.50), ou seja,

σel
l =

4π

k2
(2l + 1) sen2δl . (6.15)

Nós modificamos o código em dois lugares:

1. escrevemos uma subrotina introduzindo o potencial de Fock-Tani para o sistema
KN ;

2. introduzimos uma soma em l, sobre as ondas parciais, isto é, σel =
∑

l σ
el
l .
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PK (GeV) σel
0 σel

1 σel
2 σel

3 σel

0.225 48.80603 2.00495 0.02859 0.00023 50.83981
0.280 40.09406 2.94966 0.08950 0.00157 43.13479
0.335 32.20198 3.62862 0.19388 0.00624 36.03072
0.390 25.39086 3.96243 0.32764 0.01705 29.69797
0.445 19.69254 3.98165 0.46539 0.03574 24.17532
0.500 15.03529 3.76800 0.58342 0.06167 19.44837

Tab. 6.1: Seções de choque elásticas parciais σel
l , com l variando de 0 a 3, e a total σel

da interação K− + p→ K− + p, em unidades de mb.

Na tabela 6.1 podem ser vistos as contribuições das ondas parciais calculadas pelo
“LIPS” para K−+p→ K−+p. A seção de choque, medida em milibarns (mb), é função
do momento do Káon incidente no referencial do laboratório em unidades de GeV. Esta
tabela evidencia a rápida convergência da soma em l, mostrando que as ondas parciais
mais baixas são dominantes. Na figura 6.1 realizamos a comparação entre o cálculo
completo usando o “LIPS” e o nosso cálculo na aproximação de Born. Verificamos,
portanto, a validade desta aproximação.

6.2 A seção de choque

O cálculo da seção de choque total σ(s) dada pela equação (3.78) será obtido nume-
ricamente, realizando a integral na variável z e depois variando a energia s. Na f́ısica
hadrônica, αs é uma quantidade efetiva e normalmente é tomado como um parâmetro
a ser ajustado. Outros parâmetros livres estão relacionados com as funções de onda
do méson e do bárion. Para o méson, o parâmetro β define a largura da gaussiana
(C.2). No caso do bárion, na função de onda (C.22) há dois parâmetros αλ e αρ, ou
equivalentemente αλ e x = αρ/αλ.

Na tabela 6.2 estão listadas as massas das part́ıculas envolvidas no estudo que vão ser
consideradas fixas. As funções de onda do méson dependem de dois outros parâmetros
adimensionais m1 e m2, definidos na equação (C.3). Estes números estão associados às
massas dos quarks no méson. De forma similar a função de onda do bárion tem dois
parâmetros adimensionais M1 e M2, definidos na equação (C.9).

O valores assumidos por m1, m2, M1 e M2 são fixos e estão listados na tabela (6.3).
Os valores de ωi dependem da respectiva reação e os posśıveis valores estão apresentados
nas tabelas (6.4) e (6.5).

A parte de sabor do méson η é dada por

|η〉 = c1

(

|uū〉+ |dd̄〉
)

+ c2 |ss̄〉 (6.16)
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Fig. 6.1: Seção de choque da interação K− + p → K− + p comparada com os dados
experimentais [66]. As barras (preta) correspondem aos dados experimentais,
a curva com ćırculos (azul) representa o cálculo com o programa ’LIPS’ e
a curva com quadrados (vermelho) representa a Aproximação de Born da
Matriz-T.

com

c1 =
cos θP√

6
− sin θP√

3
; c2 =

cos θP√
3

−
√

2

3
sin θP

onde θP é o ângulo de mistura pseudoescalar variando entre –10o e –20o.
A simulação da “Lattice QCD” reproduziu com êxito as massas do η e do η′ , com

um ângulo de mistura de −14.1o [67]. Um excelente ajuste para a largura do decaimento
do méson é obtido assumindo a simetria SU(3) com θP = –17.3o [68]. No nosso cálculo,
adotaremos θP = –17.3o, resultando em c1 = 0.561469 em c2 = −0.607869 .

Após comprovarmos a validade da nossa aproximação, utilizamos o espalhamento
elástico K− + p→ K− + p para ajustar os nossos parâmetros, fixando

αλ = 0.4GeV ; x = 0.58 ; β = 0.3GeV ; αs = 0.4 ; gmq = 0.9.
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ms mu,d mnucleon mk−,k+ mk̄0,k0 mk0∗ mπ0 mπ−,π+ mη

0.550 0.33 0.938 0.493 0.497 0.892 0.135 0.139 0.548

mΣ+ mΣ0 mΣ− mΛ mΛ(1405) mΞ0 mΞ− mΞ0(1700) mΞ−(1700)

1.189 1.192 1.197 1.115 1.406 1.314 1.321 1.690 1.691

Tab. 6.2: Massas em (GeV)

Kaon Nucleon Mesonfinal Barionfinal

m1 0.846 * 1. *
m2 1.153 * 1. *
M1 * 1

3
* 0.297

M2 * 1
3

* 0.405

Tab. 6.3: Parâmetros das funções de onda
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ω1 ω2 ω3 ω4 ω dir ω2 ω4

Spin-spin 0 0 0 0
K− + p→ K− + p Coulomb 0 0 0 0

Confinement 0 0 0 0
Annihilation −4

9
0 0

Spin-spin 0 0 0 0
K− + p→ K̄0 + n Coulomb 0 0 0 0

Confinement 0 0 0 0
Annihilation −2

9
0 0

Spin-spin −1
6

−1
6

−1
9

−1
9

K− + p→ π− + Σ+ Coulomb −2
9

2
9

2
9

−2
9

Confinement −2
9

2
9

2
9

−2
9

Annihilation 0 0 13
27

Spin-spin 0 0 0 0
K− + p→ π+ + Σ− Coulomb 0 0 0 0

Confinement 0 0 0 0
Annihilation 0 0 - 1

27

Spin-spin 7
72

7
72

11
216

11
216

K− + p→ π0 + Σ0 Coulomb 7
54

- 7
54

- 7
54

7
54

Confinement 7
54

- 7
54

- 7
54

7
54

Annihilation 0 0 -13
54

Spin-spin − 1
4
√
3

− 1
4
√
3

0 0

K− + p→ π0 + Λ Coulomb − 1
3
√
3

1
3
√
3

1
3
√
3

− 1
3
√
3

Confinement − 1
3
√
3

1
3
√
3

1
3
√
3

− 1
3
√
3

Annihilation 0 0 2
9
√
3

Spin-spin 0 0 0 0
K− + p→ K0 + Ξ0 Coulomb 0 0 0 0

Confinement 0 0 0 0
Annihilation 0 0 1

27

Spin-spin 0 0 0 0
K− + p→ K+ + Ξ− Coulomb 0 0 0 0

Confinement 0 0 0 0
Annihilation 0 0 − 2

27

Spin-spin 1
2
√
6

1
2
√
6

0 0

K− + p→ η + Λ Coulomb
√

2
27

-
√

2
27

-
√

2
27

√
2
27

Para esse processo ωi de η deve ser multiplicado pelo fator de mistura c1; Confinement
√

2
27

−
√

2
27

-
√

2
27

√
2
27

a parte de aniquilação ω dir deve ser multiplicada por c2 e ω4 por c1. Annihilation −
√

2
27

0
√

2
27

Tab. 6.4: Parâmetros spin-sabor-cor pra troca de um glúon; todos ω dir
i = 0 .
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ωdir
1 ωdir

2 ω1 ω2 ω3 ω4 ω dir ω2 ω4

K− + p→ K− + p 1 1 0 0 0 0 1
9

0 0

K− + p→ K̄0 + n 0 0 0 0 0 0 1
18

0 0

K− + p→ π− + Σ+ 0 0 − 1
18

− 1
18

−1
9

−1
9

0 0 13
54

K− + p→ π+ + Σ− 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1
54

K− + p→ π0 + Σ0 0 0 7
216

7
216

7
108

7
108

0 0 − 13
108

K− + p→ π0 + Λ 0 0 − 1
12

√
3

− 1
12

√
3

− 1
6
√
3

− 1
6
√
3

0 0 1
9
√
3

K− + p→ K0 + Ξ0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
54

K− + p→ K+ + Ξ− 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1
27

K− + p→ η + Λ 0 0 1
6
√
6

1
6
√
6

1
3
√
6

1
3
√
6

1
6
√
6

0 1
3
√
6

Para esse processo ωi de η deve ser multiplicado pelo fator de mistura c1;
a parte de aniquilação ω dir deve ser multiplicada por c2 e ω4 por c1.

Tab. 6.5: Parâmetros spin-sabor-cor para troca de um méson.
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6.3 Modelo de Canal Acoplado do JPAC (Jefferson

Lab)

Nesta seção vamos resumir o modelo de canais acoplados estudado pelo Joint Physics
Analysis Center (JPAC) do Jefferson Lab da referência [69]. Entre os canais estudados
estão

K− + p → K− + p

→ K̄0 + n

→ π− + Σ+

→ π+ + Σ−

→ π0 + Σ0

→ π0 + Λ

A seção de choque diferencial para os processos relacionados aos estados de méson-bárion
com S = −1 é dada por [70]

dσ

dΩ
(s, θ) =

1

q2
[
|f(s, θ)|2 + |g(s, θ)|2

]
, (6.17)

onde q é a magnitude do momento no referencial do centro de massa e θ é o ângulo de
espalhamento. As amplitudes f(s, θ) e g(s, θ) correpondem às contribuição com flip e
sem flip de spin, respectivamente. Estas amplitudes estão relacionadas às amplitudes de
canal-s de isospin I = 0 e I = 1 pela relação geral

f(s, θ) = α0 f 0
kj(s, θ) + α1 f 1

kj(s, θ),

g(s, θ) = α0 g0kj(s, θ) + α1 g1kj(s, θ), (6.18)

onde f I
kj(s, θ) e g

I
kj(s, θ) são as amplitudes de isospin. Aqui α0 e α1 são os coeficientes

de Clebsch-Gordan para isospin zero e um correspondente. O rótulo kj indica o estado
inicial (k) e final (j), respectivamente. Em especial temos

fK−p→K−p =
1

2
f 1
K̄N→K̄N +

1

2
f 0
K̄N→K̄N ,

fK−p→K̄0n =
1

2
f 1
K̄N→K̄N − 1

2
f 0
K̄N→K̄N ,

fK−p→π−Σ+

=−1

2
f 1
K̄N→πΣ − 1√

6
f 0
K̄N→πΣ,

fK−p→π+Σ−

=
1

2
f 1
K̄N→πΣ − 1√

6
f 0
K̄N→πΣ,

fK−p→π0Σ0

=
1√
6
f 0
K̄N→πΣ,

fK−p→π0Λ =
1√
2
f 1
K̄N→πΛ, (6.19)
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e de forma similar para g(s, θ). A expansão em ondas parciais das amplitudes de isospin
é dada por

f I
kj(s, θ) =

∞∑

ℓ=0

[

(ℓ+ 1)RI,kj
ℓ+ (s) + ℓRI,kj

ℓ− (s)
]

Pℓ (θ) ,

gIkj(s, θ) =
∞∑

ℓ=1

[

RI,kj
ℓ+ (s)−RI,kj

ℓ− (s)
]

P 1
ℓ (θ) , (6.20)

onde Pℓ (θ) é o polinômio de Legendre e P 1
ℓ (θ) = sin θdPℓ (θ) /d cos θ. As ondas parciais

RI,kj
ℓτ (s) (τ = ±) são consideradas como elementos kj da matriz Rℓ(s) do espaço de

canais definida na equação (6.22) a seguir.
Num dado canal méson-bárion ℓ é o rótulo do momento angular relativo e o momento

angular total é dado por J = ℓ + τ/2. O momento angular orbital ℓ coincide com o
momento angular orbital do estado inicial K̄N em RI,kj

ℓτ (s), mas não necessariamente o
momento angular orbital dos outros estados posśıveis. Por exemplo, para a onda parcial
com I = 1, ℓ = 0 é posśıvel ter K̄∆(1232) num estado de onda D (L = 2). Em termos
de ondas parciais a seção de choque total é dada por

σ(s) =
4π

q2

∞∑

ℓ=0

[
(ℓ+ 1)|Rℓ+(s)|2 + ℓ |Rℓ−(s)|2

]
, (6.21)

onde Rℓτ (s) = α0R0,kj
ℓτ (s) + α1R1,kj

ℓτ (s).
Para uma dada onda parcial podemos escrever a amplitude da matriz de espalhamento

no espaço de canais

Sℓ = I+ 2iRℓ(s) = I+ 2i [Cℓ(s)]
1/2 Tℓ(s) [Cℓ(s)]

1/2 , (6.22)

onde I é a matriz identidade, Cℓ(s) é a matriz diagonal para o espaço de fase e Tℓ(s) é a
matriz da amplitude da onda parcial anaĺıtica. Escrevemos Tℓ(s) em termos da matriz
K o que garante a unitariedade [71]

Tℓ(s) =
[
K(s)−1 − iρ(s, ℓ)

]−1
. (6.23)

Para um s real, K(s) é uma matriz real simétrica e ρ(s, ℓ) é uma matriz diagonal que
pode ser escrita como uma integral dispersiva sobre a matriz Cℓ(s) do espaço de fase,
chamada de representação de Chew-Mandelstam,

iρ(s, ℓ) =
s− sk
π

∫ ∞

sk

Cℓ(s
′)

s′ − s

ds′

s′ − sk
. (6.24)

Aqui sk é a energia de limiar do centro de massa ao quadrado do k-ésimo canal e definimos

Cℓ(s) =
qk(s)

q0

[
r2q2k(s)

1 + r2q2k(s)

]ℓ

. (6.25)
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O primeiro fator do lado direito da equação (6.25) está relacionado com o momento
de breakup próximo ao limiar. Para um par de méson-bárion com massas m1 e m2

respectivamente, sk = (m1 +m2)
2, e

qk(s) =

√

(s− (m1 +m2)2)(s− (m1 −m2)2)

2
√
s

≃
√
m1m2

(m1 +m2)

√
s− sk , (6.26)

onde o parâmetro de alcance efetivo é tomado r = 1 fm e o fator de normalização q0 = 2
GeV para o momento na região da ressonância. A integral (6.24) resulta

iρ(s, ℓ) =
1

q0r

[

−a
ℓ+1/2
k (s− sk)

ℓ
√
sk − s

[1 + ak (s− sk)]
ℓ

+
Γ(ℓ+ 1

2
)√

πΓ(ℓ+ 1)

([

1 + ak(s− sk)
]

2F1

[

1, ℓ+
1

2
,−1

2
,

1

ak(sk − s)

]

−
[

3 + 2ℓ+ ak(s− sk)
]

2F1

[

1, ℓ+
1

2
,
1

2
,

1

ak(sk − s)

])]

, (6.27)

onde ak = m1m2r
2/(m1 +m2)

2.

6.4 Resultados

Nas figuras (6.2)-(6.7) estão os resultados do nosso estudo juntamente com dados ex-
perimentais do CERN-HERA [72] e com os resultados obtidos pelo estudo de canais
acoplados do JLab [69] para os processos

K− + p → K− + p ; K̄0 + n

→ π− + Σ+ ; π+ + Σ− ; π0 + Σ0

→ π0 + Λ ; π0 + Λ(1405)

→ K0 + Ξ0 ; K+ + Ξ− ; K+ + Ξ−(1700)

→ K0(890) + Ξ0 ; K0 + Ξ0(1700)

→ η + Λ. (6.28)

É posśıvel ver que a aproximação de Born para o potencial de Fock-Tani, aplicado
ao sistema Káon-Núcleon, evita os polos de ressonânica e mantem-se válida para os
processos elásticos e inelásticos.
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Fig. 6.2: Seção de choque das interaçõesK−+p→ K−+p (superior) eK−+p→ K̄0+n
(inferior). As barras pretas correspondem aos dados experimentais do Cern-
Hera, as barras verdes correspondem aos dados experimentais de Mast. et al,
a curva vermelha corresponde ao estudo JLab e as curvas em azul representam
o nosso estudo.
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Fig. 6.3: Seção de choque das interações K−+p→ π−+Σ+ (superior-esquerda), K−+
p → π+ + Σ− (superior-direita) e K− + p → π0 + Σ0 (inferior). As barras
pretas correspondem aos dados experimentais do Cern-Hera, a curva vermelha
corresponde ao estudo JLab e as curvas em azul representam o nosso estudo.
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Fig. 6.4: Seção de choque das interações K−+ p→ π0+Λ (superior) e K−+ p→ π0 +
Λ(1405) (inferior). As barras pretas correspondem aos dados experimentais
do Cern-Hera, a curva vermelha corresponde ao estudo JLab e as curvas em
azul representam o nosso estudo.
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Fig. 6.5: Seção de choque das interações K−+ p→ K0+Ξ0 (superior-esquerda), K−+
p → K0(890) + Ξ− (superior-direita) e K− + p → K0 + Ξ0(1700) (inferior).
As barras pretas correspondem aos dados experimentais do Cern-Hera e as
curvas em azul representam o nosso estudo.
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Fig. 6.6: Seção de choque das interaçõesK−+p→ K++Ξ− (superior) eK−+p→ K++
Ξ−(1700) (inferior). As barras pretas correspondem aos dados experimentais
do Cern-Hera e as curvas em azul representam o nosso estudo.
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0 1 2 3 4 5
P

k   
(GeV)

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

σ 
  
(m

b
)

K
 _  

 +  P → Λ + η

Fig. 6.7: Seção de choque das interaçõesK−+p→ η+Λ. As barras pretas correspondem
aos dados experimentais do Cern-Hera e as curvas em azul representam o nosso
estudo.



Capı́tulo 7
Conclusões

O objetivo deste tese foi generalizar a transformação unitária que define o formalismo
de Fock-Tani. Originalmente este formalismo foi deduzido para sistemas que tinham a
interação méson-méson ou bárion-bárion. Havia uma lacuna neste estudo que consistia
na representação, dentro do formalismo, da transformação que misturava bósons com
férmions, ou seja, a interação méson-bárion para a f́ısica hadrônica. Descobrimos que
era necessário escrever uma transformação dupla, que consistia em obter as equações de
movimento para os mésons e depois transformar estas equações usando a transformação
para o bárion. Isto implicava em obter equações de movimento mistas do tipo méson-
bárion.

Estudamos, como exemplo, o complexo sistema do káon-núcleon, onde inclúımos no
modelo de quarks microscópico os termos de interação quark-quark, quark-antiquark e
as respectivas contribuições de aniquilação, listados a seguir:

Vqq ou qq̄ =
∑

aij

[

V hyper
ij + V conf

ij

]

(T a
i · T a

j ) (7.1)

V qq̄ =
∑

aij

[

V ann
ij + V conf

ij

]

(T a
i T̂ a

j ) (7.2)

onde T a ≡ λa/2 é a matriz de cor para quarks, T a ≡ −(λT )a/2 é a matriz de antiquarks
e

V hyper
ij =

αs

rij
− 8αs

3
√
πmimj

a3ss e
−a2ss r2ij(~Si · ~Sj) ; V conf

ij = − 3

4
b rij

V ann
ij =

[

−4αs

rij
+

4παs

mimj

δ(~rij)

]

~Sc †
i · ~Sc

j . (7.3)

Para calcularmos as seções de choque total, utilizamos a amplitude de espalhamento
dada pela matriz-T, que satisfaz uma equação do tipo Lippmannn-Schwinger, na repre-
sentação de Fock-Tani

TFT (z) = VFT + VFTG0(z)TFT (z). (7.4)



Caṕıtulo 7. Conclusões 84

Porém a utilização da Matriz-T nessa forma nos levaria à um polo no denominador, o
qual poderia ser evitado utilizando-se a Aproximação de Born em primeira ordem. Para
ratificar essa aproximação, utilizamos o canal elástico K− + p→ K− + p e comparamos
os resultados da Matriz-T completa e da aproximação de Born, obtendo um resultado
favorável, validando assim nossa teoria (figura 6.1).

Nosso modelo de quarks microscópico é dividido em duas partes: (1) troca de um
glúon (OGEP) e (2) troca de um méson sigma acoplado aos quarks. Pudemos identificar
então os termos de OGEP que contribuem para o presente estudo:

1. Spin-spin

2. Coulomb

3. Confinamento

4. Aniquilação spin-spin

5. Aniquilação coulomb spin

As análises das nossas curvas teóricas em comparação com os dados experimentais
do CERN-HERA e com o modelo do JLab, foram satisfatórias e comprovaram que os
termos de aniquilação, juntamente com a aproximação de Born em primeira ordem da
Matriz-T, modelam de forma eficaz as seções de choque dos processos Káon-Núcleon,
tanto elásticos quanto inelásticos.

Para o futuro, alguns ajustes precisam ser feitos para contornar o problema das
ressonâncias que dominam os espalhamentos KN , em especial o Λ(1405), em energias
maiores que 300 MeV, e que tem intrigado teóricos há décadas. A proximidade de sua
massa nominal [73] com a massa de limiar da interação K̄N (aproximadamente 1435
MeV) permite pressupor que essa ressonância é, na verdade, um estado quasi-ligado e
não um estado de três quarks como se supunha [74]. Investigações posteriores [75]-[78]
apoiaram a existência de dois polos na região de energia da ressonância Λ(1405).



Apêndice A
Termos de Aniquilação

No Caṕıtulo 2 mostramos os termos de corrente quark-quark e antiquark-antiquark.
Vamos agora calcular os termos de corrente de aniquilação . Para simplificar a notação
utilizaremos apenas o ı́ndice de spin. Como visto na eq. 2.113, temos

Jµ
s1s2

(~p1, ~p2)Dµν(~q) J
ν
s3s4

(~p3, ~p4) = J0
s1s2

(~p1, ~p2)D00(~q) J
0
s3s4

(~p3, ~p4)

+J0
s1s2

(~p1, ~p2)D0j(~q) J
j
s3s4

(~p3, ~p4)

+J i
s1s2

(~p1, ~p2)Di0(~q) J
0
s3s4

(~p3, ~p4)

+J i
s1s2

(~p1, ~p2)Dij(~q) J
j
s3s4

(~p3, ~p4) (A.1)

onde as possibilidades para Jµ são

Jµ = u†I(
~p)γ0Γµ vI′(~p

′) ou Jµ = v†I(
~p)γ0Γµ uI′(~p

′) (A.2)

com Γ0 = γ0 ; Γi = γi e cujos espinores são

us(~p) =





f(~p)χs

g(~p)~σ · ~p χs



 vs(~p) =





g(~p)~σ · ~p χc
s

f(~p)χc
s



 (A.3)

onde

f(~p) =

√

Ep +m

2Ep

; g(~p) =
1

Ep +m

√

Ep +m

2Ep

Ep =
√

p2 +m2

χ1 = χc
2 =

(
1
0

)

; χ2 = χc
1 =

(
0
1

)

A fim de simplicar, vamos definir

f1 = f(~p1) ; g1 = g(~p1) ; etc... (A.4)

Estudando os casos:
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1. u†s1(~p1) ∗ vs2(~p2)

J0
s1s2

(~p1, ~p2) = u†s1(~p1)γ
0γ0 vs2(~p2) =

(
f1χ

†
s1

g1χ
†
s1
~σ · ~p1

)





g2 ~σ · ~p2 χc
s2

f2 χ
c
s2





= f1g2χ
†
s1
(~σ · ~p2)χc

s2
+ g1f2χ

†
s1
(~σ · ~p1)χc†

s2
(A.5)

J i
s1s2

(~p1, ~p2) = u†s1(~p1)γ
0γi vs2(~p2) = u†s1(~p1)α

i vs2(~p2)

=
(
f1χ

†
s1

g1χ
†
s1
~σ · ~p1

)
(
0 σi

σi 0

)




g2 ~σ · ~p2 χc
s2

f2 χ
c
s2





=
(
f1χ

†
s1

g1χ
†
s1
~σ · ~p1

)
(

f2 σ
iχc

s2

g2 σ
i (~σ · ~p2)χc

s2

)

= f1f2χ
†
s1
σi χc

s2
+ g1g2χ

†
s1
(~σ · ~p1) σi (~σ · ~p2)χc

s2
(A.6)

2. v†s1(~p1) ∗ us2(~p2)

J0
s1s2

(~p1, ~p2) = v†s1(~p1)γ
0γ0 us2(~p2) =

(
g1χ

c†
s1
~σ · ~p1 f1χ

c†
s1

)





f2χs2

g2 ~σ · ~p2 χs2





= g1f2χ
c†
s1
(~σ · ~p1)χ†

s2
+ f1g2χ

c†
s1
(~σ · ~p2)χc

s2
(A.7)

J i
s1s2

(~p1, ~p2) = v†s1(~p1)γ
0γi us2(~p2) = v†s1(~p1)α

i us2(~p2)

=
(
g1χ

c†
s1
~σ · ~p1 f1χ

c†
s1

)
(
0 σi

σi 0

)




f2χs2

g2 ~σ · ~p2 χs2





=
(
g1χ

c†
s1
~σ · ~p1 f1χ

c†
s1

)





g2 σ
i (~σ · ~p2)χs2

f2 σ
i χs2





= g1g2χ
c†
s1
(~σ · ~p1) σi (~σ · ~p2)χs2 + f1f2χ

c†
s1
σiχs2 (A.8)

Sabendo que

σiσj = δij + i ǫijkσk = δij + i
∑

k

ǫijkσk

σ̂ij = χ†
si
~σ χc

sj

σ̂c
ij = χc†

si
~σ χsj
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Obtemos

σi (~σ · ~p) =
∑

j

σiσjpj =
∑

j

[

δij + i
∑

k

ǫijkσk

]

pj = pi − i (~σ × ~p)i

(~σ · ~p′) σi (~σ · ~p) = (~σ · ~p′)(pi − i (~σ × ~p)i) = (~σ · ~p′) pi − i(~σ · ~p′) (~σ × ~p)i

Assim, podemos reescrever A.5 e A.6

J0
s1s2

(~p1, ~p2) = f1g2χ
†
s1
(~σ · ~p2)χc

s2
+ g1f2χ

†
s1
(~σ · ~p1)χc†

s2

= f1g2(σ̂12 · ~p2) + g1f2(σ̂12 · ~p1) (A.9)

J i
s1s2

(~p1, ~p2) = f1f2χ
†
s1
σi χc

s2
+ g1g2χ

†
s1
(~σ · ~p1) pi2χc

s2
− ig1g2χ

†
s1
(~σ · ~p1)(~σ × ~p2)

iχc
s2

= f1f2σ̂
i
12 + g1g2(σ̂12 · ~p1) pi2 − ig1g2χ

†
s1
(~σ · ~p1)(~σ × ~p2)

iχc
s2

(A.10)

E A.7 e A.8

J0
s1s2

(~p1, ~p2) = g1f2χ
c†
s1
(~σ · ~p1)χ†

s2
+ f1g2χ

c†
s1
(~σ · ~p2)χc

s2

= g1f2(σ̂
c
12 · ~p1) + f1g2(σ̂

c
12 · ~p2) (A.11)

J i
s1s2

(~p1, ~p2) = f1f2χ
c†
s1
σiχs2 + g1g2χ

c†
s1
(~σ · ~p1) pi2 χs2 − ig1g2χ

c†
s1
(~σ · ~p1)(~σ × ~p2)χs2

= f1f2σ̂
ci
12 + g1g2(σ̂

c
12 · ~p1) pi2 − ig1g2χ

c†
s1
(~σ · ~p1)(~σ × ~p2)χs2 (A.12)

Vamos chamar

σ̂12 ≡ σ̂ ; σ̂34 ≡ σ̂′

Definindo a conservação de momento por

~p1 = ~p+ ~q

~p2 = ~p

~p3 = ~p′ − ~q

~p4 = ~p′

podemos reescrever as correntes A.9-A.12 da seguinte forma:
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J0
s1s2

(~p+ ~q, ~p) = f1g2(σ̂ · ~p) + g1f2(σ̂ · ~p) + g1f2(σ̂ · ~q)
= 2f1g2(σ̂ · ~p) + g1f2(σ̂ · ~q) (A.13)

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) = f1f2σ̂
i + g1g2(σ̂ · ~p) pi + g1g2(σ̂ · ~q) pi − ig1g2χ

†
s1
(~σ · ~p)(~σ × ~p)iχc

s2

− ig1g2χ
†
s1
(~σ · ~q)(~σ × ~p)iχc

s2
(A.14)

J0
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = f3g4(σ̂
′c · ~p′) + g3f4(σ̂

′c · ~p′)− g3f4(σ̂
′c · ~q)

= 2f3g4(σ̂
′c · ~p′)− g3f4(σ̂

′c · ~q) (A.15)

J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = f3f4σ̂
′ci + g3g4(σ̂′c · ~p′) p′i − g3g4(σ̂′c · ~q) p′i − ig3g4χ

c†
s3
(~σ · ~p′)(~σ × ~p′)iχs4

+ ig3g4χ
c†
s3
(~σ · ~q)(~σ × ~p′)iχs4 (A.16)

Para obter o Hamiltoniano não - relativ́ıstico, o operador de quarks ψ(~x) precisa ser
escrito em termos de uma expansão em potências do momento ~p: Com

f(~p) ≃ 1− p2

8m
; g(~p) ≃ 1

2m
. (A.17)

Reescrevemos então as equações A.13 - A.16 em segunda ordem de momento

J0
s1s2

(~p+ ~q, ~p) = 2[
1

2m
− p2

16m3
− pq

8m3
− q2

16m3
](σ̂ · ~p) + [

1

2m
− p2

16m3
](σ̂ · ~q)

(A.18)

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) = [1− p2

4m2
− pq

4m2
− q2

8m2
]σ̂i +

1

4m2
(σ̂ · ~p) pi + 1

4m2
(σ̂ · ~q) pi

− i
1

4m2
χ†
s1
(~σ · ~p)(~σ × ~p)iχc

s2
− i

1

4m2
χ†
s1
(~σ · ~q)(~σ × ~p)iχc

s2

(A.19)

J0
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = 2[
1

2m
− p′2

16m3
+

p′q

8m3
− q2

16m3
](σ̂′c · ~p′)− 1

2m
− p′2

16m3
(σ̂′c · ~q)

(A.20)

J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = [1− p′2

4m2
+

p′q

4m2
− q2

8m2
]σ̂′ci +

1

4m2
(σ̂′c · ~p′) p′i − 1

4m2
(σ̂′c · ~q) p′i

− i
1

4m2
χc†
s3
(~σ · ~p′)(~σ × ~p′)iχs4 + i

1

4m2
χc†
s3
(~σ · ~q)(~σ × ~p′)iχs4

(A.21)
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Sabemos que

(~σ · ~p)(~σ × ~p)i =
∑

j

σjpj
∑

l m

ǫilmσlpm =
∑

jlm

ǫilmpjpmσjσl =
∑

jlm

ǫilmpjpm(δjl + i
∑

n

ǫjlnσn)

=
∑

jlm

ǫilmδjl pjpm + i
∑

jlmn

ǫjlnǫilm pjpmσn =
∑

jlm

ǫijm pjpm + i
∑

jlmn

ǫlimǫljn pjpmσn

= i
∑

jmn

∑

l

ǫlimǫljn pjpmσn = i
∑

jmn

(δijδmn − δinδmj) pjpmσn

= i
∑

n

pipnσn − i
∑

jmn

δinδmj pjpmσn = i pi(~p · ~σ)− i
∑

jn

δin pjpjσn

= i pi(~p · ~σ)− ip2σi

E

(~σ · ~q)(~σ × ~p)i = i(~q × ~p)~σ + i qi(~p · ~σ)− i(~q · ~p) σi

Então A.19 e A.21 ficam

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) = [1− p2

4m2
− pq

4m2
− q2

8m2
]σ̂i +

1

4m2
(σ̂ · ~p) pi + 1

4m2
(σ̂ · ~q) pi

+
1

4m2
pi(~p · σ̂)−

1

4m2
p2σ̂i +

1

4m2
qi(~p · σ̂)−

1

4m2
pqσ̂i +

1

4m2
(~q × ~p)σ̂

J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = [1− p′2

4m2
+

p′q

4m2
− q2

8m2
]σ̂′i +

1

4m2
(σ̂′ · ~p′) p′i − 1

4m2
(σ̂′ · ~q) p′i

+
1

4m2
p′i(~p

′ · σ̂′)− 1

4m2
p′2σ̂′

i −
1

4m2
qi(~p′ · σ̂′) +

1

4m2
p′qσ̂′

i −
1

4m2
(~q × ~p)σ̂c

Voltando a equação A.1, vamos escolher o propagador no gauge de Coulomb

D00(~q) = −D0

q2
; D0j(~q) = Di0(~q) = 0

Dij(~q) =
D0

q2 − ω2/c2

(

δij −
qi qj
q2

)

e usaremos ω = 0 (energia inicial = energia final) e D0 = 4π αs. A partir de agora
tomaremos c = 1. Assim temos

JµDµν(~q) J
ν = −D0

q2
J0 J0 +

D0

q2
~J · ~J − D0

q4
( ~J · ~q ) ( ~J · ~q ) (A.22)

Utilizando os casos 1 e 2, podemos calcular agora u†s1(~p1)vs2(~p2) ∗ v†s1(~p3)us2(~p4)
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J0
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J0
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) =
(σ̂ · ~p)
m

− (σ̂ · ~p)p2
8m3

− (σ̂ · ~p)pq
4m3

− (σ̂ · ~p)q2
8m3

+
(σ̂ · ~q)
2m

− (σ̂ · ~q)p2
16m3

× [
(σ̂′c · ~p′)
m

− (σ̂′c · ~p′)p′2
8m3

+
(σ̂′c · ~p′)p′q

4m3
− (σ̂′c · ~p′)q2

8m3

− (σ̂′c · ~q)
2m

− (σ̂′c · ~q)p′2
16m3

]

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = [σ̂i − σ̂ip2

4m2
− σ̂ipq

4m2
− σ̂iq2

8m2
+

1

4m2
(σ̂ · ~p) pi + 1

4m2
(σ̂ · ~q) pi

+
1

4m2
pi(~p · σ̂)− 1

4m2
p2σ̂i +

1

4m2
qi(~p · σ̂)− 1

4m2
pqσ̂i

+
1

4m2
(~q × ~p)σ̂]× [σ̂′ci − σ̂′cip′2

4m2
+
σ̂′cip′q

4m2
− σ̂′ciq2

8m2
+

1

4m2
(σ̂′c · ~p′) p′i

− 1

4m2
(σ̂′c · ~q) p′i + 1

4m2
p′i(~p′ · σ̂′c)− 1

4m2
p′2σ̂′ci − 1

4m2
qi(~p′ · σ̂′c)

+
1

4m2
p′qσ̂′ci − 1

4m2
(~q × ~p)σ̂c]

Mas apenas nos interessam os termos até segunda ordem, portanto

J0
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J0
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) =
(σ̂ · ~p)(σ̂′c · ~p′)

m2
− (σ̂ · ~p)(σ̂′c · ~q)

2m2
+

(σ̂ · ~q)(σ̂′c · ~p′)
2m2

− (σ̂ · ~q)(σ̂′c · ~q)
4m2

(A.23)

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = σ̂ · σ̂′c − (σ̂ · σ̂′c)p′2

2m2
+

(σ̂ · σ̂′c)(~p′ · ~q)
2m2

− (σ̂ · σ̂′c)q2

4m2

+
(σ̂ · ~p′)(σ̂′c · ~p′)

2m2
− (σ̂ · ~p′)(σ̂′c · ~q)

4m2
− (σ̂ · ~q)(σ̂′c · ~p′)

4m2

− (~q × ~p)(σ̂ · σ̂′c)

4m2
− (σ̂ · σ̂′c)p2

2m2
− (σ̂ · σ̂′c)(~p · ~q)

2m2
+

(σ̂ · ~p)(σ̂′c · ~p)
2m2

+
(σ̂ · ~q)(σ̂′c · ~p)

4m2
+

(σ̂ · ~p)(σ̂′c · ~q)
4m2

+
(~q × ~p)(σ̂ · σ̂′c)

4m2
(A.24)

De maneira análoga, calculando as correntes v†s1(~p1)us2(~p2) ∗ u†s1(~p3)vs2(~p4), obtemos

J0
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J0
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) =
(σ̂c · ~p)(σ̂′ · ~p′)

m2
− (σ̂c · ~p)(σ̂′ · ~q)

2m2
+

(σ̂c · ~q)(σ̂′ · ~p′)
2m2

− (σ̂c · ~q)(σ̂′ · ~q)
4m2

(A.25)

J i
s1s2

(~p+ ~q, ~p) ∗ J i
s3s4

(~p′ − ~q, ~p′) = σ̂c · σ̂′ − (σ̂c · σ̂′)p′2

2m2
+

(σ̂c · σ̂′)(~p′ · ~q)
2m2

− (σ̂c · σ̂′)q2

4m2

+
(σ̂c · ~p′)(σ̂′ · ~p′)

2m2
− (σ̂c · ~p′)(σ̂′ · ~q)

4m2
− (σ̂c · ~q)(σ̂′ · ~p′)

4m2

− (~q × ~p)(σ̂c · σ̂′)

4m2
− (σ̂c · σ̂′)p2

2m2
− (σ̂c · σ̂′)(~p · ~q)

2m2
+

(σ̂c · ~p)(σ̂′ · ~p)
2m2

+
(σ̂c · ~q)(σ̂′ · ~p)

4m2
+

(σ̂c · ~p)(σ̂′ · ~q)
4m2

+
(~q × ~p)(σ̂c · σ̂′)

4m2
(A.26)
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Os termos (~Ji · ~q) ∗ (~Jj · ~q) da equação A.22 não contribuem para o presente estudo,
pois estamos interessados apenas nos termos de Coulomb e spin-spin puro. Portanto, os
termos que nos interessam das A.23-A.26 são:

D0

q2

[

σ̂ · σ̂′c − (σ̂ · σ̂′c)q2

4m2

]

=
4παs

q2
(σ̂ · σ̂′c)− παs

m2
(σ̂ · σ̂′c) (A.27)

D0

q2

[

σ̂c · σ̂′ − (σ̂c · σ̂′)q2

4m2

]

=
4παs

q2
(σ̂c · σ̂′)− παs

m2
(σ̂c · σ̂′) (A.28)



Apêndice B
Determinação de Oα.

O gerador da transformação Fock-Tani é dado por:

F =
∑

α

(
m†

αOα −O†
αmα

)
, (B.1)

onde o operador Oα satifaz relações de comutação canônicas,

[Oα, O
†
β] = δαβ . (B.2)

O processo iterativo de construção de Oα envolve a adição de uma série de contra-
termos que cancelam os termos indesejáveis do comutador. Assim, escrevemos:

Oα(t) =
∞∑

i=0

O(i)
α (t) . (B.3)

Na aproximação de ordem zero, tomamos

O(0)
α =Mα , (B.4)

Com esta escolha, temos

[Oα, O
†
β] = δαβ +O(Φ2) , (B.5)

O(Φ2) = −∆αβ , (B.6)

de modo que a Eq. (B.2) é satisfeita em ordem zero, restando um termo indesejável de
ordem dois.

Adicionamos um contratermo de ordem dois, dado por

O(2)
α = a∆αβMβ. (B.7)

Com esse contratermo, obtemos

[Oα, O
†
β] = δαβ −∆αβ + 2a∆αβ +O(3)

α + ... . (B.8)
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Para a = 1
2
, o termo indesejável O(Φ2) é cancelado, de forma que a Eq. (B.2) é

satisfeita até segunda ordem, restando termos indesejáveis de ordem maior ou igual a
três:

[Oα, O
†
β] = δαβ +O(Φ3) + ... , (B.9)

O(Φ3) =
1

2

∑

γ

([

∆αγ,M
†
β

]

Mγ +M †
γ [Mα,∆γβ]

)

. (B.10)

Adicionamos, então, um contratermo de ordem três, dado por

O(3)
α = b

∑

γδ

M †
γ [Mα,∆γδ]Mδ . (B.11)

Com esse contratermo, obtemos

[Oα, O
†
β] = δαβ +

1

2

∑

γ

([

∆αγ ,M
†
β

]

Mγ +M †
γ [Mα,∆γβ]

)

+ b
∑

γ

([

∆αγ,M
†
β

]

Mγ +M †
γ [Mα,∆γβ]

)

+O(4)
α + ... . (B.12)

Para b = −1
2
, o termo indesejável O(Φ3) é cancelado, de forma que a Eq. (B.2) é

satisfeita até terceira ordem, restando termos indesejáveis de ordem maior ou igual a
quatro:

[Oα, O
†
β] = δαβ +O(Φ4) + ... , (B.13)

Assim, obtemos o operador Oα que satisfaz a Eq. (B.2), até terceira ordem:

Oα =Mα +
1

2
∆αβMβ +

1

2
M †

β[∆βγ,Mα]Mγ . (B.14)

Esse processo pode ser extendido sequencialmente até qualquer ordem, multiplicando-
se os termos indesejados, ordem a ordem, porMγ para gerar os contratermos adequados.



Apêndice C
Funções de Onda

As funções de onda do méson e do bárion podem ser escritas como um produto das funções
de onda dos quarks de cor (δcµcν ou εc1c2c3), spin-sabor (ξ

fµ fν
α ou ζ

f1f2f3

α ) e espaço.

C.1 Função de Onda do Méson

C.1.1 Espaço

Para o méson temos

Φµν
α = δ(~pα − ~pµ − ~pν)

δcµcν√
3

ξ
fµ fν
α√
2

ϕ(~pµ, ~pν) (C.1)

A parte espacial da função de onda do méson é tomada como sendo uma gaussiana

ϕ(~pq, ~pq̄) =
(
πβ2

)− 3

4 exp

[

−(m1~pq −m2~pq̄)
2

8 β2

]

(C.2)

com

m1 =
2mq̄

mq +mq̄

; m2 =
2mq

mq +mq̄

, (C.3)

onde é fácil verificar

m1 +m2 = 2 . (C.4)

C.1.2 Spin-Sabor

|K − 〉 =
1√
2

(

| s↑ ū↓ 〉 − | s↓ ū↑ 〉
)

(C.5)

|η 〉 =
c1√
2

(

| u↑ ū↓ 〉 − | u↓ ū↑ 〉 + | d↑ d̄↓ 〉 − | d↓ d̄↑ 〉
)

+
c2√
2

(

| s↑ s̄↓ 〉 − | s↓ s̄↑ 〉
)

(C.6)
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C.2 Função de Onda do Bárion

A função de onda do bárion pode ser escrita como

Ψµ1µ2µ3

α =
εc1c2c3√

6

ζ
f1f2f3

α√
18

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

(C.7)

C.2.1 Espaço

Para obter Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

vamos considerar um bárion constituido por dois quarks leves de
massa ml e uma quark pesado de massa mp, isto é,

quarks (u, d) −→ ml ; quark s −→ mp

e definir a coordenada do centro de massa ~R e relativas ~ρ e ~λ

~R = M1 (~r1 + ~r2) +M2 ~r3 −→ Centro de massa

~ρ =
1√
2
(~r1 − ~r2) ; ~λ =

1√
6
(~r1 + ~r2 − 2~r3) (C.8)

onde

M1 =
ml

2ml +mp

; M2 =
mp

2ml +mp

. (C.9)

Desta definição (C.9) é fácil ver que

2M1 +M2 = 1 (C.10)

A função de onda total definida por Isgur e Karl [79, 80]

Ψ~P (~ρ ,
~λ , ~R) =

ei
~P ·~R

(2π)3/2
ψ(~ρ , ~λ) (C.11)

sendo ~P o momento do centro de massa e a função de onda relativa ψ(~ρ , ~λ) é dada por

ψ(~ρ , ~λ) =
α
3/2
ρ

π3/4

α
3/2
λ

π3/4
e−α2

ρρ
2/2 e−α2

λ
λ2/2 (C.12)

É fácil verificar que a função de onda (C.11) é normalizada:

∫

d~R d~ρ d~λ Ψ∗
~P
(~ρ , ~λ , ~R)Ψ ~P ′ (~ρ , ~λ , ~R) =

∫

d~R
e−i ~R·(~P− ~P ′)

(2π)3

∫

d~ρ
α3
ρ

π3/2
e−α2

ρρ
2

∫

d~λ
α3
λ

π3/2
e−α2

λ
ρ2

= δ(~P − ~P ′)
α3
ρ

π3/2

(
π

α2
ρ

)3/2
α3
λ

π3/2

(
π

α2
λ

)3/2

= δ(~P − ~P ′) (C.13)
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A norma de Ψ nas variáveis ~r1 , ~r2 , ~r3 tem que ser a mesma que nas variáveis ~R , ~ρ , ~λ.
Para verificar este fato precisamos realizar a integral da norma nas variáveis ~r1 , ~r2 , ~r3 ,
ou seja,

∫

d~r1 d~r2 d~r3 Ψ∗
~P
(~r1, ~r2, ~r3)Ψ ~P ′ (~r1, ~r2, ~r3) (C.14)

onde

Ψ~P (~r1, ~r2, ~r3) =
(αραλ

2π2

)3/2

exp
[

i ~P · (M1 (~r1 + ~r2) +M2 ~r3)
]

× exp

[

−1

4
α2
ρ(~r1 − ~r2)

2 − 1

12
α2
λ(~r1 + ~r2 − 2~r3)

2

]

(C.15)

Realizando esta integral, encontramos

∫

d~r1 d~r2 d~r3 Ψ∗
~P
(~r1, ~r2, ~r3) Ψ ~P ′ (~r1, ~r2, ~r3) = 3

√
3 δ(~P − ~P ′) (C.16)

Desta forma para garantir a normalização basta substituir

Ψ~P (~r1, ~r2, ~r3) −→
1

33/4
Ψ~P (~r1, ~r2, ~r3) (C.17)

ou seja

Ψ~P (~r1, ~r2, ~r3) =

(
αραλ

2π2
√
3

)3/2

exp
[

i ~P · (M1 (~r1 + ~r2) +M2 ~r3)
]

× exp

[

−1

4
α2
ρ(~r1 − ~r2)

2 − 1

12
α2
λ(~r1 + ~r2 − 2~r3)

2

]

(C.18)

A transformada de Fourier de (C.18) é definida por

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

=

∫
d~r1

(2π)3/2
d~r2

(2π)3/2
d~r3

(2π)3/2
Ψ~P (~r1, ~r2, ~r3) e

−i( ~p1·~r1+ ~p2·~r2+ ~p3·~r3) . (C.19)

Agora

1

(2π)3/2
1

(2π)3/2
1

(2π)3/2

(
αραλ

2π2
√
3

)3/2

=

(
αραλ

16π5
√
3

)3/2

Substituindo (C.18) em (C.19)

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

=

(
αραλ

16π5
√
3

)3/2 ∫

d~r1 d~r2 d~r3 exp
[

i ~P · (M1 (~r1 + ~r2) +M2 ~r3)
]

× exp

[

−1

4
α2
ρ(~r1 − ~r2)

2 − 1

12
α2
λ(~r1 + ~r2 − 2~r3)

2

]

× exp [−i( ~p1 · ~r1 + ~p2 · ~r2 + ~p3 · ~r3)] . (C.20)
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Integrando em ~r1, obtemos

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

=

(
αραλ

16π5
√
3

)3/2



2
√
3π

√

α2
λ + 3α2

ρ





3

×
∫

d~r3 exp




i~r3 ·

(

α2
λ(2M1

~P +M2
~P − 2~p1 − ~p3) + 3αρ

2(M2
~P − ~p3)

)

− αλ
2αρ

2~r 2
3 − 3(~p1 −M1

~P )2

αλ
2 + 3αρ

2





×
∫

d~r2 exp



−
α2
λα

2
ρ

α2
λ + 3α2

ρ

r22 + ~r2 ·

(

α2
ρ

(

2α2
λ~r3 + 6iM1

~P − 3i(~p1 + ~p2)
)

+ iα2
λ(~p1 − ~p2)

)

α2
λ + 3α2

ρ





Integrando em ~r2, obtemos

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

=

(
αραλ

16π5
√
3

)3/2



2
√
3π

√

α2
λ + 3α2

ρ





3



√

πα2
λ + 3πα2

ρ

αλαρ





3

× exp

[

−
α2
λ(~p1 − ~p2)

2 + 3α2
ρ(~p1 + ~p2 − 2M1

~P )2

4α2
λα

2
ρ

]

×
∫

d~r3 exp



i~r3 · ( ~P (2M1 +M2)
︸ ︷︷ ︸

=1

−~p1 − ~p2 − ~p3)





Integrando em ~r3, obtemos

Ψ~p1 ~p2 ~p3
~P

=

(
αραλ

16π5
√
3

)3/2



2
√
3π

√

α2
λ + 3α2

ρ





3



√

πα2
λ + 3πα2

ρ

αλαρ





3

× exp

[

−
α2
λ(~p1 − ~p2)

2 + 3α2
ρ(~p1 + ~p2 − 2M1

~P )2

4α2
λα

2
ρ

]

× (2π)3 δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

ou seja

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

( √
3

παλαρ

)3/2

exp

[

−
α2
λ(~p1 − ~p2)

2 + 3α2
ρ(~p1 + ~p2 − 2M1

~P )2

4α2
λα

2
ρ

]

.

Finalmente encontramos a função de onda (substituindo ~P no expoente)

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

( √
3

παλαρ

)3/2

× exp

[

−
α2
λ(~p1 − ~p2)

2 + 3α2
ρ[ (1− 2M1) ~p1 + (1− 2M1) ~p2 − 2M1 ~p3 ]2

4α2
λα

2
ρ

]

,

(C.21)
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mas por (C.10) temos que

1− 2M1 =M2

assim função de onda fica

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

( √
3

παλαρ

)3/2

exp

[

−
α2
λ(~p1 − ~p2)

2 + 3α2
ρ[ M2 ~p1 +M2 ~p2 − 2M1 ~p3 ]2

4α2
λα

2
ρ

]

(C.22)

ou equivalentemente definindo x = αρ/αλ

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

( √
3

πxα2
λ

)3/2

exp

[

−(~p1 − ~p2)
2 + 3x2[ M2 ~p1 +M2 ~p2 − 2M1 ~p3 ]2

4α2
λx

2

]

.

(C.23)

Uma simplificação que pode ser introduzida é considerar x = 1,

αλ = αρ ≡ α

Assim a função de onda (C.21) fica

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

(√
3

πα2

)3/2

exp

[

−(~p1 − ~p2)
2 + 3[ M2 ~p1 +M2 ~p2 − 2M1 ~p3 ]2

4α2

]

.

(C.24)

No caso particular do núcleon,

ml = mp −→ M1 =M2 =
1

3
(C.25)

e a função de onda (C.24) se reduz ao resultado conhecido no modelo de quarks

Ψ ~p1 ~p2 ~p3
~P

= δ( ~P − ~p1 − ~p2 − ~p3)

(√
3

πα2

)3/2

exp

[−p21 − p22 − p23 + ~p1 · ~p2 + ~p1 · ~p3 + ~p2 · ~p3
3α2

]

.

(C.26)
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C.2.2 Spin-Sabor

|p↑ 〉 =
1√
18

[

2 |u↑ u↑ d↓ 〉+ 2 |u↑ d↓ u↑ 〉+ 2 |d↓ u↑ u↑ 〉

−|u↑ u↓ d↑ 〉 − |u↑ d↑ u↓ 〉 − |d↑ u↑ u↓ 〉
− |u↓ u↑ d↑ 〉 − |u↓ d↑ u↑ 〉 − |d↑ u↓ u↑ 〉

]

(C.27)

|Λ↑ 〉 =
1√
12

[

|u↑d↓s↑ 〉 − |u↓d↑s↑ 〉 − |d↑u↓s↑ 〉

+|d↓u↑s↑ 〉+ |s↑d↓u↑ 〉 − |s↑d↑u↓ 〉
−|s↑u↓d↑ 〉+ |s↑u↑d↓ 〉+ |u↑s↑d↓ 〉
− |u↓s↑d↑ 〉 − |d↑s↑u↓ 〉+ |d↓s↑u↑ 〉

]

(C.28)



Apêndice D
Parte espacial de Vmb

Vamos agora calcular as integrais espaciais dos quatro termos de Vmb, sendo a primeira
contribuição o termo V1 que iremos mostrar com algum detalhe

V1(~pα, ~pβ, ~pδ, ~pγ) = −3

∫

d~pµ d~pν d~pσ d~pρ d~pν2 d~pµ2
d~pµ3

δ(~pµ + ~pν − ~pσ − ~pρ) vqq(~pµ − ~pσ, ~pσ)

×
{

δ(~pα − ~pµ − ~pν2)

(
1

πβ2

)3/4

exp

[

−(mf ~pµ − (2−mf ) ~pν2)
2

8 β2

]}

×






δ( ~pβ − ~pν − ~pµ2

− ~pµ3
)

(√
3

πα2

)3/2

× exp

[

−(~pν − ~pµ2
)2 + 3[ (1− 2Mf ) ~pν + (1− 2Mf ) ~pµ2

− 2Mf ~pµ3
]2

4α2

]}

×
{

δ(~pγ − ~pρ − ~pν2)

(
1

πβ2

)3/4

exp

[

−(mi ~pρ − (2−mi) ~pν2)
2

8 β2

]}

×






δ( ~pδ − ~pσ − ~pµ2

− ~pµ3
)

(√
3

πα2

)3/2

× exp

[

−(~pσ − ~pµ2
)2 + 3[ (1− 2Mi) ~pσ + (1− 2Mi) ~pµ2

− 2Mi ~pµ3
]2

4α2

]}
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onde mi, mf , Mi e Mf são os parâmetros do estado inicial e do estado final do méson e
do bárion, respectivamente. Após a integração nas deltas obtemos

V1(~pα, ~pβ, ~pδ, ~pγ) = −3δ(~pα + ~pβ − ~pγ − ~pδ)
3
√
3

π9/2α6β3

∫

d~pµ d~pσ d~pµ3
vqq(~pµ − ~pσ, ~pσ)

× exp

[

−((mf − 2)~pα + 2~pµ)
2 + (mi~pγ − 2~pα + 2~pµ)

2

8β2

]

× exp

[

−
(3(Mi − 1)Mi + 1)p 2

δ − ~pδ · [(2− 3Mi)~pµ3
+ ~pσ] + p2µ3

+ ~pµ3
· ~pσ + p2σ

α2

]

× exp

[

−
(3(Mf − 1)Mf + 1)p2β − ~pβ · [~pδ − ~pσ + (1− 3Mf )~pµ3

]

α2

−
+p2δ − ~pδ · (~pµ3

+ 2~pσ) + p2µ3
+ ~pµ3

· ~pσ + p2σ
α2

]

Substituindo vqq e realizando as integrais restantes, o resultado final pode ser expresso
no centro de massa do sistema méson-bárion ~pα = ~p, ~pβ = −~p, ~pγ = ~p ′ e ~pδ = −~p ′:

Ie1 = (~S · ~S ′)a1η1 exp
[
−A1 p

2 − A2 p
′ 2 + A3 ~p · ~p ′] (D.1)

onde

A1 =
α2m2

f + 8β2(3(Mf − 1)Mf + 1)

16α2β2

A2 =
α2m2

i + 8β2(3(Mi − 1)Mi + 1)

16α2β2

A3 =
2α2mfmi − 8β2(−6MfMi + 3Mf + 3Mi − 2)

16α2β2

a1 = −8παs

3m2

η1 = 1 (D.2)

O mesmo procedimento pode ser realizado para o termo V2, obtendo

Ie2 = (~S · ~S ′)a1η1 exp
[
−A1 p

2 − A2 p
′ 2 + A3 ~p · ~p ′] (D.3)

onde

A1 =
α2
(
3m2

f − 6mf (Mf + 1) + 3Mf (5Mf − 2) + 7
)
+ 12β2(3(Mf − 1)Mf + 1)

8α2 (α2 + 3β2)

A2 =
α2(3Mi(5Mi − 2) + 7) + 12β2(3(Mi − 1)Mi + 1)

8α2 (α2 + 3β2)

A3 =
α2(3mf (Mi + 1) + 9(Mf − 1)Mi − 9Mf + 1) + 6β2(Mf (6Mi − 3)− 3Mi + 2)

4α2 (α2 + 3β2)

a1 = −8παs

3m2

η1 =
48
√
6β3

(α2 (3x2 + 1) + 12β2)3/2
(D.4)
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Da mesma forma o procedimento pode ser realizado para o termo V3, obtendo

Ie3 = (~S · ~S ′)a1η1 exp
[
−A1 p

2 − A2 p
′ 2 + A3 ~p · ~p ′] (D.5)

onde

A1 =
7α4m2

f + 36β4(1− 2Mf )
2 + 12α2β2(4−mf +m2

f − 2(6 +mf )Mf + 16M2
f )

16α2β2(7α2 + 6β2)

A2 =
(7α4m2

i + 36β4(1− 2Mi)
2 + 12α2β2(8− 3mi +m2

i − 2(4 +mi)Mi + 16M2
i ))

(16α2β2(7α2 + 6β2))

A3 =
7α4mfmi + 36β4(2Mf − 1)(2Mi − 1) + A′)

8α2β2(7α2 + 6β2)

A′ = 6α2β2(4 + 3mf − 20Mf +mi + 2Mfmi + 2(mf + 12Mf − 8)Mi

a1 = −8παs

3m2

η1 =
24
√
3α3x2

√
3x4 + x2√

3x2 + 1 (α2 (6x2 + 1) + 6β2)3/2
(D.6)

O mesmo procedimento pode ser realizado para o termo V4, obtendo

Ie4 = (~S · ~S ′)a1η1 exp
[
−A1 p

2 − A2 p
′ 2 + A3 ~p · ~p ′] (D.7)

onde

A1 =
3(mf − 2(Mf + 1))2

8 (α2 (3x2 + 1) + 6β2)
+

(mf − 1)2

8 (α2x2 + 2β2)
+

3(1− 2Mf )
2

8α2

A2 =
3(mi − 2(Mi + 1))2

8 (α2 (3x2 + 1) + 6β2)
+

(mi − 1)2

8 (α2x2 + 2β2)
+

3(1− 2Mi)
2

8α2

A3 = −3(mf − 2(Mf + 1))(mi − 2(Mi + 1))

4 (α2 (3x2 + 1) + 6β2)
+

(mf − 1)(mi − 1)

4 (α2x2 + 2β2)
+

3(2Mf − 1)(2Mi − 1)

4α2

a1 = −8παs

3m2

η1 =
48
√
6α3β3x3

(α2x2 + 2β2)3/2 (α2 (3x2 + 1) + 6β2)3/2
(D.8)
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O fator de cor pode ser calculado por

C1 =

(
λaµσ
2

λaνρ
2

)
δµν2√
3

ενµ2µ3

√
6

δρν2√
3

εσµ2µ3

√
6

C2 =

(
λaµσ
2

λaνρ
2

)
δµ1ν

√
3

εµµ2µ3

√
6

δσρ√
3

εµ1µ2µ3

√
6

C3 =

(
λaµσ
2

λaνρ
2

)
δµν2√
3

εµ1νµ3

√
6

δµ1ν2

√
3

εσρµ3

√
6

C4 =

(
λaµσ
2

λaνρ
2

)
δν1ν√
3

εµ1µµ3

√
6

δµ1ρ

√
3

εν1σµ3

√
6

. (E.1)

O resultado é escrito como {C1, C2, C3, C4}:

C =

{
4

9
, −4

9
, −2

9
,
2

9

}

. (E.2)

É importante observar que pelo fato deste resultado não depender dos ı́ndices de méson
e/ou bárion, ele vale para qualquer interação méson-bárion descrita dentro do contexto
do nosso formalismo. O fator de spin-sabor pode ser calculado por

S1(αβ; δγ) =

(

σi
sµ sσ

2

σi
sν sρ

2

)
(

δfµ fσδfν fρ

)

ξ∗µν2α ζ∗νµ2µ3

β ξρν2γ ζσµ2µ3

δ

S2(αβ; δγ) =

(

σi
sµ sσ

2

σi
sν sρ

2

)
(

δfµ fσδfν fρ

)

ξ∗µ1ν
α ζ∗µµ2µ3

β ξσργ ζµ1µ2µ3

δ

S3(αβ; δγ) =

(

σi
sµ sσ

2

σi
sν sρ

2

)
(

δfµ fσδfν fρ

)

ξ∗µν2α ζ∗µ1νµ3

β ξµ1ν2
γ ζσρµ3

δ

S4(αβ; δγ) =

(

σi
sµ sσ

2

σi
sν sρ

2

)
(

δfµ fσδfν fρ

)

ξ∗ν1να ζ∗µ1µµ3

β ξµ1ρ
γ ζν1σµ3

δ . (E.3)
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Estes fatores S podem ser calculados facilmente, usando a seguinte propriedade das
matrizes do SU(N)

Ma
µσM

a
νρ = 2δµρδνσ − f δµσδνρ com f =

{
1, se Ma = σa, (a = 1, 2, 3)
2
3
, se Ma = λa, (a = 1, . . . , 8)

(E.4)

Os fatores de spin-sabor-cor ωi são obtidos a partir de C e S:
{

ω1 , ω2 , ω3 , ω4

}

=
{

3 C1 S1 , 3 C2 S2 , 6 C3 S3 , 6 C4 S4

}

. (E.5)

Como foi comentado no Caṕıtulo 4, os ı́ndices α, β, δ, γ são os números quânticos de
espaço, spin e isospin dos mésons ou dos bárions do problema. Eles vão ser determinados
de acordo com o respectivo processo a ser estudado, sendo muitas vezes necessário usar
regras de soma de momento angular para representar o estado em questão.
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