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O modelo

Percolacao, um modelo que exemplifica a relacdo entre as areas de Matematica,
Fisica, Probabilidade e Combinatoria, € o fenOmeno de transporte de um fluido
através de um meio poroso. Esse mei1o € constituido de poros € canais €, em uma
situacao simples, os canais podem estar abertos ou fechados a passagem de fluido.
Nesse caso, cada canal, independentemente dos demais, esta aberto com proba-
bilidade p, o parametro do modelo, e fechado com a probabilidade complementar
(1 — p). A questao basica que estudaremos € a ocorréncia ou nio de percolagao,
1sto €, a existéncia de um caminho infinito de elos abertos atravessando o meio,
modelado microscopicamente pelo reticulado hipercubico d-dimensional. Para 1sso,
analisaremos um valor critico nao trivial para o nosso parametro p, abaixo do qual o
modelo nao exibe percolacao e acima do qual esta passa a ocorrer.

Para a construcao do modelo, vamos definir algumas coisas. Considere a rede
hipercibica d-dimensional (Z¢, E?), onde Z" é o conjunto de sitios da rede e E“
={(z,y) €Z*: || x — vy |1 =1} é o seu conjunto de elos. Cada elo de E¢, escolhido
aleatoriamente, recebe o status de fechado ou aberto da seguinte maneira. Definimos
um conjunto X = {X,, e € E¥}, V e;=(w;,y;) € Z% 1 = 1,2,-- -, como uma familia
de variaveis aleatorias independentes e 1denticamente distribuidas (1.1.d), com X, ~
Bernoulli(p), ou seja:

P(X.=1)=1-P,(X.,=0)=p,Vec E,0<p<1

A esperanca com respeito a p € denotada por £, e o espago amostral do modelo €
dado por 2={0,1}E". A g-algebra do modelo é a usual, dependendo de subconjun-
tos finitos de E?, apenas. Cada varidvel aleatéria X, é uma projecio na coordenada
de cada elo e, sendo:

Xe(w) = we, Vw € €2

Com 1ss0 temos que:
1, e aberto

X, =
0, efechado
Um conjunto de €’s C E9, {ei,es,--- ,e,}, n >1, onde e;=(z;,v:), 7 = 1,2,--- ,n
¢ dito um caminho = z;7#x; V i#], yi=Ti+1, 1=1,2,--- ;n — 1. Dizemos que um

caminho € aberto se todos os seus elos sao abertos. Além disso, dizemos que dois
sitios da rede, x e y, estao conectados (z<+y), se existir um caminho aberto que ligue
eles. A conectividade € uma relacao de equivaléncia e as classes de equivaléncia em
que se dividem os sitios daremos o0 nome de aglomerados. Esses aglomerados sao
definidos como:

C,={7¢€ Zd\ 7 <> x},onde x € o sitio escolhido para anélise.

Abaixo estd representado, em um corte de Z?, um aglomerado C'z, para certo z.
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O objeto basico do nosso estudo sera o aglomerado da origem, denotado por C'. Para
isso, estudaremos a cardinalidade (|C|) desse conjunto, que € uma varidvel aleatéria
com mesma distribuicao que |C,|, para todo x. A partir disso, vamos querer saber se
aglomerados infinitos podem existir, com probabilidade positiva. Iremos analisar:
C| . Q = N U +oo e, mais especificamente, o evento: {w € €, |C'(w)| = +oo},
que representa o conjunto de configuracoes de {2 onde C' tem cardinalidade infinita.
Para esse evento, daremos o nome de “percolar”.

Com d = 1, o problema ¢ trivial pois, denotando por C'_ e (. os aglomerados de C
a esquerda e a direita da origem, respectivamente, temos que |C'_| e |C'| sdo v.a.’s
1.1.d e, com 1SSO:

P,(|Cy| > k) = p". Entdo: P,(|C,| = 00) = klim P,(|Cy] 2 k) =0,Vp <1
—$00
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Devido a isso, restringiremos d > 2. Sabemos que |C| = 1,2, ..., c0. Uma quan-
tidade de interesse sera:

®.0

0(p) = Pp(’C’ =00) =1-— ZPP(’C‘ = k)
k=1

Teorema 1. Para d > 2, existe um valor critico do pardametro p, denominado p,,
no intervalo aberto (0, 1), tal que:

H(p) — O,Sep < Pc

O(p) > 0,se p > p.

Resultados subsequentes procuram caracterizar as diversas fases do modelo. Quando
p < p., a fase € chamada subcritica, quando p > p., a fase € chamada supercritica
e quando p = p,., a fase € chamada critica.

Modelo Padrao

Para discutir a monotocidade da funcdo #(p), é necessaria a construgao de um
modelo probabilistico onde os diversos valores de p se encontrem mais acoplados.
Essa construc¢do é chamada de Modelo Padrio. Seja Z := {Z.,e € E%}, onde Z,
sdov.a’siide Z, ~ U|0,1]. Um elo e da rede sera denotado p-aberto se: Z, < p
e p-fechado se Z, > p. Com 1ss0, € possivel construir um modelo de percolagcao
de parametro p, usando elos p-abertos e p-fechados.Como Z. ~ U|0, 1|, sabemos
que a funcdo de distribuicao de probabilidade F; (x) € dada por:

0, =<0
Frpz)=PZ.<z)=<x, x€l0,1]
I, >0

Esse Modelo Padrao sera importante para a prova de 2 lemas:
Lema 0.1.0(p) ¢ ndo decrescente em p.

Lema 0.2.9(p, d) é ndo decrescente em d.
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Para a prova do primeiro lema, selecionamos certo p < p. Com 1sso, considerando
. / .
C, e C, os aglomerados a partir de elos p-abertos e p -abertos, respectivamente,
temos que C;, C €. Com isso, concluimos que:

0(p) = P(|C,| = 00) < P(|Cy| = 00) = 0(p)

Agora, para demonstrar a monotocidade de 6(p, d) em d, basta construirmos um
modelo de percolacdo em d dimensdes num hiperplano d-dimensional da rede
d+ 1 dimensonal, de forma que os elos ligando o hiperplano ao restante do espago
estejam fechados. Usando X para os demais elos e considerando C” o aglomerado
da origem nesse modelo, podemos ilustrar com um corte em d = 2, sendo 0s
nimeros representando posicoes de certos elos e C’ representado pela rede azul:
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Vemos claramente que C' C C' e, com isso:

0(p) = 0(p, d) = P, 1s1(|C"| = 00) < Pysa(|C] = 00) = (p, d + 1)

Com os dois lemas acima, torna-se suficiente, para provarmos o Teorema 1, mostrar-
mos os seguintes resultados:

a) Para d > 2 e p suficientemente préximo de 0, temos que 6(p) = 0

b) Para d = 2 e p suficientemente préximo de 1, temos que 6(p) > 0

A prova da primeira proposicao € realizada a partir da concepc¢ao de que, para
mostrar que #(p) = 0, basta mostrar que F,|C'| < oo. Por sua vez, o segundo
resultado € realizado a partir de um modelo de percolacdo na rede dual Z," =
Lo+ (55):

Como vimos no Teorema 1, sabemos que existe p., de forma que #(p) = 0, se
p < peeb(p) > 0,sep > p. Mas uma pergunta interessante a se fazer é&: O que
ocorre quando p = p.? Ja foi provado que, para d = 2, p. = % Além disso, fo1
demonstrado que 9(%) = 0 (em particular para p. > %). Para d > 19, foi descoberto
que a probabilidade de percola¢cdo no ponto critico € 1gual a zero. Acredita-se que
isso acontega para todo d > 2, mas descobrir se 6(p.(d)) = 0 para 3 < d < 18
ainda € um caso em aberto.
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